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A Maŕıa, Hernán, Vane, Tania y Simon.
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Resumen

El estudio de Desigualdades Geométricas para objetos compactos en Relativi-
dad General ha cobrado mucha relevancia en las ultimas décadas. Una desigualdad
geométrica en este contexto es una relación entre cantidades del espacio-tiempo que
tienen un significado f́ısico claro y a la vez una definición puramente geométrica.

En este trabajo presentaremos demostraciones formales de desigualdades geométri-
cas relacionando la carga, la masa, el momento angular y el tamaño para objetos
compactos, tanto para objetos ordinarios, como una estrella de neutrones, como para
agujeros negros.

Comenzamos el trabajo estudiando un problema simple: la relación entre carga y
tamaño en simetŕıa esférica. Probamos que si tomamos un dato inicial asintóticamente
plano y esféricamente simétrico que contiene un objeto ordinario cargado, dos veces el
radio de área RA del objeto es siempre mayor estricto que la carga Q del mismo.

2RA > |Q|. (0.1)

Probamos que la desigualdad es ajustada, ningún objeto no trivial puede alcanzar
la igualdad, y que la misma se satura para una secuencia de datos iniciales para la
cual la carga, la masa y el tamaño del objeto tienden a cero. Además discutimos las
implicaciones f́ısicas de este resultado y presentamos ejemplos numéricos que ilustran
el teorema.

Luego pasamos a un problema mas complejo: la relación entre masa, momento
angular y tamaño en simetŕıa axial para objetos ordinarios. Comenzamos estudiando
el caso en el que tenemos un objeto ordinario. Obtenemos una desigualdad geométrica
que relaciona la masa ADM, m, el momento angular J y el tamaño del objeto. Para
ello tomamos un dato inicial axialmente simétrico y asintóticamente plano y usamos
la monotońıa de la enerǵıa cuasi-local de Geroch en 2-superficies St a lo largo de un
flujo de curvatura media inversa. Probamos que si elegimos una superficie particular
del flujo ST tal que la misma encierre al objeto, sea convexa y St sea convexa ∀t ≥ T ,
entonces vale la siguiente desigualdad

m ≥ mT +
1

5

J2

RAR2
C

(0.2)

donde RA y RC son el radio de área y el radio axial de ST y mT es una medida de
la enerǵıa contenida en ST . Además obtenemos ejemplos numéricos que testean cuán
robustas son las hipótesis que utilizamos y el resultado que obtenemos.

En la última parte del trabajo estudiamos el problema anterior en el caso en que
tenemos un agujero negro, el cual es un problema conocido: la desigualdad de Pen-
rose con momento angular. En espaciotiempos con simetŕıa axial se conjetura que la

desigualdad de Penrose, m ≥
√

A
16π

puede ser reforzada para incluir momento angular

m ≥
√

A
16π

+ 4πJ2

A
donde m es la masa ADM, J el momento angular y A el área del

agujero negro. Probamos una versión de esta desigualdad para horizontes aparentes
futuros:

m ≥
√

A

16π
+
J2

R2
. (0.3)
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donde R es una medida particular del tamaño que depende de la norma del vector
de Killing axial. Consideramos datos iniciales axialmente simétricos, asintóticamente
planos y con un borde dado por un horizonte; usamos la monotońıa de la enerǵıa
cuasi-local de Geroch y de la enerǵıa cuasi-local de Hawking en 2-superficies a lo largo
de un flujo de curvatura media inversa.

Palabras Claves:
Desigualdades Geometricas para Objetos - Desigualdad de Penrose - Momento

Angular - Carga - Flujo de Curvatura Media Inversa

Clasificaci on (PACS): 04.20.-q, 02.40.Ky, 03.50.De
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Introducción

Las ecuaciones de Einstein relacionan la curvatura del espacio-tiempo con el conte-
nido de materia-enerǵıa del mismo. En particular si consideramos un objeto compacto
en el contexto de la teoŕıa de Relatividad General, cabe preguntarse si es posible
encontrar relaciones sencillas entre medidas de tamaño del objeto, y cantidades que
representen propiedades f́ısicas del mismo como por ejemplo la masa o el momento
angular.

En las últimas décadas se han probado varios resultados importantes en este sen-
tido, es decir se han obtenido demostraciones formales de diversas relaciones entre
cantidades f́ısicas de un objeto; en general este tipo de relaciones tomarán la forma de
desigualdades. Las cantidades involucradas en dichas desigualdades se definen de forma
general, de modo tal que sean válidas para cualquier sistema de referencia, por lo que
la validez de las mismas, es decir la demostración formal de dichas relaciones, nos per-
mite obtener información acerca de las propiedades f́ısicas del problema que estemos
analizando, las cuales muchas veces quedan ocultas tras la complejidad matemática
que trae aparejada la teoŕıa de Relatividad General. Dado el carácter geométrico de la
teoŕıa las cantidades f́ısicas involucradas tendrán una definición puramente geométrica,
y las relaciones obtenidas son Desigualdades Geométricas.

El ejemplo clásico de desigualdad geométrica es la desigualdad isoperimétrica para
curvas cerradas planas

L2 ≥ 4πA (0.4)

donde L es la longitud de una curva cerrada plana C y A es el área encerrada por C.
Esta desigualdad tiene un caso de rigidez, la igualdad solo se alcanza cuando la curva
C es una circunferencia, es decir que la curva plana con mayor área encerrada es la
circunferencia.

Las desigualdades que estudiaremos en este trabajo tendrán algunas similitudes
con la desigualdad isoperimétrica, en particular veremos que, al igual que en (0.4), los
casos en los que se satura una desigualdad serán casos muy especiales, tanto desde el
punto de vista matemático como f́ısico. Un ejemplo claro de este último punto es la
positividad de la masa total [70, 78]

m ≥ 0, (0.5)

donde la igualdad se alcanza si y solo si el espacio-tiempo es plano y vaćıo.
Hasta el momento, el principal énfasis en el área de desigualdades geométricas

en Relatividad General ha sido el estudio de agujeros negros y se han demostrado
diversas relaciones entre la carga, la masa, el momento angular, el tamaño y la forma
del agujero negro, [19, 42, 1, 20, 29, 71, 31], convirtiéndose en un área de investigación
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10 Introducción

muy activa. Los agujeros negros son objetos que pueden ser descriptos por unos pocos
parámetros, como el área del horizonte, la masa, la carga y el momento angular, lo cual
los convierte en los mejores candidatos para el estudio de desigualdades para objetos
compactos. De aqúı en adelante c y G denotan la velocidad de la luz y la constante de
gravitación respectivamente.

Entre los ejemplos más importantes de desigualdades para agujeros negros (ver por
ejemplo el art́ıculo de revisión [24]) están la desigualdad de Penrose [60] probada por
Huisken e Ilmanen en [47],

m ≥ c2

G

√
A

16π
(0.6)

donde m y A son la masa del agujero negro y el área del horizonte, respectivamente; y
la desigualdad entre masa y momento angular para espacio-tiempos con simetŕıa axial
probada por Dain, [19],

m ≥
√

c

G
|J | (0.7)

donde J es el momento angular del agujero negro.
Existe una diferencia importante entre estas desigualdades y la desigualdad iso-

perimétrica, la desigualdad (0.4) es cuasi-local, es decir solo necesitamos analizar la
curva y el espacio interior a esta, las desigualdades (0.5), (0.6) y (0.7) son desigual-
dades globales, esto se debe a que la masa total del espacio tiempo es una cantidad
global, la misma se define en términos de cómo decae la métrica en infinito. En este
contexto una cantidad se dice que es local cuando la misma está evaluada en un punto
del espacio-tiempo, cuasi-local cuando se define en una región acotada, y global cuan-
do se define en una la región es no acotada. Uno de los ejemplos más importantes de
desigualdad cuasi-local para agujeros negros es la desigualdad entre área y momento
angular para espacio-tiempos axialmente simétricos, demostrada por Dain y Reiris en
[20]

c3

G
A ≥ 8π|J |. (0.8)

Esta desigualdad solo depende de cantidades definidas sobre una 2-superficie, el hori-
zonte aparente del agujero negro, y para su demostración solo se asumen propiedades
locales de dicha superficie. Existen ademas otro tipo de desigualdades cuasi-locales,
que solo involucran cantidades definidas en una región acotada, para las cuales es ne-
cesario asumir propiedades de todo el espacio, como por ejemplo el comportamiento
de la métrica en infinito. Un ejemplo de esto es el criterio de formación de agujeros
negros para espacio-tiempos esféricamente simétricos demostrada por Bizon, Malec y
O’Murchadha en [10]: Si tenemos una región esférica U definida en una hipersuperficie
espacial esféricamente simétrica y asintóticamente plana (ver apéndice A), y la región
U tiene masa cuasi-local mU y radio geodésico L (largo de una geodésica radial desde
el centro), luego si se cumple:

mU ≥
c2

G
L (0.9)

entonces U contiene una región atrapada (ver ecuación (A10)). Cabe destacar que
la obtención de un criterio general para la formación de agujeros negros es uno de
los problemas abiertos en el área de desigualdades geométricas. Este problema está
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inspirado en la Conjetura de Hoop y ha sido largamente estudiado, siendo el resultado
anterior la primera demostración formal de dicha conjetura. La Conjetura de Hoop
plantea que si uno es capaz de pasar un aro de radio RHoop alrededor del objeto U
y en cualquier dirección, y tenemos además una medida de la masa cuasi-local de U ,
mU , entonces si se cumple:

mU >
c2

G

RHoop

2
. (0.10)

el objeto colapsará y formará un agujero negro.
Los ejemplos anteriores son solo unos pocos de los diversos ejemplos de desigual-

dades geométricas que se han demostrado para agujeros negros. Cabe preguntarse si
es posible probar este mismo tipo de relaciones simples para objetos ordinarios, como
una estrella de neutrones, es decir desigualdades entre cantidades geométricas bien
definidas que representen las propiedades f́ısicas de un objeto ordinario, su momento
angular, masa, tamaño, carga. Los agujeros negros son objetos “simples” en el siguiente
sentido, se pueden caracterizar con pocos parámetros y las cantidades geométricas con
las que se definen dichos parámetros tienen una interpretación f́ısica clara; los objetos
astrof́ısicos ordinarios no son simples, por lo que la respuesta a la pregunta antes plan-
teada no es trivial. Afortunadamente en los últimos años se han logrado varios avances
en relación a este punto, [23, 25, 54, 53, 66]. Los ejemplos más representativos de esto
son quizás las relaciones entre tamaño, momento angular para objetos probadas por
Reiris [66] y por Dain [23].

En [66] Reiris logra demostrar una serie de desigualdades para objetos ordinarios,
la más relevante es la desigualdad cuasi-local entre momento angular y tamaño para
el caso en el que el objeto es un toro en rotación.

c3

G

(
1 +

P

πD

)
R2
C ≥ 8π|J |, (0.11)

donde J es el momento angular del objeto,
RC es el radio del circulo axial más grande
dentro del toro, D la distancia al eje de ro-
tación y P el peŕımetro de la sección del to-
ro. Para esta desigualdad se asume simetŕıa
axial y que la métrica decae a la métrica
plana en infinito.
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Para agujeros negros tenemos una medida de tamaño clara y bien definida: el área
del horizonte. Sin embargo, para objetos ordinarios a priori no tenemos una medida
de tamaño bien definida. Como podemos ver la desigualdad (0.11) no involucra el
área del objeto, pero depende de medidas de tamaño muy simples de interpretar. Aún
aśı, la misma no es válida por ejemplo para una estrella de neutrones dado que solo
vale para objetos que no intersecan el eje. En general no es fácil encontrar una buena
definición de tamaño, y mucho menos encontrar y probar la relación que tendrá con los
parámetros f́ısicos del problema. La medida de tamaño dependerá no solo del problema
que estemos tratando, sino también de las herramientas que se utilicen para abordarlo.

En el trabajo [23] Dain demuestra una desigualdad en el esṕıritu de la anterior,
asumiendo hipótesis similares, para objetos que śı pueden intersecar el eje. Si tenemos
un objeto ordinario con simetŕıa axial y densidad de materia constante, entonces vale
la siguiente desigualdad

c3

G

π3

24
R2
D ≥ |J |, (0.12)

donde la medida de tamaño RD se define como

R2
D(U) :=

4

π2

∫
U

√
ηdV

R2
SY

(0.13)

donde U es la región que ocupa el objeto y RSY es el radio Schoen y Yau [68]. Al
igual que en la desigualdad anterior esta desigualdad es cuasi-local, tanto J como la
medida de tamaño son cantidades cuasi-locales y en ambos casos se necesita asumir
que la métrica decae a la métrica plana en infinito espacial.

Dado que la desigualdad (0.12) es válida
para objetos que intersecan el eje se espera
que la misma se cumpla por ejemplo para
una estrella de neutrones, caso en el cual
la desigualdad (0.11) no es valida. El pro-
blema es que (0.12) no puede ser escrita en
términos de las medidas usuales, la medida
de tamaño de Schoen y Yau se define en
términos del toro más grande que podemos
embeber dentro de U .
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De los trabajos antes mencionados se infiere que uno de los contexto más adecuados
para abordar este tipo de problemas es el de Datos Iniciales para las Ecuaciones de
Einstein. Un dato inicial está dado por una 3-variedad que tiene asociada una métrica
y curvatura extŕınseca, junto con dos campos de materia definidos sobre la 3-variedad,
la densidad de enerǵıa y la densidad de corriente; este conjunto, para ser compatible
con las ecuaciones de Einstein, debe satisfaces las ecuaciones de v́ınculo de Relatividad
General, ver apéndice A.

En este trabajo estudiaremos la validez y presentaremos demostraciones formales
de desigualdades geométricas relacionando la carga, la masa, el momento angular y
el tamaño para objetos compactos aislados, tanto objetos ordinarios como agujeros
negros. Para esto analizaremos datos iniciales que representen objetos aislados, y las
relaciones que probaremos serán consecuencia de las ecuaciones de v́ınculo de Relativi-
dad General. Comenzamos estudiando el caso más simple: la desigualdad entre carga y
tamaño en simetŕıa esférica. En el caṕıtulo 1 probamos que si tomamos un dato inicial
asintóticamente plano y esféricamente simétrico que contiene un objeto cargado, dos
veces el radio de área RA del objeto es siempre mayor estricto que la carga Q del
mismo:

c2

√
G

2RA > |Q|. (0.14)

Para ello resolvemos las ecuaciones de v́ınculo de Relatividad General en simetŕıa
esférica, analizamos los casos con y sin superficies atrapadas, y utilizamos un resultado
previo obtenido por Reiris [66]. Probamos también que la desigualdad es ajustada, que
el caso de rigidez se alcanza al tomar una secuencia para la cual la carga, la masa y
el radio del objeto tienden a cero, y que ningún objeto no trivial puede alcanzar la
igualdad. Además discutimos las implicaciones f́ısicas de este resultado y presentamos
ejemplos numéricos que ilustran el teorema. Esta parte del trabajo fue realizada en
colaboración con Sergio Dain y Omar E. Ortiz, y publicada en [3].

Luego pasamos a un caso más complicado: la relación entre masa, momento an-
gular y tamaño en simetŕıa axial; asumir simetŕıa axial nos permite estudiar casos
bastante más generales, pero no tendremos las expresiones simples que tenemos al
asumir simetŕıa esférica. El estudio de esta relación estará dividido en dos partes. La
primera parte es el estudio de la relación para objetos ordinarios. En el caṕıtulo 2
obtenemos una desigualdad geométrica que relaciona la masa ADM (ver apéndice A),
m, el momento angular J y el tamaño del objeto ordinario. Para ello tomamos un dato
inicial axialmente simétrico y asintóticamente plano que contenga un objeto ordinario
y usamos la monotońıa de la enerǵıa cuasi-local de Geroch en 2-superficies St a lo
largo de un flujo de curvatura media inversa (IMCF, por sus siglas en ingles, ver por
ejemplo [59], [47]). Probamos que si elegimos una superficie particular del flujo ST , la
cual deberá cumplir ciertas propiedades, tenemos

m ≥ mT +
G

c4

1

5

J2

RAR2
C

(0.15)

donde RA y RC son el radio de área y el radio axial de ST y mT es una medida de la
enerǵıa contenida en ST . Dicha superficie, ST , debe encerrar el objeto, ser convexa, y
cumplir que todas las superficies del flujo a partir de ella sean convexas. Además ob-
tenemos ejemplos numéricos que testan cuán robustas son las hipótesis que utilizamos
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y el resultado que obtenemos. Esta parte del trabajo fue realizada en colaboración con
Maŕıa E. Gabach-Clement y Omar E. Ortiz, y publicada en [4].

La segunda parte del estudio de la relación entre masa, momento angular y tamaño
en simetŕıa axial es el caso de agujeros negros, el cual es un problema ya conocido:
la desigualdad de Penrose con momento angular. En espacio-tiempos con simetŕıa
axial se conjetura que la desigualdad de Penrose (0.6) puede ser reforzada para incluir
momento angular (ver por ejemplo [60]).

m ≥
√

c4

G2

A

16π
+

1

c2

4πJ2

A
(0.16)

donde m es la masa ADM, J el momento angular y A el área del agujero negro. En el
caṕıtulo 3 consideramos datos iniciales axialmente simétricos, asintóticamente planos
y con un borde dado por un horizonte, y probamos una versión de esta desigualdad
para horizontes aparentes futuros. Más precisamente, obtenemos una cota inferior para
la masa ADM en términos del área A de un horizonte aparente, el momento angular
y una medida particular del tamaño, R.

m ≥
√

c4

G2

A

16π
+

1

c2

J2

R2
. (0.17)

Para ello usamos la monotońıa de la enerǵıa cuasi-local de Geroch y de la enerǵıa cuasi-
local de Hawking en 2-superficies a lo largo de un flujo de curvatura media inversa.
Esta parte del trabajo está parcialmente publicada en [5].

Hasta aqúı las cantidades f́ısicas estaban expresadas en el sistema de unidades cgs,
en lo que sigue usaremos unidades geometrizadas, donde G = c = 1.



Caṕıtulo 1

Carga vs Tamaño en Simetŕıa
Esférica

En este caṕıtulo demostramos que para un objeto cargado en simetŕıa esférica, dos
veces el radio de área del objeto es siempre estrictamente mayor que su carga. Además
probamos que esta desigualdad es ajustada. Finalmente discutimos las implicaciones
f́ısicas de esta desigualdad geométrica y presentamos ejemplos numéricos que ilustran
este teorema. Este problema fue estudiado en colaboración con Sergio Dain y Omar
E. Ortiz, y fue publicado en la revista Physical Review D en el año 2016 [3].

1.1. Motivación y conjetura

Consideremos un objeto con momento angular J y carga eléctrica Q, y sea R una
medida del tamaño del objeto. Se espera que para un objeto ordinario valga la siguiente
desigualdad:

Q4

4
+ c2J2 ≤ k2 c

8

G2
R4, (1.1)

donde G es la constante de gravitación, c es la velocidad de la luz y k es una constante
universal sin dimensiones. Este tipo de desigualdades para objetos han sido presentadas
en [23], las mismas están motivadas en una clase similar de desigualdades válidas para
agujeros negros (ver el art́ıculo [24] y referencias alĺı). Algunos resultados preliminares
han sido obtenidos en [2] para el caso Q = 0 y en [67] para el caso J = 0.

Respecto al caso Q = 0, en [23] se presentan argumentos heuŕısticos que respaldan
la validez de (1.1). En dicho art́ıculo Dain demuestra una versión de la desigualdad
(1.1) válida para objetos de densidad constante; para ello el autor define una medida
de tamaño particular adaptada al método mediante el cual aborda el problema. Mas
aún Khuri [53] ha logrado demostrar esta desigualdad en un caso mucho más general
usando la medida de tamaño definida en [23]. En ambos trabajos las desigualdades
obtenidas no son ajustadas ni ŕıgidas.

Recientemente Khuri [54] también ha logrado demostrar una versión general de la
desigualdad (1.1) en el caso J = 0 usando una medida similar (pero no idéntica) a la
medida usada en [23] y [53]. Al igual que el caso anterior, la desigualdad obtenida no
es ajustada y tampoco se tiene rigidez.

15
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En las referencias mencionadas la desigualdad ha sido estudiada en dos casos sepa-
rados Q = 0 y J = 0. La desigualdad completa (1.1) ha sido presentada por primera
vez en [25] usando un argumento heuŕıstico completamente distinto, la misma está
motivada en la cotas de Bekenstein para la entroṕıa de un objeto:

~c
2πkB

S ≤
√

(ERA)2 − c2J2 − Q2

2
(1.2)

donde S es la entroṕıa, RA es el radio de área de la esfera más chica que encierre al
objeto, E es la enerǵıa total, kB es la constante de Boltzman, ~ es la constante de
Plank reducida y c la velocidad de la luz. El argumento presentado por Dain es el
siguiente. En primer lugar, dado que la entroṕıa es siempre no-negativa tenemos que:

Q4

4R2
A

+
c2J2

R2
A

≤ E2. (1.3)

Luego, si pensamos en un objeto ordinario, es decir no un agujero negro, la Conjetura
de Hoop impone restricciones en la cantidad de materia contenida en un objeto de
acuerdo a su tamaño. Por lo tanto tenemos la siguiente cota:

Q4

4
+ c2J2 ≤ c8

G2
R2
AR2

Hoop (1.4)

Entonces, si definimos una medida de tamaño R y una constante k tal que kR4 ≥
R2
AR2

Hoop obtenemos la relación (1.1). Esta deducción, además de ser un argumento
en favor de la validez de (1.1), pone en evidencia una propiedad importante de la
desigualdad: debemos determinar una única constante universal k para ambos casos
Q = 0 y J = 0. Además permite conjeturar el caso de rigidez de (1.1) (ver [25]):
la igualdad se alcanza si y solo si la entroṕıa del objeto es cero. En el contexto de
Relatividad General esto pareciera decir que la igualdad no puede ser alcanzada por
ningún objeto no-trivial.

Nos encontramos con varias dificultades a la hora de obtener una formulación ma-
temática precisa de la desigualdad (1.1). Probablemente la más severa sea la definición
de tamaño R de un objeto en un espacio-tiempo general, la definición apropiada de
R no es fácil de encontrar y más aún no es única. Por fortuna los espaciotiempos con
simetŕıa esférica representan una excepción: el radio de área RA de la superficie del
objeto nos da una definición canónica para R.

En este caṕıtulo presentaremos resultados relativos al estudio de la desigualdad
(1.1) para un objeto aislado en simetŕıa esférica. Consideramos datos iniciales esféri-
camente simétricos, asintóticamente planos y tal que contengan un objeto con carga
Q 6= 0. Notemos que si asumimos que todo el dato inicial tiene simetŕıa esférica en-
tonces el momento angular es cero, J = 0, y por lo tanto:

Q4

4
≤ k2 c

8

G2
R4. (1.5)

Suponer que el dato inicial tenga simetŕıa esférica es una hipótesis muy restrictiva,
y no es el mejor escenario que podemos tomar si queremos estudiar la validez de 1.1
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para un sistema astrof́ısico real. Los objetos astrof́ısicos no son esféricos, y en general
no tienen un carga eléctrica total. Estudiar este caso más simple reduce el problema
a uno en el cual podemos probar la desigualdad y más aún obtener un resultado
ajustado; si bien probamos varias propiedades importantes que no serán válidas en el
caso general, el resultado obtenido permite inferir el contexto y las hipótesis necesarias
para estudiarlo.

El primer punto importante es determinar la constante k correcta. Determinamos
que, en simetŕıa esférica y usando el radio de área como medida de tamaño, la constante
más ajustada es:

k = 2. (1.6)

Luego, probamos que la desigualdad (1.5) no solo es ajustada sino que además es
estricta: la igualdad no puede ser alcanzada por ningún objeto no trivial. Mas aún la
igualdad solo se alcanza en el ĺımite asintótico en el cual el radio, la carga y la masa del
objeto tienden a cero. Esto concuerda con el argumento presentado en [25]: la igualdad
en (1.5) implica que la entroṕıa del objeto es cero. En particular los agujeros negros
no pueden alcanzar la igualdad dado que tienen entroṕıa positiva, y por lo tanto existe
un salto entre la desigualdad para objetos ordinarios y la desigualdad para agujeros
negros, recordemos que la igualdad para agujeros negros RA = Q se alcanza para un
agujero negro de Reissner-Nordstrom extremo. Este salto está dado por una diferencia
en un factor 2 entre ambas desigualdades, y es quizás el resultado más relevante de
esta sección.

Finalmente probamos que el contexto apropiado para estudiar esta desigualdad es
considerar un objeto aislado que no esté contenido en un agujero negro. Dentro del
agujero negro la desigualdad (1.5) puede ser violada. Por lo tanto podemos inferir que
la definición más apropiada de un objeto ordinario en este contexto es considerar una
región esférica en un dato asintóticamente plano que no esté dentro de una superficie
atrapada.

El plan de este caṕıtulo es el siguiente. En la sección 1.2 presentaremos nuestro
resultado principal, dado por el teorema 1.1, y discutimos en detalle las implicaciones
f́ısicas del mismo. En la sección 1.3 demostramos el teorema 1.1. En la sección 1.4
presentamos los ejemplos numéricos que ilustran los distintos puntos del teorema 1.1.
Finalmente en el apéndice B resumimos propiedades importantes de datos iniciales
con simetŕıa esférica que nos fueron útiles para abordar el problema. En lo que sigue
usaremos unidades geometrizadas, donde G = c = 1.

1.2. Resultados

Nos restringimos entonces a un dato inicial (Σ, ḡ, K;Ei, Bi, µ, ji) esféricamente
simétrico, asintóticamente plano y tal que Σ tiene topoloǵıa R3; lo llamaremos dato
inicial regular esféricamente simétrico. Este tipo de datos iniciales han sido estudiados
en profundidad por Guven y Ó Murchadha [34], [35], [36]; resumimos las propiedades y
definiciones básicas de estos datos en el apéndice B. Supondremos que el dato contiene
una bola U centrada en el origen, que la bola tiene carga Q y que el exterior de la
misma es una región de electro-vaćıo; asumimos ademas que dentro de U se satisface
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la condición de enerǵıa dominante (A7), conocida como DEC por sus siglas en ingles.
Sea ∂U el borde de U y RA el radio de área de ∂U .

Diremos que una región entre dos bolas concéntricas es no-atrapada si ϑ+ > 0 y
ϑ− > 0 en dicha región; será una región atrapada si ϑ+ϑ− < 0, ver ecuación (A10),
el borde de dicha región será un horizonte aparente y satisface ϑ+ϑ− = 0. Denotamos
con RH

A el radio de área de dicho horizonte. Obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Sea (Σ, ḡ, K;Ei, Bi, µ, ji) un dato inicial esféricamente simétrico y
asintóticamente plano. Supongamos que el dato contiene una bola U con radio RA y
carga Q, asumimos RA > 0 y Q 6= 0, y que fuera de U el dato satisface las ecuacio-
nes de v́ınculo de electro-vaćıo y supongamos además que en U se satisface la DEC.
Entonces

(i) Si la región exterior a U es no-atrapada, vale la desigualdad:

2RA > |Q|. (1.7)

(ii) Si existe un horizonte en la región exterior a U , entonces el radio del horizonte
RH
A satisface la desigualdad:

RH
A ≥ |Q|. (1.8)

La igualdad en (1.8) se alcanza para el horizonte del agujero negro de Reissner-
Nordström extremo.

Además, tenemos que

(a) La desigualdad (1.7) es ajustada en el siguiente sentido: existe una secuencia de
datos iniciales que satisfacen las hipótesis del ı́tem (i) tal que en el ĺımite se alcanza
la igualdad en (1.7). En este ĺımite el radio, la carga y la masa total de la secuencia
tienden a cero.

(b) La hipótesis de que el dato sea asintóticamente plano es necesaria: existen ejemplos
de datos iniciales que no son asintóticamente planos pero satisfacen el resto de las
hipótesis de (i), para los cuales la desigualdad (1.7) no se cumple.

(c) En el caso (ii) existen ejemplos para los cuales el radio R de la bola, la cual está
dentro del horizonte, no cumple la desigualdad (1.7).

Observaciones y Comentarios

La desigualdad (1.8) ha sido probada para horizontes generales (sin asumir nada
de la simetŕıa) en [21], es una desigualdad cuasi-local (no se asume que el dato sea
asintóticamente plano) y la igualdad solo se alcanza para agujeros negros extremos.

Siendo que los agujeros negros son los objetos “más compactos”, uno tendeŕıa a
pensar que, para una cantidad de carga fija, el objeto que alcance el mı́nimo radio
posible sea un agujero negro. Llama la atención que el teorema 1.1 sugiere que, al
menos en simetŕıa esférica, esta intuición es errónea, para una carga fija Q, el ı́nfimo
radio posible es |Q|/2 (y no |Q| como en el caso de agujeros negros). Sin embargo el
punto a (y el ejemplo a) nos dice que este radio ı́nfimo se alcanza en el ĺımite asintótico
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donde radio, carga y masa total del objeto (que no está dentro de un agujero negro)
tienden a cero. Un objeto no trivial siempre satisface la desigualdad estricta (1.7). Esto
es consistente con la discusión presentada en [25]: la igualdad en (1.7) implicaŕıa que
la entroṕıa del objeto es cero. Los agujeros negros (aún los agujeros negros extremos)
tienen siempre entroṕıa distinta de cero, por lo tanto debe existir un salto entre las
desigualdades (1.7) (para objetos) y (1.8) (para agujeros negros), dado que esta última
se satura para agujeros negros extremos. El teorema 1.1 muestra que ese salto es un
factor 2.

La definición canónica de radio en simetŕıa esférica es el radio de área RA de la
superficie de la esfera. Existe sin embargo otra elección posible para el radio de una
bola U : la distancia geodésica al centro, usualmente conocido como radio geodésico.
Este radio tiene la desventaja de que en general no puede ser usado para obtener este
tipo de desigualdades para agujeros negros. Las desigualdades para agujeros negros
involucran cantidades que solo dependen en la geometŕıa del horizonte, como el área
o la forma del horizonte, ver [30],[66]. El interior del agujero negro no parece tener
ningún significado f́ısico en este contexto. En particular el radio geodésico y también
las medidas de tamaño usadas en [23], [54] y [53] dependen de la geometŕıa del interior
del objeto, y por lo tanto en principio no pueden ser aplicadas a agujeros negros. En
el teorema 1.1, por primera vez, la misma medida de tamaño es usada para ambos,
objetos y agujeros negros. Finalmente notamos que para algunas familias de datos
esféricamente simétricos se puede probar que el radio geodésico es más grande que el
radio de área (ver [10] [34]) y por lo tanto para esos casos la desigualdad (1.7) también
se satisface para el radio geodésico.

Como mencionamos anteriormente, para demostrar la desigualdad (1.8) para agu-
jeros negros no es necesario hacer ninguna suposición sobre sobre el comportamiento
asintótico del dato inicial. El resultado solo depende de la geometŕıa local del hori-
zonte. A partir de esto podŕıamos pensar que un resultado similar podŕıa también ser
válido para un objeto regular U , es decir utilizar hipótesis que solo hagan referencia
al interior de la bola U (que sea regular y cumpla la DEC) y a la región cercana a la
superficie de la esfera ∂U (que el borde sea no-atrapado). Sin embargo el punto b (y
el ejemplo b) nos muestra que esto no es posible, la hipótesis de que el dato inicial sea
asintóticamente plano es una condición necesaria para asegurar la validez de (1.7). El
punto c (y el ejemplo c) nos muestran que dentro del agujero negro, una bola U con
carga Q puede ser comprimida hasta alcanzar un radio RA que viola la desigualdad
(1.7). Por lo tanto la hipótesis de que la región exterior a U tiene que ser no-atrapada
también es una condición necesaria. Ambos ejemplos, c y b, nos muestran que el con-
texto más adecuado para estudiar la desigualdad (1.7) en el caso general (es decir sin
hacer suposiciones sobre la simetŕıa) es el siguiente: tomar un dato inicial regular y
asintóticamente plano, y considerar una región U que no esté contenida en un agujero
negros. En este contexto, la región U será entonces el “objeto ordinario” que queremos
estudiar. Estas son justamente las hipótesis usadas en los resultados presentados en
[53] y [54]. Notemos además que estas hipótesis son también necesarias para la validez
de las cotas para la entroṕıa conjeturadas por Bekenstein (ver [9] [13] y referencias
alĺı).
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Los ejemplos anaĺıticos presentados, a, b y c, son fundamentales para el resultado,
los mismos muestran que la desigualdad (1.7) es ajustada y tiene un caso de rigidez,
y que todas las hipótesis que asumimos para su demostración son necesarias. Estos
ejemplos se generan a partir de cáscaras delgadas, es decir asumimos que los campos de
materia son distribuciones, lo cual no es una muy buena aproximación desde el punto
de vista f́ısico, una cáscara siempre tiene espesor. Los desarrollos numéricos (sección 1.4
del caṕıtulo 1) se generan utilizando densidades de materia y corriente continuas, con
lo cual podemos obtener datos iniciales que modelan objetos más realistas. Además,
cambiando ligeramente los parámetros, obtenemos familias enteras de datos iniciales
suaves que comparten las mismas caracteŕısticas que los ejemplos a, b y c.

En [53] y [54] Khuri obtiene un criterio para la formación de agujeros negros en
términos de la concentración de momento angular y carga que tenga una región. En
el esṕıritu del resultado general, del teorema 1.1 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.2. Consideremos un dato inicial regular, con simetŕıa esférica y asintóti-
camente plano. Asumamos que existe una bola U con radio RA finito tal que fuera de
U el dato satisface las ecuaciones de v́ınculo de electro-vaćıo y supongamos además
que en U se satisface la DEC. Sea Q la carga total de U . Si se cumple

2R ≤ |Q|, (1.9)

entonces existen superficies atrapadas que encierran la región U

El ejemplo c muestra que este corolario no es vaćıo. Notemos que en dicho ejemplo
el dato inicial no es time-symmetric ni tampoco maximal.

1.3. Demostraciones

La demostración del teorema está dividida naturalmente en tres partes, presentadas
en las secciones 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.3.

Asumimos que la región exterior de la bola U es una solución de las ecuaciones de
Einstein de electro-vaćıo, la cual es asintóticamente plana y esféricamente simétrica.
Por lo tanto del Teorema de Birkhoff’s (ver por ejemplo [61, 76]) deducimos que esta
región está descripta por la métrica de Reissner-Nordström, la cual depende solo de
dos parámetros: la masa total y la carga. La suposición de que el dato tenga simetŕıa
esférica nos permite simplificar enormemente el problema dándonos esta caracteriza-
ción tan simple de la región exterior. Sin embargo no necesitamos utilizar el teorema de
Birkhoff’s completo, lo único que necesitamos es calcular las expansiones nulas de las
esferas en términos de la masa total y la carga. Por completitud en la sub-sección 1.3.1
presentamos una demostración de este resultado; esta prueba se construye puramente
en base a las ecuaciones de v́ınculo, en contraste con la prueba estándar del teorema
de Birkhoff’s en la cual se utilizan las ecuaciones de Einstein completas.

En la sub-sección 1.3.2 probamos las desigualdades (1.7) y (1.8). El ingrediente
clave para ello es la monotońıa de la enerǵıa de Hawking (equivalente a la enerǵıa
de Misner-Sharp en simetŕıa esférica) en regiones no-atrapadas, y fue introducido por
Reiris en [66].
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Finalmente en la sub-sección 1.3.3 construimos los tres ejemplos importantes a, b
y c, los cuales generamos usando cáscaras esféricas cargadas.

1.3.1. La región exterior

Consideremos las ecuaciones de v́ınculo (B16)–(B17) en la región exterior a la bola
U . La suposición de que dicha región de electro-vaćıo es esféricamente simétrica implica
que j = 0, µM = 0 y ρ = 0. Primero resolvemos las ecuaciones de v́ınculo de Maxwell
(B19) en la región exterior, para el campo eléctrico obtenemos:

E =
Q

r2
, (1.10)

donde Q, dada por (B22), es la carga total de la bola U . Para el campo magnético
obtenemos una solución similar y Q en (1.7) sera la suma de las cargas magneticas
y electricas de U , pero en general suponemos que no hay cargas magnéticas y por lo
tanto no tenemos campo magnético en simetŕıa esférica. Entonces, si calculamos la
densidad de enerǵıa en la región exterior tenemos:

µ =
Q2

8πr4
, (1.11)

y por lo tanto las ecuaciones de v́ınculo (B16)–(B17) se reducen a

Kr (Kr + 2Kl)−
1

r2

(
r′

2
+ 2rr′′ − 1

)
=
Q2

r4
, (1.12)

Kr
′ +

r′

r
(Kr −Kl) = 0. (1.13)

Primero observemos que de la ecuación (1.13) tenemos:

r′Kl = (Krr)
′ . (1.14)

Multiplicamos la ecuación (1.12) por r4r′ y usamos la relación previa (1.14) para
obtener

r′r4Kr
2 + r42Kr (Krr)

′ − r′3r2 − 2r3r′r′′ + r′r2 − r′Q2 = 0, (1.15)

reorganizamos los términos en (1.15) y obtenemos(
(Krr)

2 − r′2
)
r2r′ +

(
r2 −Q2

)
r′ +

((
(Krr)

2)′ − 2r′r′′
)
r3 = 0. (1.16)

Definimos la siguiente función f(l):

f =
r2

4
ϑ+ϑ− = r′

2 − (Krr)
2 , (1.17)

donde ϑ+ y ϑ− son las expansiones nulas definidas por (B23). Notemos que el primer
término en (1.16) es proporcional a f . Calculamos f ′

f ′ = 2r′r′′ −
(
(Krr)

2)′ . (1.18)
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y tenemos que f ′ es proporcional al último término en (1.16).
Luego, usando (1.17) y (1.18) podemos escribir (1.16) de la siguiente forma:

− r2r′f − r3f ′ +
(
r2 −Q2

)
r′ = 0. (1.19)

Agrupamos los primeros dos términos en (1.19) como una derivada total y finalmente
obtenemos:

− r2 (fr)′ +
(
r2 −Q2

)
r′ = 0. (1.20)

De esta forma la ecuación (1.20) puede ser integrada de forma exacta y la función
f está dada por

f = 1− 2M

r
+
Q2

r2
, (1.21)

donde M es una constante.
De esta forma hemos obtenido una expresión explicita para el producto de las

expansiones nulas ϑ+ϑ− en términos de los parámetros M y Q:

ϑ+ϑ− =

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)
4

r2
. (1.22)

Cabe destacar esta formula puede ser obtenida a través del teorema de Birkhoff, pero
a diferencia dicho teorema, en el cual se utilizan las ecuaciones de Einstein en una
4-variedad, la deducción que presentamos se basa unicamente en las ecuaciones de
v́ınculo del dato inicial.

Ahora bien la enerǵıa de Misner-Sharp se define como:

EMS =
r

2

(
1− r2

4
ϑ+ϑ−

)
. (1.23)

Por lo tanto usando la expresión (1.22) podemos escribir EMS en términos de la
constante M y la carga Q.

EMS = M − Q2

2r
. (1.24)

Esta fórmula, junto con la expresión para ϑ+ϑ− (1.22), son las propiedades importantes
del dato que necesitaremos en los próximos pasos de la demostración. La posibilidad
de obtener relaciones simples entre los parámetros que caracterizan la solución es la
principal ventaja que nos ofrece la simetŕıa esférica.

Hasta aqúı todos los cálculos son locales y valen para cualquier región de electro-
vació y simetŕıa esférica. Si además asumimos que la región exterior es asintóticamente
plana, la constante M que aparece en (1.21) es la masa total (Masa ADM) del dato
inicial. Una forma simple de probar esta relación es usar la enerǵıa de Misner-Sharp.
Una propiedad muy conocida de la enerǵıa EMS es que en infinito la misma es igual a
la masa total m del dato inicial (ver por ejemplo [41])

m = ĺım
r→∞
EMS. (1.25)

Luego, si tomamos este ĺımite en la ecuación (1.24), obtenemos M = m, y por lo tanto
para datos asintóticamente planos la expresión final para EMS está dada por

EMS = m− Q2

2r
. (1.26)
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1.3.2. La desigualdad

En esta sección probaremos las desigualdades (1.7) y (1.8). En la sección anterior
1.3.1 hemos probado que el producto de las expansiones nulas (i.e. la función f definida
por (1.22)) está caracterizada por solo dos parámetros: la masa M y la carga eléctrica
Q. Trataremos de forma separada los casos M ≥ |Q| y M < |Q|.

Caso M ≥ |Q|
Asumamos que que el borde de la bola ∂U se encuentra ubicado en el valor l0 de la

distancia geodésica al centro, esto es RA = r(l0). La región exterior se define entonces
en términos de r(l) con l ≥ l0.

Si M ≥ |Q|, luego f tiene dos ráıces reales (o una ráız doble en el caso M = |Q|)
en

r+ = M +
√
M2 −Q2, r− = M −

√
M2 −Q2. (1.27)

Notemos que r+ ≥ r−.
Tenemos entonces dos posibilidades para la región exterior: o bien existe al menos

un valor l1 de la coordenada l (con l1 ≥ l0) tal que r(l1) = r+, o bien no existe tal
valor de coordenada. Consideremos el primer caso; dado que f = 0 en r+, la región
exterior no será una región no-atrapada y nos encontramos en el caso (ii) del teorema.

El horizonte en este caso se ubica de la siguiente forma. Si solo existe un valor de
coordenada l1 tal que r+ = r(l), entonces esa coordenada define el horizonte. Si hay
varios valores de la coordenada l que alcanzan el valor r+ tomamos el más exterior
de todos ellos, es decir si r(l1) = r(l2) = r+ y l1 > l2, tomamos l1. Sea entonces l1 la
coordenada con la que ubicamos el horizonte aparente. Dado que suponemos que el
dato inicial es asintóticamente plano tenemos que

ĺım
l→∞

r(l) =∞. (1.28)

Luego r(l) > r+ para todo l > l1 (pues sino tenemos una contradicción, dado que
asumimos que l1 es valor más grande de l que satisface r(l) = r+). Por lo tanto no hay
superficies atrapadas en la región l > l1 y r(l1) es efectivamente el horizonte aparente
del dato inicial. El radio de área es RH

A = r+, entonces

RH
A = M +

√
M2 −Q2 ≥ |Q|. (1.29)

y con esto queda demostrada la desigualdad (1.8) del teorema 1.1. Notemos que la
igualdad en (1.29) se alcanza para el agujero negro de Reissner-Nordström extremo
(i.e. M = |Q|).

Consideremos ahora el segundo caso; si no existe ningún valor l1 de l, con l1 ≥ l0,
tal que r(l1) = r+, luego de la ecuación (1.28) tenemos que r(l) > r+ para todo l ≥ l0.
Por lo tanto la región exterior es no-atrapada en este caso y nos encontramos en el
caso ((i)) del teorema 1.1. Por lo tanto hemos probado que

RA = r(l0) > r+ ≥ |Q|. (1.30)

Es importante notar que en este caso vale una desigualdad más fuerte que (1.7), dado
que el factor 2 está ausente en (1.30).



24 Caṕıtulo 1. Carga vs Tamaño en Simetŕıa Esférica

Notemos que en el argumento previo no hemos mencionado el radio r−, pero hemos
usado que r− ≤ r+. Por ejemplo la bola U puede estar dentro de la región 0 < r < r− la
cual es no-atrapada. Sin embargo, dado que r− ≤ r+ y además asumimos la condición
(1.28) si este fuera el caso tenemos que siempre va a existir un valor l1 ≥ l0 tal que
r(l1) = r+.

Caso M < |Q|
El caso M < |Q| es el más relevante y ha sido probado por Reiris en su trabajo

[66]. En lo que sigue esencialmente reproduciremos la demostración dada por Reiris,
el ingrediente crucial es que la enerǵıa de Misner-Sharp (1.23) es monótonamente
creciente en regiones no-atrapadas (ver [49]). Esto es, si asumimos que en la región
l1 ≤ l ≤ l2 se satisface la DEC y que ϑ− > 0, ϑ+ > 0, entonces

EMS(l1) ≤ EMS(l2). (1.31)

Primero probamos el siguiente resultado, el cual es interesante en śı mismo:

Lema 1.3. Consideremos una bola regular U tal que se satisface la DEC en U . Si la
superficie de la bola ∂U es no-atrapada, luego la enerǵıa de Misner-Sharp ∂U es no
negativa

EMS(∂U) ≥ 0. (1.32)

Notemos que en este lema no estamos asumiendo que la bola esté embebida en
un dato asintóticamente plano, este es un resultado cuasi-local que solo depende del
interior de la bola.

Demostración. Sea l0 el radio geodésico de la bola U , esto es RA = r(l0). Para probar
(1.32) utilizamos el siguiente argumento. Tenemos dos casos: o bien el interior de la
bola es no-atrapado (i.e. ϑ+ > 0, ϑ− > 0 en U), o bien tiene regiones atrapadas.
Consideremos el primer caso, es bien conocido que en el ĺımite l → 0 la enerǵıa de
Misner-Sharp es no negativa (ver por ejemplo [74] sección 6.1.2), recordemos que U
es regular. Entonces, como la región U es no-atrapada, usamos la ecuación (1.31) con
l1 = 0 y l2 = l0, y obtenemos

0 ≤ EMS(0) ≤ EMS(l0). (1.33)

Para el segundo caso, dado que supusimos que la superficie ∂U es no-atrapada, por
continuidad tenemos que en una región cercana al borde de U también tendremos
ϑ+ϑ− > 0. Luego, si el interior de la bola tiene regiones atrapadas tiene que existir
un radio r(l1), con l0 > l1, tal que ϑ+ϑ− = 0. De la expresión (1.23) tenemos que la
enerǵıa en r(l1) es no negativa

0 ≤ EMS(l1) =
r(l1)

2
. (1.34)

y como la región l1 < l ≤ l0 es no-atrapada podemos usar (1.31) y obtenemos:

0 ≤ EMS(l1) ≤ EMS(l0). (1.35)
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Continuando con la demostración, notemos que dado que asumimos que M < |Q|
toda la región exterior es no-atrapada, y por lo tanto nos encontramos en el caso (i)
del teorema 1.1. Calculamos expĺıcitamente la enerǵıa EMS del borde de la bola ∂U ,
usamos la fórmula (1.24), el lema 1.3, y obtenemos

EMS (∂U) = M − Q2

2RA

≥ 0. (1.36)

Esta última desigualdad implica:

RA ≥
Q2

2M
. (1.37)

y usando que M < |Q| en (1.37) obtenemos la desigualdad deseada:

2RA ≥ Q. (1.38)

Para finalizar probamos que la desigualdad (1.38) es estricta, esto es, ningún ob-
jeto material puede alcanzar la igualdad en (1.38). Argumentamos por contradicción,
supongamos que existe una bola U tal que 2R = |Q|. Por suposición la región exterior
es no-atrapada y por lo tanto la función f es positiva en dicha región. Tenemos dos
casos: M ≥ Q o M < |Q|. Para el primero ya hemos probado anteriormente que vale la
desigualdad estricta (1.30), y por lo tanto no es posible cumplir la condición 2R = |Q|
para este caso. Consideremos entonces el segundo caso M < |Q|. Calculamos la enerǵıa
EMS en el borde ∂U :

EMS (∂U) = M − Q2

2R = M − |Q| < 0, (1.39)

donde hemos usado que 2R = |Q|. Entonces , la enerǵıa es negativa y esto contradice
el lema 1.3.

1.3.3. Ejemplos

En esta sección construimos los ejemplos de datos iniciales correspondientes a los
puntos (a), (b) y (c) del teorema 1.1. Todos los ejemplos y gran parte de la intuición
que nos llevó a formular el teorema 1.1 se extrajeron del estudio de cáscaras delgadas
cargadas hecho por Boulware [12]. En esta referencia se estudia y caracteriza toda la
dinámica de cáscaras delgadas cargadas en un espacio-tiempo esférico. Sin embargo,
en esta sección construiremos datos iniciales (no nos ocuparemos de todo el espacio-
tiempo) resolviendo las ecuaciones de v́ınculo de una forma auto-contenida; haremos
contacto con el enfoque espacio-temporal solo para visualizar mejor los ejemplos.

(a) Consideremos la siguiente métrica esférica:

ḡ = dl2 + r2(l)(dθ2 + sin2 θdφ2), (1.40)
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tal que la función radial está dada por

r(l) =

{
l para l ≤ RA,

rRN(l) para l ≥ RA,
(1.41)

donde RA > 0 es una constante arbitraria y rRN(l) es la función radio de área
correspondiente a la métrica de Reissner-Nordström con masa M y carga Q. Esto
es, rRN(l) es la solución a la siguiente ecuación diferencial:

r′RN(l) =

(
1− 2M

rRN
+

Q2

r2
RN

)1/2

. (1.42)

La constante de integración en (1.42) se fija pidiendo que rRN(RA) = RA y por
lo tanto la función r(l) definida por (1.41) es continua.

Tomamos entonces un dato inicial con la métrica (1.40) y con cero curvatura
extŕınseca (time-symmetric). La métrica (1.40) describe una cáscara delgada car-
gada de radio RA: el interior l ≤ RA es plano y la región exterior está dada
por la métrica de Reissner-Nordström. La métrica depende de tres parámetros:
(R,M,Q), pero si asumimos que vale la DEC para la métrica estos parámetros
no son libres. Imponer la condición dominante de enerǵıa para un dato time-
symmetric es equivalente a pedir R ≥ 0, donde R es el escalar de curvatura de ḡ.
Para calcular R primero tenemos que calcular la primera y segunda derivadas de
la función r(l) definida en (1.41). Para la primer derivada obtenemos

r′(l) = Θ(l −R)

((
1− 2M

rRN
+

Q2

r2
RN

)1/2

− 1

)
+ 1, (1.43)

donde Θ(x) es la función escalón definida por Θ(x) = 0 para x < 0 y Θ(x) = 1
para x > 0. Para la segunda derivada tenemos:

r′′(l) = δ(l−R)

((
1− 2M

rRN
+

Q2

r2
RN

)1/2

− 1

)
+Θ(l−R)

(
M

r2
RN

− Q2

r3
RN

)
, (1.44)

donde δ es la función delta de Dirac.

Usando (1.43), (1.44) y la expresión (B13) para el escalar de curvatura R de la
métrica (1.40) obtenemos

R = 16πσδ(l −R) + Θ(l −R)
2Q2

r4
RN

, (1.45)

donde hemos definido

σ =
1

4πl0

(
1−

(
1− 2M

R +
Q2

R2

)1/2
)
. (1.46)

La condición de enerǵıa dominante R ≥ 0 implica σ ≥ 0, y esto impone restric-
ciones en el valor que pueden tomar los parámetros que definen el dato inicial.
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Una forma muy conveniente de expresar esta relación es la siguiente. Definimos
la masa propia de la cáscara como:

mp = 4πR2σ, (1.47)

Notemos que entonces la DEC es equivalente a mp ≥ 0. Luego de (1.46) tenemos
que

M = mp +
Q2 −m2

p

2R . (1.48)

Para hacer contacto con [12] notemos que, dado que el dato es time-symmetric,
la derivada del radio de la cáscara respecto del tiempo propio es cero en el dato
inicial, y por lo tanto la 4-velocidad de la cáscara (uµ en la notación de [12]) es
ortogonal a una hipersuperficie espacial que define el dato inicial. Luego, usando
las ecuaciones (A6) con tµ = uµ concluimos que σ, definida por (1.46) es idéntica
a σ definida por la ecuación (10) en [12]. Por lo tanto la masa propia mp definida
por (1.47) es idéntica a la definida en [12]. Notemos además que la masa mp se
conserva a lo largo de la evolución (ver [12]). La relación (1.48) es un caso especial
de la ecuación (16) en [12], donde la derivada temporal del radio es cero. Es
importante resaltar que solo hemos utilizado las ecuaciones de v́ınculo y la DEC
para deducir la relación (1.48).

Para construir el ejemplo (a) imponemos además la condición M < |Q|. El espacio
tiempo correspondiente a este dato inicial está dado por una cáscara que se contrae
hasta un radio mı́nimo y luego se vuelve a expandir hasta infinito, ver figura 1.1.
La región exterior corresponde a un espacio-tiempo de Reissner-Nordström súper-
extremo. La secuencia de datos iniciales que usaremos para saturar la desigualdad
(1.7) se construye tomando la siguiente secuencia de parámetros, donde n ≥ 1 es
un número natural

Rn
A =

1

n
, Qn =

2

n
− 1

n2
, mn

p =
1

2n3
. (1.49)

Notemos que con estos parámetros la secuencia de datos iniciales satisface la DEC,
dado que mn

p > 0. La masa total se calcula usando la fórmula (1.48), obtenemos

Mn =
1

n3
+

2

n
− 2

n2
− 1

8n5
. (1.50)

y por lo tanto tenemos:

Mn −Qn =
8n2 − 8n3 − 1

8n5
< 0. (1.51)

Luego, no hay ninguna superficie atrapada en la región exterior y nos encontramos
entonces en el caso (i) del teorema 1.1. Finalmente también tenemos que

Qn

2Rn
A

= 1− 1

2n
. (1.52)

con lo cual vemos que cada elemento de la secuencia satisface la desigualdad
(1.7), lo cual es necesario siendo que cada dato inicial de la secuencia satisface
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uµ

r
=

0

R i0

i+

i−

Figura 1.1: La linea discontinua corresponde a la trayectoria de la cáscara. La cáscara
tiene un radio infinito en en pasado i−, se contrae hasta un radio mı́nimo RA y luego
se vuelve a expandir hasta alcanzar un radio infinito en i+. La región exterior a la
cáscara corresponde a un espacio-tiempo de Reissner-Nordström súper-extremo y la
región interior a la cáscara, dibujada en gris, es plana. La superficie espacial del dato
inicial que tomamos para el Ejemplo (a) está representada por la linea gruesa horizontal
y la velocidad de la cáscara es ortogonal al dato inicial.
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las hipótesis del caso (i). La ecuación (1.52) implica que la igualdad en (1.7) es
alcanzada en el ĺımite n → ∞, y por lo tanto con esto hemos probado que la
desigualdad (1.7) es ajustada. Más aún, en el ĺımite n→∞ tenemos

ĺım
n→∞

Qn = ĺım
n→∞

Rn
A = ĺım

n→∞
Mn = ĺım

n→∞
mn
p = 0. (1.53)

(b) El segundo ejemplo se construye usando la misma métrica (1.40), pero con una
elección de parámetros diferente. Tomamos mp > 0 y

|Q| > 2R. (1.54)

Usando (1.48) y la suposición (1.54) deducimos que

M > |Q|. (1.55)

Sumado a esto tomamos RA tal que

R < r−, (1.56)

donde r− está dado por (1.27). Tomamos r1 tal que R < r1 < r− y consideramos
la métrica (1.40) definida hasta r1. Este dato inicial, por construcción, no es
asintóticamente plano dado que tiene un borde en r1. Notemos que en este caso
la constante M no es la masa ADM del dato.

La desigualdad (1.7) no se cumple, dado que hemos impuesto (1.54), aún siendo
que no hay superficies atrapadas en la región exterior a U , desde ∂U hasta r1. Este
dato inicial se encuentra dentro de la región III del espacio-tiempo de Reissner-
Nordström, ver figura 1.2.

(c) Finalmente el ejemplo correspondiente a (c) se construye en base al ejemplo pre-
vio (b), pero para este caso extendemos el dato inicial hasta alcanzar el infinito
espacial. El dato inicial se muestra en la figura 1.3. Notemos que este dato inicial
no es time-symmetric. Para construir el dato inicial tomamos dos constantes r1 y
r2 tal que satisfagan R < r1 < r− < r+ < r2. La métrica del dato estará dada por
(1.40) pero ahora la función r(l) se define según:

r(l) =

{
l para l ≤ R,
rRN(l) para l ≥ R, (1.57)

pero ahora rRN(l) es una solución de la ecuación diferencial

r′RN(l) =
√
f + (Krr)2, (1.58)
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II

I
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II

II

III

III III

r+

r−

r
=

0

r1R

i0

i+

i−

Figura 1.2: El dato inicial del ejemplo (b) está dado por una hipersuperficie time-
symmetric y con borde, localizada en la región III del espacio-tiempo de Reissner-
Nordström.

I
I

I

II

II

II

III

III III

r+

r−

r
=

0

R r1

r2 i0

i+

i−

Figura 1.3: El ejemplo (c) se construye extendiendo la hipersuperficie del ejemplo (b)
hasta que la misma alcance el infinito espacial i0 en la región I. El dato inicial solo es
time-symmetric en las regiones r < r1 y r2 < r.
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donde f está dada por (1.22) y la función Kr se elije teniendo en cuanta lo
siguiente. La función f es negativa en la región r− < r < r+ y su valor mı́nimo

fmin = 1− M2

Q2
, (1.59)

se alcanza para el radio rmin = Q2/M . Elegimos entones la función Kr(r) como
una función suave, de soporte compacto en [r1, r2], y tal que en el intervalo [r−, r+]
cumpla

(Krr)
2 >

M2

Q2
− 1. (1.60)

La condición (B12) nos asegura que el radicando en el lado derecho de (1.58) es
siempre positivo, por lo tanto

r′RN > 0, (1.61)

y entonces podemos integrar la ecuación (1.58) y obtener la función rRN(l), la
cual será monótonamente creciente con l. Para terminar de completar la elección
del dato calculamos la otra componente de la curvatura extŕınseca Kl mediante
la ecuación de v́ınculo de momento (1.13), esto es

Kl =
rRN
r′RN

K ′r +Kr. (1.62)

Notemos que la ecuación (1.62) solo tiene sentido si r′RN > 0. En resumen hemos
construido un dato inicial asintóticamente plano que contiene una bola U , la cual
está dentro del horizonte aparente (ubicado en r+) y tal que la desigualdad (1.7)
no se cumple para la bola.

1.4. Resultados numéricos

En la sección 1.3.3 presentamos ejemplos de datos iniciales que exhiben propie-
dades cruciales de la desigualdad (1.7). Estos ejemplos se construyen en términos de
cáscaras delgadas cargadas, por lo tanto tienen una curvatura distribucional. En esta
sección presentamos ejemplos de datos iniciales calculados numéricamente, los cuales
tendrán propiedades similares a los anteriores pero generados utilizando distribuciones
de materia suaves y compactas.

Estos ejemplos son relevantes por al menos dos razones. En primer lugar, cambian-
do ligeramente los parámetros, obtenemos familias enteras de datos iniciales suaves
que comparten las mismas caracteŕısticas que los ejemplos a, b y c. Es decir, los ejem-
plos numéricos que obtenemos son genéricos y no dependen de un ajuste fino de los
parámetros. En segundo lugar, el método y los cálculos que presentamos aqúı pueden
utilizarse para testar desigualdades geométricas similares con definiciones de radio
diferentes, como la que se presenta en [54].

Para resolver las ecuaciones de v́ınculo (B16)–(B17) procedemos de la siguiente
forma. Primero utilizamos el v́ınculo de momento (B17) para calcular Kl como una
función de Kr y j:

Kl =
r

r′
K ′r +Kr − 4π

r

r′
j. (1.63)
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Notemos que esta ecuación solo tiene sentido si r′ > 0, esta condición se satisface en
todos nuestros ejemplos. Remplazando la expresión anterior en el v́ınculo Hamiltoniano
(B16) tenemos:

3K2
r + 2

r

r′
K ′rKr − 8π

r

r′
Krj +

1

r2

(
r′2 + 2rr′′ − 1

)
= 8πµ. (1.64)

Luego, tomando las funciones Kr(l), j(l) y µ(l) como datos libres, resolvemos la ecua-
ción (1.64) para r(l) imponiendo las condiciones de regularidad de la métrica como
condiciones iniciales.

r(0), r′(0) = 1. (1.65)

Para los test que presentamos es útil tener una expresión integral para la enerǵıa
EMS, esta fórmula ha sido obtenida en [34],

EMS = 4π

∫ l

0

dl r2 (µr′ + jrKr) . (1.66)

Imponemos

j = 0, (1.67)

y que la contribución no-electromagnética a la densidad de enerǵıa es nula

µM = 0. (1.68)

Luego tenemos

µ =
1

8π
E2. (1.69)

El campo eléctrico debe satisfacer las ecuaciones de v́ınculo de Maxwell (B19). Para
resolver esta ecuación tomamos una función suave Q(l) tal que Q(l) = O(l3) en el
origen y sea constante en l ≥ l0, donde l0 representa el radio geodésico del objeto.

Finalmente la ecuación que debemos resolver es la siguiente:

r′′ +
1

2r

(
(r′)2 − 1

)
= −Q

2

2r3
+

3

2
r(Kr)

2 +
r2

r′
KrK

′
r,

r(0) = 0, r′(0) = 1,
(1.70)

dondeQ yKr son funciones de l dadas. En [35] se hace la observación que este problema
de valores iniciales no solo captura soluciones que representan dados asintóticamente
planos, sino que, por ejemplo, si la carga está suficientemente concentrada cerca del
origen la solución r(l) alcanza un máximo y luego regresa a cero en un distancia
geodésica finita. Si por el contrario r crece mucho lejos de la región que contiene al
soporte de Kr y de la densidad de carga, el lado derecho de la ecuación se anula
asintóticamente y la solución va como r′ ' 1 y r′′ ' 0, es decir que tenemos un
dato asintóticamente plano. Ambos comportamientos podrán verse en los ejemplos
numéricos.
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1.4.1. Implementación

La ecuación (1.70) es una ecuación diferencial ordinaria (ODE) cuasi-lineal simple
y puede ser escrita como un sistema de primer orden definiendo u = r y v = r′,

(
u
v

)′
=

 v
1− v2

2u
− 1

2u3
Q2(l) +

3

2
uK2

r (l) +
u2

v
Kr(l)K

′
r(l)

 , (1.71)

con la condición inicial (
u(0)
v(0)

)
=

(
0
1

)
. (1.72)

La distancia geodésica, l, puede ser discretizada con un paso pequeño δl y el pro-
blema puede ser resuelto con un método estándar para resolver ODE. Calculamos las
soluciones numéricas (1.71)-(1.72) usando un método de Runge-Kutta estándar, de 4
orden de precisión. Chequeamos la convergencia punto a punto de nuestro código cal-
culando un cociente de precisión que depende en tres soluciones numéricas del mismo
problema calculadas usando tres pasos diferentes, δl, 2δl y 4δl (ver [57]). Este cociente,
como función de l, salvo por picos aislados, debe mantenerse cercano al valor 24 si el
código es correcto y el paso es suficientemente chico tal que el error de truncado es
O(δl4) para las tres soluciones. Una solución calculada numéricamente será una apro-
ximación de una solución exacta de 4 orden de precisión si esta última es una función
de l suave, al menos C6. Esto se debe a que el coeficiente en el término principal en el
error de truncamiento es proporcional a la sexta derivada de la solución exacta. Para
obtener una solución con esta suavidad es necesario prescribir un “forcing” que sea al
menos C4. Para logar esto introducimos un polinomio monótono obtenido mediante
interpolación de Hermite,

p(a, b, x) = (1 + w)5(1− 5w + 15w2 − 35w3 + 70w4), w =
x− b
b− a ,

q(c, d, x) = 1− p(c, d, x).
(1.73)

Para a ≤ x ≤ b, p(a, b, x) es un polinomio monótonamente creciente que une 0 con 1
de una forma suave C4. Para c ≤ x ≤ d, q(c, d, x) es un polinomio monótonamente
decreciente que une 1 con 0 de una forma suave C4.

La integral con la que calculamos la enerǵıa (1.66) es aproximada usando la regla
de Simpson compuesta de orden 4 de precisión. Además, en la región exterior la enerǵıa
de Misner-Sharp y la constante M satisfacen (1.24), esto nos permite calcular M para
cualquier solución que alcance al menos una porción de la región exterior.

1.4.2. Ejemplo (a)

Calculamos algunos de los primeros miembros de una sucesión de soluciones regu-
lares del problema (1.70), {rn(l)}, n = 2, 3, . . . , la cual satura la desigualdad (1.7) en
el ĺımite n → ∞. La sucesión de datos iniciales que obtenemos debe satisfacer que la
carga total Qn se anule en el ĺımite n → ∞, de forma tal que ĺımn→∞ 2Rn/Qn = 1,
por lo tanto también el radio de área del objeto debe anularse en ese ĺımite.
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Todas las soluciones de esta sucesión corresponden a datos iniciales time-symmetric,
esto se obtiene imponiendo la condición Kr = 0 en (1.70) para cada miembro de la
sucesión.

Elegimos una sucesión que satisface:

Qn =
2

n
, y Rn =

1

n
+

1

n ln(n)
, n = 2, 3, 4, . . . (1.74)

Por lo tanto en el ĺımite n→∞ la misma va como:

2Rn

Qn

= 1 +
1

ln(n)
, (1.75)

notemos entonces que esta sucesión de soluciones satura la desigualdad (1.7) en dicho
ĺımite, pero con una convergencia más lenta que la presentada en el ejemplo a de la
sección anterior. Esta elección obedece a la necesidad de trabajar con datos para los
cuales el método utilizado tienen mayor precisión.

Usando el polinomio p(a, b, x), definido en (1.73), definimos la función Q(l) como

Q(l) =

{
Qnp(a, l0, l), si l < lo,

Qn, si l ≥ l0,
a = 0, l0 > 0, Qn =

2

n
, (1.76)

donde l0 es el radio geodésico de la distribución de carga. En el origen la función Q(l)
se anula como O(l5).

Para calcular cada solución de la sucesión, con indice n, el valor de la carga total
Qn y el radio geodésico l0 son parámetros de entrada del programa. El radio de área
del objeto cargado R(l0) solo se obtiene después de calcular la solución, por lo tanto
los parámetros de entrada se deben ajustar para obtener el valor deseado R(l0) = Rn.
Para ajustar el valor l0 empezamos con dos soluciones que tengan la misma carga Q(l),
definida en (1.76), una con un valor menor de R y la otra con una valor mayor de R.
Luego utilizamos el método de bisección en l0 para obtener la ráız de la función

g(l0) = R(l0)− 1

n
− 1

n ln(n)
. (1.77)

Detenemos las iteraciones cuando el valor de R(l0) alcanza el valor Rn con diez d́ıgitos
correctos. La Tabla 1.1 muestra la masa y los parámetros de entrada relevantes que
obtenemos para los primeros miembros de la sucesión de soluciones.

Para ilustrar el comportamiento de las soluciones de esta sucesión mostramos dos
gráficos. La Figura 1.4 muestra los gráficos de 2r(l) y Q(l) de la primera (n = 2) y
última (n = 8) de las soluciones (ver Tabla 1.1) en una región pequeña alrededor del
dominio en el que está definida la carga. La Figura 1.5 muestra los gráficos de r′(l)
para todas las soluciones de la Tabla 1.1 en una región más extensa. Estos últimos
gráficos muestran que las soluciones satisfacen la condición de borde. Notemos que
|r′| ≤ 1, lo cual vale siempre para datos iniciales time-symmetric, ver [35].
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n Qn δl l0 masa

2 1 1× 10−3 1.346158647537232 0.680983
3 2/3 1× 10−3 7.422593683004379×10−1 0.554538
4 1/2 5× 10−4 5.176483931019902×10−1 0.449646
5 2/5 5× 10−4 3.981155012268573×10−1 0.375407
6 1/3 5× 10−4 3.235192440450192×10−1 0.321540
7 2/7 2× 10−4 2.724420906044543×10−1 0.280995
8 1/4 1× 10−4 2.352533040568233×10−1 0.249473

Cuadro 1.1: Parámetros y masa para los primeros miembros de la sucesión definida
por (1.74).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
l

0

1

2

3

4

5
2r (n=2)

Q (n=2)

2r (n=8)

Q (n=8)

Figura 1.4: 2r(l) y Q(l) para las soluciones con n = 2 y n = 8. El borde de los objetos
está ubicado en correspondencia con los valores de l0 dados en la Tabla 1.1.

1.4.3. Ejemplo (b)

En esta sección presentamos una solución numérica representando un dato ini-
cial time-symmetric. La distribución de carga está dada por una cascara esférica con
soporte en un intervalo finito 0 < a ≤ l ≤ l0. La carga Q(l) está dada por

Q(l) =


0, si l ≤ a,

Qp(a, b, l), si a < l < l0,

Q, si l0 ≤ l,

a = 0.8, l0 = 1.0, Q = 2.1. (1.78)

La solución obtenida con estos parámetros viola la desigualdad (1.7); la carga Q
excede el valor 2R por más del 6 %. La Figura 1.6 muestra el gráfico de esta solución.
Cerca del valor l = 2.85200, el radio de área r(l) vuelve a alcanzar el valor cero, en este
punto la ecuación se vuelve singular y la solución diverge. Como se espera, la función
r′(l) se anula fuera del objeto (el máximo de r(l)) cerca del valor l1 = 1.72169, con
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Figura 1.5: Gráficos de r′(l) para las soluciones con n = 2 y n = 8 de la Tabla 1.1, los
cuales muestran que el dato es asintóticamente plano.

r(l1) = 1.229588, mostrando que existe una superficie atrapada encerrando el objeto.
Sin embargo, cerca del borde del objeto (i.e. en la región l0 ≤ l < l1) no hay superficies
atrapadas.

Para testar la solución calculamos además la masa M , utilizando la fórmula (1.24),
y el radio r−, usando (1.27). Notemos que en este ejemplo, M no es la masa ADM
del dato inicial, dado que el mismo no es asintóticamente plano. Obtenemos M =
2.408077371 y vemos que el valor de r− coincide con r(l1) = 1.229588 en siete d́ıgitos.

1.4.4. Ejemplo (c)

En esta sección modificamos el dato usado para obtener la solución del ejemplo b,
esto se realiza en base a los ejemplos anaĺıticos de la sección 1.3.3. La distribución de
carga es la misma que en el ejemplo 1.4.3, y está dada por (1.78), pero ahora tomamos
una curvatura extŕınseca no-nula, Kr(l), de soporte compacto; esta solución ya no
representa un dato inicial time-symmetric. Tomamos K ′r(l) como una función suave
C4:

K ′r(l) = (−2.0)×



0, si 1.2 ≤ l,

p(1.2, 1.75, l), si 1.2 < l ≤ 1.75,

q(1.75, 2.3, l), si 1.75 < l ≤ 2.3,

−p(2.3, 2.85, l), si 2.3 < l ≤ 2.85,

−q(2.85, 3.4, l), si 2.85 < l < 3.4,

0, si 3.4 ≤ l,

(1.79)

donde p y q son los polinomios definidos en (1.73). Kr(l) se define como la integral
exacta de K ′r(l), en la Figura 1.7 mostramos el gráfico de la función Kr(l) obtenida.
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2.5 2r(l)

Q(l)

Figura 1.6: 2r(l) y Q(l) para la solución del ejemplo b, la cual no es asintóticamente
plana. Las ĺıneas punteadas verticales indican el valor de l0 = 1.0 (el borde del objeto)
y l1 = 1.22959 donde se anula r′. La desigualdad (1.7) se viola en un 6 %.

La solución obtenida, r(l), es monótonamente creciente y coincide con la solución
del ejemplo 1.4.3 en l ≤ 1.2 (el problema de valores iniciales es exactamente el mismo en
esta región). Para valores grandes de l la curvatura extŕınseca tiende cero, obteniendo
aśı un dato asintóticamente plano. La Figura 1.8 muestra el comportamiento de esta
solución.

El dato inicial que obtenemos contiene un horizonte que encierra al objeto. La
Figura 1.9 muestra el gráfico de ϑ+(l).. Esta función tiene dos ráıces localizadas en
l− = 1.58085 y l+ = 2.85231, estos valores corresponden a los radios r(l−) = 1.22959
y r(l+) = 3.58657. La masa calculada para esta solución es M = 2.408077371 y la
carga total es Q = 2.1, recordemos que esta última es un parámetro de entrada del
programa. Con estos datos, utilizando la ecuación (1.27), podemos calcular los valores
r− y r+, y vemos que los mismos coinciden con los valores r(l−) y r(l+), en siete y
seis d́ıgitos respectivamente. El radio del objeto, al igual que en el ejemplo anterior,
viola la desigualdad (1.7), y el radio del horizonte, RH

A = r+ claramente satisface la
desigualdad (1.8).

Finalmente, usando la fórmula (1.63) calculamos Kl numéricamente y con esto
calculamos el valor de la traza de la curvatura extŕınseca, dada por K = Kl + 2Kr.
Esta función es distinta de cero, y por lo tanto el dato inicial no es maximal.
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Figura 1.7: Gráfico de la función Kr(l), la cual es C5 y tiene soporte compacto en
[1.2, 3.4].
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Figura 1.8: 2r(l) y Q(l) (arriba), r′(l) en un dominio grande (abajo), para la solución
obtenida con (1.78) y (1.79).
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Figura 1.9: Gráfico de ϑ+(l) para la solución del ejemplo 1.4.4.



Caṕıtulo 2

Masa, Momento Angular y Tamaño
para Objetos Ordinarios

Obtenemos una desigualdad geométrica que relaciona la masa ADM, el momento
angular y el tamaño para un objeto ordinario aislado y axialmente simétrico. Usamos
la monotońıa de la enerǵıa cuasi-local de Geroch, definida sobre 2-superficies, a lo largo
de un flujo de curvatura media inversa. Además presentamos ejemplos numéricos que
nos permiten evaluar cuán robustas son las hipótesis que utilizamos, y testar cuán lejos
de ser ajustada está la desigualdad que demostramos. Este problema fue abordado en
colaboración con Maŕıa E. Gabach-Clement y Omar E. Ortiz, y fue publicado en la
revista Classical and Quantum Gravity en el año 2017 [4].

2.1. Motivación y conjetura

Nuestro interés es relacionar la rotación de un objeto ordinario (es decir su mo-
mento angular) con la enerǵıa total o masa total (la masa ADM, ver apéndice A9)
para sistemas con simetŕıa axial. La relación que probaremos está inspirada en el tra-
tamiento de estrellas de neutrones para el ĺımite en el que su rotación es lenta. Como
se discute en [37], las estrellas de neutrones en rotación son axialmente simétricas, y si
rotan lentamente las perturbaciones que genera la rotación en la estructura estelar son
cuadráticas en la velocidad angular, y por lo tanto cuadráticas en el momento angular.
En ĺımite en el que vale la teoŕıa de Newton uno puede escribir la enerǵıa total de una
estrella como la suma de dos términos, el primero incluye la enerǵıa gravitatoria e
interna de la estrella, denotada con E0, y el segundo es la enerǵıa rotacional

E ≈ E0 +
J2

2I
(2.1)

donde J e I son el momento angular y el momento de inercia. En 1967 Hartle [38]
utilizó un método perturbativo para calcular la corrección a primer orden para la
enerǵıa de una estrella de neutrones en el contexto de relatividad general y encontró
una expresión similar a (2.1). En dicho trabajo E0 representa la enerǵıa total de
una estrella de neutrones que no está en estado de rotación, y el término cuadrático
en el momento angular es la contribución de la enerǵıa rotacional a primer orden.

41
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Desde 1960’s (ver [73] para más detalles y referencias) esta ecuación se ha estudiado
extensamente, y se han encontrando diferentes relaciones entre la enerǵıa cinética y
la enerǵıa interna y total. No es nuestra intención abordar este problema, sino buscar
relaciones geométricas entre parámetros f́ısicos bien definidos para un objeto ordinario
que rota, como por ejemplo la ya mencionada estrella de neutrones.

En la teoŕıa Newtoniana no tenemos ninguna restricción para los valores que pue-
den tomar las cantidades que aparecen en la ecuación (2.1), dado que no estamos
considerando ninguna ecuación de estado particular para la materia, ni ningún proce-
so mecánico relacionado con estas. Sin embargo en Relatividad General la Conjetura
de Hoop impone cotas a la cantidad de masa cuasi-local que puede tener un objeto.

Para incorporar esta restricción en (2.1), empezamos usando la definición de Mo-
mento de Inercia de U , respecto al eje axial, proveniente de la teoŕıa de Newton.

I :=

∫
U

µρ2dV (2.2)

donde µ es la densidad de materia y ρ es la distancia (euclidiana) al eje de rotación.
Luego podemos aproximar la expresión anterior como

I ≈ mUR2
C (2.3)

donde mU es la masa (cuasi-local) Newtoniana estándar contenida en el objeto y
RC = máx ρ es el radio de circunferencia o radio axial. Por ejemplo si pensamos en
un esferoide en rotación el momento de inercia es 2/5mUR2

C . Luego juntando (0.10)
y (2.3) podemos estimar la siguiente cota para la enerǵıa total de un objeto que no
colapsa

E & E0 +
G

c2

J2

RR2
C

. (2.4)

A pesar de ser un argumento informal, esta expresión nos da una cota inferior para la
cantidad de enerǵıa total que tendrá un sistema en rotación en términos del momento
angular y dos medidas de tamaño Rhoop y RC . Es interesante notar que estas dos can-
tidades vienen de contextos diferentes. La distancia a la que está localizada la materia
respecto al eje de rotación, representada por el radio axial RC en este argumento, pa-
reciera ser la medida de tamaño relevante a la hora de describir la enerǵıa rotacional
(al menos desde la experiencia que proviene de la mecánica Newtoniana). En otras pa-
labras, si queremos considerar el efecto de la rotación la medida de tamaño relevante
será aquella que evalúe cuán dispersa o localizada está la materia respecto al eje de
rotación/simetŕıa. Por otro lado, la medida de tamaño proveniente de la Conjetura de
Hoop, R, evalúa cuán dispersa o localizada en toda dirección está la materia.

En este caṕıtulo presentaremos una relación similar a (2.4) para un objeto or-
dinario, aislado, que rota y tiene simetŕıa axial, dentro del contexto de Relatividad
General.

Más relacionado con nuestro problema, Dain usó el IMCF y la enerǵıa de Haw-
king para obtener una desigualdad entre masa ADM y carga eléctrica para objetos
ordinarios [25]. Nuestro objetivo en este caṕıtulo es analizar qué puede decirnos el
IMCF acerca de objetos ordinarios que rotan, siendo la principal dificultad la inclu-
sión expĺıcita del momento angular en las relaciones geométricas que nos provee el
flujo.
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Las principales herramientas que usaremos
para abordar el problema son el flujo de
curvatura media inversa (de ahora en más
IMCF por sus siglas en ingles, ver apéndi-
ce E1 ) y la enerǵıa de Geroch, las cuales
han probado ser muy útiles para obtener
desigualdades en Relatividad General, co-
mo la desigualdad de Penrose Riemanniana
[47].

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente forma: En la sección 2.2 presentamos
nuestras hipótesis y el teorema principal, junto con comentarios y observaciones sobre
las implicaciones f́ısicas del resultado obtenido. En la sección 2.4 repasamos el IMCF y
las propiedades del mismo que serán importantes para nuestro trabajo, y presentamos
la demostración de nuestro resultado principal. Finalmente en la sección 2.5 mostramos
soluciones numéricas de la ecuación del flujo que nos permiten evaluar cuán robustas
son las hipótesis que utilizamos, y testar cuán lejos de ser ajustada esta la desigualdad
que demostramos.

2.2. Resultados

Siguiendo [59], consideramos un dato inicial completo (Σ, ḡ, K;µ, j), que sea ma-
ximal, asintóticamente plano y axialmente simétrico, y que satisfaga las ecuaciones de
v́ınculo de Einstein (A4), (A5); asumimos además que los campos satisfacen la DEC,
µ ≥ |j| (ver apéndice A).

Dado que estamos interesados en objetos ordinarios, en oposición a agujeros negros,
supondremos además que el dato inicial no tiene superficies atrapadas (ver ecuación
(A10)). Notar que en particular esto implica que no habrá superficies minimales en el
dato, lo cual es una condición necesaria para que la ecuación de IMCF sea suave. La
definición de objeto en rotación que usaremos es la siguiente.

Definición 2.1. Objeto Ordinario: Conjunto abierto U en Σ, que es axialmente simétri-
co, compacto, conexo, tal que la densidad de corriente j tiene soporte compacto dentro
de U , y tal que U no tiene superficies atrapadas.

Supongamos que existe un flujo de curvatura media inversa (IMCF) suave en (Σ, ḡ),
esto es, una familia de superficies St que genera una foliación suave de Σ; que tiene
topoloǵıa esférica y tiende a esferas en infinito. Nuestra intención es relacionar la
región U con las superficies St dadas por el IMCF y obtener aśı una desigualdad
que involucre cantidades f́ısicas de la región U . Para ello usaremos que el IMCF se
mantiene axialmente simétrico para un dato con simetŕıa axial, siempre y cuando la
superficie inicial del flujo S0 tenga simetŕıa axial. Además de las ecuaciones de v́ınculo
se puede ver que para un dato maximal (o cuya curvatura cumpla ciertas propiedades
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similares) y que cumpla la DEC, el escalar de curvatura es positivo R̄ ≥ 0, y por
lo tanto la enerǵıa de Geroch es no-decreciente. Es importante notar también que si
bien la condición de que exista un IMCF suave es bastante fuerte es posible que dicha
condición pueda ser relajada. Algunas partes del método que usamos no necesitan
suavidad y pueden repetirse usando la formulación débil del flujo definida por Huisken
e Ilmanen [47]. Dado que estamos más interesados en obtener un resultado con una
interpretación f́ısica bien clara, por simplicidad consideraremos solo el caso suave en
este trabajo.

Además de la masa ADM m, las cantidades f́ısicas y geométricas en las que estamos
interesados son el momento angular de Komar J(S), el radio de área, y el radio axial
de las superficies St:

J(St) =
1

8π

∫
St

Kijη
iνjdS, (2.5)

RA(St) :=

√
At
4π
, RC(St) :=

C(St)
2π

(2.6)

donde ηi es el vector de Killing asociado a la simetŕıa axial, At es el área de St y C(St)
la longitud del ćırculo axialmente simétrico más grande que podemos tomar en St.

Demostramos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sea (Σ, ḡ, K;µ, ji) un dato inicial maximal, asintóticamente plano,
con simetŕıa axial, y que contiene un objeto en rotación U ; satisface la condición de
enerǵıa dominante y no tiene superficies atrapadas. Supongamos que existe un IMCF
de superficies St que parte de un punto sobre el eje de simetŕıa dentro del objeto y que
es suave, y sea T tal que para todo t ≥ T las superficies St son convexas y ST encierra
al objeto. Entonces

m ≥ mT +
1

5

J2

RAR2
C

(2.7)

donde J , RA y RC son el momento angular, el radio de área y el radio axial de ST
respectivamente y

mT :=
1

16π

∫ RA
0

dξ

∫
Sξ

R̄dS (2.8)

donde ξ representa la coordenada radio de área.

Observaciones y Comentarios

m ≥ mT +
G

c4

1

5

J2

RAR2
C

A diferencia de la desigualdad entre carga y tamaño, la desigualdad (2.2) es global
dado que involucra a la masa ADM. Vimos que la enerǵıa de Geroch parece ser una
medida de masa cuasi-local muy apropiada para estudiar esta desigualdad ya que
converge a la masa ADM en los datos iniciales que estamos considerando. Además
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está directamente relacionada con la curvatura media de la superficie y por lo tanto su
derivada a lo largo del flujo se relaciona con el escalar de curvatura, al cual pudimos
relacionar con el momento angular. Una pregunta natural seŕıa entonces si es posible
definir otra cantidad cuasi-local E , que cumpla ambas propiedades, es decir E → m y
E ∼ H2 tal que produzca una desigualdad mejor o más ajustada.

La desigualdad es lineal en la masa ADM y cuadrática en el momento angular
como resultado de la dependencia lineal de dEG/dt con el escalar de curvatura R̄ y la
dependencia cuadrática de la integral de R̄ sobre St con el momento angular. Esto debe
ser comparado con la dependencia lineal sugerida por la conjetura de Bekenstein para
la entroṕıa de objetos macroscópicos [8] [44]; ver la ecuaciones 1.2 y (1.3) del caṕıtulo
anterior). La positividad de la entroṕıa implica que la enerǵıa total m debeŕıa cumplir
m ≥ |J |/RA donde RA es el radio de la esfera más chica que encierra al objeto (Notar
que tenemos una dependencia similar para agujeros negros [30]). A pesar de esto la
relación cuadrática en (2.2) es acorde al ĺımite Newtoniano (2.4). Esto es aún más claro
cuando tomamos el radio de la Hoop Conjeture como el radio de áreaRA. Una pregunta
importante es si esta diferencia entre la conjetura de Bekenstein y nuestro resultado
para la relación entre masa y momento angular se debe a las hipótesis particulares
que tomamos para formular nuestro teorema. No tenemos una respuesta clara para
esto, pero notemos que como indicaron Unruh y Wald en su trabajo [75], la conjetura
de Bekenstein no es esencial para la validez de las leyes termodinámicas generalizadas
(termodinámica para de objetos macroscópicos en RG).

Es habitual encontrarnos con la condición maximal, tr(K) = 0, en muchos de
los trabajos relacionados con desigualdades geométricas (ver por ejemplo [26, 24, 23,
66]). Esta condición junto con la condición de enerǵıa dominante nos dan un dato
inicial con curvatura escalar positiva R̄ ≥ 0, esto se ve fácilmente de la ecuación de
v́ınculo escalar (A4). La positividad del escalar de curvatura en este caso se obtiene
de descomponer el tensor de curvatura extŕınseca en términos de la foliación del dato
inicial que obtenemos al asumir la existencia de un IMCF suave.

No se asume ninguna ecuación de estado para los campos de materia µ, ji. La
desigualdad (2.2) es consecuencia de las ecuaciones de v́ınculo de Einstein y no ocu-
rren en una teoŕıa puramente Newtoniana (recordemos que en la introducción de este
caṕıtulo obtuvimos una desigualdad similar (2.4) pero asumiendo la condición que nos
da la Conjetura de Hoop (0.10)). La materia solo entra en la desigualdad a través del
término mT y la condición de enerǵıa dominante necesaria para asegurar la monotońıa
de la enerǵıa de Geroch.

La suposición de que no haya superficies atrapadas en Σ no es esencial para la
demostración de la desigualdad (2.2), en verdad solo necesitamos asumir que no haya
ninguna superficie minimal y el teorema sigue siendo válido. Si asumimos que no hay
superficies minimales el dato inicial podŕıa tener superficies atrapadas y, si ése es el ca-
so, el objeto que estaremos considerando podŕıa estar dentro de un horizonte aparente
(ver Caṕıtulo 3) o tener un horizonte en su interior, y ya no podemos considerarlo un
objeto ordinario.
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Si consideramos un dato inicial con campos electro-magnéticos, la desigualdad se
puede extender usando técnicas similares asumiendo que el campo no genera ninguna
contribución al momento angular fuera del objeto. Para tratar la contribución de los
campos electro-magnéticos a este problema, seguimos el trabajo de Dain [25], en el
cual el autor estudia el problema con carga para un dato sin curvatura extŕınseca
Kij = 0 (time-symmetric) en el cual J = 0. Obtenemos:

m ≥ mT +
1

c2

1

2

Q2

RA

+
G

c4

1

5

J2

RAR2
C

. (2.9)

donde de nuevo mT , está dada por (2.8), y viene de integrar (2.21) en el intervalo
t ∈ (0, T ). Notemos que la contribución de la carga a la masa total no depende del
radio axial, solo del radio área de la primer superficie ST que encierra al objeto.

Si tiramos el término no-negativo mT y reescribimos la desigualdad (2.7) en la
forma

R2
C ≥

G

c4

2

5

J2

mRA

(2.10)

vemos que si fijamos la masa total y el área, entonces cuanto más grande sea el momen-
to angular, más grande debe ser el radio axial. Este resultado concuerda con nuestra
expectativa y experiencia de que la rotación produce un achatamiento. Vemos que la
rotación impone restricciones en cuán prolato puede ser un objeto ordinario. Además,
esta desigualdad nos da información sobre la localización de la enerǵıa en el espacio.
Implica que si tenemos un objeto con una dada enerǵıa total m y un momento angular
J 6= 0, el objeto no puede ser ser muy pequeño. Notemos que hay una gran diferencia
entre este argumento y los argumentos usados en los criterios de formación de agujeros
negros, donde solo se tienen en cuenta cantidades cuasi-locales.

En el método que utilizamos para probar
el teorema tomamos un punto sobre el eje
de simetŕıa y dentro del objeto como su-
perficie inicial del IMCF y foliamos todo
Σ con las superficies St. En particular nos
centramos en una superficie ST de la cual
obtenemos información de las propiedades
f́ısicas y geométricas del objeto.

El IMCF nos permite relacionar masa total con medida de enerǵıa cuasi-local que es
monótona, algo que no tenemos en general si tomamos otra foliación de Σ. La elección
de las superficie ST responde a la necesidad de tener una región, la región encerrada
por ST , que represente lo mejor posible al objeto, pero que a la vez nos permita
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calcular cantidades f́ısicas y poder relacionarlas. Esto nos permite por ejemplo tener
una medida de masa cuasi-local mT que podemos relacionar con la masa ADM y el
momento angular y que a la vez es similar a las medidas de masa que usamos en el
ĺımite Newtoniano, pero que es una medida de la enerǵıa contenida en ST y no solo del
objeto U . Esta elección no es la única que podemos hacer al utilizar el IMCF, y puede
que no sea la más conveniente para estudiar un objeto. En lugar de iniciar el flujo en
un punto podŕıamos iniciarlo con una superficie axialmente simétrica en el exterior
del objeto. Elegida de manera que exista un IMCF suave y sea lo más cercana que
podamos a la superficie del objeto, esta superficie nos puede dar más información de
la forma del objeto y de sus propiedades. Notemos que en particular podemos buscar
la superficie más cercana al objeto que cumpla las propiedades que pedimos para ST
en el teorema 2.2, es decir la superficie más cercana al objeto tal que si iniciamos el
flujo en ST tenemos un flujo suave y convexo. Siguiendo este procedimiento llegamos
a la siguiente desigualdad. Para ST siendo la superficie más cercana a la superficie del
objeto, y que la encierre, tal que exista un IMCF suave y convexo tenemos:

m ≥ EG(ST ) +
1

5

J2

RAR2
C

(2.11)

donde ahora EG(ST ) es la enerǵıa de Geroch de la primer superficie convexa que encierre
al objeto, al igual que las cantidades RA y RC . Esta forma de elegir la superficie
inicial del flujo es particularmente útil para usarse en cálculos numéricos, y es la que
utilizamos en la sección 2.5.

2.3. Preliminares

Siguiendo [59], consideramos un dato inicial completo (Σ, ḡ, K;µ, j), que sea ma-
ximal, asintóticamente plano y axialmente simétrico, y que satisface las ecuaciones de
v́ınculo de Einstein (A4), (A5); asumimos además que los campos satisfacen la DEC,
µ ≥ |j| (ver apéndice A). En este dato inicial consideramos un flujo de curvatura
media (IMCF) de superficies St, ver apéndice E, que parte desde un punto en el eje de
simetŕıa, y dentro del objeto que estamos considerando, y llega a infinito. Asumiendo
que le IMCF es suave y tiene topoloǵıa esférica, el flujo nos da una foliación suave de
Σ y la métrica del dato, ḡ, se puede escribir como:

ds2
ḡ =

dt2

H2
+ gijdx

idxj (2.12)

donde gij y (x1, x2) son la métrica inducida y las coordenadas en St respectivamente,
y H la curvatura media de St.

Es importante notar que cuando consideramos un IMCF en datos iniciales axial-
mente simétricos, la ecuación del IMCF (E1) preserva la simetŕıa axial. Esto es, si
uno comienza el flujo en un punto sobre el eje de simetŕıa (o desde una superficie con
simetŕıa axial) no existe ningún mecanismo, ningún termino de la ecuación diferencial,
que pueda hacer que la normal de las sucesivas superficies que genera el flujo tenga
alguna componente en la dirección del vector de Killing axial. Como consecuencia de
esta observación, de ahora más, cuando discutamos el IMCF consideraremos que las
superficies St generadas son siempre axialmente simétricas.
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2.3.1. IMCF y enerǵıa de Geroch

En esta sección repasaremos las propiedades básicas de la evolución de la enerǵıa
cuasi-local de Geroch a lo largo del IMCF (ver [46], [74] y referencias alĺı citadas).

En cada superficie St del IMCF introducimos la enerǵıa cuasi-local de Geroch

EG(St) :=
A

1/2
t

(16π)3/2

(
16π −

∫
St

H2dS

)
(2.13)

donde At es el área de St. Este funcional tiene varias propiedades interesantes que
usaremos más adelante en la demostración de nuestro resultado. Para un dato inicial
completo, maximal, asintóticamente plano, con escalar de curvatura no-negativo, y
superficies St con topoloǵıa esférica que convergen a esferas en infinito, EG satisface

EG(St) ≥ 0,
dEG
dt

(St) ≥ 0, ĺım
t→∞
EG(St) = m. (2.14)

Recomendamos dirigirse a [47] para más detalles, demostraciones y más referencias
al respecto. Sin embargo, dado que la monotońıa de la enerǵıa será relevante para la
prueba del teorema, en lo que sigue repasaremos brevemente la demostración de esta
propiedad.

Empezamos con la derivada de EG(St) a lo largo del flujo

d

dt
EG =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π − 1

2

∫
St

H2ds+∫
St

(
−H2 + 2H∆(H−1) + 2|h|2 + 2R̄ijν

iνj
)
ds

]
(2.15)

donde hemos usado (E3) y (E4). Luego usamos la ecuación de Gauss

2R̄ijν
iνj = R̄ +H2 − |h|2 − 2κ (2.16)

donde κ es la curvatura de Gauss, y obtenemos

d

dt
EG =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π +

∫
St

(
2H∆(H−1) + |h|2 + R̄− 2κ− H2

2

)
ds

]
. (2.17)

Reescribiendo |h|2 en términos de las curvaturas principales λ1 y λ2 (los autovalores
de hij), y la curvatura media tenemos que

d

dt
EG =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π +

∫
St

(
2H∆(H−1) +

1

2
(λ1 − λ2)2 + R̄− 2κ

)
ds

]
. (2.18)

Luego, usamos el teorema de Gauss-Bonnet e integramos por partes el operador de
Laplace

d

dt
EG =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π − 4πχ(St) +

∫
St

(
2
|∇H|2
H2

+
1

2
(λ1 − λ2)2 + R̄

)
ds

]
(2.19)
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donde χ(St) es la caracteŕıstica de Euler dela superficie. Si las superficies St tienen
topoloǵıa esférica tenemos

d

dt
EG =

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

(
2
|∇H|2
H2

+
1

2
(λ1 − λ2)2 + R̄

)
ds (2.20)

de aqúı vemos entonces que si la 3-variedad tiene escalar de curvatura R no-negativo,
la enerǵıa de Geroch es no-decreciente, es decir dEG/dt ≥ 0.

2.4. Demostraciones

El esquema de la demostración de la desigualdad (2.7) es el siguiente. Comenzamos
con la derivada a lo largo del flujo de la enerǵıa de Geroch (2.20) y despreciamos los
términos positivos |∇H|2 y (λ1−λ2)2. Luego usamos la ecuación de v́ınculo (A5) para
escribir R̄ en términos del momento angular. Finalmente integramos a lo largo del
parámetro t que define las superficies del flujo desde un punto, sobre el eje de simetŕıa
y dentro del objeto, hasta infinito.

Demostración de la desigualdad 2.7. De la expresión (2.20) tenemos la siguiente cota.

d

dt
EG ≥

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

[
16πµ+KijK

ij
]
dS (2.21)

donde hemos usado el v́ınculo R̄ = 16πµ + KijK
ij − (trK)2 y la condición maximal

(i.e. tr(K) = 0). Para incluir expĺıcitamente el momento angular en esta desigualdad
usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la definición de Jt := J(St)

J2
t =

(
1

8π

∣∣∣∣∫
St

Kijη
iνjdS

∣∣∣∣)2

≤ 1

(8π)2

(∫
St

| Kijη
iνj | dS

)2

≤ 1

(8π)2

(∫
St

| Kij |
√
ηdS

)2

≤ 1

(8π)2

∫
St

| Kij |2 dS
∫
St

ηdS

(2.22)

donde η := ηiη
i es la norma al cuadrado del vector de Killing ηi y en el cuarto paso

hemos usado la desigualdad de Hölder con p1 = p2 = 2. Por lo tanto hemos obtenido
una cota para el momento angular de St en términos de la norma de la curvatura
extŕınseca del dato inicial (y por lo tanto de la curvatura escalar):∫

St

KijK
ijdS ≥ (8π)2 J2

t∫
St
ηdS

. (2.23)

Usando esta relación en (2.21) tenemos que

d

dt
EG ≥

A
1/2
t

(16π)3/2

[∫
St

16πµdS + (8π)2 J2
t∫

St
ηdS

]
. (2.24)

Ahora, sea T el valor más chico de t para el cual se cumple que para todo t ≥ T las
superficies del flujo son convexas y tal que ST encierra el objeto en el que estamos
interesados.
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Asumiendo que no hay superficies atrapadas, ver ecuación (A10), tenemos que
ϑ+ϑ−|St = H2 − gijK

ij > 0, y por lo tanto no hay superficies minimales en Σ, lo
cual es una condición necesaria para que la ecuación del IMCF (E1) sea suave. Si
tenemos una solución suave del IMCF, el flujo partirá del punto elegido t = 0 y
llegará a infinito, dándonos una foliación de todo Σ dada por las 2-superficies del flujo.
Integramos la ecuación (2.21) desde t = 0 hasta t = T y luego hasta infinito. Primero
mostramos que la integral de (2.21) en [0, T ] es justamente la masa cuasi-local mT .
Para ello recordamos que R̄ = 16πµ + KijK

ij y hacemos el cambio de coordenadas

t → ξ(t) =
√

At
4π

, donde ξ(t) es la coordenada radio de área. Tenemos entonces que

T → ξ(T ) =
√

AT
4π

= RA y dt→ dξ =
√

At
16π
dt, y por lo tanto:∫ T

0

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

R̄dSdt =
1

16π

∫ RA
0

dξ

∫
Sξ

R̄ds = mT (2.25)

Para el rango [T,∞) usamos la ecuación (2.24), en lugar de (2.21), para incluir de
forma expĺıcita el momento angular. Notemos que del teorema de Gauss, utilizando
la ecuación de v́ınculo de momento (A4), el momento angular de la superficie St se
puede escribir en términos de la densidad de corriente del objeto j,

J(St) =
1

8π

∫
St

Kijη
iνjdS = −

∫
Vt

jiη
idv =: J(Vt), (2.26)

donde Vt es el volumen encerrado por St y hemos usado que el dato es regular. Dado
que j tiene soporte compacto, el momento angular J(VT ) = J(U) =: J , por lo tanto
(2.26) implica que para todo t ≥ T , Jt se conserva, Jt = JT = J . Si descartamos el
término que involucra µ en (2.24), el cual es positivo, para t ∈ [T,∞) obtenemos una
cota para d

dt
EG en términos de J .

d

dt
EG ≥

A
1/2
t

(16π)3/2
(8π)2 J2∫

St
ηdS

, t ∈ [T,∞). (2.27)

Luego, integrando esta expresión en [T,∞), usando la relación entre la enerǵıa de
Geroch y la masa ADM m en infinito, y la expresión (2.25), obtenemos

m ≥ ĺım
t→∞
EG(St) ≥ mT +

√
πJ2

∫ ∞
T

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt. (2.28)

Ahora necesitamos acotar la integral de superficie de η. Aqúı es justamente don-
de necesitaremos la condición de que las superficies St t ∈ [T,∞) sean convexas.
Introducimos coordenadas ortogonales θ, ϕ para las superficies St de forma tal que

ηi =
(

∂
∂ϕ

)i
. Esta elección particular de coordenadas es posible hacerla siempre y

cuando las 2-superficies sean axialmente simétricas y difeomorfas a S2 (ver por ejem-
plo [20]), justamente el caso en el que nos encontramos. Luego escribimos la ecuación
de evolución (E2) en la forma

∂

∂t
η =

∂

∂t
gϕϕ =

2

H
hϕϕ. (2.29)
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Recordemos que en simetŕıa axial las curvaturas principales están dadas por

λ1 = gθθhθθ, λ2 = gϕϕhϕϕ (2.30)

H = gijhij = gθθhθθ + gϕϕhϕϕ = λ1 + λ2. (2.31)

Entonces tenemos

hϕϕ =
λ2

gϕϕ
= gϕϕλ2 = ηλ2. (2.32)

y usando esta ecuación en (2.29) tenemos que

∂

∂t
η = 2η

λ2

H
. (2.33)

Ahora, usamos esta ecuación para t ≥ T , donde las superficies son estrictamente
convexas, y por lo tanto λ1, λ2 > 0 y λ2 ≤ H, y con esto tenemos

∂

∂t
η ≤ 2η (2.34)

y
∂

∂t
(ηdS) =

∂η

∂t
dS + ηdS ≤ 2ηdS + ηdS = 3ηdS. (2.35)

Podemos escribir entonces ηdS ≤ ηT e
3(t−T ) dST , obtenemos∫

St

ηdS ≤ e3(t−T )

∫
ST

ηT dST ≤ e3(t−T )AT máx
ST

η, t ≥ T. (2.36)

y usando que At = e(t−T )AT obtenemos una cota para el término que involucra el
momento angular. Utilizando esto para acotar el término que involucra el momento
angular en (2.28), integrado entre [T,∞), obtenemos la cota

m ≥ mT +
√
πJ2

∫ ∞
T

A
1/2
T e(t−T )/2

e3(t−T )AT máxST η
dt

≥ mT +
2
√
π

5

J2

A
1/2
T máxST η

(2.37)

Finalmente escribimos esta expresión en términos del radio de área y del radio axial
(2.6), y obtenemos (2.7):

m ≥ mT +
1

5

J2

RAR2
C

. (2.38)

Para probar la extensión de la desigualdad para un dato inicial con campos elec-
tromagnéticos seguimos el trabajo de Dain [25]; para ello asumiremos que no existe
ninguna contribución electromagnética al momento angular y que la densidad de carga
tiene soporte compacto dentro del objeto que estamos considerando.
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Demostración de la desigualdad (2.9). En primer lugar descomponemos la densidad
de enerǵıa de la siguiente forma

µ = µ(noEM) +
E2 +B2

8π
(2.39)

donde Ei, Bi son los campos electromagnéticos y µ(noEM) representa la densidad de
enerǵıa no-electromagnética, la cual satisface la DEC µ(noEM) ≥ |j|. Luego en este
caso la integral en (2.21) tiene tres términos, los términos que involucran µ(noEM) y
KijK

ij se tratan de la misma forma que el caso anterior. El término que involucra la
contribución electromagnética a la densidad de enerǵıa puede ser acotado en términos
de la carga eléctrica siguiendo [48].

A continuación presentamos los pasos necesarios para obtener dicha cota.

A
1/2
t

(16π)1/2

∫
St

µdS ≥ A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

2(E2 +B2)dS ≥ 2A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

(Ejνj)
2dS

≥ 2A
1/2
t

(16π)3/2

(∫
St
EjνjdS

)2

At
≥

2
(∫

St
EjνjdS

)2

(16π)3/2A
1/2
t

=

√
πQ2

t

2A
1/2
t

.

(2.40)

En el primer paso usamos la DEC, en el tercer paso usamos la desigualdad de Hölder,
y en el quinto usamos el teorema de Gauss y la definición de carga eléctrica:

Qt =
1

8π

∫
St

EjνjdS (2.41)

donde Qt es la carga contenida en St.

Sea T el valor más chico de parámetro del flujo tal que para todo t ≥ T las
superficies St son convexas y encierren el objeto (continuamos necesitando la condición
de convexidad para controlar la contribución del momento angular). Luego, como St
está fuera del objeto, la carga eléctrica de St es Qt = QT := Q, y por lo tanto ∀t ≥ T
obtenemos una cota para derivada de la enerǵıa de Geroch (derivada a lo largo del
IMCF) en términos de la carga y el momento angular

d

dt
EG ≥

√
πA

1/2
t∫

St
ηdS

J2 +

√
π

2A
1/2
t

Q2. (2.42)

Integrando (2.21) entre cero e infinito, usando la expresión anterior y la propiedad
(2.14), obtenemos (2.9):

m ≥ mT +
1

2

Q2

RA

+
1

5

J2

RAR2
C

(2.43)

donde mT , dada por (2.8), viene de integrar (2.21) en el intervalo t ∈ (0, T ).



2.5. Resultados numéricos 53

2.5. Resultados numéricos

Además de la prueba formal del teorema obtuvimos resultados numéricos que apo-
yan las elecciones de hipótesis que hicimos. En particular, además de testar el teorema,
pudimos comprobar que al menos en ciertos casos el IMCF se mantiene convexo si
tomamos una superficie convexa como superficie inicial. Para el problema numérico
utilizamos el método conforme (ver apéndice C), y el particular tomamos un dato
conformemente plano. Primero resolvemos las ecuaciones de v́ınculo y obtenemos la
métrica, luego resolvemos la ecuación del IMCF en el dato que obtenemos, y final-
mente analizamos las curvaturas principales de St (ver ecuaciones (E13) y (E14)) para
determinar si es o no convexa.

Uno de los ingredientes importantes en nuestro resultado es la conservación de la
convexidad de las superficies St a lo largo del IMCF. En esta sección mostraremos
que, al menos para ciertos ejemplos particulares, esta propiedad del flujo no solo se
cumple en la región asintótica del dato inicial, sino que también se satisface cuando las
superficies St están cerca del objeto. Estamos también interesados en evaluar cuánta
importancia tiene el término que involucra el momento angular, es decir cuánto contri-
buye la enerǵıa rotacional a la enerǵıa total del sistema. Para ello calculamos el IMCF
con una superficie inicial S0 que represente lo mejor posible las propiedades f́ısicas y
geométricas del objeto, y estudiamos la desigualdad en la forma (2.11), tomando la
superficie S0 lo más cerca posible del objeto U .

Tenemos la expectativa de que, en el método que utilizamos para probar nuestro
resultado, la convexidad del flujo pueda ser relajada, como lo sugieren las propiedades
de convergencia de la última integral en (2.28). En el próximo caṕıtulo presentaremos
una respuesta parcial a este problema (ver la definición de tamaño (3.12)).

Cada ejemplo numérico presentado en esta sección se calcula en dos pasos. En
primer lugar resolvemos el problema eĺıptico para el factor conforme Ψ, con lo cual
obtenemos un ejemplo de dato inicial. Este dato inicial está completamente generado y
determinado por la presencia de un objeto compacto con momento angular J compati-
ble con la DEC (ver apéndice C). El segundo paso es tomar un IMCF que sea convexo
en el dato inicial que obtenemos, para ello calculamos la solución de la ecuación del
flujo tomando como superficie inicial una superficie convexa S0 que encierre al objeto
y esté lo más cerca posible de la superficie del mismo ∂U , tomando S0 = ∂U cuando
sea posible.

En todos los ejemplos generados se evalúa la preservación de la convexidad de la
superficies del flujo y el peso del término de enerǵıa rotacional en la desigualad.

2.5.1. Cálculo de factor conforme Ψ

En los ejemplos numéricos que presentamos nos restringimos a datos iniciales axial-
mente simétricos, maximales, asintóticamente planos, conformemente planos. El con-
junto de suposiciones y la derivación de las ecuaciones involucradas se describen en el
apéndice C.

Tomamos coordenadas ciĺındricas (ρ, ϕ, z) para la geometŕıa plana conforme, adap-
tadas a la simetŕıa axial del problema, con lo cual ninguna función dependerá de la
coordenada ϕ, en particular tampoco lo hará el factor conforme, el cual será la so-
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lución del problema eĺıptico no-lineal (D13), (D17), en la 3-superficie Σ = R3, estas
ecuaciones se deducen en el apéndice C.

En coordenadas ciĺındricas el problema que resolvemos es:

∆Ψ = −2π a ρ

Ψ3
− |∂f |

2ρ2

4Ψ7
,

∂ρΨ(ρ = 0) = 0, ĺım
r→∞

Ψ(ρ, z) = 1, r =
√
ρ2 + z2,

(2.44)

donde ∆ es el operador de Laplace plano y la función f(ρ, z) es la solución del problema
eĺıptico lineal

∂2
ρf + ∂2

zf +
3∂ρf

ρ
= −8πa,

∂ρf(ρ = 0) = 0, ĺım
r→∞

f(ρ, z) = 0, r =
√
ρ2 + z2.

(2.45)

La función positiva a(ρ, z), presente en ambas ecuaciones, es una función libre que
determina el contenido de materia y de momento angular que tiene el dato inicial.
En nuestros ejemplos dicha función tendrá soporte compacto, y la región donde tiene
soporte, U , será el objeto en el que estamos interesados.

El momento angular que tendrá una región U arbitraria del dato inicial, (D19), se
calcula como

J = −
∫
U

aρ2dv0. (2.46)

donde de ahora en adelante, dv0 denotará el elemento de volumen plano.
El resto de los parámetros f́ısicos relevantes (ver apéndice D) solo pueden ser cal-

culados una vez obtenido el factor conforme, es decir una vez resuelto el problema
(2.44),(2.45). El área de una superficie axialmente simétrica ∂U está dada por la ecua-
ción (D21), de la cual obtenemos el radio de área RA, y el radio axial RC = C/2π,
se obtiene calculando el largo del ćırculo axialmente simétrico más grande que ten-
gamos en ∂U , C. La densidad de masa bariónica promedio del objeto se define como
ρb = Mb/V , donde Mb, V , son la masa bariónica y el volumen del objeto, respectiva-
mente,

Mb =

∫
U

ρ a

Ψ2
dv0, y V =

∫
U

Ψ6dv0. (2.47)

Finalmente, la masa ADM del dato inicial se calcula mediante una integral de volumen
en todo el dato inicial mediante la ecuación (D18).

Para resolver el problema, (2.44),(2.45), procedemos de la siguiente forma. En
primer lugar, por simplicidad, en todos nuestros ejemplos tomamos a de forma tal que
satisfaga una simetŕıa de reflexión en el plano z = 0, i.e., a(ρ,−z) = a(ρ, z). Esta
propiedad reduce el problema a la mitad, desde el punto de vista del cálculo numérico,
solo se necesita resolver para z ≥ 0 y la condición de regularidad de la solución en
z = 0 se remplaza por una condición de Neuman homogénea en z = 0. En segundo
lugar, compactificamos el problema introduciendo nuevas coordenadas de forma tal
que todo el cuarto del plano ρ–z se mapea en un cuadrado unidad. Las coordenadas
que utilizamos son

x =
ρ

ρ+ ρH
, y =

z

z + zH
, (2.48)
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donde los parámetros ρH > 0 y zH > 0 pueden ser elegidos libremente. El eje de
simetŕıa, ρ = 0 se mapea a x = 0, ρ = ∞ se mapea a x = 1 y ρ = ρH se mapea a
x = 1/2. De forma análoga, el plano z = 0 se mapea a y = 0, z = ∞ se mapea a
y = 1, y z = zH se mapea a y = 1/2. Resumiendo, el problema eĺıptico compacto que
debemos resolver, en el cuarto de plano 0 ≤ x, y ≤ 1, está dado por la ecuación

(1− x)4

ρ2
H

fxx +
(1− x)3(3− 2x)

xρ2
H

fx +
(1− y)4

z2
H

fyy − 2
(1− y)3

z2
H

fy = −8πa, (2.49)

con la condición de borde

fx(0, y) = fy(x, 0) = 0, f(1, y) = f(x, 1) = 0, (2.50)

y la ecuación

(1− x)4

ρ2
H

Ψxx +
(1− x)3(1− 2x)

xρ2
H

Ψx +
(1− y)4

z2
H

Ψyy − 2
(1− y)3

z2
H

Ψy

= −2πρH
x a

(1− x)Ψ3
− ρ2

H

4

x2|∂f |
(1− x)2Ψ7

, (2.51)

con la condición de borde

Ψx(0, y) = Ψy(x, 0) = 0, Ψ(1, y) = Ψ(x, 1) = 1. (2.52)

Para calcular la solución de estas ecuaciones usamos diferencias finitas, discretizando
x e y con grillas uniformes

xi = hi, yj = hj, i, j = −2,−1, 0, 1, 2, . . . , N − 1, N, (2.53)

donde la medida de la grilla es h = 1/N, y elegimos N = 2k, donde k es un entero no
negativo. Los valores de ı́ndices entre 0 to N cubren el cuadrado unidad, incluyendo
los bordes, mientras que los valores fantasmas −2,−1 son usados para imponer las
condiciones de borde de Neuman homogéneas.

Todas las funciones del problema son ahora funciones de grilla y para discretizar las
ecuaciones usamos operadores de diferencias finitas estándar de cuarto orden de pre-
cisión en todo el dominio. Utilizamos operadores centrados en el interior del dominio,
y simi-laterales y laterales cerca y sobre el borde exterior del dominio.

Denotamos vi,j = v(xi, yj) la solución de cualquiera de las ecuaciones, (2.49) o
(2.51). Los valores vN,j, j = 0, 1, . . . N y vi,N , i = 0, i, . . . , N se fijan imponiendo
la condición de borde de Dirichlet en infinito. Las condiciones de borde de Neuman
homogéneas en x = 0 y y = 0 se imponen tomando puntos fantasma, en i = −2,−1 y
j = −2,−1, de la forma:

v−2,j = v2,j, v−1,j = v1,j, j = 0, 1, . . . , N,

vi,−2 = vi,2, vi,−1 = vi,1, i = 0, 1, . . . , N.
(2.54)

El sistema algebraico lineal de ecuaciones que obtenemos para fi,j puede ser resuelto
con un método directo (por ejemplo usando la descomposición LU junto con el método
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de eliminación Gaussiano). Sin embargo, el sistema algebraico no-lineal de ecuaciones
que obtenemos para Ψi,j, tiene que ser resulto mediante un método iterativo, por
simplicidad decidimos utilizar un método iterativo para ambos sistemas.

Para acelerar la convergencia utilizamos un algoritmo de multi-grilla, [17]. En todos
los casos utilizamos suavizadores de Jacobi sub-relajados en las grillas finas e interme-
dias, y suavizadores de Jacobi sobre-relajados en la grilla más gruesa. El número de
niveles de grilla que pueden usarse para este problema, teniendo en cuenta el espacio
generado por el span los operadores diferenciales, está acotado por arriba por k−3. Las
funciones de grilla se pasan de una grilla fina a una más gruesa simplemente mediante
restricción. La prolongación de las funciones de grilla de una grilla más gruesa a una
grilla más fina se realiza mediante interpolación cúbica de Hermite.

En estos esquemas iterativos la iteración inicial debe ser elegida cuidadosamente,
de forma tal que podamos asegurarnos de que todo el método en conjunto converge.
En algunos casos es suficiente con elegir fi,j = 0 y Ψi,j = 1, pero en ciertos casos, en
grillas finas, es necesario empezar la iteración utilizando la solución de una grilla más
gruesa (la cual interpolamos para usar en la grilla más fina).

En nuestro código el algoritmo de multi-grilla es aplicado como una secuencia de
V -ciclos (ver [17]). Luego de un número de V -ciclos, se chequea la norma máxima del
residuo y el incremento de la solución δvi,j en la grilla más fina. Las iteraciones se
detienen cuando el valor relativo de estas dos normas, con respecto a la norma de la
solución en si misma, son más chicos que ε = 10−10. En la ecuación para Ψi,j, la no-
linealidad es tratada con el algoritmo “full approximation storage”, (FAS), [17]. Para
todos los ejemplos presentados calculamos el factor conforme en tres grillas con N =
128, N = 256 y N = 512, y usamos las tres soluciones para chequear la convergencia.

Todas las integrales con las que calculamos los parámetros f́ısicos relevantes son
aproximadas con la regla de Simpson.

2.5.2. Tratamiento numérico del IMCF

Queremos resolver, de forma numérica, el problema ordinario dado por (E11)-
(E12), iniciando el flujo con una superficie inicial en t = 0 que sea convexa y encierre
lo más justo posible el objeto, U , que estamos estudiando. Este problema, a pesar de
ser un problema diferencial ordinario, se torna engañoso cuando queremos tratarlo de
forma numérica; esto se debe a que la solución exacta diverge exponencialmente con el
parámetro t. El problema es por lo tanto inestable; se debe ser muy cuidadoso a la hora
de elegir el esquema numérico con el cual se aproximará la solución, dado que cualquier
perturbación (desviación de la solución exacta) también crecerá exponencialmente con
t. Lo que se necesita es un esquema condicionalmente estable, lo cual básicamente
implica pedir que la aproximación calculada numéricamente no diverja más rápido
que la solución exacta [57].

Discretizamos la variable θ con una grilla uniforme y aproximamos las derivadas con
respecto a esta variable usando operadores de diferencias finitas estándar centrados, de
cuarto orden de precisión. La regularidad de la función v(θ, t) en θ = 0 y la regularidad
junto con la simetŕıa de reflexión en el plano z = 0 se traducen en condiciones de borde
de Neuman en θ = 0 y θ = π/2. Estas condiciones de borde se pueden imponer sin
mayor problema usando puntos fantasma en cada lado del intervalo [0, π/2].
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Para integrar en el parámetro t, uno puede elegir un método de cuarto orden de
precisión, sin embargo, el costo numérico que esto implica no lo vale. El motivo es
que los autovalores de la ecuación linealizada son positivos y grandes, con lo cual para
tener un esquema condicionalmente estable el paso en la variable t debe ser muy chico
comparado con el tamaño de la malla; con un método de menor orden podemos obtener
los mismos resultados. El método de Euler explicito resulta ser muy apropiado para
tratar el problema, utilizando dicho método todo el esquema en su conjunto (cuarto
orden en el espacio y primer orden en t) se vuelve condicionalmente estable para las
discretizaciones que usamos cuando el paso en t es comparable con la cuarta potencia
del tamaño de la malla. Si el paso en t no es suficientemente chico, independientemente
del método de integración en t que usemos, el método se vuelve inestable y la solución
se rompe, desarrollando picos que divergen rápidamente con unos pocos pasos de t.
En nuestros cálculos usamos un tamaño de malla δθ = π/200 y un paso de t tan chico
como 2× 10−6.

2.5.3. Modelos de objeto y resultados

En nuestro esquema el dato inicial queda completamente determinado por la fun-
ción a(ρ, z). Las aproximaciones mediante diferencias finitas que usamos, descriptas
en la sección anterior, tienen errores de truncamiento que involucran, en los términos
predominantes, derivadas de quinto y sexto orden de la solución. Para no arruinar
la precisión de la aproximación calculada, ni la tasa de convergencia de los métodos
iterativos, la función a que define al objeto debe ser suave, al menos C4, en todo el
dominio en el que realizamos los cálculos numéricos. Por lo tanto, estudiamos objetos
definidos por una función suave y de soporte compacto, a(ρ, z), definida en términos
de los polinomios de corte q(s) definidos a continuación.

q(s) = 1− s4
(

1− 5(s− 1) + 15(s− 1)2 − 35(s− 1)3 + 70(s− 1)4
)
. (2.55)

Todas las magnitudes en esta sección están dadas en unidades geométricas asociadas
al sistema de unidades cgs.

Objetos esferoidales

Para estos ejemplos elegimos la función a tal que tenga soporte en un elipsoide
simétrico, adaptado a la simetŕıa axial, el cual puede ser tanto prolato como oblato
(siendo la esfera un caso particular de estos),

a(ρ, z) =

{
a0 q(s), 0 ≤ s < 1,

0, 1 ≤ s,
(2.56)

donde

s =

√( ρ
ρ0

)2

+
( z
Z

)2

y ρ0, Z son constantes positivas. Definida de esta forma, la función a(ρ, z) es C4 en
todo el dominio, y la región U en la cual tiene soporte está dada por s < 1, mientras
que la superficie del objeto, ∂U , está dada por s = 1.
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Obj. a0 ρ0 Z J

NS 6.00× 10−18 7.50× 105 7.30× 105 1.4614× 1011

P 6.00× 10−18 0.80× 106 1.00× 106 2.5916× 1011

O 6.00× 10−18 1.00× 106 0.80× 106 5.0617× 1011

VO 6.00× 10−18 1.00× 106 0.30× 106 1.8981× 1011

S 2.90× 10−38 6.70× 1010 6.5× 1010 4.0056× 1015

Cuadro 2.1: Objetos esferoidales y los parámetros que los definen.

Obj. ρb RC RA M convexo?

NS 4.3247× 10−14 1.0461× 106 1.0227× 106 2.7103× 105 yes

P 3.1137× 10−14 1.2309× 106 1.2859× 106 3.9647× 105 yes

O 2.3503× 10−14 1.6462× 106 1.5379× 106 5.6641× 105 yes

VO 5.7604× 10−14 1.3199× 106 1.0826× 106 2.8427× 105 no

S 1.1212× 10−28 6.7000× 1010 6.5796× 1010 1.3695× 105 yes

Cuadro 2.2: Cantidades f́ısicas de los objetos (y del dato inicial que estos generan)
presentados en el Cuadro 2.1.

En el Cuadro 2.1 presentamos varios objetos esferoidales de diferentes densidades
y tamaños; se muestran los parámetros a0, ρ0 y Z junto con el momento angular
resultante J . El objeto llamado NS es elegido de forma tal que sea ligeramente oblato,
y los parámetros que lo definen son tal que la densidad de masa bariónica promedio sea
comparable con la densidad de masa de una estrella de neutrones (ver el Cuadro 2.2 y,
por ejemplo, [63]). Los siguientes tres modelos de objeto, P , O y V O, tiene el mismo
valor de a0 y parámetros similares de tamaño, lo cual resulta en masas bariónicas
comparables a la del primer objeto; P es un esferoide prolato, O un esferoide oblato y
V O es un esferoide muy oblato. El objeto llamado S es un esferoide es más grande y con
una menor densidad de masa que los anteriores, ligeramente prolato y con parámetros
elegidos de forma tal que el tamaño y la masa bariónica resultante sean comparables
con la masa y el tamaño del sol.

En el Cuadro 2.2 mostramos, para cada objeto del Cuadro 2.1, la densidad de masa
bariónica promedio del objeto, el tamaño f́ısico de su superficie, representado por los
radios RA y RC , y la masa ADM m del dato inicial que generan. La última columna
en la tabla indica si la superficie del objeto resulta ser convexa o no.

En el Cuadro 2.3 presentamos, para cada objeto del Cuadro 2.1, los parámetros para
la superficie esferoidal convexa que encierra al objeto de la forma más justa posible.
En los casos en los que la superficie del objeto ∂U es convexa, tomamos S0 como dicha
superficie. En los casos en los que la superficie del objeto no es convexa, tomamos la
superficie S0, también definida como un esferoide, con valores de ρ0 o Z más grandes
que los del objeto, de forma tal que S0 se convexa. Calculamos la evolución de estas
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superficies a lo largo del IMCF y encontramos que en todos los casos se preserva la
convexidad a lo largo de la evolución. Como ejemplo de la evolución del flujo, en la
Figura 2.1 presentamos los gráficos de las superficies del flujo, para varios valores del
parámetro t, para los objetos NS y VO.
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Figura 2.1: Evolución del IMCF, superficies St, correspondientes a los objetos NS
(gráfico izquierdo) y VO (gráfico derecho) del Cuadro 2.3. Los gráficos muestran,
desde el origen hacia afuera, la superficie del objeto (ĺınea gruesa) y las superficies St
para t = 0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0 en una parte de la región del plano ρ–z en la geometŕıa
plana. Para el objeto NS la superficie S0 coincide con la superficie del objeto; para el
objeto VO la superficie S0 es más grande que la superficie del objeto y fue elegida de
forma tal que sea convexa.

La Figura 2.2 muestra el gráfico de las curvaturas principales (ver ecuaciones (E13)
y (E14) en el apéndice E1) de la superficie del objeto NS y del objeto VO. Para el
primer objeto, NS, la positividad de ambas curvaturas muestra que la superficie del
mismo es convexa; para el segundo, VO, ambas curvaturas principales son negativas,
mostrando que la superficie del objeto VO no es convexa.
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Figura 2.2: Curvaturas principales de las superficies de los objetos NS (gráfico izquier-
do) y VO (gráfico derecho) del Cuadro 2.1. λϕ es representado en ĺıneas discontinuas
y λθ con ĺıneas continuas.
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Es importante también chequear que en todos los ejemplos las superficies St, no
solo se mantengan convexas a lo largo de la evolución del flujo, sino que también se
aproximen a esferas a medida que aumenta el parámetro t; esto se puede ver claramente
en los gráficos de las curvaturas principales λθ, λϕ. En las figuras 2.3 y 2.4 se muestran
los gráficos de los cocientes λθ(θ)/(1/r(θ)) y λϕ(θ)/(1/r(θ)), como funciones de θ, para
varios valores de t, para los dos casos más extremos del Cuadro 2.2: los objetos P y VO.
En ambas figuras se puede ver que, a medida que t crece, las curvaturas principales de
St se aproximan a las curvaturas principales de la esfera.
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Figura 2.3: Gráficos de rλϕ (ĺıneas discontinuas) y rλθ (ĺıneas continuas) como funcio-
nes de θ, a lo largo de la evolución del IMCF, de las superficies del Cuadro 2.3 para el
objeto P.

Objeto cóncavo

Como ejemplo final calculamos el dato inicial generado por un objeto que, visto
desde la geometŕıa conforme plana, es cóncavo. Estudiamos un objeto cuya función
a(ρ, z) está dada por la ecuación (2.56) pero con el parámetro s definido como

s =

√
ρ2 + z2

B
(
D + ρ2

ρ2+z2

) . (2.57)

Como superficie inicial, S0, para evolucionar el flujo, al igual que en el caso VO, usamos
una superficie esferoidal más grande que la del objeto. Los parámetros para el objeto
que usamos son: B = 5.0 × 105, D = 0.3, a0 = 6.0 × 10−18. Con estos parámetros
tenemos J = 4.1743 × 1010, y m = 1.0982 × 105. Los parámetros que usamos para
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Figura 2.4: Gráficos de rλϕ (ĺıneas discontinuas) y rλθ (ĺıneas continuas) como funcio-
nes de θ, a lo largo de la evolución del IMCF, de las superficies del Cuadro 2.3 para el
objeto VO.

definir la superficie esferoidal convexa, S0, que encierra al objeto son: ρ0 = 6.60× 105

y Z = 3.8×105; y para estos valores obtenemosRA = 6.7350×105 yRC = 7.7969×105.
Verificamos que la evolución del IMCF partiendo de esta superficie S0 que elegimos
preservan la convexidad y tienen a esferas a medida que aumente el valor de t, al igual
que en los casos anteriores. En la Figura 2.5 se muestra un gráfico de la superficie del
objeto, la superficie inicial, y las superficies del flujo, St, para unos pocos valores de t.

2.5.4. Discusión de los resultados numéricos

El objetivo que perseguimos al calcular los ejemplos numéricos es doble: primero
chequear la condición de convexidad de las superficies St generadas por el IMCF, y
segundo estudiar, en varios casos distintos, cuán relevante es el término J2/(5RAR2

C)
en el lado derecho de la desigualdad (2.11). Nuestro interés es ganar intuición sobre
en qué situaciones f́ısicas el término de enerǵıa rotacional, el cociente entre momento
angular y tamaño, genera una contribución importante a la enerǵıa total del sistema,
la masa ADM.

La condición de preservación de la convexidad de las superficies generadas por el
IMCF se verifica claramente en todos los ejemplos que calculamos. Cuando la super-
ficie del objeto es convexa es posible evolucionar el flujo a partir de esta S0 = ∂U (la
superficie del objeto) y la convexidad se preserva a lo largo de la evolución del flujo.
Cuando la superficie del objeto no es convexa, al parecer, tomar S0 como la primer su-
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Figura 2.5: La superficie cóncava del objeto, vista desde la geometŕıa conforme plana,
junto con algunas de las superficies St convexas generadas por el IMCF a partir de la
superficie esferoidal, S0, convexa, que encierra al objeto.

perficie esferoidal convexa (y axialmente simétrica) que encierre al objeto es suficiente
para preservar la convexidad.

La formas de los objetos que consideramos son simples y los ejemplos numéricos
que presentamos están lejos de ser exhaustivos, sin embargo no encontramos ningún
signo que nos indique que la evolución del IMCF viole la condición de convexidad,
al menos para datos iniciales conformemente planos y bajo las hipótesis de suavidad
que imponemos en nuestros ejemplos. Este punto ciertamente merece ser estudiado en
mayor profundidad, lo cual esperamos hacer en futuros trabajos.

Para ganar intuición en la importancia relativa del término de enerǵıa rotacional,
proporcional a J , en el lado derecho de (2.11), definimos el cociente

Γ :=

(
J2

5RAR2
C

)
m

. (2.58)

Los valores de Γ para los objetos con valores de densidad de masa altos en el Cuadro
2.1 son

ΓNS ' 1.4× 10−2, ΓP ' 1.7× 10−2, ΓO ' 2.2× 10−2, ΓV O ' 1.3× 10−2,

mientras que para el objeto con valor de densidad de masas más bajo, O, tenemos

ΓS ' 7.9× 10−8.

Para el objeto cóncavo y con valor de densidad de masa alto, sub-sección 2.5.3 tenemos
Γ ' 7.6× 10−3.

A pesar de que no hemos calculado muchos ejemplos, nuestros resultados sugieren
que la contribución del término que involucra J2 es más grande para objetos con
valores de densidad de materias más grandes. Comparando los valores de Γ para los
objetos P y O, los cuales tiene intercambiados los valores de los parámetros ρ0 y Z,
vemos que, como esperábamos, el valor de Γ es más grande para el esferoide oblato
que para el esferoide prolato.
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Obj. ρ0 Z RC RA J2/(5RAR2
C)

NS 7.50× 105 7.30× 105 1.0461× 106 1.0227× 106 3.8168× 103

P 0.80× 106 1.00× 106 1.2309× 106 1.2859× 106 6.8942× 103

O 1.00× 106 0.80× 106 1.6462× 106 1.5379× 106 1.2295× 104

VO 1.00× 106 0.30× 106 1.3199× 106 1.1497× 106 3.5984× 103

S 6.70× 1010 6.50× 1010 6.7000× 1010 6.5796× 1010 1.0865× 10−2

Cuadro 2.3: Parámetros de superficies iniciales para el IMCF, S0, para las cuales el
IMCF desarrolla superficies convexas. Parámetros geométricos de tamaño del objeto,
RC y RA, junto con el cociente entre momento angular y tamaño que aparece en el
lado derecho de la desigualdad (2.7). Esta última cantidad debe ser comparada con el
valor de m, dada en el Cuadro 2.2.
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Caṕıtulo 3

Masa, Momento Angular y Tamaño
para Agujeros Negros

En espaciotiempos axialmente simétricos la desigualdad de Penrose puede ser ex-
tendida de forma tal que incluya la contribución a la enerǵıa total generada por el
momento angular. Probamos una versión de esta desigualdad para horizontes aparen-
tes, más precisamente obtenemos una cota inferior para la masa ADM en términos
del área del horizonte, el momento angular, y una medida particular del tamaño de la
superficie. Consideramos un dato inicial asintóticamente plano y axialmente simétri-
co, y usamos la monotońıa de las enerǵıas de Geroch y de Hawking, definidas sobre
2-superficies, a lo largo de un flujo de curvatura media inversa. Estos resultados fueron
publicados parcialmente en [5], donde se trata el caso en el cual el horizonte aparente
es una superficie minimal.

3.1. La desigualdad de Penrose con momento an-

gular

En 1973 Penrose propone, [64], usando un argumento heuŕıstico, que la masa, m
de un agujero negro debe satisfacer la relación

m ≥
√

A

16π
(3.1)

donde A es el área del horizonte del agujero negro. Desde la propuesta original de
Penrose el estudio de esta desigualdad se ha convertido en un área de investigación
activa, y se han estudiado varias versiones de este problema (ver los art́ıculos de revisión
[60, 14]) aśı como también enfoques más generales de la misma [28, 16, 15]. Más aún,
bajo ciertas condiciones, es posible reforzar el argumento heuŕıstico de Penrose de
forma tal de incluir las contribuciones de la carga y el momento angular del agujero
negro (ver [22]).

El argumento de Penrose es el siguiente: supongamos que tenemos materia que se
encuentra colapsando, si se asume la validez de la conjetura del censor cósmico (ver por
ejemplo [76]), el estado final de dicho colapso debe ser un agujero negro en equilibrio.
En esta situación se espera que toda la materia presente en el espacio tiempo caiga

65
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dentro del horizonte de eventos, y por lo tanto del Teorema de Unicidad de agujeros
negros [43], el estado final debe ser un agujero negro de Kerr-Newman. Luego, el área
Af del agujero negro final está dada en términos de la masa total, el momento angular,
y la carga eléctrica de dicho agujero negro final

Af = 4π

(
2m2

f −Q2
f + 2mf

√
m2
f −

J2
f

m2
f

−Q2
f

)
. (3.2)

Ahora tomamos una superficie de Cauchy Σ que conecte al agujero negro con infinito
espacial, y tal que el colapso ya haya ocurrido, denotamos con ΣH a la intersección del
horizonte con la superficie de Cauchy, y sea AΣH el área de ΣH . Luego calculamos la
masa total m, la carga eléctrica Q, y el momento angular J de Σ en infinito espacial
(estamos suponiendo que dichas cantidades están bien definidas). Del Teorema del área
del agujero negro, [40], sabemos que el área crece con el tiempo, Af ≥ AΣH , y dado
que las ondas gravitatorias se llevan enerǵıa, positiva, fuera del sistema, la masa total
medida en Σ debe ser mayor o igual que la masa del agujero negro final, m ≥ mf .
Luego, usando que el área del agujero negro final (3.2) es una función monótonamente
creciente de mf tenemos que:

AΣ ≤ Af ≤ 4π

2m2 −Q2
f + 2m

√
m2 −

J2
f

m2
−Q2

f

 . (3.3)

Se han logrado bastantes progresos en cuanto a considerar las implicaciones de (3.3)
en el caso en que tengamos un agujero negro cargado con momento angular. Para dicho
caso se han estudiado y probado diferentes versiones de una desigualdad que relacio-
nan la masa ADM, el área del horizonte y la carga eléctrica [77, 27, 50, 51, 52, 55].
Estos resultados son un importante test en favor de la validez de la conjetura del censor
cósmico en el caso en que tengamos materia cargada colapsando. En este caṕıtulo estu-
diaremos el caso en el que J 6= 0, y por simplicidad no consideraremos espaciotiempos
con carga. Este caso representa un escenario f́ısico muy importante ya que en general
se espera que todo estado de colapso gravitatorio tenga momento angular. La validez
de una extensión de la desigualdad de Penrose con momento angular es entonces otro
muy importante test en apoyo a la conjetura del censor cósmico. A pesar de que se han
logrado grandes avances en relación al estudio y demostración de desigualdades con
momento angular (ver por ejemplo el art́ıculo de revisión [26]) aún no se ha obtenido
ninguna prueba formal de la desigualdad de Penrose con momento angular o de alguna
versión de esta.

Cuando consideramos materia en rotación colapsando, el valor del momento an-
gular final no necesariamente coincidirá con el valor que calculemos en Σ, ya que las
ondas gravitatorias, además de enerǵıa, pueden llevar momento angular fuera del siste-
ma. Por lo tanto no tenemos una manera simple de relacionar el valor de J en Σ con el
valor de Jf . Para evitar este problema debemos considerar situaciones en las cuales el
momento angular se conserve a lo largo de la evolución temporal, y este es justamente
el caso que tenemos si asumimos que el espacio-tiempo es axialmente simétrico (ver
apéndice A). Es importante notar que, en el contexto de relatividad general, la condi-
ción de que el espacio-tiempo sea axialmente simétrico es necesaria para poder tener
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una buena definición de momento angular (ver por ejemplo [65]); sin esta condición no
sabemos como definir el momento angular, o su definición no será única. Por lo tanto
esta condición no solo es necesaria para que se conserve el momento angular, sino que
es imprescindible para definir el momento angular en śı mismo.

Si consideramos entonces agujeros negros axialmente simétricos, generados por un
colapso gravitatorio axialmente simétrico, del argumento de Penrose tenemos que

AΣ ≤ 8π

(
m2 +m

√
m2 − J2

m2

)
(3.4)

Luego, nos gustaŕıa poder calcular o acotar el área AΣ en términos de cantidades
geométricas que puedan ser calculadas en base a las condiciones iniciales en Σ; el
problema es que la definición matemática estándar de agujero negro no permite hacer
esto. La existencia de un horizonte de evento es una propiedad global de la estructura
causal del espacio-tiempo en todo su conjunto, y no podemos identificar una región de
agujero negro sin esta información global. Por el contrario, el concepto de superficie
atrapada nos provee de una caracterización local del agujero negro, y la existencia
de superficies atrapadas implica la existencia de singularidades en el espacio-tiempo
y (con la estructura causal adecuada) la existencia de un horizonte de eventos (ver
[11] para una discusión completa de este punto). El borde de una región atrapada es
un horizonte, en particular consideraremos horizontes aparentes futuros. Un horizonte
aparente futuro H es una 2-superficie definida con la propiedad que todas geodésicas
nulas futuras salientes (ver por ejemplo [65]), ortogonales aH tienen expansión ϑ+ = 0,
y la expansión de las geodésicas nulas pasadas salientes es no-negativa ϑ− ≥ 0.

Consideramos entonces un horizonte aparente futuro H, en una 3-superficie de
Cauchy Σ, en un espacio-tiempo axialmente simétrico, luego el argumento heuŕıstico
de Penrose implica:

A ≤ 8πm

(
m+

√
m2 − J2

m2

)
(3.5)

donde A es el área de H (este argumento fue presentado por primera vez en [18] y
[39]). Esta desigualdad solo tiene sentido si se cumple que m ≥

√
|J |, condición que fue

probada para superficies atrapadas externas conexas en [19]. Más aún, en 2011 Dain y
Reiris [20] probaron que, bajo ciertas condiciones, el área y el momento angular de un
horizonte aparente cerrado y axialmente simétrico satisface la desigualdad cuasi-local
A ≥ 8π|J |; este resultado ha sido extendido a otros casos en [1, 29, 31]. Luego de las
desigualdades m ≥

√
|J | y A ≥ 8π|J | tenemos que (3.5) es equivalente a (ver apéndice

F):

m2 ≥ A

16π
+

4πJ2

A
, (3.6)

Esta versión de la desigualdad de Penrose admite un caso de rigidez, el cual establece
que la igualdad solo se alcanza en un agujero negro de Kerr.

En este caṕıtulo estudiaremos la validez de la desigualdad (3.6) y la posibilidad
de probar alguna versión de ella. Este es uno de los problemas abiertos en el área de
desigualdades geométricas (ver [24, 60]), y a pesar de que se han hecho varios esfuerzos
aún no se ha logrado obtener ninguna prueba formal de (3.6).
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La desigualdad (3.6) establece una relación entre la masa total medida en infinito
espacial y cantidades cuasi-locales del horizonte aparente, su área y momento angu-
lar. Luego, para abordar el problema se debe seleccionar una hipersuperficie Σ del
espacio-tiempo que conecte el horizonte con infinito. Siguiendo el trabajo de Malec,
Mars, y Simon, [59], consideraremos un dato inicial asintóticamente plano y axial-
mente simétrico con borde (Σ, ∂Σ, ḡ, K;µ, ji), tal que el borde ∂Σ es una 2-superficie
conexa y compacta, y tal que ∂Σ es un horizonte aparente y Σ no tiene ninguna otra
superficie atrapada. Además asumiremos que los campos de materia satisfacen la con-
dición de enerǵıa dominante (DEC) (A7). Bajo ciertas hipótesis la enerǵıa de Geroch

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el flujo
de curvatura media inversa, {St} (ver ecua-
ción E1), y la enerǵıa de Geroch 2.13 resul-
tan ser herramientas muy útiles a la hora
de relacionar la masa ADM con medidas de
enerǵıa locales, y en particular con la con-
tribución que proviene del momento angu-
lar.

es monótona a lo largo del IMCF y tiende a la masa ADM en infinito. Además de estas
dos propiedades, la enerǵıa de Geroch satisface otra propiedad importante, la misma

es igual a
√

A
16π

para una superficie minimal. Por lo tanto si tomamos un IMCF empe-

zando desde una superficie minimal, que es un caso particular de horizonte aparente,
podemos relacionar la masa ADM con el área de la superficie minimal, y si a lo largo
de dicho flujo la enerǵıa es monótona entonces tenemos una prueba de la desigualdad
(3.1) para superficies minimales. Este argumento fue usado por Huisken e Ilmanem en
su muy importante trabajo [47], donde remueven la hipótesis de suavidad del IMCF
usando una formulación débil del flujo.

En el caso en que tengamos un horizonte general la enerǵıa de Geroch pierde
utilidad, ya que la curvatura media en este caso es H 6= 0 y por lo tanto no podemos
relacionar de forma simple la enerǵıa con el área del horizonte, como en el caso en que
tenemos una superficie minimal. Existe otro funcional que resulta muy útil para evitar
este problema, la enerǵıa de Hawking

EH(S) :=
A1/2

(16π)3/2

(
16π −

∫
S

ϑ+ϑ−dS

)
(3.7)

donde A es el área de una 2-superficie S y ϑ+, ϑ−, son las expansiones nulas, salientes,
ortogonales a S, futura y pasada respectivamente. Este funcional cumple propiedades

similares al anterior, tiende a la masa ADM en infinito y es igual
√

A
16π

para un

horizonte aparente, y más aún bajo ciertas hipótesis es monótono a lo largo del IMCF.
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Esta es justamente la herramienta usada en [59] para demostrar la desigualdad (3.1)
para horizontes generales, para datos iniciales que admitan un IMCF suave y cumplan
ciertas hipótesis que veremos posteriormente.

Usando estas herramientas nuestra intención es lograr probar una desigualdad simi-
lar a (3.6), es decir una cota inferior para la masa ADM de un dato inicial en términos
del área de horizonte aparente y un cociente entre el momento angular y una cierta
medida de tamaño. Si bien en el argumento heuŕıstico la única medida de tamaño
involucrada es el área, o el radio de área, del horizonte, en el caṕıtulo anterior vimos
que el radio axial parece ser una medida de tamaño muy útil a la hora de incluir el
momento angular. Esto nos lleva a pensar que quizás no podamos utilizar una única
medida de tamaño y debamos formular la desigualdad (3.6) utilizando otra medida
ademas del área, al menos en el término que involucra J .

Teniendo en cuenta estos argumentos, las ideas de Penrose, los trabajos previos [59],
[47], y el método desarrollado en el caṕıtulo anterior para relacionar J con la enerǵıa
de Geroch, inferimos lo siguiente. Esperamos que exista una enerǵıa cuasi-local E , tal
que si tomamos un IMCF de superficies St que empieza en ∂Σ y va a infinito, dicha
enerǵıa cumple las siguientes condiciones:

1. es monótona a lo largo de IMCF

2. tiende a la masa ADM en infinito

3. E(∂Σ) se puede relacionar con A

4. E(St) se puede relacionar con J(St).

Luego, si podemos encontrar una enerǵıa con estas propiedades, debeŕıa ser posible
probar la siguiente conjetura.

Conjetura 3.1. Sea (Σ, ∂Σ, ḡ, K) un dato inicial vaćıo, axialmente simétrico y asintóti-
camente plano, tal que ∂Σ es un horizonte aparente compacto y conexo, y no existe
ninguna otra superficie atrapada en Σ. Sea {St} un IMCF de superficies que empieza
en ∂Σ y va a infinito, y E que cumple las condiciones 1,2,3 y 4. Luego existe una
medida de tamaño R = R(∂Σ) tal que

m2 ≥ A

16π
+
J2

R2
(3.8)

donde J y A son el momento angular y el área de ∂Σ, respectivamente.

Claramente la enerǵıa de Geroch y la enerǵıa de Hawking son los principales candi-
datos para E , ya que ambas satisfacen las condiciones 1, 2 y 3. Además en el caṕıtulo
anterior presentamos un argumento mediante el cual es posible relacionar la enerǵıa de
Geroch con el momento angular, dicho argumento, aunque con algunas modificaciones,
será utilizado nuevamente en este caṕıtulo para probar que ambas enerǵıas satisfacen
4. Aún aśı no tenemos certeza de que dichas enerǵıas sean las más adecuadas, y puede
que exista otra definición de enerǵıa que nos dé resultados más ajustados.

El argumento heuŕıstico de Penrose sugiere que R debeŕıa ser el radio de área del
horizonte, pero en principio no sabemos cuál será la medida de tamaño más convenien-
te, es decir la que nos de la desigualdad más ajustada, pero esperamos que la misma
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dependa de la norma del vector de Killing axial η. Sobre este punto también se debe
tener en cuenta que la desigualdad (3.6) tiene un caso de rigidez en el cual el radio
de área (o el área) es la medida de tamaño con la que se satura la desigualdad, la
igualdad en (3.6) solo se cumple para un espacio-tiempo de Kerr donde A es el área
del horizonte de eventos.

El plan de este caṕıtulo es el siguiente. En la sección 3.2 presentamos los resultados
obtenidos, dados por los Teoremas 3.3 y 3.4 para el caso en que tenemos un dato
inicial vaćıo, y por los Teoremas 3.5 y 3.6 para datos iniciales en los los campos de
materia generan una contribución no nula al momento angular total. Además en dicha
sección presentamos una serie de comentarios respecto al método que utilizamos para
abordar el problema y discutimos en detalle las implicaciones f́ısicas de los resultados.
En la sección 3.3 presentamos el contexto, los antecedentes y las herramientas que
utilizaremos para las demostraciones, aśı como también un repaso de las propiedades
básicas de la evolución, a lo largo del IMCF, de la enerǵıa de Hawking. Finalmente
en la sección 3.4 presentamos la demostración de las propiedades particulares de la
medida de tamaño que definimos para abordar el problema, y las demostraciones de
los Teoremas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6, las cuales estarán divididas naturalmente en dos, el
caso en el cual el horizonte aparente es una superficie minimal, 3.3 y 3.5, y el caso el
en cual es un horizonte general, 3.4 y 3.6.

3.2. Resultados

Consideramos un dato inicial asintóticamente plano y axialmente simétrico con
borde (Σ, ∂Σ, ḡ, K;µ, ji), tal que el borde ∂Σ es una 2-superficie conexa y compacta,
y tal que ∂Σ es un horizonte aparente y Σ no tiene ninguna otra superficie atrapada.
Además, asumimos que los campos de materia, µ, ji, satisfacen la condición de enerǵıa
dominante (DEC) (A7), y suponemos que existe un IMCF suave de superficies St,
con topoloǵıa esférica, que parte de ∂Σ y tiende a infinito. Bajo estas condiciones es
posible descomponer la métrica ḡ de la forma (ver [59]):

ds2
ḡ =

dt2

H2
+ gijdx

idxj (3.9)

donde gij y (x1, x2) son la métrica inducida y las coordenadas en St, respectivamente.
De aqúı en adelante llamaremos q a la traza de K respecto a la métrica gij, q = Kijg

ij.
Al igual que el caṕıtulo anterior el IMCF será axialmente simétrico para los datos que
estamos considerando, ya que ∂Σ tiene simetŕıa axial y no existe ningún mecanismo
que pueda hacer que la normal del IMCF tenga alguna componente a lo largo de ηi.

Las cantidades f́ısicas y geométricas en las que estamos interesados son la masa
ADM (ecuación (A9)), m, y el momento angular J(St) de cada superficie St del IMCF

J(St) =
1

8π

∫
St

Kijη
iνjdS, (3.10)

donde usamos que ḡijν
iηj = 0. Al igual que antes tomaremos el radio de área y el
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radio axial como medidas de tamaño de St

RA(St) :=

√
At
4π
, RC(St) :=

C(St)
2π

(3.11)

At es el área de St y C(St) es el largo del ćırculo axialmente simétrico más grande de
St.

Además de las definiciones usuales de tamaño, (3.11), definimos una nueva medida
de tamaño de las superficies St basada en el comportamiento de la norma del vector
de Killing axial, η, a lo largo del IMCF desde St a infinito:

Definición 3.2. R(St)

1

R(St)2
:= A

1/2
t

∫ ∞
t

A
1/2
t′∫

St′
ηdS

dt′ (3.12)

Del comportamiento asintótico del flujo (recordemos que, para datos asintótica-
mente planos, el IMCF va a esferas en infinito) tenemos que la integral en (3.12) es
convergente, siempre y cuando el IMCF se mantenga suave, por lo tanto R es positiva
y bien definida.

Más aún, dependiendo de las propiedades del flujo esta medida puede, en algunos
casos, ser relacionada con las medidas usuales de tamaño (ver sección 3.4.1). El caso
más favorable, pero el menos frecuente, es tener un IMCF esférico, para este caso

R2(St) = R2
A(St). (3.13)

Si asumimos condiciones más débiles para el comportamiento del flujo no podemos
obtener una expresión exacta para R en términos de las medidas usuales de tamaño,
pero śı podemos obtener una cota. Si, como en el caṕıtulo anterior, consideramos IMCF
convexos obtenemos la siguiente cota para R:

R2(St) ≤
5

2

∫
St
ηdS

At
≤ 5

2
R2
C(St). (3.14)

Podemos obtener una relación similar entre R y RC asumiendo una condición aún más
débil: que las superficies del flujo no están muy lejos de ser convexas. En particular,
si asumimos que hij ≥ −H

2
gij, donde hij es la curvatura extŕınseca de St, obtenemos:

R2(St) ≤
7

2

∫
St
ηdS

At
≤ 7

2
R2
C(St). (3.15)

Es importante notar que del comportamiento asintótico del flujo sabemos que,
para datos asintóticamente planos, aún sin asumir ninguna propiedad especial para
el flujo, siempre existirá una primera superficie Sp tal que a partir de ella el IMCF
satisface alguna de las condiciones anteriores, que sea esférico, convexo o casi convexo.
El inconveniente que tiene este enfoque es que no tenemos forma de determinar cuan
lejos de ∂Σ estará esta primera superficie, y por lo tanto puede que la misma no
represente las propiedades del horizonte; cabe destacar que cuanto más débil sea la
condición que usemos, más cerca del horizonte estará la superficie Sp.
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Horizonte aparente en un dato inicial vaćıo

En primer lugar nos enfocamos en el caso en el cual el dato inicial es vaćıo y el
horizonte aparente es una superficie minimal, ϑ+ = ϑ− = 0. De esta suposición tenemos
que Σ es una región exterior, tiene topoloǵıa R3 menos una bola, y su borde ∂Σ es una
2-superficie de área mı́nima [47]. Como dijimos anteriormente este tipo de horizonte
aparente está usualmente asociado con el caso especial en el que el dato inicial es
temporalmente simétrico K = 0, usualmente conocido como el caso Riemanniano de
la desigualdad de Penrose (3.1). Esta terminoloǵıa, [45] [47], no es suficientemente
precisa: para el caso en el que el horizonte es una superficie minimal, la condición
temporalmente simétrico no es esencial para la prueba de la desigualdad (3.1). La
demostración de la desigualdad (3.1), es válida siempre y cuando el escalar de curvatura
sea no-negativo, y esta condición se puede cumplir asumiendo condiciones más débiles,
como por ejemplo considerando datos iniciales maximales ([60] [14]). Notemos además
que para datos temporalmente simétrico el momento angular es nulo (ver ecuación
(A15)), por lo tanto si queremos incluir los efectos de la rotación en la desigualdad de
Penrose necesitamos asumir condiciones más débiles para K. Utilizando la enerǵıa de
Geroch, E = EH , probamos el siguiente teorema para superficies minimales.

Teorema 3.3. Superficies Minimales
Sea (Σ, ∂Σ, ḡ, K) un dato inicial de vaćıo, asintóticamente plano y axialmente

simétrico, tal que ∂Σ es una superficie minimal compacta y conexa, y no existe ningu-
na otra superficie atrapada en Σ. Supongamos que existe un IMCF suave de superficies
St, que empieza en ∂Σ y tiene topoloǵıa esférica. Luego, si se satisface alguna de las
siguientes condiciones:

a) el dato inicial es maximal: Tr(K) = 0, o

b) para cada superficie St la traza de K respecto de gij satisface: q = 0,

entonces:

m2 ≥ A

16π
+
J2

R2
(3.16)

donde J y A son el momento angular y el área de ∂Σ respectivamente, y R = R(∂Σ)
se define con (3.12).

En cuanto al caso en que ∂Σ es un horizonte aparente general, es decir ϑ+|∂Σ =
0, ϑ−|∂Σ ≥ 0, obtenemos un resultado similar, aunque asumiendo condiciones más
restrictivas para el dato inicial. Estas condiciones, a diferencia de la condición maxi-
mal a), y al igual que la condición b), dependen fuertemente del IMCF. Las mismas
fueron propuestas por primera vez, para el estudio de la desigualdad de Penrose para
horizontes generales, en el mencionado trabajo de Malec, Mars y Simon, [59], y son
necesarias para asegurar la monotońıa de la enerǵıa de Hawking a lo largo de IMCF.
Al igual que antes, tenemos que Σ es una región exterior y tiene topoloǵıa R3 menos
una bola, pero en este caso ∂Σ no será una 2-superficie de área mı́nima. De aqúı en
adelante llamaremos si a la contracción de K con νj, si = Kijν

j, donde, recordemos,
νi es la normal de St; al igual que en el caṕıtulo anterior ∇̄i es la derivada covariante



3.2. Resultados 73

asociada a ḡij. Para este caso, utilizando la enerǵıa de Hawking, E = EH , probamos el
siguiente resultado.

Teorema 3.4. Horizontes Generales
Sea (Σ, ∂Σ, ḡ, K) un dato inicial vaćıo, asintóticamente plano y axialmente simétri-

co, tal que ∂Σ es un horizonte aparente compacto y conexo, y no existe ninguna otra
superficie atrapada en Σ. Supongamos que existe un IMCF suave de superficies St, que
empieza en ∂Σ y tiene topoloǵıa esférica. Luego, si se satisface alguna de las siguientes
condiciones:

i) q
H

es constante en cada superficie St, o

ii) gij∇̄isj = 0,

entonces:

m2 ≥ A

16π
+
J2

R2
(3.17)

donde J y A son el momento angular y el área de ∂Σ respectivamente, y R = R(∂Σ)
se define con (3.12).

Observaciones y Comentarios

Las desigualdades (3.16) y (3.17) son globales, dado que involucran a la masa ADM.
Tanto (3.16) como (3.17) dependen cuadráticamente de la masa ADM, y del cuadrado
del cociente entre momento angular y tamaño, como resultado de la dependencia lineal
de dE/dt con el escalar de curvatura, y de que podemos acotar dE2/dt en términos
de AdE/dt, tanto para E = EG como para E = EH (ver ecuaciones (3.69) y (3.82)).
Ambas desigualdades, a pesar de que requieren diferentes hipótesis, involucran la mis-
ma medida de tamaño R, y aunque no podemos obtener la desigualdad esperada en
términos de J2/A, nos dan una cota inferior para la masa total del dato en el esṕıritu
de la desigualdad de Penrose con momento angular, (3.6).

Si consideramos un dato inicial no-vaćıo en el cual los campos de materia no con-
tribuyen al momento angular, esto es jiη

i = 0 en todo Σ (donde ji es la densidad de
corriente y ηi el vector de Killing axial, ver ecuación (3.22)) los Teoremas 3.3 y 3.4
pueden ser extendidos para este tipo de datos no-vaćıos. Para ello debemos asumir
que vale la condición de enerǵıa dominante, con lo cual tanto la enerǵıa de Geroch
como la enerǵıa de Hawking, bajo las condiciones de los Teoremas 3.3 y 3.4, continúan
siendo monótonas a lo largo de IMCF. La condición jiη

i = 0 es necesaria para ase-
gurar que el momento angular de las superficies St se conserva a lo largo del IMCF,
J(St) = J(∂Σ) = J (ver ecuación 3.21).

Si para las desigualdades obtenidas existe un caso de rigidez, se espera que la
igualdad en (3.8) se debe alcanzar solo para en el caso en que el dato inicial sea la hi-
persuperficie t = 0 del espacio tiempo de Kerr (donde t aqúı es la coordenada temporal
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usual del espacio-tiempo de Kerr). Desafortunadamente no es fácil testar el resultado
alĺı, para hacerlo necesitamos calcular una solución suave del IMCF en la hipersuper-
ficie t = 0, y no tenemos una expresión anaĺıtica para dicha solución, al menos no
por el momento. Una posibilidad es continuar buscando dicha solución anaĺıtica, pero
la complejidad de la ecuación del IMCF en la hipersuperficie mencionada no nos da
mucha esperanza. Por el contrario un enfoque numérico tiene grandes posibilidades de
éxito en este punto. Una posibilidad seŕıa resolver la ecuación del IMCF sobre un dato
inicial conformemente plano como se hizo en el caṕıtulo anterior. El estudio del caso
de rigidez del teorema de forma numérica es uno de los siguientes puntos que queremos
estudiar.

La noción de tamaño que usamos, R, aunque aparentemente artificial a primera
vista, proviene del método particular que usamos para relacionar el momento angular
con las enerǵıas EG y EH , y da una buena medida de cuanto difiere el IMCF que
obtengamos para el dato inicial de un IMCF esférico. El comportamiento de la norma
del vector de Killing a lo largo del IMCF parece ser un ingrediente necesario a la
hora de considerar la contribución de enerǵıa rotacional en función del tamaño del
objeto que estemos considerando (al igual que en el caṕıtulo anterior). Más aún, en
los últimos años se ha encontrado que las medidas de tamaño basadas en la norma
del vector de Killing resultan ser muy apropiadas para describir el tamaño de una
región con momento angular, tanto para objetos ordinarios (como vimos en el caṕıtulo
anterior) como para agujeros negros, [66], [30], [23].

No sabemos si es posible encontrar una relación entre R y las medidas usuales
de tamaño, al menos sin asumir alguna condición sobre el IMCF, la medida depende
fuertemente del flujo. Esta es claramente una de las principales preguntas abiertas que
queremos responder en futuros trabajos. Asumiendo propiedades particulares para
el IMCF, podemos escribir (3.16) y 3.17 en términos de las medidas usuales RA y
RC . Recodemos que, al menos para objetos ordinarios, tenemos evidencia numérica
de que en algunos casos existe un IMCF convexo, aún partiendo de la superficie del
objeto; dado que la condición hij ≥ −H

2
gij es más débil que la condición de convexidad

esperamos que la misma ampĺıe el rango de casos en el cual podemos usar RC .

En el caso en que tengamos un IMCF esférico, el cual es muy poco probable, los
Teoremas 3.3 y 3.4 implican la validez de la desigualdad de Penrose con momento
angular:

m2 ≥ A

16π
+

4πJ2

A
(3.18)

(aunque no esperamos obtener un IMCF esférico salvo en casos muy particulares).
Cabe destacar que para datos iniciales esféricamente simétricos el IMCF es esférico,
siempre y cuando partamos de una de las superficies esféricas del dato, pero los datos
esféricamente simétricos no tienen momento angular, por lo que no esperamos que esta
relación sea útil para el problema que estudiamos. Si suponemos que existe un IMCF
convexo, lo cual esperamos que valga para una mayor cantidad de datos iniciales,
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obtenemos:

m2 ≥ A

16π
+

2

5

J2

R2
C

. (3.19)

Para un IMCF que satisface hij ≥ −H
2
gij (i.e., casi convexo):

m2 ≥ A

16π
+

2

7

J2

R2
C

. (3.20)

En la desigualdad (3.16), la condición de que Σ sea una región exterior, es decir
que no existe ninguna superficie atrapada en Σ salvo por la superficie minimal ∂Σ, no
es esencial para la prueba. Podemos asumir la condición más débil de que Σ no tenga
ninguna otra superficie minimal y el Teorema 3.3 sigue siendo válido. Si este es el caso
el dato inicial puede tener superficies atrapadas y la superficie minimal ∂Σ ya no será
un horizonte aparente.

Las condiciones i) y ii) en el Teorema 3.4 son necesarias para asegurar que la
enerǵıa de Hawking sea monótona a lo largo del IMCF. La condición ii) se puede
imponer eligiendo una forma particular para si (si = Kijν

j, donde νi es la normal de
St): asumir que si = sηi y que la función s no depende del angulo axial ϕ; esto es muy
útil si queremos evitar imponer la condición i), la cual es sumamente restrictiva.

Es importante notar que si asumimos que si = 0, tanto i) como ii) dejan de ser
condiciones necesarias para asegurar la monotońıa de la enerǵıa de Hawking (ver ecua-
ción (3.78)), pero en este caso el dato inicial no tiene momento angular (ver ecuación
(3.62)). Supongamos que tenemos un dato inicial asintóticamente plano, axialmente
simétrico, que no tiene ninguna otra superficie atrapada más que el horizonte aparente
futuro ∂Σ, satisface la DEC y tiene si = 0 en todo Σ, es decir un dato inicial dado
por una región exterior sin momento angular. Luego, para este dato inicial, la única
condición necesaria para que la derivada de la enerǵıa de Hawking a lo largo del flujo
sea positiva es que exista un IMCF suave. Recordemos que en [59] lo autores utilizan
las condiciones de 3.4 para probar la desigualdad de Penrose (3.1) para horizontes ge-
nerales, por lo tanto si asumimos que si = 0 en todo el dato la existencia de un IMCF
suave es la única condición necesaria para que valga (3.1). Esto nos lleva a inferir que
el momento angular genera dificultades a la hora de obtener una foliación de Σ para
la cual podamos asegurar que la enerǵıa de Hawking sea monótona.

Horizonte aparente rodeado por un objeto ordinario en rota-
ción

En el caso en que tenemos un dato inicial no-vaćıo, y una contribución no-nula
de los campos de materia al momento angular, los resultados anteriores se pueden
extender para incluir la contribución de la materia al momento angular. Para ello
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asumiremos que los campos de materia satisfacen la DEC y que tanto la densidad de
materia como la densidad de corriente tienen soporte compacto, llamamos U a dicha
región.

Consideraremos entonces un objeto que en
conjunto es compacto, es decir un agujero
negro rodeado por un objeto ordinario com-
pacto. Notemos que en este caso las medi-
das de tamaño que estarán involucradas en
la contribución rotacional a la enerǵıa total
no serán medidas de tamaño del horizon-
te aparente, sino de la primer superficie St
del IMCF que encierre al objeto en su to-
talidad, llamaremos ST a dicha superficie.

En este caso no obtenemos una desigualdad similar a (3.8), sino la extensión del
Teorema 2.2 del caṕıtulo anterior para el caso en el cual, en lugar de un objeto ordina-
rio, tenemos un objeto que tiene un horizonte en su interior. Notemos que el momento
angular de una superficie St estará dado por la suma del momento angular del hori-
zonte y el momento angular generado por los campos de materia presentes en la región
encerrada entre la St y el horizonte, llamamos V (St) a dicha región,

J(St) =
1

8π

∫
St

Kijη
iνjdS = J(∂M)−

∫
V (St)

jiη
idv. (3.21)

Es importante notar que en este caso J(St) será el momento angular total del sistema
solo si la superficie St encierra al objeto, es decir J(St) = J(ST ) = J para todo t ≥ T ,
con J dado por

J := J(∂M)−
∫
U

jiη
idv. (3.22)

Luego, en el caso en que el horizonte es una superficie minimal, bajo las mismas
condiciones de los Teoremas 3.3, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Objeto que contiene una Superficie Minimal
Sea (Σ, ∂Σ, ḡ, K;µ, ji) un dato inicial que satisface las mismas condiciones del

Teorema 3.3. Asumimos que los campos de materia satisfacen la condición de enerǵıa
dominante y tiene soporte compacto en una región U al rededor de la superficie minimal
∂Σ, sea T tal que para todo t ≥ T , las superficies St encierran U , luego

m ≥ mT +
RA

2
+

J2

RA(T )R2(T )
(3.23)

donde J es el momento angular total del dato, RA y RA(T ) son el radio de área de
∂Σ y ST respectivamente, R(T ) = R(ST ) se define según (3.12), y

mT :=
1

16π

∫ RA(T )

RA
dξ

∫
Sξ

R̄dS (3.24)
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donde ξ es la coordenada radio de área.

En el caso en que tengamos un horizonte general dentro del objeto, bajo las con-
diciones del Teorema 3.4, obtenemos:

Teorema 3.6. Objeto que contiene un Horizonte General
Sea (Σ, ∂Σ, ḡ, K;µ, ji) un dato inicial que satisface las mismas condiciones del

Teorema 3.4. Asumimos que los campos de materia satisfacen la condición de enerǵıa
dominante y tienen soporte compacto en una región U al rededor del horizonte aparente
futuro ∂Σ, sea T tal que para todo t ≥ T , las superficies St encierran U , luego

m ≥ m̃T +
RA

2
+

J2

RA(T )R2(T )
(3.25)

donde J es el momento angular total del dato, RA y RA(T ) son el radio de área de
∂Σ y ST respectivamente, R(T ) = R(ST ) se define según (3.12), y

m̃T :=

∫ RA(T )

RA

∫
Sξ

(
µ+

q

H
νiji

)
dSdξ (3.26)

donde ξ es la coordenada radio de área.

Observaciones y Comentarios

Las desigualdades (3.23) y (3.25) dependen linealmente de la masa ADM debido
a que, a diferencia que en las demostraciones de (3.16) y (3.17), tanto para la enerǵıa
de Geroch como para la de Hawking, la contribución a la enerǵıa E(St) proveniente
de los campos de materia mT (o m̃T ) impide factorizar dE2/dt en términos A, con lo
cual no podemos utilizar la cota dE2/dt ≥ AdE/dt (ver ecuaciones (3.82) y (3.69)).
Depende del cociente entre el cuadrado del momento angular y del tamaño al cubo
como resultado de la dependencia lineal de dE/dt con el escalar de curvatura.

Al igual que en los resultados anteriores para datos iniciales vaćıos, asumiendo
propiedades particulares para el IMCF, podemos escribir R en términos de RC(ST ) y
RA(ST ), ver ecuaciones (3.13), (3.14) y (3.15), con lo cual las desigualdades (3.23) y
(3.25) quedan expresadas en términos de las medidas de tamaño usuales. Más aún, al
igual que en el caṕıtulo anterior, podemos buscar la primer superficie del flujo, Sp, tal
que la misma sea “casi convexa”, hij ≥ −H

2
gij, y utilizar dicha superficie en la cual

podemos acotar R(Sp) en términos de RC(Sp). Esto evita que tengamos que asumir
propiedades particulares para el flujo, y además, dado que esta condición es más débil
que pedir convexidad, la superficie Sp será un mejor representante de las propiedades
f́ısicas del objeto que la que tomamos en el caṕıtulo anterior.

Las desigualdades (3.23) y (3.25) también son válidas en el caso en que no tengamos
agujero negro rodeado por campos de materia, sino solo un objeto ordinario como una
estrella de neutrones, es decir el caso en que consideramos un dato inicial regular y
sin borde. Dicho caso fue estudiado en el caṕıtulo anterior, pero con los argumentos
presentados en este caṕıtulo podemos mejorar la desigualdad obtenida y relajar la
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condición de convexidad mediante el uso de la medida de tamaño R en lugar de RC .
Si el dato inicial no tiene superficies atrapadas y cumple alguna de las condiciones a)
o b) para el Teorema 3.5, o i) o ii) para el Teorema 3.6, obtenemos

m ≥ mT +
J2

RA(T )R2(T )
(3.27)

donde recordemos que para este caso empezamos el IMCF en un punto dentro del
objeto y sobre el eje de simetŕıa. La masa cuasi-local en este caso mT estará dada por

mT :=
1

16π

∫ RA(T )

0

dξ

∫
Sξ

R̄dS. (3.28)

si se cumple a) o b), y será m̃T en lugar de mT si se cumple i) o ii), donde

m̃T :=

∫ RA(T )

0

∫
Sξ

(
µ+

q

H
νiji

)
dSdξ. (3.29)

En ambos casos ξ es la coordenada radio de área.

En el Teorema 3.5 asumimos que los campos de materia satisfacen la condición
de enerǵıa dominante, DEC, en verdad solo necesitamos que los campos de materia
satisfagan la condición de enerǵıa débil (WEC), µ ≥ 0, donde µ es la densidad de
materia-enerǵıa; la WEC es una condición necesaria para la demostración. Aún aśı
consideramos que la DEC es la condición más adecuada para el estudio de este tipo de
desigualdades, lo cual se vuelve evidente en la demostración del Teorema 3.6, para el
cual la WEC no es suficiente y necesitamos asumir la DEC para que valga el resultado.

En los Teoremas 3.5 y 3.6 estamos interesados en un objeto compacto que contiene
un horizonte aparente, la suposición de que µ tiene soporte compacto solo es necesaria
para tener una buena definición del objeto que estamos considerando y de la masa
cuasi-local mT que tendrá asociada. Podemos obtener la misma relación entre la masa
total y el momento angular sin utilizar dicha condición.

La condición de que la densidad de corriente, ji, tenga soporte compacto también
puede ser relajada, podemos asumir la condición más débil de que ji en la dirección
del vector de Killing, es decir jiη

i, tenga soporte compacto y el resultado sigue siendo
válido. Esta última condición resulta ser una condición necesaria para las demostracio-
nes de 3.5 y 3.6, dado que la conservación del momento angular a los largo del IMCF
solo se obtiene cuando las superficies St se encuentran fuera del soporte de jiη

i.

3.3. Preliminares

Como dijimos antes seguiremos las ideas presentadas en [59]. Consideramos un dato
inicial asintóticamente plano y axialmente simétrico con borde (Σ, ∂Σ, ḡ, K;µ, ji), tal
que el borde ∂Σ es un horizonte aparente futuro, conexo y compacto, y tal que los
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campos de materia satisfacen la DEC. Además asumimos que no existe ninguna otra
superficie atrapada en el dato inicial, aparte de ∂Σ, con lo cual Σ es una región exterior
y tiene la topoloǵıa de R3 menos una bola.

Asumimos que existe un IMCF, ver apéndice E, suave de superficies St, que empieza
en St0 = ∂Σ y tiene topoloǵıa esférica. Al igual que en el caṕıtulo anterior, dado que el
dato es asintóticamente plano el flujo irá a infinito como esferas. Con estas suposiciones
tenemos que la métrica del dato, ḡ, se puede escribir como (3.9):

ds2
ḡ =

dt2

H2
+ gijdx

idxj (3.30)

donde gij y (x1, x2) son la métrica inducida y las coordenadas en St, respectivamente.
Dado que la superficie inicial ∂Σ es axialmente simétrica, y que, como dijimos en
el caṕıtulo anterior, no existe ningún mecanismo por el cual la normal del IMCF
pueda tener alguna componente en la dirección axial, al menos no si empezamos en
una superficie con simetŕıa axial, tenemos que todas las superficies del flujo St serán
axialmente simétricas. Luego sobre cada superficie del flujo definimos coordenadas

ortogonales θ, ϕ tal que ηi = ∂
∂ϕ

i
. Esto siempre es posible para 2-superficies con simetŕıa

axial que sean difeomorfas a S2, ver por ejemplo [20]. Por lo tanto la métrica inducida
sobre St se puede escribir de la forma

ds2
g = Ψ4dθ2 + ηdϕ2 (3.31)

donde η = gijη
iηj es la norma del vector de Killing axial. Más aún, de [59] sabemos

que en esta situación el tensor de curvatura extŕınseca se puede descomponer de la
forma:

Kij = zνiνj + νisj + siνj + gki g
l
jχlk +

q

2
gij (3.32)

donde q es la traza de K respecto de gij, q = Kijg
ij y

z = Kijν
iνj si = gjiKjlν

l χij = glig
n
jKln −

q

2
gij (3.33)

con lo cual la traza de la curvatura extŕınseca en Σ se escribe de la forma Tr(K) = z+q,
y la su norma como:

KijK
ij = z2 + 2sis

i + χijχ
ij +

q2

2
. (3.34)

En este contexto las expansiones nulas ϑ+, ϑ− ortogonales a St están dadas por
ϑ+|St = H + q y ϑ−|St = H − q. Luego, si Σ no tiene ninguna otra superficie atrapada
además de ∂Σ, entonces se cumple

(ϑ+ϑ−)|St = H2 − q2 > 0 ∀t 6= t0, (3.35)

notemos que en particular esto implica que no hay superficies minimales en Σ.
Además, usando la descomposición de anterior, de la ecuación de v́ınculo escalar

(A5) tenemos que el escalar de curvatura del dato, R̄, se escribe como:

R̄ = 16πµ+ 2sis
i + χijχ

ij − q

2
(q + 4z). (3.36)
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Al igual que en el caṕıtulo anterior introducimos la enerǵıa de Geroch sobre cada
superficie del IMCF

EG(St) :=
A

1/2
t

(16π)3/2

(
16π −

∫
St

H2dS

)
(3.37)

esta enerǵıa, para el dato inicial y el IMCF que estamos considerando, satisface

ĺımt→∞ EG(St) = m y además si ∂Σ es una superficie minimal tenemos EG(∂Σ) =
√

A
16π

,

donde A es el área de la superficie minimal.

Además de la enerǵıa de Geroch sobre cada superficie del flujo introduciremos otro
funcional definido por Hawking, la enerǵıa de Hawking EH(St):

EH(St) :=
A

1/2
t

(16π)3/2

(
16π −

∫
St

(H2 − q2)dS

)
(3.38)

Esta enerǵıa también cumple que ĺımt→∞ EG(St) = m para el dato inicial y el IMCF
que que estamos considerando, y que si ∂Σ es un horizonte general, H2 = q2 sobre

el horizonte, tenemos EG(∂Σ) =
√

A
16π

, donde A es el área del horizonte. Notemos

que este funcional y enerǵıa de Geroch coinciden en el caso en que q|St = 0. Cabe
destacar que en general las enerǵıas de Geroch y Hawking no tienden de la misma
forma en infinito, en general tenemos que la enerǵıa de Hawking tiende a la enerǵıa
ADM, EADM , ĺımt→∞ EH = EADM , ver por ejemplo [74], [59], mientras que la enerǵıa
de Geroch tiende a la masa ADM, ĺımt→∞ EG = m. La relación entre masa y enerǵıa
ADM es, ver [6], m =

√
E2
ADM − P2

ADM , donde P iADM es el vector momento lineal
ADM del dato inicial, pero dado que asumimos que el comportamiento asintótico de
Kij es Kij = O(r−3) en los datos iniciales que consideramos P iADM es nulo y m = EADM
definida en (A9) .

3.3.1. IMCF y enerǵıa de Hawking

En esta sub-sección repasaremos las propiedades de la evolución de la enerǵıa de
Hawking a lo largo el IMCF. En lo que sigue esencialmente reproducimos el trabajo
de Malec, Mars y Simon [59] para obtener la forma explicita de la derivada a lo largo
del IMCF de la enerǵıa de Hawking:

d

dt
EH =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π − 1

2

∫
St

(H2 − q2)dS

]
− A

1/2
t

(16π)3/2

∫
St

(
2H

dH

dt
− 2q

dq

dt
+ (H2 − q2)

)
dS

(3.39)

Primero calculamos la derivada a lo largo del flujo de H, recomendamos al lector
los trabajos [45] y [59] para más detalles, pruebas y referencias. De la ecuación (E4)
tenemos:

2H
dH

dt
= −2H∆(H−1)− 2hijh

ij + 2R̄ijν
iνj). (3.40)
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luego, usamos la ecuación de Gauss

2R̄ijν
iνj = R̄ +H2 − hijhij − 2κ (3.41)

donde κ es la curvatura de Gauss, y obtenemos:

2H
dH

dt
= −2H∆(H−1)− hijhij − R̄−H2 + 2κ. (3.42)

Ahora sea tij la parte sin traza de hij:

tij = hij −
H

2
gij (3.43)

luego

hijh
ij = tijt

ij +
H2

2
(3.44)

y utilizando esto y la ecuación (3.36) obtenemos:

2H
dH

dt
= + 2κ+ 2zq +

q2

2
− 2H∆(H−1)− 3

2
H2

− 16πµ− 2sis
i − χijχij − tijtij

(3.45)

En segundo lugar calculamos la derivada a lo largo del flujo de q, para esto calcu-
lamos la derivada covariante de q en la dirección νi y usamos la ecuación de v́ınculo
vectorial (A5), obtenemos:

H
dq

dt
= νi∇̄i (trK − z) = νi∇̄iK

i
j + 8πνiji − νi∇̄iz

= ∇̄i

(
νiKi

j

)
−Ki

j∇̄iν
i + 8πνiji − νi∇̄iz

= ∇̄i

(
zνi + si

)
−Ki

j∇̄iν
i + 8πνiji − νi∇̄iz

= z∇̄iν
i + ∇̄is

i −Ki
j∇̄iν

i + 8πνiji

= zH + ∇̄is
i −Ki

j∇̄iν
i + 8πνiji

(3.46)

Luego, notemos que es posible escribir el término ∇̄is
i de la siguiente forma

∇̄is
i = ḡij∇̄isj = gij∇̄isj + νiνj∇isj

= gij∇̄isj − sjνi∇̄iν
j

= gij∇̄isj +Hsj∇̄j
1

H

(3.47)

donde en el último paso usamos la ecuación (E1). Además, el término Ki
j∇̄iν

i se puede
escribir como

Kij∇̄iνi = zνiνj∇̄iνj +
(
siνj + νisj

)
∇̄iνj +Kijhij

= zνiνj∇̄iνj +
(
siνj + νisj

)
∇̄iνj + χijtij +

Hq

2

= −Hsj∇̄j
1

H
+ χijtij +

Hq

2
,

(3.48)
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donde en el último paso usamos siνj∇̄iνj = 1
2
si∇̄i(ν

jνj) = 0 y la ecuación (E1).
Luego, usando (3.47) y (3.48) en la expresión (3.46) obtenemos

H
dq

dt
= 8πνiji + zH − Hq

2
+ gij∇̄isj + 2Hsj∇̄j

1

H
− χijtij, (3.49)

Combinando (3.49) y (3.45) el integrando en el segundo término de la ecuación
(3.39) queda de la forma

2H
dH

dt
− 2q

dq

dt
+ (H2 − q2) =

=2κ+ 2zq − q2

2
− 2H∆(H−1)− 3

2
H2 − 16πµ− 2sis

i − χijχij − tijtij

− q

H
16πνiji − 2zq + q2 − 2

q

H
gij∇̄isj − 4qsj∇̄j

1

H
+ 2

q

H
χijtij + (H2 − q2)

=2κ− 1

2
(H2 − q2)− 2H∆(H−1)− 16πµ− 2sis

i − χijχij − tijtij

− q

H
16πνiji − 2

q

H
gij∇̄isj − 4qsj∇̄j

1

H
+ 2

q

H
χijtij

=2κ− 1

2
(H2 − q2)− 16π(µ+

q

H
νiji)

−
(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)

− 2sis
i − 4qsj∇̄j

1

H
− 2H∆(H−1)− 2

q

H
gij∇̄isj.

(3.50)

Ahora, incorporando las expresiones previas en la derivada de la enerǵıa, (3.39),
usando el teorema de Gauss-Bonnet e integrando por partes el operador de Laplace,
obtenemos

d

dt
EH =

A
1/2
t

(16π)3/2

[
8π − 4πχ(St) +

∫
St

(
16π(µ+

q

H
νiji)

)
dS

+

∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS +

∫
St

(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)
dS

+

∫
St

2

(
sis

i − 2
q

H
sj
∇̄jH

H
+
gij∇̄iH∇̄jH

H2

)
dS +

∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS

]
, (3.51)

finalmente asumiendo que St tiene topoloǵıa esférica tenemos que χ(St) = 2, y la
derivada de la enerǵıa de Hawking queda:

d

dt
EH =

A
1/2
t

(16π)3/2

[∫
St

(
16π(µ+

q

H
νiji)

)
+

∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS

+

∫
St

(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)
dS

+

∫
St

2

(
sis

i − 2
q

H
sj
∇̄jH

H
+
gij∇̄iH∇̄jH

H2

)
dS

]
(3.52)
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3.4. Demostraciones

3.4.1. Propiedades de R
Para estudiar las propiedades de R consideramos en primer lugar la ecuación de

evolución a lo largo de IMCF de la norma del vector de Killing η:

∂

∂t
η =

2ηλϕ
H

(3.53)

donde definimos λθ, λϕ como las curvaturas principales de St, es decir los autovalores
de hij, donde hij es la curvatura extŕınseca de St; en particular λϕ es la curvatura
principal en la dirección del vector de Killing. Esta ecuación proviene de la ecuación
de evolución para la métrica g (ver ecuación (E2)) y solo es válida para un IMCF
axialmente simétrico. Luego el comportamiento del integrando en (3.12) a lo largo del
flujo está determinado por:

d

dt

(
A

1/2
t∫

St
ηdS

)
= −5

2

A
1/2
t∫

St
ηdS

+
A

1/2
t(∫

St
ηdS

)2

∫
St

2ηλθ
H

dS (3.54)

donde usamos que el elemento de área dS de St satisface ∂
∂t

(dS) = dS y que la curvatura
media se escribe como H = λθ + λϕ.

Ahora, dependiendo del comportamiento del IMCF, en particular si asumimos cier-
tas propiedades, es posible estimar el valor de R. La situación más favorable es te-
ner un IMCF con simetŕıa esférica, esto es que las curvaturas principales satisfagan
λθ = λϕ = H

2
. Luego tenemos que

d

dt

(
A

1/2
t∫

St
ηdS

)
= −3

2

A
1/2
t∫

St
ηdS

(3.55)

y por lo tanto obtenemos una expresión exacta para R:

R2(St) =
3

2

∫
St
ηdS

At
= R2

A(St) (3.56)

donde la igualdad viene del hecho que para superficies con simetŕıa esférica uno puede
escribir η = R2

A sin2(θ), y luego
∫
St
ηdS = 2

3
4πR4

A(St). Para condiciones más débiles
en el comportamiento del IMCF no podemos obtener una expresión exacta para R en
términos de las medidas usuales, pero podemos obtener una cota. Asumamos primero
que el IMCF es convexo, es decir λθ, λϕ > 0, luego tenemos:

d

dt

(
A

1/2
t∫

St
ηdS

)
≥ −5

2

A
1/2
t∫

St
ηdS

(3.57)

y por lo tanto para este caso:

R2(St) ≤
5

2

∫
St
ηdS

At
≤ 5

2
R2
C(St). (3.58)
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Podemos obtener una relación similar entre R y RC asumiendo una condición aún
más débil: que las superficies del IMCF no están lejos de ser convexas; recordemos que
para los datos que analizamos tenemos H = λθ + λϕ > 0. En particular si asumimos
que hij ≥ −H

2
gij obtenemos:

R2(St) ≤
7

2

∫
St
ηdS

At
≤ 7

2
R2
C(St). (3.59)

3.4.2. Demostraciones para superficies minimales

En esta sub-sección consideramos el caso en que el horizonte aparente ∂Σ es una
superficie minimal. En primer lugar en cada superficie St introduciremos la enerǵıa
cuasi-local de Geroch

EG(St) :=
A

1/2
t

(16π)3/2

(
16π −

∫
St

H2dS

)
(3.60)

Del caṕıtulo anterior sabemos que podemos incluir expĺıcitamente la contribución del
momento angular a la enerǵıa en la derivada de la enerǵıa de Geroch. Para ello primero
se relaciona el momento angular de cada superficie del IMCF con la integral de la norma
de la curvatura extŕınseca, y luego utilizamos esto para obtener una cota inferior a
la integral sobre St del escalar de curvatura R̄. Recordemos que uno de los punto
importantes que debe cumplir la enerǵıa es que sea monótona a lo largo del flujo, y
sabemos que la enerǵıa de Geroch satisface:

d

dt
EG ≥

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

R̄dS. (3.61)

con lo cual la misma será monótona para datos iniciales con R̄ ≥ 0. Ahora bien para
que el dato tenga un escalar de curvatura no-negativo necesitamos imponer ciertas
condiciones especiales para la curvatura extŕınseca. La primer posibilidad, y la más
usual, es considerar un dato inicial maximal, Tr(K) = 0, en este caso la no-negatividad
de R̄ se puede ver fácilmente de la ecuación de v́ınculo (A4). Notemos que en este
caso, la superficie minimal ∂Σ es un horizonte aparente solo si la curvatura extŕınseca
satisface q|∂Σ = z|∂Σ = 0. Otra posible opción para obtener un escalar de curvatura
no-negativo es tomar K de forma tal que sobre cada superficie del flujo la traza de K
respecto de dichas superficies sea cero, q = 0, y con esto nos aseguramos de que ∂Σ sea
un horizonte aparente, esta condición se conoce con el nombre de polar hypersurface
condition. La no-negatividad del escalar de curvatura se puede ver de utilizando la
descomposición de R̄, ver ecuación (3.36).

Demostración desigualdad 3.16. De la expresión (3.32) tenemos que Kijη
iνj = siη

i,
por lo tanto

J(St) =
1

8π

∫
St

siη
idS, (3.62)
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y con esto en mente, podemos mejorar la cota para J obtenida en el caṕıtulo anterior
de la siguiente forma

J2
t =

1

(8π)2

(∫
St

siη
idS

)2

≤ 1

(8π)2

(∫
St

|siηi|dS
)2

≤ 1

(8π)2

(∫
St

|si||ηi|dS
)2

≤ 1

(8π)2

∫
St

|si|2dS
∫
St

|ηi|2dS

=
1

(8π)2

∫
St

sis
idS

∫
St

ηdS

(3.63)

donde en el cuarto paso usamos la desigualdades de Hölder. Luego, tenemos∫
St

sis
idS ≥ (8π)2J2

t∫
St
ηdS

(3.64)

y por lo tanto usando alguna de las condiciones a) o b) obtenemos la cota deseada:∫
St

R̄dS ≥ 2

∫
St

sis
idS ≥ 2

(8π)2J2
t∫

St
ηdS

(3.65)

Entonces de las ecuaciones (3.61) y (3.65), y usando que el momento angular se
conserva a lo largo del flujo J(St) = J(∂M) = J tenemos:

d

dt
EG ≥

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

(3.66)

De estos argumentos tenemos que EG es monótonamente creciente a lo largo del
flujo, y por lo tanto EG(St) ≥ EG(∂M) ∀t ≥ 0, luego, dado que ∂Σ es un horizonte
aparente el cual está dado por una superficie minimal H2 = q2 = 0, tenemos que

EH(∂M) =
√

A
16π

, con lo cual obtenemos:

EG(St) ≥
√

A

16π
, ∀t ≥ 0. (3.67)

Ahora calculamos la derivada de E2
G y usamos la ecuación (3.66) para obtener una

cota en términos de J :

d

dt
E2
G = 2EG(St)

d

dt
EG ≥ 2EG(St)

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

, (3.68)

y luego usando (3.67) tenemos:

d

dt
E2
G ≥ 2

√
A

16π

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

(3.69)

Luego integramos la expresión (3.66) desde ∂M a infinito, y usando la relación
entre la masa de Geroch y la masa ADM obtenemos

m2 ≥ ĺım
t→∞

E2
G(St) ≥ E2

G(S0) + J2
√
A

∫ ∞
0

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt. (3.70)

Finalmente escribimos esta expresión en términos de R y el radio de área de ∂Σ, y
obtenemos (3.16).
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Demostración desigualdad 3.23. A continuación presentamos la demostración del re-
sultado que obtenemos en el caso en que tenemos una superficie minimal rodeada por
un objeto ordinario compacto que rota. La prueba consiste en identificar la medida
de masa local mT en los distintos pasos de la demostración anterior. Sabemos que la
enerǵıa de Geroch satisface Comenzamos por integrar la expresión (3.61) a lo largo
del flujo entre ∂Σ e infinito, luego separamos dicha en dos partes la integral entre ∂Σ
y T , y la integral entre T e infinito, y remplazamos esta última por la cota para la
enerǵıa en términos del momento angular, ecuación (3.69); recordemos que ST es la
primer superficie del IMCF tal que los campos de materia tienen soporte dentro de ST
y por lo tanto Jt = J para todo t ≥ T .

ĺım
t→∞

EG(St) ≥
∫ T

0

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

R̄dSdt+
√

4πJ2

∫ ∞
T

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt (3.71)

Luego, en la integral entre ∂Σ y T , hacemos un cambio de coordenadas t a la coor-

denada radio de área ξ(t) =
√

At
4π

, con lo cual T → ξ(T ) =
√

AT
4π

= RA y dt → dξ =√
At
16π
dt, y por lo tanto:∫ T

0

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

R̄dsdt =
1

16π

∫ RA(ST )

RA
dξ

∫
Sξ

R̄ds = mT (3.72)

donde RA y RA(ST ) son el radio de área de ∂Σ y ST , respectivamente; notemos que en
este caso, a diferencia de en la expresión (2.8) del caṕıtulo anterior, el valor t = 0 en
la integral corresponde a la superficie ∂Σ. Usando la expresión anterior y la relación
entre la enerǵıa de Geroch y la masa ADM en infinito obtenemos

m ≥ ĺım
t→∞

EG(St) ≥ mT +
√

4πJ2

∫ ∞
T

A
1/2
t∫
St
η
dt, (3.73)

y finalmente escribiendo esta expresión en términos de RA(ST ) y R(ST ) obtenemos
(3.23).

3.4.3. Demostraciones para horizontes generales

Demostración desigualdad 3.17. Consideremos ahora el caso en el ∂Σ es un horizonte
aparente futuro general y tomamos un dato inicial vaćıo. Lo primero que debemos
notar es que, como las superficies de IMCF son axialmente simétricas la curvatura
media de St, H, no depende de la coordenada ϕ, y por lo tanto tenemos:

sj∇̄jH = sθ∇̄θH gij∇̄iH∇̄jH = gθθ∇̄θH∇̄θH (3.74)

con lo cual la ecuación (3.52) se escribe

d

dt
EH =

A
1/2
t

(16π)3/2

[∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS +

∫
St

(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)
dS

+

∫
St

2

(
sθs

θ − 2
q

H2
sθ∇̄θH +

1

H2
gθθ∇̄θH∇̄θH

)
dS

]
+ 2

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

sϕs
ϕdS (3.75)
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donde hemos usado que el dato inicial es vaćıo.

En la demostración anterior incluimos el momento angular en la derivada de la
enerǵıa de Geroch de una superficie St relacionando el momento angular de St con la
integrales de superficie de la norma de si y de ηi. Para este caso, en el cual utilizamos
la enerǵıa de Hawking, necesitamos mejorar la cota obtenida y relacionar el momento
angular con la componente de si a lo largo del vector de Killing ηi. Esto se debe a
que si utilizamos la cota anterior no podemos asegurar que la enerǵıa de Hawking
sea monótona. Para hacer esto repetiremos el argumento anterior pero notando que
Kijη

iνj = siη
i = sϕ, con lo cual utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la

definición de Jt := J(St) obtenemos:

J2
t =

1

(8π)2

(∫
St

siη
idS

)
=

1

(8π)2

(∫
St

sϕdS

)
≤ 1

(8π)2
≤
(∫

St

|sϕ|
√
η
√
η
dS

)
≤ 1

(8π)2

∫
St

s2
ϕ

η
dS

∫
St

ηdS

=
1

(8π)2

∫
St

sϕs
ϕdS

∫
St

ηdS

(3.76)

donde en el cuarto paso utilizamos la desigualdad de Hölder con p1 = p2 = 2. Luego,
obtenemos: ∫

St

sϕs
ϕdS ≥ (8π)2J2

t∫
St
ηdS

(3.77)

y con esto podemos incluir expĺıcitamente el momento angular en la derivada de la
enerǵıa de Hawking

d

dt
EH ≥

A
1/2
t

(16π)3/2

[∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS +

∫
St

(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)
dS

+

∫
St

2

(
sθs

θ − 2
q

H2
sθ∇̄θH +

1

H2
gθθ∇̄θH∇̄θH

)
dS

]
+ 2
√
πJ2

t

A
1/2
t∫

St
ηdS

(3.78)

Luego, asumiendo que tenemos un dato inicial como el del Teorema 3.4 y alguna
de las condiciones i),ii), los tres primeros términos en (3.78) son positivos, y por lo
tanto:

d

dt
EH ≥

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

(3.79)

donde hemos usado que Σ es un región exterior vaćıa, con lo cual Jt = J . Para ver esto
primero notemos que de la hipótesis de que no hay superficies atrapadas en Σ, además
de ∂Σ, tenemos que H2 > q2 para toda superficie St, por lo tanto |H

q
| ≤ 1, y con esto

el segundo y el tercer término (en paréntesis) son formas cuadráticas positivas. Luego,
el primer término se anula directamente si asumimos la condición ii), y mediante
integración parcial vemos que se anula si asumimos i).

De estos argumentos sabemos que EH es monótonamente creciente a lo largo del
IMCF, y por lo tanto EH(St) ≥ EH(∂Σ) ∀t ≥ 0, luego dado que ∂M es un horizonte
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aparente futuro H2 = q2 y tenemos EH(∂Σ) =
√

A
16π

, con lo cual:

EH(St) ≥
√

A

16π
∀t ≥ 0 (3.80)

Ahora calculamos la derivada a lo largo del flujo del funcional E2
H y usamos la

ecuación (3.79) para obtener una cota inferior para esta en términos de J :

d

dt
E2
H = 2EH(St)

d

dt
EH ≥ 2EH(St)

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

(3.81)

y luego usando la ecuación (3.80) tenemos:

d

dt
E2
H ≥ 2

√
A

16π

√
4πJ2 A

1/2
t∫

St
ηdS

(3.82)

Integrando esta expresión a lo largo del flujo, desde ∂Σ a infinito, y usando la relación
entre la enerǵıa de Hawking y la masa ADM, obtenemos:

m2 ≥ ĺım
t→∞

E2
H(St) ≥ E2

H(S0) + J2
√
A

∫ ∞
0

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt. (3.83)

Finalmente usamos que E2
H(S0) = A

16π
, escribimos la expresión esta expresión en térmi-

nos de R y obtenemos (3.17).

En el caso en que tenemos un objeto compacto ordinario rodeando al horizonte
aparente futuro, y dicho horizonte aparente no es una superficie minimal sino un
horizonte general, presentamos la siguiente demostración

Demostración de la desigualdad 3.25. A continuación presentamos la demostración del
resultado que obtenemos en el caso en que tenemos un horizonte aparente futuro ro-
deado por un objeto ordinario compacto que rota. Esta prueba consiste en utilizar
los argumentos anteriores y e identificar, en los pasos de la demostración anterior, la
medida de masa local m̃T . Primero incluimos expĺıcitamente el momento angular de
St en la derivada de la enerǵıa de Hawking

d

dt
EH ≥

A
1/2
t

(16π)3/2

[∫
St

2
q

H
gij∇̄isjdS +

∫
St

(
χijχ

ij − 2
q

H
χijtij + tijt

ij
)
dS

+

∫
St

2

(
sθs

θ − 2
q

H2
sθ∇̄θH +

1

H2
gθθ∇̄θH∇̄θH

)
dS

]
+

A
1/2
t

(16π)3/2

∫
St

16π
(
µ+

q

H
νiji

)
dS + 2

√
πJ2

t

A
1/2
t∫

St
ηdS

(3.84)

luego de los cálculos realizados en la demostración anterior tenemos

d

dt
EH ≥

√
At
16π

∫
St

(
µ+

q

H
νiji

)
dS +

√
4πJ2

t

A
1/2
t∫

St
ηdS

. (3.85)
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Notemos que como los campos de materia satisfacen la DEC, y asumimos que no hay
superficies atrapadas en Σ, además de ∂Σ, tenemos |H

q
| ≤ 1, y por lo tanto el primer

término en (3.85) es positivo. Integrando esta expresión a lo largo del flujo desde ∂Σ
a infinito y usando la relación entre la enerǵıa de Hawking y la masa ADM obtenemos

m ≥ EH(S0) +

∫ ∞
0

√
At
16π

∫
St

(
µ+

q

H
νiji

)
dS+ ∫ ∞

0

√
4πJ2

t

A
1/2
t∫

St
ηds

dt. (3.86)

Ahora, dado que elegimos la superficie ST del flujo tal que los campos de materia
tienen soporte compacto dentro de ella, en el primer término la integral corre solo de 0
a T . Luego separando la integral que involucra al momento angular en dos integrales,
una de 0 a T y otra entre T e infinito, y usando que Jt = J ∀t ≥ T tenemos que

m ≥ EH(S0) +

∫ T

0

√
At
16π

∫
St

(
µ+

q

H
νiji

)
dSdt

+
√

4πJ2

∫ ∞
T

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt+
√

4π

∫ T

0

J2
t

A
1/2
t∫

St
ηdS

dt. (3.87)

Finalmente descartando el último término, el cual es positivo, usando que EH(S0) =
RA
2

, y escribiendo esta expresión en términos de RA(ST ), R(ST ) y m̃T obtenemos
(3.25).

Por último para ver que: si si = sηi y la función s no depende de ϕ entonces se
cumple ii), notar que si elegimos si = sηi la condición ii) puede ser escrita como:

gij∇̄isj =gijηj∇̄is+ sgij∇̄iηj

=ηi∇̄is+
s

2
gij
(
∇̄iηj − ∇̄jηi

)
=∂ϕs

(3.88)

donde en el segundo paso usamos la ecuación de Killing para ηi.
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Conclusiones y perspectivas futuras

En este trabajo hemos presentado demostraciones formales de desigualdades geométri-
cas para objetos compactos, tanto para objetos ordinarios como para agujeros negros,
relacionando la carga, la masa, el momento angular y la forma del objeto.

Comenzamos estudiando la relación entre carga y tamaño en simetŕıa esférica.
Asumir simetŕıa esférica permite simplificar las ecuaciones y trabajar con expresiones
fáciles de interpretar. Probamos que si tenemos un objeto ordinario cargado en simetŕıa
esférica, dos veces el radio de áreaRA del objeto es siempre mayor estricto que la carga
Q del mismo:

2RA > |Q|, (I)

y que esta desigualdad es ajustada. Este resultado para objetos ordinarios complemen-
ta a la ya conocida relación entre carga y tamaño para agujeros negros: si tenemos
un agujero negro cargado en simetŕıa esférica, entonces el radio de área del horizon-
te, RH

A , satisface RH
A ≥ |Q|. Cabe destacar que si bien nuestro resultado solo vale

en simetŕıa esférica, esta relación entre carga y tamaño para agujeros negros ha sido
probada para datos iniciales generales sin simetŕıa. Una posible continuación a este
trabajo es entonces el estudio de esta relación para objetos ordinarios sin asumir nin-
guna simetŕıa; este problema ha sido estudiado en [54] pero la desigualdad obtenida
en este trabajo no es ajustada. La desigualdad (I) está además motivada en la cota
de Bekenstein para la entroṕıa de un objeto, a partir de la cual se conjetura que si
tenemos un objeto compacto entonces debe existir una medida de tamaño R y una
constante a-dimensional k tal que

Q4

4
+ J2 ≤ k2R4. (II)

Dado que probamos que (I) es ajustada tenemos que en simetŕıa esférica, y usando el
radio de área, la constante k más ajustada para esta desigualdad es k = 2. Además en
este trabajo probamos que ningún objeto no trivial puede alcanzar la igualdad en (I)
y que la misma se satura para una secuencia de datos iniciales en el ĺımite en el que la
masa, la carga y el tamaño del objeto tienden a cero, es decir cuando el dato inicial es
plano y vaćıo. Esto coincide con la conjetura de rigidez planteada en [25]: la igualdad
en (II) se alcanza si y solo si la entroṕıa del objeto es cero.

Para la demostración de este resultado tomamos un dato inicial regular, esférica-
mente simétrico y asintóticamente plano, y tal que la región exterior al objeto sea de
electro-vaćıo; resolvemos de forma parcial las ecuaciones de v́ınculo, analizamos los
casos con y sin superficies atrapadas, y utilizamos un resultado previo obtenido por
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Reiris [66]. Es importante señalar que las hipótesis que asumimos para estudiar el pro-
blema son necesarias para la validez de (I), esto se evidencia en los ejemplos anaĺıticos
y numéricos que presentamos en esta primera parte del trabajo.

El estudio de desigualdades geométricas en simetŕıa esférica nos ofrece un problema
relativamente simple que permite ganar experiencia respecto al contexto y los métodos
que se utilizan para esta clase de problemas. El siguiente nivel de complejidad al
que pasamos es estudiar este tipo de desigualdades en simetŕıa axial, en particular
estudiamos la relación entre masa, momento angular y tamaño para objetos compactos
y aislados, tanto para objetos ordinarios como para agujeros negros. Consideramos
datos iniciales asintóticamente planos y axialmente simétricos, y asumimos que los
campos de materia satisfacen la condición de enerǵıa dominante.

Para objetos ordinarios obtenemos una cota inferior para la masa total m en térmi-
nos del momento angular y la masa cuasi-local del objeto:

m ≥ mT +
J2

RA(T )R(T )2
. (III)

Donde RA(T ) y mT , son el radio de área y una medida de masa cuasi-local, respec-
tivamente, y R(T ) es una medida de tamaño definida en términos de la norma del
vector de Killing axial; estas cantidades se calculan en términos a una 2-superficie
particular, ST , que encierra al objeto. Dicha superficie se define en base a un IMCF
suave y axialmente simétrico, mediante el cual obtenemos una foliación suave del dato
inicial que nos permite relacionar la evolución de la enerǵıa de Geroch, EG, a lo largo
del IMCF con el momento angular de cada superficie del flujo. Para la demostración
de este resultado debemos asumir ciertas hipótesis respecto a la curvatura extŕınseca
del dato inicial, en particular que el dato sea maximal, ya que necesitamos que el mis-
mo tenga curvatura escalar positiva para asegurar la monotońıa de EG a lo largo del
flujo. De la teoŕıa Newtoniana sabemos que la enerǵıa de un objeto compacto puede
escribirse como E ≈ E0 + J2

2I
, con lo cual la relación (III) nos da una versión de la

relación entre enerǵıa total y enerǵıa rotacional en el contexto de relatividad general, y
podemos interpretar el producto RA(ST )R2(ST ) como una cota superior al momento
de inercia Newtoniano asociado a la región encerrada por ST . A pesar de esta simili-
tud, la desigualdad (III) no ocurre en una teoŕıa puramente Newtoniana; la misma es
consecuencia de las ecuaciones de v́ınculo de Einstein.

En cuanto al caso en que tenemos un agujero negro, obtenemos una versión de la
desigualdad de Penrose con momento angular. Probamos que para un dato inicial vaćıo
que contiene un horizonte aparente futuro compacto y conexo, ∂Σ, vale la siguiente
desigualdad

m ≥
√

A

16π
+
J2

R2
, (IV)

donde A es el área del horizonte y R es la medida de tamaño que mencionamos
anteriormente pero calcula sobre ∂Σ. Para esto tomamos un IMCF que comienza en el
horizonte aparente, y asumimos propiedades particulares para la curvatura extŕınseca
del dato inicial. En el caso en que el horizonte es una superficie minimal utilizamos la
enerǵıa de Geroch para abordar el problema, y como en el caso anterior nos alcanza con
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asumir que el dato es maximal para asegurar que la enerǵıa sea monótona a lo largo
del flujo. En el caso en que el horizonte es general la enerǵıa de Geroch deja de ser útil,
y debemos utilizar la enerǵıa de Hawking EH . Las condiciones que debemos asumir
sobre la curvatura extŕınseca son más complejas en este caso, y dependen mucho más
del IMCF y de que tengamos una foliación suave del dato inicial. Si bien una de las
suposiciones utilizadas en el argumento heuŕıstico de Penrose es que el dato inicial sea
de vaćıo, esta condición no es necesaria para la demostración de (IV). La desigualdad
sigue siendo válida para datos con campos de materia no-nulos, con la condición de que
los mismos satisfagan la DEC y no generen ninguna contribución al momento angular;
esta última es una condición necesaria. Hasta el momento no se ha obtenido ninguna
prueba formal de la desigualdad de Penrose con momento angular, siendo un problema
que ha recibido atención en las últimas décadas. El procedimiento que utilizamos para
abordarlo puede no ser la mejor forma de probar dicha desigualdad, pero nos permite
demostrar una relación entre la masa, el momento angular y el tamaño muy similar a
esta, con lo cual ofrece algún progreso en esta dirección.

Uno de los puntos importantes del método con el que demostramos (III) y (IV),
es que la relación entre el momento angular y la evolución a lo largo del flujo de las
enerǵıas EG y EH depende de la evolución de la norma del vector de Killing axial, η, a
lo largo del IMCF. La medida de tamaño que definimos, R(T ), involucra justamente
la parte del comportamiento de η a lo largo del flujo que necesitamos controlar para
incluir expĺıcitamente la contribución de J a la masa total, y por lo tanto nos permite
abordar este punto a través del análisis de una sola cantidad. Esta medida depende
fuertemente del IMCF y de la “forma” que tengan las superficies St, más precisamente
de la evolución de curvatura extŕınseca de St a lo largo del flujo. Debido a esto, no
es posible relacionar R(T ) con las medidas de tamaño usuales, como el radio axial
RC , sin tener un mayor control sobre la evolución de η. Vimos que una forma de
lograr esto último es tomar un IMCF convexo, y que bajo esta condición tenemos
R2(ST ) ≤ 5

2
R2
C(ST ); además, del comportamiento asintótico del IMCF sabemos que

siempre es posible elegir ST como primera superficie a partir de la cual todas las su-
perficies St con t ≥ T son convexas. Cabe destacar que para el caso en que tenemos
un objeto ordinario, los resultados numéricos que presentamos nos muestran que, al
menos en ciertos casos, el IMCF se mantiene convexo si tomamos una superficie con-
vexa como superficie inicial. La validez de esta propiedad, es decir la conservación de
la convexidad del IMCF, es uno de los interrogantes que debemos resolver si queremos
escribir la desigualdad en términos de las medidas usuales. Dado que tenemos eviden-
cias numéricas que apoyan su validez, obtener una demostración formal de la misma
es uno de los problemas que queremos abordar en futuros trabajos.

El otro punto importante del método que utilizamos es la suposición de que exis-
te una solución suave del IMCF. Esta condición es un tanto restrictiva, pero en este
trabajo estamos interesados en presentar una relación clara entre los parámetros f́ısi-
cos y no en discutir las sutilezas del IMCF. Del trabajo de Huisken e Ilmanem [47]
sabemos que existe una solución débil del flujo para los datos que estamos conside-
rando. Algunas partes del método que utilizamos no requieren suavidad, y pueden ser
repetidas usando la versión débil del flujo definida por los mencionados autores. Otras
partes de nuestra prueba dependen fuertemente de tener una foliación suave del dato
inicial, generada por el IMCF. Uno de los trabajos futuros en el que estamos muy
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interesados es adaptar el método que presentamos a soluciones débiles del IMCF. El
principal obstáculo recae en la medida particular de tamaño que definimos. Además
en nuestra demostración usamos una forma particular para la métrica del dato inicial,
la cual proviene justamente de la foliación mencionada, por lo tanto todos los pasos
de la demostración que utilizan dicha forma para la métrica deben ser revisados.
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Apéndice

A. Datos iniciales para las ecuaciones de Einstein

Sea M4 una variedad 4-dimensional con métrica g4
µν (con signatura (− + ++))

y conexión de Levi-Civita ∇4
µ. En lo que sigue los ı́ndides Griegos µ, ν · · · son 4-

dimensionales, e ı́ndides Latinos son 3-dimensionales.

Consideremos las ecuaciones de Einstein con tensor de enerǵıa momento Tµν

Gµν = 8πTµν , (A1)

donde Gµν es el tensor de Einstein de la métrica gµν . La condición de enerǵıa dominante
para Tµν está dada por

Tµνv
µwν ≥ 0, (A2)

para todo par de vectores causales (temporales o nulos) con dirección futura, vµ y wν .

Un punto importante en nuestro trabajo es el análisis de las propiedades f́ısicas
de un Agujero Negro. Un Agujero Negro es una región que no está conectada causal-
mente (atrapada) con el resto del espacio-tiempo y está delimitada por un horizonte
de eventos (ver por ejemplo [76]). La definición matemática de horizonte de eventos
depende de la estructura causal de todo el espacio-tiempo, en este trabajo necesita-
mos tener una noción local de horizonte y de Agujero Negro, para ello utilizaremos el
concepto de superficie atrapada. Una 2-superficie S espacial y compacta será atrapada
si las expansiones nulas salientes y ortogonales a S, pasada y futuras, son negativas,
ϑ+ < 0 ϑ− < 0 donde

ϑ± = ∇4
αv
±α (A3)

donde v± son los vectores nulos, pasado − y futuro +, salientes y ortogonales a S.

Dato inicial

En general dado que queremos calcular can-
tidades f́ısicas y medidas de tamaño con-
sideraremos 3-superficies espaciales que co-
necten al objeto que queremos estudiar con
infinito, dicha hipersuperficie debe ser par-
te del espacio-tiempo y por lo tanto ser
compatible con las ecuaciones de Einstein,
es decir estudiaremos datos iniciales para
las ecuaciones de Einstein.

Un dato inicial es un conjunto (Σ, ḡ, K;µ, ji) dado por una 3-variedad Σ con métri-
ca ḡ definida positiva y curvatura extŕınseca K, junto con una densidad de enerǵıa µ
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y una corriente de enerǵıa-materia ji. Este conjunto debe satisfacer las ecuaciones de
v́ınculo de Einstein

∇̄jK
ij − ∇̄iTr(K) = −8πji, (A4)

R̄−KijK
ij + Tr(K)2 = 16πµ, (A5)

donde ∇̄ y R̄ son la conexión de Levi-Civita y el escalar de curvatura asociados a la
métrica ḡ. Los ı́ndides Latinos se suben y bajan con la métrica ḡij y su inversa ḡij.
Para una introducción general en este tema ver por ejemplo el art́ıculo de revisión [7]
y referencias alĺı.

Si pensamos en el dato inicial como una hipersuperficie espacial en el espacio-
tiempo, con normal unitaria temporal tµ, luego los campos de materia µ y ji se escriben
en términos de el tensor de enerǵıa momento Tµν .

µ = Tµνt
µtν , jν = Tµνt

ν . (A6)

Por lo tanto la condición de enerǵıa dominante (A2) implica

µ2 ≥ jij
i. (A7)

El dato inicial modelará un sistema aislado si los campos son débiles lejos de las
fuentes. Esta idea f́ısica se captura en el concepto de dato inicial asintóticamente plano.
En este trabajo asumiremos que la variedad Σ es, o bien R3, o bien R3 menos una
bola, y por lo tanto la definición se simplifica. Consideremos coordenadas Cartecianas

xi con su radio euclidiano asociado r =
(∑3

i=1(xi)2
)1/2

y sea δij la métrica euclidiana
con respecto a xi. El dato inicial (Σ, ḡ, K;µ, ji) se llama asintóticamente plano si la
métrica ḡij y el tensor Kij satisfacen las siguientes condiciones de decaimiento

ḡij = δij + γij, Kij = O(r−3), (A8)

donde γij = O(r−1), ∂kγij = O(r−2), ∂l∂kγij = O(r−3) y ∂kKij = O(r−4). Estas con-
diciones se escriben en términos de las coordenadas Cartecianas xi, donde ∂i denota
la derivada parcial respecto de estas coordenadas. En sistema asilado una de las can-
tidades f́ısicas importantes será la enerǵıa o masa total del sistema. En Relatividad
General la enerǵıa o masa total de una dato inicial asintóticamente plano se conoce
como masa ADM, mADM (por las personas que la propusieron, Arnowit, Deser y Mis-
ner, [6]), y es una cantidad geométrica que se define en base a como decae la métrica
cuando nos acercamos a infinito.

mADM = ĺım
r→∞

∫
Sr

(∂j ḡ
j
i − ∂iḡjj )νidS (A9)

donde Sr es la superficie de una esfera de radio euclidiano r y ∂i denota la derivada
parcial respecto de estas coordenadas.

El concepto de superficie atrapada continúa siendo útil en este contexto, si tomamos
una 2-superficie S en Σ, con normal unitaria νi podemos escribir las expansiones nulas
de la misma en términos del dato inicial

ϑ± = H ± gijKij (A10)
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donde H = ∇̄iν
i y y gij son la curvatura media y la métrica inducida de S.

Simetŕıa esférica
Sea ξi uno de los vectores de Killing que genera el grupo SO(3), luego diremos que

el dato inicial es esféricamente simétrico si

£ξḡij = £ξKij = £ξµ = £ξj
i = 0, (A11)

para todos los generadores ξ de SO(3), donde £ denota la derivada de Lie. Notemos
que también estamos imponiendo simetŕıa esférica en las fuentes. Además, también
imponemos esta condición al campo electromagnético

£ξE
i = £ξB

i = £ξρ = £ξj
i
EM = 0. (A12)

Simetŕıa axial
Un dato inicial será axialmente simétrico si existe un vector de Killing axial ηi, tal

que que
£ηgij = 0, (A13)

donde £ denota la derivada de Lie, que tiene órbitas completas periódicas y que cumple

£ηµ = £ηj
i = £ηKij = 0. (A14)

donde η = ηiηi.
Para datos iniciales axialmente simétricos podemos definir el momento angular de

una 2-superficie S de la forma

J(S) =
1

8π

∫
S

Kijη
iνj − Tr(K)ḡijη

iνjdS, (A15)

donde ν es la normal unitaria de S (ver por ejemplo [65]). Además si ji tiene soporte
compacto en una región Ω y ∂Ω es suave, de la ecuación (A4) tenemos

J(∂Ω) = −
∫

Ω

jiη
idv =: J(Ω). (A16)

B. Datos iniciales esféricamente simétricos para las

ecuaciones de Einstein-Maxwell

En primer lugar será útil descomponer los campos de materia Tµν en sus partes
electromagnética y no-electromagnética

Tµν = TEMµν + TMµν , (B1)

donde TEMµν es el tensor de enerǵıa momento electromagnético dado por

TEMµν =
1

4π

(
FµλFν

λ − 1

4
gµνFλγF

λγ

)
, (B2)
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y Fµν es el campo tensorial (anti-simétrico) que satisface las ecuaciones de Maxwell

∇µFµν = −4πJν , (B3)

∇[µFνα] = 0, (B4)

donde Jν es la corriente electromagnética. La descomposición (B1) de los campos de
materia se traslada al dato inicial

µ = µEM + µM , ji = jiEM + jiM . (B5)

Hemos definimos µEM y jiEM como

µEM =
1

4π

(
EiEi +BiBi

)
, jiEM = εijkE

jBk, (B6)

donde εilm es el elemento de volumen de ḡij, y los campos eléctrico y magnético, E y
B, están dados por

Eµ = Fµνt
ν , Bµ = −∗Fµνtν , (B7)

∗Fµν denota el dual de Fµν definido respecto al elemento de volumen εµνλγ de la métrica
gµν usando la fórmula estándar

∗Fµν =
1

2
Fαβεαβµν . (B8)

Los campos eléctrico y magnético satisfacen las ecuaciones de v́ınculo de Maxwell

DiEi = 4πρ, DiBi = 0, (B9)

donde ρ es la densidad de carga eléctrica. La relación entre ρ y la corriente electro-
magnética del espacio-tiempo J µ está dada por ρ = J µtµ.

Consideraremos un dato inicial regular y esféricamente simétrico que contiene una
bola B cargada. Existen varias coordenadas útiles para describir una métrica con
simetŕıa esférica. En este trabajo utilizaremos coordenadas geodésicas dada por

ḡ = dl2 + r2(l)(dθ2 + sin2 θdφ2), (B10)

donde l es la distancia propia al centro de simetŕıa y r(l) es el radio de área. Se asume
que la función r(l) es suave en 0 ≤ l <∞. La regularidad del dato inicial en el centro
implica las siguientes condiciones para r(l)

r(0) = 0, r′(0) = 1, (B11)

donde prima denota la derivada respecto de l. La condición asintóticamente plano (A8)
implica

ĺım
l→∞

r′ = 1. (B12)

El escalar de curvatura de la métrica (B10) está dado por

R = − 2

r2

(
r′2 + 2rr′′ − 1

)
. (B13)
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Sea ni la normal unitaria a esferas centradas en el origen, esto es n = ∂/∂l. Luego
la forma general del tensor de curvatura extŕınseca en simetŕıa esférica está dada por

Kij = njnjKl + (gij − ninj)Kr, (B14)

donde Kl y Kr son funciones de l. La condición asintóticamente plano (A8) implica

ĺım
l→∞

rKr = 0. (B15)

Usando (B13) y (B14) podemos escribir las ecuaciones de v́ınculo (A4)–(A5) en
simetŕıa esférica de la siguiente forma

Kr (Kr + 2Kl)−
1

r2

(
r′

2
+ 2rr′′ − 1

)
= 8πµ, (B16)

Kr
′ +

r′

r
(Kr −Kl) = 4πj, (B17)

donde j es la componente radial de la densidad de corriente j = jini, la cual es la
única componente no-trivial para estos datos. La condición de enerǵıa dominante está
dada por

µ ≥ |j|. (B18)

Sean E = Eini y B = Bini, luego las ecuaciones (B9) se escriben como

1

r2
(Er2)′ = 4πρ,

1

r2
(Br2)′ = 0, (B19)

donde ρ es la densidad de carga eléctrica. La densidad de enerǵıa µ está dada porción

µ = µM +
1

8π

(
E2 +B2

)
. (B20)

Notemos que dado que Bi y Ei son radiales luego jiEM = 0, y por lo tanto en simetŕıa
esférica la densidad de corriente ji no tiene ninguna contribución electromagnética.
Diremos que una región del dato inicial es de electro-vaćıo si µM = 0 y j = 0 en esa
región.

La carga eléctrica contenida en B está dada por

Q = 4π

∫ l0

0

ρr2 dl. (B21)

Usando el teorema de Gauss y la ecuación (B19) vemos que la carga también puede
ser escrita como

Q = Er2. (B22)

Finalmente, las expansiones nulas, futuras y pasadas, de una esfera centrada en el
origen están dadas por

θ+ =
2

r
(r′ +Krr) , θ− =

2

r
(r′ −Krr) . (B23)
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C. Método Conforme

El método conforme es una técnica bien conocida que permite simplificar las ecua-
ciones de v́ınculo (A4) y (A5) ( ver por ejemplo [7] y referencias alĺı). Dado un dato
inicial (Σ, ḡ, K;µ, ji)

Nos restringimos a un dato inicial Maximal (tr(K) = 0) y tomamos dos tensores
simétricos g̃ij, y K̃ij tal que

ḡij = Ψ4g̃ij Kij = Ψ−2K̃ij (C1)

donde Ψ, una función positiva, es el factor conforme.
En términos de estos nuevos campos las ecuaciones se escribe:

D̃jK̃
ij = −8πj̃i, (C2)

Lg̃Ψ = −2πµ̃

Ψ3
− K̃ijK̃

ij

8Ψ7
, (C3)

donde D̃ es la derivada covariante con respecto a g̃, y hemos definido

Lg̃Ψ = ∆g̃Ψ−
1

8
ΨR̃, (C4)

µ̃ = Ψ8µ, j̃i = Ψ10ji (C5)

donde R̃ es el escalar de curvatura asociado a g̃.
El v́ınculo de momento (C2) se puede resolver de la siguiente forma. Sea Ai una

1-forma a especificar, tomamos

K̃ij = (LA)ij + σij, (C6)

donde

(LA)ij = D̃iAj + D̃jAi − g̃ij
2

3
D̃γA

γ, (C7)

y σij es un tensor arbitrario son traza. El v́ınculo de momento tiene la siguiente forma

Lg̃Ai = −8πj̃i − D̃jσij, (C8)

donde Lg̃ es un operador eĺıptico

Lg̃Ai = D̃j(LA)ij. (C9)

Es importante notar que este sistema de ecuaciones eĺıpticas (C9) y (C3) puede
ser resuelto en un dominio acotado imponiendo condiciones de Dirichlet para Ψ, y
condiciones de Neumann análogas para Ai.

νi(LA)ij = φj (C10)

donde νi es la normal unitaria saliente del borde del dominio y φj es una función
definida en dicho borde.
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D. Datos iniciales conformemente planos y axial-

mente simétricos

En esta sección presentamos las ecuaciones de v́ınculo de Einstein para el caso con-
formemente plano, éste es uno de los sistemas de ecuaciones que resolvemos mediante
cálculos numéricos en la sección 2.5 (además de este sistema resolvemos las ecuacio-
nes del IMCF, dadas en el Apéndice E1). Asumimos que el dato inicial, además de
asintóticamente plano, ver Apéndice A, es axialmente simétrico

Consideramos un dato conformemente plano

g̃ij = δij (D1)

donde δij es la 3-métrica plana. En este caso las ecuaciones de v́ınculo se simplifican:

∂jK̃
ij = −8πj̃i, (D2)

∆Ψ = −2πµ̃

Ψ3
− K̃ijK̃

ij

8Ψ7
. (D3)

donde ∂i son derivadas parciales, ∆ es el operador de Laplace plano en 3 dimensiones,
y los ı́ndides se suben y bajan con δ.

La soluciones de la ecuación (D2) se construye como en la sección anterior. Toma-
mos σij = 0, por lo tanto

K̃ij = ∂iAj + ∂jAi −
2

3
δij∂γA

γ, (D4)

y la ecuación (D2) queda de la forma

∆Ai +
1

3
∂i∂jA

j = −8πj̃i. (D5)

Imponiendo las siguientes condiciones para las fuentes

∂ij̃
i = 0. (D6)

obtenemos
∂iA

i = 0, (D7)

y por lo tanto el conjunto final de ecuaciones equivalentes a (D2) es

∆Ai = −8πj̃i. (D8)

La solución a este sistema está dado por la función de Green

Ai(x) = 2

∫
j̃i(x′)

|x− x′|d
3x′. (D9)

donde | | es la norma plana.
Además, tomamos la función µ̃ de forma tal que sea exactamente el caso ĺımite de

la condición de enerǵıa dominante

µ̃ =

√
j̃ij̃i, (D10)
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de ésta forma el único dato libre es j̃i. Este vector, j̃i, lo elegimos de la forma

j̃i = aη̃i, (D11)

donde a es una función suave de las coordenadas y η̃i es el vector de Killing axial
plano.

En coordenadas esféricas (r, θ, ϕ), el vector de Killing se escribe η̃i = ∂
∂ϕ

y la función

libre del dato a = a(r, θ). Usando (D11) tenemos que la solución de (D8) está dada
por

Ai = f(r, θ)η̃i, (D12)

donde f satisface

∂2
rf + 4

∂rf

r
+
∂2
θf

r2
+

3 cos θ∂θf

r2 sin θ
= −8πa. (D13)

con la condición de borde
ĺım
r→∞

f = 0. (D14)

Luego, de la expresión (D12), se puede calcular K̃ij de forma directa, usando la
ecuación de Killing y la la siguiente propiedad de f

η̃i∂if = 0, (D15)

obtenemos una expresión simple para K̃ij

K̃ij = 2η̃(i∂j)f K̃ijK̃
ij = 2|∂f |2r2 sin2 θ. (D16)

En resumen, los sistemas que consideramos para los cálculos numéricos quedan de-
terminados dando una función arbitraria, axialmente simétrica y de soporte compacto,
a. Esta función describe la distribución y localización de los campos de materia. Dada
a, resolvemos las ecuaciones (D13), con la condición de borde (D14), y la ecuación

∆Ψ = −2πar sin θ

Ψ3
− |∂f |

2r2 sin2 θ

4Ψ7
, ĺım

r→∞
Ψ = 1. (D17)

Cabe destacar que usando el método de la sub y súper soluciones, es posible probar
que dada a suave, existe una única solución de la ecuación eĺıptica no-lineal (D17).

D1. Cantidades f́ısicas

Todos los parámetros f́ısicos relevantes del dato inicial, y de 2-superficies en Σ,
puede ser calculados en términos de a y Ψ. Sea Ω un dominio cualquiera que contenga
a los campos de materia, y sea dv0, ds0 el elemento de volumen plano y el elemento
de área plano, respectivamente.

La masa ADM del dato inicial está dada por

mADM =

∫
R3

( |∂Ψ|2
2πΨ2

+
ar sin θ

Ψ4
+

2|∂f |2r2 sin2 θ

16πΨ8

)
dv0 (D18)
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El momento angular del dominio Ω se define como

J = −
∫

Ω

ar2 sin2 θdv0. (D19)

Como medida cuasi-local de masa, calculamos la masa bariónica dada por

Mb =

∫
Ω

µdv =

∫
Ω

ar sin θ

Ψ2
dv0. (D20)

En cuanto a las medidas de tamaño de Ω calculamos el área de la superficie del
dominio A(∂Ω)

A(∂Ω) =

∫
∂Ω

Ψ4ds0 (D21)

y la longitud de la curva axial más grande que tengamos en ∂Ω, C(∂Ω),

C = 2πmáx
∂Ω

(
√
η) = 2πmáx

∂Ω

(
r sin θΨ2

)
. (D22)

E. El Flujo de Curvatura Media Inversa (IMCF)

Consideramos una 3-variedad suave Σ, con métrica ḡij definida positiva, conexión
∇̄i y con R̄ij siendo el tensor de curvatura de Ricci. Una solución suave del IMCF
es una familia de 2-superficies St := x(S, t) con x : S × [0, τ ] → Σ que satisfacen la
ecuación de evolución del flujo:

∂x

∂t
=

ν

H
(E1)

donde t ∈ [0, τ ], H > 0 es la curvatura media de la 2-superficie St en x, y ν es la
normal unitaria saliente de St.

Sea gij la métrica inducida en St, ∇i la derivada covariante, hij la segunda forma
fundamental y dS el elemento de área de St. Luego, se puede derivar las siguientes
ecuaciones de evolución a lo largo del flujo (ver [46] para más detalles):

∂

∂t
gij =

2

H
hij (E2)

∂

∂t
(dS) = dS (E3)

∂

∂t
H = −∆(H−1)−H−1(|h|2 + R̄ijν

iνj). (E4)

E1. El IMCF en datos conformemente planos

En esta sección derivamos la ecuación de flujo de curvatura media inversa (IMCF)
para datos conformemente planos, usada en la sección 2.5.

Estudiamos el IMCF en Σ = R3 con la métrica ḡij = ψ4δij. Es conveniente intro-
ducir una formulación de conjuntos de nivel de (E1), donde las superficies del flujo St
están dadas por los conjuntos de nivel de una función escalar u,

St = {xi : u(xi, t) = 0}
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y (E1) es remplazada por la siguiente ecuación eĺıptica degenerada

D̄i

(
ḡij∂ju

|∂u|ḡ

)
= |∂u|ḡ (E5)

Notemos que, para el modelo que usamos, podemos escribir la curvatura media H
de St en términos de Ψ:

H = D̄i

(
ḡij∂ju

|∂u|ḡ

)
=

1

Ψ2|∂u|

(
∆u+ 4

∂Ψ · ∂u
Ψ

− ∂|∂u| · ∂u
|∂u|

)
(E6)

donde todas las derivadas y los productos punto se calculan respecto a la métrica
plana.

Llegado a este punto es conveniente definir un operador P actuando en u:

Pu = ∆u+ 4
∂Ψ · ∂u

Ψ
− ∂|∂u| · ∂u

|∂u| (E7)

con lo cual la ecuación(E5) se puede escribir como

|∂u| = Pu
Ψ2H

. (E8)

En lugar de resolver esta ecuación eĺıptica, resolvemos una ecuación de evolución
para u, la cual se obtiene tomando la derivada total de u respecto de t sobre la superficie
St:

0 =
du

dt
=

∂u

∂xi
∂xi

∂t
+
∂u

∂t
= ∂iu

νi

H
+
∂u

∂t
= ∂iu

∂iu

Ψ2|∂u|
1

H
+
∂u

∂t

=
|∂u|
Ψ2H

+
∂u

∂t
=
|∂u|2
Pu +

∂u

∂t

donde en el segundo paso usamos la ecuación de IMCF, y en el último usamos que H
viene dado por (E8), por lo tanto obtenemos:

∂u

∂t
= −|∂u|

2

Pu . (E9)

Elegimos St de forma tal que

u = u(r, θ, t) = r − v(θ, t) = 0 (E10)

donde v es una función suave, con lo cual simplificamos el problema y hacemos expĺıcito
el hecho de que el flujo preserva la simetŕıa axial. Luego, introduciendo esto en la
ecuación (E9), obtenemos la siguiente ecuación de evolución para la función v

∂v

∂t
=

1 +
(
∂θv
v

)2

P̃v
(E11)

donde hemos definido el operador P̃ actuando en v como

P̃v =

(
2

v
− ∂θ(sin θ∂θv)

v2 sin θ
+

4

Ψ

(
∂rΨ|r=v −

∂θv∂θΨ

v2

)
+

(
∂θv
v2

)2
(v + ∂2

θv)

1 +
(
∂θv
v

)2

)
. (E12)
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Finalmente, las curvaturas principales de St son

λϕ =
2r2∂rΨ sin θ + Ψr sin θ − 2∂θΨ sin θu′ −Ψ cos θu′

Ψ3r sin θ
√
r2 + u′2

(E13)

λθ =
r [(r2 + u′2)(r2∂rΨ + r − u′′Ψ) + u′′u′2Ψ]

Ψ3(r2 + u′2)5/2
(E14)

y St será convexa si λϕ, λθ ≥ 0. Notemos que en el ĺımite Ψ → 1 y u = const.
obtenemos las curvaturas principales de una esfera en una región plana

λesferaθ = λesferaϕ =
1

r
. (E15)

F. Argumento heuŕıstico de Penrose con momento

angular

En lo que sigue esencialmente reproduciremos las ideas presentadas en [24] y [60]
para ver incluir el momento angular en el argumento heuŕıstico de Penrose y la equi-
valencia entre (3.5) y (3.6). Asumimos que tenemos materia en estado de colapso
gravitatorio, de la conjetura del sensor cósmico sabemos que el estado final de dicho
colapso debe ser un Agujero Negro en equilibrio. En esta situación se espera que los
campos de materia caigan dentro del horizonte de eventos del Agujero Negros, y por lo
tanto, del teorema de unicidad de Agujeros Negros [43], el Agujero Negro final debe ser
un Agujero Negro de Kerr. Como dijimos en 3.1 debemos considerar espaciotiempos
axialmente simétricos para poder tener una buena definición de momento angular y
para que el mismo se conserve. Como asumimos simetŕıa axial tenemos que J = Jf ,

Luego la masa de dicho Agujero Negro fi-
nal, mf , está dada en términos del área
del horizonte y del momento angular Jf del
Agujero Negro final

m2
f =

Af
16π

+
4πJ2

f

Af
(F1)

Tomamos una superficie de Cauchy, Σ, la
cual será axialmente simétrica, que conec-
te la región de Agujero Negro con infinito
espacial i0, y tal que el colapso ya haya ocu-
rrido, y en esta hipersuperficie calculamos
la masa total m, el momento angular J y
buscamos un horizonte aparente y le calcu-
lamos el área.

y dado que las ondas gravitatorias transportan enerǵıa (positiva) fuera del sistema la
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masa medida en Σ debe ser más grande que la masa del Agujero Negro final, m ≥ mf ,
y tenemos

m2 ≥ Af
16π

+
4πJ2

Af
. (F2)

Luego del teorema del área del Agujero Negros [40] sabemos que el área del Agujero
Negro crece con el tiempo y por lo tanto Af ≥ A. Mas aún en 2011 Dain y Reiris [20]
probaron que el área y el momento angular de un horizonte aparente cerrado y con
simetŕıa axial satisface la desigualdad local A ≥ 8π|J |. De estos resultados tenemos
que la función en el lado derecho de (F2) es una función creciente de Af , y por lo
tanto podemos relacionar la masa medida enM con el momento angular y el área del
horizonte aparente A

m2 ≥ A

16π
+

4πJ2

A
(F3)
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[2] Pablo Anglada. Desigualdad entre área y momento angular en Relatividad Ge-
neral. Master’s thesis, FaMAF, Universidad Nacional de Córdoba, 2013.
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