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Resumen

En este trabajo se estudian acciones de grupos finitos sobre 2-categorias. Los ejemplos moti-
vadores son las acciones sobre la 2-categoria de representaciones de categorias tensoriales finitas
y su relacion con las extensiones de grupos de categorias tensoriales. Asociada a una acciéon de un
grupo G sobre una 2-categoria, se construye la 2-categoria de objetos equivariantes. Ademas, se
introducen las nociones de G-pseudofuntor, transformacién G-pseudonatural y G-modificacion.
El primer resultado del trabajo es el teorema de coherencia para la accién de un grupo sobre una
2-categoria, el cual reduce el tratamiento de acciones generales a acciones estrictas. Se prueba
que, en el caso de G-acciones sobre la 2-categoria de representaciones de una categoria tensorial
C, la 2-categoria de objetos equivariantes es biequivalente a la categoria de médulos sobre una
G-extension de C. Finalmente, se prueba que el centro de la 2-categoria equivariante es mono-
idalmente equivalente a la equivariantizacién de un centro relativo, generalizando el resultado de
[15].

Palabras claves. categoria tensorial; categoria médulo; bicategoria; 2-categoria; equivarian-
tizacion.
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Abstract

We study actions of finite groups on 2-categories. The motivating examples are actions on
the 2-category of representations of finite tensor categories and their relation with the extension
theory of tensor categories by groups. Associated to a group action on a 2-category, we construct
the 2-category of equivariant objects. We also introduce the G-equivariant notions of pseudo-
functor, pseudonatural transformation and modification. Our first main result is a coherence
theorem for 2-categories with an action of a group, which allows us to work with strict actions.
We prove that, in the case of a G-action on the 2-category of representation of a tensor category
C, the 2-category of equivariant objects is biequivalent to the module category over an associated
G-extension of C. Finally, we prove that the center of the equivariant 2-category is monoidally
equivalent to the equivariantization of a relative center, generalizing results obtained in [I5].

Key words and phrases. tensor category; module category; bicategory; 2-category, equi-
variantization.

2010 Mathematics Subject Classification. 18D05, 18D10.
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Introduccion

El objeto principal de estudio de esta Tesis son las categorias tensoriales finitas sobre un
cuerpo k algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.

Una categoria monoidal es una categoria munida de un producto tensorial y de un objeto
unidad sujetos a ciertos axiomas de asociatividad y unidad. Este concepto engloba a la teoria de
representaciones de grupos, de algebras de Lie y, mas generalmente, de 4lgebras de Hopf.

Una categoria tensorial finita sobre un cuerpo k es una categoria monoidal Abeliana k-lineal
tal que la categoria Abeliana subyacente es equivalente a la categoria de representaciones de
dimension finita de una k-algebra de dimension finita. Estas categorias codifican simetrias de
diversas estructuras. Sus aplicaciones llegan a muchas areas de la matemaética y de la fisica, tales
como, variedades topoldgicas de dimensién baja, teoria de algebras de Hopf, teoria racional de
campos, mecanica estadistica y computacién cudntica, entre otras.

En el estudio de las categorias tensoriales, asi como en el de cualquier estructura algebraica,
las representaciones tienen un rol fundamental. La definicién de mddulo o representacidn de una
categoria tensorial es muy natural. En términos amplios, la nocién de categoria moédulo es una
categorificacion de la nociéon de modulo sobre un algebra. Si C es una categoria tensorial, un
C-modulo es una categoria M munida de un funtor biexacto C x M — M, asociativo y unitario
salvo ciertos isomorfismos naturales que verifican axiomas.

Recientemente ha resurgido el interés en este tema en una serie de publicaciones debidas
a Etingof y Ostrik [33], [34], [LI]. La nocién de categoria modulo ha probado ser una de las
herramientas fundamentales para avanzar en la clasificacién y descripciéon de las categorias ten-
soriales. En [8] ha permitido obtener ciertos resultados de clasificacion de categorias de fusion de
una cierta dimension fija. También, usando este lenguaje, en [30] se han descripto nuevas carac-
teristicas de ciertas algebras de Hopf semisimples. La nocién de representacion de una categoria
tensorial es bastante general, y estd implicitamente presente en diversas 4reas de la matematica
y de la fisica matematica, tales como, teorfa de dlgebras de Hopf débiles, teoria de subfactores,
extensiones de dlgebras de vértices, dlgebras de Hecke afines y teoria conforme de campos.

Si C es una categoria tensorial y My, My son representaciones de C, se puede construir la
categoria Fung (M1, Ms) de funtores y transformaciones naturales que entrelazan la accién de
C. Ademas, si M3 es otra representacion, la composicién de funtores

Fune(Ma, M3) x Fung(M1, Ma) — Fung(My, M3),

es asociativa y unitaria. Los C-modulos, las categorias de funtores de C-médulos y las transforma-
ciones naturales, equipados con dicha composicién, forman una nueva estructura que se conoce
como 2-categoria. La 2-categoria de C-modulos se denota por ¢Mod . Se sabe que la estructura
de 2-categoria de ¢Mod no determina la clase de equivalencia de C, pero si su clase Morita.

El presente trabajo es un comienzo en el estudio de propiedades abstractas de la estructura
de las 2-categorias y cémo pueden aplicarse los resultados a la teoria de categorias tensoriales.
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Hay dos construcciones de categorias tensoriales que nos interesan. Si G es un grupo finito,
una categorfa tensorial D se dice una G-extension de C si estd munida de una G-graduaciéon
D = ®4eqDy, donde D1 = C, D, son subcategorias Abelianas plenas de D y el producto ten-
sorial satisface que ® : Dy x Dy, — Dyp,. Otra construccion es la equivariantizacion. Si G actiia
por autoequivalencias tensoriales en C, es decir, existen equivalencias monoidales F; : C — C
equipadas de isomorfismos naturales monoidales Fj o Fj, = Fyn que satisfacen ciertos axiomas,
entonces se puede construir una nueva categoria tensorial C de objetos equivariantes. Una pre-
gunta a formular es si se pueden determinar las representaciones de ®©4eqDy y C% en términos
de las representaciones de C y de algunos otros datos. Los resultados conocidos al respecto (ver
[9] v [26]) son los siguientes:

Teorema 0.0.1. Asumamos que un grupo finito G' acttia sobre una categoria tensorial C. Existe
una correspondencia biyectiva entre:

e ciertas representaciones de CY;

o ternas (F, M,{Ut}tcr), donde FF C G es un subgrupo, M es una representacién de C y
Ur : M — M son equivalencias que satisfacen ciertos axiomas.

&

Teorema 0.0.2. Asumamos que G es un grupo finito y D = ©4eaDy es una G-extension de C.
Existe una correspondencia biyectiva entre:

e ciertas representaciones de D;

o ternas (F, M,{Us}tecF), donde F' C G es un subgrupo, M es una representacion de C y
Ur : Dy We M — M son equivalencias que satisfacen ciertos axiomas.

&

Ambos resultados de clasificacion inducen a pensar que existe una relacion entre las 2-
categorias caMod y g, p,Mod . El objetivo del presente trabajo es encontrar una construccion
en el mundo de las 2-categorias que le dé un marco a esta relacion. Asi, se define la nocion de

accién de un grupo G sobre una 2-categoria B arbitraria y la 2-categoria equivariante asociada
BC.

Una accién de un grupo G sobre una 2-categoria B consiste en:
¢ una familia de pseudofuntores Fy, : B — B, g € G,
e equivalencia pseudonaturales x4 p : Fy o I}, — Fyy,

e modificaciones invertibles
Wy hf * Xghf © (Xgn®id £p) = Xg.nf o (id £, @Xn f),

para cada g, h, f € G, tales que satisfacen ciertos axiomas.

Dadas las 2-categorias B y B’ equipadas con acciones de un grupo G, se tiene la nocion de
G-pseudofuntor entre ellas. Esto es, un pseudofuntor que entrelaza la accion del grupo. Cuando
dicho funtor es una biequivalencia decimos que B y B’ son G-biequivalentes. Ademaés, se tiene
la nocién de transformacion G-pseudonatural y la nociéon de G-modificacion. Esta coleccion de
datos forman una nueva 2-categoria, que se denota por 2Cat®(B, B).

14



Dada una accion sobre una 2-categoria B, se define la 2-categoria equivariante como
B¢ = 2Cat%(Z,B),

donde Z es la 2-categoria unidad (la 2-categoria que posee un tnico objeto y su hom-categoria
es la categoria unidad) con accién trivial de G.

Uno de los resultados principales de esta Tesis es el teorema de coherencia, el cual establece
que toda 2-categoria con una accién de un grupo G es G-biequivalente a otra 2-categoria donde
la accion de G es estricta. Esto es, todo pseudofuntor Fy involucrado en la accién es un 2-funtor,
FyoF, = Fgn, y Xg,h, Wg,h,s son las identidades.

Un importante ejemplo de acciéon de un grupo sobre una 2-categorfa, y motivador de este
trabajo, proviene de las categorfas tensoriales G-graduadas. Se prueba que, si D = ®gzeqDy es
una categorfa tensorial G-graduada, con D; = C, entonces existe una acciéon del grupo G sobre
cMod, la 2-categoria de representaciones de C. Mas ain, se tiene la biequivalencia

(¢Mod °P)¢ ~ pMod.

Para cada pseudofuntor H : B — B’ se define la categoria monoidal Z(H) de transformaciones
pseudonaturales 7 : H — H. El centro de la 2-categoria B se define como Z(B) := Z(Id ), donde
Id : B — B es el pseudofuntor identidad, el cual generaliza el centro de categorias monoidales. Se
demuestra que si H : pMod — ¢.Mod es el pseudofuntor de olvido, donde D = ®4eqCy es una
categoria tensorial G-graduada, entonces Z(H) es monoidalmente equivalente al centro relativo
de D.

Finalmente, el teorema de coherencia permite probar que existe una equivalencia monoidal
Z(B) ~ 2(®)“,

donde ® : BS — B es el pseudofuntor de olvido. Cuando se aplica esta equivalencia a ¢Mod , se
recupera el siguiente resultado de [15]:

Teorema 0.0.3. [15, Thm. 3.5] Si D = ®4cCy es una categoria tensorial fielmente graduada,
con C = C;. Existe una accion del grupo G sobre el centro relativo Z¢(D) y una equivalencia
monoidal

Z(D) ~ Z:(D)“.

El contenido de esta Tesis estd organizado de la siguiente manera:

e En el Capitulo [1] se introducen las nociones basicas de la Teorfa de categorias tensoriales
finitas. Se definen categoria, categoria Abeliana k-lineal, categoria monoidal y categoria
tensorial finita. Se presentan también las representaciones de categorias tensoriales y las
categorias tensoriales graduadas.

Todos los resultados expuestos en este capitulo son necesarios para el desarrollo de los

resultados de la Tesis y se pueden encontrar en [7] y [28].

e En el Capitulo [2] se define la accion de un grupo G sobre una categoria monoidal C y se
describe la correspondiente categoria equivariante. A la categoria C se la llama G-categoria.
Ademas, se presentan ejemplos de accion y se prueba un teorema de coherencia, el cual
reduce el tratamiento de acciones generales a acciones estrictas.

Los resultados de este capitulo se encuentran en el trabajo [14].
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e En el Capitulo [3|se desarrollan los conceptos basicos de la Teoria de 2-categoria. Se define
la nocién de centro de una 2-categoria como una generalizaciéon del centro de categorias
monoidales, y se establece una relacion entre dicho centro y el centro relativo de categorias
G-graduadas.

Sobre la Teorfa de 2-categorias ver [21], [22], [2] vy [17].

e En el CapituloH]se define la accién de un grupo sobre una 2-categoria y se prueba el teorema
de coherencia para dicha accién. Se construye la correspondiente equivariantizaciéon, y se
desarrolla un ejemplo proveniente de las categorias tensoriales graduadas. Finalmente, se
prueba que el centro de la 2-categoria equivariante es monoidalmente equivalente a la
equivariantizacion de un centro relativo.

Este capitulo contiene los resultados originales de esta Tesis, los cuales se pueden encontrar
en [3]. El trabajo fue publicado en la revista Manuscripta Mathematica.
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Capitulo 1

Categorias tensoriales finitas

En el presente capitulo se recopilan las definiciones y los teoremas principales sobre la Teoria
de categorias tensoriales finitas necesarios para el desarrollo posterior de los resultados de esta
Tesis. Para profundizar mas sobre el tema ver [7] y [28].

1.1. Nociones basicas de categorias

La Teoria de categorias es un area de la matematica que trata de abstraer, unificar y formalizar
diversas estructuras matematicas en una sola mediante el uso de diagramas de flechas. Fue
introducida en el ano 1945 por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en un trabajo [12] sobre
topologia algebraica.

A continuacion se presenta la definicion, se listan algunas propiedades y se exhiben numerosos
ejemplos.

Definicion 1.1.1. Una categoria C consiste en:
e una clase de objetos Obj (C);

e para cada par de objetos X,Y € Obj(C), una clase de flechas o morfismos Home(X,Y),
un morfismo en Home (X, Y') se denota por f: X — Y o por X EEEN Y:

e para cada objeto X € Obj(C), un morfismo distinguido en Home¢ (X, X) denotado por id x
v llamado la identidad de X;

e para todo X,Y, Z € Obj (C), una aplicacion
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z),
(f,9) = feg=Tfg,
llamada la composicion, tal que:
Unitariedad: para todo f € Home(X,Y),
dyof=f=/foidx;
Asociatividad: para todo f € Home(X,Y), h € Home(Y, Z), g € Home (U, X),
ho(fog)=(hof)og.

17



18 CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES FINITAS
f
X ——Y

g

Z

gof

Figura 1.1: Diagrama en una categoria: X,Y, Z representan objetos de la categoria y f, g repre-
sentan morfismos de la categoria.

Definicién 1.1.2. Sea C una categoria, X, Y € Obj(C) y f : X — Y un morfismo en C. Se
dice que f es un isomorfismo si existe un morfismo en C, g : ¥ — X, tal que fog =idy y
go f=idx.

Toda estructura matemética se relaciona con su misma especie via morfismos. Los morfismos
que relacionan categorias se llaman funtores.

Definicion 1.1.3. Sean C,D dos categorias, un funtor F': C — D consiste de:

e una aplicacion F' : Obj(C) — Obj (D), que asigna a cada objeto X de C un objeto F(X)
de D;

e para cada par de objetos X, Y € Obj(C), una funciéon F' : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)),
que asigna a cada morfismo f: X — Y un morfismo F(f): F(X) — F(Y),

tal que:
Flidx)=idpx), F(fog)=F(f)oF(g),

para todo objeto X € Obj(C) y todo par de morfismos f, g de C que se puedan componer.

El estudio de las categorias, al igual que de cualquier estructura matematica, requiere de
un profundo andlisis de sus morfismos. Para entender a los funtores hace falta introducir a los
morfismos de funtores, las transformaciones naturales.

Definicién 1.1.4. Sean F,G : C — D funtores, una transformacion natural p: F — G es una
coleccion de morfismos {uy : F(X) — G(X) : X € Obj(C)} tal que para todo X,Y € Obj(C) y
todo morfismo f: X — Y, el siguiente diagrama conmuta

F(X)—2 -~ @(Xx)

Se dice que una transformaciéon natural g : F — G es un isomorfismo natural si para todo
X € Obj(C) los morfismos px : F(X) — G(X) son isomorfismos. En este caso se dice que F es
equivalente a G y se denota por F' ~ G.

Definiciéon 1.1.5. Sea C una categoria. Una subcategoria D de C consiste en una subclase Obj (D)
de Obj (C), y para cada X,Y € Obj (D) una subclase Homp(X,Y) de Hom¢(X,Y) tal que:

e si f € Homp(Z,Y) y g € Homp(X, Z), entonces f o g € Homp(X,Y);

e id x € Homp(X, X), para todo X € Obj (D).
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La subcategoria D se dice plena si para todo X,Y € Obj(D) se tiene que Homp(X,Y) =
Home (X, Y).

Definiciéon 1.1.6. Sean C, D, £ categorias y H : C — D, F : D — &£ funtores. Se define el
funtor F o H : C — &£ de la siguiente manera: F'o H(X) = F(H (X)), para todo X € Obj (C). Si
X, Y €O0bj(C)y f: X — Y esuna flecha en C, entonces (F o H)(f) = F(H(f)).

Definicion 1.1.7. Sean C y D dos categorias, F,G,H : C — D tres funtoresy u: F — G,v :
G — H dos transformaciones naturales. Se define la composicidn vertical de las transformaciones
naturales u, v como:

vou:F—H

(vou)x =vxopuyx, paratodo X € Obj(C).

Definicion 1.1.8. Sean C, D, £ categorias, F,G :C — D, J,H : D — £ funtoresyn: F — G, v :
J — H transformaciones naturales. Se define la composicidon horizontal de las transformaciones

naturales 7, v como:
von:JoF —- HoG

(von)x = vgx) o J(nx),
para todo X € Obj(C).

Observacion 1.1.9. La composiciéon vertical y la horizontal de transformaciones naturales es
una, transformacion natural.

Definicion 1.1.10. Se dice que dos categorias C y D son equivalentes, y se denota C ~ D, si
existen funtores F :C — D, G: D — C talesque FoG ~Idp, Go F ~ Id¢.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de categorias y funtores.

Ejemplos de categorias

e La categoria unidad es la categoria que posee un tinico objeto y una tnica flecha.

e La categoria Set es la categoria cuyos objetos son los conjuntos y los morfismos las funciones
de conjuntos. Para cada conjunto X el morfismo id x es la identidad de X. La composicién
de morfismos es la composicién de funciones.

e La categoria Grp es aquella categoria cuyos objetos son los grupos y las flechas los morfismos
de grupos.

e La categoria Ab es la subcategoria plena de Grp que consiste en grupos Abelianos.

e La categoria Top es aquella cuyos objetos son los espacios topoldgicos y los morfismos las
funciones continuas.

e Si k es un cuerpo, denotaremos por Vecty a la categoria cuyos objetos son los espacios
vectoriales y los morfismos las transformaciones lineales. Se denota por vect a la subca-
tegoria plena de Vect cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimension finita sobre
k.

e Si R es un anillo, se denota por gkMod (respectivamente Mod r) a la categoria cuyos
objetos son los R-moédulos a izquierda (respectivamente a derecha). Los morfismos son los
morfismos de R-moédulos.
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Si R es un anillo, se denota por gRMod g a la categoria cuyos objetos son los R-bimddulos.

Si A es una k-algebra, se denota por 4Mod, respectivamente Mod 4, a la categoria cuyos
objetos son los espacios vectoriales munidos de una accién lineal que los hace A-modulos a
izquierda, respectivamente a derecha. Las categorias a4m, my4 son las subcategorias plenas
de 4Mod, respectivamente Mod 4, que consisten en aquellos médulos de dimension finita
sobre k. Anédlogamente se definen las categorias 4Mod 4 y ama.

Sea A un 4lgebra asociativa con unidad. La categoria A es aquella categoria con un tnico
objeto. Los morfismos son los elementos de A. La composicion es el producto de A.

Si C es una categoria, vamos a denotar por C°P a la categorfa cuyos objetos son los
mismos que los objetos de C y tal que para cada X,Y € Obj(C), el espacio de morfis-
mos Homeop (X, Y) = Home(Y, X). Si f € Homeon(X,Y) v g € Homeor (Y, Z), es decir
f:Y—>Xyg:Z —Y, entonces la composiciéon en C°P esta dada por

go® f=fogy.
La categoria C°P se llama la categoria opuesta de C.

Si C,D son dos categorias, vamos a denotar por C x D a la categoria cuyos objetos son
pares (X,Y) donde X € Obj(C),Y € Obj (D). Si (X,Y), (X', Y’) son dos objetos entonces
Homeyxp((X,Y), (X', Y")) = (Home (X, X'), Homp (Y, Y”)).

Sean C y D categorias, se define la categoria Fun(C, D) cuyos objetos son los funtores de
C en D, las flechas las transformaciones naturales y la composicién la composiciéon vertical
de transformaciones naturales. Se denota Fun(C,C) = End(C).

Una categoria C se dice pequena si Obj(C) es un conjunto, y para todo A, B € Obj(C),
Hom¢ (A, B) también es un conjunto.

La categoria cat es la categoria cuyos objetos son las categorias pequenas y los morfismos
los funtores.

Ejemplos de funtores

e Sea C una categoria y D una subcategoria de C, se tiene el funtor inclusion i : D — C.

e Sea I': Grp — Set el funtor dado por F(G) = Gy F(f) = f para todo grupo G y todo

morfismo f. Al funtor F' se lo llama el funtor de olvido, porque se esta “olvidando” de la
estructura de grupo.

e Sea k un cuerpo y A una k-algebra. Otro funtor de olvido es el funtor F': ,Mod — Vecty,

que se olvida de la estructura de A-médulo.

e Sea C una categoria pequena y X € Obj(C). Existen funtores

Lx,:C — Set, Gx : C°® — Set
definidos como sigue. Si Y € Obj (C) entonces
Lx(Y)=Hom¢(X,Y), Gx(Y) =Hom¢(Y, X).
Ademas si f : Y — Z es una funcion, entonces

Lx(f):Home(X,Y) — Home(X, Z2)
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Lx(f)(e) = foa,
para todo o € Home (X,Y) y

Gx(f) : Home(Z, X) — Home(Y, X)

Gx(f)B)=Bof

para todo 5 € Home(Z, X). Se dice que el funtor Lx esta representado por X. También se
puede considerar el funtor

Home(—,—) : C°P x C — Set.

Otra caracteristica importante de la teoria de categorias es la posibilidad de trabajar sin las
nociones de elementos y pertenencia:

Definicion 1.1.11. Sea C una categoria, X,Y € Obj(C) y f: X — Y un morfismo en C.

e El objeto X se dice isomorfo a'Y si existe un isomorfismo f : X — Y, en tal caso se denota
X~Y.

e Se dice que f es un monomorfismo si para todo par de morfismos g,h : Z — X tales que
fog= foh, setiene que g = h.

e Se dice que f es un epimorfismo si para todo par de morfismos g,h : Z — X tales que
go f=ho f,se tiene que g = h.

Definicion 1.1.12. Sea C una categoria e Y un objeto de C.

o Un subobjeto de Y es un objeto X junto con un monomorfismo ¢ : X — Y. Se denota
XCY.

e Un cociente de Y es un objeto Z junto con un epimorfismo p: Y — Z.
e Un subcociente de Y es un cociente de un subobjeto de Y.

Definicion 1.1.13. Un funtor F' : C — D se dice fiel, respectivamente pleno, si para todo par
de objetos X,Y de C la aplicaciéon

F : Home (X, Y) — Homp(F(X), F(Y)),

es inyectiva, respectivamente suryectiva. El funtor F' se dice denso o esencialmente suryectivo si
para todo objeto Z € D existe un objeto X de C tal que F(X) ~ Z.

Teorema 1.1.14. [I, Theorem 1.4] Dos categorias C y D son equivalentes si y sélo si existe un
funtor pleno, fiel y denso F': C — D. *

Definiciéon 1.1.15. Una categorias C se dice esquelética si cada vez que X,Y € Obj(C) son
tales que X =Y, entonces X =Y.

Observacion 1.1.16. Toda categorfa es equivalente a una categoria esquelética.

A continuacién se enuncia y demuestra uno de los lemas mas importantes y ttiles de la Teoria
de categorias, el Lema de Yoneda.
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Lema 1.1.17 (Yoneda). Sea F : C — Set un funtor, X € C y Ly el funtor del ejemplo El
conjunto de transformaciones naturales de Ly a F' (denotado por Nat(Lx, F)) esté en biyeccion
con el conjunto F(X) via la funcion

¢: Nat(Lx,F) = F(X), ¢)=urvx(idx).

Demostracion. Una transformacion natural v € Nat(Ly, F') es una coleccién de morfismos {vy :
Hom(X,Y) — F(Y) : Y € C} tal que para todo Z,Y € C y para todo morfismo f: Z — Y se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Home (X, Z) —2 F(Z)
J/Lx(f) F(f)
Home(X,Y) —2 F(Y)

En particular, si se toman Z = X y f: X — Y cualquier funcién, se tiene que

vy o Lx(f) = F(f)ovx,

y aplicando esta identidad a id x y usando que Lx(f)(id x) = f, se obtiene que
vy (f) = F(f) ovx(idx).

Luego, se define ¢ : F(X) — Nat(Lx, F') la funcién dada por

Y(x): Lx = F, @)y (f) = F(f) (@),

para todo z € F(X), f € Home(X,Y), Y € C. Claramente la funcién v es inversa de ¢, lo que
prueba el lema. *®

1.2. Categorias Abelianas k-lineales

En esta seccion se introducen las categorias Abelianas k-lineales y se listan algunos ejemplos.
Se enuncia el Teorema de Jordan-Holder, para luego definir categorias Abelianas k-lineales finitas.

De ahora en adelante k denota un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicion 1.2.1. Sea C una categoria. Un objeto Z € C se dice objeto cero u objeto nulo si para
todo X € C existen tnicos morfismos ¢x : X — Z, ¢x : Z — X. Es decir, Hom¢(X, Z) = {¢x}
y Home(Z, X) = {¢x }, para todo X € C.

Definicién 1.2.2. Sea C una categoria con objeto cero. Para todo X,Y € Obj(C) se define el
morfismo nulo como Of/( X =Y, O{f =1y odx. A los fines de simplificar la notacion escribimos
0% = 0.

Definiciéon 1.2.3. Sea C una categoria con objeto cero, X, Y € Obj(C) y f € Home(X,Y).

e Un nicleo de f es un objeto Ker f € Obj(C) y un morfismo k : Ker f — X tal que

fok= O}I/(erf_ Ademas es universal con respecto a esta propiedad; es decir si &' : K/ — X
es otro morfismo en C tal que fok’ = 0%, entonces existe un tnico morfismo v : K’ — Ker f
tal que kou = k'.



1.2. CATEGORIAS ABELIANAS k-LINEALES 23

e Un conicleo de f es un objeto Coker f y un morfismo ¢ : Y — Coker f tal que qo f =
Oéoker ;Y oes universal con respecto a esta propiedad. Es decir, si ¢/ : Y — @Q es otro

morfismo tal que ¢ o f = Og entonces existe un unico morfismo u : Coker f — @ tal que
/
¢ =uogq.

e Sea f: X — Y un monomorfismo (X C YY), se define el objeto cociente Y/X como el
contcleo de f, es decir Y/X = Coker f.

Definiciéon 1.2.4. Una categoria C se dice preaditiva si satisface las siguientes condiciones:
e C posee objeto cero;
e para cada par de objetos X,Y de C el conjunto Home(X,Y') es un grupo Abeliano;

e la composicion de morfismos es bilineal, es decir, para todo f, f': X =Y, 9,4 : Y — Z
se tiene que

go(f+f)=gof+gof, (g+4d)of=gof+gof.

Definicion 1.2.5. Sea C una categoria preaditiva y X1, X5 dos objetos de C. Una suma directa
de X7, X9 es una coleccion (Z, p1, pe2,i1,i2) tal que

e 7 es un objeto de C;
o p;i: 2 — X;, i Xj; — Z,j=1,2 son morfismos;
e se satisface que
proir =idx;, peoiz=idx,, “10p;+izops=idzg.

Se denota Z = X1 @& Xo.

Definicion 1.2.6. Una categoria preaditiva se dice aditiva si todo par de objetos posee una
suma directa.

Lema 1.2.7. Sea C una categoria aditiva y X1, Xo,Y objetos de C. Existen isomorfismos natu-
rales de grupos Abelianos

Home (X1 & X2,Y) ~ Home(X1,Y) © Home (X2, Y),
Home (Y, X1 @ X2) ~ Home (Y, X1) @ Home (Y, X2).
Demostracion. Definimos los morfismos
¢ : Home (X1 @ Xo,Y) — Home(X1,Y) @ Home (X5, Y),
¢(a) = (aoir, aoiy).
¥ : Home (X1,Y) @ Home(X2,Y) — Home (X @ Xo,Y),
Y(f1, f2) = frop1+ f2opo.

Es inmediato demostrar que ambas funciones son morfismos de grupos, uno el inverso del otro y
que ademas son morfismos naturales. *®

Observacion 1.2.8. Sea C una categoria aditiva y X1, Xo, Y7, Y5 objetos de C. Existe un iso-
morfismo natural de grupos Abelianos

n : Home(X1,Y7) @ Home (X2, Y2) — Home (X1 & Xo,Y1 @ Ya). (1.2.9)

Se denota n(f,9) = f D g.
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Ejemplos de categorias aditivas

e Dado un anillo R, las categorias pM, Mpr y rMpg son aditivas.

Si A es un algebra entonces la suma de A induce una estructura aditiva en la categoria A.

La categoria Ab es aditiva.

e SiC, D son categorias, donde D es aditiva, entonces la categoria Fun(C, D) es una categoria
aditiva.

e Si C,D son categorias aditivas entonces C x D es aditiva.

Definicion 1.2.10. Sean C,D dos categorias aditivas. Un funtor F' : C — D se dice aditivo si
para todo par de morfismos f,g: X — Y en C se tiene que

F(f+g)=F(f)+ F(g).

Observacion 1.2.11. Si F': C — D es un funtor aditivo entonces para todo par de objetos X, Y
de C se tiene que F( X @Y) ~ F(X)® F(Y).

Definicion 1.2.12. Sean C,D categorias aditivas. Un funtor F' : C — D aditivo se dice ezacto
a izquierda si para todo morfismo f: X — Y, Ker (F(f)) = F(Ker f). Se dice que F es ezacto
a derecha si para todo morfismo f: X — Y, Coker (F(f)) = F(Coker f). El funtor F se dice

exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

Definicion 1.2.13. Sean C,D dos categorias aditivas y F,G : C — D funtores aditivos. Una
transformacién natural p : F' — G se dice aditiva si px @ uy = pxey, para todo X,Y € C.

Definicion 1.2.14. Sea C una categoria aditiva.

e Un objeto S € Obj (C) distinto de cero se dice simple si todos sus subobjetos son isomorfos
aloals.

e Un objeto se dice semistmple si es suma directa de objetos simples.

e La categoria C se dice semisimple si todo objeto de C es semisimple.

Definicion 1.2.15. Una categoria C se dice Abeliana si satisface las siguientes condiciones:
e C es una categoria aditiva;
e todo morfismo en C posee nicleos y contcleos;
e todo monomorfismo es un nicleo y todo epimorfismo es un contcleo.
Las categorias Abelianas surgieron en la década de 1950 de la mano de Alexander Grothen-

dieck como medio para unificar varias teorias de la cohomologia. Un par de anos antes habian
sido definidas independientemente por David Buchsbaum bajo el nombre de categorias exactas.
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Ejemplos de categorias Abelianas

e La categoria Ab de grupos Abelianos es una categoria Abeliana.
e Si R es un anillo, entonces las categorias pM, Mg, pm, mp son Abelianas.

e Si Ay D son categorias Abelianas, entonces la categoria de funtores aditivos de D a A
(denotada por Fun(D, .A)) es Abeliana.

e Si C, D son categorfas Abelianas entonces C°P y C x D son Abelianas.

e Toda categoria semisimple es Abeliana.

Notacién 1.2.16. Si C, D son categorias Abelianas, se denota a C x D como C & D.

Definicion 1.2.17. Sea A una categoria Abeliana. Una subcategoria Abeliana D de A es una
subcategoria de A que es en si misma una categoria Abeliana y el funtor inclusiéon i : D — A es
exacto.

Definiciéon 1.2.18. Una categoria aditiva C se dice k-lineal si Home(X,Y) es un k-espacio
vectorial para todo par de objetos X,Y y la composicién es k-bilineal.

Definicion 1.2.19. Sean C,D dos categorias aditiva k-lineales. Un funtor F' : C — D se dice
k-lineal si es aditivo y para todo morfismo f: X — Y en C y k € k se tiene que

F(kf) = kF(f).

Definicion 1.2.20. Sean C,D dos categorias aditivas k-lineales y F,G : C — D funtores k-
lineales. Una transformacion natural p: F' — G se dice k-lineal si es aditiva.

Definicion 1.2.21. Sea C una categoria.

e Un objeto P € Obj(C) se dice proyectivo si para todo epimorfismo 7 : M — N de C y para
todo f: P — N existe un morfismo g : P — M que hace que el diagrama

P
S N
M ul N

sea conmutativo.

e Un objeto @ € Obj(C) se dice inyectivo si para todo monomorfismo ¢ : M — N de C y
para todo f: M — @ existe un morfismo g : N — @Q que hace que el diagrama

sea conmutativo.

Definicién 1.2.22. Sea C una categoria.

e Un morfismo f: M — N en C se dice esencial si es un epimorfismo y para todo morfismo
g: L — M tal que f o g es epimorfismo entonces g es epimorfismo.
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e Un cubrimiento proyectivo de un objeto M de C es un par (P, f) donde f : P — M es
esencial y P es un objeto proyectivo.

Definicion 1.2.23. Sea C una categoria Abeliana y X un objeto de C. Una serie de composicion
o serie de Jordan-Hélder de X es una serie de subobjetos

0=X,CX,, 1C---CX;1CXo=X

tal que los objetos X;/X;_1 son simples para todo i = 0,...,n — 1. Los objetos simples X;/X;_1
se llaman los factores de composicion de X y n se dice que es la longitud de la serie.

Teorema 1.2.24 (Jordan-Holder). Sea C una categoria Abeliana y X un objeto de C. Toda serie
de Jordan-Hélder de X tiene la misma longitud. *

Definicion 1.2.25. Sea C una categoria Abeliana y X un objeto de C. Si X posee una serie de
Jordan-Holder de longitud n se dice entonces que X es de longitud finita v n es su longitud.

Definicion 1.2.26. Una categoria Abeliana k-lineal C se dice finita si satisface las siguientes
condiciones:

e todo objeto de C posee longitud finita;
o dimy(Home(X,Y)) < oo, para todo X,Y € C;
e todo objeto simple de C posee cubrimiento proyectivo;

e la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es finita.

1.3. Categorias monoidales

La teoria de categorias se puede pensar como una “categorificacion” del algebra ordinaria.
En este sentido, la categoria es una categorificacion de la nocién de conjunto, la categoria Abe-
liana es una categorificacion de la nocion de grupo Abeliano, v la categoria monoidal es una
categorificacion de la nocién de monoide.

A continuacion se presenta la definicién de categoria monoidal, la cual fue introducida en

la década de 1960 en trabajos de Mac Lane y Benabou. Ademas, se define categoria monoidal
rigida, y por ultimo, se introduce la nocién de centro de una categoria monoidal.

Definicion 1.3.1. Una categoria monoidal es una coleccion C = (C, ®,a,r,[,1), donde

e C es una categorfa, 1 € Obj (C);
e ®:C x C — C es un bifuntor, llamado el producto tensorial o monoidal;

e {axyz: (X@Y)Z->XY®2)},{rx : X®1—=-X:XecObjC)},y{lx 10X —
X : X € Obj(C)} son isomorfismos naturales, llamados isomorfismos de asociatividad y
unidad, respectivamente;

tales que para todo X,Y,Z € Obj (C), los siguientes diagramas conmutan:
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Axioma del pentdigono:

(XoY)®2Z) W

XY ®2)W (X®Y)® (ZaW)

X@(Y®2)eW)

aX,Y,Z@W\L

X® (Y ®(ZoW))

1dQay, z,w

Azioma del tridngulo:

ax,1,w

(X®1)eW XA W)
X oW
Definiciéon 1.3.2. Una categoria monoidal C se dice estricta si para todo X,Y, Z € Obj(C),

(XoY)9Z=X®(Y®Z), 18X =X=Xol,

y los isomorfismos de asociatividad y unidad son las identidades.

Ejemplos de categorias monoidales

e La categoria de conjuntos Set es monoidal. El producto tensorial x : Set x Set — Set es el
producto cartesiano. El objeto unidad 1 = {x} es el conjunto con un tunico elemento. Los
morfismos de asociatividad son los canénicos. Para cualquier conjunto X los isomorfismos
Ix :1xX —X,rx:X x1— X estan dados por

Ix(x,x) ==, rx(x,%) =z,
para todo x € X.

e Toda categoria aditiva es monoidal considerando el producto tensorial dado por la suma
directa y el objeto unidad el objeto cero de la categoria.

e Sea k un cuerpo, la categoria Vecty es monoidal con producto tensorial ® : Vecty X
Vect — Vect dado por el producto tensorial sobre el cuerpo de base ®y. El morfismo
de asociatividad es el canénico, es decir: si X,Y, Z son k-espacios vectoriales, ¢ € X,y €
Y,z € Z entonces

axy,z: (X®kY)®kZ — X®k(Y®kZ), ax,yyz((x@)y)@Z) = x®(y®z).

El objeto unidad es el cuerpo k, y los isomorfismos V®k ~ V ~ k®V son los canénicos.
La categoria vecty es monoidal con la misma estructura de Vecty.

e Sea R un anillo. La categoria de R-bimodulos gMod g es monoidal. El producto tensorial
es ®R, el objeto unidad es R con las acciones regulares a derecha e izquierda.

e SiC es una categoria, la categoria de endofuntores End(C) es monoidal estricta con producto
tensorial dado por la composicién de funtores. El objeto unidad es el funtor identidad,
los morfismos de asociatividad son las igualdades. La composicién de transformaciones
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naturales es la composicién vertical y el producto tensorial de transformaciones naturales
es la composicion horizontal. Es decir, si F, F',G,G' € End(C) yn: F —- G,u: F' — G
son trasformaciones naturales, entonces n®u : F'o F/ — G oG’ es la transformacion natural
dada por

(mep)x : F(F'(X)) — G(G'(X)), (n2u)x = G(ux) °np(x),

para todo X € Obj(C). La subcategoria plena de funtores exactos End.(C) hereda una
estructura monoidal.

Sea (C,®,a,r,[,1) una categoria monoidal. Se denota por

rev. __ rev rev rev rev jrev rev
cv = (C ,atv etV T 1)

a la siguiente categoria monoidal. Como categoria C**¥ = C. El producto tensorial ®V :
CxC—C, XR"Y =Y®X, para todo X,Y € C. Si X,Y, Z € C entonces

X,z ZR(Y®X) = (ZeY)®X, ag?,vy,zzaily,x;

r’ =lx, I =rx, 1°V=1.
Sea k un cuerpo, A un grupo Abeliano finito, x : A x A — k un bicaracter simétrico no
degenerado y 7 una raiz cuadrada de ‘7}'. La categoria TY (A, x,7) es por definiciéon la
categoria semisimple esquelética cuyos objetos son sumas directas finitas de elementos de
S := AU {m}. Los morfismos entre elementos de S estan dados por

_J kidy sis=t,
Hom(s, t) = { 0  en otro caso.

El producto tensorial de dos elementos de S estd dado por:

a®@b=ab, a@m=m=m®a, MmMROmMm= @x (a,be A).
z€A

El objeto unidad es 1 € A. Los isomorfismos de unidad a derecha e izquierda son las
identidades. El isomorfismo de asociatividad « estd determinado por:

Aamb = x(a,b) idym : m —m;
Qm,a,m : @.’B—)@y, amam ,y:X(aax)(sz,yidm;
€A yeA
1.
Qm,m,m - @m - @m, (mmm)ey = TX(@,y) " idm;
€A yeA

para todo a,b € A. El resto de las asociatividades son las identidades. Notar que aqui se
denota por (m,a,m)z,y @ la componente homogénea que sale de x y llega a y. A la categoria
TY (A, x,T) se la conoce como la categoria de Tambara-Yamagami. Ver [39].

Sea GG un grupo, se denota por G a la categoria monoidal cuyos objetos son los elementos
de G, las flechas las identidades y el producto tensorial es el producto de G.

Si C y D son categorias monoidales, entonces C X D es una categoria monoidal.
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e Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado, esto es, para todo
a,be,d € G, w(a,1,b) =1y

w(a, b, c)w(a,be,d)w(b, c,d) = w(ab, ¢, d)w(a,b, cd).

Se denota por C(G,w) a la categoria monoidal de espacios vectoriales de dimension finita
G-graduados. Es decir, los objetos de C(G,w) son los k-espacios vectoriales V' de dimen-
sién finita equipados de una G-graduacién V = @gGG Vy. Los morfismos son las trans-
formaciones lineales que preservan la graduacion. El producto monoidal estéd dado por: si
V=B,cc Ve vy W =D,ecc Wy son objetos en C(G,w), entonces

VeW = PVew),
geG

donde (VeW), = @,,—, Va®xW,. El objeto unidad es k concentrado en grado 1, la
identidad del grupo. El morfismo de asociatividad estd dado por el 3-cociclo w, es decir,
apyw : (UQV)QW — U(VRW) es

agyw (u@v)@w) = w(g, h, f) uR(VOW),
donde u € Ug,v € Vy,w € Wy, g,h, f € G. Los isomorfismos de unidad a derecha e
izquierda lx : kX — X,rx : X®k — X son
Ix(1®z) =w(l, h,h ™) 2, rx(z®l) =wh,1,1)
para todo x € Xj,.

e Sean k un cuerpo y G un grupo. Se denota por Repy(G), o simplemente por Rep(G), a la
categoria monoidal de representaciones de G sobre k. El producto monoidal estd dada de
la siguiente manera: si py : G — GL(V) denota el mapa de la representacion V', entonces

pvew (9) = pv(g) @ pw(9g).

FEl objeto unidad de la categoria es la representacién trivial 1 = k.
Se denota por rep(G) a la categoria de representaciones de dimensién finita de G.
e Mais en general, si H es un algebra de Hopf (ver Apéndice , entonces la categoria de H-

modulos o representaciones de H, Rep(H ), y la categoria de representaciones de dimension
finita, rep(H ), son categorias monoidales.

El producto tensorial ® : Rep(H) x Rep(H) — Rep(H) es el producto tensorial sobre
el cuerpo de base ®g. Si VW € Rep(H), la estructura de H-modulo sobre VW es la
siguiente. Siv € V,w € W, h € H, entonces
h - (v®w) = h(l) C V& h(g) s w
Los morfismos de asociatividad son los mismos que en la categoria Vecty, y son de H-
moédulos pues: si X, Y, Z son H-moédulos, x € X,y € Y, 2 € Z entonces
axy,z(h- ((r@y)®2)) = axyz(hq) - (2QY)Rh@) - 2))

= aX7y7z((h( 1)(1) ° $®h y)®h ))

= hay) - 2®(haye) - y®h )

= hay - 2®(he)q) - Y@he) @) - 2)

=h-axyz((z@y)®z).
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La cuarta igualdad sigue de la coasociatividad del coproducto de H. El objeto unidad es
el cuerpo de base k con accién de H dada por la counidad, es decir, si € : H — k es la
counidad, h € H, X € k, entonces h - A\ = e(h)\. Los isomorfismos [ y r son los mismos que
en la categoria Vect.

Definicion 1.3.3. Dadas dos categorias monoidales C1, Co, un funtor monoidal entre ellas es
una terna F' = (F,(, ¢), donde:

e I':(Cy — Cy es un funtor;

e (xy : F(X)®F(Y) — F(X®Y), es una familia de isomorfismos naturales para todo
X,Y € Obj (C1);

e ¢»:1— F(1) es un isomorfismo;

tales que valen las siguientes igualdades:
Cxyez(id px)®Cy,z)arx),rv),rz) = Flaxy,z)xev,z((x,y®id p(z)),

lrx)y = F(lx)C1x (o®id px)),
rrx) = F(rx)Cx1(id pox)®9),
para todo objeto X,Y, Z € C;.

Un funtor monoidal (F,(, ¢) se dice estricto si:
(1. F(1) =1,
(11). F(X)®F(Y) = F(XQY), para todo X,Y;
(111). los isomorfismos ¢, ¢ son las identidades.

Un funtor monoidal (F,(, ¢) se dice unitario si:
(1. F(1) =1,
(11). el isomorfismo ¢ es la identidad.

Definicion 1.3.4. Si (F,(, ¢), (F', (', ¢') son funtores monoidales entre las categorias monoidales
C1,Co, una transformacion natural monoidal 0 : (F,(,¢) — (F',{',¢') es una transformacion
natural 6 : F — F’ tal que para cualquier X,Y € C; se satisface

0160 =¢', Oxeylxy = Cxy(@x®0y).

Un isomorfismo monoidal natural es una transformacién monoidal natural que es un isomor-
fismo natural.

Los funtores monoidales (F,(,¢) y (F',{’,¢') se dicen monoidalmente equivalentes si existe
0:(F,¢,¢) — (F',{,¢') isomorfismo monoidal natural.

Definicion 1.3.5. Sean C, D, categorias monoidales y (F,(,¢) : C = D,(F',(',¢') : D — &
funtores monoidales, entonces la composicion de ellos es un funtor monoidal (F o F,£,v) : C — &€
definido por:
Exy : (F o F)(X)®(F o F)(Y) - (F' o F)(X8Y),
Exy = F(Cxy)Crx),riv):
para todo X, Y € D. Y ¢ : 1 — F' o F(1) dado por ¢y = F'(¢) o ¢'.
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Lema 1.3.6. La composicion horizontal y vertical de transformaciones naturales monoidales es
nuevamente una transformaciéon natural monoidal.

Demostracion. Céalculo inmediato. *

Definicion 1.3.7. Sean C; y Cs categorias monoidales. Se define la categoria monoidal estricta
Fung(C1,C2) donde:

e los objetos son funtores monoidales de C; en Co,
e los morfismos son transformaciones naturales monoidales y

e ¢l producto monoidal es la composicion.

Se denota Endg(C1) = Fung(C1,C1). Andlogamente, se denotan Fung (C1,C2) y Endg (Cy) las
categorias de funtores monoidales unitarios.

Definicion 1.3.8. Una equivalencia monoidal entre dos categorias monoidales C1,Cs es un fun-
tor monoidal (F,(,¢) : C1 — Cy tal que existe otro funtor monoidal (F’,{',¢') : Co — Cy e
isomorfismos naturales monoidales 6y : F o F' — Id¢,, 02 : F' o F — Id ¢,. Si existe tal funtor se
dice que C1 y Co son monoidalmente equivalentes.

Proposicion 1.3.9. [28] Toda categoria monoidal es monoidalmente equivalente a una categoria
monoidal esquelética. *

1.3.1. Categorias monoidales rigidas

Definicién 1.3.10. Sea (C,®,a,r,[,1) una categoria monoidal y X un objeto de C. Un dual a
derecha de X es un objeto X* munido de morfismos

evy : X'®X =1, coevy :1— XQX*¥,
llamados ewvaluacion y coevaluacidn, respectivamente, tales que las composiciones

coevx ®1d

1=t
X 210X (XoX")eX 4 Xo(X*0X) —

id xQevy

X®l1 5 X,
1 : B
Xt e AEON, xeg(xpx ) S (X0 X)eX" —

evx®id 1®X* Ix* X*

son las identidades. Analogamente, un dual a izquierda de X es un objeto *X munido de mor-
fismos

evy : XX — 1, coevy 11— *X®X,
tal que las composiciones

-1

X X xe1 1980, xorxex) L (Xe X)9X —s
evx®1d 1®X lX X7
e 1 | *
ox L, qgrx cox@ld ey e X st X (X et X) A980, s g X, vy

son las identidades.

Definicion 1.3.11. Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto posee duales a derecha
v a izquierda.
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Ejemplos de categorias monoidales rigidas

e La categorfa vect de espacios vectoriales de dimension finita es rigida.

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita. Entonces *V = V* = Homy(V, k) y los
morfismos de evaluacidon y coevaluacion son:

ev(fov) = f(v), coev(l)= Z v; QU

=1

para todo f € V* v € V. Aqui (v;)", es base de V y (v%)™_ es su base dual en V*.

Si V y W son espacios vectoriales de dimengsion finita y f : V — W es una transformacion
lineas, se define f*: W* — V* como f*(p)(v) = p(f(v)), parap € W* v € V.

La categorfa Vecty no es rigida.

e Si A es una k-algebra semisimple, la categoria gqm4 de A-bimédulos de dimension finita es
rigida.

e Si C es una categoria Abeliana (k-lineal), la categoria de endofuntores exactos (k-lineales)
es rigida. Los funtores adjuntos son los duales.

e La categoria TY (A, x,7) es rigida. El dual a derecha de un objeto a € A es a* = a~!. Los
morfismos de evaluacién y coevaluacion son las identidades

idy:1—a®a*, id7:a"®a — 1.
El dual a derecha de m es m* = m. Los morfismos de evaluacion y coevaluaciéon son
t:1—=mem*, ev,:m'eom —1,

donde ¢ es la inclusiéon canénica y ev,, = 7 'p, donde p : m*®m — 1 es la proyeccion
canonica.

e La categoria C(G,w) es una categoria monoidal rigida: si V € C(G,w), entonces V* =

Homy (V, k) es el espacio vectorial dual con G-graduacion (V*), = (V;-1)*. La evaluacion
y coevaluacion estan determinadas de la siguiente manera: si h,g € G, f € (V)" ,v € V}
entonces

0 sih#g?

evy (fov) = IR .
w(g,g7",9) sih=g
coevy (1) = Z Z v ff,
geG 1

donde (f7), (vY) son bases duales de V.
e Sean k un cuerpo y G un grupo. La categoria rep(G) de representaciones de dimension

finita de G es rigida: sea V' una representaciéon de dimension finita de G, la representacion
dual V* es el espacio vectorial dual con G-acciéon dada por

pv+(g9) = pv(g~")* g € G.
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e Si H es un algebra de Hopf con antipoda invertible (ver , entonces la categoria rep(H)
de H-modulos a izquierda de dimension finita es rigida. Para cada objeto X € rep(H), el
dual a derecha X* es el espacio dual usual de X, con la acciéon de H dada por:

px+(a) = px(S(a))”,a € H,

y los morfismos de evaluacién y coevaluacion usuales de la categoria vecty. El dual a
izquierda *X es el espacio dual usual de X, con la acciéon de H dada por:

px(a) = px(S~'(a)",a € H,

y los morfismos de evaluaciéon y coevaluacion usuales de la categoria vect .

1.3.2. El centro de categorias monoidales

Definiciéon 1.3.12. Sea C una categoria monoidal estricta. El centro de C es la categoria Z(C)
que consiste de objetos (V,c_y) donde V es un objeto de C y cxy : X®V — V®X es una
familia de isomorfismos naturales tales que para todo X,Y € C

CXQY,V = (CX7v®id y)(id X®CY,V)~ (1.3.13)

Si (V,e—yv), (W,c_w) son objetos de Z(C) un morfismo f : (V,c_y) = (W,c_w) es un mor-
fismo f:V — W en C tal que para todo X € C

(f@idx)ex v = cxw(id x®f).
Teorema 1.3.14. Sea (C,®,a,r,[,1) una categoria monoidal estricta.
(1). SiC es Abeliana (k-lineal) entonces Z(C) es Abeliana (k-lineal).

(11). El Z(C) es una categoria monoidal con unidad (1,{_or_), y si (V,c_y), (W,c_w) son
objetos de Z(C) el producto tensorial es

(Vie )W) = (VEW,c_ vaw), (1.3.15)
donde cx vew = (idy®@cx,w)(cx,v®idw), para todo X € C.

Demostracion. Se dard sélo la demostracion de la segunda parte.
Veamos que el funtor dado por (1.3.15)) estd bien definido. Debemos demostrar que se satisface

(1.3.13]), es decir, que se verifica

CXQY, VW = (CX,V®W®id y)(id X®CY,V®W>a

para todo X,Y € C.
Se tiene que cxgy,vew s igual a

= (ldv®cxey,w)(cxoy,y®id w)

= (id V®CX7w®id y) (id y®id X®CY,W) (CX7v®id y ®id W) (id X®Cy7v®id W)
= (id V®CX7w®id y) (C)(,\/@id w®id y) (id x®id V®Cy7w) (id X®Cy7v®id W)
= (

cx,vew®idy)(id x@cy,yvew ).

La primera y la cuarta igualdad se deben a la definicién de c_ ygw, la segunda igualdad se debe
a ([1.3.13), y la tercera se debe a la naturalidad de ®. ®
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1.4. Categorias tensoriales finitas
En la presente seccion se define categoria tensorial finita y se dan algunos ejemplos.

Definicién 1.4.1. e Una categoria multitensorial finita sobre k es una categoria Abeliana,
k-lineal finita, monoidal rigida tal que todos los funtores y transformaciones naturales
involucrados son k-lineales.

e Una categoria tensorial finita sobre k es una categoria multitensorial finita sobre k tal que
el objeto unidad es simple.

e Una categoria multifusion es una categoria multitensorial finita semisimple. Cuando el
objeto unidad es simple se dice que es una categoria de fusidn.

Definicién 1.4.2. Si C,D son categorias (multi)tensoriales finitas, un funtor tensorial es un
funtor monoidal F' : C — D k-lineal.

Definicion 1.4.3. Una subcategorio tensorial finita de una categoria tensorial finita C =
(C,®,a,r,1,1) es una subcategoria Abeliana, cerrada por el producto monoidal y que contie-
ne al 1.

Ejemplos de categorias tensoriales finitas

e Sean k un cuerpo y G un grupo, entonces rep(G) es una categoria tensorial finita. Méas
en general, la categoria de representaciones de dimensiéon finita de un algebra de Hopf de
dimension finita (ver |5.1)) es una categoria tensorial finita. Ver [7].

e Si G un grupo finito y w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado, entonces la categoria
C(G,w) es una categoria tensorial finita.

1.5. Representaciones de categorias tensoriales finitas

Siguiendo con la idea de un diccionario entre la Teoria de categorias y el dlgebra ordinaria,
la nocion de categoria tensorial categorifica la nocion de anillo. De la misma manera, la nocion
de representacion o categoria mddulo categorifica la nocién de modulo sobre un anillo.

En esta secciéon se define categoria modulo y categoria bimodulo. Ademas, se introduce la
nocién de centro relativo de categorias bimédulo y la nocién de producto tensorial balanceado
de categorias modulo.

1.5.1. Categorias médulo y categorias bimédulo

Sea (C,®,a,r,l,1) una categoria tensorial finita sobre k. A partir de ahora todos los funtores
seran k-lineales.

Definicion 1.5.1. Un C-mddulo a izquierda, una representacion o izquierda de C o una categoria
mddulo a izquierda sobre C, es una coleccion M = (M, ®, m, 1) donde

e M es una categoria Abeliana k-lineal;

e ® es un funtor exacto y k-lineal en cada variable ® : C x M — M;
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o {mxym: (X®Y)OM — X(Y®M) : X, Y € CCM e M}, y {lp : 1M — M : M €
M} son isomorfismos naturales tales que para todo X,Y,Z €Cy M € M

mxy zgm Mxey,zm = (d x®@my,z m) mx yezm (axy,z@id i), (1.5.2)
(id x®Iar)mx1,m = rx®id ar.

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

(X®Y)® 2)®

(X® (Y ®2)0 (X ® Y)&(ZBM)

lmX,Y@)Z,IM mX,Y,Z@]Wl

d@my, 7z, m

XB((Y @ Z2)aM) - Xe(Y®(ZeM))

mx.1,y

(X ®1)&M L X®(18M)

X®M,

para todo X, Y, Ze€Cy M € M.

El funtor ® : C x M — M se llama la accion de C en M.
Anélogamente se define M = (M, ®, m,r) C-mddulo a derecha.

Definiciéon 1.5.3. Sean M y N dos C-modulos a izquierda. Un funtor de C-mddulos entre M
y N es un par F = (F,c¢), donde F : M — N es un funtor y cx @ F(X@M) - XQF (M) es
una familia de isomorfismos naturales tales que

mxy,rm)Cxey,M = (d x®cy,m)ex ygu F(mxy,m), (1.5.4)

lpanyerm = F(ly),
para todo X,Y € C y para todo M € M.

Definicién 1.5.5. Sean (F,c), (G,d) : M — N dos funtores de C-mo6dulos. Una transformacion
natural de C-mdodulos es una transformaciéon natural 6 : F' — G tal que el siguiente diagrama
conmuta para todo X € C,M € M,

0—
F(XeM) =2 G(XaM)

CX,]MJ{ ldx,]\/[

XBF(M) ——— XBG(M).
id x®0a
Decimos que los funtores (F,c) y (G,d) son equivalentes como funtores de C-mddulos, y se
denota (F,c) ~ (G, d), si existe un isomorfismo natural 6 : F' — G que es de C-médulos.

Proposicion 1.5.6. Sean (F,c) : M; = My y (G,d) : My — M3 funtores de C-modulos.
La composicion de ellos es un funtor de C-mo6dulos dado por: (G o F,b) : My — Mg, donde
bx m = dX,F(M)G(CX,M)a para todo X € C,M € M;.
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Demostracion. Hay que probar las siguientes igualdades:
mx.y,cor(M) © Axey,F() © Glexay,m) = (1.5.7)

(id x®dy,r(ar)) © (Id x®G(ev,m)) © dx prysmy © Glex yam) © (G o F(mx,y,m)),

laory © d1,p(ary © Gler,m) = G o F(lar). (1.5.8)
Por ser d isomorfismo natural se tiene que
(id x®G(cv,m)) © dX,F(Y@M) = dX,Y@F(JV[) o G(id x®cy,m).

Luego, el lado derecho de es igual a:

(id x®dy,r(nr)) © dx yaron) © Glid x®cy,m) 0 Glex yau) © (G o F(mx,y,m)).
Ahora,
(id X@dY,F(M)) o dx,Y@F(M) o G(id x®cy,m) o G(CX,Y@M) o(GoF(mxym)) =
(id x®dy,r(ar)) © dx yaron) © G((d x®cy,m) 0 cx ygn © F(mx,v,m)).
Por ser F funtor de moédulos se tiene que
(id x®dy, () © dx yaron) © G((Ad x®cy,m) 0 ex yga © F(mx,y,m)) =

(id x®dy,r(nr)) © dx yaron) © Gmx y,rur) © cxey,m) =
(id x®@dy,r(r)) © dx yaron) © Gmxy,ran) © Glexey,m)-
Se usa a continuacién el hecho de que G es funtor de médulos, y se obtiene:

(id x®dy,r(ar)) © dx yaran © G(mxy,ron) © Glexey,m) =

mx.y,cor(m) © dx,v,r(v) © Glexey,m)-

Lo que concluye la prueba de la ecuacion [1.5.7]
Notar que, por ser F' funtor de méodulos se tiene que

G(ZF(M)) 9) G(CI,M) =Go F(ZM)

Pero G también es funtor de médulos, entonces

G(lpn) o Gler,m) = lgor() © da,r(ary © Gler,m).

Luego
laory © d1,p(ary © Glerm) = G o F(lu),
que es la ecuacion [1.5.8 %

Lema 1.5.9. La composicién horizontal y vertical de transformaciones naturales de C-mo6dulos
es nuevamente una transformacion natural de C-modulos.

Demostracion. Céalculo inmediato. *®

Definicién 1.5.10. Los C-mo6dulos M, N se dicen equivalentes si existen funtores (F,c) : M —
N, (G,d) : N = M de C-mo6dulos tales que (F,c)o (G,d) ~1d,(G,d) o (F,c) ~1d.
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Definicion 1.5.11. Una categoria modulo a izquierda M sobre C se dice exacta si para todo
objeto proyectivo P € C y para todo M € M, el objeto PRM € M es proyectivo.

Notacion 1.5.12. Sean M y N dos C-modulos, se denota por Fung (M, N) a la categoria cuyos
objetos son los funtores de C-modulos de M a N y las flechas son las transformaciones naturales
de C-modulos. La composicion de la categoria es la dada en la Proposicion [1.5.6]

Definicién 1.5.13. Sean C y D categorias tensoriales finitas. Un (C, D)-bimddulo, o una categoria
bimddulo sobre C y D es una categoria M tal que :

e M= (M,®,m,l) es un C-mo6dulo a izquierda;
e M= (M,®,n,r) es un D-moédulo a derecha;

e existe una familia de isomorfismos naturales bx a7z : (XQM)RZ — XQR(M&®Z) (relacion
de asociatividad media), tal que los diagramas:

(XY)eM)®
W W
(Xe(YoM))® (XRY)(M®Z)
le,Y®M,Z Mxy,M®2 l
_ - _ idx @by M I _
XB(YEM)TZ) e XB(YB(MEZ))
y
RMW®Z))

ZW W
XB(MEW)RZ) (XOM)B(W @ Z)
TbX,J\/I(@W,Z NXQM,W,Z i
_ _ _ bx. pw®id _ . _
(XB(MEW))BZ e (XBM)BW)BZ

conmutan para todo X, Y € C, ZW €Dy M € M.
n (C,C)-bimodulo se dice C-bimoédulo.

Definicion 1.5.14. Un bimoédulo se dice ezacto si es exacto como médulo a derecha y como
moédulo a izquierda.

Definicion 1.5.15. Sean (M, ®,m,[,b) y (N, ®,n,r, ) dos (C,D)-bimodulos. Un funtor de
bimoédulos F : M — N es un funtor de C-modulos a izquierda (F,s) y de D-moédulos a derecha
(F,t) tal que el siguiente diagrama conmuta:

txsM _ _
F(XaM)®Y) —2Y s F(X@M)RY
F(bX,M,Y)i \LSX,M@)id Y
F(X®(M®Y)) (X®F(M))QY
SX,M®Yi le,F(A{),Y
— — id x®tary — —
XRF(M®Y) X®(F(M)®Y)
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Definicion 1.5.16. Sea M un C-médulo a izquierda, entonces MO°P denota al C-médulo a
derecha sobre la categoria Abeliana opuesta con accion

MOP % C — M (M, X) — X*BM,

v asociatividad

op _
My xy = My X* M,

para todo X,Y € C,M € M. Analogamente para modulos a derecha (usando los duales a
izquierda).

Notacién 1.5.17. Si M es un C-bimédulo, se denota por M a la categoria Abeliana opuesta
con las estructuras de C-moédulo a izquierda y derecha dadas anteriormente.

1.5.2. El centro relativo de categorias bimédulo

Definicion 1.5.18. Sea C una categoria tensorial finita y M un C-bimédulo. El centro relativo
de M es la categoria Z¢(M) de funtores de C-bimédulos de C a M.

Explicitamente, un objeto de Z¢(M) es un par (M, ), donde M es un objeto de M y
v={yx : XM = M®X }xec
es una familia de isomorfismos naturales tal que
X © b)_(,lM,y °Yy = bﬁx,y ° VXY © b)_(,ly’M, (1.5.19)
donde bx pry : (X@M)RY = X®(M®Y) es la asociatividad media de M.

Notar que si F': C — M es un funtor de C-bimédulos, entonces se identifica a F' con el objeto
de M dado por F (1) = M. El isomorfismo vy proviene de

X®M ~ XGF(1) 2 F(X®1) 2 F(1oX) = F(1)8X = MBX.

Observacion 1.5.20. La categoria Z¢(M) es una categoria Abeliana y posee una estructura
natural de Z(C)-moédulo. Notar ademas que Z¢(C) = Z(C).

Sea D = (D,®,a,r,l,1) una categoria tensorial finita y C una subcategoria tensorial finita
de D. Luego, D es un C-bimédulo y Z¢(D) es una categoria monoidal con producto dado por: si
(V,y) vy (V',4) son objetos de Z¢(D), entonces

Vi e (V',y)=VaeV,7),
donde x : X@(V o V') = (Ve VI®X, X €C, es la siguiente composicion:

-1

a / d /
XoVaV)— _(xev)e Vv 22NV vex)e V!
’Yxi - o i“v,x,v'
(Vo V)eX —""  ye(VeX) <X Ve(XaV).

El objeto unidad de Z¢(D) es (1,id).
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1.5.3. Producto tensorial balanceado de categorias médulo

Sean C una categoria tensorial finita, M = (M, ®,m,r) un C-modulo a derecha y N' =
(N, ®,n,l) un C-modulo a izquierda.

Definicion 1.5.21. Sean A una categoria Abeliana k-lineal y F : M x N — A un bifuntor
k-lineal en cada variable y exacto a derecha en cada variable. Decimos que F' es un funtor
C-balanceado si existe una familia de isomorfismos naturales

buxn: F(M®X,N)= F(M,X®N),

tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

F(M®(X®Y),

‘W WN)
F(M,(X®Y)®N) F(M®X)®Y,N)
TF(id be?n;(}y,N) vaI@X.,Y,Nl

by, = _ _
F(M,X®(Y®N)) LETEN F(M®X,Y&N)
y
_ b _
F(M®1,N) et F(M,1®N)
F(m mn)
F(M,N)

para todo M € M, N € N, X,Y € C. Se denota al funtor C-balanceado por (F,b).

Definicion 1.5.22. Sean (F,b), (G,p) : MxN — A funtores C-balanceados, una transformacion
natural C-balanceada es una transformaciéon natural v : F' — G tal que

Vp X®N © byv,x,N = PM,X,N © VMeX,N>
para M € M,N e N', X €(C.

Definicion 1.5.23. El producto tensorial de M y N es una categoria Abeliana k-lineal M X N
junto con un funtor C-balanceado

&c:/\/lx./\/’—%/\/lﬁc/\/'

tal que para toda categoria Abeliana k-lineal A el funtor K induce una equivalencia entre la
categorfa de funtores C-balanceados de M x N a A y la categoria de funtores k-lineales exactos
a derecha de M X N a A.

Teorema 1.5.24. [I7, Theorem 3.20] Si M y N son categorias finitas, entonces el producto ten-
sorial M XN existe y es una categoria Abeliana k-lineal finita. M4s atin, existe una equivalencia
de categorias Abelianas

MKRe N« Fune (M, N);
con M el C-modulo dado en *
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Sea (F, &) : C — C una autoequivalencia tensorial. Denotamos por M* al C-médulo a derecha
cuya categoria Abeliana k-lineal subyacente es M y la accién a derecha dada por:

XM = F(X)®M, (1.5.25)
con asociatividad
ml yar(Exy ®id p),

para X,Y € C, M € M. Anéalogamente se define A/

Lema 1.5.26. Sean (F,&) : C — C una autoequivalencia tensorial, A un &lgebra en C (ver [7,
Definition 7.8.1]) y N un C-moédulo a izquierda. Sean (G, p) : C — C un funtory u: Go F — id ¢,
« :ide — F o G isomorfismos naturales.

(1). Existe una equivalencia de C-moédulos a izquierda C¥ Ko N = G N
(11). Existe una equivalencia de C-médulos a izquierda ¥'Cy & Caa)-
Demostracion. (1). Sea H : CF' x N'— YN el funtor C-balanceado dado por
H(X,N) = G(X)&N

con

bxyn: HX ®F(Y),N) =~ H(X,Y®N)

definido de la siguiente manera
o . —. 1
bx,y,N = ngx),yn © [(id ax) ® py)@id Nl o (pxy) ™,

para X,Y € C,N € N. Luego existe un funtor aditivo k-lineal exacto a derecha H :
CF'Re N = ON tal que H(X K N) = G(X)®&N, para X € C,N € N. La estructura de
funtor de C-modulos a izquierda de H estd dada de la siguiente manera: fijamos Y € C,
tomamos los funtores C-balanceados

L:CFXN—>GN,

L(X,N)=G(Y ® X)®N.

T:cF XN—>GN,
T(X,N)=GY)®(G(X)®N).

Tenemos el isomorfismo natural C-balanceado puy : L — T, py = n(p~'®id ). Este iso-
morfismo natural induce un isomorfismo natural entre los funtores Mg (L) =¥e(#v) Ko (T).

Los isomorfismos naturales X (uy) nos dan la estructura de C-modulos a izquierda de H.

(11). Sea X € Cg(a), con accion A : X ® G(A) — X. Luego F'(X) € C4 con accion F()) o
Ex.a(a) © (id p(x) ® aa). Entonces el funtor F|CG(A) : Caa)y — F(CA) esta bien definido y es
de C-modulos a izquierda con §. Andlogamente el funtor Glrc,) F(Ca) = Cg(a) también

estd bien definido y es de C-mddulos a izquierda.
*®
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1.6. Categorias tensoriales finitas G-graduadas

Finalmente, se introducen las categorias tensoriales finitas G-graduadas.

Definicion 1.6.1. Sea G un grupo finito y D una categoria tensorial finita. Una G-graduacion
(fiel) en D es una descomposicion D = @4eCy, donde C4 son subcategorias Abelianas plenas de
D tales que

e C, # 0 para todo g € G;
e ®:Cy xCp, — Cyy, para todo g,h € G.
La categoria D se dice que es una G-extension graduada de C = C;.
Observacion 1.6.2. En las condiciones de la definicién anterior:
e C es una subcategoria tensorial finita de D y cada C4 es un C-bimédulo exacto.
e 5i M es un C-moédulo a izquierda, X € C4, M € M. El funtor Ex s : CZ — M dado por
ExuY)=(YoX)2M,

para cada Y € Cy, es un funtor de C-moédulos.

Y el funtor
P :CyXe M — Fune(Cy, M), ®(X K M) = Ex 1,

es una equivalencia de C-modulos.

Ejemplos de categorias tensoriales finitas G-graduadas

e Si G es un grupo finito y w € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado, la categoria C(G,w) es
una categoria tensorial finita G-graduada con graduacion dada por:

C(G7 CU) = @QGGC(Ga W)ga
donde C(G,w)y = vecty, para todo g € G.

e La categoria de Tambara-Yamagami TY (A, x,7T) es una categoria Zo-graduada con gra-
duaciéon dada por:

TY(A7 X5 T) = TY(Aa X 7)6 @ TY(A7 X T)T7

donde TY (A, x, T)g es la subcategoria de fusion plena generada por los elementos invertibles
a€ A,y TY(A, x, 7)1 es la subcategoria Abeliana plena generada por m.



42

CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES FINITAS



Capitulo 2

G-Categorias

En este capitulo se presenta la nocién de accién de un grupo sobre una categoria monoidal,
se define la correspondiente categoria equivariante y se prueba un teorema de coherencia para
dicha acciéon. Los resultados de este capitulo corresponden al trabajo [14] de César Galindo.

A lo largo de este capitulo se usara la siguiente definicién de funtor monoidal equivalente a
la dada en el Capitulo

Definicion 2.0.1. Dadas dos categorias monoidales C1, Co, un funtor monoidal entre ellas es
una terna F' = (F, Fy, Fy), donde:

e I':(Cy — Cy es un funtor;

o IH(X,Y): F(X®Y) = F(X)RF(Y), es una familia de isomorfismos naturales para todo
XY €(q;

e [h: F(1) — 1 es un isomorfismo;

tales que se satisfacen los correspondientes axiomas.

2.1. Accién de un grupo sobre una categoria monoidal

En esta seccién se define G-categoria monoidal y G-categoria monoidal unitaria. Se prueba
que toda G-categoria monoidal es equivalente a una G-categoria monoidal unitaria.

Recordemos la siguiente categoria monoidal.

Definicion 2.1.1. Sea G un grupo finito. Se denota por G a la categoria monoidal cuyos objetos
son los elementos del grupo G, las flechas son las identidades y el producto monoidal es el
producto del grupo G.

Definiciéon 2.1.2. Sea G un grupo finito. Una G-categoria monoidal es un par (¢,C), donde C
es una categoria monoidal y ¢ : G — Endg(C) es un funtor monoidal.
Si (¢,C) es una G-categoria monoidal, se dice que G actia sobre C.

Observacion 2.1.3. Con la definicion de funtor monoidal dada en el Capitulo 1, una accién de
G sobre C consiste en:

e autoequivalencias tensoriales (g, £9) : C — C, para cada g € G;

43
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e un isomorfismo natural monoidal ¢ : Id¢ — (1)s;
e isomorfismos naturales monoidales v p, : g« © he — (gh)«;

tales que para todo X €C, g,h, f € G

Wgh,£)x Wgn) f(x) = Wonp)x 9 ((Vn,f) x), (2.1.4)

(V9,1) x9+(Cx) =1d g, (x) = (V1,9) x Cgu(x)- (2.1.5)

Notar que 1(g) = g«.

Definicion 2.1.6. Las G-categorias monoidales (¢, C) y (¢/,C) se dicen fuertemente G-equivalentes
si 1 y ¢/ son funtores monoidalmente equivalentes.

Definicién 2.1.7. Una G-categoria monoidal (1,C) se dice unitaria si ¢ : G — Endg (C) y 1 es
un funtor unitario.

Proposicion 2.1.8. Toda G-categoria monoidal (¢,C) es fuertemente G-equivalente a una G-
categoria monoidal unitaria (¢”,C).

Demostracion. Sean C v D categorias monoidales.

Afirmacion 1: sea F' € Fung(C, D), existe I € Funf (C, D) tal que F'y F’ son monoidalmente
equivalentes.

Afirmacion 2: sea (p,p2,p0) : G — Endg(C) funtor monoidal, existe (o', ph,p) : G —
Endy, (C) funtor monoidal tal que p y p’ son monoidalmente equivalentes.

Para probar la proposicion basta probar las afirmaciones pues, tenemos ¢ : G — Endg(C)
funtor monoidal. Por Afirmacién 2 existe ¢’ : G — Endg(C) funtor monoidal tal que ¢ y
Y son monoidalmente equivalentes. Por Afirmacién 1 (para C = G y D = Endg(C)) existe
Y" : G — Endg (C) funtor monoidal unitario tal que ¢’ y " son monoidalmente equivalentes.
Luego ¢ y 9" son monoidalmente equivalentes.

Sea (F, Fy, Fy) € Fung(C, D), se define el funtor monoidal unitario (F’, F3) € Fung (C, D) de
la siguiente manera:
F(X) si X #1¢
F'(X)=
1p st X =1¢.

Sea f: X — Y una flecha en C

F(f) sio X #1e,Y #1¢

F(f)o Fy! si X =1¢,Y #1¢
F'(f) =

Fyo F(f) st X #1e,Y =1¢

FooF(f)oFyt si X =1¢,Y =1¢.
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( Fy(X,Y) si X#£10,Y #1, XY # 1¢

B(X,Y)oFy' si X#1c,Y #16,XQY =1

Fy(X,Y) ={ id pxy si X #10,Y = 1c.
ldF(y) st X = 1C>Y ;é 1C-
id1, St X =1.Y = 1,.

Y el isomorfismo natural monoidal o : FF — F’:
idpx) si X#1¢
Fy si X =1¢.
Veamos que o es transformacion natural, es decir si f : X — Y una flecha en C, entonces
F'(f)oo(X)=0c(Y)oF(f). (2.1.9)
Si X # 1¢,Y # 1¢, la ecuacion queda
F(f)oid pxy =id peyy o F(f),
que claramente se satisface. Si f: 1 — Y, con Y # 1, la ecuacion queda
F(f)o Fy' o Fy =id pyy o F(f),
que es cierta. Si f: X — 1, con X # 1, la ecuacion 2.1.9] es
Foo F(f)oid pxy = Foo F(f),
la cual vale. Por ultimo, si f : 1 — 1, la ecuacion queda
Fyo F(f)o Fy ' o Fy = Fyo F(f),

que si se satisface.

Sea (p, p2,p0) : G = Endg(C) funtor monoidal. Se define (o', ph, p) : G — Endg (C) de la
siguiente manera: si g € Gy py € Endg(C), por Afirmacion 1 existe (py)" € Endg (C) tal que p,
y (pg)" son monoidalmente equivalentes via el isomorfismo monoidal o,4. Se define

Plg = (pg),-

po(X) si X #1c

Po(X) =
id 1, st X =1¢.
p2(gvh)(X) st X#]-Caph(X)?élC
(g, h)(X) =4 (pgloop2(g. h)(X) si X # 1¢, pp(X) = 1c.
idlc st X = lc.

Los funtores p y p’ son monoidalmente equivalentes via el isomorfismo natural o : p — p/,
o(g) = o4, para g € G. ®
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2.2. La categoria equivariante

A continuacion se introduce la categoria equivariante. Luego, se prueba que dos acciones
equivalentes sobre una misma categoria inducen equivariantizaciones equivalentes.

Definiciéon 2.2.1. Sea (¢,C) una G-categoria. Se define la categoria equivariante o la equiva-
riantizacion de C como la categoria C& donde:

e un objeto en C% es un par (X,u), con X € Obj(C) y u = {uy : ¥(9)(X) = X}sec una
familia de isomorfismos en C tal que el siguiente diagrama conmuta para todo g,h € G

P(g) (@A) (X)) L2 yg)(x)
l¢>(97h)(X)1 ugl
P(gh)(X) —2 X,

donde ¢(g,h) : ¥(gh) — ¥(g) o 1 (h) es el isomorfismo que define la estructura monoidal
de v;

e un morfismo f : (X,u) — (X',u/) en C% es un morfismo f: X — X’ en C tal que

U; © f = w(g)(f) o uga
para todo g € G.

En términos de la Observacion un objeto en C¢ es un par (X,s), donde X € C es un
objeto de C y los s4 : g«(X) — X son isomorfismos en C tales que

S1 = idx, Sgh © (Vg,h)X =840 g*(sh), (2.2.2)

para todo g,h € G. Un morfismo f : (V,s) — (W,t) entre objetos de C%, (V,s) y (W,t), es un
morfismo f:V — W en C tal que fos, =t,0 g«(f), para todo g € G.

Proposicion 2.2.3. Sean (¢,C) y (¢,C) G-categorias monoidales fuertemente G-equivalentes,
entonces las correspondientes categorias equivariantes son monoidalmente equivalentes.

Demostracion. Sea o : 1) — ¢ un isomorfismo natural monoidal.

Llamamos D a la equivariantizacion de (1,C) y £ a la equivariantizacion de (¢,C). Se define
(F, Fy, Fy) : € — D de la siguiente manera: un objeto de £ es un par (X, Ly), con Ly : ¢g(X) = X
isomorfismo tal que

Lgo¢g(Ln) = Lgn o by (2.2.4)

Tomamos F((X, Ly)) = (X, Ly o 04(X)), para ver que esta bien definido hay que probar:

Ly 0 0g(X) 0thg(Lp 0 0p(X)) = Lgh 0 agn(X) 093 .

Ahora, como o es monoidal se tiene que

Ug(¢h(X)) oY(op(X))orhy = g0 Ugh(X)-

Luego
Lgp 0 ogn(X) 0 %_1 = Lgn o (¢2)"'o 0g(Pn(X)) o (on(X)).

Por (2.2.4)) se sigue que

Lgn © (¢2)~" 0 0g(¢n(X)) 0 ¥(0n(X)) = Ly © dg(Ln) 0 0g(¢n(X)) 0 v (on(X)).
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Por otro lado, como o, es natural se tiene que

¢g(Ln) 0 04(Pn(X)) = 04(X) 0 1hy(Ln).

Luego
Ly o ¢g(Ln) 0 0g(dn(X)) 0 P(on(X)) = Lg 0 04(X) 0 ¢g(Lp) o P(on(X)) =
Lgo0y(X)oy(Lyoopn(X)).
Sea f: (X, Lg) — (Y, L)) una flecha en &, entonces se cumple que
folLy= L’g o ¢g(f)-
Tomamos F(f) = f, para ver que esté bien definida hay que probar la siguiente igualdad

foLgooy(X)= L/g o ay(y) o ve(f),

la cual es cierta por ser o4 natural.
Notar que el objeto unidad en & es (1, (¢g)o). Se define

Fo: (1, (¢g)0 o Ug(l)) — (1, (%)0) =id1.
La flecha Fy es un morfismo en D pues o4 es monoidal, es decir

(¢g)o 0 ag(1) = (¥g)o-

Por altimo se define

FQ((X7 L9)7 (Y’ L;)) = idX@Yu

que estd bien definido por ser o, monoidal, es decir

[0g(X) @ 0g(Y)] 0 (¥g)2 = (dg)2004(X ®Y).

Notar que F' es fiel, pleno y denso, luego es una equivalencia de categorias monoidales.

2.3. Ejemplos de accién y equivariantizaciéon

Accion sobre C(G,w)

El siguiente ejemplo de accion y equivariantizacion se puede ver en [31].
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Sean G un grupo finito y w € Z3(G,k*) un 3-cociclo. Recordar del capitulo anterior la

categoria monoidal C(G,w) (ver [L.3).
Para g1, 92,9 € G, se definen:

e El 2-cociclo Q, : G x G — k* dado por

w(g9197 ', 99297, 9)w(g, g1, 92)
w(ggr97t, 9, 92)

9(91,92) =

e El mapa v(g1,92) : G — k* dado por

w(g1, 92, 9)w(9192995 *97 ts g1, g2)
(91, 92)(9) = _% . .
w(g1, 92995 > 92)
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Sige Gy V =@cq Vi € C(G,w), sea el objeto IV € C(G,w) tal que IV = V' como espacio
vectorial y con G-graduacion dada por (V) = Vi, para cada h € G.
Se definen las autoequivalencias monoidales (g«, &9) : C(G,w) — C(G,w) donde:

e g.:C(G,w) = C(G,w) y g«(V) =9V, g.(f) = f, para V objeto de C(G,w) y f morfismo
en C(G,w);

® 5(g],V U RIV — g(U ® V)7 g[%ﬂ/(“’ ® U) - Q!I(h’a h/>71u ® v,

para todo h,h’ € G, y para todos los vectores homogéneos u € Uy, v € Vj,.
Se definen también los isomorfismos naturales monoidales vy, : g« © hy — (gh), como:

Won)v : 9("V) = IV, (vgn)v (v) = (g, h) (@),
para todo vector homogéneo v € V. x € G.

Las autoequivalencias monoidales y los isomorfismos naturales monoidales arriba presentados
definen una accion de G sobre C(G,w). Y la categoria equivariante C(G,w)® es equivalente a la
categoria de representaciones de dimension finita del doble de Drinfeld torcido D“G (definido en
el Apéndice [5.2)). Ver [30, Lemma 6.3].

Accién sobre un algebra de Hopf

Sean G un grupo finito y H un &lgebra de Hopf de dimension finita (ver . Para cada
g,h € G sean

e g, : H — H isomorfismos de algebras de Hopf,
e 0,1 elemento tipo grupo de H,

tales que para todo a € H y para todo g, h, f € G

Og.nhx(g+(a)) = (gh)«(a)0g n, (2.3.1)
Lo=idn, Ognsfe(Ogn) ="0gnrnys,
0,0 =1=01,. (2.3.2)

Para cada g € G se define

Fy:rep(H) —rep(H), Fy(M)= M.

La accion de H en Fy(M) esta dada por a>m = g.(a) - m, para todo a € H,m € M. Notar que
F, es monoidal por ser g, morfismo de algebras de Hopf. Ademas, se define para todo g,h € G,
M erep(H), me M

Ygh : Fgo Fp — Fgp, (VQJZ)M(m) = bg,n - m.

Los morfismos (v4,1) M, para M € rep(H), son de H-modulos por la ecuacion [2.3.1} Las transfor-
maciones naturales 7y, son monoidales pues los 0,5 son elementos tipo grupo de H. Y debido
a que se cumplen las ecuaciones , se tiene una accion del grupo G sobre la categoria rep(H).

Observacion 2.3.3. El espacio vectorial HRgkG es un algebra de Hopf con:

e Producto:
(a®g)(b®h) = 04 phy(a)bRgh,

para todo a,b € H,g,h € G.
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e Coproducto:
Ala® g) = (aq) ® g) ® (a@z) ® g),

para todo a € H,g € G.

e Antipoda:
-1

Sla®g)=5(a)eg,
para todo a € H,g € G.
Proposicion 2.3.4. Vale la siguiente equivalencia de categorias monoidales

(rep(H))% ~ rep(HogkG).

Demostracion. Sean ® : (rep(H))® — rep(H®kG), ¥ : rep(HRykG) — (rep(H))Y los funtores
monoidales definidos de la siguiente manera. Para cada (X, s) € (rep(H))%, M € rep(H®kG)
se define

O(X,s) =X, U(M)=(M,r).

Donde la accién de HRgkG en X esta dada por (a®g) - ¢ = sg(a - z). Para todo g € G, los
morfismos ry : M — M se definen como r4(m) = (1®g) - m. &

En particular, si se considera la accion trivial de un grupo finito G sobre la categoria vect i
(esto es F, =1d y 7,4 = id para todo g, h € G), entonces (vect )% ~ rep(G).
2.4. Coherencia para la accién de un grupo sobre una categoria

En esta seccion se define la nocion de G-categoria estricta y se presenta un resultado de [14],
el cual establece que toda G-categoria es equivalente a una G-categoria estricta.

Como consecuencia de la Proposicion 2.1.8] a partir de ahora se supone que todas las G-
categorias monoidales son G-categorias monoidales unitarias.

Explicitamente, una G-categoria monoidal consiste en:
e funtores g, : C — C, para cada g € G;
e isomorfismos naturales ¢(g, h) : (gh)« — g« o hy, para cada par g,h € G,
e isomorfismos naturales ¥9(X,Y) : g.(X®Y) — ¢.(X)®g.(Y), para todo X,Y € Obj(C);
tales que:
(1), g.(1) =1,
(). ¥9(X,1) =¢9(1,X) =id x,
(1), e, =Ide,

(IV)' ¢(evg) = d)(gve) = Idg*a



50 CAPITULO 2. G-CATEGORIAS

para todo g € Gy X € Obj(C). Y para todo g,h,k € Gy X,Y,Z € Obj(C) los siguientes
diagramas conmutan:

(ghk).(X) —2DE (gh) k. (X) (24.1)

l¢(g,hk)(X) i(b g,h)(k« (X))
«(¢(h,k) (X))
g (hE) (X)) 500 g bk (X)

9x(XRY)Rg.(Z) (2.4.2)
9(X)®9:(Y)®9:(Z)

9:he (X ®Y) (X ) @guha (V)

I(XQY,Z

idﬂ(X,Y@Z)
id Y®UI (Y, Z
0. (X)@g.(Yez) 20

(2.4.3)

T¢(97h)X®Y T¢(97h)x®¢>(97h)y
(gh)«(X®Y) (gh)«(X)®(gh)«(Y).

Definicion 2.4.4. Una G-categoria se dice estricta si ¥9 y ¢(g, h) son las identidades para todo
g,h € G.

Definicion 2.4.5. Sean C y D G-categorias monoidales, un G-funtor monoidal de C a D es un
par F' = (F,~) donde:

e [':C — D es un funtor monoidal,

P9 (X,Y)

e ¥(g):gioF — Fog, g €G es una familia de isomorfismos naturales monoidales tal que
v(e) =1Id p, y para todo X € Obj(C), g,h € G el siguiente diagrama conmuta:

ge(F(ha(X))) (2.4.6)
m)) 'Y(g)h*(X)
T‘ls(gvh)F(X) TF(éf’(g,h)X)
(gh).(F(X)) o) F((gh).(X)).

Se dice que (F,7) es una equivalencia de G-categorias monoidales si el funtor F' es una equi-
valencia de categorias. En tal caso se dice que C y D son G-categorias monoidales G-equivalentes.

Observacion 2.4.7. Dos G-categorias monoidales son fuertemente G-equivalentes si y sélo si
son G-equivalentes.

Definiciéon 2.4.8. Sean (F,v),(L,v) : C — D dos G-funtores monoidales, una transformacion
natural monoidal ¢ : F' — L se dice transformacion natural monoidal de G-categorias si para
todo X € Obj(C) y g € G el siguiente diagrama conmuta:

F(g(X)) —22 L(g.(X)) (2.4.9)
TV(Q)X Tv(g)x
gx(ex)
g.(F(X)) L(L(X)).




2.4. COHERENCIA PARA LA ACCION DE UN GRUPO SOBRE UNA CATEGORIA ol

Sea G un grupo y C una G-categoria monoidal. Se define la categoria C(G) de la siguiente
manera:

e Un objeto es un par (L, n), con {Ly}4cc una familia de objetos de C, y

n={ngn : 9«(Ln) = Lgn}gnecc

es una familia de isomorfismos tal que para todo g € G, 1,y = Id 1, y para todo g, h, k € G
el siguiente diagrama conmuta

Tgh,k

(gh)«(Lx)
¢(gzh)Lki

Lynk (2.4.10)

Tng,hk
g5 (Nh,k)

Gxhs (L) ————— g«(Lnx).

e Un morfismo de (L,7n) a (T, x) es una familia de morfismos

f=Afg: Ly = Ty}gea,

tal que para todo g, h € G el siguiente diagrama conmuta

94(Ln) —"— Ly (2.4.11)
g*(fh)i ifgh
gx (Th) Xooh Tgh~

e La composicion de f: (L,n) — (L',n') con 1 : (L',n') — (L",n") esta dada por
1f ={lgfg}gec-

Proposicion 2.4.12. [14, Proposition 4.2] La categoria C(G) es una categoria monoidal estricta
con producto tensorial dado por:

e Producto tensorial de objetos: (L,n)®(L',n') = (LL',nn'), donde (LL') = Ly®Ly, y
(nm' ), €s la siguiente composicion

() g,n
9«(Lp®Ly) S Lgh®Liqh (2.4.13)
1/’%\ %My,h
9+ (Ln)®gx(L},)-
e Producto tensorial de morfismos: f®l = {f;®lg}gec-
e Objeto unidad: (1,id 1), donde 1, = 1, para todo g € G. *®

Demostracion. La buena definicion del producto tensorial sobre objetos se debe a que el diagrama

2.4.10| conmuta para esto es:
1 b 7777/a
(nn/)gh,k = Ng,hk © g*((ﬁﬂl)h,kW(g, h)Lk®L;€a

para todo g, h, k € G. Lo cual es consecuencia del diagrama y de que Y9 es un isomorfismo
natural monoidal.
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Veamos ahora la buena definicién del producto tensorial sobre morfismos. Sean f : (L,n) —
(T,x) yl: (L) — (T',x") morfismos en C(G). Debemos ver que se satisface lo siguiente

(fon @ lgn o () gn) = (XX )g,n © 9+ (1 © In). (2.4.14)

Pero la ecuacién [2.4.14] es consecuencia de la igualdad

(g« (fr) ® g« (ln)) 0 9 (Lp, Ly,) = 9 (T, Tp) © gu(fn @ ln),

que se satisface por ser 19 transformacion natural monoidal.
Finalmente, es inmediato de la definicion que (1,id 1) es objeto unidad. Y es calculo directo
probar que el producto tensorial es estrictamente asociativo. *

Teorema 2.4.15. [14) Theorem 4.3] Sea C una G-categoria monoidal.
(1). La categoria monoidal C(G) es una G-categoria monoidal estricta.
(11). Las categorias C y C(G) son G-equivalentes.

Demostracion. (1). Se define la accién sobre objetos: g.(L,n) = (gL, gn), donde

(gL)h = th7 (gn)$,y = Nz,yg>
para todo g, h,z,y € G.

Se define la accion sobre morfismos: g«(f)n = fng, para todo g,h € G.

(11). El funtor
Ue:C(G)—=C

(L,n) = Le
= fe

con isomorfismos naturales

7(9>(L,77) = Tg,e * g*(Ue(Lﬂ?)) — Ue(g*(L;n))v

es una equivalencia de G-categorias.

&

Observacion 2.4.16. Si (F,y) : C — D es un G-funtor monoidal, se define el G-funtor
(F,7)(G) : C(G) — D(G) de la siguiente manera: si (L,n) € C(GQ), entonces F'(L) = {F(Lg)}gea
y F(ngn) ove, + 9«(F(Lp)) — g«(F(Ly)), para todo g,h € G.



Capitulo 3

2-Categorias

En el presente capitulo se desarrollan los conceptos bésicos de la Teorfa de 2-categorias
(ver [2I] y [22]). Dadas las 2-categorfas B y B’, para cada pseudofuntor H : B — B’ se define
la categoria monoidal Z(#) de transformaciones pseudonaturales n : H — H. Cuando H es
el pseudofuntor identidad, Z(H) se denomina el centro de la 2-categoria B, el cual generaliza
el centro de categorias monoidales. Finalmente, se prueba que si H : pMod — ¢ Mod es el
pseudofuntor de olvido, donde D = @4caCy es una categoria tensorial G-graduada, entonces
Z(H) es monoidalmente equivalente al centro relativo de D.

3.1. Nociones basicas de 2-categorias

Una categorfa consiste en objetos conectados por morfismos. Sucede que en algunos casos
los morfismos también pueden ser conectados de alguna forma. Por ejemplo, en la categoria
cuyos objetos son las categorias pequenas y los morfismos los funtores, estos tltimos pueden ser
conectados por transformaciones naturales. Asimismo, en la categoria de espacios topologicos las
funciones continuas pueden ser conectadas por homotopias. Esta observacién motiva la definicién
de 2-categoria, donde ademads de objetos y morfismos se tienen “morfismos entre morfismos”.

Las 2-categorfas fueron introducidas en el aio 1965 en un trabajo sobre categorias enrique-
cidas de Charles Ehresmann [6].

A continuacion se da la definicién de 2-categoria, se exponen algunas propiedades que satis-
facen y se listan ejemplos.

Definicion 3.1.1. Una 2-categoria B consiste en:
e una clase de objetos o 0-celdas Obj (B);

e para cada par de 0-celdas A, B, una categoria B(A, B) (llamada hom-categoria), los objetos
de B(A, B) se llaman 1-celdas y los morfismos 2-celdas;

e para cada 0O-celda A, una 1-celda I4 € B(A, A);
e para A, B, C 0-celdas, un funtor
oMB.C B(B,C) x B(A,B) = B(A,C),

estrictamente asociativo y unitario.

La composicion de las categorias B(A, B) se denota como la yuxtaposicion, y se llama la
composicion vertical de la 2-categoria.

23
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Para simplificar notacién, en algunos momentos se denota al funtor o8¢

lo llama la composicién horizontal de la 2-categoria.

s6lo por o, y se

Figura 3.1: Diagrama en una 2-categoria: los puntos representan las 0-celdas, las flechas simples
las 1-celdas y las flechas dobles las 2-celdas.

Si se quitan las condiciones de que la asociatividad y unitariedad de la composicién horizontal
sean estrictas, lo que se obtiene es una bicategoria. Este concepto mas general que el de 2-categoria
fue presentado en un trabajo de Jean Bénabou en el ano 1967 [2].

Notacion 3.1.2. La 2-categoria B°P denota la 2-categoria que se obtiene de la 2-categoria B
invirtiendo las 1-celdas.

Notacion 3.1.3. Si A, B son O-celdas y X,Y € B(A, B) son 1-celdas, una 2-celda v de X a YV
se denota como a: X =Y.

Definicién 3.1.4. Sean B una 2-categoria, A, B 0O-celdas en By X,Y € B(A, B).

e Se dice que X es equivalente a Y, y se denota X ~ Y, si existen 2-celdas a: X = Y, :
Y = X, tales que

aﬂ:idy, Ba:idx.

e Las 0-celdas A, B se dicen equivalentes, y se denota A ~ B, si existen 1-celdas X € B(A, B),
Y € B(B, A) tales que
XoY ~1Ig YoX~I4

En tal caso, se dice que las 1-celdas X e Y son equivalencias o 1-equivalencias. Si ademas
vale que
XoY =1Ip, YoX=Iy4,

se dice que X e Y son isomorfismos.
Definicion 3.1.5. Sean B, B’ 2-categorias, un pseudofuntor (F,«, ) : B — B’ consiste en:
e una asignacion F' : Obj (B) — Obj (B');
e para cada par de O-celdas A, B un funtor Fu g : B(A, B) — B'(F(A), F(B));

e para cada terna de O-celdas A, B, C isomorfismos naturales

B(B,C) x B(A, B) > B(A,C)

FxFi o iF

B'(F(B), F(C)) x B'(F(A), F(B)) - B'(F(A), F(C)),
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F(A),F(B),F B,C

(C)(FB,C X FA,B) — FA7CoA’ 7
ba: Ipcay = Faala),

QA BC - ©

tales que
axoy,z(axy oid p(z)) = ax yoz(id p(x) 0 ay,z),

¢poidpxy=aizx, idpx)oda=axiy,,
para toda terna de 1-celdas X,Y, Z.

Notar que se suprimieron los subindices de las transformaciones «,¢. Si X € B(B,C), Y
B(A, B) se denota (a4 p,c)x,y simplemente por ay y, lo mismo para ¢. Si X € B(A, B) es una
1-celda o una 2-celda, se denota F4 g(X) sélo por F(X), para simplificar notacion.

Un pseudofuntor se dice unitario si F(I4) = Ir(4) para toda O-celda A y los isomorfismos
¢4 son las identidades.

Un pseudofuntor se dice 2-funtor si los isomorfismos a son las identidades.
Definiciéon 3.1.6. Sean B, B’ 2-categorias.

e Un pseudofuntor (F,«, @) : B — B’ se dice biesencialmente suryectivo si para toda 0-celda
B en B, existe una 0-celda A en B tal que F(A) ~ B.

e Un pseudofuntor (F, «, ¢) : B — B’ se dice localmente esencialmente suryectivo si para todo
par de O-celdas A, B en B, el funtor Fu p : B(A,B) — B'(F(A),F(B)) es esencialmente
suryectivo.

e Un pseudofuntor (F,a, ¢) : B — B’ se dice localmente fiel si para todo par de O-celdas A, B
en B, el funtor Fy g : B(A, B) — B'(F(A), F(B)) es fiel.

e Un pseudofuntor (F,«a, ) : B — B’ se dice localmente pleno si para todo par de 0-celdas
A, B en B, el funtor Fy p: B(A,B) — B'(F(A), F(B)) es pleno.

e Un pseudofuntor (F,a, @) : B — B’ se dice localmente fielmente pleno si para todo par de
0-celdas A, B en B, el funtor Fu g : B(A, B) — B'(F(A), F(B)) es fiel y pleno.

Definicion 3.1.7. Sean B, B’ 2-categorias y (F,«, ¢),(G,d/,¢") : B — B’ pseudofuntores, una
transformacion pseudonatural (x,X°) : (F, o, ¢) — (G,a’, @) consiste en:

e para cada A € Obj (B) una 1-celda x4 € B'(F(A), G(A));
e para cada A, B € Obj(B) y cada 1-celda X € B(A, B) un isomorfismo natural

Xx 1 XB o Fap(X) = Gap(X)oxY,

F(a) 2L pBy
x%l x%
G(4) 5 GI(B),

tal que para toda O-celda A y toda 1-celda X € B(B,C),Y € B(A, B)
(a/X,Y oid X(},)(ld G(X) @) XY)(XX oid F(X)) = XXOY(id X% o OéX7Y>,

X1, (id o 0 da) = ¢y oid o .
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Observacion 3.1.8. Sea (x, x") : F — G una transformaciéon pseudonatural. Como el morfismo
Xx es natural, se tiene que, para cada par de l-celdas X,Y € B(A, B) y cualquier 2-celda
v: X =Y el siguiente diagrama conmuta:

X%OFA,B(X) X—X> GA7B(X)OX?4
id g 070 | [cweid (3.1.9)
X% oFap(Y) T Gap(Y)o X?4-

Definiciéon 3.1.10. Sean (x, x), (0,0°) : F — G transformaciones pseudonaturales, una modi-
ficacion w : (x,x°) — (0,0°) es una coleccion de 2-celdas w4 : x4 = 09 tal que

(id g(x) owa)xx = Ox(wp 0 id F(x)), (3.1.11)
para cada par de 0-celdas A, B y cada l-celda X € B(A, B). Es decir, el siguiente diagrama

conmuta

X 0 F(X) == G(X) o x4

wBOidF(X)\L lidmx) ow A
0% o F(X) —2- G(X) 0 69,

Se denota a la modificacién por w : xy = 6.

e Una modificacion w se dice invertible si existe otra modificacién w tal que wawyg = id y
wawyg = id, para todo A € Obj (B).

e Dados los pseudofuntores F,G : B — B, se denota por Pseu-Nat(F,G) a la categoria
cuyos objetos son las transformaciones pseudonaturales de F' a G y los morfismos son las
modificaciones.

Definicion 3.1.12. Se dice que dos transformaciones pseudonaturales (n,7°), (o,0°) son equi-
valentes, y se denota (1,1°) ~ (0,0°), si existe una modificacion invertible ~ : (n,7°) — (o, 0?).

Composiciéon de pseudofuntores

Sean B;, i = 1,2, 3 tres 2-categorias, (F,a, ¢) : By — Ba, (F',d/,¢') : B — B3 pseudofunto-
res. La composicion de los pseudofuntores se denota por F' o ' y se define como el pseudofuntor
(F' o F,3,v) : By — Bs, donde para cada par de 0-celdas A, B

(F'o F)(A) = F'(F(4)),
(F'oF)ap:Bi(A,B) = Bs(F'(F(A)), F'(F(B)))
(F/ OF)A7B - F},?(A),F(B) O FA,B
Para cada X € B1(B,C),Y € Bi(A, B)
Va Ipircay = Froaypoy(Faala))s  Ya = Fpay poay(04)8pa)-

(Bapco)xy: (F'oF)pce(X)o (F' oF)ap(Y) = (F oF)ac(X oY),

(Ba,B,0)xy = Fray rio)(@a,8,0) Xy )N (@pa).r(B).F(0)) F(X),F(Y)-
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Composicién horizontal de transformaciones pseudonaturales

Sean B;, i = 1,2 dos 2-categorias, F; : By — Ba, i = 1,2, 3 pseudofuntores y (o, 0%) : Fy — Fb,
(0,6°) : F, — F3 transformaciones pseudonaturales. La composicion horizontal (1,7°) = (6,6°)0
(0,0%) : Fi — F3 es la transformacion pseudonatural definida por

4 =0%00Y%, 7x=(0x oidg%)(ide% oox),
para cada 0-celdas A, B y cada l-celda X € B;(A4, B).

Definicién 3.1.13. Sean F' : B — B’ y G : B — B’ pseudofuntores. Se dice que una transfor-
macion pseudonatural (6,6°) : F — G es una equivalencia si existe una transformacion pseudo-
natural (6',0°) : G — F tal que (0,0%) 0 (¢/,0°) ~idg y (6/,0) 0 (0,60°) ~ id . En tal caso, se
dice que F' y G son pseudofuntores equivalentes y se denota F' ~ G.

Composicion horizontal de modificaciones

Sean B y B’ 2-categorias, Fy, Fp, F3 : B — B’ pseudofuntores, y (o, "), (7,5% : [} — F,
(0,6°),(0,6°) : F» — F3 transformaciones pseudonaturales. Sean también v : (0,0°) — (5,5°)
v ¢ (6,60 = (6,6 modificaciones. La composicion horizontal de las modificaciones se define
como v o7 : (6,0%) o (c,0°) — (0,0°) o (5,5°), donde

(Y oy)a =4 074,

para toda 0-celda A en B.

Composiciéon vertical de modificaciones

Sean By B’ 2-categorias, Fy, I : B — B’ pseudofuntores y (o,0°), (7,79, (0,0°) : I} — Fy
transformaciones pseudonaturales. Sean también v : (0,0°) — (7,7%) y v : (1,7%) — (6,6°)
modificaciones. La composicion vertical de las modificaciones se define como /vy : (o,0%) —
(87 90)7

(Y1) a = Yava,

para toda 0-celda A en B.

Definiciéon 3.1.14. Se dice que las 2-categorias B y B’ son biequivalentes (respectivamente 2-
equivalentes) si existen pseudofuntores (respectivamente 2-funtores) F: B — B y G : B’ — B
tales que Go F ~ Idg, Go F ~ Idg. En tal caso, se dice que F' y G son biequivalencias
(respectivamente 2-equivalencias).

Proposicion 3.1.15. Sean By B’ 2-categorfas y F' : B — B’ un pseudofuntor. Si F' es biesen-
cialmente suryectivo, localmente esencialmente suryectivo y localmente fielmente pleno, entonces
F' es una biequivalencia.

Demostracion. Sigue de|l.1.14 *®

Composiciéon de transformaciones pseudonaturales y 2-funtores

Sean B una 2-categoria y F,G,H : B — B 2-funtores. Si § = (0,6°) : H — G es una
transformacién pseudonatural, se denotan F : FoH - FoGy 0F : HoF — Go F alas
siguientes transformaciones pseudonaturales. Si A, B son 0-celdas y X € B(A, B) es una 1-celda,
entonces

(FO)% = Fu(ayam(02),  (0F)% = 04,
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(FO)x = Frayam)(0x), (00F)x =0p, 5x)-
Si v : o = 0 es una modificacion, las nuevas modificaciones F'vy, yF se definen de forma analoga.

Definicion 3.1.16. Sea B una 2-categoria. Una sub-2-categoria plena de B es una 2-categoria
B’ tal que Obj (B’') C Obj (B) y para cada par de 0-celdas A, B € Obj (B'), B'(A, B) = B(A, B).

Proposicion 3.1.17. Toda 2-categoria (o bicategoria) es biequivalente a una 2-categoria donde
toda 1-celda que es una equivalencia es también un isomorfismo.

Demostracion. Como toda categoria es equivalente a una categoria esquelética, toda bicategoria
B es biequivalente a una bicategoria localmente esquelética B', esto es, cada hom-categoria es
esquelética. Entonces, en B’ toda 1-celda que es una equivalencia es también un isomorfismo. Por
el Lema de Yoneda para bicategorias [36l p.117 |, la incrustaciéon de Yoneda

B — Bicat(B',Cat) : A— B°P(A, ),
es localmente una equivalencia. Luego, B’ es biequivalente a B”, la sub-2-categoria plena de
Bicat(B'°P, Cat) determina por el incrustamiento de Yoneda. Como toda equivalencia en B’ es
un isomorfismo, toda equivalencia en B” es un isomorfismo, y B es biequivalente a B”. *®

Ejemplos de 2-categorias

e La 2-categoria de categorias Cat : las O-celdas son las categorias, las 1-celdas los funtores y
las 2-celdas las transformaciones naturales.

e La 2-categoria unidad T es la 2-categoria con un tnico objeto %, e Z(x,*) es la categoria
unidad.

e Addy es la 2-categoria cuyas 0-celdas son categorias aditivas k-lineales finitas, las 1-celdas
son funtores k-lineales y las 2-celdas son transformaciones naturales k-lineales.

o Aby es la 2-categoria cuyas 0-celdas son las categorias Abelianas k-lineales finitas, las 1-
celdas los funtores k-lineales y las 2-celdas las transformaciones naturales k-lineales.

e Si C es una categoria monoidal estricta, se denota por C a la 2-categoria con un tunica
0-celda * y C(x,*) = C. La composicion esta dada por el producto tensorial de C.

e Sea C una categoria tensorial finita, se denota por ¢Mod a la 2-categoria cuyas 0-celdas son
las categorias C-moédulo a izquierda, y si M, N son categorias C-modulo, cMod (M, N) =
Fune (M, N). De forma andloga se define la 2-categoria Mod ¢ de categorias C-mddulo a
derecha y ¢Mod ¢ la 2-categoria de categorias C-modulo a izquierda exactas.

3.2. 2-Categorias monoidales

En esta seccién se define 2-categoria monoidal y homomorfismo monoidal débil. Ademés, se
introduce la modificacién de comparacién, la cual serd de gran utilidad en las secciones siguientes.

Sean las 2-categorias By B'. Se define la 2-categoria 2Cat (B, B’) donde:
e (-celdas: pseudofuntores de B a B';

e 1-celdas: transformaciones pseudonaturales;

e 2-celdas: modificaciones.

Notacion 3.2.1. A la 2-categoria 2Cat (B, Addy) se la denota Rep(B) y se la llama la 2-categoria
de representaciones de B.
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Para las 2-categorias B, B’ y B” se define el pseudofuntor producto tensorial
® : 2Cat(B',B") x 2Cat(B,B') — 2Cat(B,B")
de la siguiente manera:
e El producto tensorial de pseudofuntores se define como la composicién de pseudofuntores.

e El producto tensorial de transformaciones pseudonaturales se define como

ey plaiy PN
(B 48 B")® (B da_B') = (BlisaB"),
(@X¢") (Fp" ") G'F'

donde

(B®@a)a = Bpia)oGlaa)
Bea)x = (ﬁF/(X) o idG(ag))(ldﬂ ° )\F}(X) aA)(ldﬁ G(aX))(idﬁg,(m o)‘a%,F(X))

F/(B) F/(B)
Proposicion 3.2.2. El producto tensorial de transformaciones pseudonaturales es una
transformacién pseudonatural.

Demostracion. Hay que probar las siguientes igualdades:

()\/)F/(X) Fiy) ©idgo,  oid G(ag))(G,((M/)},ly) oid B2 ° id G(a9)) (Brr (xov) ©id g(a0))0

F/(A)

(idgo oA o )(id g0 o

Frc)  F'(XoY)a ° Glaxoy))(id Bric) ° )\a%f(XoY)) -

BF’(C)

. . . . 1 . .
(id g (x) 0 B vy ©1d oy ) (id arrxy 0id go, 0 Apriyy) o )idarri(x) 0id go, 0 Glay))o

) (Br(x) °1d g(ag) 01d ar(y))(id go

(idG’F’(X)OidB%/( O)\a%’ OA;}(X)’Q%OidGF(Y))O

FI(C)

(id B ° G(ax)oid gry))(id 82,0, © o () 01d croy)(id 80 *1d Gla2) © A;}XLF(Y))O

(idgo, ., oldgg)© Gluxy))-

) ) . ) XX
(G/(w%) o ld B%I(A) e} ld G(a%))(qﬁ%m) (e] ld ’8107/(A) o ld G(a%)) =
(BF’(IA) oid G(a%))(ld ,8?;/ e} )\;”(I )7‘)‘A)(id 6?7’(,4 @) G(OJIA))O

(ldﬁ O)\a%,F(IA))(idB%/( OldG( OG(wA))(ldﬁ%/< OZdG( O¢F(A )

F/(A)

La igualdad Kes consecuencia de:
Relacion 1: « es transformacion pseudonatural

()‘F/(X)OF’(Y),a%)(G((Ml);(,lY) oid G(a%))()‘pll(xoy) 0 )(G(axoy)) =
(Ar(x),P(v)0a0 ) (id GFr(x) © G(OZY))(/\}}(XW%()F(YQO

()‘F/( )oaB,F(Y))(G(aX) oid GF(Y))(A;éOF(X%F(Y))O
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. -1
()‘a%,F(X)oF(Y) ) (ld G(a%)oG(u;(}Y) ) ()\aOC,F(XOY) ) :

Relacion 2: 87 es transformacion natural en 2

Brixey) = (G'((1W)xy) eid g, V(Brxjerx)(idg, o G((1)xy))-

F!(A)

Relacion 3: 5 es transformacion pseudonatural

(G((1)xy) eid g, V(Br(x)ery)(id go © G((1)xy)) =

F/(A) F/(C

(G/(:U’fX,Y) o 1d BO )()\F’(X),F’(Y) O ld B%/(A))(id G’F’(X) O /BF’(Y))O

F1(A)
(Brrx) oidgrn))id go, o Arrx)pv))(id go, o G((1)xy))-

Relacién 4: los axiomas que satisface A

Usando las relaciones correspondientes se prueba la igualdad +. *

e El producto tensorial de modificaciones wy : fa — B4 y W'y : a4 — /4 se define como
(UJ & w/)A = wF/(A) o] G(W‘IA)

Sia:F — F'y :H — H' son transformaciones pseudonaturales entre los pseudofuntores
F,F' € 2Cat(B',B"),H, H' € 2Cat(B,B’), entonces existe una modificacion

F'H
a®id g %/@ﬁ
FH Yea,p F'H'
id y®s @H/
FH'
dada por
(Capl)a = Ozgj : F'(B4) o QO (A) = OUHY(A) © F(Ba). (3.2.3)

Esta modificacién se llama modificacion de comparacion.

Observacion 3.2.4. El producto tensorial es estrictamente asociativo para pseudofuntores, pero
no para transformaciones pseudonaturales. Sin embargo, existe una asociatividad a

(a®B)®y

N

GFH ‘U’aa,ﬁ,’y G/F/H/

~_ 7

a®(BR7)

para transformaciones pseudonaturales o : G — G', 3 : F — F' y v : H — H’, dada por la
siguiente modificacion

(aa,py)A  apray © G(Brray) o GF(va) = aprray © G(Briay o F(va))

donde (aa,8,7)4 = idag, . ©G2(Brr(a), F(74)). Es facil ver que a satisface el Axioma del pen-
tagono.

Definicion 3.2.5. Una 2-categoria monoidal es una 2-categoria B equipada de:
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e una 0-celda distinguida 1 € B;

e para cada O-celda A € B, 2-funtores L, Rg : B — B, tales que L4(B) = Rp(A) para cada
par de O-celdas A, B; y

e para las O-celdas A, A', B,B’ € B y las 1-celdas X € B(A,A"),Y € B(B,B’), 2-celdas

invertibles
Exy i (La)pp(Y) o (Rp)aa(X) = (Rp)aa(X) o (La)pp (Y),

tales que:
(1). L1 =Ry =1ldg: B — B,
(11). para cada par de 0-celdas A, B,
LaoLg=Ly, s, LaoRp=RpoLa, Rp,u —=RpokRa,

(111). para las O-celdas A, A", B,B',C,C’, y las 1l-celdas X € B(A,A"),Y € B(B,B),Z €

B(C,C")

ELav)z =Lalvz), Erpx),z =8x,L5(2) Sx,Ro(v) = Ro(€xy),
(1v). para las 0-celdas A, A’, B, B’ € By las 1-celdas X € B(A, A"),Y € B(B,B’),
(€x' R-(X)):La— La, (§-y,L-(Y)): Rp = Ry,
son transformaciones pseudonaturales.

Lema 3.2.6. Sea B una 2-categoria monoidal. Para cada 0-celda A y cada 1-celda X € B(1,1)
se tiene que &1,y = idr, = &y,1,.

Demostracion. Inmediata. *®

De ahora en adelante se denota La(B) = A®B = Rp(A), para cada par de 0-celdas A, B.
Si A,B,C,D son 0-celdas y X, X" € B(A,B),Y,Y' € B(C,D) son l-celdas, y a : X = X',
B:Y =Y’ son 2-celdas, entonces

X®Y € B(A®C,B®D), XQY =Rp(X)oLa(Y),
a®f: XY = X', a®B = Rp(a)o La(B).
Observacion 3.2.7. La 2-categoria 2Cat(B, B) es una 2-categoria monoidal.

Definicién 3.2.8. Sean B, B’ 2-categorias monoidales. Un homomorfismo monoidal débil es una
coleccion

(‘F7X7W7L7H7€):B_>B/7

donde F : B — B’ es un pseudofuntor equipado con 1-celdas
X5 € B (F(A)©F(B), F(A®B)), € B'(1, F(1)),
para cada par de O-celdas A, B de B, y 2-celdas invertibles

Xxy X g o (F(X)QF(Y)) = F(X®Y) o X% 5,
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para cada par de l-celdas X € B(A, A'),Y € B(B,B'), tal que (x,x") es una transformaciéon
pseudonatural. Para todas las 0-celdas A, B, C, D, existen modificaciones invertibles

WA,B,C * XA®B,C © (Xa,B®IF(c)) = Xa,Boc © (IFra)®XB,C),

KA X140 (1®IFra)) = Ira),
Ca:xaro (Uray®t) = Iray,

tales que
(id e © (id A®KC))wa,c = id e O (C4®id o), (3.2.9)

(id 10 (id A®WB,C,D)) (WA,B®C,D oid 2) (id3 o (wA,Bjc®id D)) =

. . . . _ . 3.2.10
= (WA,B,C(X)D o] (ld A®id p®id X%,D)) (1d4 o §X§’B’X%"D) (wA®B’C7D oid 5) ( )

Aquiid 4 =1id Ira), Para cada 0-celda Ay

idlzidx?& s idQZidA®idX%’C®idD, idg =1id 0

B®C®D XAagB®C,D’

ids = id 0 ids =id,g  ®idc®id p.

XagB,coD’

Observacion 3.2.11. Sean B, B’ 2-categorias monoidales. Existe un homomorfismo monoidal
débil trivial T : B — B'. Para cada par de O-celdas A, B, Y(A) =1,y Yap: B(A,B) = B'(1,1)
es el funtor que manda cada l-celda X € B(A,B) a I, y para cada 2-celda a : X = Y,
Y(a) =id,. En este caso, w, k y ¢ son las identidades.

3.3. El centro de una 2-categoria

A continuacién se define el centro de pseudofuntores y el centro de 2-categorias. Se prueba
que si H : pMod — ¢,Mod es el pseudofuntor de olvido, donde D = @4eCy es una categoria
tensorial G-graduada, entonces el centro de H es monoidalmente equivalente al centro relativo
de D.

Definicion 3.3.1. Sean B,B’ 2-categorias y (H,«) : B — B’ un pseudofuntor unitario. Se
denota por Z(H) = 2Cat(B,B')(H,H) a la categoria de transformaciones pseudonaturales del
pseudofuntor H. Se define el centro de la 2-categoria B, y se denota Z(B), como

Z(B) = Z(1d g).

Observacion 3.3.2. La categoria Z(H) es una categoria monoidal con el producto tensorial
descripto en la seccién anterior.

Explicitamente, los objetos en Z(#) son pares (V, o), donde
V ={V4 € B (H(A),H(A)) 1-celdas, para todo A € B},
o={ox :VeoHap(X) = Hap(X)oVa},
donde, para todo X € B(A, B), ox es un isomorfismo natural tal que
or, =idvy,, (axy oidy,)oxey = (idy(x) 0 oy)(ox oid g y))(id vy 0 axy),

para toda terna de O-celdas A, B,C € B, y todo par de 1-celdas X € B(C,B), Y € B(A,C).
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Si (V,o0), (W, 7) son dos objetos en Z(H), un morfismo f: (V,o) = (W, 7) en Z(H) es una
coleccion de 2-celdas fa: V4 = Wy, A € B tal que

(idy(x) © fa)ox = Tx(fB o id gy (x)),

para toda l-celda X € B(A, B).
El producto monoidal de Z(#) esta dado de la siguiente manera:

Sean (V, o), (W, 1) dos objetos en Z(H). Entonces (V,0)(W, 1) = (V®W, c®7), donde para
cada par de O-celdas A, B € B,y X € B(A, B)

(VeW)a=VaoWs, (0@7)x = (ox oidw,)(id v, o 7x).

Si (V,o),(V',d"),(W,7),(W' ") € Z(H) son objetos,y f: (V,o) = (V',a"), '+ (W, 1), W', 7)
son morfismos en Z(H), entonces fRf : (V,o)a(V',o') = (W,7)0(W’, ') se define como

(fof)a= fao fi,
para toda 0-celda A. La unidad (1,¢) € Z(H) es
1a=14 1x=idx,
para todo par de O-celdas A, B y toda 1-celda X € B(A, B).

Observacion 3.3.3. Sea C una categoria monoidal estricta, entonces Z(C) = Z(C). Luego, el
centro de 2-categorias generaliza el centro de categorias monoidales.

El centro relativo de categorias G-graduadas

Sea D = @yeqCy una categoria tensorial G-graduada, donde C = Cy. El funtor inclusién
C — D induce el pseudofuntor de olvido ‘H : pMod — ¢Mod.

Proposicion 3.3.4. Existe una equivalencia monoidal Z(H) « Z¢(D).

Demostracion. Se define el funtor F : Z¢(D) — Z(H) de la siguiente manera. Para cada (V,~) €
Z¢(D), sea F(V,v) = (WY, 7). Donde, para cada M € pMod, W}, : M — M es el funtor de
C-moédulos dado por

WY (M) = VOM.
La estructura de funtor de C-mé6dulos de W/‘\/A estd dada por
exar: WH(XBM) — X@W (M),
donde cx s es la siguiente composicion:

—1
My x, M

_1—-d
WL(XBM) = VB(XBM) Y5 (v ¢ X)ygm X2,

(X V)M

MX,V,M

— 2 X®(VaM) = XoW (M),

para cada X € C, M € M. Luego (W}, c) es un funtor de C-médulos.
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Ahora se define 7: sean M, N € pMod, y (G,d) : M — N un funtor de D-mo6dulos, entonces
T(G,d) WJ\V oG—Go WX,(,
(r(G,a) M : VRG(M) = GVEM), (T(g.a)m = dy s
para cada M € M. Asi, 7 4) es un isomorfismo natural de C-modulos.

Ahora, se define el funtor F en morfismos. Sean (V,~), (V',4') objetos en Z¢(D) y f :
(V,7) = (V',4') una flecha en Z¢(D). Se define F(f) : (WY, 7) — (WY, 7'), de la siguiente
manera. Para cada D-modulo M,

FHm: Wi = Wi, (F(Hmu = [Bid,
para todo M € M.

A continuacion, se define el funtor G : Z(H) — Z¢(D), que sera el inverso de F. Cada objeto
X € C induce un funtor de D-modulos Jx : D =D, Jx(V) =V ® X.

Sea (W,7) un objeto en Z(H). Para cada D-modulo M, Wy : M — M es un funtor
de C-médulos. Lo denotaremos por Wy = (Way, ™). En particular, Wp(1) € D. Se tiene un
isomorfismo natural de C-médulos (tpp)y, : WpolJx = JxoWp. Luego, se tienen isomorfismos

((7p,p)x )1 : Wp(X) = Wp(1) ® X.
Usando que Wp tiene una estructura de C-moédulo, existe un isomorfismo natural
X1 X @ Wp(1) = Wp(X).
Sea v el isomorfismo natural definido por

vx 1 X@Wp(1) = Wp(1)@X, ~vx = ((Tp,p)sy)10cx1-

La transformacion natural v satisface [1.5.19] ya que (7pp)j, es una transformaciéon natural de
C-modulos. Luego (Wp(1),7) € Z¢(D). Entonces, se define G(W, 1) = (Wp(1),7).

Sea f: (W,7) = (W',7') un morfismo en Z(H), entonces (fp)1 es un morfismo en Z¢(D),
ya que fp es una transformacion natural de C-modulos. Sea G(f) = (fp)1. Se sigue que G esta
bien definida y que F y G son inversos. &

Corolario 3.3.5. Z(¢cMod) = Z(C).

Demostracion. Se sigue de la proposiciéon anterior tomando D = C v H : ¢Mod — ¢Mod el
pseudofuntor identidad. ®



Capitulo 4

Accién de un grupo sobre una
2-categoria

A lo largo de este capitulo se presentan los resultados principales de la Tesis, los cuales
corresponden al trabajo [3].

Se describe explicitamente la definicién de accién de un grupo sobre una 2-categoria. Da-
das las 2-categorias B, B’ equipadas con acciones de un grupo G, se define la nocién de G-
pseudofuntor entre ellas. Cuando un G-pseudofuntor es una biequivalencia se dice que B y B’ son
G-biequivalentes. Ademas, se define la nocién de transformacion G-pseudonatural y la nocién de
G-modificacion. Todo ello forma una 2-categoria denotada por 2Cat® (B, B').

La 2-categoria equivariante se define como BE = 2CatG(I, B), donde Z es la 2-categoria
unidad con accién trivial de G.

Se prueba un teorema de coherencia, el cual establece que toda 2-categoria con una accion
de un grupo G es G-biequivalente a otra 2-categoria donde la accién de G es estricta.

Se desarrolla un ejemplo proveniente de las categorias tensoriales graduadas. Si D = ©4eaDy
es una categoria tensorial G-graduada, entonces el grupo G actia sobre la 2-categoria p, Mod
de Di-modulos a izquierda. La correspondiente 2-categoria equivariante (p, Mod Op)G es biequi-
valente a pMod .

Finalmente, se prueba que existe una equivalencia monoidal Z(B%) ~ Z(®)%, donde ® :
BE — B es el pseudofuntor de olvido. Cuando se aplica esta equivalencia a ¢Mod , se recupera
el resultado de [15].

4.1. Acci6én de un grupo sobre una 2-categoria

En la presente seccién se definen: accién de un grupo G sobre una 2-categoria, accién estricta,
G-pseudofuntor, transformaciéon G-pseudonatural y G-modificacion. Al final de la seccién se listan
los ejemplos.

Definicién 4.1.1. Sea G un grupo. Se denota por G a la 2-categorfa que tiene como 0-celdas a
los elementos del grupo G. Y para cada par g,h € G

la categoria unidad si g=nh

g(%h) B {@ si g #h.

La 2-categorfa G es monoidal.

Definicion 4.1.2. Sean G un grupo y B una 2-categoria. Se define una accion de G sobre B
como un homomorfismo monoidal débil (F, x,w,t, k,() : G — 2Cat (B, B).

65
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Explicitamente, una acciéon de G sobre la 2-categoria B consiste en:

e una familia de pseudofuntores F, : B — B, g € G;

e equivalencias pseudonaturales (xg.p, Xg,h) :FyoFy — Fyp, g,h € G
e una equivalencia pseudonatural ¢ : Id g — Fi;

e para cada g, h, f € G modificaciones invertibles
Wo.h,f * Xgh.f © (Xg.n®1d Fy) = Xg s © (id 1, @Xn, 1),
Kg X190 (®idE,) =idF, (4:xg10 (idp,®) =idF,;

tal que para toda O-celda A

Lo a0 Folhp)alwgp)a =10 ), 0 (Co)rpa), (4.1.3)
(ids o (Fy(wn,rk)a)) (wonsnoida) (id o, -, 0 (Wonp)r(a) =

4.14
= ((wg,n,fr)acidy))(ids o (Xg,h)xf}yk) ((wgh, k)4 0ids), ( )

para todo g, h, f,k € G. Donde,

Q(X?L,f)Fk(A)’ 1d3 = 1(X(g)7hfk~)A’ 1d4 = 1F9Fh(X(},k)A’

idg=1 .
gh,,fk)A’ 6 (Xg’h)Fka(A)

En la ecuacion (4.1.4)) se han omitido los isomorfismos de asociatividad de los pseudofuntores F.
En los siguientes diagramas se denota por g al pseudofuntor Fy, la composicién de funtores

como la yuxtaposicién y al producto tensorial de transformaciones pseudonaturales también como
la yuxtaposicién. Diagramdaticamente, tenemos modificaciones

== Xg,h®1? PR

ghf gh f
13®xn fl Ywy n, s Xgh, f

ghf T, ghf,

tales que los siguientes diagramas son iguales para todo g, h, f, k € G,

Xgh,f®1g

gh fk ghf k (4.1.5)
R1+R1+ —
Xg,h / Vg @1 Xg,hf®lz Xghf,k
I 1:® ®15 7 _
GRFE i GRFE Vst k ghfk
B 15®Xhf,k
L@ Lo ) V1gQwh ¢k \ %:
ghfk g hfk

1g®Xh, &
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R Xgh, 1z [
gh Tk it et ghf &
Xg,h®17®1E 1gT®ka Wk
Ywgn, £,k
ghfk Yexgnxsn gh fk o ghfk
1g®15®xr .k %ﬂv M A
gh fk g hfk
ghf 1g®xh, fk ght

En el diagrama anterior se hace uso de la modificacion de comparaciéon ¢ definida en (3.2.3)).

Notaciéon 4.1.6. Si un grupo G acttia sobre una 2-categoria B, se dice que B es una G-2-
categoria, o que existe en B una G-accidn.

Definicion 4.1.7. Se dice que el grupo G actua trivialmente sobre B si el homomorfismo mo-
noidal deébil (F,x,w,t,k,() : G — 2Cat(B,B) es el trivial. Es decir, para todo g,h € G, los
pseudofuntores Fy son las identidades, Xg,n €s la transformacién pseudonatural identidad y todas
las modificaciones son las identidades.

Definicién 4.1.8. Una accion (F,x,w,t,k,¢) : G — 2Cat(B, B) se dice unitaria si Fy es un
pseudofuntor unitario, F1 = Idg, ¢t =id y xg1 =id g, = Xx1,4, kg = id = (, para todo g € G.
Una G-accion unitaria se denota simplemente como (F, x, w).

Definicion 4.1.9. Una accion (F, x,w,,k,¢) : G — 2Cat (B, B) se dice estricta si cada pseu-
dofuntor Fy es un 2-funtor, F, o F}, = Fy,, y las transformaciones pseudonaturales x, 5 y las
modificaciones wg p r son las identidades para todo g, h, f € G.

Como en la Proposicion 2.1.8] se puede suponer que todas las acciones son unitarias. Sean
B, B’ 2-categorias con acciones unitarias del grupo G:

(F,x,w) : G — 2Cat(B,B), (F,X,®) : G — 2Cat(B, B).

Definicion 4.1.10. Un G-pseudofuntor entre By B es una terna (H,~,1II), donde
e H:B— Besun pseudofuntor unitario,
e para cada g € G, equivalencias pseudonaturales v, : H o Fy — ﬁg oH,

e modificaciones invertibles Iy, Vf, g € G

1]?@'\{9

FHg FoH

WW X%ealn
,Hi J—

Wy, foH

g
m /
Hfg
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tales que para todo f,g,h € G

Y1 = idH, Hg,l = ide = Hl,g; (4111)
fGHR 4.1.12
1ivgly fg 17157 ( )
fHgh bzelly fahH

’YfIV %Xg,h 117)2;117{/ \Xf,glﬁq.[

I _ 1 ~—— —~—
Hfgh — uven  fHgh—————=fghH  “en  fghH

1”%7{]0 e BN

Xf.ghln T Xfg,hln
foghH

gh g gn
m %
Hfgh
FgHh
Lyl 19 17159n
=7 _ Xf.919m s
. Jugh oy o1 Fahr
el ~
fy %1y ih \Xﬁg hH
-7 uxpelm -7 Vielw T L7gh 3
HFgh Hfg h fgth fghH
1/ Qw
17.[7% fj &t %X fq.n Wign  —~ X/fgﬁ”lﬂ
Hf gh ’ fghH
M 7%
Hfgh

en 2Cat (B, B). En el diagrama anterior se hace uso de la modificaciéon de comparacion ¢ definida
en (3.2.3).

Definiciéon 4.1.13. Sean (H,,II), (H',~/,1I') dos G-pseudofuntores. Una transformacion G-
pseudonatural es un par (0,{0,}4ec), donde 6 : H — H’ es una transformacion pseudonatural,
y 84 son modificaciones invertibles

Hg gH
0215 16, 1,06
Vg -
H/g 9 ng
tal que para todo g, f € G, la ecuacion
_ = VolF ~n F lgvs ~7 Xo.fln — —~
Hg f gHT ’ gfH— gfH
I=F ~a I F 1575 ~%q 1 eyl
Hg f gH'f 9fH 9/H

Yol7 o Xg.f Loy
g.f
1,H/ngf %
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! gHf - grm’ g fH

7 Xg,f1n
g ¢
1’HXr] f

Hyf

‘U' 9 Xg f o1 ‘Ue(]f
9f
Lyrxg, s — 'Y;f

Hgf

Hg
911l
H'g

~

ng’

se cumple en 2Cat (B, B).

Definicion 4.1.14. Sean (0,{0,}ycc), (0, {04} gec) : (H,7,11) — (H,7,T0) transformaciones
G-pseudonaturales. Una G-modificacion o : (0,{0,}4eq) = (0,{04}4ec) es una modificacion

«a: 6= o tal que
o®1ly <a®1> 001449 1599
H'g

gH'

,Hg Vg g,H
ag®1gi 1500 g2 150
Uo'g
ng ng
g

Definicién 4.1.15. Sean (7—[1,7 Y, (H2, 42, 102), (H3,43,113) G- pseudofuntores,y (0,{b4}gcc) :
(HY, A4 Y — (H2, % 112), (0,{0g}gec) : (H?, 72, 11%) — (H3,~3,113) transformaciones G-
pseudonaturales. La composicién

(07 {JQ}QGG) o (97 {HQ}QGG) = ()0, {pg}QGG)

se define de la siguiente manera. La transformacién pseudonatural p = o o 6. Para cada 0-celda
AeBycadageG

(Pg)A = ((Ug)A oid Q%Q(A)) (id Fy(09) © (%)A))-

Aqui se estd omitiendo la condicién de asociatividad del pseudofuntor Fj. La composicion de
G-modificaciones es la composicion usual de modificaciones.

Definicion 4.1.16. 2CatG(B, g) es la 2-categoria cuyas 0-celdas son los G-pseudofuntores, las
1-celdas son las transformaciones G-pseudonaturales y las 2-celdas son las G-modificaciones.

El siguiente resultado es consecuencia de [16 Corollary 8.3].
Proposicion 4.1.17. 2Cat% (B, B) es una 2-categoria. *®

Definicion 4.1.18. Se dice que las 2-categorias B y B son G-biequivalentes si existe un G-
pseudofuntor H : B — B que es una biequivalencia.
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Lema 4.1.19 (Transporte de estructura). Sea B una 2-categoria con acciéon de G dada por
(F,x,w). Sean H : B — B’ una biequivalencia y

Ly:B =B, vy:HoF,— LyoH
una familia G-indexada de pseudofuntores y equivalencias pseudonaturales, respectivamente.
Entonces, existe en B’ una G-accion (L, x',w’) tal que (H,~,II) : B — B’ es una G-biequivalencia.

Demostracion. Como v, y Xf,g son equivalencias pseudonaturales, se pueden definir Iy, y las
equivalencias pseudonaturales X/ﬁ g " LfoLy — Lyg, f,g € G. El Axioma determina
univocamente las modificaciones w% o El Axioma sigue de los correspondientes axiomas
de la G-accion dada por (F, x,w). El pseudofuntor (H,~,II) : B — B’ es una G-biequivalencia
por construccion. *

Corolario 4.1.20. Toda 2-categoria con una G-accién es G-biequivalente a una 2-categoria
donde G acttia por 2-funtores, esto es, todos los Fy son 2-funtores.

Demostracion. Por el Teorema de coherencia para pseudofuntores, ver [I8], Section 2.3|, toda
bicategoria B es biequivalente a una 2-categoria st(B) tal que todo pseudofuntor F' : st(B) —
st(B) es pseudonaturalmente equivalente a un 2-funtor. Entonces, por el Lema se puede
transportar la accion de B a una accién G-biequivalente en st(B) donde G actua por 2-funtores.

&

Ejemplos de acciones de grupos sobre 2-categorias

e Sean (G un grupo y B una 2-categoria. Existe una accidn trivial de G sobre B dada por las
identidades.

e Sea C una categoria tensorial finita estricta y G un grupo que actia sobre C (ver [2.1.3)),
entonces GG actiia sobre la 2-categoria C:

Se define F,; : C — C el pseudofuntor

Fy(x) =%, (Fg)ex = G,
para todo g € G. Para cada g,h € G, X € C

(Xg,h)* =1, Xgh="Vgh-

Como Xgn, 1o(Xg,n®1d F;) = Xg,hroid 7, @xn, 1) ¥ (Xg,1) x Fy(Cx) = id g, (x) = (X1,9) xCry(X)
podemos elegir wy . r, kg ¥ (g como las identidades.

e Sea GG un grupo finito que actiia sobre una 2-categoria B, entonces G°P actua sobre la
2-categoria Rep(B) (ver [3.2.1)) de la siguiente manera:

Fy : Rep(B) — Rep(B),
Fy((o, UO)) = (o, 0'0) ®id g, .
Sea w € Rep(B), se define ((Xgh)w, ((X;h)w)o) two FyoFy — wo Fpy como
(Xgn)ws (Xgn)w)") = idw ® (Xghs Xg)-

Sean w,w’ € Rep(B), (0,0") : w — W' una transformaciéon pseudonatural y A objeto de B,
se define

w—wokFy,, geG;

(Xgh) (o004 = (00 1,)7

h,g

Luego (X n, Xgh) : Fy o Fp — Fng son equivalencias pseudonaturales. Las modificaciones
invertibles se definen a partir de las modificaciones invertibles de la accién de G sobre B.
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e Sea C una categoria tensorial finita y G un grupo que acttia sobre C (ver [2.1.3), con g,
estricto para todo g € G, entonces G acttia sobre la 2-categoria ¢Mod :

Se definen los pseudofuntores F, : cMod — ¢Mod tales que, para cada C-médulo M,
Fy(M) = M+ Recordar de [1.5.25|la estructura de C-modulo de Fy(M):

XBM = (g).(X)BM,
para cada X € C,M € M. Si M, N son C-médulos y (G,¢) € Fune(M,N), entonces

(Fo)mn(G,c) = (G, cg-1y,(—),—)- Sean (Xg,hvxg,h) : Fy o F, — Fy, las equivalencias
pseudonaturales dadas por

(X0 )M Fg(Fi(M)) = Fyr(M), () ) m = (Id g, 97,

donde

h —
Cgé,M = (Vh717gfl)X®ld M,

para cada X € C, M € M. Notar que los ¢9" satisfacen m pues los v} son transfor-
maciones naturales monoidales. Sea (G, ¢) € Fung(M, ), como ¢ es isomorfismo natural
se tiene que, para g,h € G, X € Cy M € M,

((Vh=1,6-1)x®1d Gan)) © (Cr1)o(g=1). (x),01) = (C((ghy=1).x),01) © (G((Vh-1,g-1) xBld 11));
luego los isomorfismos naturales X, pueden ser las identidades. Como vale se tiene

que Xgh, o (Xq,n®id Ff) = Xg,hro(id £, ®Xn,f), entonces elegimos wg p,, r como las identidades.
Se define ¢ : Id Mod — F de la siguiente manera, para M € ¢(Mod,

Sy = (id ag, ¢RI m);

vale para (®id aq por ser ¢ monoidal. Sea (G, ¢) € Fung (M, N'), como ¢ es isomorfismo
natural se tiene que, para X € C y M € M,

(Cx®id gany) © ex,m = ¢1,(x),m © G(Cx®id pr);
luego ¢ puede tomarse como la identidad. Como para cada g € G se cumple que
X190 (t®idfg,) =idF,, xg10 (dg®) =id g,;

se toman kg y C; también como las identidades.

4.2. Coherencia para la accién de un grupo sobre una 2-categoria
El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1 (Coherencia para la accion de un grupo sobre una 2-categoria). Sea G un grupo.
Toda 2-categoria con accién de G es G-biequivalente a una 2-categoria con accion estricta de G.

Sea B una 2-categoria equipada con una accién unitaria de G, (F,x,w) : G — 2Cat (B, B).
Por Corolario [4.1.20| podemos suponer que Fj, es un 2-funtor, para todo g € G. Primero, se
construird una 2-categoria B[G] con accion estricta de G.
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Los objetos de B[G] son ternas (A,60,«), donde A = {Ay}, es una familia de objetos G-
indexados, 6 = {0y : F4(Ap) — Agn}gnec es una familia G x G-indexada de 1-celdas que son
equivalencias y

(Xg,h,)Af
FyFy(Ay) Fyn(Ay)
Fg(On,r) Yog n s Ogn,
Fy(Any) bons Aghf,

es una familia G x G x G-indexada de 2-celdas que son isomorfismos, tales que
Org=1a,, aipy=id, agiy=id

para todo g, h, f, k, y la ecuacién

X0 _
ot ghf Ay, (4.2.2)
T 1g ®Xh
ghfA U% hik Agh s
1gQ0n 1.k
15®
15%\ v %
GhA A
g Ik L @0nn g Angk
_ Xon.f -
gh | Ay ghf Ay
X27h®1? 1E®9f’k w
Jagn, r.k
gﬁf Hxg, h)efk gh Afk ghfk:
Ogh,fk
) m / Yagn, i %
h A A
g Ik 1L @0n 1r g Anfk

se cumple en B(Fy(Fp,(Fy(Ax)), Aghsr)- Si (A, 0, ) es una O-celda, la 1-celda identidad (4 ¢ q)
se define de la siguiente manera: I 4 9.4) = (/4,,0), donde Iy, =idy,_,, para cada g,h € G.

Si (A,0,a) y (B, p, ) son objetos en B[G], una 1-celda es un par (X,[), donde X = {Xj :
Ay — By} es una familia G-indexada de 1-celdas y

Fy(Xp)
Fy(Ap) ———Fy(By)
Og,h Uy n Pg.h
Agh th7
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es una familia G X G-indexada de 2-celdas que son isomorfismos, tales que para todo f,g,h € G,
l1,y =1dx, y la ecuacion

— Faxn = XJ.q
fg(An) — 52 = T G(By) !

f9(Bn) (4.2.3)

f(%,h)l Uf(lg,n) lfpg,h) UBf,g.h Pfg.h

f(Agh) T(Xom) f(th) 0f.gh Bygn

l
M U figh ngh
f4fgh
- _ faXn) = _ XY _
F 9(An) ———TF §(By) —>— Tg(By)
f(eq ;L)L \U(Xf,g)xh — Pfg,h

. Xf.9

Org,n
M Xigh

se cumple en B(Fy(Fy(Ap)), Brgn). Si (X, 1), (Y,s) son 1-celdas, una 2-celda m : (X,1) = (Y,s)
es una familia G-indexada de 2-celdas m = {my : X, = Y} tal que para todo g, f € G, la
ecuacién

Fg(Xp)
Fy(An) Vg F,(By) (4.2.4)
09,1 m Pgsh
gh
Agh umgh th
Yyn
Fg(Xn)
Fg(Ah) VFy(my,) Fg(Bh)
eg,h FQ(Y}L) Pg.h
Agh 'U'Sg,h th

Yyn
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se cumple en B(F,(Ap), Bgp).

La composicion vertical en cada categoria B[G]((A, 0, «), (B, p,)) se define de la siguiente
manera: sean (X,1), (Y,s),(Z,t) : (A,0,a) — (B, p, 5) 1l-celdas en B[G], y m: (X,l) = (Y,s) y
n:(Y,s) = (Z,t) 2-celdas en B[G], entonces

nm: (X,1) = (Z,1),
nmg = ngmy, g € G.
Definamos ahora la composicién horizontal
o : BIG]((A,0, ), (B, p, 8)) x BIG]((C, k,7), (4,0, a)) = BIGI((C, &,7), (B, p, B))-
Si (A,0,q) y (B, p, ) son 0-celdas, y
(X,1) € B[G]((A,0,a),(B,p, 8)), (Y,s) € BG]((C,k,7), (4,0, a))

son 1-celdas, se define
(X7l) 0 (K 5) = (Z>t)v

donde Z;, = Xgo0Yy, ytyn = (1Xgh o sg,h) (lgﬁ o 1F9(Yh)), para cada g,h € G. La composicion
horizontal de 2-celdas en B[G] es la composicion horizontal de 2-celdas en B.

Lema 4.2.5. B[G] es una 2-categoria con una accién estricta de G.

Demostracion. La prueba de que B[G] es una 2-categoria sigue por calculos directos. Definamos
la accion estricta de G en la 2-categoria B[G]. Para cada g € G se definen los 2-funtores L, :
B|G] — B[G] como sigue. Si (A, 0, «) es una 0-celda, g,z € G, entonces

Ly(A)z = Azg, Lg(0)ay =02yg, Lg()zy>= Qpy g
Si (X,1):(A,0,a) — (B, p, ) es una 1-celda,
Ly(X)e = Xag,  Lg(D)ay = luyg-

Sim: (X,l) = (Y,s) es una 2-celda, entonces Lg(m), = myy, para cada € G. Como los Ly
son 2-funtores tales que Ly o L, = Ly, para todo g,h € G y L. = ldg|g), L definen una accion
estricta de G sobre B[G]. &

Existe un pseudofuntor H : B — B[G] dado por: si A es una 0-celda en B, entonces

H(A) = ({Fy(A)}, (Xg.n) 4> Wo,h ) frg.hecs

si X : A — Besuna l-celda, entonces H(X) = (Fy(X), (xg,n)x); y para cada 2-celdam : X = Y,
H(m)g = Fy(m), donde f,g,h € G. El hecho de que los w sean modificaciones implica que H(X)
es una 1-celda en B[G].

La siguiente proposicién implica inmediatamente el Teorema [4.2.1]

Proposicion 4.2.6. H : B — B[G] es una G-biequivalencia.

Demostracion. Si (A, 0, «) es un objeto en B[G], entonces la 1-equivalencia 6, : H(Ac)y = Ag
y las 2-celdas

0
Xg,h

FgH(Ac)n H(Ae)gn
Fg(eh,e) liag,h,c egh,c
Fy(An) pe Aghs

g,h
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definen una l-equivalencia de H (A1) a A, esto es, H es biesencialmente suryectivo.

Sean Ay B objetos en B,y (X,1) : H(A) — H(B) una l-celda en B[G]|. La 2-celda invertible
lg1 : H(X1)y = X, define una 2-celda invertible de H(X;) a X. Entonces H es localmente
esencialmente suryectivo.

Si X,Y,e B(A,B)y f,f : X = Y tales que H(f) = H(f"). Entonces, H(f)1 = H(f)1,
pero como se estd considerando una accion unitaria, f = H(f)1 = H(f')1 = f/, esto es, H
es localmente fiel. Supongamos que w : H(X) = H(Y) es una 2-celda en B[G], la condiciéon
implica que wy = Fy(m1), entonces w = H(w;). Como H es biesencialmente suryectivo,
localmente esencialmente suryectivo y localmente fielmente pleno, entonces por ‘H es una
biequivalencia.

Para ver que H tiene una estructura de G-pseudofuntor notar que

(HoFy)e = FroFy, (Lg o H)e = Fug,

para cada x,g € G. Entonces, usando la transformaciéon pseudonatural x4 : Fyp o Fy — Fyg, se
define la transformacién pseudonatural

Yg:HolFy— Lyo™H,

como sigue. Para cada 0-celda A € Obj (B) se debe definir una 1-equivalencia 74 : H o F,(A4) —
Ly o H(A) en B[G]. Sea 7Y = (X, 1), donde, para cada z, f,h € G

X = (Xg,g>A7 lf,h = (w]?}%g)A'

El Axioma implica que los I}, satisfacen la condicion . Luego, 721 es una 1l-celda en
B[G]. Para completar la definicion de la equivalencia pseudonatural -4, se deben definir 2-celdas
en B[G]

('Yg)X : 'Y% o HFg(X> = LQH(X) ° %(gh

para cada l-celda X € B(A, B). Sea ((yg)x)x = (Xx,9)x, para cada = € G. El hecho de que

los w sean modificaciones, implica que las 2-celdas ((v4)x), satisfacen (#.2.4). Para definir las
modificaciones

1Lf ®g
L HF, LyLyH
VW K
HEy Fy Hisg LygH
HF}q

se observa que

[(1Lf®'yg) o ('Yf ® 1Fg)]x = Xzf,g © (Xaz,f & 1Fg)7 €, fag € G,

(1% ® xrg) © (Vig)lz = Xa,pg© (LE, @ X1yg), =, f,9 €G.

Luego, se define (Il 4), = wy 14 para todo z,g, f € G.
Como los wy r4 son modificaciones, los II;; son modificaciones para cada g,h € G. La

condicion del diagrama (4.1.12)) es exactamente el diagrama (4.1.5]). &
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4.3. La 2-categoria equivariante

A continuacion se define la 2-categoria equivariante.

Sea G un grupo e Z la 2-categoria unidad con accién trivial de G, y sea B una 2-categoria
con accion de G.

Definicion 4.3.1. La 2-categoria equivariante es BS = ZCatG(I, B). A las 0-celdas, 1-celdas y
2-celdas en BY se las llama 0-celdas, 1-celdas y 2-celdas equivariantes, respectivamente.

Proposicion 4.3.2. Si By B son G-biequivalentes, entonces las 2-categorias BY, BE son bie-
quivalentes.

Demostracion. Inmediato. %

Lema 4.3.3. Existe un 2-funtor de olvido @ : B¢ — B.

Demostracion. Si (H,I1,7) es una O-celda equivariante en B, entonces ®(H,II,v) = H(x). Si
(0,{04}gec) es una 1-celda equivariante, entonces ®(6,{6,}4ec) = 6. En 2-celdas el funtor @ es
la identidad. *

Desempaquetando la definicién de equivariantizaciéon

Supongamos que existe una accién unitaria de G sobre la 2-categoria B tal que todos los
pseudofuntores F son 2-funtores. Esto es posible por el Corolario 4.1.20, La 2-categoria B¢
tiene como 0-celdas ternas (4, {Ug}geq, {I1g.1}g nec), donde:

e A es una 0-celda en B;
e U, son 1-celdas invertibles en B(A, F,(A));

o I} : (XS p)A°Fg(Up)oUy = Ugy, son 2-celdas e isomorfismos en la categoria B(A, Fy,(A))
tales que

Up =14, U1 =idy, =11 4,

Wy gn(id o 14 © Fr(Mgn) 0idu,) (Wrgn)a o id 5, w)pywyv,) =
o . _ (4.3.4)
= pgn(id (0 ) arpyn) © Trg) (o, )40 © (Xrolvw ©id prw,u;)

para todo g, h, f € G. Para recortar notacién, la coleccion (A, {Uy}gec, {Hgn}gneq) se denota
simplemente por (A, U, II).

Dadas las O-celdas equivariantes (A, U, 1), (ﬁ, (7,1:[), una I-celda equivariante es un par
(6,{64}gec) € BY((A,U,T0), (A, U,1I)) donde

o 0 € B(A,A) es una l-celda,

e yparacada g € G, 0,y : Fy(0) o Uy = (79 o 0, son 2-celdas invertibles tales que 61 = idg, y
tal que para cada g, f € G
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(s 2ido) (d o ), @) © 0) (i g .0 © Fol0p) 0idv,) = (4.3.5)
= 0,1 (id 5, (0) © Mg, 5) ((Xg.f)o © id 5, w0, ) -

Si (0,{b4}4ec), (0,{0g}geq) : (A, U, ) — (2{, (7,/7) son 1-celdas equivariantes, una 2-celda equi-
variante o : (0,{0,}4ec) = (0,{04}gcc) es una 2-celda o : § = o tal que para todo g € G

(id 7, ° a)ly = 04(Fy(a) oidy,). (4.3.6)

Sean (A, U, ), (A, U, 1), (A, U, 1) 0-celdas equivariantes, y
(0,0,) : (AU 1) — (A, U, ), (0,04) : (A, U, p) — (A, U, i)

1-celdas equivariantes, entonces la composicion (0,0,) o (0,04) : (A, U, p) — (g, U, ) se define
como (6,0,4) o (0,04) = (0 00,(fo0)y), donde para cada g € G

(0oa)g = (0y0ids)(id g, (9) © 0g)- (4.3.7)

4.4. Acciones provenientes de categorias tensoriales graduadas

Fl objetivo de la presente seccién es desarrollar un ejemplo proveniente de las categorias
tensoriales graduadas.

Supongamos que G es un grupo finito, C una categorfa tensorial finita y D = ©4eaDy una
extension G-graduada de C (D; = C). Supongamos ademés que D es una categoria monoidal
estricta.

Teorema 4.4.1. Existe una acciéon de G sobre la 2-categoria ¢Mod °P. Mas atn, se tienen las
2-equivalencias
(cMod °P)¢ ~ pMod, (¢Mod %)% ~ pMod..

Demostracion. Primero definamos la accion de G sobre 2-categoria B = ¢Mod°P. Para cada
g € G se define el 2-funtor Fy : B — B como sigue. Para cada C-moédulo a izquierda M, sea
Fy(M) = Fune(Dy, M). Notar que, por el Teorema [1.5.24] Fy(M) = Dy Ke M. Si M, N son

C-modulos a izquierda, y R : M — N es un funtor de C-modulos, entonces
Fy(R) : Func(Dy, M) — Fune(Dy,N), F,(R)(H)= Ro H.

Ahora, se define la equivalencia pseudonatural x4 : Fy o Fj, — Fyp, para cada g,h € G. Para
un C-modulo a izquierda M

(Xg.n) M : Fung(Dgn, M) — Fune(Dy, Fune(Dp, M)),

(g m(H)(X)(Y) = H(X®Y),

para cada H € Fung(Dgp, M), X € Cg, Y € Cp,. Se sigue que (Xg n)M es un funtor de C-moédulos
bien definido. Para cada funtor de C-modulos R : M — N se tiene que Fy(F(R)) o (ngh)M =
(X(g) wIN © Fgp(R), por lo tanto, podemos definir

(Xg.n) R : Fy(Fra(R)) o (Xyn)m — (Xon)n © Fgn(R)

como las identidades. Como Xgn r © (Xg,n®1d ;) = Xgns © (id ,®Xn,r), para cada f,g,h € G,
entonces podemos elegir wy p, r como las identidades.
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Se define ahora la biequivalencia ® : BY — pMod . Supongamos que (M, U, II) es una 0-celda
equivariante. Esto quiere decir que se tienen funtores de C-mdédulos

Uy : Fune(Dy, M) — M,
junto con isomorfismos naturales de C-modulos
g p:Ugo Fy(Up) o (XS,h)M — Ugn,
que satisfacen los axiomas requeridos.

Afirmacién 4.4.2. Sean g,h € G. Si X € Cy, Y € Cp,, entonces, existe una familia de isomorfis-
mos naturales de C-mo6dulos

Bxym : Fy(Un) (X)) Mm(Exay.ar)) = Ex v, Gy a):

donde Ex p : CT] — M esta dado por
Exu(Y)=(YeX)®M
(ver [1.6.2).
Prueba de la afirmacion. Si Z € C4, entonces
Ex v,y ) (Z) = ((Z0X)QUn(Ey,n),
Fy(Un) (X ) Mm(Exey,m))(Z) = Un(Exoy,m(Z®-)).

Notar que existen isomorfismos naturales de médulos

Exm(Z®—) ~*"ZR@Ex M, X®FEym ~ Exgy.um.
Juntando estos dos isomorfismos obtenemos que

Exgyvm(Z®—) ~ (*"Z@X)REy ur.
Usando estos isomorfismos y que Uy, es un funtor de C-médulos, se tiene que
Un(Exeym(Z®-)) ~ (*Z2X)U(Ey, i),

que es el isomorfismo deseado. *

Se define (M, U,II) = M como categoria Abeliana. Debemos darle a la categoria M una
estructura de D-modulo. Si X € Cy, M € M sea

XM =Uy(Ex m)-
Hay que definir los isomorfismos de asociatividad
mxym : (XQY)OM — XR(YRM).
Supongamos que X € Cy,Y € Cp,, M € M. Entonces
(XQY)OM = Ugn(Exey.m), XOVOM) = Uy(Ex v, (By,u))-

Asi, se define

MxX,y,M = Ug(ﬁX,Y,M)(Hg,h)Ei@)Y,M-

El Axioma (1.5.2)) es equivalente, en este caso, al Axioma (4.3.4)). Es claro que ® es una biequi-
valencia, y restringido a la categoria de médulos exactos (¢Mod ¢P) nos da la segunda biequiva-
lencia. *®
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Sea G un grupo finito que acttia sobre una categoria tensorial finita C (ver 2.1.3). Podemos
construir la siguiente categoria G-graduada:

C[G] = @gchga

donde C; = C, para todo g € G. Si X € C es un objeto, el objeto en C, se denota [X,g]. El
producto tensorial estd dado por:

[(X,g9]@[Y,h] =X ®g.(Y),gh], X,Y €C,g,h € G.
Para una descripcion detallada de C[G] ver [3§].
Corolario 4.4.3. Existen las 2-equivalencias

(cMod °P)¢ ~ .cMod, (¢Mod®P)% ~ ,cMod...
Demostracion. Por [38, Thm. 4.1], existen las 2-equivalencias
cigMod =~ ccMod, g Mod ¢ ~ ceMod.

Ahora, aplicando el teorema se obtiene que

(¢Mod °P)% ~ cigMod ,  (¢cMod oPYE ~ clgiMod ¢.

Luego, el resultado es inmediato. *

4.5. El centro de la 2-categoria equivariante

En esta seccion se probara el siguiente resultado. Sea G un grupo finito que actiia sobre una
2-categoria B. Recordar el 2-funtor de olvido ® : B — B descripto en el Lema [4.3.3]

Teorema 4.5.1. El grupo G actia sobre Z(®) por autoequivalencias monoidales, y existe una
equivalencia monoidal

Z(BY) ~ z(®)°.
Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.5.2. [I5, Thm. 3.5] Sea D = @®4ccCy una categoria tensorial fielmente graduada,
con C = C;. Existe una acciéon del grupo G sobre el centro relativo Z¢(D) y una equivalencia
monoidal

Z(D) ~ Z¢(D)C.
Demostracion. Sea H : pMod — ¢Mod el pseudofuntor de olvido. Entonces
Z(D) ~ Z(pMod) ~ Z((cMod ?)%) ~ Z(H)¢ ~ Z¢(D)®

La primera equivalencia sigue del Corolario [3.3.5] la segunda del Teorema y la dltima de
la Proposicion [3.3.4] &

Para el resto de la seccion usaremos la notacién introducida en la Seccion B3l Se asumird
que la accion es unitaria y estricta, ver Definiciones Por Proposicion se puede
asumir que toda 1-celda invertible es un isomorfismo. En particular, si (A, U,II) es una 0-celda
equivariante, para cada g € G, la 1-celda Uy es invertible. Luego, se puede elegir una 1-celda Uy
tal que

UgoU, = Ir, 4 Uy oUy = Ia.

Si X,Y son 1-celdas, se denota a veces X oY = XY, para simplificar notacién.
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La accién de un grupo sobre Z(®d)

Para cada g € G, se definen las autoequivalencias tensoriales Ly : Z(®) — Z(®) tales que
éstas definen una accion de G sobre Z(®). Primero, describamos explicitamente los objetos de
Z(®). Un objeto (X,0) € Z(P) consiste en

X ={Xapm € B(A, A) una l-celda, (4, U,II) € Obj (B%)},
o={0@, : X ipi et =00Xuum 2-celdas que son isomorfismos en B},

donde (6,6,) € BE((A,U,1I),(A,U,TI)) es una 1-celda equivariante. Los isomorfismos T(6,0,)
satisfacen (3.3). Si (X,0),(Y,7) € Z(®), un morfismo f : (X,0) — (Y, 7) es una coleccién de
2-celdas en B(A, A)

fawmn : Xaom = Yaumn,

tal que para toda 1-celda equivariante (6, 6,) € BE((A,U,11), (A, U, II))
(idg o fiaum)owe,) = 00, (fasmoide)-

Lema 4.5.3. Sean g,h € G y (A,U,II) una 0-celda equivariante. Existen 2-celdas que son
isomorfismos

€gh A : Ug o Fg(Uy) = Ug,
tales que
€gnAum o llgn =idr,, Igpoesp avm =id Ir, Ay (4.5.4)

€gh,f,(AUT (€90, (A0 014 B 0n) = €gnsaum (idug © Fylen,r,aom)), (4.5.5)

para cada g, h, f € G.

., . -1 . ., .
Demostracion. Sea €gp (a,um) = idyzor,wy) oIl oidyy, . La ecuacion (4.5.5)) sigue de 1

Para cada g € G, se definen los funtores Ly : Z(®) — Z(®), Ly(X,0) = (X9,09). Donde,
para toda 0-celda equivariante (A, U, II)

- U; O FQ(X(A,U,H)> O Ug.

Observacion 4.5.6. Si (A, U, 1I), (g, ﬁ,ﬁ) son 0-celdas equivariantes, se denota X = X4,
X = X(gﬁ’ﬁ). También, se usard la notacion €;n = €4 (A u,m) Y €90 = €4 h (A0, 1) cuando no
genere confusion.

Si (0,6,) € B((A,U,1I), (A,U,II)) es una 1-celda equivariante, entonces
(.60, = (1g; © 09 © lu; r,00,) (1 © Fo(0(06,)) © 10,) (17, 5, ) © 05 )-
Sif:(X,0)— (Y,7) es un morfismo en Z(P), entonces
Lo(f)avm =idu; o Fy(faum) oidy,.
La prueba del siguiente resultado sigue inmediatamente.

Proposicion 4.5.7. Los funtores L, : Z(®) — Z(®) son funtores monoidales bien definidos. %
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Ahora, para cada g, h € G, se definen los isomorfismos naturales monoidales vy, : Lyo Ly, —
Lgp, de la siguiente manera. Sea (X, 0) € Z(H), debemos definir una flecha

(Ugyh>(X,U) :Lgo Lp(X,0) = Lgn(X,0).
Para cada 0-celda equivariante (A, U,II) se define el mapa

((Vgﬁ)(X,o))(A U - U* (Uh) (X(A,U,u))Fg(Uh)Ug — Ugthh(X(A,U,u))U;h’

((Vg,h)(X,U))(A,U#) = €gh 01d p (X4 1) © Hg,he
Proposicion 4.5.8. Para cada g, h, f € G, se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) vgn : Lgo Ly — Lgp, son isomorfismos naturales bien definidos en Z(®).
(i) vgn: Lgo Ly — Lgp son transformaciones naturales monoidales.
(iii) Para cada g,h, f € G y cada (X,0) € Z(®), se satisface la siguiente ecuacion
Vo, ) (x,0) Vgn) L (X,0) = Wanf) (X,0) Lg((Vn,f) (X ,0))- (4.5.9)

Demostracion. (i). Se debe verificar que (vy4)(x,s) Son morfismos en la categoria Z(®), esto es,
la ecuacion

(idgo ((ngh)(xva))(A,U,u)) ((Uh)g)(&@g) - J(gah,eg) (((Vgﬁ)(X,a))(A o, °1d ) (4.5.10)

se satisface para toda 1-celda equivariante (6,6,) € BY((A4,U,1I), (A,U,II)). El lado izquierdo
de (4.5.10)) es igual a

= (idgoegnoidp,x)oTlyn) (id g, 00y 0 idu; ) Fyn(x)Fy ULU,)
(i g, © Fy(0(y,)) idw,) (id g © 0y 0 i, 01 P O R 010,

= (idgoegnoidp,x)oTlyn)(id 0 by 0id)(id ., =y © Fy(0n) 0id )
(id g 1 72) © Fonl00.,)) © 1 rywiyw,) (4 g,y 7y © o0 ) o id v, )
(id g, © 09 ©id vz py (U7 By (X) By 0)U)

= (id ognoid)(id g, ) © (d g g,y © 0) (Fy(0n) 0 id u,) ©id v 1y 07 Py (X)U,,)
(id 5 ) o Fyn(o (9,99)) oidy,,)

(id Ui Fy(U7)Fyn(X) o (id g, (0) © Igp) (Fy(60,1) 0 idy,)(id Fyn(Ty) © 99_1))

= (1d oegpoid)(id 5 s By (012 © (id 7, © 09) (Fy(0n) 0id ) oid)

(id g 7, @72 © Fon(@(0.,)) © i v,) (id © 0, i (g 0idy))

La segunda ecuacion sigue de la definiciéon de 0?9 0,) la cuarta igualdad sigue de (4.3.5)). El

lado derecho de (4.5.10)) es igual a
= (ld [7 ° 9 h ° ld U* gh(X)Ugh) (ld ﬁ;h © gh(o-(e,@g)) © ld Ugh)
(1d - Fon(X) O‘ggh)(fg,hOingh(f() ng,hoidg)
= (€g,h 0 Ogn 0 id U, 1 (X)U,0) (1 U 7y ) © Fon(0(0,0,)) ©1d 1)
(s 1, w3 %) © g (g 2ido)).

Se sigue de la Ecuacion (| - que ambos lados son iguales.
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(ii). Sean (X, 0), (Y, 7) objetos en Z(®). Como los funtores L, son estrictos, quiere decir que
Ly((X,0)®(Y, 7)) = Lg(X,0)®Ly(Y, T), se debe probar que

(Vgn) (xX,0)a(v,r) = (Vo) (X,0)@(Vg.h) (X,0)- (4.5.11)

Sea (A,U,II) una 0-celda equivariante. El lado izquierdo de (4.5.11)) evaluado en (A, U,II) es
igual a

€g,n ©id Fon(X(a,umy) © Iy o€gpoid Fon(Ya,umy) © Iy p-

El lado derecho de (4.5.11)) evaluado en (A, U,II) es igual a
€g,h 0 1d Fon(X(a,umoYa,um) © g -

Se sigue de (4.5.4)) que ambos lados son iguales.

(iii). Sea (A, U, II) una 0-celda equivariante. Los lados izquierdo y derecho de (4.5.9)) evaluados
en (A,U,1I) son iguales a

= (egn.s ©id 5, (x) © gn.r) (€g.n 0 id £, xU) © Tg,n)

= egh,f(€gn 0id b)) ©1d gy (x) © Ugn, £ (id £, 0y) © Tlg )
El lado derecho de (4.5.9) evaluado en (A, U,II) es igual a

== (6g,hf oid th(X) o Hgﬁf) (ld U; o} Fg(€h,f) oid thf(X) O Fg(Hh,f) oid Ug)
= 697hf(id Ug @) Fg(eh,f)) Oinghf(X) @) Hg,hf(Fg(Hh,f) oid Ug)'

Ahora, que las dos expresiones son iguales sigue de (4.5.5) y (4.3.4). &

Prueba del Teorema

Primero describamos un objeto en la equivariantizacion de la categoria Z(®). Un objeto
en Z(®)Y es una coleccién ((X,0),s) donde (X,0) € Z(®), v sy : Ly(X,0) = (X,0) es un
morfismo en la categorfa, para cada g € G. Esto quiere decir que X(4ym) € B(4, A) es una
1-celda, para toda 0-celda equivariante (A,U,II); y para toda l-celda equivariante (7,7,) €
BY((A,U,1I), (A, U, 1)) existe un isomorfismo Orry) * XapmoT = 7o Xum tal que la
ecuacién se satisface. También, para cada g € G y toda 0-celda equivariante (A, U,1I)
existen morfismos

(sg)aum : Uy Fy(Xaom)Ug = Xaum,

tales que
(idT o (89)(A7U=H))U€T,Tl) = U(T,TI) ((Sg)(gﬁ’ﬁ) ] idT), (4.5.12)
(sgn) (a0, (Vgn) a0y = (Sg)(a,0,m)Lg((sh) (a,0,1m))5 (4.5.13)

para toda 0-celda equivariante (A, U, 1), (K, U, ﬁ), toda 1-celda equivariante

(1,74) € BE((A,U,10), (A, U,1I)),

y todo g,h € G. La ecuacion (4.5.12)) sigue de que s4 : Lg(V,0) = (V,0) es un morfismo en la
categoria Z(®), y la ecuacion (4.5.13)) sigue de (2.2.2)).
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Se define el funtor ¥ : Z(®)¢ — Z(B%) como sigue. Sea ((X,0),s) € Z(®)%, entonces

V((X,0),s) = (V,0). Para cada 0O-celda equivariante (A,U,II), V(4 ) debe ser una 1-celda

equivariante en la categoria BY((A,U,II), (A, U,II)). Se define Viaum = (X(A7U7H),9§A’U’H))

donde

0D Fo(Xaom) 0 Ug = Uy o X(a v,

AT (4.5.14)
g

=idy, o (sg)(a,v,m)-
Si (1,7,) € BY((A,U,10), (A,U,II)) es una l-celda equivariante, entonces

Firm) (X151 050 0 (7,79) = (7,75) © (X, 050),
0-(7—77_9) = 0-(7_77'9)'
Afirmacién 4.5.15. Las siguientes afirmaciones se cumplen.

A,U7H))

(1) Viaom = Xaum, 9; € BY, para cada 0-celda equivariante (A, U, II).

(ii) El objeto (V,5) pertenece a la categoria Z(BY). En particular, el funtor ¥ esta bien
definido.

(iii) El funtor ¥ : Z(®)¢ — Z(B%) es una equivalencia de categorfas, y tiene una estructura
monoidal.

Prueba de la Afirmacion. (i). Se debe verificar que el mapa 0( VI gatisface (4.3.5). En este
caso, se tiene que probar que para todo g,h € G

(Mg 0id x4y ) (id 5, (17 © 0520 (B, (60 ™) o id )

es igual a
(AUII) /.
egh (ld Fon(X(a,u,m) © Hg,h)'

H(A,U,H)

Usando la definicion de 6, , se obtiene que la primer expresiéon es igual a

(Mg,n 0 1d X my) (i By )0, © (89)awm) (1 7y ) © Fol(sn)a.0m) 0 idw,)
= (Hg,h oid X(A,U,n)) (id Fy(Un)Uqg © (s9)(a,v,m (id UJOFg((Sh)m,U,n))) oid Ug)

= (g o0id X(A,U,H)) (id Fy(Un)U, © (sgn)(a,0.m) (Vg,n) (A,01))

= (idu,, © (1) (a,0:m) (g © (V) (avm) = O (

La segunda igualdad sigue de (4.5.13), y la ultima de (4.5.4).

(ii). Como o (7 5, = T(r.r,) Para toda 1-celda equivariante (7, 7,), entonces ¢ satisface ([3.3)).

Se debe verificar s6lo que 7, ;) es una 2-celda equivariante, esto es, se satisface (4.3.6). Para

AU
simplificar la notacién, escribimos 9§, )

composicion de 1-celdas equivariantes dada en , tenemos que probar que
(15, ©0(rry) (Og 0 10) (1 ) 0 Tg) = (79 0 1x) (Lr,r) @ 0g) (Fy(0(rrp)) 0 117,) - (45.16)
El lado izquierdo de la ecuacién es igual a
= (13, ° %Tg))(lﬁg ° (sg)(aum) (1, (%) © Ta)

ldF o (X(a,u,m) © Hg:h)'

=0y, gAY — gg. En este caso particular, usando la

(1 1 o sg)(A UH)) ?7_7_(])) (1Fg()}) ng)
(1Ug Sg (A UH)) (Tg o 1U*Fg( )Ug) (Fg(a(r,rg)) o 1Ug)
<Tgo )( )00)( ( (TTg))OlUg)~
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La primera igualdad sigue de la definiciéon de 9§A’U’H) dada en (4.5.14)), la segunda igualdad sigue
de (4.5.12)), v la tercera de la definiciéon de O'(gTT )-
Ty

(iii). El hecho de que ¥ es una equivalencia sigue facil. Un calculo directo muestra que
U (((X,0),5)@((Y,7),t)) = T((X,0),)@V((Y,7),1),

para todo par de objetos ((X,0),s), ((Y,7),t) € Z(®)C. &



Capitulo 5
Apéndice

El objetivo de este apéndice es hacer a la Tesis lo més autocontenida posible. Se dan defini-
ciones de algunas estructuras matematicas que se mencionan en los diferentes capitulos y que se
consideran importantes.

5.1. Algebras de Hopf
A continuacién se introducen las dlgebras de Hopf.

Sea k un cuerpo.

Definicién 5.1.1. Una k-dlgebra (con unidad) es un k-espacio vectorial A junto con un par de
funciones k-lineales, la multiplicacion m : AR A — A y la unidad v : k — A, tales que los
siguientes diagramas conmutan:

Asociatividad:
AvAzA—"9  AsaA
ARA A,
Unidad:
ARA
k®A m ARk

Ny %

Definicién 5.1.2. Una k-codlgebra (con counidad) es un k-espacio vectorial C' junto con un par
de funciones k-lineales, la comultiplicacion A : C — C ® C y la counidad € : C' — k, tales que
los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad:
C = CoC
Ai lA@id
CxC - CRCRC,
id oA

85
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Counidad:

CxC.
Notacion 5.1.3 (Notacion sigma de Sweedler). Si ¢ es un elemento de una coalgebra (C, A, ¢),
se denota a A(c) = ), a;®b; € C®C por
A(C) = C(1)®C(2).

Definicion 5.1.4. Sean (C,A¢,ec) v (D, Ap,ep) dos coalgebras. Una funcién lineal f: C' — D
es un morfismo de codlgebras st Apo f = (f®f)Acy ec =¢€p o f.

Definiciéon 5.1.5. Una bidlgebra es un k-espacio vectorial B tal que (B, m,u) es un élgebra,
(B, A, €) es una coélgebra y se satisfacen las siguientes condiciones:

e Ay e son morfismos de algebras.

e m y u son morfismos de coalgebras.

Definicion 5.1.6. Sean A y B bidlgebras. Un morfismo de bidlgebras f : A — B es una funciéon
lineal tal que f es morfismo de algebras y de codalgebras.

Definicion 5.1.7. Un dlgebra de Hopf sobre k es una bidlgebra H junto con una funcion lineal,
la. antipoda S : H — H, tal que

m(S®id )A = ue = m(id ®S5)A.
Definicion 5.1.8. Sean H y K &lgebras de Hopf. Un morfismo de dlgebras de Hopf f: H — K
es un morfismo de bidlgebras.

Definicion 5.1.9. Sean H un algebra de Hopf y « € H distinto de cero. Se dice que x es un
elemento tipo grupo de H si
Alz) =z ® .

Observacion 5.1.10. Si H es un algebra de Hopf de dimensién finita, entonces la antipoda es
biyectiva.
Ejemplos de algebras de Hopf

e Sea GG un grupo, el algebra de grupo kG es un algebra de Hopf con:

A(g) = 9y,
e(g) =1,
S(g) =97,
para g € G.
e Sea g un algebra de Lie, el algebra envolvente universal H = U(g) es un élgebra de Hopf
con:
e(x) =0,
S($) = -,

para r € g.
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5.2. Doble de Drinfeld torcido D“G
En este seccidon del apéndice se define el doble de Drinfeld torcido de un grupo.

Sea G un grupo finito y sea w € Z3(G,C*) un 3-cociclo normalizado, esto es, para todo
a,bc,d € G, w(a,1,b) =1y

w(a, b, c)w(a,be,d)w(b, c,d) = w(ab, ¢, d)w(a, b, cd),
donde 1 es la identidad del grupo G.
Definicion 5.2.1. El doble de Drinfeld torcido D¥G se define como el dlgebra sobre C con base
(<& x> g2eq),
y con producto dado por

w(h, g, z)w(hgz(hg)™t, h,g) Y
w(h, gzg=1,9)

h
< y> < >i=0, g

D¥(@ es un algebra asociativa con elemento unidad:

lDwG: Z <(£l'>.
zeG
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