UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA

FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA, FISICA Y
COMPUTACION.

TESIS DE DOCTORADO

Estudio de sistemas cuanticos de
particulas confinadas

Autor: Director:
Mariano GARAGIOLA Dr. Omar OSENDA

Esta tesis es presentada como requisito
para optar por el grado de Doctor en Fisica.

2 de Marzo de 2018

©00]

Esta obra estd bajo una licencia Licencia Creative Commons
Atribucién-NoComercial 4.0 Internacional.


https://www.unc.edu.ar/
http://www.famaf.unc.edu.ar/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/




III

Universidad Nacional de Cérdoba

Resumen
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Estudio de sistemas cudnticos de particulas confinadas

por Mariano GARAGIOLA

Los sistemas cudnticos de particulas confinadas conforman una de la 4reas de
la fisica con muchas aplicaciones en tecnologia. Motivados por ésto, en esta tesis
estudiamos sistemas de pocos cuerpos confinados utilizando distintos abordajes po-
sibles sobre cada uno de los sistemas. Podemos dividir la tesis en dos bloques.

El primer bloque corresponde al estudio de particulas confinadas en puntos
cuanticos semiconductores. Dentro de este bloque, a su vez, estudiamos dos
sistemas conceptualmente distintos, el primer sistema estd relacionado al
confinamiento de un excitén en un punto cuantico con simetria esférica, mientras
que el segundo esta relacionado con la ligadura de estados resonantes de dos
electrones en un punto cuédntico con simetria cilindrica. Respecto al confinamiento
del excitén, analizamos el espectro del sistema utilizando dos métodos distintos: la
aproximacioén de masas efectivas y el método k - p. Dentro de la aproximacién de
masas efectivas, también estudiamos las transiciones entre los estados cuéanticos
cuando se aplica un campo externo al sistema.

Utilizando la aproximacién de masas efectivas, analizamos el fenémeno de liga-
dura de estados resonantes de uno y dos electrones en un punto cuédntico cuando
se aplica un campo magnético sobre el sistema, en particular nos concentramos en
analizar dicho fenémeno en la aproximacién de confinamiento lateral fuerte.

El segundo bloque estd dedicado a las ocupaciones, o los orbitales naturales y
a las medidas de entrelazamiento de sistemas de dos particulas confinadas en un
potencial armoénico. Estudiamos las moléculas de Wigner y el modelo de Calogero.
En este bloque, partimos de la funcién de onda exacta del sistema y utilizamos dis-
tintas cantidades provenientes de la teoria de informacién cuédntica para estudiar el
entrelazamiento entre las particulas, las ocupaciones y los orbitales naturales de la
matriz densidad reducida.

Palabras claves: mecanica cuantica, puntos cudnticos, excitones, método k - p,
modelo de Calogero, informacién cudntica, entropia de von Neumann.

Clasificacién (PACS): 03.65.Ge, 03.67.-a, 04.20.]Jb, 71.35.-y, 72.80.Cw, 72.80.Ey,
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por Mariano GARAGIOLA

The quantum system of confined particles form one of the areas of physics with
many applications in technology. Motivated by this, in this thesis, using different
possibles approaches, few-body quantum systems are analyzed. The thesis can be
splitted in two blocks.

The first block is devoted to the study of semiconductor quantum dots. In par-
ticular, we studied two conceptually different systems. First, the spectral properties
of confined excitons in spherical quantum dots are studied within the framework
of the effective mass approximation and the k - p method. The transitions between
different quantum states are also analyzed. Second, using the effective mass appro-
ximation, the binding of one- and two-electron resonant states are studied. In this
case, the nanostructure is a cylindrical quantum dot and an homogeneous magnetic
field is applied to the system.

In the second block of the thesis, the natural orbitals, occupation numbers and
entanglement entropies of a two-particle Wigner molecule and the two-particle Ca-
logero model are studied. Starting with the exact wave function of the system, the
occupation numbers and the natural orbitals of the reduced density matrix are com-
puted and with this the entanglement entropies.

Keywords: quantum mechanics, quantum dots, excitons, k - p method, Calogero
model, quantum information, von Neumann entropy.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante las dltimas décadas hemos presenciado un gran avance tecnolégico a
partir del cual hemos podido fabricar una gran variedad de dispositivos. Uno de
los avances tecnolégicos mds grandes de la historia es la invencién del transistor,
dicho invento revoluciono la electrénica ya que, debido a los circuitos integrados L
se pudo disminuir el tamafio de las componentes de los dispositivos electrénicos.
Actualmente, los transistores estan presentes en la mayoria de los aparatos electré-
nicos que conocemos. Luego de la invencién del transistor se desarrollaron técnicas
que permitieron fabricar dichos dispositivos con tamafio cada vez menor, de esta
manera se pudo disminuir los costos de fabricacion y al mismo tiempo mejorar las
eficiencias de los dispositivos electrénicos.

En el afio 1965, el cofundador de Intel, Gordon E. Moore, afirmé que el niimero
de transistores por unidad de superficie en circuitos integrados se duplica cada 18
meses, esta tendencia es conocida como la Ley de Moore. Hoy en dia es comtn en-
contrar distintas versiones o interpretaciones de la Ley de Moore, como por ejemplo
la velocidad de procesamiento de los micro-procesadores de las computadoras.

Desde el punto de vista tecnolégico, en la actualidad, se esta llegando al limi-
te de la cantidad de transistores que pueden colocarse por unidad de area. ésto se
debe a que los circuitos integrados no disipan potencia lo suficientemente rdpido.
Por otro lado, al fabricar transistores de dimensiones cada vez més chicas los efectos
cudnticos se vuelven cada vez més relevantes. Estos efectos modifican el funciona-
miento y la eficiencia de los circuitos al punto que no se sabe con precision si estan
funcionando en forma correcta o no.

Es importante entender estos sistemas si se quiere continuar con los avances tec-
nolégicos. En la actualidad es posible realizar experimentos y manipular la materia
a escala nanométrica, lo cual ha motivado el avance de la nanociencia y nanotec-
nologia, cuya escala de trabajo caracteristica las liga con la mecénica cuantica. La
habilidad de manipulacién de la materia en dicha escala foment6 el estudio tedrico
y numérico de diferentes sistemas tales como: nanoestructuras, cavidades 6pticas,
trampas de iones, entre otros.

Los estudios realizados sobre estos sistemas no solo se basan en las propiedades
espectrales y los observables de un sistema cudntico, sino que también se analiza
el contenido de informacién del estado cudntico. La teoria de informaciéon cudnti-
ca aplicada a diferentes sistemas permite realizar nuevos andlisis relacionados con
el acoplamiento entre el sistema cudntico y el entorno en el cual se encuentra, la
posibilidad de manipular coherentemente dichos sistemas y la transmision de la in-
formacién contenida en dicho sistema.

'Un circuito integrado, también conocido como chip o microchip, es una estructura de pequefias
dimensiones de material semiconductor, normalmente silicio, de algunos milimetros cuadrados de
superficie, sobre la que se fabrican circuitos electrénicos.
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FIGURA 1.1: Ley de Moore postulada por Gordon E. Moore. Dicha
ley afirma que el niimero de transistores en un circuito integrado se
duplica cada 18 meses.

Una gran variedad de sistemas, como particulas confinadas en puntos cuanti-
cos, iones atrapados en trampas o cavidades 6pticas, moléculas, entre otros, pueden
ser modelados como sistemas cuanticos de pocos cuerpos, para los cuales existe un
conjunto de diversos métodos que permiten abordar todos estos sistemas. Este tra-
bajo estd dedicado al estudio de algunos de estos sistemas cudnticos. Consideramos
Hamiltonianos que modelan sistemas como iones en trampas y electrones, huecos y
excitones confinados en puntos cudnticos. Estudiamos las propiedades espectrales,
localizacién, proceso de ligadura de estados resonantes, control de estados cudnti-
cos mediante campos externos y el contenido de informacién cuéntica de los estados
mediante el calculo de diferentes medidas de entrelazamiento.

En este trabajo, los sistemas cudnticos estudiados fueron abordados utilizando
métodos variacionales y exactos, analizando principalmente el comportamiento de
los autovalores y autoestados del Hamiltoniano o de los autovalores de la matriz
densidad reducida junto con las cantidades que pueden derivarse u obtenerse de
éstos como entropias de entrelazamiento. Respecto a los resultados obtenidos, una
gran parte de éstos corresponden a resultados obtenidos en forma numérica, pa-
ra lo cual se escribieron programas de computadoras que permitieran resolver las
ecuaciones correspondientes, entre los lenguajes de programacién utilizados se en-
cuentran: Fortran, C, Python y Octave. La implementacién numérica del método
variacional de Rayleigh-Ritz, usando como funciones base el conjunto conocido co-
mo B-splines, derivé en la direcciéon conjunta, con el Dr. Nicolds Wolowick, de una
tesis de grado de la carrera Licenciatura en Ciencias de la Computacién, la cual tiene
como objetivo optimizar los tiempos de computo de la implementacién numérica de
dicho método. Esta tesis fue presentada en la Facultad de Matematica, Astronomia,
Fisica y Computacién el dia 26 de marzo de 2018 y el titulo de la misma es: Optimi-
zacion del cémputo para la resolucién del problema de una y dos particulas en un pozo de
potencial usando B-splines.
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En cada capitulo de esta tesis se aborda una problematica distinta que estd re-
presentada por distintos problemas, cada uno de estos problemas consiste de un
sistema cudntico, el cual se desea estudiar, y el método empleado para hacerlo. La
tesis puede separarse en dos partes. En la primera parte, estudiamos sistemas de
una y dos particulas en puntos cudnticos semiconductores, analizamos el espectro
de cada sistema, estados ligados y estados resonantes, y comparamos distintas apro-
ximaciones que pueden emplearse. La segunda parte estd dedicada al estudio de las
ocupaciones, orbitales naturales y entropias de entrelazamiento de sistemas de dos
particulas confinadas por potenciales arménicos. Estudiamos las moléculas de Wig-
ner y el modelo de Calogero. En particular el modelo de Calogero es un sistema
de gran importancia en la fisica del estado sélido por su relacién con el efecto Hall
cudntico fraccionario y la estadistica fraccionaria.

Como cada capitulo estd dedicado a una problemadtica distinta, cada uno esta
organizado de forma tal que contiene una introduccién y conclusién propia.

Presentamos a continuacion la organizacioén de la tesis y los contenidos de cada
capitulo.

El capitulo 2 estd centrado en el estudio de las propiedades espectrales de elec-
trones, huecos y excitones confinados en puntos cudnticos semiconductores con si-
metria esférica. Un punto cudntico es una nanoestructura semiconductora que se
caracteriza por confinar el movimiento en las tres direcciones de los electrones, los
huecos o excitones. éstos pueden fabricarse mediante potenciales eléctricos o por
la combinacién de distintos materiales semiconductores. Ya que estos dispositivos
se caracterizan por confinar el movimiento en las tres direcciones espaciales, el es-
pectro de energia es tipicamente discreto, es por este motivo que muchas veces son
llamados dtomos artificiales. Al igual que en dtomos, es posible inducir transiciones
entre los estados de energia discreta aplicando campos externos al sistema, pero el
espectro discreto de los puntos cudnticos se diferencia del espectro de los 4&tomos en
que, en el caso de los puntos cudnticos el espectro depende de las dimensiones del
mismo, esta cualidad los vuelve particularmente interesantes y aumenta el ntimero
de potenciales aplicaciones tecnolédgicas. Utilizando la aproximacién masas efectivas
definimos el Hamiltoniano de una particula confinada en el punto cudntico hetero-
géneo y analizamos los distintos términos que constituyen el Hamiltoniano y sus
consecuencias, como por ejemplo, las condiciones de contorno y de empalme de la
funcién de onda, el potencial de confinamiento y el potencial de auto-polarizacién.
A continuacién, analizamos la energia de ligadura del par interactuante electrén-
hueco (excitén) y las transiciones entre los autoestados excitéonicos cuando se aplica
un campo externo dependiente del tiempo. Para obtener el espectro del Hamilto-
niano exciténico, nuevamente analizamos los distintos términos que lo constituyen
y mostramos cémo determinar, en forma analitica, el potencial de interaccién entre
el electron y el hueco cuando el punto cuéntico estd formado por dos o mds materia-
les. Para analizar las transiciones entre los distintos estados excitonicos, escribimos
el Hamiltoniano de interaccién con campo externo en una aproximacién semicla-
sica del campo y hacemos uso de la teorfa de segunda cuantificacién para obtener
ecuaciones que nos permitan analizar la dependencia temporal del estado cudntico.

El capitulo 3 esta dedicado al estudio del espectro de dos tipos de puntos cuénti-
cos, un punto cudntico simple y un punto cuantico doble, utilizando el método k - p.
El método k- p, es un método semi-empirico desarrollado inicialmente para calcular
la estructura de bandas de materiales cristalinos. Con los afios, este método ha sido
implementado para estudiar distintos tipos de estructuras como puntos cuanticos,
nano hilos semiconductores, pozos cudnticos semiconductores, entre otros. Una de
las caracteristicas mds importantes que tiene el método k - p, es la posibilidad de
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considerar distintas bandas que forman la estructura, ésto permite obtener informa-
cién, respecto a las propiedades fisica del sistema, que con otros métodos no puede
ser obtenida, como es el caso de la estructura del espectro en la aproximaciéon de ma-
sas efectivas. Para calcular el espectro de las nano estructuras consideradas, vamos
a aplicar el método variacional al Hamiltoniano k - p de ocho bandas junto con la
aproximacién de funcién de onda envolvente, de esta forma también podemos obte-
ner las funciones de onda asociadas a cada autoestado. Para determinar los efectos
de la interaccién entre un electrén y un hueco vamos a aplicar el método de Hartree.

En el capitulo 4 nos concentramos en los estados de uno y dos electrones en un
punto cudntico con simetria cilindrica bajo la accién de un campo magnético cons-
tante y uniforme. En particular, analizamos los estados resonantes del sistema. Los
estados resonantes describen sistemas en los que una o mas particulas permanecen
cuasi-ligadas durante un intervalo finito de tiempo asociado al tiempo de vida del
estado. La presencia de un campo magnético genera un confinamiento en el plano
transversal al eje en el cual se aplica dicho campo. Si sumado a ésto, el electron esta
sometido a un potencial que modela al punto cudntico, es posible utilizar el campo
magnético para ligar los estados resonantes en el punto cuantico. Comenzaremos
analizando el proceso de ligadura de estados resonantes de un electrén cuando se
aplica un campo magnético a la estructura, utilizaremos la aproximacién de masas
efectivas y la aproximaciéon de confinamiento lateral fuerte para obtener un mode-
lo unidimensional efectivo que reproduzca el proceso de ligadura. La estructura del
punto cuantico serd de forma tal que no existan estados ligados de un electrén en au-
sencia de campo magnético, por lo tanto la energia de ligadura, en estas condiciones,
estd dada por la energia del problema de un electrén en un campo magnético. Es-
tudiando el entrelazamiento entre las coordenadas espaciales en la funcién de onda
del estado fundamental, determinamos las regiones en las cuales la funcién de onda
puede ser considerada separable en las coordenadas. Este analisis lo haremos usan-
do cantidades provenientes de la teoria de informacién cudntica. Compararemos
diferentes formas de realizar la aproximacién de confinamiento lateral fuerte con los
resultados obtenidos del problema tridimensional y determinaremos las regiones de
validez de cada una de las distintas aproximaciones de confinamiento lateral estu-
diadas. A continuacién estudiaremos el estado resonante de dos electrones dentro
de la aproximacién de confinamiento lateral fuerte, veremos que en este problema
existen dos umbrales, uno que corresponde al umbral de cero electrones en el punto
cuantico y el otro al umbral de un electrén en el punto cudntico. Nuevamente uti-
lizaremos cantidades relacionadas al entrelazamiento para obtener conclusiones del
sistema, pero en este caso analizaremos el entrelazamiento entre las particulas para
caracterizar la funcién de onda del estado resonante cada vez que cruza un umbral.

En el capitulo 5 analizamos el modelo de Calogero de dos particulas en una y
dos dimensiones. Calculamos las entropias de entrelazamiento para el estado fun-
damental del modelo de Calogero de dos particulas. Este modelo ha sido muy es-
tudiado en el &mbito de la materia condensada por estar relacionado con distintos
sistemas de la fisica, en particular con el efecto Hall cudntico fraccionario y la esta-
distica fraccionaria. Iniciamos el andlisis calculando los niimeros de ocupacién de
la matriz densidad reducida de una particula y distintas entropias cuanticas, nues-
tros resultados muestran que para aquellos valores de los parametros del sistema
para los cuales la matriz densidad reducida tiene un ntiimero finito de autovalores
no nulos, las entropias de Rényi muestran un comportamiento no analitico, de es-
ta forma esta cantidad puede ser un herramienta que permita detectar cudndo una
matriz densidad tiene soporte finito. Ademas, a partir de la aproximacién armonica,
logramos evaluar tanto los niimeros de ocupacién como las entropias cuanticas en el
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limite de interaccion fuerte, de esta forma demostramos la presencia de un crossover
dimensional en el sistema.

En el capitulo 6, continuamos con el andlisis de los niimeros de ocupacién y de
las entropias cudnticas pero, en este capitulo, nos concentramos en las moléculas de
Wigner. Mostramos cémo las distintas entropias nos permiten diferenciar interac-
ciones de largo y corto alcance entre las particulas. Las moléculas de Wigner son el
andlogo finito de cristales de Wigner, es decir, cristales electrénicos que se forman
cuando la energia potencial domina sobre la energia cinética en el régimen de densi-
dades bajas. A lo largo de este capitulo generalizaremos el procedimiento empleado
para el modelo de Calogero al problema de dos particulas interactuantes confinadas
en un potencial arménico anisotrépico. En primer lugar determinamos expresiones
analiticas para los nimeros de ocupaciéon de la matriz densidad de una particula en
el limite de interaccién fuerte, y basados en estos célculos, evaluamos distintas en-
tropias de entrelazamiento. La motivacién principal es determinar la influencia de
la anisotropia del confinamiento sobre las entropias y el efecto del alcance del confi-
namiento sobre estas cantidades fisicas. Los resultados muestran que, en el caso de
interacciones de largo alcance, las entropias son finitas para el caso de confinamien-
to anisotropico y divergen para el caso de confinamiento isotrépico. Para el caso de
interacciones de corto alcance, las entropias divergen sin importar la anisotropia del
confinamiento.

En el capitulo 7 resumimos las conclusiones de cada uno de los capitulos de la
tesis y agregamos las perspectivas de trabajo futuro que pueden realizarse sobre
cada sistema analizado.

Ya que los sistemas de los capitulos 2, 3 y 4 fueron estudiados utilizando el méto-
do variacional de Rayleigh-Ritz utilizando el conjunto de B-splines como base de los
respectivos espacios de Hilbert, en el apéndice A, damos la definicién del conjunto
de funcién y sus caracteristicas, mostrando también la forma en la cual se calculan
las funciones y cémo es su implementacioén para resolver problemas de mecénica
cudntica. Ademds, mostramos las distintas bases utilizadas para cada uno de los
problemas estudiados con dicho conjunto de funciones.






Capitulo 2

Exciton en un punto cuantico
heterogéneo

Los puntos cuanticos, en particular el confinamiento de electrones y huecos en
estos dispositivos, son sistemas intensamente estudiados, tanto en forma teérica co-
mo experimental, por sus propiedades dpticas y electrénicas. En este capitulo vamos
a estudiar las propiedades espectrales de electrones, huecos y excitones confinados
en un punto cuantico multi-capa con simetria esférica. A continuacién, estudiamos
la posibilidad de controlar, mediante campos externos, la dindmica de estados exci-
tonicos para generar transiciones entre éstos. El modelo presentado incluye un trata-
miento riguroso del potencial de interaccion entre el electrén y el hueco. Se presentan
resultados numéricos, obtenidos a partir del método variacional, para el estado fun-
damental y estados excitados, y se comparan distintas aproximaciones que pueden
realizarse sobre cada sistema. Los resultados obtenidos muestran que la energia de
ligadura del excitén es una funcién decreciente del tamafio de la regién de confina-
miento y que es posible generar transiciones entre los dos estados con menor energia
con pérdida de coherencia despreciable.

2.1. Introduccion

La fisica de puntos cudnticos es una de las dreas de investigaciéon méds activas en
el campo de heteroestructuras semiconductoras de baja dimensioén [1, 2]. En estos
“atomos artificiales”, los electrones y huecos son confinados en las tres dimensiones
espaciales, dando lugar a un espectro de energia discreto, similar al que se encuentra
en sistemas atoémicos. Esta caracteristica hace a los puntos cuédnticos cualitativamen-
te diferentes de los pozos e hilos cuanticos .

Las técnicas de espectroscopia Optica son usadas para la caracterizaciéon de los
puntos cuanticos ya que éstas permiten conocer, en forma muy precisa, el espectro
electrénico del sistema, por ejemplo, el par interactuante electrén-hueco, también
llamado excitén, contribuye al espectro de absorcién para energias menores al gap
de energia del semiconductor en cuestiéon. En base a ésto, una gran cantidad de tra-
bajos, tanto tedricos como experimentales, se ha dedicado al estudio y entendimien-
to de estos sistemas cero dimensionales. Gran parte de estos trabajos se concentran
en los punto cudnticos homogéneos [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. El principal resultado es

"Los pozos cuanticos y los hilos cuanticos son estructuras semiconductoras que confinan el movi-
miento de electrones y huecos en una o dos dimensiones, es decir, en los pozos cuénticos las particulas
estdn restringidas a moverse solo en dos dimensiones y en los hilos cuanticos solo pueden moverse en
una dimensioén, por este motivo son llamadas sistemas dos dimensionales y unidimensionales, respec-
tivamente. Siguiendo este razonamiento, como en los puntos cuanticos las particulas estdn confinadas
en las tres dimensiones, éstos suelen llamarse sistema cero dimensionales.
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que cuando el tamafio del punto cudntico disminuye, los efectos del confinamien-
to aumentan el gap de energia de una particula y la interaccién electrostética y de
intercambio entre el electrén y el hueco, causando una fuerte dependencia entre el
tamafio del punto cudntico y la energia del excitén. Sin embargo, solo recientemen-
te, los puntos cuédnticos heterogéneos comenzaron a ser estudiados en profundidad
[11, 12,13, 14, 15, 16]. Estos puntos cudnticos heterogéneos, como consecuencia del
proceso de fabricacién?, pueden ser modelados con un potencial del tipo pozo de
potencial, el cual confina a los portadores de carga dentro del punto cuantico. Este
confinamiento evita que las particulas se localicen cerca de los bordes de la estruc-
tura, donde ocurren procesos que no pueden ser controlados y no son del todo en-
tendidos, como por ejemplo el proceso de atrapar particulas en las interfaces de los
materiales del punto cudntico [17].

Existen diferentes técnicas o métodos que pueden aplicarse al estudio del confi-
namiento de particulas confinadas en puntos cudnticos, como modelos tight-binding,
métodos basados en la teoria del funcional densidad (DFT por su sigla en inglés,
Density Functional Theory), método k - p, entre otros. Una de las técnicas mas usadas
es la aproximacion de masas efectivas, la cual ha sido implementada tanto para el
estudio de electrones [18] y de excitones en puntos cudnticos [15]. Dentro de este
marco de trabajo, a su vez, distintos tipos de aproximaciones se han aplicado como
es el caso de la aproximacion de confinamiento fuerte [19] y métodos perturbativos
[20].

Cuando se estudia el confinamiento de un excitén en un punto cudntico hay
varias caracteristicas del sistema a tener cuenta que aumentan la complejidad del
problema, como por ejemplo la interaccién entre el electrén y el hueco. En la aproxi-
macién de masas efectivas, dicha interaccién suele estar dada por la interacciéon de
Coulomb entre las particulas [21], pero si se estd considerando un punto cudntico
formado por dos o mas materiales es necesario considerar las cargas de polarizacion
que se inducen en las interfaces de los materiales [19], llevando asi a una interac-
cién electrostatica mas compleja. A su vez, en estos sistemas, hay que considerar el
hecho de que varios pardmetros dependen de los materiales, como lo es el caso de
las masas efectivas de las particulas, por lo que el Hamiltoniano del sistema debe
ser escrito de tal forma que se respete la propiedad de ser un operador hermitiano
(o hermitico). Es importante notar que otros pardmetros como las energias de las
bandas de valencia y de conduccién y el gap toman distintos valores para distintos
materiales, pero estos parametros son los que definen el potencial de confinamiento
del punto cuéntico.

Uno de los motivos por los cuales se estudian los excitones confinados en puntos
cudnticos es su posible implementacién como procesador de informacién cuantica
[22, 23, 24, 25]. Se han conseguido avances significativos en la creacién y manipu-
lacién de estados excitonicos en puntos cudnticos [26, 27] y nuevas técnicas, que
permiten el acoplamiento entre distintos estados exciténicos mediante campos ex-
ternos [25], proveen un avance en el campo de la computacién cudntica aplicada a
la fisica del estado sélido.

En este capitulo vamos a estudiar el confinamiento de un excitén en un punto
cudntico heterogéneo, inicialmente nos concentraremos en las propiedades espec-
trales del sistema y luego estudiaremos como realizar transiciones entre los estados
base de un qubit definidos a partir de estados exciténicos. Primero estudiaremos el
problema de una particula con carga eléctrica confinada en el punto cudntico, para

2En la actualidad existen diferentes técnicas de fabricacién de nanoestructuras, muchas de estas téc-
nicas permiten crear heteroestructuras, es decir, nanoestructuras fabricadas con diferentes materiales.
Usualmente se combinan semiconductores que posean redes cristalinas similares.



2.2. Modelo 9

ésto vamos a usar el método variacional de Rayleigh-Ritz haciendo énfasis en las
condiciones de empalme que deben satisfacer los estados cudnticos para mantener
la hermiticidad del Hamiltoniano y en el potencial electrostatico generado por las
cargas inducidas en las interfaces de los materiales. A continuacién estudiaremos el
sistema del par interactuante electrén-hueco, donde nuevamente haremos uso de un
potencial electrostatico que tenga en cuenta los efectos de polarizacion y analizare-
mos la energia de ligadura del par interactuante. Finalmente, usaremos un modelo
simple para realizar transiciones entre estados exciténicos usando campos externos.

El capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la seccién 2.2 presentamos
el modelo de una y dos particulas confinadas en un punto cuédntico heterogéneo en
la aproximacién de masas efectivas, en la seccién 2.3 presentamos una forma de ob-
tener la interaccion electrostatica entre el electrén y el hueco y el potencial que sufre
cada particula debido a las cargas de polarizacién en las interfaces de los materiales.
A continuacién mostramos los resultados obtenidos para una particula en la seccién
2.4, mientras que en la seccién 2.5 mostramos los resultados para el problema de un
excitén confinado en el punto cudntico. En la seccién 2.6, presentamos un modelo
de evolucién temporal de la funcién de onda exciténica usando campos externos.
Finalmente, discutiremos los resultados obtenidos en la seccién 2.7.

2.2. Modelo

La aproximacién de masas efectivas en heteroestructuras puede obtenerse apli-
cando el modelo de funcién de onda envolvente a estos sistemas. Este modelo con-
siste en dos suposiciones:

i) En cada material, la funcién de onda es expandida en términos de las funciones
de onda de Bloch para el vector de onda en consideracién, por ejemplo para el caso
de una estructura con dos materiales,

)
5y 8 - ) 1)
donfn (r)u,o(r),  pararen el material B.
donde n es el indice de banda y usamos las funciones de Bloch en el vector de onda
k = (0,0,0), que es el punto donde se encuentra el maximo de la banda de valencia
y minimo de la banda de conduccién en semiconductores de gap directo.

ii) Las funciones de onda de Bloch son iguales en todos los materiales

b(r) = { SR @ulf(r),  pararen el material A.

uifﬁ(r) = ugfgk) (r). (2.2)

Esta segunda condicién es cierta en la gran mayoria de materiales que suelen usar-
se para la fabricaciéon de puntos cudnticos semiconductores, estos materiales tienen
estructuras cristalinas similares.

Por lo tanto, la funcién de onda de la hetero-estructura, 1/(r) es una suma de pro-
ductos de una funcién que varia rapidamente, las funciones de Bloch u,, k(r), y fun-
ciones que varian més lentamente, las cuales son llamadas funciones envolventes,
fn(r). De esta forma es posible obtener una ecuacién para las funciones envolventes,
dicha ecuacién estd dada por un Hamiltoniano de la forma

p2

2m*

donde m* es la masa efectiva de la particula y V (r) es el potencial el cual esta dado
por la relacion entre las diferentes bandas de energia de los materiales.

H:

+V(r), (2.3)
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En la aproximacién de masas efectivas, el Hamiltoniano para la funcién de onda
envolvente de un excitén confinado en un punto cudntico es la forma

H = He + Hh + ‘/elec(rm rh) 5 (24)

donde V,jc.(rc, 1) es el potencial electrostatico entre el electrén y el hueco, H. y Hj,
son los Hamiltonianos para el electrén y para el hueco respectivamente.

De ahora en adelante vamos a considerar un punto cudntico con simetria esférica
formado por dos materiales como se muestra en la figura 2.1. El ntcleo central, de
radio a, y la dltima capa, de radio interior b, estan formados del mismo material el
cual tiene una constante dieléctrica €5, la capa del medio, de radio interior a y radio
exterior b, estd formada por otro material con constante dieléctrica €;. En la figura
2.1 también se muestran los perfiles de las bandas de valencia y de conduccién para
la estructura considerada, estos perfiles corresponden a una estructura del tipo I y
tiene la particularidad que los electrones y los huecos se confinan en el material con
gap mads chico. En este caso, la regién a < r < b funciona como un pozo de potencial
tanto para el electrén como para el hueco. Este tipo de estructura se logra eligiendo
adecuadamente los materiales para fabricar el punto cudntico.

Banda de Conduccion

€2

O |

h
Vo

Energia

Banda de Valencia

FIGURA 2.1: Gréfico esquematico del modelo de punto cudantico es-
tudiado y los perfiles de bandas correspondiente.

Es posible combinar algunos materiales para obtener otro tipo de perfiles para
las bandas de conduccién y de valencia el cual es conocido como tipo /1. En éste los
electrones y los huecos se localizan en regiones distintas del espacio. En este capitulo
nos vamos a concentrar en un punto cudntico de tipo I como el mostrado en la figura
2.1.

El Hamiltoniano de un particula en un punto cudntico con simetria esférica es

2
Hj:—%vj' %Vj +Vj(7'j)+vap(rj)’ J=¢eh, (2.5)
donde m* es la masa efectiva de cada particula, la cual depende de los materiales
que forman el punto cudntico. Como consecuencia, en una heteroestructura la masa
efectiva es funcién de las coordenadas espaciales, por este motivo el término cinéti-
co del Hamiltoniano debe ser escrito en forma simétrica para garantizar el caracter
hermitiano del operador. En este sentido, las condiciones de empalme de la funcién
de onda también deben considerar este comportamiento de la masa efectiva. Dichas

condiciones de empalme son
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Y(r=a") = Y(r=a"), (2.6)
Y(r=>b7) = P(r=>57), (2.7)
(%Z—Tf r=a~ - <%% r=at ’ (28)

EE)L - G2
m* dr ) lr=b- m* dr

El término Vj(r) en Ec. (2.5) es el potencial de confinamiento de cada particula,
este potencial estd dado por los perfiles de las bandas de conduccién y de valencia
de la estructura que se esté considerando. El perfil de la banda de conduccién da
el potencial de confinamiento del electrén y el perfil de la banda de valencia da
el potencial para el hueco. Por dltimo, Vg, (r) es el potencial de auto-polarizaciéon
que esta generado por las cargas inducidas en las interfaces de los materiales por la
presencia de una carga negativa (electrén) o positiva (hueco) en la estructura.

Usualmente, el potencial electrostatico entre el electrén y el hueco, Vejec(re, rp)
en Ec. (2.4), es considerado como el potencial de Coulomb entre una carga positiva y
una carga negativa, pero si el excitén se encuentra confinado en una heteroestructu-
ra hecha de diferentes materiales, este enfoque simplifica la situacién. Teniendo en
cuenta ésto, es necesario un enfoque mds general en el cual se consideren los efectos
generados por el cambio en la constante dieléctrica de los materiales. En la seccién
2.3 mostramos como obtener una expresion analitica para el potencial electrostati-
co entre el electrén y el hueco y los potenciales de auto-polarizacién, en el cual se
considera que la estructura estd formada por distintos materiales.

El potencial de confinamiento en la Ec. (2.5) se define a partir de los perfiles de
las bandas de conduccién y de valencia de la estructura, como estamos considerando
una estructura del tipo I donde los electrones y los huecos se localizan en la misma
region el potencial de confinamiento es de la forma

Voj si 0<r<a
Vj(r) = 0 si a<r<b , j=eh, (2.10)
Vi si b<r
donde Vi es la diferencia de energia entre la banda de conduccién del material de
ntcleo y la banda de conduccién del material del pozo, mientras que Vg es la di-
ferencia de energfa entre la banda de valencia del material del pozo y la banda de
valencia del material del ntcleo.
En nuestro caso, el punto cudntico estd formado de la siguiente forma: el nicleo
y la capa exterior son de C'dS mientras que el material de la segunda capa es HgS.
En la tabla 2.1 mostramos los pardmetros para estos materiales. Por dltimo, para esta
eleccién particular de materiales tenemos que V¢ = 1.35¢eV y V! = 0.65¢V..

CUADRO 2.1: Pardmetros de los materiales del punto cuantico, CdS

y HgS.
Material ‘ E, ‘ my; ‘ mj, ‘ €
cds 242eV | 02 0.7 €2 =5.5
HgS 0.42eV | 0.036 | 0.040 | ¢; = 11.36
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Todos los resultados numéricos que vamos a presentar en las préximas secciones
de este capitulos se obtuvieron usando el método variacional de Rayleigh-Ritz sobre
el Hamiltoniano correspondiente y tomando como base del espacio de Hilbert la
funciones B-splines. En el apéndice A detallamos qué son las funciones B-splines y
mostramos cémo es su implementacién en problemas de mecénica cudntica.

2.3. Potencial electrostitico

En esta seccién veremos como obtener una expresion analitica para la interacciéon
electrostatica entre el electrén y el hueco cuando ambas particulas se encuentran
confinadas en un punto cudntico con simetria esférica.

Vamos a considerar dos particulas, una con carga ¢; en la posicién r; y la segun-
da con carga ¢ en la posicién ry. La magnitud que queremos calcular es el potencial
electrostético en el punto r; producido por una carga en el punto r». Para esto, tene-
mos que resolver la ecuaciéon de Poisson

Ve, [€(r1) Ve, G(r1,1r2)] = =47 d(r1 — r2), (2.11)

donde G(ry,r2) esla funcién de Green y € es la constante dieléctrica de los materiales
que constituyen el punto cuantico. En particular, hacemos explicita la dependencia
de la constante dieléctrica respecto a las coordenadas espaciales. Como la estructura
que estamos considerando estd formada por distintos materiales, los cuales tienen
distintas constantes dieléctricas, tenemos que resolver la Ec. (2.11) en cada region,
correspondiente al cada material, y luego usar condiciones de empalme en las inter-
faces de los materiales.

Comenzaremos suponiendo que la carga ¢o, se encuentra en la regién del pozo
de potencial, es decir que a < 72 < b, por lo tanto la ecuacién que hay que resolver
es

—ATs5(r; —1ry) si a<r <b
2 _ e, 0(r1 — 12 1
Vi, Glr, 1) { 0 otro caso 212)
y las condiciones de empalme son
G(rhr?)’m:a_ = G(r17r2)’r1:a+ ) (213)
G(rlv r2)‘r1=b_ = G(rh 1‘2) ’m =bt > (214)
aG aG
— = €6— 2.15
= d7“1 ri=a— “ d7“1 ri=at ’ ( )
dG dG
— = €©— 2.16
‘1 d7”1 r1=b— € d7”1 ri=bt ’ ( )
y ademds debe satisfacer las condiciones de contorno,
G(ri,r9) <oo cuando —0, (2.17)
G(ri,re) -0 si r—o0. (2.18)
Para resolver la Ec. (2.12) proponemos una solucién de la forma
G(ri,ra) = Y Am(62,92) Yim (01, 01) gi(r1,72) (2.19)

Lm
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reemplazando Ec. (2.19) en la Ec. (2.12) y usando la relacién
1
o(ry —ry) = r—25(7"1 —13)0(p1 — p2) d(cos(fy) — cos(62)), (2.20)
1

se puede demostrar que A; ;,, (02, p2) = Y7, (02, ¢2) y la ecuacion radial para g;(r1, r2)
es

2 1(1+1 .
%jT%[Tl qi(r1,m2)] — (:% )91(7“1,7“2) = —;11:%5(7“1 —ra), si a<r; <b,
(2.21)
2 (141
%j?[m gi(r1,m2)] — (r% L gu(r1,m2) =0, otro caso.
La solucién a estas ecuaciones son
—(1+1 .
gl(n,rg):A(V"Q)rl1+B(7"2)r1(+ ), si r<a,

)rll + D(r9) rf(lﬂ) r <1y,
Yrt + D' (1) rl_(Hl) ro <71,
g1(r1,7r2) = E(r2) rll + F(r2) rl_(lH) , si b<ry,

qi(r1,m2) = (Z(TQ si a<r <b (2.22)
C (7“2

donde los coeficientes A, B, C, C’, D, D', E, F son funciones de la variable r, y son
determinados por las condiciones de empalme Ecs. (2.13), (2.14), (2.15) y (2.16), las
condiciones de contorno Ecs. (2.17) y (2.18) y la condicién de simetria ¢;(r1,r2) =
gi(ra, 1)

Después de realizar los célculos necesarios se obtiene que la funcién g;(r1,72) es

( s — —(l+1
o 1+ pa @) grh + 0, TV 0 <y <,
T —(l1+1 —(l1+1
a(rir) =1 momEs il A pr gl XY e < <b, (229)

s —(+1 —(l+1
ot [+ oy Vg 1 Y <y

donde r- = min(ry,r3), 7~ = max(ry,r2),

B (61 . 62)la(2l+1)
P= leal +e (I+1)]° @24)

_ 141 b7(2l+1)
g=la-)l+]) : (2.25)
[61 [+ €9 (l + 1)]
Realizando el mismo procedimiento se puede obtener la expresién analitica de
la funcién g;(rq,r2) para los dos casos faltantes, es decir, para los casos en los cuales

la carga g2 se encuentra en la region 0 < rp < a 'y enla region b < rs.
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Entonces paraelcaso 0 < ry < a

I+1
;42_7(;7"2 [T>+O‘T>(+)] 0<ri<a
gi(r1,ma) = [ gry +r ¢t >] a<r <b (2.26)
Fr (l+1) b < 1
donde
ealal—1 . al
_ el[qlalflf(lJril)a—(H?)] gal+a—(+1) (2.27)
e2(I4+1)a= (42 a—(+1)
agla=T—(+Da— ] " gal+a— D
_ 4n a'daa— (4D _ 4xw bl (el +aa= (D)
Y& = Gaqdta 0 ' = Ga i D) (galpa—F DY -
Por dltimo, para el caso en que b < 7
—(1+1
Ary D4 0<r <a
_ —(I+1) (l+1)
g1 (r1,m2) = Br, [r +p ] a<ri<b , (2.28)
(I+1)y, —(+1)
62(21+1 [T’< + 57" ] b<r
con
62”?171 _ bl
e[+ 1)pb—U+2]  pl4pb—U+D)
/8 - 62(l+1)b*(l+2) p—(+1) ) (229)
€111 =1—(14-1)pb—(1+2)] bl pb—(+D)
A= . (bz+5b7<z+1))(1+pa7(2z+1)) . dr blBb—(+D
y T e2(2041) bl+pb—(l+1) y ~ e+1) bl+pb_(l+1) .

Una vez obtenida la funcién de Green del problema electrostético es posible cal-
cular el potencial asociado con la relaciéon

Velee(r1,12) = q1 @2 G(ry,12) . (2.30)

El potencial electrostatico en la Ec. (2.30) es el potencial al cual estd sometido
una particula con carga eléctrica g; en la posicién r; generado por una particula con
carga g2 en la posicion ry. Si queremos obtener el potencial electrostéatico de autopo-
larizacién, es decir, el potencial generado por las cargas de polarizacién inducidas
por la presencia de una carga, tenemos que tomar el caso cuando ¢; = g2 y r; = ro
en la Ec. (2.30).

2.4. Resultados de una particula

Vamos a comenzar estudiando el confinamiento de una particula en un punto
cudntico heterogéneo con simetria esférica, en particular nos vamos a concentrar en
el caso de un electrén. La idea es comparar distintas aproximaciones que pueden
encontrarse en la literatura y determinar su rango de validez. Por ejemplo, la apro-
ximacién de confinamiento fuerte, la cual asume que el electrén esta confinado por
un pozo infinito. También queremos determinar la influencia del potencial generado
por las cargas de polarizacién en las interfaces de los materiales.
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El Hamiltoniano, dentro de la aproximacién de masa efectiva, para un electrén
confinado en punto cuantico esférico estd dado por la Ec. (2.5). Como estamos intere-
sados en los estados ligados del sistema, vamos a asumir que el potencial debido a
las cargas de polarizacién afectan al electrén solo cuando éste se encuentra en la ca-
pa intermedia del punto cudntico, es decir para a < r < b, por lo tanto el potencial
de auto-polarizacién es

2 1 21 b4 rq
Vap(r) :{ i i ) asr<h ey
0 otro caso

donde p y ¢ estan dados por las Ecs. (2.24) y (2.25) respectivamente. Es importante
notar que si se toma el caso €; = €3, el potencial de auto-polarizacién en Ec. (2.31) es
nulo para todo valor de la coordenada radial, es decir no hay efectos de polarizacion.

Para mostrar los resultados obtenidos con este modelo elegimos el valor del para-
metro b igual al radio de Bohr de un excitén en el material HgS, estoes b = 31.71 nm,
por lo tanto el radio a puede tomar cualquier valor entre cero y b. Este problema fue
estudiado usando el limite de confinamiento fuerte [19], es decir, el potencial de con-
finamiento es un pozo infinito.

0.4

0.3

0.1

FIGURA 2.2: Primeros autovalores para el problema de un electrén

confinado en un punto cudntico esférico, las curvas de color rojo co-

rresponden al problema de un electrén en un pozo finito, las curvas

de color verde corresponden al problema de un electrén en un po-

zo infinito. En ambos casos se consideran los efectos del potencial de
auto-polarizacion.

En la figura 2.2 mostramos los autovalores del Hamiltoniano de un electrén en
un punto cudntico para el caso en el que el confinamiento esté dado por un pozo
de potencial finito (curvas rojas) y para el caso en el cual el confinamiento estd dado
por un pozo infinito (curvas verdes). Todos estos estados corresponden a estados con
momento angular nulo, I = 0. Los resultados se muestran como funcién del cociente
a/b. En ambos casos consideramos los efectos del potencial de auto-polarizacién.
A partir de esta figura podemos observar que el autovalor del pozo infinito es una
buena aproximacién al estado fundamental del pozo finito para valores chicos de
a/b, pero para valores de a/b > 0.5 o para los estados excitados la diferencia entre los
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autovalores es considerable y la aproximacién de confinamiento fuerte no permite
obtener una buena estimacion de las energias del pozo finito.

Otro factor importante a discutir es la inclusién, o no, del término de auto pola-
rizacion, Ec. (2.31), en el Hamiltoniano de una particula, Ec. (2.5). Es usual encontrar
en la literatura trabajos en los cuales no se tienen en cuenta estos efectos [21, 28, 29].
La figura 2.3, muestra el comportamiento de los autovalores mds bajos como funcién
del cociente a /b, para los casos en los que se consideran los efectos del potencial de
auto-polarizacion, €; # ez, y cuando no se consideran, €; = €3. Los nimeros entre
paréntesis en la figura indican los nimeros cudnticos correspondientes a cada esta-
do, estan en la forma (n, [) con n, el nimero cudntico radial y [ el nimero cuantico
del momento angular de la funcién de onda.

0.15

0.12

0.09

E [eV]

0.06

0.03

0 ] ] I | ] ] ] |-
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
a/b

FIGURA 2.3: Autovalores del problema de un electrén en un punto

cudntico heterogéneo para diferente ntimero cudntico radial, n,, y di-

ferente momento angular, /. Las curvas continuas son para el caso que

se consideran los efectos de potencial de auto-polarizacién, €; # eg,

las curvas entrecortadas son para el caso en que no hay efectos de
auto-polarizacion, €; = €.

Como primera observacion de la figura 2.3, tenemos que la presencia de cargas
inducidas aumenta la energia de los estados del electron, mostrando que el efecto
no puede ser despreciado. Sin embargo podria ser tratado en forma perturbativa
dependiendo de las dimensiones del punto cudntico. Cuando el radio interior a au-
menta, la influencia de las cargas inducidas se vuelve menos importante. Esto puede
entenderse de la siguiente manera, cuando el ancho del pozo del punto cudntico se
hace lo suficientemente chico, los estados del electrén no dependen del momento
angular, ademads el potencial electrostatico generado por las cargas inducidas en una
de las superficies se contrarresta con el potencial generado por las cargas en la otra
superficie, generando asi que el potencial de auto-polarizaciéon sea despreciable.

Por ultimo, en la figura 2.4 mostramos las densidades de probabilidad de los
primeros cuatros estados del electrén en el punto cudntico con a/b = 0.5. Todos
los estados mostrados corresponden a estados con momento angular nulo, es decir
I = 0, y para las dimensiones elegidas estos estados son estados ligados, por lo
tanto su localizacién es dentro del pozo de potencial y a partir de la figura puede
apreciarse el comportamiento de la funcién de onda cerca de las interfaces de los
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materiales del punto cudntico, este comportamiento estd dado por las condiciones
de empalme mencionadas en las Ecs. (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9).

0.05 i 0.05—T—T L —
0.04 — — 0.04— —
S0 — 003 —
s L i L ]
~ . 0.02 1 — 0.02— —
0.01 — 001 —
0 [ C ol 0 [ C L]
0 10 40 50 0 10 20 30 40 50
L I I —
0.04 — 005 | | i
~ B T 0.04 —
=003 — - -
= - - 0.03— —
~, 0.021 — - N
= L 1002~ —
0.01— =1 001} ! : —
oLt I ol L 4 Ul U Wiy 1
0 50 0 10 20 30 40 50
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FIGURA 2.4: Densidades de probabilidad radial de los primeros cua-

tro estados, con momento angular nulo, de un electrén confinado en

un punto cuantico heterogéneo. Las lineas verticales entrecortadas
son los limites del pozo de potencial.

Antes de pasar a la siguiente seccion, es importante mencionar que sibien el pro-
blema del confinamiento de un hueco en un punto cuantico heterogéneo es distinto
al del electrén, ya que los pardmetros son distintos, el comportamiento cualitativo
de ambos problemas es el mismo, es por esta razén que no mostramos los resultados
para el caso del hueco.

2.5. Resultados de dos particulas

Ahora nos vamos a concentrar en el problema del par interactuante electrén-
hueco, es decir, un excitén confinado en un punto cuantico heterogéneo. El Hamilto-
niano para este sistema estd dado por la Ec. (2.4). Para escribir la interaccién electros-
tatica entre las particulas vamos a continuar con la misma suposicion realizada en la
seccion anterior sobre la localizacion de las particulas. Dentro de esta aproximacion
el potencial de interaccién es

2
e
Vetee(re: Th) = = — > Yim(6e, 0e) Vi (6n, n) %
Lm (2.32)
dm ! —(141)y,.—(1+1)
r-+pr r
CES R

donde p y ¢ estdn dados por las Ecs. (2.24) y (2.25) respectivamente, r« = min(r., r3)
y r> = max(re,rp). Este potencial se obtiene tomando ¢ = —¢g2 = —e, r1 =r.y
ro = rj, en las Ecs. (2.19), (2.23) y (2.30).

+qri],
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Si bien el electrén y el hueco pueden ser consideradas particulas distinguibles,
el estado cudntico del excitén no va a ser un estado separable, de hecho existe un
entrelazamiento entre las particulas debido a la interaccion entre ellas, pero en cierto
régimen algunos autores consideran que la funcién de onda del excitén es separable,
es decir es producto de dos funciones de onda, una correspondiente al electrén y otra
al hueco [19].

En nuestro modelo, podemos definir la energia de ligadura del excitén como el
valor de expectacion de la interaccién electrostatica entre las particulas, en forma
matematica esto es

Elig - _<wa’%lec(rea rh)‘¢o¢> 5 (233)

donde [, ) es el autoestado del Hamiltoniano del exciton. Definida de esta forma, la
energia de ligadura es una cantidad positiva.

En la figura 2.5 mostramos el comportamiento de la energia de ligadura del ex-
citén en un punto cuantico como funcién del cociente a/b. Los estados cudnticos
estudiados son estados en los cuales el electrén y el hueco tienen momento angular
nulo, es decir l. = [}, = m. = mj, = 0. En la figura se pueden observar dos conjuntos
de datos bien definidos, el conjunto superior, con lineas continuas, corresponden al
problema en el cudl se consideran los efectos de polarizacién tanto el Hamiltoniano
de una particula con en la interaccién entre el electrén y el hueco, mientras que el
conjunto inferior, con lineas entrecortadas, es para el caso en el que no hay cargas de
polarizacién y la interaccion que liga las particulas es el potencial de Coulomb

Ve(re,rp) = (2.34)

€1lre — 1y

Si bien el comportamiento cualitativos de los dos conjuntos de datos es similar
hay que tener en cuenta los valores numéricos obtenidos para dos casos, los cuales
muestran la influencia de las cargas de polarizaciéon en la estructura, estas cargas
logran que el electron y el hueco estén mads ligados.

0.015 T T T T T T T T T
0.0125F —

0.01

FIGURA 2.5: Energia de ligadura de un excitén confinado en un punto

cudntico heterogéneo. Se muestran los resultados obtenidos para el

caso en el que se tienen en cuenta las cargas de polarizacion (e; # €2)

y para el caso en no que se consideran las cargas de polarizacién (e; =
€2). Los estados considerados tienen momento angular nulo.
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La caracteristica més notable en ambos conjuntos de datos es que todas las curvas
decrecen en forma mondtona como funcién de a/b. Este comportamiento se puede
explicar de la siguiente manera, cuando se incrementa el radio del nticleo del punto
cudntico, el electrén y el hueco son empujados hacia los bordes externos del pozo
de potencial, llevando a un incremento de la distancia relativa entre las particulas y
como consecuencia a un decrecimiento de la energia de ligadura. El cambio abrupto
en las curvas, a partir de los cuales la energia de ligadura se vuelve despreciable,
ocurre en los radios donde una de las particulas deja de estar confinada por el po-
zo de potencial, por lo tanto podemos asumir que el electrén y el hueco dejan de
interactuar.

Un método frecuentemente utilizado para obtener las energias de los estados ex-
citénicos es el método pertubativo aplicado sobre el potencial de interaccién entre
las particulas. Para evaluar los limites de dicha aproximacién resolvimos el proble-
ma numéricamente utilizando el método variacional sobre el Hamiltoniano del exci-
ton, Ec. (2.4), y resolviendo por separado el Hamiltoniano para de particula y luego
aplicando teoria de perturbaciones sobre la interaccién de la particula. En la figura
2.6 se muestra, como funcién del cociente a/b, la energia de ligadura, Ec. (2.33), para
los siguientes casos: la curva superior corresponde a la energia de ligadura del es-
tado fundamental del excitén obtenido diagonalizando el Hamiltoniano Ec. (2.4), la
curva siguiente es la energia de ligadura para el estado fundamental del excitén en
el cual no se incluyen los efectos de autopolarizacion, Ec. (2.31), en el Hamiltoniano
de una particula, Ec. (2.5). Las dos curvas siguientes corresponden a los mismos pro-
blemas pero donde se utiliz6 la teoria de perturbaciones sobre la interaccién entre
las particulas. En todos los casos la interaccién es el potencial dado en la ecuacién
(2.32).

A partir de la figura 2.6 podemos observar que los efectos del potencial de auto-
polarizacién incrementan la energia de ligadura, pero su efecto no es muy notable y
ademads no modifica el comportamiento de dicha cantidad. Por otro lado, vemos que
para pozos de potencial anchos, a/b < 0.2, el método pertubativo no da una buena
aproximacion de la energia de ligadura, mientras que para pozos angostos, todos los
métodos estudiados tienen el mismo comportamiento y la diferencia entre éstos es
despreciable.

2.6. Control de estados excitonicos

Uno de los principales motivos por los cuales se estudia el confinamiento de par-
ticulas en puntos cudnticos es que éstos son una plataforma muy atractiva para el
procesamiento de informacién cuantica, debido a las propiedades 6pticas y electro-
nicas de estos sistemas. En esta seccién vamos a estudiar como lograr transiciones
entre los distintos estados exciténicos cuando se aplica un campo externo depen-
diente del tiempo sobre el sistema.

Para describir la interaccion del campo externo aplicado y los estados del sistema
es necesario agregar el siguiente término al Hamiltoniano exciténico,

Heyy (t) =—d- E(t) ’ (2.35)

donde d es el vector momento dipolar eléctrico del par electron-hueco y E(t) es
el campo eléctrico externo aplicado sobre el sistema. En el formalismo de segunda
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FIGURA 2.6: Energfa de ligadura del estado fundamental del exci-
ton. La curva superior se obtiene a partir del estado fundamental del
Hamiltoniano Ec. (2.4). La siguiente curva el estado fundamental se
obtiene diagonalizando el Hamiltoniano Ec. (2.4) pero no se incluye
el potencial de autopolarizacién en el Hamiltoniano de una particu-
la. Las dos curvas mds bajas son los mismos casos pero la interaccién
entre el electrén y el hueco es tratada como una perturbacién.

cuantificacion, el Hamiltoniano de interacciéon con el campo externo puede ser escri-
to como

Hew(t) = —E(t) [u;m al bt + Lo an bm] , (2.36)

n,m

donde af, (ay) es el operador creacion (aniquilacién) de un electrén en la banda de
conduccién y bh, (by,) es el operador creacién (aniquilacién) de un hueco en la ban-
da de valencia. La dependencia temporal del campo eléctrico es una dependencia
sinusoidal E(t) = ¢y cos(wt). Los indices n y m corresponden a las componentes de
la parte del electrén y del hueco de la funcién de onda del excitéon. Los coeficien-
tes finm en la Ec. (2.36) son los elementos de matriz del operador momento dipolar,
dados por

o = ot / 6% () ¢l (r) dr . (2.37)

donde 1,1 €s el momento dipolar correspondiente a la transicion de un electrén
de la banda de valencia a la banda de conduccién en el s6lido, las funciones ¢°(r) y
#"(r) son las componentes del electrén y del hueco de la funcién de onda del exciton.
Para analizar las transiciones entre los estados cudnticos del excitéon tenemos que
determinar la evoluciéon temporal de los estados, esta evolucion estd gobernada por
la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
L OV
Zhﬁ =HV, (2.38)

donde V¥ es el estado cudntico y H es el Hamiltoniano del excitén al cual se le agrega
el término de interacciéon con el campo externo.
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Como estamos interesados en estudiar las transiciones entre estados excitonicos
con el fin de usarlo como procesador de informacién cudntica vamos a definir los
estados base de un qubit a partir de los estados exciténicos. El estado |0) lo asig-
naremos al estado vacio, esto es, no hay un excitéon confinado en el punto cuéntico,
mientras que el estado |1) lo definimos como el estado fundamental del excitén. Vale
la pena mencionar que el estado vacio esta definido como la ausencia de electrones
en la banda de conduccién y la ausencia de huecos en la banda de valencia.

Para analizar las transiciones entre los estados base del qubit haremos la evolu-
cién temporal del estado cudntico inicializado en el estado |0). En el caso de que el
qubit sea ideal, las transiciones entre los estados se producirian perfectamente, es de-
cir, |Up(t)|>+|U1(¢)|* = 1 donde |Uy(t)| y |Uy (t)| son las probabilidades, dependientes
del tiempo, de que el excitén esté en el estado |0) o en el estado |1) respectivamente,
ésto se traduce en que no existe una pérdida de probabilidad. En un sistema més rea-
lista esto no se cumple, por lo tanto existe probabilidad de que |Uy(¢)|? +|U1 (2)|* < 1.
La pérdida o leakage, por su término en inglés, es una buena medida para determinar
el desempefio de un sistema como un qubit. Para un dado tiempo ¢, se define como
1—(|Uo(t)]? +|U1(t)|?). Su origen se debe a que el campo externo usado para generar
transiciones entre los estados base del qubit también produce transiciones a estados
excitados del excitén. Otro motivo por el cual hay una pérdida de probabilidad es la
interaccion con el entorno del sistema, por ejemplo en sélidos, las vibraciones de las
redes cristalinas suelen generar pérdida de probabilidad de los estados cuénticos.

Para obtener la evolucién temporal del estado cuantico vamos a usar un método
estdndar, el cual consiste en expandir la funcién de onda dependiente del tiempo
en términos de los autoestados del Hamiltoniano, y luego derivar un sistema de
ecuaciones diferenciales para los coeficientes. Matematicamente esto es

U(r,t) =Y Un(t)e " d,(r), (2.39)
donde

H®,(r) = E, ®,(r), (2.40)

es el problema de autovalores y H es el Hamiltoniano definido en la Ec. (2.4). A partir
de estas ecuaciones es posible deducir un sistema de ecuaciones para los coeficientes
Un(t),

oU(t)
ot

[e.9]

i > Un(t){(®@p|Heat|Or)e " (2.41)
n=0
donde Wkn = (Ek — En)/h

Para mostrar los resultados numéricos vamos utilizar el punto cuédntico de las
secciones anteriores y vamos fijar el valor a/b = 0.5. En la figura 2.7, se muestra el
comportamiento de las probabilidades de ocupacion |Uy(t)|? y |Us (t)|? como funcién
del tiempo para distintas intensidades del campo externo. En los tres casos mostra-
dos la frecuencia del campo externo es la frecuencia de resonancia del excitén, es
decir wy.s = Ey/h, con Ej la energia del estado fundamental del excitén. Para ob-
tener estos resultados, resolvimos el sistema de ecuaciones definidos en Ec. (2.41)
utilizando el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden y utilizamos un total de 30
estados.

De la figura 2.7, se observa que se pueden lograr transiciones entre los estados
del qubit en tiempos del orden del pico-segundo o en tiempos menores, sin una gran
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FIGURA 2.7: Evolucién temporal de las probabilidades de ocupacién

de los estados de qubit para distintas intensidades del campo externo.

De arriba a abajo, a) intensidad de campo gg = 1- 1073 eV/nm, b)
go=1-10"2eV/nmyc)ey=5-10"2eV/nm.

pérdida de probabilidad, pero al aumentar la intensidad del campo externo aplicado
al sistema la evolucién temporal del sistema se vuelve menos armoénico y a la vez
aumenta la pérdida generada en cada transicién .

Como mencionamos antes y en base los mostrado en la figura 2.7, las probabi-
lidades de ocupacion no alcanzan el valor de la unidad, es decir la transicién no
es perfecta entre los dos estados del qubit. De todas formas, para sistemas con un
ntmero finito de estados, hay una probabilidad finita de que el estado del sistema
vuelva a su estado inicial para tiempos suficientemente largos. En nuestro caso, para
resolver el sistema de ecuaciones definidos en Ec. (2.41), tuvimos que restringirnos a
un ntmero finito de estados exciténicos, por este motivo es ttil introducir la pérdida
promedio, L,, la cual esta definida como,

t+T
Ly=Jim 2 [ = (U@)P + TP at 42)
T—oo T t

En la figura 2.8 se muestra el promedio temporal de la pérdida, definido en Ec.
(2.42). En la figura de la izquierda se muestran como funcién de la intensidad del
campo externo y en la figura de la derecha como funcién de la frecuencia del campo
externo. Los datos en la figura 2.8a) se muestran en escala log-log y cada conjunto de
datos corresponde a una frecuencia del campo externo distinta. Podemos observar
que la pérdida se comporta en forma lineal para intensidades de campo menores a
0.02 eV /nm para todas las frecuencias, pero al sobrestimar la frecuencia de resonan-
cia la pérdida aumenta respecto a subestimar dicha frecuencia, lo cual muestra la
importancia de conocer la frecuencia de resonancia y de poder sintonizarla con el
menor error posible.

Por otro lado, en la figura 2.8b), tenemos la pérdida como funcién de la frecuencia
para distintas intensidades de campos, las cuales corresponden a las usadas en la fi-
gura 2.7. La curva mds baja se obtiene usando una intensidad de g = 1-1073 eV/nm,
la segunda curva es para g = 1 - 102 eV/nm, por ultimo, la tercer curva para
g0 = 5 - 1072 eV /nm. En este caso tenemos que la pérdida es menor cuando la in-
tensidad del campo es baja, pero atn asi hay frecuencias para las cuales la pérdida
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FIGURA 2.8: a) Pérdida de probabilidad como funcién de la inten-
sidad del campo externo, para distintas frecuencias de sintonizacion.
b) Pérdida de probabilidad como funcién de la frecuencia del campo
externo para distintas intensidades, las cuales corresponde a las usa-
das en la figura 2.7. De abajo hacia arriba las intensidades usadas son
go=1-10"3eV/nm, g0 =1-10"2eV/nmyeo=5-10"2eV/nm.

toma valores cercanos a la unidad, es decir, la pérdida es maxima por lo tanto el sis-
tema se encuentra en un estado cudntico el cual no corresponde a los estados base
del qubit. Los picos que pueden apreciarse en la figura, corresponden a transicio-
nes a estados exciténicos con energias cercanas a las del estado fundamental. Vale
la pena mencionar que si la intensidad de campo es lo suficientemente baja, no se
generan transiciones entre lo estados, es decir, la probabilidad |Uy(¢)|? oscila entre
dos valores, pero nunca se anula, y la probabilidad |U; (¢)|?> también oscila entre dos
valores pero nunca toma el valor de la unidad. ésto no se podria apreciar en la fi-
gura 2.8, ya que la pérdida promedio seria despreciable, por lo tanto la intensidad
de campo utilizada tiene que ser tal que se generen las transiciones entre los estados
base de qubit.

En conclusién es posible generar transiciones entre los estados base de qubit con
pérdida de probabilidad despreciable cuando la frecuencia del campo es igual a la
frecuencia de resonancia entre los estados, wy = wyes = Ep/h y con intensidades de
campo g9 < 1-1072eV/nm. Hay que tener presente que si la intensidad de campo
es mucho mas chica no se generan transiciones entre los estados.

2.7. Resumen y conclusiones

En este capitulo estudiamos las propiedades espectrales de particulas confinadas
en puntos cudnticos semiconductores heterogéneos con simetria esférica y, a partir
de un modelo simple, analizamos las transiciones entre los estados cuanticos de un
excitén confinado en la estructura.

Para resolver la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo utilizamos
el método variacional de Rayleigh-Ritz y el conjunto de funciones B-splines como
base del espacio, en particular se tuvo especial cuidado en la definicién de la base
para que ésta nos permita obtener buenas aproximaciones tanto de los autovalores
de cada Hamiltoniano estudiado y de las funciones de onda correspondientes, es
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decir, que las funciones de onda variacionales obtenidas satisfagan las condiciones
de empalme descriptas en las Ecs. (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9).

Iniciamos nuestros estudio con el problema de una particula (electrén o hueco)
confinada en un punto cudntico. Realizamos una comparacién entre distintos enfo-
ques que e hicimos especial énfasis en el potencial que se genera por la presencia de
una particula con carga eléctrica en una estructura en la cual la constante dieléctrica
cambia de valor de un material a otro. Encontramos que el espectro de los estados
ligados de la particula confinada depende del tipo de confinamiento que se consi-
dere, es decir, si el confinamiento se modela como un pozo finito o un pozo infinito
(aproximacion de confinamiento fuerte). Para pozos de potencial anchos, en ambos
modelos se obtiene una buena aproximacién del estado fundamental, pero para po-
z0s angostos o para estados excitados, las energias obtenidas a partir del modelo de
confinamiento fuerte difieren notablemente de los resultados obtenidos usando un
pozo de potencial finito. En conclusién es para una descripcién precisa del espectro
del punto cudntico hay que considerar un potencial de confinamiento finito.

Por otro lado, analizamos la importancia del potencial de auto-polarizacién, el
cual podemos decir que puede ser tratado en forma perturbativa casi para cualquier
dimensién del punto cuantico analizada. En particular, para pozos de potencial an-
gostos este potencial puede ser despreciado.

Respecto al problema del par interactuante electrén-hueco, analizamos la energia
de ligadura, Ec. (2.33), de dicho sistema. Encontramos que dicha energia decrece en
forma monétona cuando se aumenta el radio del ntcleo del punto cudntico y esto
puede ser interpretado como una aumento en la distancia entre las particulas. Es
importante resaltar que dicho comportamiento se manifiesta para el caso en el que
se consideran las cargas de polarizacion en las interfaces de los materiales y en el
caso en que no se consideran dichas cargas. Atn asi, la magnitud de la energia de
ligadura en ambos casos es distinta y los resultados obtenidos muestran que las
cargas de polarizacién incrementan la energia de ligadura.

Por ultimo, a partir de los estados exciténicos obtenidos definimos los estados
base para un qubit, en particular elegimos el estado vacio y el estado fundamental
como los estados base y estudiamos la posibilidad de hacer transiciones entre dichos
estados cuando se aplica un campo externo al sistema. Encontramos que es posible
generar transiciones entre los estados base de qubit con poca pérdida de probabili-
dad en escalas de tiempo del orden de los pico-segundos.
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Capitulo 3

Niveles excitonicos y propiedades
espectrales de puntos cuanticos
multicapas

En este capitulo presentamos el estudio de las propiedades espectrales de pun-
tos cudnticos con simetria esférica dentro del marco de trabajo del método k - p de
ocho bandas. Mostramos resultados numéricos de los niveles de energia de las dis-
tintas bandas consideradas en el modelo para dos puntos cuanticos semiconductores
formados por distintos materiales. Utilizando el método iterativo de Hartree calcu-
lamos la energia de ligadura del par interactuante electrén-hueco. Encontramos que
la energia de ligadura del estado fundamental de un excitén en un punto cudntico
simple es una funcién decreciente del radio del niticleo. Para el caso de un punto
cudntico doble, la energia de ligadura muestra un salto en su comportamiento, el
cual puede estar relacionado con la localizacién de los estados electrénicos del siste-
ma.

3.1. Introduccion

Comprender el proceso de fabricacion de nanoestructuras es un requisito para
entender las propiedades bésicas del confinamiento de particulas en dichas estruc-
turas. Frecuentemente, la descripcién de puntos cudnticos comienza con la intro-
ducciéon de diferentes esquemas de clasificacion, por ejemplo la caracterizacién del
confinamiento segtn la relacién de la longitud de confinamiento y el radio de Bohr
del excitéon en el correspondiente material (confinamiento fuerte, medio o débil).
Otra clasificacién posible es a partir de la relacién entre la energia de confinamien-
to y la energia de los fonones, o la diferencia en las constantes dieléctricas entre los
materiales semiconductores que constituyen la nanoestructura.

Por lo tanto, el proceso de fabricacién y caracterizacién tienen que proveer con
informacion util para el estudio de las propiedades electrénicas y 6pticas de las na-
noestructuras. La informacién méas importante que puede obtenerse del anélisis de
fabricacién esté relacionada con las dimensiones, la estructura de la red cristalina, la
caracterizacién de las interfaces de los materiales, entre otros.

Por estos motivos es importante tener modelos tedricos que consideren las distin-
tas caracteristicas de las nanoestructuras que se generan en el proceso de fabricacion.
En algunos métodos, como lo es el caso de la aproximaciéon de masas efectivas, estas
caracteristicas son consideradas de manera indirecta, no son consideradas o requie-
ren de un tratamiento matematico previo. Por ejemplo, la masa efectiva de las parti-
culas en un semiconductor se obtiene de considerar la interaccién entre las distintas
bandas de energia y por ende se considera la estructura cristalina. Otro ejemplo es
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la interaccion electrostética entre el electrén y el hueco en un punto cudntico, como
mostramos en el capitulo 2. El hecho de que la constante dieléctrica dependa de las
coordenadas espaciales lleva a un potencial de interacciéon distinto al potencial de
Coulomb.

Elmétodo k-p es un método semi-empirico que ha sido aplicado en forma exitosa
para calcular la estructura de bandas y las propiedades espectrales de sdlidos [30,
31], puntos cuanticos [32, 33] y nano-hilos semiconductores [34, 35]. Este método se
deduce a partir de primeros principios y se caracteriza por depender fuertemente de
la estructura que se estd estudiando y de los materiales que la conforman.

En este capitulo vamos a aplicar el método k - p para estudiar las propiedades
espectrales de particulas confinadas en puntos cuanticos semiconductores. En la sec-
cién 3.2 vamos a realizar una breve descripcién del método y su aplicacién tanto a
materiales bulk como en heteroestructuras. La seccién 3.3 estd dedicada al estudio
del confinamiento de electrones, huecos y excitones en un punto cuéntico igual al
considerado en el capitulo 2, pero ahora lo vamos a hacer utilizando el método k - p.
En la seccién 3.4 vamos a estudiar un punto cudntico doble, el cual fue analizado
dentro de la aproximacién de masas efectivas y por dltimo discutiremos los resulta-
dos obtenidos en la seccién 3.5.

3.2. Elmétodok-p

En esta seccién vamos a hacer una breve descripcién del método k - p, mostran-
do la deduccién de sus principales ecuaciones. En particular vamos mostrar cémo
podemos implementar el método k - p cuando se quiere estudiar el espectro de una
heteroestructura fabricada por diferentes materiales semiconductores.

El método k - p puede ser derivado de la ecuacién de Schrodinger de un electron
en un potencial peridédico. Usando el teorema de Bloch la solucién de dicha ecuacion
se expresa como

q)n,k(r) = eik~r un,k(r) ) (31)

donde n es el indice de la banda, k es vector de onda en la primera zona de Brillouin
y un k son las funciones de Bloch que tiene la periodicidad de la red cristalina. Va-
mos a asumir que el Hamiltoniano de un electrén en el sélido consiste del término
cinético, un potencial periédico y la interaccién espin-6rbita:
p? h
H=—+4+V —— (e x VV)-p, 3.2
s+ V) + (o X V) p 62
con mg la masa del electrén libre.
A partir de las Ecs. (3.1) y (3.2) es posible obtener la ecuacién para las funciones

Unp, Kk,

h
+ +V + —(O' X VV) -k Unk = En,k Un k 5 (33)

P> n hk-p  R*k?
2my mg 2mo 4m3c?

enk = (0,0,0), la Ec. (3.3) se reduce a

2
<p—+v>un0:En0un07 n:172737”" (34)
2m0 ) ) )
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Ecuaciones similares se pueden obtener para cualquier vector de onda k. Ya que
las funciones u,, o son funciones periédicas, la Ec. (3.4) es mds simple de resolver que
la ecuacién dada por el Hamiltoniano en Ec. (3.2), ademas las soluciones de la Ec.
(3.4) forman un conjunto completo y ortogonal de funciones bases, por lo tanto, una
vez que FE, o y un, son obtenidos, se puede aplicar teoria de perturbaciones sobre

los términos giﬁ; , h:;;)p y 4m@02 (6 xVV)-kdelaEc. (3.3). Este método para la calcular

la relacién de dispersion de las bandas es conocido como el método k - p. En general
el método puede aplicarse para calcular la relacion de dispersion cerca de cualquier
punto kg expandiendo Ec. (3.3) alrededor de dicho punto, pero dada la dependencia
de los términos perturbativos con el vector de onda el método funciona mejor para
valores chicos de k.

Una de las aplicaciones mds directas que tiene el método k - p es la aproximaciéon
de masas efectivas. Esta aproximacion se obtiene aplicando la teoria de perturbacio-
nes a una Unica banda. Si asumimos que la banda n es no degenerada, la energia
E, x puede obtenerse de la expansion hasta segundo orden en k en términos de las
energias F, o del Hamiltoniano no perturbado, es decir

h2k2 k-

2m n k — En k (35)

El término lineal en k desaparece porque se asume que F, ¢ es un minimo o un
maximo. A partir de la Ec. (3.5) se define la masa efectiva, m*, como

1 | un0|k p|un 0)|
mx k:2 Z ) (36)
nin

m* n k
de esta forma, la relacion de dispersion es

k2
: (3.7)

E,x = E,

Por ejemplo, si consideramos que n es el indice de la banda de valencia, la Ec. (3.7)
nos dice que el electrén se comporta como una particula libre, es decir una onda
plana, pero la masa del electrén en el s6lido difiere de la masa del electrén libre, esto
se debe al acoplamiento entre los estados electrénicos en diferentes bandas.

Si bien el método k - p permite calcular la estructura de bandas de un sélido,
es generalmente usado para estudiar las bandas de conduccién y de valencia. Pa-
ra ello se implementa el método k - p de ocho bandas, en el cual se considera la
banda de conduccién, la banda de valencia y la interaccién espin-6rbita. Con estas
consideraciones se obtiene una representacion matricial para el Hamiltoniano cuyos
autovalores representan la energia de cada banda. Por ejemplo, para una estructura
cristalina zincblende, el Hamiltoniano k - p de ocho bandas es

A 0 v 0 V3V —V2U -U V2V*

0 A —V2U  —/3V* 0 -V V2V U
V. VU —P4+Q  —S* R 0 Vis  —vaQ
0 -3V -5 -P—-Q 0 R —V2R Ls

H= v3v* 0 R* 0 -P-Q S* 755" \/R* . (3.8)
—2U  —V* 0 R* s -P+Q  V2Q 35*
3 * 1
U 2V \/;s* V3R Ls V2Q —P-A 0

1 * 3
Vav U V2@ ks V3R \/gs 0 _P—A

Los elementos en el Hamiltoniano Ec. (3.8) estan dados por
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h2k2
A = E.+ T (3.9)
h2k2
P = —-E,+ 712—7710 ) (3.10)
h2 2 2 2
hz 2 2
R = —\/§2—mO [y (K2 — k2) — 2ivskyky] (3.12)
hQ
S = \/573%/% (ky — iky) (3.13)
U = %Pa ks, (3.14)
vV o= %PO (kg — iky) | (3.15)

donde E, es la energia de la banda de conduccién, E, es la energia de la banda de va-
lencia, el gap entre las bandas de valencia y de conduccién es entonces F, = E. — E,,
Y1, Y2 ¥ 73 son los parametros de Luttinger que se determinan experimentalmente,
A es la interaccion espin-6rbita y Py es el acoplamiento entre las bandas de conduc-
cién y de valencia, dicha cantidad esta relacionada con la energia de Kane, E,, por
la relacion

2 mo P02
72
Enla figura 3.1 mostramos un esquema de las bandas de energia empleadas en el
modelo k - p de ocho bandas. Se puede observar el gap de energia, energia de split-off
que representa la interacciéon espin-6rbita, A, y la energia de Kane E,,.

E, =

(3.16)

BC
Ey

By HH
A

LH

SO

FIGURA 3.1: Diagrama de bandas para el modelo k - p de ocho ban-

das, con la banda de conduccién (BC) y la banda de valencia (BV),

la cual se divide en tres subbandas, una para el hueco pesado (heavy

hole, HH), una para el hueco liviano (light hole, LH) y la interaccién
espin-Orbita (spin-orbit SO).

Para obtener la representaciéon matricial del Hamiltoniano hay que evaluar los
elementos de matriz de dicho operador en las funciones de Bloch. Las funciones de
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Bloch dependen de la red cristalina que se esté considerando, por lo tanto para cada
red o para cada sélido hay una representacion matricial del Hamiltoniano. La base
usada para obtener el Hamiltoniano en Ec. (3.8) es

uy = ST, (3.17)
Wy, = S, (3.18)
Ugjozse = %(X +iY) 1, (3.19)
W1 = %[(XJrz’Y)i—QZT], (3.20)

W 1 = %[(X—muzzu, (321)
W g = %(X—ZY) 5 (3.22)
W1 = %[(X+z’Y)¢+ZT], (3.23)
Wy 1y = %[—(x—muzu. (3.24)

Hasta ahora, todo lo que dijimos sobre el método k - p es para materiales bulk,
es decir un tnico material sélido, pero este método también puede aplicarse a hete-
roestructuras como puntos cudnticos, pozos cudnticos o super redes formadas por
dos 0 mds materiales. Para estudiar heteroestructuras mediante el uso del método
k- p se hace uso de la teoria de Bastard [36] conocida como aproximacién de funcién
de onda envolvente. En el capitulo 2 explicamos en qué consiste esta aproximacién
cuando el Hamiltoniano del sistema esté escrito en la aproximacién de masas efecti-
vas. En este capitulo vamos a ver cémo aplicar la aproximacién de funcién de onda
envolvente dentro del modelo k - p.

La aproximaciéon de funciéon de onda envolvente asume que, en cada material
(por ejemplo materiales A y B), la funcién de onda puede expandirse en términos
de una parte periddica, funciones de onda de Bloch, de la siguiente forma,

ble) =30 F )" (r), (3.25)
n
y luego utilizar las condiciones de empalme en las interfaces de los materiales. La
siguiente suposicion es que las funciones periédicas, u,, k, en cada material son igua-
les. ésta es una buena aproximacién para materiales con similitudes tanto quimicas
como estructurales.

En la ecuacion (3.25), las funciones f,(r) son llamadas funciones de onda envol-
vente, las cuales varian mucho mas lento que las funciones periédicas uy, o(r).

Si se considera solo una banda, se recupera la aproximacién de masas efectivas,
tal como fue utilizada en el capitulo 2. En cambio, si se consideran mds bandas es po-
sible obtener un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones envolventes
reemplazando k; = —z‘a%j con j = x,y, z. El sistema de ecuaciones es entonces

Hf(r)=FEf(r), (3.26)
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donde f(r) es un vector y cada componente es la funcién de onda envolvente corres-
pondiente a cada banda, es decir

fi(r
fz(r
f3(r
fa(r
fs(r
fo(r
fr(r
fs(

)
)
g
1K (3.27)
)
)
)

r

3.3. Exciton en un punto cudntico multicapa

En esta seccion vamos a estudiar el espectro de un punto cuantico esférico igual
al analizado en el capitulo 2, pero ahora lo vamos a hacer en el marco de trabajo del
método k - p.

El espectro de energia del punto cudntico se obtiene utilizando la aproximacién
de funcién de onda envolvente dentro del método k - p, donde el Hamiltoniano del
sistema estd dado por la ecuacién (3.8) y los pardmetros de los materiales son

CUADRO 3.1: Pardmetros de los materiales C'dS y H ¢S utilizados en
el punto cudntico.

E, E, A € gi! 72 73
CdS 242¢V 19.6eV 0.08eV 55 0.814 0.307 0.307
HgS 042¢eV 21.0eV 0.08eV 1136 122 4.2 4.2

CBO=135¢eV
VBO =0.65 eV

En la tabla 3.1, CBO (conduction band offset por su sigla en inglés) es la diferencia
de energia entre las bandas de conducciéon de los materiales y VBO (valence banda
offset por su sigla en inglés) es la diferencia de energia entre las bandas de valencia
de los materiales.

En la figura 3.2 presentamos los autovalores del Hamiltoniano k - p, Ec. (3.8),
para un punto cudntico con simetria esférica como el descripto por la figura 2.1. En
la figura 3.2a) se muestran las energias correspondientes a la banda de conduccién
como funcién del radio del niicleo del punto cuantico, mientras que en la figura 3.2b)
se muestran las energias de la banda de valencia. Para este caso, el radio exterior del
punto cuantico lo fijamos en el valor 15 nm.

Los autovalores y autofunciones del Hamiltoniano k - p, Ec. (3.8), se obtuvie-
ron utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz con el conjunto de funciones
B-splines como base del espacio de Hilbert. En la seccién A.4.2 del apéndice A, mos-
tramos como realizar dicha implementacién y damos las caracteristicas de la base.

A partir de la figura 3.2a) podemos ver cémo a medida que el radio del ntcleo
del punto cuantico aumenta, es decir, disminuye el ancho de la capa intermedia,
disminuye el niimero de estados electrénicos ligados dentro del punto cudntico. Lo
mismo sucede con los estados de hueco en la banda de valencia, figura 3.2b). En
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7.5 10 12.5 15
RC [nm]

FIGURA 3.2: Espectro de energia de un punto cuantico con simetria
esférica, figura 2.1. a) niveles de energfa para la banda de conduccién,
b) niveles de energia para la banda de valencia.

el capitulo 2, dijimos que el punto cuédntico elegido se caracterizaba por confinar a
los electrones y a los huecos en la misma regién espacial. En la aproximacién de
masas efectivas, el operador energia potencial del hueco se asemeja a una barrera
de potencial (ver figura 2.1), pero dicho potencial es atractivo para los huecos, por
lo tanto hay que imponer dicha condicién sobre el sistema, por ejemplo, haciendo
que el potencial del tipo barrera sea un pozo de potencial cuando se estudian los
estados del hueco. ésto se debe a que la masa efectiva del hueco es negativa, ya que
proviene de evaluar la derivada segunda de la energia respecto al vector de onda, y
dicha cantidad es negativa como puede observarse en el diagrama 3.1 [30].

En la figura 3.2b), también pueden observarse curvas que tienen distintos com-
portamientos, por ejemplo los cruces evitados para algunos radios del nicleo, fené-
meno que no sucede en los estados electrénicos en la banda de conduccién. Estos
cruces entre los distintos niveles de energia son consecuencia de la interaccién en-
tre las distintas bandas de energias consideradas en el modelo k - p y no pueden
observarse utilizando la aproximacién de masas efectivas.

Los resultados mostrados hasta ahora, utilizando el método k - p, muestran los
distintos efectos que se generan a partir de considerar mas de una banda de energia
para obtener el espectro del sistema, pero no muestran los efectos de la interacciéon
entre un electrén y un hueco, es decir no muestran los efectos exciténicos. Para de-
terminar estos efectos y obtener la energfa de ligadura de un excitén vamos a usar
la aproximacién de Hartree [33, 37]. En la literatura existen otros métodos posibles
para determinar los efectos exciténicos en nanoestructuras, ver las referencias [38,
39, 40].
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En la aproximacién de Hartree, asumimos que la funcién de onda del excitén
es separable en las coordenadas de cada particula, es decir se puede escribir como
el producto de una funcién de onda asociada al electrén y una funcién de onda
asociada al hueco. Matematicamente W(r.,ry,) = ¥e(re)1n(ry), donde las funciones
e(re) vy ¢n(rp) se determinan en forma autoconsistente resolviendo las siguientes
ecuaciones

[H+Vvn = Enthy, (3.28)
[H + Vh] e Ee e, (329)

donde los potenciales V. y V}, son los potenciales electrostaticos generados por el
electrén y el hueco respectivamente. Estos potenciales se determinan resolviendo la
ecuacién de Poisson correspondiente

—eltpe]* = €V (es(r)VVe) | (3.30)
el = €V (es(r)VVj) . (3.31)

En las ecuaciones (3.28) y (3.29), H es el Hamiltoniano del sistema, en nuestro
caso es el Hamiltoniano k- p de ocho bandas dado por la Ec. (3.8), E. es la energia del
electrén (menor autovalor en la banda de conduccién) y E}, es la energia del hueco
(mayor autovalor en la banda de valencia). Con todo esto, la energia de ligadura es
[37]

Ey = (E. — Ep) — (E — Eh) - <E — E) n (Eh - Eh) . (3.32)

En resumen, las energias y funciones de onda en la aproximacién de Hartree
se obtienen después de un cierto namero de iteraciones. Se comienza calculando
los autovalores y autovectores del Hamiltoniano k - p, Ec. (3.8), y se determinan
las energias E. y E}, y sus correspondientes funciones de onda #.(r) y ¢n(r). La
primera iteracion consiste en primero resolver las ecuaciones de Poisson, Ecs. (3.30)
y (3.31), y luego calcular los nuevos autovalores y autovectores de los Hamiltonianos
modificados, es decir, resolver las Ecs. (3.28) y (3.29). En este punto hay que tener en
cuenta que solo el mayor autovalor de la banda de valencia de la Ec. (3.28) y el menor
autovalor de la banda de conduccién de la Ec. (3.29) son los tinicos autovalores que
tienen sentido fisico ya que son los tinicos autovalores que estan siendo modificados
por el método de Hartree, los demds autovalores de cada ecuacién no tienen por
qué tener sentido fisico. Las siguientes iteraciones del método consisten en repetir el
procedimiento de la primera iteracion hasta que el método converja.

En este punto vale la pena hacer la siguiente observacion: la interaccion entre el
electrén y el hueco es considerada cuando se resuelven, por separado, las Ecs. (3.28)
y (3.29) y donde los potenciales de interaccion estdn dados por las Ecs. (3.30) y (3.31).
Estos potenciales tienen en cuenta la estructura del punto cuédntico y por lo tanto el
comportamiento de la constante dieléctrica del dispositivo.

En la figura 3.3a) se muestra la correccion al estado del electrén en la banda de
conduccién y en la figura 3.3b) la correcciéon al estado del hueco en la banda de va-
lencia. Las curvas negras corresponden a los autovalores del Hamiltoniano k - p tal
como se muestran en la figura 3.2, las curvas rojas son los autovalores del electréon
y del hueco luego de aplicar el método de Hartree para considerar los efectos de la
interaccién entre las particulas. Podemos observar que los autovalores modificados
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por el método de Hartree siguen bastante cerca a los autovalores iniciales del Hamil-
toniano k - p, a medida que aumenta el radio del ntcleo las correcciones se vuelven
menos importantes.
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FIGURA 3.3: a) Correcciones al menor autovalor de la banda de con-

duccién y b) correcciones al mayor autovalor de la banda de valencia,

obtenidos a partir del método de Hartree. Las curvas negras corres-

ponden a los autovalores del Hamiltoniano k- p, Ec. (3.8), y las curvas

rojas son los autovalores modificados por el método de Hartree segtn
las Ecs. (3.28), (3.29), (3.30) y (3.31).

En la figura 3.4 mostramos la energia de ligadura del excitéon definida en la Ec.
(3.32). En esta figura se pueden observar dos comportamientos distintos: inicialmen-
te a medida que aumenta el radio del ntcleo del punto cuantico la energia de liga-
dura del excitén decrece, un comportamiento similar a lo mostrado en la figura 2.5,
luego dicha cantidad aumenta hasta un cierto radio para el cual ya no hay maés es-
tados ligados en el punto cudntico. El comportamiento mostrado por la energia de
ligadura del excitéon puede ser entendida de la siguiente manera: para radios del
nudcleo menores a R. = 12.6 nm, el electrén y el hueco tienden a estar lo més ale-
jado posible, por esta razén es que cuando aumentamos R., disminuye la energia
de ligadura, mientras que para radios mayores a R. = 12.6 nm, la situacién se in-
vierte y las particulas tienden a acercarse. Este es un comportamiento muy distintos
al encontrado cuando estudiamos el mismo sistema dentro de la aproximacién de
masas efectivas en el capitulo 2, por este motivo es necesario continuar el estudio
utilizando los dos enfoques.

Otra diferencia que encontramos entre los dos métodos empleados para el es-
tudio de un excitén en un punto cudntico esférico, es la magnitud de la energia de
ligadura obtenida en cada caso. En caso de los resultados obtenidos con método
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k- p, la energia de ligadura es, aproximadamente, cinco veces mds chica que la ener-
gia de ligadura obtenida dentro de la aproximacién de masas efectivas. Hasta ahora
no encontramos el motivo por el cual puede existir esta diferencia entre los distintos
métodos.

Vale la pena mencionar que en la figura 3.4 solo se observa una tnica curva,
correspondiente a lo que podemos llamar el estado fundamental del excitén. Esto
es porque el método utilizado solo permite determinar los efectos de la interaccién
entre el electrén y el hueco para un tnico estado. Los demads estados cudnticos obte-
nidos a partir de el método de Hartree en el modelo k- p pueden no tener significado
fisico.
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FIGURA 3.4: Energia de ligadura para el estado fundamental de un
excitén confinado en punto cudntico con simetria esférica obtenida a
partir de la aproximacién de Hartree dentro del modelo k - p.

3.4. Propiedades espectrales de un punto cudntico doble

Recientemente, Ferrén y colaboradores, estudiaron, dentro de la aproximacién
de masas efectivas, el espectro y las densidades de probabilidad de un electrén con-
finado en un punto cuantico doble con simetria esférica [41, 42]. Encontraron que
dependiendo de los pardmetros del punto cudntico se puede determinar la localiza-
cién espacial de los distintos estados cudnticos del sistema.

Un punto cudntico doble es una nanoestructura que presenta dos regiones del
espacio en las cuales se pueden confinar las particulas. En la figura 3.5 mostramos
un esquema de un punto cuédntico doble junto con un diagrama de los perfiles de las
bandas de valencia y de conduccién. En esta secciéon vamos a estudiar, utilizando el
método k-p, las propiedades espectrales de un punto cuantico doble formado por los
materiales Zn.S (sulfuro de zinc) y C'dSe (seleniuro de cadmio) igual al considerado
en la referencia [42].

La estructura que vamos a estudiar estd compuesta por un nicleo de ZnS de
radio R., seguido por una primer capa de C'dSe de radio exterior Ry = R. + 0.8 nm,
la tercer capa del punto estd formada de ZnS la cual tiene un radio exterior Ry =
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FIGURA 3.5: Esquema de un punto cudntico doble formado por dos
materiales distintos y diagrama de los perfiles de las bandas de con-
duccién y de valencia de la nanoestructura.

R + 3.5nm, otra capa de C'dSe con radio exterior R3 = Ry + 1nm y por dltimo, el
material que cubre toda la estructura es nuevamente ZnS.

En la referencia [42], los autores encontraron que dependiendo del radio del nt-
cleo del punto cuantico, se pueden localizar los autoestados electrénicos con name-
ros cudnticos n, = 1yl = 0,1, en el pozo interior del punto cudntico, mientras que
el resto de los autoestados se localizan en el pozo exterior. Esta posibilidad de poder
aislar dos autoestados del resto hace que este tipo de nanoestructura sea un can-
didato ideal para controlar los estados cudnticos con el objetivo de utilizarlo como
procesadores de informacién cudntica.

Para los materiales elegidos para esta seccion, los pardmetros que usaremos en
el modelo k - p estdn mostrados en la tabla 3.2.

CUADRO 3.2: Pardmetros de los materiales ZnS y CdSe utilizados
en el punto cuantido doble.

E, E, A € Y1 Y2 V3
ZnS 3.68¢eV 204eV 0.074eV 57 212 051 1.56
CdSe 175eV 174e¢V 024eV 63 44 16 2.68

CBO=09eV
VBO =1.03 eV

Los autovalores del Hamiltoniano k - p, tanto aquellos correspondientes a la ban-
da de conduccién como a los correspondientes a la banda de valencia, se muestran
en la figura 3.6 como funcién del radio del ntcleo. Vale la pena mencionar que el
espectro del sistema es mas complejo que el mostrado en la figura y que no existe un
par de autovalores que estén energéticamente aislados del resto. El escaso nimero
de autovalores mostrados se debe a que, en los cdlculos numéricos, nos restringi-
mos a estados con momento angular [ = 0 y [ = 1, ya que aumentar dicho nimero
cudntico implica un costo computacional muy alto. En la referencia [42], dentro de
la aproximacién de masas efectivas, los autores calculan los estados de la banda de
conduccién del punto cuédntico con estados de hasta [ = 20, donde puede apreciarse
la complejidad del espectro. Atn asi, los resultados obtenidos con el método k - p
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coinciden con los resultados obtenidos por Ferrén y colaboradores y encontramos
que ocurre el mismo fenémeno respecto a la localizacién de los estados electrénicos.
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FIGURA 3.6: Espectro de energia de un punto cudntico doble con si-
metria esférica. a) niveles de energia para la banda de conduccion, b)
niveles de energia para la banda de valencia.

Después de analizar el espectro y los estados del Hamiltoniano del sistema, Ec.
(3.8), surge la pregunta sobre qué consecuencias o qué efectos genera, sobre las ener-
glas y los estados cudnticos, la interaccién entre un electrén y un hueco en el punto
cudntico. Por este motivo, utilizando el método de Hartree aplicado a los estados
cudnticos obtenidos por el método k - p, analizamos los efectos de esta interaccién
en este sistema.

En la figura 3.7a), mostramos la energia de ligadura del estado fundamental
del excitén en el punto cuantico doble considerado. Podemos observar que para
R. = 1nm, la energia de ligadura presenta un salto en su comportamiento, luego
de este salto, decae en forma continua como funcion del radio del nticleo. En base
al salto que ocurre en la energia de ligadura en R, = 1nm, analizamos el valor de
la coordenada radial donde la densidad de probabilidad, tanto para el estado del
electrén como para el estado del hueco, alcanza su maximo valor. Los resultados se
muestran en la figura 3.7b), donde las curvas rojas corresponden a los estados del
electrén y las verdes a los estados del hueco, ademas las curvas continuas son para
los autovectores del Hamiltoniano k - p y las curvas entrecortadas son los mismos
estados después de aplicar el método de Hartree, es decir cuando se consideran los
efectos de la interaccion. A partir de esta figura, podemos observar los efectos de la
interaccion entre las particulas, de hecho se observa que la posicion del méximo de
la densidad del estado del electrén, también presenta un salto en su comportamien-
to para R. = 1nm, similar al salto que ocurre en la energia de ligadura. Hasta ahora
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no hemos analizado en mas detalle al sistema, para lograr explicar por qué ocurre el
salto en estas cantidades.
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FIGURA 3.7: a) Energia de ligadura del estado fundamental de un ex-
citén en un punto cudntico doble como funcién del radio del nticleo.
b) Posicién del médximo de las densidades de probabilidad, respecto al
radio del ntcleo (Ar = ryx — Re), de los estados del electrén (curvas
rojas) y del hueco (curvas verdes), las curvas continuas corresponden
a los autovectores del Hamiltoniano k - p, mientras que las curvas
entrecortadas son los autovectores después de aplicar el método de
Hartree.

Un hecho interesante que surge a partir de este sistema es la relacién que pue-
de existir entre los resultados mostrados en este capitulo y los resultados obtenidos
por Ferrén y colaboradores en la referencia [42]. Estos autores, analizan dos posibles
configuraciones del punto cudantico: el dispositivo 1, definido con R, = 1nm, pre-
senta dos estados, con nameros cudnticos n, = 1,1 =0y n, = 1,1 = 1, localizados
en el pozo interior del punto cudntico, mientras que el dispositivo 2, definido con
R. = 2nm, presenta tres estados localizados en el pozo interior del punto cuéntico,
a los dos estados anteriores se le suma el estadoconn, =1yl = 2.

En base a esto surge la pregunta si existe alguna relacion entre los resultados
obtenidos en este capitulo y los correspondientes obtenidos por Ferrén y colabora-
dores. Lo més notorio es que la energfa de ligadura del excitén, Fig. 3.7a), correspon-
den al estado fundamental de las particulas, mientras que los resultados obtenidos
por Ferrén corresponde a estados excitados del electrén, por lo tanto es posible que,
de alguna manera, la localizacién de los estados excitados electrénicos afecten a la
interaccion entre el electrén y el hueco.

3.5. Resumen y conclusiones

En este capitulo estudiamos el confinamiento de particulas, electrones y huecos,
en puntos cudnticos con simetria esférica utilizando el método k - p. Analizamos un
punto cudntico simple, igual al considerado en el capitulo 2, y un punto cudntico
doble que fue estudiado utilizando la aproximacién de masas efectivas [42] y utili-
zamos la aproximacién de Hartree para determinar los efectos de la interacciéon en
el estado fundamental de un excitén.

El método k - p, es un método semiempirico inicialmente desarrollado para estu-
diar la estructura de banda de materiales bulk, pero fue exitosamente implementado
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para estudiar distintos tipos de heteroestructuras. Dentro de este método es posi-
ble incluir distintos efectos que pueden afectar al espectro del sistema, por ejemplo,
incluir el tensor de deformacién cuando se estudian los puntos cuanticos autoen-
samblados [43]. Este particular efecto modifica notablemente el espectro del sistema
y los potenciales de confinamiento de las particulas. En este capitulo, no considera-
mos los efectos de deformacién o efectos piezoeléctricos, dichos efectos deberfan de
ser considerados o al menos analizados inicialmente para determinar si pueden o no
ser despreciados.

En ambos sistemas estudiados, obtuvimos que el espectro electrénico es similar
al obtenido por la aproximacién de masas efectivas, pero dentro del modelo k - p se
pueden apreciar los efectos de la interaccién entre las distintas bandas consideradas.
Para el caso del punto cudntico simple, seccién 3.3, pudimos estimar la energia de
ligadura del excitén, para el caso del punto cuantico doble, dicha cantidad muestra
un salto en su comportamiento el cual no pudimos explicar atin, pero es posible que
esté relacionado con la localizaciéon de los estados electréonicos del sistema, como su-
giere la figura 3.7b). Esto tltimo abre la posibilidad de continuar trabajando con ese
sistema en busca de dicha relacion. Para ello habria que determinar alguna cantidad
que relaciones los distintos estados y analizarla en detalle.
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Capitulo 4

Ligadura de estados metastables de
dos electrones en puntos cuanticos
semiconductores con campo
magnético

Es este capitulo vamos a estudiar la ligadura de estados resonantes de dos elec-
trones confinados en un punto cuantico con simetria cilindrica dentro de un nano-
hilo semiconductor. En del marco de la aproximacién de masas efectivas vamos a
calcular el espectro del sistema de dos electrones, y en particular vamos a buscar un
método simple que nos permita calcular la energia de ligadura tanto para el sistema
de un electrén como para el sistema de dos electrones. Consideraremos un régimen
de pardmetros del sistema en el cual no hayan estados ligados en ausencia de campo
magnético. Por lo tanto la energia de ligadura, en estas condiciones, esta dada por
la energia del primer nivel de Landau y la ligadura se produce cuando la energia
del sistema es menor a la energfa del primer nivel de Landau. Veremos que, para
un punto cudntico cuyos materiales y dimensiones corresponden a configuraciones
experimentales actuales, la ligadura de estados resonantes sucede para intensidades
de campo magnético del orden de la decena de Teslas.

4.1. Introduccion

La fisica de nano-estructuras semiconductoras permite, hoy en dia, testear prin-
cipios bésicos de la mecanica cudntica. El efecto Aharonov-Bohm ha sido verificado
midiendo corrientes oscilatorias en diferentes configuraciones [44], pero la habili-
dad de cargar eléctricamente nano-estructuras semiconductoras con pocos electro-
nes coloco los experimentos en anillos semiconductores cerca de los requisitos para
el experimento gedanken [45]. Mds atn, el efecto puede ser observado usando elec-
trones, huecos y excitones neutros [46]. De hecho, la posibilidad de elegir a voluntad
el namero de electrones de carga en una dada nano-estructura, junto con técnicas
de interferometria, son los principales componentes que permiten controlar eléctri-
camente qubits en solidos [47], o generar interferencia entre dos electrones indisti-
guibles [48]. También se propuso un experimento para verificar las desigualdades
de Bell usando electrones balisticos en nano-hilos semiconductores [49]. Muchas de
estas configuraciones involucran mediciones del transporte de carga a través de la
muestra, las cuales pueden incluir puntos cuédnticos o hetero-estructuras, y donde se
producen procesos cudnticos tales como captura o emisién de portadores de carga y
donde los estados meta-estables tienen una participacién importante en el entendi-
miento de cémo medir las corrientes involucradas [50].
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La fisica de la materia condensada es otra drea que ha sido impulsada por el he-
cho de que varios fenémenos tales como, el efecto Hall cuantico fraccionario, el cros-
sover BCS-BEC (teorfa de superconductividad BCS y condensado de Bose-Einstein)
en semiconductores [51], o cristales de Wigner [52], pueden ser observados en dife-
rentes nano-estructuras.

En muchos casos, los fendmenos mencionados se manifiestan cuando se aplica
un campo magnético al sistema. El campo magnético permite, por ejemplo, modi-
ficar la forma de la funcién de onda en puntos cudnticos de InAs [53]. En el afio
2012, Nazmitdinov y colaboradores mostraron que un dado campo magnético in-
duce transiciones, que involucran cambios de simetria, en estados excitados de dos
electrones en puntos cudnticos. Dichas transiciones se manifiestan como cambios en
medidas de entrelazamiento [54]. Intensidades de campos magnéticos relativamente
chicas, también modifican el espectro de excitones y electrones atrapados en nano-
hilos [35, 55]. Estos efectos se deben principalmente a dos razones. La primera, la
masa efectiva de los electrones en la mayoria de los semiconductores es chica, lo que
lleva a que la funcién de onda de los niveles de Landau posea un radio del orden
del nanometro cuando el campo magnético aplicado es del orden de la decena de
Teslas. Segundo, la energia de los electrones confinados en una dada estructura es,
en general, del orden de las decenas de meV (mili-electronvolt), lo cual coincide con
la escala de energia de los niveles de Landau.

La estabilizacién de estados meta-estables debido a la presencia de un campo
magnético fue inicialmente analizada por Avron, Herbst y Simon [56], donde argu-
mentan sobre la existencia de iones negativos de Helio, hecho que fue demostrado
recientemente en forma numérica [57]. En sistemas atémicos, la intensidad de cam-
po necesaria para mostrar que el ancho de la resonancia es cero, es del orden de 10°
Teslas [58]. Teniendo esto en mente, surge la pregunta si es posible, usando campos
magnéticos con intensidades obtenibles en laboratorios, ligar estados resonantes de
sistemas de pocos electrones en nano-dispositivos. En 1989, Sikorski [59], encontré
que las energias de los estados electronicos en puntos cuanticos hechos de InSb,
efectivamente dependen de la intensidad del campo magnético, pero su estudio es-
taba restringido a los estados de baja energia en puntos cudnticos muy profundos.
Esto no es un hecho menor ya que la primera evidencia de estados electrénicos dis-
cretos en nano-estructuras semiconductoras se encontré un afio antes por Reed y
colaboradores [60].

El esfuerzo tedrico para entender el fenémeno no se detuvo, Buczko y Bassani
analizaron los estados ligados y los estados resonantes de puntos cudnticos esféri-
cos de GaAs/Ga;_5 Al As [61]. Bylicki y Jaskolski estudiaron la ligadura de estados
resonantes de un electrén en un punto cudntico semiconducotor [62], encontraron
que el ancho y la forma de la resonancia es una funcién no creciente de la intensidad
del campo magnético y que para intensidades lo suficientemente grandes, el an-
cho de la resonancia se anula. Estos autores también analizaron estados resonantes
de sistemas de dos electrones en puntos cuanticos sin campo magnético [63], dicho
sistema también fue estudiado por Sajeev y Moiseyev [64], aunque en este Gltimo
caso los autores consideraron un modelo levemente distinto de punto cuédntico. Re-
cientemente, Ramos y Osenda analizaron los estados resonantes de un electrén en
un punto cudntico con simetria cilindrica al cual se le aplica un campo magnético,
usando probabilidades de localizacion y cantidades fisicas provenientes de la teoria
de informacion cudntica como la Fidelidad del sistema [65].

La ligadura de estados resonantes en un punto cuantico de dos electrones es
mas dificil de analizar que el caso de un electrén, principalmente por la naturaleza
de largo alcance y la intensidad de la interacciéon de Coulomb entre los electrones.
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Sumado a esto, el sistema posee varios pardmetros que son importantes, como por
ejemplo, la masa efectiva de los electrones, longitudes caracteristicas (cuyos valores
dependen de la geometria del punto cuédntico), los materiales elegidos para formar la
estructura, intensidad de campo magnético, entre otros. En varios casos, el problema
se simplifica al considerar que el campo magnético impone simetria azimutal y que
por lo tanto el sistema en consideracion tendré la misma simetria.

En este capitulo vamos a estudiar la ligadura de estados resonantes de dos elec-
trones, donde la estructura es un punto cuantico con simetria cilindrica el cual se
encuentra en un nano-hilo semiconductor. Vamos a considerar un sistema en el cual
el eje de simetria del punto cudntico coincide con el eje de simetria del nano-hilo y a
su vez, estos coinciden con el eje en el cual se aplica el campo magnético. Comenza-
remos con el problema de un electrén y veremos que el problema puede ser tratado
usando la aproximacién de confinamiento lateral fuerte [66], a la cual le haremos
modificaciones para conseguir una mejor coincidencia con el problema original y
asi lograr determinar el umbral de ligadura para el problema de un electrén. Luego,
continuaremos el estudio del problema de dos electrones para presentar un andlisis
del fenémeno de ligadura. Finalmente vamos a discutir la implementacién en una
configuracién experimental, similar al estudio realizado por Barettin y colaborado-
res [67].

El capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la seccién 4.2 presentamos
la aproximacién de confinamiento lateral fuerte. En la secciéon 4.3 vamos a analizar
el problema de un electrén y comparamos los resultados en tres dimensiones con los
resultados obtenidos a partir de la aproximacién de confinamiento lateral para luego
proponer un modelo modificado de la aproximacién de confinamiento lateral en la
seccion 4.4. En la seccién 4.5 estudiaremos el problema de dos electrones usando la
aproximacion propuesta en la seccion 4.4. Finalmente, discutiremos los resultados
obtenidos y su implementacién en configuraciones experimentales actuales en la
seccion 4.6.

4.2. Modelo y aproximacion de confinamiento lateral

En esta seccién vamos a considerar el problema de dos electrones en un punto
cudntico con simetria cilindrica, y vamos a utilizar la aproximacién de masas efec-
tivas para escribir el Hamiltoniano del sistema. En este modelo, cada electrén esta
confinado por un potencial, V(r), y un campo magnético constante y uniforme es
aplicado a lo largo del eje de simetria del punto cuantico, B = BZ. Para escribir el
Hamiltoniano del sistema necesitamos el potencial vector tal que B = V x A. Si
el potencial vector, A, cumple esta relacién, cualquier nuevo potencial vector de la
forma A’ = A + VA(r), también satisface la misma relacién y no cambia la fisica
del problema. Por lo tanto podemos elegir un potencial vector que tenga la misma
simetria que nuestro problema, por lo que vamos a usar el gauge simétrico dado por

1
Azi(—Bysz—B:UQ). 4.1)
Usando este potencial, el Hamiltoniano del sistema es

H=h(1)+h(2)+W(Q1,2), (4.2)
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donde W (1, 2) es la interaccién entre los electrones y el Hamiltoniano de una parti-
cula, escrito en coordenadas cilindricas, es
. - 1 29 . 0 -
h(]):_2m*vj+v(pj’zj)+§mew pj_lhw%’ =12, (4.3)

e
es la frecuencia de Larmor, y

eB

mkc
estamos usando que el potencial de confinamiento tiene simetria cilindrica, es decir,
solo depende de las coordenadas p y 2. El espectro del Hamiltoniano se obtiene

resolviendo el problema de autovalores y autovectores

donde m} es la masa efectiva del electrén, w = 5

HU(1,2) = E¥(1,2). (4.4)

Siguiendo el trabajo de Bednarek [66], en algunos casos es razonable asumir que
la funcién de onda de dos electrones, ¥ (1, 2), puede ser escrita como

V(1,2) = Ri(p1, p2, ¢1, 92)1(21, 22) (4.5)

es decir, asumimos que la funcién de onda total es separable en las coordenadas lon-
gitudinales, z, y transversales, p y ¢. Si se introduce la Ec. (4.5) en la Ec. (4.4) y se
integra en las variables transversales p y ¢, se obtiene una ecuacién efectiva unidi-
mensional para el problema de dos electrones

Hep(1,2) (21, 22) = Etp(21, 22) . (4.6)

En este punto se pueden hacer algunas observaciones. Primero, después de reali-
zar la aproximacion de separabilidad, Ec. (4.5), el problema efectivo de la Ec. (4.6) se
puede resolver usando diferentes métodos. Segundo, la funcién de onda propuesta
en Ec. (4.5) se puede considerar como una funcién de prueba variacional, de esta for-
ma, el autovalor més chico de la Ec. (4.6) es una cota superior a la energia del estado
fundamental del problema tridimensional. Tercero, los Hamiltonianos efectivos de
una particula pueden ser tratados con una gran variedad de funciones transversales,
ya sea en forma analitica o en forma numérica. Desafortunadamente, el término de
interaccion es méds complicado y su tratamiento puede ser simple o complejo depen-
diendo de la funcién transversal elegida. Bednarek y colaboradores, eligieron como
funcién transversal, R, el producto de las funciones de onda del estado funda-
mental del oscilador arménico en dimension dos, R = ¢g(p1) ¢1(p2). Esta eleccion
permite un tratamiento analitico de la interaccién de Coulomb entre los electrones,
cuyos detalles se encuentran en la referencia [66].

Hasta ahora no dijimos cuél es el potencial de confinamiento de cada particula.
En la seccién siguiente vamos a considerar un potencial de confinamiento particular
y nos concentraremos en el problema de un electrén.

4.3. Problema de un electréon

La estructura que vamos a considerar en esta seccién y en el resto del capitulo
consiste de un punto cuéntico cilindrico de radio a, y largo a, el cual se encuentra
dentro de un nano-hilo de radio R. El punto cuéntico esta limitado por discos de
radio R y largo b,/2. En la figura 4.1 se puede observar un esquema cualitativo de
la estructura. La presencia del campo magnético en la direccién longitudinal genera
un confinamiento de las cargas en la direccién perpendicular, por lo tanto podemos
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asumir que la longitud del confinamiento en la direccién radial (perpendicular al eje
del cilindro) es mucho menor que el radio del nano-hilo y por ende asumir R = oc.

b2 a. ‘ b./2

| s}

FIGURA 4.1: Esquema del nano-hilo en el cual se encuentra un punto
cuéntico con simetria cilindrica.

Para la estructura mostrada en la figura 4.1, el potencial de confinamiento para
una particula puede ser modelado de la siguiente manera,

—Vo si pa, y ‘leaz/z
V(p’ Qpa Z) = VYI Si aZ/2 S |Z| S (a’Z + bz)/2 ) (47)
0 otro caso

dicho en palabras, el potencial de confinamiento tiene un pozo de profundidad —Vj,
largo a. y radio a,, el cual estd limitado por dos planos infinitos los cuales son per-
pendiculares al eje del cilindro y cada plano tiene un ancho b, /2. Los estados reso-
nantes de un electrén, asociados al potencial de confinamiento de la Ec. (4.7) fueron
estudiados en la referencia [65]. Para pardmetros del potencial adecuados, el pro-
blema de un electrén no tiene estados ligados para B = 0. En esta seccién vamos a
estudiar el sistema para determinar si la propuesta de funcién de onda separable, Ec.
(4.5), puede estimar el valor de la energia del estado fundamental del Hamiltoniano
y qué caracteristicas fisicas del problema en tres dimensiones son bien descriptas por
el problema efectivo unidimensional.

El problema de autovalores y autovectores de esta seccion y de este capitulo lo
resolveremos usando el método variacional de Rayleigh-Ritz y el conjunto de B-
splines como base del espacio de Hilbert. Cada problema, es decir, el problema de
uno o dos electrones, en una o tres dimensiones, necesita una base especifica que
se ajuste al problema y que posea las simetrias y condiciones de contorno corres-
pondientes. En el apéndice A mostramos una descripciéon del conjunto de funciones
B-splines y en la seccién A.4.3 mencionamos las distintas bases usadas en este capi-
tulo.

En la figura 4.2 mostramos las energias mas bajas del problema de un electrén,
en tres dimensiones, como funcién de la intensidad de campo magnético. En este
caso la masa efectiva que usamos es m; = 0.041m,, la cual corresponde al material
Gag.a7Ing.53As, usado cominmente para la fabricaciéon de puntos cudnticos dentro
de sélidos de GaAs [68]. Los pardmetros del punto cudntico elegidos son a, = 7nm,
a, =Tnm, b, = 25nm, Vi = 0.37eV y V = 0.10884 V. En las curvas mostradas
en la figura podemos observar lo siguiente: primero, el menor autovalor cruza la
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energia del primer nivel de Landau (linea roja cortada) para un campo magnético
critico B. =~ 177T'. Segundo, por encima de la energia del primer nivel de Landau, la
densidad de estados muestra un incremento, sefialando la existencia de un umbral.
En la referencia [65] estas caracteristicas fueron analizadas detalladamente. En este
caso, mostramos el espectro para resaltar que con la presencia del campo magnético,
la energia del primer nivel de Landau es el umbral que separa los estados ligados
de los estados del continuo. En otras palabras, la intensidad de campo magnético,
B*, donde el menor autovalor, Ey(B*), cruza la energia del primer nivel de Landau
marca la ligadura de la resonancia. Si se analiza el comportamiento de la energia
del estado fundamental para intensidades de campo decrecientes, la energia de la
resonancia para B < B* es la continuacién analitica del menor autovalor cuando
éste entra al continuo. Contrariamente, para intensidades de campo crecientes, el
tiempo de vida medio de la resonancia diverge para B = B* y el estado se vuelve
ligado para B > B*. Esto quiere decir que en nuestra configuracion, en la cual no hay
estados ligados para B = 0, la presencia de un autovalor aislado debajo del umbral
es suficiente para marcar la ligadura de la resonancia. Esta es la forma en la cual
vamos a determinar la ligadura de la resonancia en el problema de dos electrones.
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FIGURA 4.2: Energfas mds bajas como funcién de la intensidad de

campo magnético para un electrén confinado en un punto cudntico

cilindrico definido por el potencial en la Ec. (4.7). La curva cortada

roja es la energia del primer estado de Landau, w. Se puede observar

que aumenta la densidad de autovalores para E(B) > fw y la estabi-

lizacién de algunos autovalores continuos que ponen en evidencia la
energia de resonancia.

No obstante, hay varias formas de identificar la ligadura ademds del célculo del
ancho de la resonancia (por ejemplo usando escaleo complejo exterior [69]). En la
referencia [65] se usé la fidelidad [70] y la probabilidad de localizacién para detectar
la ligadura del estado resonante. Nosotros vamos a usar la purity (por su término en
inglés) [71] y la densidad radial. La purity es una cantidad usada generalmente para
determinar si un dado estado cuédntico es puro o mixto. En nuestro caso la vamos a
usar para determinar si el estado del problema tridimensional puede ser aproximado
por un estado separable como el de la Ec. (4.5).
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Para un estado puro de un sistema bipartito, |x(1, 2)), la purity se define como

p=Tr(p?), donde p;=Tro(]x(1,2))(x(1,2)]), (4.8)

donde p; es el operador matriz densidad reducida, y la purity es la suma de sus au-
tovalores al cuadrado. De la funcién de onda variacional, correspondiente al menor
autovalor, 1" (p, z), se pueden obtener dos operadores matriz densidad reducida

5z, 2') = / (% (0, 2))" 4" (p, ) pdp, (49)

5(p. ) = / (W (0, 2))" (0, 2) d. (4.10)

Los autovalores de ambos operadores definidos en las Ecs. (4.9) y (4.10) pueden ob-
tenerse numéricamente y resultan en la misma purity p.

Enla figura 4.3a) mostramos el comportamiento de la purity p y de la entropia de
von Neumann (ver seccion 5.2) como funcién de la intensidad de campo magnético.
Ambas cantidades muestran el mismo comportamiento: para B < B* la funcién es
un producto de dos funciones que dependen de las coordenadas p y z por separado,

Y~ f(p)g(z). (4.11)

Para intensidades de campo suficientemente grandes, la funcién de onda, nueva-
mente, se vuelve un producto de dos funciones que dependen de las coordenadas p y
z por separado. Sin embargo hay una regién intermedia donde la funcién separable
Ec. (4.11) es una mala aproximacién para v".

En la figura 4.3 b) mostramos la densidad radial del estado fundamental para
diferentes valores del campo magnético. Se puede observar coémo se manifiesta la
transicion de estados extendidos a estados localizados o ligados, en este caso por el
cambio abrupto en la forma de la densidad a medida que se aumenta la intensidad
de campo magnético. Més atin, para B < B*, la forma de la densidad radial es
similar a la densidad radial del primer nivel de Landau, mientras que para B 2 B* la
densidad radial se parece més a la densidad radial del estado fundamental del pozo
radial bidimensional, V,p, con pardmetros iguales a los del pozo tridimensional

_‘/0 si PSap

Vap(p, ) = { 0 otro Caso (4.12)

Si aumentamos atin més la intensidad de campo, B >> B*, se recupera la densi-
dad radial del primer nivel de Landau, es decir, la forma de la densidad radial esta
determinada por el confinamiento debido al campo magnético.

Los resultados descriptos nos motiva a estudiar distintas aproximaciones para el
problema longitudinal

h=(2) = (R(p)[h|R(p))=(2) = E¢.(2), (4.13)

donde R(p) es una funcién radial normalizada. El andlisis realizado a partir de las
figuras 4.3 a) y b) sugiere dos posibles funciones radiales, la primera es la funcién de
onda del primer nivel Landau,

2miw _mie o
R(p) =vYrLL = he e~ h P2,

(4.14)
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FIGURA 4.3: a) Purity p (linea roja) y entropia de von Neumann (linea
negra) para el estado fundamental de un electrén en el punto cuanti-
co como funcién de la intensidad de campo magnético B. El campo
critico es B* ~ 17T. Para B < B* la purity toma el valor de uno (la
entropia de von Neumann se anula), lo cual significa que la funcién
de onda del problema tridimensional es separable en las coordena-
das p y z. Si el campo magnético es lo suficientemente grande, la pu-
rity vuelve a tomar el valor de uno. Para B 2 B*, ambas cantidades
muestran un incremento en la correlacién entre las coordenadas a me-
dida que nos acercamos a B*. b) Densidades radiales para diferentes
valores de la intensidad de campo magnético B. La lineas continuas
corresponden a las densidades radiales obtenidas de las funciones de
onda variacionales del estado fundamental (B = 10, 16, 18, 20). Las
densidades radiales del primer nivel de Landau se muestran con li-
neas continuas y circulo vacios (B = 10, 16) y las linea cortada verde
es la densidad radial exacta de la funcién de onda del estado fun-
damental de un electrén en un pozo radial Ec. (4.7). Notar que para
B < B* la densidad radial variacional es similar a la densidad radial
del primer nivel de Landau y para B > B* la densidad variacional se
aproxima a la densidad de pozo radial.

La segunda es la funcién de onda del estado fundamental del problema en dos di-
mensiones con el potencial dado por la Ec. (4.12). Solo por completitud vamos a
mostrar las principales ecuaciones para este problema.

La solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger con potencial dado por la Ec.
(4.12) puede ser escrito en términos de las funciones de Bessel

Ado (\/%(VO—IE\)P> si p<ay
BK (« ey p> si

donde estamos considerando que —Vj < E < 0. Definiendo & = 2m}E/h* y Uy =
2m£Vy/h?, y usando las condiciones de empalme de la funcién de onda para p = a,,
se obtiene que la ecuacion para la energia del estado fundamental es

mJl(v Uo — [e| ap) _ \/EKI(V el ap).

Jo(v/Uo — |e| ap) Ko(v/|el ap)

Las constantes A y B se determinan a partir de la condicién de normalizaciéon de la
funcién de onda, Jy y Ji son las funciones de Bessel de primera especie y K¢ y K3

Yap(p) = (4.15)

p>a,

(4.16)
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son las funciones de Bessel modificadas de segunda especie.

Continuando con la aproximacién de confinamiento lateral fuerte, el potencial
en el Hamiltoniano longitudinal, Ec. (4.13), se construye en términos de la funcién
radial elegida

~WVr si p<a, y |2/<ay/2

V(z) = (R(p)|V(p:p,2)|R(p)) = Vi osioa/2< |z <(a;+b.)/2 , (417)
0 otro caso
donde
VR:/O "R pdp. (4.18)

El espectro del Hamiltoniano longitudinal lo calculamos numéricamente usando
la aproximacién variacional y el conjunto de B-splines como base del espacio, ver
apéndice A.

En la figura 4.4 mostramos los autovalores mas bajos obtenidos para el problema
tridimensional de una particula (linea azul), para el problema longitudinal definida
a partir de considerar la funcién radial del pozo de potencial bidimensional, es decir,
R(p) = v2p(p), (linea verde) y para el problema longitudinal usando como funcién
radial el primer nivel de Landau, R(p) = ¥r11(p) (linea roja), en todos los casos se
muestran los autovalores como funcién de la intensidad de campo magnético. La
energia del primer nivel de Landau corresponde a la linea negra cortada. Podemos
observar que cada aproximacion tiene sus ventajas y desventajas. El problema lon-
gitudinal construido con la funcién radial ¥»p(p) da una buena aproximacioén para
el campo critico donde sucede la ligadura de la particula, y para intensidades en-
tre los 207y los 45T, aproximadamente, da una buena estimacién al autovalor del
problema tridimensional. Por otro lado, la curva no muestra ningtin cambio en su
comportamiento cerca del umbral, por lo tanto, sin informacién adicional, este enfo-
que no ofrece una manera de detectar que el autovalor haya cruzado el umbral de
ligadura.

El menor autovalor, E;SL, obtenido usando la aproximacién de confinamiento
lateral con la funcién de onda radial del primer nivel de Landau, muestra un cambio
significativo en su comportamiento. Para B < 307, EgLSL sigue muy cerca la energia
del primer nivel de Landau, Errr, y para B > 307 es siempre més bajo que Errr.
Para valores de intensidad mds grandes, la curva lentamente se acerca al autovalor
del problema tridimensional. Podemos concluir que el comportamiento cualitativo
es correcto, pero el campo critico en el cual ocurre la ligadura, B*, esta estimado con
un error de ~ 15 7.

Por lo que hemos analizado previamente, es claro que ninguno de los dos en-
foques usados para la aproximacién de confinamiento lateral logra hacer una des-
cripcién del fenémeno de ligadura, por lo tanto es necesario modificar alguno de los
enfoques usados o buscar uno nuevo, que nos lleve a un problema longitudinal el
cual nos permita obtener una mejor aproximacién a la energia del estado fundamen-
tal del problema tridimensional antes y después de que suceda la ligadura. Antes
de introducir tal modificacion (seccioén 4.4), vamos a analizar un poco més las dos
aproximaciones longitudinales aplicadas hasta ahora.

Una de las suposiciones que apoyan este capitulo es que la energia de estados
localizados que aparecen por debajo del umbral, en nuestro caso la energia del pri-
mer nivel de Landau, es la continuacién analitica de la energia compleja del estado
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FIGURA 4.4: Autovalores mds bajos obtenidos del problema tri-

dimensional de un electrén (linea azul), del problema longitudinal

usando R(p) = wap(p) (linea verde), y del problema longitudinal

usando R(p) = ¥rrr(p) (linea roja). La linea negra cortada corres-
ponde a fiw.

resonante. Entonces, es razonable pensar que al elegir ¢»p(p) como funcién de on-
da radial en la aproximacién de confinamiento lateral, podemos obtener una buena
aproximacién para la parte real de la energia del estado resonante en la regién del
continuo.

Enla figura 4.5a) mostramos el menor autovalor del problema longitudinal usan-
do ¥2p(p) (linea verde), los primeros niveles de Landau con momento angular nulo
(linea negra cortada) y la parte real de la energia del estado resonante calculado
usando el método variacional y exterior complex scaling (puntos negros) [65, 72]. La
diferencia de energia entre los dos conjuntos de datos se debe principalmente a que
en la aproximacion longitudinal se asume una funcién de onda separable en la coor-
denadas p y z para un Hamiltoniano tridimensional que no lo es.

Como mencionamos anteriormente, el problema longitudinal definido por la
funcién radial 12p(p) nos permite estimar la parte real de la energia del estado re-
sonante en la region del continuo del espectro, pero el menor autovalor de este pro-
blema no muestra ningtin cambio en su comportamiento mostrando la presencia del
fenémeno de ligadura del estado resonante. Sin embargo, el problema longitudinal
con ¢ r.11.(p) como funcién radial si muestra un cambio en su comportamiento, curva
roja en la Fig. 4.4, por lo tanto es posible obtener la parte imaginaria de la energia, o
ancho del estado resonante, aplicando el método exterior complex scaling [69, 73]. Este
método consiste en aplicar una rotacién de la coordenada al plano complejo después
de una cierta longitud,

2 e si || > 2

/ : /
z:{z , SHEl<z0 (4.19)

donde 6 es el 4ngulo de rotacién y elegimos 2y como la coordenada donde el poten-
cial de confinamiento se vuelve cero, en nuestro caso el valor es zg = 5nm. Con esta
eleccion, solo el término cinético del Hamiltoniano es rotado al plano complejo. El
ancho de la resonancia obtenido, como funcién de la intensidad de campo se muestra
en la figura 4.5, donde puede observarse que el ancho de la resonancia disminuye
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FIGURA 4.5: a) Comparacién entre la parte real de la energfa calcula-
da con escaleo exterior complejo (puntos negros) y la energia del esta-
do fundamental en la aproximacién de confinamiento lateral usando
Yap(p) como funcién de onda radial (linea verde). Las dos lineas ne-
gras cortadas corresponden a la energia de los dos primeros niveles
de Landau con momento angular cero. b) Parte imaginaria de la ener-
gia del estado resonante obtenida usando exterior complex scaling en
la aproximacién de confinamiento lateral fuerte con 7 r.(p) como
funcioén radial.

cuando la intensidad del campo aumenta. Los valores mostrados en la figura son
consistentes con los obtenidos usando otros métodos [65].

4.4. Problema de un electréon: confinamiento lateral modifi-
cado

Como mostramos en la figura 4.4 el menor autovalor del problema tridimensio-
nal y el menor autovalor del problema longitudinal definido a partir de la funcién de
onda radial ¥1,1.1.(p), tienen un comportamiento similar para intensidades de cam-
pos chicas o grandes. Por lo tanto, es coherente intentar modificar el procedimiento
para obtener una mejor aproximacién cuando la funcién de onda radial es ¢'1,1.1.(p).
La principal razén para mantener ¢ 1,1,1,(p) como funcién radial es que, como mos-
tr6 Bednarek y colaboradores [66], provee una forma sistematica para trabajar con
la interaccién de Coulomb entre los electrones para el problema de dos particulas.
Basados en los resultados de [65], respecto al valor de expectaciéon de la coordena-
da z y la probabilidad de localizacién, podemos asegurar que el estado ligado se
localiza dentro del pozo de potencial. Ademds, teniendo en cuenta lo mostrado con
las densidades radiales en la figura 4.3 b), para B > B*, vemos que la densidad
de probabilidad es despreciable para radios mayores al radio del pozo, por lo tanto
podemos asumir que dentro de la barrera, el electron también estd confinado ra-
dialmente. Con todo esto, en la aproximacién longitudinal, proponemos el potencial
unidimensional dado por

Vo Vg si || <a./2
Vig(2) =3 ViV si a./2< |2 < (a.+0.)/2 . (4.20)
0 otro caso
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FIGURA 4.6: Autovalores més bajos para el problema tridimensional
de un electrén (lineas continuas) y los autovalores correspondientes
para el problema unidimensional efectivo dentro de la aproximacion
de confinamiento lateral modificada (circulos vacios). El alto de la
barrera y profundidad del pozo son los mismos a los usados en la
figura 4.4, el ancho de la barrera es b, = 2.5nm. Los datos en co-
lor negro son para a, = a, = 5nm, en color rojo corresponden a
a, = a; = 6nm, en color verde con a, = a, = Tnm y los datos en
azulson con a, = a, = 7.5nm.

Los autovalores mds bajos, como funcién de la intensidad de campo magnético
para diferentes configuraciones del potencial unidimensional estdn mostrados en la
tigura 4.6. Los autovalores fueron calculados para el problema tridimensional (li-
neas continuas) y para el problema unidimensional efectivo de la Ec. (4.13) (circulos
vacios).

La coincidencia entre los dos conjuntos de datos, es decir, entre los resultados
del problema tridimensional y el problema unidimensional efectivo, es notable, y la
aproximacién de confinamiento lateral efectiva funciona bien para un conjunto de
parametros, principalmente para pozos de potencial tales que a, < a.. Queremos
resaltar que hay una desventaja en este enfoque: la modificacién en el potencial de
confinamiento, en particular en la barrera de potencial, resulta en una aproximacién
no variacional para los autovalores, entonces las energias obtenidas con el Hamil-
toniano en la ecuacion (4.13) pueden ser, cerca del umbral, mayores o menores que
la energia correspondiente al problema tridimensional. Aun asf, teniendo en cuen-
ta que es la mejor aproximacién unidimensional disponible, vamos a usarla para
estudiar la ligadura de dos electrones interactuantes en el mismo pozo de potencial.

4.5. Problema de dos electrones

Una de las ventajas de asumir una funcién de onda separable como en la Ec. (4.5)
se manifiesta cuando se calcula la interaccién efectiva entre las particulas. Especifi-
camente, usando como funciéon de onda radial

R(p1,p2) = do(p1) ¢o(p2) » (4.21)
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donde ¢ (p) es cualquier funcion radial que puede ser elegida a conveniencia. Como
la interaccion efectiva unidimensional estd definida como

Weyer,z2) = [ don [ doa | R(or. p2)P W(L2 1 o (422)

donde (1, 2) es la interaccion tridimensional entre los electrones, es claro que solo
un pequefio conjunto de funciones ¢y(p) permiten derivar una expresioén analitica
para la interaccién efectiva. Afortunadamente, este es el caso cuando
¢o(p) = Yrrr(p) y la interaccion esta dada por el potencia de Yukawa o potencial
de Coulomb apantallado

e—a|r1—r2|

We(1,2) = (4.23)

vy —ra|
En este potencial o es una constante, y la interaccién de Coulomb se obtiene al tomar
el limite o« — 0.
Usando la transformada de Fourier en las ecuaciones (4.21) y (4.23) y después de
un poco de élgebra, puede mostrarse que

1
Wep(21,22) = Vep(lz1 — 22]) = 612+y2\/§7 (I—erf(z+y)), (4.24)
donde er f(z) es la funcién error [74],
ol [ (4.25)

v Yt mrw’

En la referencia [66] se muestran los detalles para obtener las expresiones de la in-
teraccion efectiva dada por la Ec. (4.24).

En el caso de que la interaccion entre los electrones sea la interaccion electros-
tatica dada por el potencial de Coulomb (a = 0), los comportamientos asint6ticos
son

1 12 N
|21 — 22| a1 — 23

Ver(lz1 — 22]) = ., Pparazx — 00, (4.26)

Yy

1 jm |z —2
Vef(|zl—z2|)%7\/;—‘11722‘+..., paraz — 0 (4.27)

Claramente, el comportamiento de Coulomb se obtiene cuando z — oo. Por el otro
lado, para x — 0 (21 = 22), el potencial de interaccién efectivo no diverge, sino que
toma un valor finito dado por el inverso del ancho de la funcién de onda del primer
nivel de Landau, !.

Es habitual, en sistemas en los cuales se produce un comportamiento casi unidi-
mensional [75, 76] o confinamiento lateral fuerte [77] usar el potencial de interaccién

1
0z — 2)? + d? ’

el cual tiene comportamientos asintéticos similares a los mostrados en las Ecs. (4.26)
y (4.27). En la ecuacion (4.28), d es un pardmetro que determina el valor de la inter-
accion en el limite x — 0. Nosotros elegimos dicho parametro de tal forma que sea

‘/;"ec(|zl - Z2|) =

(4.28)
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mucho menor que la longitud caracteristica de confinamiento del sistema [76], en
particular tomamos d = 0.1 nm ya que en nuestro problema a, ~ a, ~ 10 nm.

Resumiendo, después de todas las consideraciones hechas, el Hamiltoniano efec-
tivo unidimensional para los dos electrones es

n? [ 0 0*
H,=2hw—-——|75+35=5
2m} <8z% * 023

) + Wong(zl) + Vlong(ZQ) + I/Vlong(zh 22) s (429)
donde Vo4(2) es el potencial de una particula definida en la Ec. (4.20), Wigng(21, 22)
es la interaccién efectiva unidimensional entre los electrones, para la cual tenemos

dos posibles elecciones de interaccién, una es

VVlong(ZI,ZQ) :77Ve]"(|21 _Z2|)a (430)

y la otra es

Wlong(zh 22) =n V;"ec("zl - 22’) ) (431)

En semiconductores, la magnitud de la repulsién de Coulomb entre dos electrones
confinados en una regién con longitud caracteristica de 10 nm es del orden de 5 meV'.
De acuerdo a esto, elegimos los valores de 1 del orden de 0.01 nmeV. En la figura
4.7 a) mostramos la diferencia de energia entre el autovalor mds bajo, obtenido dia-
gonalizando el Hamiltoniano unidimensional efectivo de dos electrones, Ec. (4.29),
cuando la interaccién esta dada por la interaccién de Coulomb efectiva, Ec. (4.30), y
la energia correspondiente al primer nivel de Landau de dos electrones no interac-
tuantes, 2fw, mientras que en la figura 4.7 b) mostramos la misma diferencia, pero
para el caso en que la interaccién entres los electrones es la interaccién de Coulomb
rectificada, Ec. (4.31). En ambos casos, mostramos la diferencia de energia como fun-
ciéon de la intensidad del campo magnético aplicado.
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FIGURA 4.7: Diferencia de energia entre el autovalor mas bajo del
Hamiltoniano Ec. (4.29) y la energia del primer nivel de Landau para
dos electrones no interactuantes 2fw. La linea negra cortada es el um-
bral de un electrén. a) Diferencia calculada usando el autovalor del
problema de dos electrones con la interaccién de Coulomb efectiva,
Ec. (4.30), y b) diferencia calculada usando el autovalor mds bajo del
problema de dos electrones con la interaccién de Coulomb rectifica-
do, Ec. (4.31).
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En ambos gréficos de la figura 4.7 la linea negra cortada representa el umbral de
ligadura. Para B < B*, el umbral esta definido como dos veces la energia del primer
nivel de Landau, 2/w, mientras que para B > B*, el sistema liga un electrén en el
punto cudntico y por lo tanto el umbral estd dado por iw+ E}, ,(B), donde E, ,(B)
es la energia de un electrén una vez que estd ligado.

En los dos graficos de la figura 4.7 se puede observar que para valores suficien-
temente chicos de la carga efectiva 7, el sistema muestra la ligadura del estado fun-
damental de dos electrones. Ademéds la ligadura ocurre para valores de intensidad
de campo similares a los necesarios para ligar el estado resonante de un electrén. Sin
embargo, hay valores de 7 para los cuales la ligadura del estado de dos electrones
ocurre para B3, > B*, y para estos valores, la energia del estado de dos electrones
estd separada del umbral de un electrén.

El proceso de localizacion del estado fundamental del sistema de dos electrones,
involucra que el respectivo autovalor cruce dos umbrales cuando se incrementa la
intensidad de campo, el primer umbral es la energia del primer nivel de Landau de
dos electrones y el segundo umbral estd dado por la energia de un electrén confina-
do en el punto cudntico mas la energia del primer nivel de Landau de un electrén.
Estos cruces se pueden observar en el comportamiento de la pureza y la entropia de
von Neumann del estado correspondiente. En la figura 4.8 se muestra el comporta-
miento de ambas cantidades como funcién de la intensidad de campo magnético,
para el problema de dos electrones con la interaccién dada por la Ec. (4.31). Para
obtener dichas cantidades calculamos la matriz densidad del sistema y trazamos so-
bre las variables de uno de los electrones. La figura 4.8a) muestra que para un dado
valor de 7, la pureza toma el valor 0.5 para intensidades de campo bajas, dicho valor
corresponde a un estado simétrico respecto al intercambio de las particulas. Cerca
del valor B ~ 10T, se muestra un pico, el cual corresponde al cruce del autovalor
con la energia del primer nivel de Landau, luego, dependiendo del valor de 7 se
observa un cambio abrupto en el comportamiento y la pureza toma el valor de la
unidad, este cambio corresponde al cruce del segundo umbral. Para valores chicos
de la carga efectiva, 7, el cambio abrupto en el comportamiento se superpone con
el pico para B ~ 107 ésto se debe a la baja intensidad de la interaccién entre los
electrones, lo cual hace que el autovalor del estado fundamental del Hamiltoniano
cruce los dos umbrales para intensidades de campo muy cercanas entre si.

La entropia de von Neumann se muestra en la figura 4.8, la informacién que
muestra y el andlisis es el mismo, cuando el estado estéd localizado la entropia de
von Neumann toma valores chicos, mientras que cuando el estado no esta localiza-
do toma el valor de la unidad. Nuevamente, para B ~ 107, hay un cambio en el
comportamiento, el cual corresponde al cruce del autovalor mas bajo del Hamilto-
niano con la energia del primer nivel de Landau.

4.6. Resumen y conclusiones

Modificar la energia de un estado resonante en nanoestructuras puede llevar a un
mejor rendimiento de la tarea para la cual fue fabricada la nanoestructura, o mejor
aun, ampliar la funcionalidad del dispositivo en cuestién.

En este capitulo mostramos que el confinamiento debido a la presencia de un
campo magnético permite ligar y localizar estados resonantes de uno y dos electro-
nes en puntos cuanticos semiconductores los cuales se encuentran dentro de nano-
hilos, un cambio en la naturaleza del estado (de estado metaestable a estado ligado)
que afecta fuertemente, por ejemplo, las propiedades 6pticas de la nanoestructura.
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FIGURA 4.8: a) Pureza del estado fundamental del problema de dos

electrones como funcién de la intensidad de campo magnético. b) En-

tropia de von Neumann como funcién de la intensidad de campo
magnético.

Estudios previos en dtomos [57] y en puntos cudnticos [62, 65], sefialan que, en
el caso de estados ligados, hay un fenémeno de localizacion a lo largo del eje de
simetria del campo magnético y que la energia de ligadura de los estados aumenta
como funcién de la intensidad de campo magnético. En el caso de resonancias de
forma en sistemas de un electrén, se mostr6 que los estados se vuelven més estables
cuando se aumenta la intensidad del campo [62, 65] y eventualmente se convierten
en estados ligados al alcanzar un valor critico de campo. Nosotros mostramos que un
estado resonante de dos electrones también manifiesta el fendmeno de localizacién y
de ligadura en puntos cuanticos, y que a medida que se aumenta el campo magnético
el estado se vuelve maés localizado y maés ligado.

El sistema de dos electrones, a diferencia del sistema de un electrén, puede tener
distintos umbrales de energia, ya que en el sistema de un electrén también puede
ocurrir la ligadura de un estado resonante. Los estados resonantes que se vuelven
estados ligados pueden cruzar el umbral de cero electrones (este umbral correspon-
de a la situacién en la cual no hay electrones ligados al punto cudntico, en la figura
4.7 se verfa como una linea horizontal con valor cero) y el umbral de un electrén
(situacién en la cual hay un electrén ligado en el punto cuéntico, linea negra en-
trecortada en la figura 4.7), de acuerdo con la magnitud de la interaccién entre los
electrones. No obstante, basados en los resultados mostrados en la seccién anterior,
el cruce del umbral de cero electrones solo ocurre al mismo campo critico, B*, en el
cual ocurre la ligadura del electrén en el problema de una particula, esto se debe a
que la interaccién entre los electrones es repulsiva.

Logramos implementar, en forma simple, la aproximacién de confinamiento la-
teral fuerte para el sistema de un electrén, obteniendo asi diferentes problemas uni-
dimensionales. Los Hamiltonianos unidimensionales se dedujeron a partir de la fun-
cién radial considerada para la aproximacion de confinamiento lateral. Esto nos per-
miti6 analizar distintas regiones del espectro y comparar las diferentes aproximacio-
nes con la soluciones del problema completo en tres dimensiones. Obtuvimos que
si tomamos la funcién radial como la funcién de onda del primer nivel de Landau,
el autovalor mds bajo del problema unidimensional muestra un quiebre en su com-
portamiento, similar a lo que ocurre con el mismo autovalor del problema tridimen-
sional, marcando asi el fenémeno de ligadura, pero el valor del campo magnético
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para el cual ocurre dicho quiebre estd sobreestimado, para valores de campo meno-
res al campo critico y valores suficientemente grandes, esta aproximacién reproduce
el comportamiento del problema en tres dimensiones. Por el otro lado, cuando con-
sideramos como funcién radial la funcién de onda del pozo radial bidimensional,
no encontramos un cambio en el comportamiento del menor autovalor, pero este
enfoque permite obtener una buena aproximacion de la parte real de la energia del
estado resonante en la region del continuo del espectro, es decir, antes de que ocurra
la ligadura. Esto tltimo lo podemos concluir ya que comparamos los resultados ob-
tenidos en la aproximacion con los resultados obtenidos usando técnicas rigurosas
que permiten la obtencién de la parte real de la energia de estados resonantes [65].

Con la intencién de obtener una aproximaciéon que pueda reproducir el espec-
tro para todos los valores de campo utilizados, propusimos una forma distinta de
realizar la aproximacién de confinamiento lateral fuerte, basada principalmente en
resultados previos [65] y consideraciones geométricas. Esta aproximacion consiste
en asumir que una vez que el electrén se localiza dentro del punto cudntico, cual-
quier contribucién del potencial para radios mayores al radio del punto cudntico
es despreciable. Con esto, pudimos reproducir el comportamiento del problema en
tres dimensiones y encontrar el valor del campo critico, B*. Esta simplificacién nos
permitié construir un modelo efectivo simple para el caso del problema de dos elec-
trones, el cual muestra el comportamiento cualitativo correcto del fenémeno de liga-
dura. Para este problema, encontramos que pueden suceder dos ligaduras, una que
corresponde a la ligadura de un electrén en el punto cudntico y la otra corresponde
a la ligadura de los dos electrones en el punto cuéntico.

Barettin y colaboradores [67], recientemente implementaron un nano-dispositivo
semejante al considerado en este capitulo. El tamafio del dispositivo y las energias
encontradas por estos autores son similares a las consideradas por nosotros para
obtener la ligadura del estado resonante, excepto por el alto de la barrera de po-
tencial. Después de resolver el problema tridimensional con las dimensiones y ma-
teriales usadas por Barettin y colaboradores, encontramos que en su configuracion
hay un ntmero considerable de estados ligados los cuales se localizan dentro del
punto cudntico en ausencia de campo magnético, lo cual hace que sea muy dificil
detectar y analizar un estado resonante usando la aproximacién de confinamiento
lateral fuerte. Para aplicar lo desarrollado en este capitulo es necesario que no ha-
yan estados ligados a campo nulo. Para ello hay que disminuir el radio del punto
cuantico a ~ 1 nm. Como consecuencia, la intensidad de campo magnético necesaria
para lograr la ligadura del estado resonante aumenta. Esto puede evitarse usando
otros materiales o usando potenciales electrostaticos que disminuyan el alto de las
barreras de potencial.
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Capitulo 5

Crossover dimensional en
cuantificadores de entrelazamiento
para el modelo de Calogero

Este capitulo esta dedicado al estudio de los ntimeros de ocupacién y a varias
entropias de entrelazamiento, como la entropia de von Neumann y de Rényi, en el
modelo de Calogero de dos particulas en una y dos dimensiones. Los resultados ob-
tenidos muestran que las entropias del modelo en dimensién uno son funciones no
mondtonas del pardmetro de interaccion y en el limite de interaccién fuerte toman
valores finitos. Respecto al modelo en dimensién dos, obtuvimos que la entropia
de von Neumann, en el caso de confinamiento isotrépico, es una funcién monéto-
namente creciente del pardmetro de interaccién y eventualmente diverge logarit-
micamente en el limite de interaccién fuerte. En relaciéon al modelo bidimensional
consideramos un confinamiento anisotrépico, el cual nos permitié6 demostrar que
el comportamiento unidimensional se recupera cuando aumenta la anisotropia del
confinamiento. En este sentido, usando la aproximacién arménica, probamos que
existe un crossover de dimensién dos a dimensién uno y mostramos que solo en
el caso de confinamiento isotrépico la entropia de von Neumann diverge. Por otro
lado, a partir de cdlculos analiticos demostramos que las entropias de Rényi permi-
ten estudiar en detalle la estructura del espectro de la matriz densidad reducida y
asi poder determinar aquellos valores del pardmetro de interaccion para los cuales
el espacio de Hilbert es finito y por lo tanto, también lo es el espectro de la matriz
densidad reducida.

5.1. Introduccion

El modelo de Calogero es un sistema cuantico de varias particulas interactuantes
que atrae mucha atencién desde un punto de vista académico. El principal motivo de
esta atraccion es que, a pesar de su simplicidad, provee resultados no triviales para
ayudar en el entendimiento y estudio de la estadistica fraccionaria. Su caracteristica
maés sobresaliente es que la funcién de onda del estado fundamental estd dada por
el factor de Jastrow, el cual es el andlogo unidimensional de la funcién de onda de
Laughlin.

Desde su inicio, el modelo de Calogero, su espectro y sus respectivo autoesta-
dos, fueron vinculados o relacionados con distintos problemas en fisica. Respecto a
esto, Sutherland [78], mostr6é que la distribucién de probabilidad de la funcién de
onda del estado fundamental para el modelo de N particulas es igual a la densidad
de probabilidad conjunta de los autovalores de ensambles aleatorios. En particular,
cambiando el pardmetro de interaccién es posible recuperar la funcién densidad del
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ensamble. Este resultado fue explicado como una consecuencia del factor de Jastrow
presente en la funcién de onda el estado fundamental, pero fue demostrado que esta
relacion puede ser extendida a funciones respuesta o correlaciones en la densidad
de estados de un sistema cuéntico caético [79, 80].

Otro problema de la fisica que fue relacionado con el modelo de Calogero es el
efecto Hall fraccionario. Esta relacion fue establecida por los autores Azuma e Izo
[81] sobre la base de las cuasi-particulas denominadas anyones. Estas particulas no
son ni bosones ni fermiones y obedecen a las llamadas estadisticas fraccionarios y a
una generalizacion del principio de exclusién de Pauli [82], es decir, ante el intercam-
bio de particulas, la funcién de onda para anyones no es ni totalmente simétrica ni
totalmente antisimétrica, sino que se genera una fase global. Por este motivo, cuan-
do hablamos de bosones y fermiones en el marco del modelo de Calogero estamos
haciendo referencia a la simetria de la funcién de onda respecto al intercambio de
particulas.

Los sistemas de redes de tipo Haldane-Shastry también fueron relacionados con
el modelo de Calogero [83, 84]. Esta relacién fue establecida a partir del limite de
interaccién de fuerte, dicho limite funciona cuando las particulas tienen posiciones
de equilibrio aisladas bien definidas, como es el caso del modelo de Calogero en
dimensién uno.

En los dltimos afios el interés en los sistemas de particulas interactuantes con
variables continuas ha ido en aumento [85, 86]. Este interés se debe principalmente
a dos razones: primero, estos modelos presentan caracteristicas fisicas inesperadas,
segundo, pueden ser tratados en forma analitica y asi obtener resultados exactos con
los cuales comparar soluciones aproximadas o pueden ayudar en el entendimiento
de conceptos fisicos utilizados en el area de informacién cuantica [87].

Una de las propiedades fisicas inesperadas que pueden mencionarse sobre estos
modelos, es la similitud entre los nimeros de ocupacion de sistemas formados por
bosones o por fermiones en el régimen apropiado [88]. En este contexto, los ntimeros
de ocupacién de un orbital natural se refieren a los autovalores y correspondientes
autovectores de una dada matriz densidad reducida asociada al estado cuantico del
sistema normalizada al ntimero de particulas que posee el sistema. Nosotros vamos
a identificar los ntiimeros de ocupacién con los autovalores de la matriz densidad
reducida ya que solo difiere en un factor multiplicativo: el ntimero de particulas que
constituye el sistema.

Aun para los modelos de variables continuas donde el espectro, el estado fun-
damental y, en algunos casos, los estados excitados de sistemas de N particulas son
conocidos exactamente, la matriz densidad reducida que describe el estado cuantico
de un subconjunto de p particulas es dificil de calcular exactamente. Si en la ma-
triz densidad, correspondiente a un estado cudntico de un sistema de N particulas,
se realiza la traza parcial sobre las variables que corresponden a N — p particulas,
se obtiene una nueva matriz densidad, usualmente conocida como matriz densidad
reducida de p particulas. Dicha matriz densidad reducida, permite el estudio de can-
tidades fisicas como los orbitales naturales con sus niimeros de ocupacién, asi como
diferentes entropias de entrelazamiento. Desafortunadamente, las situaciones en las
cuales la matriz densidad reducida de p particulas puede ser obtenida en forma exac-
ta [88, 89, 90, 91, 92] son menos frecuentes que aquellas en las cuales el espectro o los
autoestados del sistemas son conocidos. Ademas, la matriz densidad reducida de p
particulas no siempre puede ser obtenida en forma analitica, atin cuando las funcio-
nes de onda de los autoestados son conocidos exactamente. El modelo de Moshinsky
[93], el de Calogero [94, 95] y el de Calogero-Sutherland [78], son claros ejemplos de
esta situacion.
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Recientemente, la habilidad de obtener exactamente la matriz densidad reducida
de p particulas [88] o muy buenas aproximaciones de ésta [92, 96], se han convertido
en una herramienta muy ttil para el estudio del comportamiento de los ntimeros de
ocupacioén en sistemas de fermiones y su relaciéon con la generalizacién del princi-
pio de exclusién de Pauli [97, 98]. Por otro lado, al obtener dicha matriz densidad
reducida en forma exacta surgen algunas caracteristicas inesperadas. Por lo general,
los sistemas de fermiones tienen un niimero infinito de ntimeros de ocupacién no
nulos, pero recientemente se encontré que el modelo de Calogero en dimensién uno
tiene un conjunto finito de ntiimeros de ocupacién para determinados valores del
pardmetro de interaccién [88], es decir, la matriz densidad reducida de p particulas
tiene un nimero de finito de autovalores no nulos. Para obtener estos resultados
es necesario escribir en forma analitica la matriz densidad reducida de p particulas,
como una matriz finita cuyos elementos pueden ser calculados exactamente. La di-
mensién de la matriz depende de p, IV, el pardmetro de interaccién y si las particulas
son fermiones o bosones.

Otra propiedad encontrada en [88] esta relacionada al comportamiento de la en-
tropia de von Neumann, obtenida a partir de los autovalores de la matriz densidad
reducida. En todos los casos estudiados, que corresponden a sistemas con distintos
numero de particulas, se encontré un comportamiento no monétono como funcién
del pardmetro de interaccién, mostrando un méximo para un valor finito de dicho
parametro.

Existen numerosos ejemplos que muestran que diferentes entropias de entrelaza-
miento, obtenidas a partir de la matriz densidad reducida asociada al estado funda-
mental de sistemas en dos y tres dimensiones, son funciones monétonas del parame-
tro de interaccion entre las particulas [99, 100]. Puede mencionarse por ejemplo, las
entropias de los estados liquidos de Laughlin del efecto Hall cudntico fraccionario
estudiadas en los trabajos de Zeng et al. [101], Iblisdir et al. [102] y Haque et al. [103].
Notar que la funcién de onda de Laughlin para n particulas y factor o fraccién de
llenado (filling factor) 1/m tiene exactamente la misma forma que la funcién de onda
del estado fundamental para el modelo de Calogero unidimensional de n particulas
con magnitud de interaccién m (m —1). Sin embargo, las particiones que determinan
entre qué subsistemas se calculan las entropias no son equivalentes.

El objetivo de este capitulo es estudiar diferentes entropias de entrelazamiento
como funcién del pardmetro de interaccién para el modelo de Calogero de dos par-
ticulas en una y dos dimensiones. Consideramos que el pardmetro de interaccion es
continuo, de esta forma la funcién de onda del estado fundamental es exacto pero
la matriz densidad reducida (como estudiamos el modelo de Calogero de dos par-
ticulas solo es posible obtener la matriz densidad reducida de una particula, la cual
llamaremos simplemente matriz densidad reducida) y su espectro no necesariamen-
te pueden ser calculados exactamente. Usamos el limite de interaccién fuerte para
mostrar que, en dimensién uno, la entropia de von Neumann siempre tiene un va-
lor finito, mientras que en dimensién dos el modelo tiene una entropia divergente.
En particular, mostramos que el cambio de dimensién dos a dimensién uno puede
ser caracterizado como un crossover o, mas precisamente, la entropia de von Neu-
mann del modelo de Calogero anisotrépico en dimensién dos se comporta como un
sistema unidimensional o bidimensional dependiendo del pardmetro de anisotro-
pia. También mostramos que las entropias de entrelazamiento de Rényi permiten
detectar si el sistema tiene un ndmero finito de ocupaciones no nulas para valores
particulares del pardmetro de interaccién.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. Empezamos con la seccién 5.2
donde damos algunas definiciones relacionadas a las entropias de entrelazamiento.
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En la seccién 5.3 presentamos algunos resultados bésicos para el modelo de Caloge-
ro, mientras que en la seccién 5.4 describiremos el método numérico utilizado para la
obtencién de resultados y calculamos el espectro y la entropia de von Neumann para
la matriz densidad reducida de una particula en una dimensién. La seccién 5.5 esta
dedicada a las entropias de Rényi del modelo de Calogero en dimensién uno. En la
seccion 5.6 estudiamos el caso bidimensional con confinamiento isotrépico mientras
que en la seccién 5.7 tratamos el caso anisotrépico en el limite de interaccion fuerte
y utilizando la aproximacién arménica calculamos los autovalores de la matriz den-
sidad reducida y las entropias de entrelazamiento en dicho limite. En la seccién 5.8
analizamos el crossover dimensional, y, para finalizar, en la seccién 5.9 discutimos los
resultados y presentamos algunas conclusiones.

5.2. Entropias de informacién cuantica

La descripcién de un sistema cuantico puede realizarse usando el formalismo de
la funcién de onda y resolver la ecuaciéon de Schrodinger o bien usando el formalis-
mo de la matriz densidad [104]. El formalismo de la matriz densidad es equivalente
al formalismo de la funcién pero permite trabajar con sistemas de muchas particulas
de una forma mds simple, ademads provee un lenguaje mds conveniente para tratar
conceptos como el entrelazamiento o la decoherencia.

Para un dado sistema cudantico el cual tiene probabilidad p; de estar en el estado
cudantico |¥;), la matriz densidad se define como

p= Zpi W) (W] (5.1)

Generalmente el conjunto {p;, |¥;)} es conocido como un ensamble de estados puros.
Hay que notar que si un sistema cudntico cuyo estado |¥) es conocido y tiene pro-
babilidad p = 1 de estar ocupado, es decir, es el tinico estado ocupado, se dice que
el sistema esta en un estado puro. En este caso la matriz densidad es simplemente

p=|0)(¥]. (5.2)

Como mencionamos antes, el formalismo de la matriz densidad es equivalente
al formalismo de la funcién de onda. ésto significa que cualquier cantidad fisica
que puede ser obtenida utilizando la funcién de onda también puede ser obtenida a
partir de la matriz densidad. Por ejemplo el valor de expectacién de un operador, A4,
puede calcularse de la siguiente manera

(A) = Tr (Ap) . (5.3)

Por otro lado, es posible deducir una ecuacién de evolucién para la matriz densidad,
la solucién a dicha ecuacién es la evolucién temporal del estado cudntico del sistema.

La matriz densidad cumple dos propiedades importante: p es un operador her-
mitiano y a partir de la condicion de normalizacién de la funcién de onda se deduce
que Tr(p) = 1. Para distinguir si un sistema se encuentra en un estado puro o en un
estado mixto se utiliza el valor de Tr(p?). Si dicho valor es igual a uno, el sistema esta
en un estado puro pero si es distinto a uno (en particular es menor a uno) el estado
es mixto.

El contenido de informacién del sistema cudntico puede ser estudiado analiza-
do diferentes entropias que se definen a partir de la matriz densidad. En particular,
si estamos interesados en estudiar el contenido de informacién de un subsistema
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o de una particién del sistema cudntico, las entropias cuédnticas se definen a partir
de la matriz densidad reducida de dicho subsistema o particién. Esta matriz densi-
dad reducida se obtiene calculando la traza parcial sobre todas las variables que no
corresponden a la particién que se quiere analizar.

Las ecuaciones que mostramos en el resto de esta seccién corresponden a un
sistema cudntico formado por dos particulas por lo tanto la particion tiene que reali-
zarse en las particulas. Adn asf las ecuaciones pueden ser generalizadas a cualquier
sistema cudntico donde pueden considerarse distintas particiones.

La matriz densidad reducida de una particula para un sistema de dos particulas
sin espin con funcién de onda total ¥(r;, r3), donde ry, ry son los vectores posicion
de las particulas, puede construirse trazando sobre una de las particulas

pl(rl,r'l):/\I’*(rl,rg)\ll(r'l,rg)drg. (5.4)

A lo largo de este capitulo y el siguiente vamos trabajar en el caso en el cual la
funcién de onda del sistema es conocida y como estamos interesados en los niimeros
de ocupacion y orbitales naturales de una de las componentes del sistemas vamos
a trabajar siempre con la matriz densidad reducida, por lo tanto, vamos a utilizar
la letra griega p para denotar a la matriz densidad reducida en lugar de la matriz
densidad.

Los orbitales naturales y los respectivos nimeros de ocupacién asociados a la
matriz densidad reducida se obtienen a partir de la ecuacién integral

/ p(rnrh) és (rh) dr’ = Mg (r1) | (5.5)

donde las autofunciones ¢; (r1) son los orbitales naturales y los autovalores \; los
nimeros de ocupacién correspondientes [105, 87].

Los ntiimeros de ocupacién y orbitales naturales se definen exigiendo que la nor-
malizacién de la matriz densidad reducida sea igual al nimero de particulas total
del sistema. Sin embargo, es posible normalizar todo a la unidad e identificar los
autovalores y autovectores de la matriz densidad reducida definidos de esta mane-
ra con los orbitales naturales y sus ocupaciones ya que la tnica diferencia es una
constante de multiplicacién.

El entrelazamiento entre las particiones del sistema, en este caso entre las dos
particulas, puede ser cuantificado mediante distintas medidas de entrelazamiento.
Estas medidas son funciones de las entropias cuanticas definidas de tal forma que se
anulan para estados separables (ausencia de entrelazamiento). En particular, la de-
finicién de las medidas de entrelazamiento debe tener en cuenta el entrelazamiento
debido a la simetria de la funcién de onda [99, 106].

A continuacién vamos a mostrar la definicién de algunas de las entropias mas
usadas en la literatura, y en particular, son las entropias que vamos a analizar en el
resto de este capitulo y a lo largo del siguiente.

La entropia de von Neumann es posiblemente la més conocida y una de las mas
estudiadas, esta se define de la siguiente forma [104],

Sun = ~Tr(plogy p) = = ) Ailogy X (5.6)
i
Junto a la entropia de von Neumann, suele analizarse también la entropia lineal,

Sp=1-Trp>=1-> X (5.7)

2
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Estas entropias han sido ampliamente utilizadas para el estudio del entrelazamiento
en sistemas de variables continua y modelos de espin [100, 107, 108, 99]. Otro grupo,
son las entropias de Rényi, las cuales son una familia definida por

g — - i - log, (Tr(p®)) = 7 i - log, (Z )\?) . (5.8)
3

Esta familia ha sido usada ampliamente para estudiar sistemas de pocos cuerpos
o sistemas extendidos [109, 108]. Cambiando el valor del parametro « es posible
recuperar otras entropias, como por ejemplo la min-entropy para o — oo y la max-
entropy para o — 0. La min-entropy sirve como una cota inferior para las medidas
de entrelazamiento obtenidas a partir de las entropias cuanticas. La max-entropy o
entropia de Hartley, es especialmente particular ya que depende directamente del
rango de Schmidt de la matriz densidad. Si R es el ntimero de autovalores no nulos
de las matriz densidad, la entropia de Hartley es S0 = logy R, ademas en sistemas
bipartitos sirve como criterio para una representacioén cldsica del estado cudntico
[110]. El espectro de la matriz densidad puede ser analizado en detalle usando las
entropias de Rényi para distintos valores del pardmetro o [111].

Por dltimo, la entropia de von Neumann puede ser obtenida a partir de la entro-
pia de Rényi tomando a = 1.

5.3. El modelo de Calogero para dos particulas

El Hamiltoniano de Calogero para dos particulas en dimensién D [94] puede
escribirse como

1

X1 —xo?’

H="nh1)+h2)+v-1) (5.9)
donde x; y x3 son las posiciones de cada particula y v(v — 1) es la magnitud de inter-
acciéon como fue presentada por Sutherland [78]. El Hamiltoniano de una particula
en Ec. (5.9) corresponde al Hamiltoniano con confinamiento arménico, es decir,

1,
57}';

1
h(i) = —§v§ + i=1,2, (5.10)

donde estamos usando unidades atémicas (. = 1, m = 1y w = 1) para describir el
sistema.

Si bien la solucién del estado fundamental del modelo de Calogero es conocida
para cualquier dimensidn, para escribir la funcién de onda hay que separar el caso
D = 1delcaso D > 2. A su vez cada caso tiene que ser divido dependiendo si las
particulas son bosones o fermiones.

5.3.1. Caso unidimensional

Para dos bosones, la funcién de onda totalmente simétrica del estado fundamen-
tal y la correspondiente energia estdn dadas por

1

W) = O, A e 2(0THE) B = w1y, (5.11)

donde A, es el factor de Jastrow

Ay = |z — x|, (5.12)
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mientras que para dos fermiones sin espin se tiene la funcién de onda totalmente
antisimétrica es

wg(xl,xg) —cf sign(x1 — x2) Ay ¢~ 3 (@i +ad) ) (5.13)

1v

donde C{’J/ y C{i _, son constantes de normalizacién [112].

Recientemente se demostr6 que en la funcién de onda de bosones (fermiones)
conv = 2n (v = 2n — 1), n € N, el valor absoluto en la Ec. (5.12) (Ec. (5.13)) puede
ser ignorado y las integrales necesarias para calcular la matriz densidad reducida
son integrales de funciones Gaussianas con potencias impares (pares) del factor de
Jastrow. Més atin, la matriz densidad reducida es una funcién Gaussiana multipli-

cada por una funcién polinémica de las coordenadas. En dichos casos, la expresiéon

general para p%), puede ser escrita como suma de polinomios de Hermite [88].

5.3.2. Dos o0 méas dimensiones

Para dimensiones mayores o iguales que dos las funciones de onda exactas para
el estado fundamental de dos bosones,

\1’8 = C’E’),V|x1 — xg|H? e_%(r%'r%), (5.14)

y de dos fermiones,

W = Ch %1 — xolt g e 2 T473), (5.15)

son bastante similares a las del modelo en una dimensién [113]. En las Ecs. (5.14) y
(5.15) los exponentes 1, y iy son funciones de la magnitud de interaccién y de la
dimensién D, mientras que 15 es una funcién de las coordenadas que garantiza el
cardcter antisimétrico de la funcién de onda de fermiones.

De la misma que forma que en el caso en dimensién uno, la funcién de onda
exacta del estado fundamental de bosones y fermiones no puede ser obtenida para
el mismo conjunto de pardmetros, ya que

1y = % (VIO 2P+ (-1 - (D-2)) . (5.16)
y
fyp = % <\/D2 T —1) - D) , (5.17)

son ntimeros enteros para valores distintos de ». Como mencionamos antes, el factor
g asegura que la funcién de onda de la Ec. (5.15) sea totalmente antisimétrica res-
pecto al intercambio de particulas y se determina a partir del determinante de Slater
en el cual se usan las funciones del oscilador armoénico. Para D = 2 hay dos de-
terminantes que cumplen esta condicién. Ambos son linealmente independientes y
pueden ser elegidos de forma tal que sean autofunciones del operador de momento
angular

+ | (m1—x2) +i(y1 — y2) L.
%_{@r%ﬂ4m—w Lavg = +95 (5.18)

A partir de esta ecuacién vemos que es posible armar infinitas funciones de on-
da para el estado fundamental de dos fermiones, simplemente tomando distintas
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combinaciones lineales de 1*. Atn asi, es posible que la matriz densidad reducida
obtenida para cada funcién de onda de fermiones tenga entropia distinta.

5.4. Numeros de ocupacion y entropia de von Neumann: caso
unidimensional

Recientemente el modelo de Calogero unidimensional y el espectro de la ma-
triz densidad reducida fueron analizados [88]. En particular, se analiz6 el comporta-
miento de los niimeros de ocupacién y la entropia de von Neumann en los valores
del pardmetro de interaccién en los cuales la matriz densidad reducida tiene un nt-
mero finito de autovalores, es decir para v = 2n en el caso de bosones y v = 2n + 1
en el caso de fermiones, donde n es un niimero natural. Estos valores del pardmetro
v no son valores arbitrarios ya que para estos valores los cdlculos involucrados para
determinar la matriz densidad y sus respectivos autovalores pueden realizarse en
forma analitica.

A partir de los resultados obtenidos en [88] surge la pregunta cual es el compor-
tamiento de los nimeros de ocupacién para valores intermedios del pardmetro v, es
decir para valores de v en el conjunto de los niimero reales. Por este motivo, en este
capitulo consideramos al pardmetro ¥ como una variable continua y resolvemos la
Ec. (5.5) utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz. Cémo implementar el
método variacional para calcular el espectro de la matriz densidad reducida ha sido
descripto en la literatura [100, 114, 115]. Luego, a partir de los autovalores obtenidos
numéricamente calculamos las diferentes entropias de entrelazamiento menciona-
das previamente.

Para calcular los autovalores de la matriz densidad reducida usando el método
variacional es necesario elegir un conjunto de funciones que sirva como base del
espacio de Hilbert correspondiente. En este caso la eleccion mds adecuada es el con-
junto de autoestados del oscilador arménico que ya fueron usados para obtener los
autovalores exactos de la matriz densidad reducida de una particula para valores
enteros de v

On(x) = —, (5.19)
vV 2hnlT2
donde H,(z) son los polinomios de Hermite.
De esta forma, los elementos de matriz de la matriz densidad reducida son

P — / on(21) [ / (1, 2) S (w2)das | der | (5.20)

donde ¢, (x1) denota un elemento de la base.

Los autovalores de la matriz densidad reducida de una particula, calculados uti-
lizando el método variacional, para el modelo unidimensional de bosones y fermio-
nes se muestran en un grafico log-log en la figura 5.1. La caracteristica mds llamativa
que puede observarse de los datos mostrados en el decaimiento abrupto de la ma-
yoria de los autovalores en los valores enteros del pardmetro v.

Hay que tener en cuenta que en el caso de fermiones todos los autovalores estdn
doblemente degenerados [116], por lo tanto hay cuatro autovalores que nunca se
anulan, los cuatro con mayor valor. Para v = 2n + 1, solo hay 2n + 2 autovalores
distintos de cero [88]. El error numérico de los autovalores variacionales para valores
enteros de v es O(¢,,), donde ¢, ~ 2 x 107 es la precision de la maquina.
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FIGURA 5.1: Numeros de ocupacién obtenidos variacionalmente
usando una base de 50 funciones de una particula (ver Ec. (5.19)) para
el estado fundamental del modelo de Calogero unidimensional de a)
fermiones y b) bosones. Las caidas abruptas a cero de los autovalo-
res para valores enteros del pardmetro de interaccién (impares en el
caso de fermiones y pares en el caso de bosones) indican que el ntiime-
ro de ocupaciones no nulas para dichos valores es finito. En a) cada
autovalor es doblemente degenerado.

Para los dos casos mostrados en la figura 5.1 se puede observar que todos los
autovalores de la matriz densidad reducida tiene un comportamiento similar. Un
dado autovalor, a excepciéon de los de mayor valor, se anula para ciertos valores
del pardmetro de interaccién, pero para valores de v lo suficientemente grande, el
mismo autovalor se vuelve independiente de v. Esta dltima situacién corresponde
a aquellos valores del pardmetro de interaccién a partir de los cuales vale la apro-
ximacién de confinamiento fuerte. Como puede observarse en la figura 5.2a), para
valores grandes del pardmetro de interaccién v las ocupaciones de fermiones y boso-
nes tienen el mismo valor asintético. Esto se debe a que en el régimen de interacciéon
fuerte las interacciones de intercambio se anulan y como consecuencia, la entropia
de von Neumann para ambos casos (bosones y fermiones) toman el mismo valor,
figura 5.2b). En este limite la entropia de von Neumann converge a un valor finito
que puede ser calculado analiticamente [88, 117].

Como puede observarse en la figura 5.2, la entropia de von Neumann toma un
valor maximo alrededor de v = 5 para ambos casos [111]. La presencia de un méxi-
mo en la entropia de von Neumann es una propiedad inesperada ya que en sistemas
de variables continuas el comportamiento de la entropia de von Neumann esta es-
trictamente relacionado con la derivada de la energia respecto al pardmetro de inter-
accion [107, 115]. Para estado ligados, se observé que la entropia de von Neumann
aumenta cuando la derivada de la energia con respecto al pardmetro de interaccién
disminuye. En nuestro caso la derivada de la energia aumenta monétonamente pero
la entropia de von Neumann es una funcién no monétona, en contradiccién con lo
observado en sistemas tridimensionales.

Usualmente, un comportamiento no monétono en un cuantificador de informa-
cién cudntica, como entropias de entrelazamiento, estd relacionado con cambios en
la analiticidad en la energia del estado fundamental, como sucede en la transicién
de fase cuantica [118]. Otra razén puede ser el cambio en los pesos relativos en-
tre estados con diferente entrelazamiento como sucede cuando la temperatura varfa
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FIGURA 5.2: a) Numeros de ocupacién mds grandes para bosones
(linea roja) y fermiones (linea azul cortada) y b) entropia de von Neu-
mann para el estado fundamental del modelo de Calogero unidimen-
sional para bosones (linea roja) y fermiones (linea azul cortada). To-
dos los valores se obtuvieron mediante el método variacional usando
una base de 50 funciones de una particula (ver Ec. (5.19)). Notar que
las ocupaciones para bosones y fermiones toman el mismo valor asin-
toético en el limite de interaccion fuerte.

en algunas mezclas térmicas [119]. La energia del estado fundamental y las funcio-
nes de onda totalmente simétricas o antisimétricas de las Egs. (5.11) y (5.13) son
analiticas con respecto al pardmetro v. Este maximo también podria aparecer si las
ocupaciones fueran no analiticas para este valor del pardmetro de interaccién, sin
embargo, las ocupaciones son analiticas respecto al pardmetro v. Esto lo podemos
asegurar a partir de un andlisis realizado usando la técnica de escaleo finito (finite
size scaling)[120].

Para el caso de bosones, la primera ocupacién que se anula en v = 2 es se muestra
en la figura 5.3a) calculada para distintos tamafios de la base, denotados por M.
Podemos observar que los resultados dependen del tamanfio de la base, pero como
puede verse en la figura 5.3b), los datos se superponen en una tinica curva al realizar
la transformacién de escaleo finito. Este colapso es consistente con la analiticidad del
autovalor respecto del pardametro v. Este mismo fenémeno se repite para el caso de
otros autovalores en los valores del parametro v correspondientes y para el caso de
fermiones.

5.5. Entropia de Rényi y soporte finito de la matriz densidad
reducida

El comportamiento de la entropia de von Neumann, mostrado en la figura 5.2,
no permite observar la estructura del espectro de la matriz densidad reducida de
una particula como funcién del pardmetro de interaccién v. No se observan caracte-
risticas relevantes en los valores del pardmetro v para los cuales la matriz densidad
reducida tiene solo un ntimero finito de autovalores no nulos, es decir, el espacio de
Hilbert donde el sistema es descripto se vuelve finito. Como veremos ahora, el com-
portamiento suave es consecuencia de la analiticidad de las ocupaciones respecto a
V.
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FIGURA 5.3: @) Cuarto nimero de ocupacion para el caso de dos

bosones calculado variacionalmente para diferentes tamarfios de base

M. b) Colapso de los datos luego de un anélisis de escaleo finito. El

intervalo del pardmetro de interaccion tenido en cuenta esté centrado

alrededor de v = 2 que es el primer valor para el cual este ntimero de
ocupacion se anula.

Sin embargo, la estructura del espectro puede ser puesta en evidencia por la en-
tropia de Rényi, definida en la Ec. (5.8). La familia de entropias de Rényi permite
explorar distintas regiones del espectro, ya que al cambiar el parametro a es posible
modificar los pesos de los distintos autovalores de la matriz densidad reducida.

Como mostramos en la seccién anterior, los autovalores de la matriz densidad
reducida de una particula son funciones analiticas de v. En esta seccién demostra-
remos que para el caso de bosones (el caso de fermiones es andlogo), la entropia de
Rényi es una funcién no analitica de v, mientras que las ocupaciones si lo son, in-
cluso para los valores v, = 2n donde la matriz densidad reducida tiene solo 2n + 1
ocupaciones no nulas.

La tinica condicién en la que se basan los calculos y resultados que mostramos a
continuacion es la analiticidad de los autovalores de la matriz densidad reducida en
un entorno de los puntos discretos donde el espectro es finito. Esta condicién la po-
demos asegurar debido al anélisis hecho con la técnica de escaleo finito. Asumimos
entonces que

Ai(vn) + )\El)(u —vp) sii<2n+1
Ai(v) ~ parav — vy, (5.21)
)\(.2)(1/ — ) Phin sit>2n+1,

2

donde )\Z(-l), )\1(2) son constantes y k;,, > 1 es un entero. Con esto la definicion de la
entropfa de Rényi dada por la Ec. (5.8) puede ser escrita como
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1 2n+1 )
S*v) = 1T-a log, (Z AT (v) + Z A?(”))
i=1 i=2n+2
1 2n+1 ‘_2Z+2 A (v)
= 1= log, (Z Af‘(l/)) +logy | 1+ %
= > ()
L i=1
1 2n+1 , 22 2)\?@)
o 1=2n-+
v 1—a log, (Z Ai Oj)) * 2ntl
=1 In2 > A*v)
L i=1
= Sp(v)+sy(v). (5.22)

Notar que S5 (vy,) = S*(vp) ¥ 55 (vn) = 0. Con todo esto es posible evaluar la deriva-
da de la entropia de Rényien v = v,

S A (0)d,(0)

05%(v) _ 0S5 (v) . a i=2n+2
o |-, ov |, _, mh2(1-a) 2%:511 W)
00 2n+-1 .
YA W) X AT )dNi(v)
=242 2an1 ! . (5.23)
(5 00)

El primer término de la Ec. (5.23) es una constante bien definida y el tercero es ce-
ro. Como consecuencia de esto la derivada estda dominada por el segundo término.
Usando la expansion analitica de los autovalores dada por la Ec. (5.21) y asumiendo
que ky, es el valor minimo de k; ,, el comportamiento asintético dominante de s, es

sn) o Cu((v —v)®m) = Culv = |, (5.24)
donde § = 2¢, lo cual implica que

68”7@) ~ Ok Ch v — vy Okm—1 sign(v —uvy) . (5.25)
oV v—=uy

Esta ecuacién da como resultado que

—sign(Cy) X oo si v —y, .
05°(v) sign(Cp) x oo si v — vl } si kim0 <1
5 = 0,8%vy) —C si v—u, } §ikoSs—1 (5.26)
v=un 9,8%(vp) +C si v—uyt mn
0,588 (1) sikp,d>1.

Atn cuando la derivada de S® es continua para k,,0 > 1, se puede ver facilmente, a
partir de la forma asintéticas de los autovalores, Eq. (5.21), que la segunda derivada
de la entropia diverge para 1 < k,,0 < 2, pero es analitica para k,,6 = 2. Esto quiere
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FIGURA 5.4: Entropia de von Neumann unidimensional (linea ne-

gra) y entropias de Rényi con o = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 2 en fun-

cién del pardmetro de interaccién v (lineas roja, verde oscuro, azul,

anaranjada, verde claro y cian respectivamente). a) Para el caso de

bosones. b) Para fermiones. Los valores exactos de las entropias para

v =2nov = 2n + 1 se muestran como puntos grises para el caso de
bosones y fermiones respectivamente.

decir que el kink presente en k,,0 = 1 se vuelve cada vez mds suave hasta desaparecer
en k0 = 2.

Basados en los resultados numéricos obtenidos, tenemos que en el modelo de
Calogero unidimensional k,, = 1 para todos los valores de ¢ y n. La entropia de
Rényi presenta entonces puntos criticos con derivadas infinitas para @ < 1/2 y un
kink para o = 1/2 que desaparece en forma continua a medida que o aumenta hasta
que « toma el valor de la unidad [111]. Por esto, la entropia de von Neumann, que
puede ser obtenida con & — 1 es una funcién analitica de v.

Como consecuencia de la hipétesis de analiticidad de los autovalores de la ma-
triz densidad reducida, obtuvimos el comportamiento no analitico de las entropias
de Rényi, Ec. (5.26). Este comportamiento puede observarse en la figura 5.4a) para
v = 2, donde se muestran las entropias de Rényi en funcién del parametro de inter-
accion para distintos valores de a para el modelo de Calogero en dimensién uno de
dos bosones. En la figura, también pueden apreciarse los valores de las entropias de
Rényi exactas para aquellos valores del pardmetro v en los cuales la matriz densidad
reducida tiene un ndmero finito de autovalores no nulos, es decir para v = 2n. Una
caracteristica importante que vale la pena mencionar, es que las entropias de Rényi
son decrecientes como funcién del pardmetro «, por lo tanto la curva superior mos-
trada corresponde al menor valor de ¢, y estdn acotados inferiormente por S2°, Ec.
(5.57).

Para el caso de fermiones los cdlculos son similares y no los repetiremos. Como se
puede ver en la figura 5.4b) el grafico obtenido es muy similar al de bosones siendo
la tnica diferencia que los comportamientos no analiticos en lugar de presentarse en
los valores v = 2n se presentan en los valores en v = 2n + 1.

La entropia de Rényi y su derivada primera como funcién del parametro de in-
teracciéon en un entorno de v = 4 se muestran en la figura 5.5 para los valores de
a = 0.4, 0.5, 0.6, donde podemos apreciar que la entropia de Rényi presenta un
punto critico con derivada infinita para o = 0.4, un kink con derivada discontinua
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FIGURA 5.5: Entropia de Rényi unidimensional para el caso de boso-

nes (fila superior) y sus derivadas (fila inferior) en funcién del para-

metro de interaccién en un entorno de v = 4 para o = 0.4, 0.5, 0.6 de
izquierda a derecha.

para a = 0.5y para o = 0.6 la derivada primera es finita.

En resumen, las entropias de Rényi son capaces de mostrar o determinar aquellos
valores de v para los cuales la matriz densidad reducida de una particula tiene so-
porte finito. Un comportamiento similar fue observado por Amico y colaboradores
para cadenas de espin 1/2 [121, 122, 123, 110].

5.6. Numeros de ocupacién y entropia de von Neumann: caso
bidimensional

Para el modelo de Calogero de dos particulas en dimensién dos, la funcién de
onda del estado fundamental es conocida para todos los valores de v Ecs. (5.14) y
(5.15). Pero por otro lado, la matriz densidad reducida junto con sus autovalores
y cantidades que pueden derivarse a partir de éstos fueron obtenidas numérica-
mente utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz. En la figura 5.6a) mos-
tramos el comportamiento de la entropia de von Neumann para el caso de boso-
nes y de fermiones. En esta figura, la linea verde corresponde al caso de fermio-
nes con g = 1/)25 = (21 — x2) + i(y1 — y2), mientras que la curva azul es para
Ye = Y = %(1/1; + 9g) y la curva roja en el subgrafico corresponde a la entro-
pia de von Neumann para el caso de bosones. De los resultados obtenidos podemos
observar que las tres curvas tienen un comportamiento que sigue una divergencia
logaritmica de la entropia de von Neumann cuando aumenta el parametro v, notar
que la figura estd en escala logaritmica.

Con la definicién de ¢% y definiendo ¢¢ = %(zb;r — 15 ), se pueden construir
distintas funciones de onda para el estado fundamental de fermiones, esto se logra
reemplazando las distintas funciones 15 en la Ec. (5.15), de esta forma se obtienen
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FIGURA 5.6: a) Entropia de von Neumann como funcién de la mag-
nitud de interaccién v para las funciones de onda fermiénicas inva-
riantes ante rotaciones ¢¢ (linea verde) y para la funcién de onda
fermiénica construida con ¥§ = (x; — 2) (linea azul). Notar la di-
vergencia logaritmica en el limite de interaccién fuerte. Un punto en
el drea gris es un par (v, S,n) que puede ser obtenido con una elec-
cién particular de la combinacién lineal de la Ec. (5.28) y que queda
definido por el pardmetro §. Las curvas graficadas en el gréfico inte-
rior muestran que las entropias de von Neumann para la funcién de
onda de fermiones invariante (linea verde) y la funcién de onda de
bosones (linea roja) tienen el mismo limite asintético. b) Entropia de
von Neumann para el estado fundamental fermiénico construido con
¥1c(B) en funcién del pardmetro 32 para dos valores del parametro de
interaccién v = 2 (linea anaranjada cortada) y v = (1 + v/33)/2 (linea
negra cortada). Las lineas horizontales corresponden a las entropias
de von Neumann de ¢ ¥, ¢%. Notar que al cambiar el pardmetro 3 se
van recorriendo puntos (v, Syn) en la regién sombreada del gréfico

a).

las funciones de onda de fermiones W}, \Ilg -, \Ilgx y \Ifgy. A partir de esto se puede
mostrar que

b 2 f+ 2

Wy —1) + 1]‘ - (qfo (v — 1)]( (5.27)

= % (\pgx (v — 1)]‘2 + % (\I/éy (v —1)] g

donde el argumento entre corchetes es la magnitud de interacciéon de la Ec. (5.9),
para la cudl la funcién de onda del estado fundamental debe ser calculada [111].

En esta igualdad, los dos primeros términos aseguran que para valores de v su-
ficientemente grandes, las entropias de von Neumann de fermiones y de bosones
son asintéticamente iguales si los estados correspondientes son autofunciones del
operador L,. Hasta ahora, no encontramos una forma de trasladar esta relacién en-
tre el médulo cuadrado de la funcion de onda en Ec. (5.27) a una relacién entre los
numeros de ocupacion de sus respectivas matrices densidad reducida.

Esta caracteristica de que el estado fundamental de fermiones tenga funciones
de onda degeneradas, permite analizar la entropia de von Neumann para distintas
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combinaciones lineales de estados ortogonales. En particular, estudiamos la entropia
de von Neumann para distintas funciones de onda del estado fundamental obteni-
das de reemplazar v en la Ec. (5.15), por la expresion

ie(B) = Bvg +V1—B*vg, Bel01]. (5.28)

Las entropias de von Neumann definidas para los estados ;.(3), ¥& y U8, se
muestran en la figura 5.6. A partir de la figura 5.6a) hay algunas caracteristicas in-
teresantes que vale la pena mencionar. La entropia de von Neumann para cada uno
de las funciones de onda diverge logaritmicamente en el limite de interaccion fuer-
te. Para un dado valor de v, las entropias de ¢§C(B =0y ¢g§ (8 = 1) son maxima
mientras que ¢¢? (8 = i%) son minimas. El 4rea sombreada en la figura 5.6a) co-
rresponde a los valores de la entropia de von Neumann obtenidos para todos los
posibles valores de 3. También, en el limite de interaccién fuerte, la entropia de von
Neumann asociada a la funcién de onda del estado fundamenta de fermiones con
¥s = ¥z y de bosones son asint6ticamente iguales. En la figura 5.6b) mostramos el
comportamiento de la entropia de von Neumann calculada para la funcién de onda
del estado fundamental definida a partir de la Ec. (5.28) como funcién de 32, para
v =2yparapu; =2 = v = (1+33)/2 en el primer caso los resultados son
numéricos mientras que en el segundo caso son exactos.

Para el caso de la entropia lineal la situacién es diferente, esta cantidad tiene
un comportamiento monétono y converge a la unidad en el limite de interaccién
fuerte. Este comportamiento ha sido obtenido previamente para distintos sistemas y
generalmente es asociado a la naturaleza competitiva de los potenciales que forma
el Hamiltoniano [99, 124]. Para el caso estudiado en este capitulo, en las Ecs. (5.9) y
(5.10) el término armonico tiende a acercar las particulas, mientras que la interaccién
repulsiva entre las particula tiende a separarlas y mantenerlas lo mds lejos posible,
especialmente cuando v — oo.

En general, cuando los resultado son obtenidos mediante método numéricos,
es dificil de detectar las divergencias logaritmicas. La razén principal de ésto es la
dificultad involucrada para estudiar el sistema cuando v toma valores muy grandes,
ya que en esta situacién es necesario un gran ntiimero de funciones, que expandan el
espacio de Hilbert en cuestién (el ntimero de funciones crece como v?), para poder
manifestar la divergencia logaritmica. Atn asi, pudimos obtener resultados hasta
valores de v = 80. A continuacién realizamos un tratamiento analitico del modelo
de Calogero en dimensién dos basados en un confinamiento anisotrépico, de esta
forma pudimos corroborar los resultados numéricos mostrados en esta seccion.

5.7. Tratamiento analitico del modelo de Calogero bidimen-
sional anisotrépico en el limite de interaccién fuerte

Basados en el argumento mencionado en la secciéon anterior, respecto al caracter
competitivo de los potenciales involucrados en el Hamiltoniano, pudimos desarro-
llar un método que nos permitié obtener, en forma analitica, resultados aproximados
para los autovalores y autofunciones del Hamiltoniano. El método estd basado en el
célculo de los minimos del potencial y la aproximacién arménica alrededor de di-
chos minimos [117, 124]. Hay que tener que en cuenta que para el caso de dimensién
dos o tres, los minimos del potencial no necesariamente son puntos aislados si no
que pueden ser una regiéon donde se produce el minimo del potencial, pero en esta
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situacion es posible recuperar los minimos aislados del potencial a partir de una de-
formacion del potencial. Esta deformacién rompe la simetria entre las coordenadas,
por ejemplo, en el Hamiltoniano de dos dimensiones del modelo de Calogero, pode-
mos tomar y; — ey;. En este contexto es posible estudiar el confinamiento isotrépico
como un caso limite del Hamiltoniano anisotrépico, es decir, tomando ¢ — 1. Enton-
ces, consideramos el Hamiltoniano de Calogero bidimensional con confinamiento
anisotropico
H:—% (V3 +V3) —|—% (2] +23) + &% (y] + v3)] +y(%221) . (5.29)
Introduciendo las coordenadas del centro de masa R = 1 (x1 +x2) = (X,Y) y las
coordenadas relativas r = x3 — x; = (z,y), el Hamiltoniano (5.29) puede ser escrito
como H = HE + H", donde

1
HE = _ZV% +(X?+e%Y?) (5.30)
, 1 v(v—1)

La funcién de onda del sistema es entonces una producto dos funciones, una fun-
cién de onda correspondiente al centro de masa y otra correspondiente a las coorde-
nadas relativas, ¥(X,Y,z,y) = »T(X,Y)¢y"(z,y), y la ecuacién de Schrodinger se
separa en dos ecuaciones:

HEYR(R) = ERT(R), (5.32)

H™y"(r) = E" " (r). (5.33)

La solucién a la ecuacién del centro de masa tiene la siguiente forma:

YE L (R) = e H, (V2X) e Hy (V2eY) (5.34)

con energias

1 1
Efim = <n + 5) +e€ (m + 5) (5.35)
Con la idea de resolver la ecuacién de Schrodinger para la coordenadas relativas
en el limite de interaccién fuerte, usamos la aproximacién armonica [125, 126]. Los

minimos cldsicos del potencial estan dados por r,,i, = <:|:\/§ V(v —1)] i 0) . En esta

aproximacion el Hamiltoniano es

1 1
Hiy = —-V2+ 3 [2(36 —x0)? + 3 (e - 1) yZ] , (5.36)
donde zo = v2[v(v — 1)]1.
Las soluciones de la Ec. (5.36) son

o—z)2 2 2 _1 1/4
%M(r) = e_( 20) H,(x —xp)e 1 Ly H,, ((8 ) yl, (5.37)
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con autovalores

1 R 1

De las ecuaciones (5.34) y (5.37), la funcién de onda normalizada totalmente si-
meétrica es,

_witv)? = we—u?  @it#)? [ (@a—#)? _(F1-9)?
U(ry,ry) =Ce = 1 e Vo177 ¢ 1 e z e 2 , (5.39)

donde 1 = 1 + % y T2 = w2 — %2, y la constantes de normalizacién es

1
2 _ 2
C= ( eve -1 ) . (5.40)
\/5772(1 +e2 ”(”_1))

La funcién de onda (5.39) es separable en las coordenadas x e y, y puede se escrita
como \If(rl, 1‘2) = C’l/)x(i'l, i‘g)’l/Jy(yl, yg).

Ya que estamos interesados en los ntimeros de ocupacién, debemos resolver la
ecuacion integral Ec. (5.5). Para resolver dicha ecuacién, hacemos uso del teorema
que dice que el kernel iterado de un kernel simétrico tiene las mismas autofunciones
que el kernel inicial, y los autovalores del kernel iterado son los autovalores del
kernel inicial elevados al cuadrado [127]. ésto significa que en lugar de resolver la
ecuacién usando la matriz densidad reducida, podemos resolver la ecuaciéon

/‘I’(Fla r2)¢r(r2) dro = A\ dr(r1). (5.41)

La solucion a este problema de autovalores es equivalente a encontrar la descom-
posiciéon de Schmidt de las funciones v, (Z1,Z2) y ¥y (y1, y2) dados por

Vo (Z1,%2) = q(Z1,%2) + q(Za, T2), (5.42)
donde
gy, @) = e il am (5.43)
y
Yy (y1,92) = €~ VL (2 2y VL ) (5.44)

Usando la formula de Mehler

12 = >
ey §5 T (1) Bl (o), (5.45)
k=0 ‘

es posible encontrar la descomposicién de las ecuaciones (5.43) y (5.44),

Y(u,0) = Mdr(y)r(v) - (5.46)
k=0
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Después de realizar los célculos correspondientes, se obtiene que los autovalores
de la matriz densidad reducida en el limite de interaccién fuerte son

[
)

%J:2<m/1ﬂg(1-5@»&@107_12¢@ (5.47)
donde {(¢) estd dada por
2 1 2
wb<£;$;£>. (5.48)
(- 1)i+ e
Una vez obtenidos los autovalores, la entropia lineal es fécil de calcular
&;:L—(?f&é)i+éi§:1—%?<i+§3>. (5.49)

Ya que la funcién de onda es separable en las coordenaas, la entropia de von
Neumann puede ser escrita de la siguiente forma

Spy = 5% + 8Y(e), (5.50)

donde cada uno de los términos tiene la forma de la entropia de von Neumann
unidimensional [117], es decir,

ST = 1.197371889, (5.51)
logy ([1 = £(&)1¢ Vg (e)*)
SY(e) = — , (5.52)
” [=rE)
de esta forma la entropia de von Neumann del sistema bidimensional es
log, ([1 = £(9)) "4 g(e)<@)
S,n = 1.197371889 — (5.53)

[1—&(e)]

Las entropias de Rényi en el limite de interaccién fuerte pueden ser escritas como

5% =50+ 5, (5.54)
donde
o 1 (6v2—8)"
Sf_1—ahg2Q1—u7—u¢®ﬂ>+l’ (5:53)
y
ngliab@<%g%%%>. (5.56)

El modelo isotrépico se recupera tomando el limite ¢ — 17. En este limite se tiene
que £(e) — 1, todos los autovalores tienden a cero y la entropia de von Neumann
diverge logaritmicamente mientras que la entropia lineal tiende a la unidad. Para
cualquier otro valor del pardmetro de anisotropia, ¢, la entropia de von Neumann es
finita y la entropia lineal es menor a uno. El problema unidimensional se recupera
para el caso en el cual el parametro de anisotropia es mucho mayor a uno, € > 1, en

este limite £(¢) — 0, como consecuencia S;, — 1 — @ y Syn — S”.
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La entropia de Rényi, como funcién del pardmetro de anisotropia, muestra el
mismo comportamiento que la entropia de von Neumann, ésta diverge logaritmica-
mente para ¢ — 17 y para ¢ > 1 alcanza el valor unidimensional S¢. A partir de
la Ec. (5.55), se puede demostrar que la min-entropy unidimensional, S° tiene la
siguiente forma

3
S° = lim S¢ =logy (1+—=) . 5.57
Jim 083 ( Ni) (5.57)

5.8. Crossover de dimension dos a uno

Segtn los resultados obtenidos en la seccion anterior, la entropia de von Neu-
mann y entropia lineal unidimensional se obtienen o recuperan de las correspon-
diente entropias bidimensionales en el limite de interaccién fuerte cuando el para-
metro de anisotropia es mucho mayor a uno. Esto genera la pregunta de cémo el
crossover dimensional (crossover de dimension dos a dimensién uno) se manifiesta
en las entropias y si esto también se puede observar para valores finitos del pardme-
tro de interaccion v.

La entropia de von Neumann exacta para el modelo bidimensional anisotrépico
en la aproximaciéon armoénica, Ec. (5.50), se muestra como la curva magenta en la
figura 5.7. Aunque no hay un criterio claro para detectar el cambio del comporta-
miento en dimensién dos al comportamiento en dimensién uno, se puede observar
que el limite unidimensional se alcanza para ¢ 2 1.5. Mds atin, la entropia de von
Neumann es finita para cualquier valor de € > 1 como sucede en el caso unidimen-
sional.

A partir del calculo de la primera derivada de la Ec. (5.53), se puede demostrar
que

Spn ~ ——- L gi e~ 1t (5.58)

este comportamiento estd mostrado en la figura 5.7 como la linea entrecortada ama-
rilla, la cual marca la divergencia logaritmica de la entropia de von Neumann para
e— 17,

Las entropias obtenidas a partir de sumar un namero finito de autovalores exac-
tos también estdn mostrados en la figura 5.7. En el grafico se ve que no importa cuan-
tos autovalores se usan para calcular la entropia de von Neumann, siempre existe un
valor de ¢ para el cual el valor de la entropia alcanza un méximo y decae para valo-
res menores de €. En otras palabras, cuanto més isotrépico es el sistema, mayor es la
cantidad de autovalores de la matriz densidad reducida necesarios para describir la
entropia de von Neumann del sistema correctamente. Esto es precisamente la razén
por la cual es dificil de identificar, ya que, en general, lo métodos numéricos solo
permiten determinar un namero finito de autovalores.

A continuacién comparamos los resultados obtenidos utilizado la aproximacién
armonica junto con el limite de interaccién fuerte con los obtenidos para interaccio-
nes finitas. En la seccién 5.6 obtuvimos que la entropia de von Neumann crece loga-
ritmicamente, la divergencia para e — 17 en el limite de interaccién fuerte prueba
que la entropia de von Neumann del modelo de Calogero bidimensional isotrépico
es infinita.

Estudiando la energia del estado fundamental del Hamiltoniano anisotrépico es
posible corroborar la convergencia, para valores finitos de v, de la entropia de von
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FIGURA 5.7: Entropia de von Neumann y entropia lineal como fun-
ciones del pardmetro de anisotropia ¢ en el limite de interaccién fuerte
calculadas con la expresion exacta (linea magenta de puntos y rayas)
y truncando la suma de la definicién dada por la Ec. (5.6) de la seccién
5.2 del capitulo anterior (lineas continuas). El ntimero de ocupaciones
incluidas en la suma es de 50, 100, 150 y 200 (lineas continuas negra,
roja, verde y azul respectivamente). El término asintético de la en-
tropia de von Neumann exacta se muestra como una linea cortada
amarilla.

Neumann en el caso de confinamiento isotrépico dentro de la aproximaciéon armoé-
nica. Los autovalores del Hamiltoniano relativo, Ec. (5.36), tiene una dependencia
no analitica del pardmetro de anisotropia en el limite de interaccién fuerte. Por lo
tanto, comparamos la energia del estado fundamental en la aproximacién armoénica
(Egp(e)) con la energia del estado fundamental obtenida utilizando el método varia-
cional en el Hamiltoniano para un valor finito de v (Eg§" (v, €)), ésto lo realizamos

para distintos valores del pardmetro ¢. De esta forma definimos

EUGT’
B35 (,c) = 200 (49)

=00 ‘0 5.59
Ego(e) — 1 ( )

06 nos da una idea de cuan diferentes son las energias variacionales a las corres-
pondiente en el limite de interaccién fuerte. Cuando las energfas variacionales se
comporten de la misma manera que las obtenidas en el marco de la aproximacién
armonica esta cantidad serd igual a la unidad.

En la figura 5.8 mostramos la cantidad definida en la Ec. (5.59) como funcién
de ve? — 1 para distintos valores de v. Se puede observar que para valores de ¢ lo
suficientemente grande, el sistema alcanza el limite unidimensional no importa que
tan chico sea el valor del pardmetro de interaccién v. Este resultado implica que el
sistema anisotrépico tiene cardcter bidimensional o unidimensional dependiendo de
la relacién entre los pardmetros v y .
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FIGURA 5.8: Relacién entre la energia del estado fundamental del

Hamiltoniano relativo obtenida variacionalmente y en el limite de in-

teraccion fuerte definida en la Ec. (5.59). Por como se eligi6 el eje de las

abscisas el limite de interaccion fuerte corresponde a la unidad indi-

cada como una linea negra cortada. Las energias variacionales fueron

calculadas con v(v — 1) = 20, 50, 100, 500, 2000 y se ven en las curvas
de colores desde abajo hacia arriba.

5.9. Resumen y conclusiones

En este capitulo estudiamos las entropias de von Neumann y de Rényi para el
modelo de Calogero de dos particulas en dimensién uno y dimensién dos. Encontra-
mos que la entropia de von Neumann del modelo bidimensional con confinamiento
isotrépico es una funciéon monétonamente creciente del pardmetro de interaccién v,
y tiene una divergencia logaritmica para v — oo, mientras que en el caso de confina-
miento anisotrépico, al igual que en el modelo unidimensional, la entropia de von
Neumann permanece finita. Ademds mostramos que que el comportamiento uni-
dimensional se recupera cuando se aumenta la anisotropia del confinamiento en el
modelo bidimensional. Usando la aproximacién armoénica, demostramos el crossover
de dimensién dos a dimensién uno, y mostramos que la divergencia de la entropia
de von Neumann solo sucede para el caso de confinamiento isotrépico.

Respecto a las entropias de Rényi, mostramos que éstas son una herramienta
muy ttil para encontrar los valores del pardmetro de interaccion para los cuales la
matriz densidad reducida tiene soporte finito, es decir, tiene un ntimero finito de
autovalores no nulos. Amico y colaboradores, encontraron un comportamiento no
analitico, similar al mostrado en este capitulo, en cadenas de espin 1/2 en valores
criticos del pardmetro de interaccién del Hamiltoniano. Mostramos que en sistemas
de variables continuas, las entropias de Rényi para valores pequefios de « tienen un
comportamiento no analitico es un entorno de los valores del pardmetro de interac-
cién donde la matriz densidad reducida tiene soporte finito. La deduccién presen-
tada en este capitulo es un resultado general en el cual la tinica condicién necesaria
es la analiticidad de los autovalores de la matriz densidad reducida. La tinica carac-
teristica particular al modelo de Calogero es que, para dicho modelo, conocemos a
priori los valores de v para los cuales existe un ntimero finito de auvalores no nulos.

Las propiedades mencionadas previamente, respecto a la entropias de entrelaza-
miento, se aplican a los tipos de particulas estudiadas, es decir, se aplica tanto al caso



5.9. Resumen y conclusiones 79

de bosones como de fermiones. Sin embargo, cuando un tipo de simetria es elegido,
hay varios aspectos a tener en cuenta. Nosotros usamos bosones y fermiones en el
sentido de que las funciones de onda correspondientes son simétricas o antisimé-
tricas respecto al intercambio de coordenadas, pero en un sistema bidimensional el
grupo de permutaciones permite la existencia de otro tipo de particulas como es el
caso de los anyones.

Los autovalores de la matriz densidad reducida del problema unidimensional,
tanto para bosones como para fermiones, muestran dos regimenes bien definidos. En
uno, un dado autovalor se anula para algunos valores de v, mientras que en el otro
se vuelve practicamente independiente de dicho pardmetro. Ademads, en el segundo
régimen, los nimero de ocupaciéon de bosones y de fermiones tienen el mismo valor
asintético para valores de v lo suficientemente grande. Ambos regimenes ya han
sido observados por Schilling en su anélisis del harmonium unidimensional [92].

En el modelo bidimensional, los ntimeros de ocupacién de bosones y de fermio-
nes muestran el mismo comportamiento descripto en los parrafos anteriores. Sin
embargo, es este caso se presenta una diferencia fundamental en comparacién al
modelo unidimensional, ya que para fermiones, la funcién de onda del estado fun-
damental estd degenerada. Por lo tanto, cualquier funcién de onda del estado funda-
mental de dos fermiones, tiene un valor particular de la entropia de von Neumann.
Nuestros resultados muestran que la entropia de von Neumann de dos fermiones
que tiene el mismo valor que para dos bosones corresponde a una funcién de onda
del estado fundamental que es autoestado del operador L, (componente z del mo-
mento angular). Mds atin, estas funciones de onda son las que poseen un maximo
valor de la entropia de von Neumann.

El anélisis de la figura 5.6, nos permite pensar en un resultado general respecto
a la entropia de von Neumann de estados degenerados. Suponemos que estados
que presentan mds simetrias, como aquellos estados fermiénicos construidos a partir
de ¥Z con respecto a aquellos construidos a partir de ¢§?, siempre tendran una
entropia de von Neumann mayor respecto a los estados con menos simetrias, sin
importar el nimero de particulas y caracteristicas particulares del Hamiltoniano.
Formulado de una manera mads precisa, si O es un observable que conmuta con el
Hamiltoniano [H,O] = 0y ¢, conl = 1,..., L son autofunciones degeneradas del
Hamiltoniano

Hy 1 = Extbiy, (5.60)

y autofunciones de

Ov = 019y, (5.61)

entonces S,y [Yr1] = ... = Syn [¥k,1] Yy ademds es un maximo sobre S,y [1)] con
Y € B = span {1}, ;}. Mas atin, los estados para los cuales se obtienen minimos de la
entropia corresponden al conjunto con combinaciones de igual peso

L
1 .
Ymin = § e'?! ¢k7l . (562)
VL =

Las proposiciones planteadas son validas para todos los sistemas que analizamos
en este capitulo utilizando métodos numéricos y nos impulsa a continuar trabajando
en una prueba formal de las mismas.
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Capitulo 6

Entropias de entrelazamiento en
moléculas de Wigner
bidimensionales de dos particulas

Este capitulo esta dedicado al estudio de los ntimeros de ocupacién y entropias
de entrelazamiento para el estado fundamental de sistemas de dos particulas inter-
actuantes confinadas en una trampa armoénica bidimensional. Implementamos un
método para estudiar el limite de interacciéon fuerte para potencial de interacciéon
de largo y corto alcance, de esta forma podemos calcular los autovalores de la ma-
triz densidad reducida y las entropias cudnticas. Mostramos que para potenciales
de corto alcance, la entropia de von Neumann, min-entropy y las entropias de Rényi
son finitas en el modelo con confinamiento isotrépico y divergen para confinamiento
anisotrépico. En el caso de potenciales de corto alcance, las entropias de entrelaza-
miento divergen para todo valor del pardmetro de anisotropia debido a la pérdida de
informacién en la localizacién o en el momento de las particulas. Por tiltimo, mostra-
mos que cuando la matriz densidad reducida tiene un ndamero finito de autovalores
no nulos, las entropias de Rényi muestran un comportamiento no analitico.

6.1. Introduccion

Los sistemas de particulas confinadas es un area de la fisica que atrae el interés
de investigadores tanto de la fisica tedrica como la fisica experimental [128, 129]. Una
caracteristica de tales sistemas cudnticos que recientemente se volvié objeto de estu-
dio, es el estudio de medidas de entrelazamiento como lo son las entropias cuanticas
[88, 111, 117]. Entre todos los sistemas que pueden agruparse dentro del conjunto de
sistemas de particulas confinadas, en este capitulo nos centramos en las moléculas
de Wigner, la cuales son el analogo finito de los conocidos como cristales de Wigner
[128]. Desde finales de la década del ochenta, cuando Wineland mostré resultados
en cadenas de iones confinados [129], hubo un incremento en la capacidad para con-
finar, manipular y controlar tales sistemas, lo que generé que sistemas tales como las
moléculas de Wigner, sean excelente sistemas de investigacion en los cuales buscar
por nueva fisica o testear fendmenos ya conocidos [130].

Iones atrapados no son los tinicos sistemas que permiten la creacién de entida-
des como las moléculas de Wigner (también llamados cristales de Coulomb). Los
resultados experimentales en estados fuertemente correlacionados en puntos cuan-
ticos atrajo particular interés [131]. Las moléculas de Wigner también han sido ob-
servadas en heteroestructuras semiconductoras bidimensionales [132, 133], puntos
cuanticos semiconductores [134], hilos cuanticos [135, 136, 137, 138], nanotubos de
carbono [139] y en estados cristalinos de plasma complejos [140]. Varios estudios
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tedricos [141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148] han demostrado que la fisica de estos
sistemas con dimensionalidad reducida usualmente no depende de la forma del con-
finamiento, pero si depende de la simetria e intensidad de confinamiento. En el este
capitulo, nos concentramos en un modelo con confinamiento armoénico y represen-
tamos distintos sistemas usando distintos potenciales de interaccion. Las moléculas
de Wigner se manifiestan cuando la magnitud de la interaccién entre las particulas
es mucho mds grande que que la energia cinética. Esto es posible ya que la locali-
zacion de Wigner se produce para sistemas con baja densidad o para sistemas cuya
intensidad de interaccién es grande.

Los modelos de Calogero y de Moshinsky son dos ejemplos de sistemas de
particulas confinadas exactamente solubles, incluyendo, bajo ciertas condiciones, el
célculo de entropias de entrelazamiento [88, 111, 99, 149, 89, 124, 90, 117], en este
sentido también se puede mencionar el spherium model [150] y el modelo de Hook
[151]. En particular, el modelo de Calogero ha sido ampliamente estudiado por su
relaciéon con distintos problemas en fisica. Como mostramos en el capitulo 5,
estudiamos el comportamiento de la entropia de von Neumann y las entropias de
Rényi para el modelo de dos particulas en una y dos dimensiones. Utilizando un
confinamiento anisotrépico, en el modelo bidimensional, mostramos que el
comportamiento unidimensional se obtiene cuando aumenta la anisotropia de la
trampa. Ademds mostramos, en forma analitica, que las entropias de Rényi
presentan un comportamiento no analitico en un entorno de los valores del
pardmetro de interaccién en los cuales la matriz densidad reducida tiene soporte
finito, es decir, tiene un numero finito de autovalores no nulos.

Motivados por estos resultados, en este capitulo, consideramos un sistema de
dos particulas con confinamiento bidimensional anisotrépico y calculamos los ni-
meros de ocupacion de la matriz densidad reducida del estado fundamental en el
limite de interaccion fuerte de manera analitica. Este proceso lo realizamos para dis-
tintos tipos de potencial de interaccién entre las particulas. Los orbitales naturales
son obtenidos a partir de la descomposicién de Schmidt de la matriz densidad redu-
cida del estado fundamental en el mismo limite y los correspondientes niimeros de
ocupacion son usados para evaluar distintas medidas de entrelazamiento tales como
la entropia de von Neumann y las entropias de Rényi. Los métodos presentados en
este capitulo son una generalizacién del método desarrollado en las referencias [117,
124,152, 153], en particulas, nos concentramos en determinar en forma analitica ex-
presiones para los orbitales naturales, los nameros de ocupacién, las entropias de
von Neumann y de Rényi en el limite de interaccién fuerte para cualquier potencial
de interacciéon que dependa de la distancia de entre las particulas.

Nuestro objetivo principal es determinar la influencia de la anisotropia y del ti-
po de interaccion entre las particulas analizando las entropias lineal, von Neumann,
min-entropy, max-entropy y Rényi. Nos concentramos en determinar cuédles son las
diferencias entre los potenciales de interaccion de corto y de largo alcance que dan
lugar a la molécula de Wigner. Con esta idea, estudiamos dos casos de potencial
de interaccién para cada clase, incluyendo uno que puede ser resuelto exactamente.
Dentro de la clase de potencial de largo alcance, consideramos los potenciales de
potencia inversa e inversa del logaritmo, mientras que en la clase de potenciales de
corto alcance, analizamos el potencial de tipo potencia inversa apantallado y el po-
tencial tipo Gaussiano repulsivo. Es importante resaltar que el potencial de potencia
inversa es usado para modelar puntos cuanticos [134] o trampas de iones [129], don-
de el régimen de interaccion fuerte puede ser alcanzado experimentalmente debido
a la fuerte interaccion entre las particulas o a la débil intensidad del potencial de con-
finamiento. La metodologia empleada es similar a la utilizada en el capitulo 5 para
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estudiar el modelo de Calogero bidimensional, en este capitulo vamos a generalizar
algunos de los resultados para el caso de un potencial de interaccién arbitrario para
luego particularizar en los potenciales de corto y largo alcance.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera, en la seccioén 6.2 hacemos
una descripciéon del modelo de dos particulas confinadas en un potencial bidimen-
sional, a continuacién en la seccién 6.3 realizamos los célculos correspondientes pa-
ra obtener los niimeros de ocupacién de la matriz densidad reducida utilizando la
aproximacion armonica. La seccién 6.4 estd dedicada al calculo y andlisis de las en-
tropias de entrelazamiento, en las secciones 6.5 y 6.6 aplicamos los resultados para
potenciales de largo y corto alcance respectivamente. Por tltimo presentamos una
discusion y conclusion de los resultados en la seccién 6.7.

6.2. Sistemas bidimensionales de dos particulas confinadas

Hoy en dia, la fisica de particulas confinadas es un drea importante para enten-
der varios experimentos recientes realizados en dtomos frios atrapados o en puntos
cudnticos, al menos desde un punto de vista cualitativo [132, 133, 134, 135, 136, 137,
138]. Los potenciales utilizados en estos modelos estdn constituidos por dos térmi-
nos: el potencial de la trampa o potencial de confinamiento y el potencial que descri-
be la interaccion entre las particulas. Para puntos cuanticos pequefios que contiene
varios electrones, el potencial de confinamiento puede ser aproximado por un po-
tencial armonico [131], por lo tanto nos focalizamos en sistemas de dos particulas
interactuantes en una trampa armoénica bidimensional e implementamos un método
para calcular el espectro de la matriz densidad reducida en el limite de interacciéon
fuerte para un potencial de interaccion arbitrario. E1 Hamiltoniano para dos particu-
las en una trampa anisotrépica bidimensional, en unidades atémica, es

1 1
H=—5(Vi+V3)+3

5 [t +ad) + e +43)] + 9V (mai {7}) (6.1)

donde tomamos que la frecuencia de la trampa sea igual a uno, ¢ > 1 es el para-
metro de anisotropia, V' (r12; {7:}) denota el potencial de interaccién como funcién
de la distancia entre particulas 712 y algtn conjunto de pardmetros {7;} y g es el
cociente entre la interaccion y la energia de confinamiento (energia del modo funda-
mental de la trampa). Notar que las unidades de ¢ varian segtn la forma funcional
de V (r12; {7:}) de manera tal que el término gV (r12;{7;}) tenga unidades de ener-
gia.

De la misma forma al procedimiento realizado en el tratamiento analitico del
modelo de Calogero bidimensional del capitulo 5, introducimos las coordenadas del
centro de masa R = 1(r; + r2) = (X,Y) y las coordenadas relativas r = 3 —
r; = (z,y), de esta forma el Hamiltoniano de la Ec. (6.1) puede reescribirse como
H = H® + H", donde

1
HE = _Zv% + (X2 +%Y?) (6.2)
H" = —V%—kVef(m,y;g, {fYZ}) ) (63)
y V¢/ es el potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por

(2% + %) + gV <\/x2 + 7% {%}> : (6.4)

Vel (2, yse, {v}) =

AN
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A partir de estas ecuaciones, la funcién de onda del sistema es el producto de
una funcién de onda del centro de masa y una funcién de onda que depende de las
coordenadas relativas

U(z,y, X,Y) =X, Y)Y (2,9) (6.5)

por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger se separa en dos ecuaciones

H%RR) = EfpRR) , (6.6)
H™Y"(r) = E™)"(x) . (6.7)

La ecuacion del centro de masa, Ec. (6.6), es la ecuacion del oscilador armoéni-
co cudntico y las autofunciones estan dadas por la Ec. (5.34) del capitulo 5. Notar
que la ecuacién del centro de masa solo involucra al potencial de confinamiento y el
potencial de interaccién no afecta a esta ecuacién, por lo tanto toda la informacién
correspondiente a la forma en la cual interactian las particulas estd contenida en el
Hamiltoniano relativo Ec. (6.3). Por este motivo el Hamiltoniano relativo tiene que
ser analizado para cada caso particular. Sin embargo, en la seccién que sigue mos-
tramos cémo tomar el limite de interaccién fuerte para un potencial de interaccién
genérico.

6.3. Derivacion de las ocupaciones exactas

La funcién de onda del estado fundamental del Hamiltoniano relativo puede ser
obtenida resolviendo la ecuacion de Schrodinger en el limite de interaccién fuerte,
g > 1, usando la aproximacién armoénica [125, 126], de manera andloga a lo mos-
trado en el capitulo 5 para el modelo de Calogero bidimensional. El procedimiento
es el siguiente: primero hay que determinar los minimos del potencial efectivo, que
corresponden los puntos de equilibrio donde se localizan las particulas. A continua-
cién dicho potencial efectivo, Ec. (6.4), se reemplaza por su desarrollo en serie de
potencia hasta segundo orden en el Hamiltoniano relativo, esta expansion satisfa-
ce VV e (Zrin, Ymin: €, {7i}) = 0. Si el potencial de interaccién es repulsivo, decrece
monoétonamente y tiende a cero para » — co. Una vez escrito el Hamiltoniano rela-
tivo en la aproximacién armonica, es posible obtener la funcién de onda del estado
fundamental en el limite de interaccién fuerte.

Para el caso en que € > 1, los minimos del potencial efectivo se encuentran el eje
x'y pueden ser escrito como

1 1
Tpin = (£20,0) conzy >0dadopor — =-— < 8_V> (6.8)

2g ror

x0
Para el caso de confinamiento isotrépico, ¢ = 1, los minimos del potencial degeneran
en un circulo de radio x.

Con los minimos del potencial de la Ec. (6.8), el Hamiltoniano relativo en la apro-
ximacién armonica se puede escribir como el Hamiltoniano de dos osciladores des-
acoplados

1 1
H}"{A:—Vz+§ wi (x—x0)2+§(62—1) y2 , (6.9)
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donde la frecuencia de oscilacién correspondiente a la coordenada z es

o2V
2 1 or? Zo
T ror lxg

donde la dependencia en el parametro de interaccion g y los parametros {~;} estd en
forma implicita en xo = x0(g, {7 })

Las autofunciones del Hamiltoniano relativo en la aproximacién arménica se es-
criben como el producto de funciones Gaussianas multiplicadas por los polinomios
de Hermite, es decir,

_wa (2—20)? g 2 _1 1/4
Ul (X)) =€ 2! Hn< %(x—m@) Yy <<€ . > . (6.11)

y las correspondiente energias son

B} = V2w, <n + %) +ve2-1 <m + %) . (6.12)

Usando las Ecs. (5.34) y (6.11), podemos obtener la funcién de onda, del Hamil-
toniano H = H + H", totalmente simétrica del estado fundamental

S

(i Fv)? Ve oi(yo-y1)? (e tw9)?
\IJGS(rl,rg):Ce i e 4 e 1
_ wp (zp—zy—2q)? _ wp (zp—w1+wg)? (6‘13)
e V2 2 +e V2 2 ,

donde C es la constante de normalizacion

2

= \/W_acm2 ) (ﬁ)Q (6.14)

3 _Thwe ™
247 <1—|—e V2

Repitiendo el mismo procedimiento al mostrado en la secciéon 5.7, se pueden
calcular los autovalores de la matriz densidad reducida de una particula. En este
caso, dichos autovalores estan dados por

Ni=N \Y (6.15)
donde

e ) e = (220
) <1 +T> (u2)t +1
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y
2 y 2
s e2—1)3— /e
N=(1-¢&e)EE) , &)= ( )1 ; (6.17)
(e2—1)71 + e
dondelos [, [=0, 1,2,....Cada autovalor de la matriz densidad reducida, o nimero

de ocupacidn, estd doblemente degenerada debido a la simetria de intercambio entre
las particulas.

Para evaluar las entropias cudnticas, las mismas a las estudiadas en el capitulo
5, es necesario conocer el comportamiento de las funciones ¢((w,) y {(¢). Se puede
observar que ¢ (w;) estd acotada por el valor de la unidad para w, > 0y que ((w;) —
1 el limite w, — oo, por otro lado para € > 1, {(¢) permanece siempre menor a uno
y alcanza ese valor en el limite ¢ — 17. Para valores suficientemente grande del
parametro de anisotropia, ¢ > 1, se obtiene que {(¢) — 0 y que los nimeros de
ocupacién toman el valor asintético del modelo unidimensional, A}.

6.4. Entropias en el limite de interaccion fuerte

El entrelazamiento entre las distintas componentes de un sistema cuantico puede
ser medido o cuantificado utilizando diferentes entropias cudnticas. En esta secciéon
vamos a mostrar como calcular las entropias de Rényi, de von Neumann y entropia
lineal en el limite de interaccion fuerte. Por completitud vamos a volver a mostrar
las ecuaciones que definen cada entropia, si bien dichas ecuaciones ya fueron enun-
ciadas en la seccién 5.2. Si A; es el conjunto completo de autovalores de una matriz
densidad, entonces la familia de entropias de Rényi estdn definidas por

1

log, (Tr(pQ)) = log, (Z Af‘) . (6.18)

1l -«

S =

l—«

La entropia de von Neumann esta definida por
Sun = =T (plogs(p) = = 3 Niloga(Ns) (6.19)
y por tdltimo la entropia lineal es
SL=1-Tr(p*)=1-Y X. (6.20)

Una vez que los niimeros de ocupacién ya fueron obtenidos, es posible calcular
las entropias cudnticas. Ya que en estos cdlculos, es necesario evaluar series geomé-
tricas de las funciones ((w,) y £(¢), hay que tener cuidado con los casos limites y el
orden en que se realiza cada operacion.

Comenzando con las entropias de Rényi, es simple mostrar que, debido a la se-
parabilidad de la funcién de onda, en el limite de interaccion fuerte esta familia de
entropias son la suma de dos términos,

S = 89w, + S2(c), (6.21)
donde

i —log, (W) +1, (6.22)
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oy _ L (1—£&()
Sy(e) = mlogg <m> . (6.23)

Recordar que la Ec. (6.21) es valida ya que la funcién de onda del estado funda-
mental puede ser escrita como producto de funciones, cada una asociada a una de
las coordenadas del sistema, ver seccién 5.7.

Debido a esta separacion de la funcién de onda, la entropifa de von Neumann
también se escribe como la suma de dos términos

Sun = Syn (we) + Spn(€) (6.24)

donde cada uno de los términos de la suma tiene la forma de una entropia de von
Neumann unidimensional [117], es decir,

oz (1= € (w2))46)) ¢ 1))

o (1 - &) g(e)) 626
E) = — . .
o (1-¢(e)
Vale la pena mencionar que de las Ecs. (6.22) y (6.23), se puede demostrar que la
min-entropy puede ser escrita como

§% = lim (55 (we) + S5 (2)) = Jim 57 (we) + Jim. Sy(e) = 857 (wz) + 5.7 () -
(6.27)
La entropia lineal es

11—C(wg) 1—£&(e)
2 14 (we) 14+&(e)

Para el caso de confinamiento isotrpico, ¢ — 17, tenemos que £(¢) — 1y por lo
tanto la entropia lineal tiene a uno, mientras que para otros valores del pardmetro
de anisotropia, la entropia lineal es menor a uno.

Antes de continuar vamos a hacer un comentario sobre la generalizacién de estos
resultados a mds dimensiones. Dichos resultados pueden ser extendidos a D dimen-
siones considerando D —1 pardmetros de anisotropia en el potencial de confinamien-
to. La entropia de von Neumann y la familia de entropias de Rényi son entonces la
suma de D términos, cada uno asociado a una coordenada cartesiana de sistema, y
como demostramos para el caso de dos dimensiones, el término S$ depende de los
pardmetros del potencial de interaccién a travez de w,, por lo tanto cada uno de los
términos restantes depende solo de uno de los D — 1 parametros de anisotropia. Para
mas detalles ver las referencias [154, 155].

Los dos términos de la entropia de von Neumann, min-entropy, y entropias de
Rényi para a« = 0.2,0.4,0.8,1.5,2, se muestran en la figura 6.1. Primero vamos a
discutir el comportamiento de las entropias respecto al pardmetro de anisotropia de
la trampa y luego continuamos con la influencia de la interaccioén entre las particulas.

Como puede observarse de la figura 6.1a), para el modelo isotropico (¢ — 17) el
término Sy (¢) diverge logaritmicamente, mientras que para cualquier otro valor de

(6.28)
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2.5

In(e-1)

FIGURA 6.1: Ambos términos de la entropia de von Neumann (li-

nea negra cortada), min-entropy (linea magenta cortada con puntos)

y entropias de Rényi con o = 0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 2 (Iineas roja, azul,

verde, anaranjada y cian respectivamente). a) Término .S, en funcién

del parametro de anisotropia ¢. b) Entropfas unidimensionales S, en
funcién del cuadrado de la frecuencia w?.

¢, dicho término permanece finito. Calculando la primer derivada en Ec. (6.26), se
puede mostrar que

log(e — 1)
log 16

Este comportamiento asintético se observa en la figura como la linea entrecortada
amarilla, la cual prueba al divergencia logaritmica de la entropia de von Neumann.
De hecho, para ¢ — 17, la entropia de von Neumann, min-entropy y la familia de
entropfa de Rényi muestran el mismo comportamiento. La figura también muestra
que para confinamientos con gran anisotropfa, el término Sy (¢) se anula, en otras
palabras, para ¢ > 1 se recupera el comportamiento del sistema unidimensional,
de la misma forma que sucede con el modelo de Calogero estudiado en el capitulo
anterior.

El comportamiento del término S (w,) se muestra en al figura 6.1b). Podemos
observar que este término es una funcién decreciente de la frecuencia para 0 < w? <
1/2, y es un funcién creciente para 1/2 < w?. En particular, para w, — 0, S diverge
ya que ¢(w,) — 1, lo mismo sucede para limite w, — oc.

A partir de estos resultados podemos realizar el siguiente andlisis, si la frecuencia
w, es finita para valores grandes del pardmetro de interaccion, g > 1, entonces la
entropfa de von Neumann, min-entropy y las entropias de Rényi son finitas para
el modelo anisotrépico y diverge logaritmicamente para el caso de confinamiento
isotrépico. Para el caso de confinamiento anisotrépico, las particulas cristalizan o se
localizan en los minimos cldsicos del potencial efectivo del Hamiltoniano relativo,
dando lugar a una molécula de Wigner, mientras que para el caso de confinamiento
isotrépico, estos minimos degeneran en un circulo y por lo tanto las particulas ya
no estdn localizadas en puntos discretos del espacio. Esta pérdida de informacién se
refleja en la divergencia de las entropias de entrelazamiento.

Por otro lado, si la frecuencia de la aproximacién armoénica crece monétonamen-
te para grandes valores del pardmetro de interaccién, la entropia de von Neumann,

SyN ~ — sie~1T. (6.29)
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min-entropy y entropias de Rényi divergen logaritmicamente para todo valor del pa-
rdmetro de anisotropia. En este sentido, el término S¢ (w,) es el término dominante
y define el comportamiento del sistema [154].

Todo el andlisis realizado previamente lo podemos entender en forma
cualitativa usando el principio de incertidumbre de Heisenberg. El ancho del
paquete Gaussiano en la coordenada relativa tiende a cero cuando la frecuencia
aumenta. Las incertezas de la posicién relativa y del momento relativo son

Azl = \/((CEQ —x1)) — (2 —21)2 = Qi/\/w_m y Apl 4 = \/@/2%, entonces si
wz — 0, se obtiene que Ax’; , — ooy en el caso opuesto cuando w, — oo tenemos
que Apy; 4 — 00. De esta forma, vemos que para w, — oo la entropia de la molécula
de Wigner diverge porque la posicién estd completamente determinada y en
consecuencia la incerteza en el momento diverge, este limite es llamado
cristalizaciéon fuerte. El caso opuesto, w, — 0, corresponde a un estado con
momento bien definido y por lo tanto la posicién no lo estd. En ambos casos la
divergencia en la incerteza de la posicién o del momento conducen a la divergencia
de las entropias de entrelazamiento. Mas aun, la divergencia del término Sy
también puede ser entendido con un anélisis similar: ya que en el modelo
isotropico los minimos del potencial degeneran en un circulo, se pierde
informacién sobre la localizacién de las particulas.

Para w? = 1/2 las entropias toman el valor minimo igual a uno. En un entorno
de este punto, las entropias de Rényi con a > 1 (esto incluye la entropia de von
Neumann y min-entropy) presentan un comportamiento analitico, mientras que pa-
ra a < 1 tienen un comportamiento no analitico. En la figura 6.2 se pueden observar
las entropias de Rényi para o = 0.4,0.5,0.6,1 y su correspondiente primer derivada
alrededor de w? = 1/2. Se observa que las entropias de Rényi presentan derivada in-
finita para o = 0.4, derivada discontinua para o = 0.5 y una derivada continua con
derivada segunda infinita para o = 0.6, mientras que la entropia de von Neumann
es una funcién analitica de la frecuencia.

1.075 ' I ' =

1.05

1.025

1 -3
0.45 0.5 0.55 045 0475 05 0.525 0.55
2 2
[0) [0)

FIGURA 6.2: a) Entropia de Rényi asociada a la coordenada z, S¢ (w.)

y b) derivadas de la entropia de Rényi alrededor del punto w? = 1/2.

Se muestran la entropia de von Neumann (o« — 1)(linea negra cor-

tada) y entropias de Rényi con o = 0.4, 0.5, 0.6 (lineas roja, azul y
verde respectivamente).
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Esta situacion es andloga a la encontrada en el capitulo 5 para el modelo de Ca-
logero unidimensional donde vimos que en aquellos valores del pardmetro de in-
teraccion para los cuales la matriz densidad reducida tiene un ntiimero finito de au-
tovalores no nulas, la entropia de Rényi presenta un comportamiento no analitica.
Recientemente Amico y colaboradores realizaron estudios en cadenas de espin 1/2
y encontraron las consecuencia del comportamiento no monétono de las entropias
de Rényi en sistemas de varias particulas con orden topolégico [121, 122, 123].

Resumiendo, el comportamiento no analitico de las entropias de Rényi mani-
fiestan el soporte finito de la matriz densidad reducida. Para el caso de estudio de
este capitulo, tomando w? = 1/2 en Ec. (6.16) es facil de observar que hay solo dos
ocupaciones no nulas.

En las secciones siguientes vamos a aplicar los resultados obtenidos ara estudiar
el comportamiento de los ntiimeros de ocupacion y las diferentes entropias, en el li-
mite de interaccién fuerte, para dos grupos de potenciales de interacciéon separados
de acuerdo al alcance de la interaccién (largo alcance o corto alcance). Dado que ya
analizamos en detalle el aporte del término S(¢) de ahora en adelante nos concen-
tramos solo en la entropia unidimensional S (w5 ).

6.5. Potenciales de interaccién de largo alcance

A lo largo de esta secciéon vamos a considerar dos potenciales de interaccion que
son considerados potenciales de largo alcance. éstos son el potencial de potencia
inversa y el potencial inversa de logaritmo.

6.5.1. Interaccién de potencia inversa
El potencial de interaccion de potencia inversa estd definido por

VP (1 B) = %ﬁ _ (6.30)

Los minimos del potencial y la frecuencia de oscilacién de la aproximacién armoénica
pueden ser obtenidos exactamente para este potencial,

Ty = (496)2<51+1> y wi=@8+1. (6.31)

Por lo tanto, z( es una funcién creciente del pardmetro de interaccién g, mientras
que la frecuencia w, es constante. Dos valores del parametro 3 que valen la pena son
mencionar son 3 = 1 y 8 = 1, el primer valor corresponde al modelo de Hook y el
segundo al modelo de Calogero.

Si bien en capitulo 5 ya analizamos algunas caracteristicas del modelo de Calo-
gero, ahora vamos a continuar el andlisis de este sistema para el caso del modelo
bidimensional con confinamiento anisotrépico en limite de interaccién fuerte. Los
autovalores de la matriz densidad reducida en dicho limite se muestran en la figura
6.3 como funcién de log(e — 1), la linea gris entrecortada corresponde al ntiimero de
ocupacion més grande del modelo unidimensional en el limite de interaccion fuerte.
La figura muestra que para el modelo isotrépico, ¢ — 11 los ntimeros de ocupacién
tienden a cero pero la suma de éstos permanece constante e igual a 1/2, el motivo es
la degeneracion de los niimeros de ocupacién [124]. Cuando se aumenta la anisotro-
pia de la trampa, todos lo ntimeros de ocupacion A, ; con [ # 0 muestran un maximo
local. Para un dado valor de [ fijo, el valor del parametro de anisotropfa, ¢, al cual se
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manifiesta el maximo decrece con [. En el caso contrario, para un dado valor fijo de
[, el maximo de los autovalores ocurre para el mismo valor de ¢ para todo .

0.5F 1 | T I T | 0.015 T I T l I
0.4 @) — )
i 7 0.01 —
0.3F —
Al,i B - Al,i T
0.2 —
| 0.005 —
0.1 — -
1 I 1
(-)30 -20 -10 0 (—)30 -20 -10 0
In(e—1) In(e—1)

FIGURA 6.3: Ocupaciones en funcién de log(c — 1) obtenidas en el

limite de interaccién fuerte g > 1.a) A\;jconl =0y 1=0,1,2,...,20

de arriba a abajo b) Ao,0, Ao,1, A1,0, A1,1 Y A2,0 enlineas negra, roja, ver-

de, azul y cian. Los valores asint6ticos unidimensionales se muestran
como lineas grises cortadas [117].

Para € > 1 el Hamiltoniano del sistema se comporta como el Hamiltoniano del
sistema unidimensional y los ntimeros de ocupacién, \; o, toman el valor asintético
del modelo unidimensional. Para € ~ . = /5, los autovalores de la matriz densidad
reducida con [ = 0, estabilizan en los valores del modelo unidimensional y aquellos
con [ # 0 se vuelven despreciable. Este comportamiento puede ser explicado si se
considera que para € = ¢, el Hamiltoniano relativo se reduce al Hamiltoniano de
un oscilador arménico en coordenadas polares alrededor de cada minimo del poten-
cial. En forma mads general, para valores arbitrarios de la potencia f3, el régimen del
modelo unidimensional se alcanza para el valor critico ¢ = \/2(8 + 1) + 1. En este
caso el potencial efectivo del Hamiltoniano relativo es isotrépico en un entorno de
su minimo. Para ¢ > ¢, el mayor autovalor Ay toma el valor ~ 0.4853, y la suma
del resto de los autovalores es solo ~ 0.0147.

Como mencionamos antes, la dependencia con /3 solo afecta al término S% (w; ). E1

ancho de la funcién Gaussiana en la coordenada relativa es finito, Az}, , = 21 /(B +

1)% y en consecuencia la entropia de von Neumann, min-entropy y entropias de
Rényi son finitas. Sin embargo, la max-entropy diverge debido a que el espacio de
Hilbert de la matriz densidad reducida es infinito. En el limite 5 — oo la entropias
divergen ya que la incerteza en el momento también lo hace. En la figura 6.4 se puede
observar este comportamiento, donde las entropias mencionadas estdn mostradas
como funcién del parametro 5. Es importante enfatizar que el resultado de tomar
el limite 3 — 0 en las entropias no permite obtener los resultados correctos, ya que
para 3 = 0 es sistema corresponde a dos osciladores desacoplados.
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FIGURA 6.4: Entropia asociada a la coordenada z, S5 en el limite

de interaccion fuerte como funcién del exponente . Se muestran

las entropias de von Neumann (linea negra cortada), min-entropy

(linea magenta de puntos y rayas) y entropias de Rényi con o =
0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 2 (linea roja, azul, verde, anaranjada y cian).

6.5.2. Interaccion de tipo inversa del logaritmo
El potencial de interaccién de tipo inversa del logaritmo es

; 1
Vi) = —-—. 6.32
() log(r + 1) (6.32)

En este caso, el minimo del potencial y la frecuencia de oscilacién en la aproximacién
armonica satisfacen las siguientes ecuaciones

2

1+ <10g($10+1) ™ 1)
70 +1

En el limite de interaccién fuerte, z( es una funcién creciente del pardmetro de
interaccion g, lo cual dice que las particulas estdn cada vez més separadas, como con-
secuencia la frecuencia converge a uno, ver figura 6.5a). De esta forma, para g > 1,
la entropia de von Neumann unidimensional y entropias de Rényi son finitas, como
puede observarse en la figura 6.5b). En esta figura mostramos el término unidimen-
sional de la entropia, S, como funcién de a.

1
2g:xo(xo+1)log2(a€0+l) y wﬁ:—

. (6.33)

6.6. Potenciales de interaccion de corto alcance

A lo largo de esta secciéon vamos a considerar dos potencial de interaccién en-
tre las particulas que pueden clasificados como potenciales de interaccion de corto
alcance: el potencial de potencia inversa apantallado y el potencial Gaussiano repul-
sivo.
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FIGURA 6.5: a) Minimo del potencial efectivo zy como funcién del

pardmetro g para dos particulas que interacttian mediante un poten-

cial de tipo inversa del logaritmo. b) Entropias unidimensionales en
el limite de interaccién fuerte S$ como funciones de a.

6.6.1. Interaccién de potencia inversa apantallada
El potencial de interaccién del tipo potencia inversa apantallado es

e "

VR (8,0} = 55 (634)

donde 1/7 es la distancia de corte. Al aumentar el pardmetro v la distancia de corte
disminuye como puede observarse en la figuras 6.6 donde se muestra este potencial
en funcibonderparaf=1y~y =0, 0.2, 0.5, 1, 2, 5.

021

0 5 10 15

FIGURA 6.6: Potencial de interaccién de tipo potencia inversa apan-
tallada, Ec. (6.34), en funciéon der para s =1y~y=0,0.2,0.5, 1,2, 5
en lineas negra, roja, verde, azul, magenta y gris respectivamente.



94 Capitulo 6. Entrelazamiento en moléculas de Wigner de dos particulas

En este caso, z¢ y w, estan dados por las ecuaciones
vzo . 2(145) 1 )

2g = € % y wg = (1 + 7’8

28 + yxo 2 26 + yxo

A partir de estas ecuaciones, podemos observar que tomando v = 0 se recuperan los
minimos y la frecuencia del potencial de interaccién del tipo potencia inversa, mien-
tras que para 8 = 0 la interaccién tiene un decaimiento exponencial. En el limite de
interaccion fuerte, los minimos y la frecuencia crecen monotonamente, por lo tanto,
las entropias unidimensionales de von Neumann y de Rényi divergen logaritmica-
mente. Como mencionamos previamente la divergencia en las entropias pueden ser
entendidas como una consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg,

+ 28+ m) . (6.35)

en este caso tenemos que Ap}; 4 = /wy/ 21, esta cantidad diverge cuando w, — oo.
Mads atin, cuanto mds grande sea 7, mas grande es la frecuencia y por lo tanto més
grandes son las entropias de entrelazamiento. Este comportamiento se muestra en
la figura 6.7, donde el término unidimensional de la entropia de von Neumann se
muestra como funcién del parametro de interaccién para f =1y~ =10,1/2,1,2.

2.25 I | I | I

1.25 -

FIGURA 6.7: Entropia de von Neumann unidimensional S} en fun-

cién del pardmetro de interaccién g con 5 = 1y vy = 0,1/2,1, 2

(desde la curva inferior a la superior con lineas negra, roja, azul y
verde respectivamente).

6.6.2. Interaccion Gaussiana repulsiva

El segundo potencial de interaccién de corto alcance que analizamos es el poten-
cial Gaussiano del tipo repulsivo, dado por

2

VI (ri0) = e 307 (6.36)

donde /20 es la longitud caracteristica del potencial. En este caso z( y w, pueden
calcularse exactamente

2g 122 2g o?
ro = 0/ 2log <§> y wi:ia—g: log <?> con g > 5 (6.37)
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Estas cantidades son funciones crecientes del pardmetro de interaccion , por lo tanto
el término unidimensional de las entropias de Rényi y de von Neumann divergen
en el limite de interaccion fuerte. Esta divergencia puede ser explicada de la misma
forma que para el caso del potencial de potencia inversa apantallada.

Para este potencial de interaccion, hay que resaltar que tomar el limite ¢ — 0
no reproduce los resultados del potencial del tipo delta de Dirac, para el cual la
entropia de von Neumann es finita [156], ya que este limite no conmuta con el limite
de interaccién fuerte.

A partir de la Ec. (6.37) se puede demostrar que para g = g. con

(6.38)

xo = oy w2 = 3, por lo tanto, como explicamos anteriormente, todas los niimeros de
ocupacion se anulan excepto los dos més grandes. En este caso, la matriz densidad
reducida tiene soporte finito y las entropias de Rényi para @ < 1 tienen un com-
portamiento no analitico, mientras que para o > 1 presentan un minimo en g = g..
En la figura 6.8 se muestra el comportamiento de los dos autovalores més grande
la matriz densidad reducido en el gréafico de la derecha, mientras que en el grafico
de la izquierda se muestran los segundo autovalores més grandes, hay que recordar
que todos estdn doblemente degenerados. La linea gris entrecortada corresponde al
valor de g.. Los dos primeros autovalores A, figura 6.8a), alcanzan su valor maximo
para g = g, valor en el cual todas los otros autovalores se anular, figura 6.8b).

0.5 0.008 —————T—T—
0.498 0.006

x0.496 N
A, 1 A70.004

0.494 —

0.492 a) - 0.002

] ] ] ] ] ] ]
0'4960 80 100 120 140 060

FIGURA 6.8: Ocupaciones unidimensionales A}, Ec. (6.16), para o =
10cona) ! =0y b)! = 1. El valor g. se muestra como una linea gris
cortada.

Los resultados mostrados nos dicen que para dos particulas confinadas que in-
teractian mediante un potencial del tipo Gaussiano repulsivo, tiene una matriz den-
sidad reducida con soporte finito, es decir tiene un nimero finito de autovalores no
nulos para un determinado valor del pardmetro de interaccién, mientras que para
el resto de los valores de dicho pardametro hay un nimero infinito de autovalores no
nulos.
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6.7. Resumen y conclusiones

En este capitulo calculamos en forma analitica, en el limite de interaccion fuerte,
los autovalores de la matriz densidad reducida y con éstos las entropias cuantica
para el estado fundamental de una molécula de Wigner de dos particulas en di-
mension dos. El principal resultado es que es posible determinar la influencia de
la anisotropia de la trampa y el rango de la interaccién entre particulas a partir del
comportamiento de las entropias de entrelazamiento.

Dentro de la aproximacion arménica calculamos la funcién de onda del estado
fundamental en el limite de interaccién fuerte, y con esta funciéon de onda deter-
minamos los niimeros de ocupacién realizando la descomposicion de Schmidt de
la matriz densidad reducida. Obtuvimos que los nimeros de ocupacién estan do-
blemente degenerados debido a la simetria de intercambio de la funcién de onda.
Con los nimeros de ocupacion calculamos La entropia lineal, de von Neumann,
min-entropy, max-entropy y las entropias de Rényi como funcién del pardmetro de
anisotropia y los pardmetros del potencial de interaccion.

Debido a que la funcién de onda puede ser escrita como producto de funciones
asociadas a cada coordenada, las entropias pueden ser escritas como la suma de dos
términos, cada uno asociado a una coordenada y que solo uno de estos términos de-
pende del pardmetro de anisotropia, mientras que el término restante estd asociado
al potencial de interacciéon. Como consecuencia a esta separacion, el comportamiento
de las entropias respecto a la anisotropia del confinamiento puede ser analizado sin
tener en cuenta la interaccién entre las particulas, y la dependencia con la interaccién
estd completamente definida a partir de la frecuencia de oscilaciéon determinada en
la aproximacién armonica.

Demostramos que si la frecuencia de oscilacion es finita para sistemas fuerte-
mente interactuantes, la entropia de von Neumann, min-entropy y las entropias de
Rényi también son finitas en el modelo anisotrépico y divergen para el caso de con-
finamiento isotrépico. La divergencia de las entropias en el modelo isotrépico puede
explicarse de la siguiente forma: en el modelo con confinamiento anisotrépico, las
particulas se localizan en los minimos cladsicos del potencial, los cuales son pun-
tos aislados, dando lugar a la molécula de Wigner, mientras que en el modelo de
confinamiento isotrépico, los minimos degeneran en un circulo y por lo tanto las
particulas ya no estdn localizadas en puntos aislados, dando lugar a una pérdida
de informacién del sistema, lo que lleva a una divergencia de las entropias de en-
trelazamiento. Si la frecuencia aumenta monétonamente para interacciones fuertes,
entonces las entropias divergen logaritmicamente para cualquier pardmetro de an-
isotropia.

Este andlisis realizado nos permite aplicar los resultados a distintos potenciales
de interacciéon en forma casi inmediata. Agrupamos las interacciones estudiadas en
dos clases dependiendo el alcance de la interaccién: interaccién de corto o largo al-
cance. Mostramos las diferencias obtenidas en los resultados para los grupos. Para
interacciones de largo alcance, la frecuencia de oscilacién permanece finita en el limi-
te de interaccion fuerte, la entropia de von Neumann y las entropias de Rényi tam-
bién son finitas. Por el otro lado, para interacciones de corto alcance, la frecuencia de
oscilacién aumenta como funcién del pardmetro de interaccién, en consecuencia las
entropias divergen en el limite de interaccion fuerte. La divergencia en las entropias
de entrelazamiento puede ser explicado a partir del principio de incertidumbre de
Heisenberg.

También demostramos que cuando la frecuencia de oscilacién asociada al po-
tencial de interaccién cumple w? = 1/2, las entropias toman su valor minimo igual
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a uno. De hecho, las entropias de Rényi con av > 1 presentan un comportamiento
analitico como funcién de w?, mientras que para o < 1 tienen un comportamiento
no analitico, similar a los resultados encontramos para el modelo de Calogero uni-
dimensional en el capitulo 5. Respecto a ésto, encontramos que el sistema de dos
particulas confinadas que interactian mediante un potencial Gaussiano repulsivo,
tienen una matriz densidad reducida con soporte infinito para todos los parametros
del Hamiltoniano excepto para aquellos en los cuales se satisface w? = 1/2.

Como observacién final, hay un trabajo reciente en el cual se estudia un sistema
de dos particulas confinadas en una esfera de dimensién D — 1, que interactian me-
diante el potencial de Coulomb, donde se analiza la dependencia de las entropias de
entrelazamiento con el radio de la esfera y la dimensionalidad espacial del sistema.
Como perspectiva a futuro, seria interesante estudiar los efectos de la dimensio-
nalidad del sistema y la intensidad de la interaccién sobre las entropias cudnticas,
tomando como punto de partida los resultados obtenidos hasta el momento.
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de esta tesis nos hemos dedicado al estudio de sistemas que pueden
ser modelados como sistemas cudnticos de pocos cuerpos confinados, abordando ca-
da sistema con métodos variacionales o exactos. Consideramos Hamiltonianos que
modelan iones en trampas y particulas confinadas en nanoestructuras con diferentes
simetrias. Para estos sistemas estudiamos el espectro de energia del Hamiltoniano,
el fenémeno de ligadura de estados resonantes, localizacién de la funcién de onda,
control de estados cudnticos mediante campo externo o el contenido de informacién
cuéntica de los estados mediante el cilculo de diferentes medidas de entrelazamien-
to. El estudio de todos estos sistemas cudnticos se realizé utilizando métodos varia-
cionales o exactos para el cdlculo de los autovalores y autoestados del Hamiltoniano
o las ocupaciones y las entropias de entrelazamiento que se derivan a partir de esas
ocupaciones.

A continuacién retomamos las conclusiones de cada capitulo.

Iniciamos con el estudio de excitones atrapados en un punto cudntico semicon-
ductor con simetria esférica. Para ello, primero analizamos, dentro del marco de la
aproximacién de masas efectivas, el confinamiento de una particula, electrén o hue-
co, en el punto cudntico considerado. Obtuvimos el espectro de un electrén atrapado
utilizando el método variacional, consideramos y comparamos distintos enfoques o
aproximaciones que pueden realizarse sobre el sistema. Encontramos que el espec-
tro del sistema depende del tipo de confinamiento que se considere, pozo infinito
o pozo finito, y que esto puede producir un error en la estimacion de las energias
del sistema. Ya que, tanto el electron como el hueco, son particulas con carga eléc-
trica y éstas se encuentran localizadas en una estructura cuya constante dieléctrica
es funcion de las coordenadas, se inducen cargas en las interfaces de los materiales
que forman la estructura, generando asi un potencial de autopolarizacion. Para el
punto cudntico considerado, obtuvimos que dicho potencial modifica el espectro de
energia pero puede ser considerado una perturbacioén. Vale la pena mencionar que
la base elegida para obtener el espectro del Hamiltoniano es tal que las funciones de
onda asociadas a cada autoestado satisfagan las condiciones de empalme necesarias
para que el Hamiltoniano tenga caracter hermitiano.

Una vez analizado el problema de una particula, nos enfocamos en el problema
del par interactuante electrén-hueco, para el cual presentamos una expresioén anali-
tica de la interaccion electrostatica entre las particulas. Dicha interaccién se obtiene
resolviendo la ecuacién de Poisson correspondiente y tiene en cuenta la forma fun-
cional de las constantes dieléctricas de los materiales que forman el punto cuantico.
Analizamos la energia de ligadura del excitéon para los casos en que la interacciéon
esté dada por el potencial de Coulomb y para el caso en el que el potencial esté da-
do por la solucién de la ecuacién de Poisson. Para ambos casos, encontramos que
la energia de ligadura es una funcién decreciente del tamafio del ntcleo del punto
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cudntico, ademas los resultados obtenidos muestran que las cargas de polarizacién
incrementan la energia de ligadura.

A partir de los estados exciténicos obtenidos, definimos los estados base para un
qubit, estudiamos la pérdida de probabilidad al hacer transiciones entre los estados
mediante la presencia de campos externos. Encontramos que es posible generar tran-
siciones entre los estados base de qubit con poca pérdida de probabilidad en escalas
de tiempo del orden de los picosegundos.

Una vez analizado el sistema del confinamiento de particulas en un punto cuan-
tico utilizando la aproximacién de masas efectivas, aplicamos el método k - p para
estudiar el mismo sistema. El método k - p, es un método semiempirico que permite
obtener la estructura de bandas de materiales bulk y de nanoestructuras. Utilizan-
do este método analizamos dos estructuras distintas: un punto cuantico simple y
un punto cudntico doble. Para el problema del punto cuantico simple, calculamos el
espectro del sistema utilizando el método k - p de ocho bandas. Encontramos que
los niveles de energia pertenecientes a la banda de conduccion tienen un comporta-
miento similar al encontrado utilizando la aproximacién de masas efectivas. Una de
las ventajas del método k - p es que se pueden analizar varias bandas a la vez y se
consideran las interacciones entre estas bandas. Calculamos los niveles de energia
en la banda de valencia y encontramos que hay cruces evitados entre distintos auto-
valores, debidos a la interaccion entre las bandas. Aplicando el método de Hartree al
estado de menor energia de la banda de conduccién y al estado de mayor energia en
la banda de valencia, calculamos la energia de ligadura del estado fundamental del
exciton. Encontramos que se reproduce el comportamiento hallado en la aproxima-
cién de masas efectivas en un intervalo de valores del radio del nicleo, pero luego
cambia su comportamiento y relacionamos dicho comportamiento con la distancia
relativa entre las particulas.

Utilizando los mismos métodos, estudiamos el espectro y la energia de ligadura
del estado fundamental del excitén en un punto cuantico doble, el cual fue estudiado
hace unos afios utilizando la aproximacién de masas efectivas. Nuestros resultados
correspondientes a la banda de conduccién estdn de acuerdo a los resultados ob-
tenidos con la aproximacion de masas efectivas. Cuando observamos la energia de
ligadura, encontramos que muestra un salto en su comportamiento, relacionado con
la posicién del maximo de la densidad de probabilidad de la funcién de onda elec-
tronica, ademads dicho comportamiento puede estar relacionado con la localizacién
de los estados excitado electrénicos.

Dentro del marco de trabajo del modelo k- p se pueden analizar distintos tipos de
estructuras semiconductoras, no solo puntos cudnticos sino también pozos cuanticos
o hilos cudnticos. A su vez se pueden considerar distintos efectos, como por ejemplo
los efectos de deformacion o efectos piezoeléctricos. Por lo tanto, atin queda mucho
trabajo que puede llevarse a cabo utilizando este método. Como perspectiva a futuro
quedaria continuar el estudio de particulas atrapadas en un punto cuédntico doble y
buscar la relacién que puede haber entre los resultados obtenidos con el método k - p
y los resultados obtenidos por Ferrén y colaboradores [42].

Luego nos concentramos en la ligadura de estados resonantes de uno y dos elec-
trones en un punto cudntico con simetria cilindrica mediante la aplicacién de un
campo magnético. En particular buscamos una forma de implementar la aproxima-
cién de confinamiento lateral fuerte que nos permita determinar los parametros para
los cuales ocurre la ligadura.

Iniciamos el estudio observando el espectro del problema tridimensional de un
electrén atrapado en un nanohilo en el cual se encuentra inmerso un punto cuantico
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con simetria cilindrica. Haciendo uso de cantidades provenientes de la teoria de in-
formacion cudntica y las densidades radiales, determinamos en forma cualitativa la
composicién de la funcién de onda del estado fundamental. En base a esto, aplica-
mos la aproximacién de confinamiento lateral fuerte definida con distintas funcio-
nes radiales. Por un lado, la aproximacién de confinamiento lateral definida con la
funcién de onda radial igual a la funcién de onda de un pozo de potencial bidimen-
sional nos permiti6é obtener una estimacién de la parte real de la energia del estado
resonante, pero el autovalor mds bajo de dicho problema no mostraba un cambio en
su comportamiento que manifieste la presencia del fendmeno de ligadura. Por otro
lado, cuando usamos la funciéon de onda del primer nivel de Landau para definir la
aproximacién de confinamiento lateral, encontramos que el autovalor mads bajo del
Hamiltoniano si manifiesta la ligadura del estado resonante, pero para una inten-
sidad de campo magnética mayor a la encontrada en el problema tridimensional.
Aun asi, con este enfoque pudimos obtener la parte imaginaria de la energia del es-
tado resonante, utilizando una técnica estdndar, y los resultados obtenidos estan de
acuerdo a los encontrados en un estudio previo [65].

Con el objetivo de obtener una mejor estimacién del campo al cual ocurre la
ligadura, propusimos una modificacién a la aproximacién de confinamiento lateral
basado en fundamentos geométricos. Con esta modificacion logramos obtener una
mejor estimacién de la intensidad de campo magnética en la que ocurre la ligadura.

El sistema de dos electrones, a diferencia del sistema de un electrén, puede te-
ner distintos umbrales de energia. Los estados resonantes que se vuelven estados
ligados pueden cruzar el umbral de cero electrones y el umbral de un electrén. En-
contramos que el umbral de cero electrones ocurre en el mismo campo critico en que
ocurre la ligadura del sistema de un electrén, mientras que la ligadura del umbral
de un electrén puede ocurrir para el mismo campo o para campos mayores, depen-
diendo de la intensidad de la interaccién entre los electrones. Dentro de la aproxima-
cién de confinamiento fuerte con las modificaciones propuestas, logramos obtener
una estimacion de los campos criticos en los que ocurren los cruces de los distintos
umbrales. En particular estudiamos dos potenciales de interaccién interparticulas
distintos, uno el cual puede derivarse de la aproximacién de confinamiento lateral
fuerte y un potencial utilizado en la literatura en sistemas cuasi unidimensionales.
Los resultados en ambos casos muestran cualitativamente el mismo comportamien-
to. En este sistema, utilizando la entropia de von Neumann y la purity, logramos
determinar la estructura de la funcién de onda, es decir, si la funcion de onda de los
dos electrones es una funcién producto correspondiente a cada uno de los electrones
o si es una combinacion simétrica de funciones de cada electrén.

Concluimos que es posible utilizar la aproximacién de confinamiento lateral
fuerte para estudiar la ligadura de estados resonantes de uno y dos electrones en
puntos cudnticos, pero el estudio depende fuertemente del comportamiento
tridimensional del sistema, por lo tanto mientras mds informacién se conozca del
problema tridimensional mejor es la aproximacién que puede obtenerse cuando se
aplique el confinamiento lateral. No hay que olvidar que los resultados obtenidos
en el problema de dos electrones corresponden a estados cuya funcién de onda
espacial es simétrica respecto al intercambio de particulas, por lo que una
perspectiva a futuro seria estudiar los estados que tienen funcién de onda espacial
antisimétrica.

En el segundo bloque de esta tesis, estudiamos sistemas de particulas fuerte-
mente correlacionadas: iniciamos con el modelo de Calogero de dos particulas y
continuamos con las moléculas de Wigner bidimensionales de dos particulas.
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Para el modelo de Calogero de dos particulas en dimensién uno calculamos los
nameros de ocupacién de la matriz densidad reducida de una particula, ésto lo rea-
lizamos para la funcién de onda del estado fundamental de bosones y de fermiones.
Luego evaluamos la entropia de von Neumann y las entropias de Rényi para este
sistema, donde encontramos que la entropia de von Neumann es una funcién ana-
litica pero no monétona ya que presenta un méximo para un determinado valor
del pardmetro de interaccién. Respecto a las entropias de Rényi encontramos que,
dependiendo el valor del parametro «, son funciones no analiticas del pardmetro
de interacciéon y demostramos que dicho comportamiento es una consecuencia de
la analiticidad de los autovalores de la matriz densidad reducida. Respecto a esto,
los valores del pardametro de interaccién en los cuales las entropias de Rényi son no
analiticas corresponden a aquellos valores para los cuales solo un niimero finito de
autovalores de la matriz densidad reducida son no nulos. De esta forma las entropias
de Rényi exponen los valores de los pardmetros del Hamiltoniano para los cuales la
matriz densidad reducida tiene soporte finito.

En cuanto al modelo bidimensional, calculamos la entropia de von Neumann y
encontramos que ésta es una funcién monétonamente creciente del parametro de in-
teraccién cuando el confinamiento es isotrépico, en consecuencia la entropia de von
Neumann diverge en el limite de interaccion fuerte. Por otra parte, si el confinamien-
to de las particulas es anisotrépico, la entropfa de von Neumann permanece finita
sin importar que tan fuerte sea la interaccién entre las particulas. Por lo tanto, si el
pardmetro de anisotropia es lo suficientemente grande, el sistema bidimensional se
comporta en forma andloga al sistema unidimensional, demostrando asi la presencia
de un crossover dimensional en el sistema.

Una propiedad interesante surge de los resultados obtenidos para el modelo bidi-
mensional de dos fermiones como consecuencia de la degeneracion del estado fun-
damental. Cualquier funcién de onda que pueda asignarse al estado fundamental
del sistema tiene un valor particular de la entropia de von Neumann, pero las fun-
ciones de onda del estado fundamental que también son autoestados de la compo-
nente z del momento angular, son las que tienen maximo valor de la entropia de von
Neumann y cuyo comportamiento coincide con el comportamiento de la entropia de
von Neumann del sistema de dos bosones.

Respecto a las moléculas de Wigner, obtuvimos expresiones analiticas para los
numeros de ocupacién y las entropias cudnticas en el limite de interaccién fuerte.
A partir del andlisis realizado sobre distintos formas en las que pueden interactuar
las particulas pudimos determinar la influencia de la anisotropia de la trampa y del
rango de la interaccion entre las particulas en las entropias de entrelazamiento. Ha-
ciendo uso de la aproximacién armoénica calculamos la funcién de onda del estado
fundamental en el limite de interaccién fuerte, y de esta forma calculamos los na-
meros de ocupacién haciendo la descomposicion de Schmidt de la matriz densidad
reducida. En este mismo limite obtuvimos expresiones analiticas para la entropia li-
neal, entropia de von Neumann y entropias de Rényi como funciones del pardmetro
de anisotropia y los parametros de interaccion.

Nuestros resultados muestran que la dependencia de las entropias respecto al
pardmetro de anisotropia es independiente del potencial de interaccién, mientras
que la dependencia en el potencial de interaccion queda definida en la frecuencia de
oscilacién dentro de la aproximacién arménica. Encontramos que, si la frecuencia
de oscilacion es finita, las entropias de entrelazamiento son finitas para el caso de
confinamiento anisotrépico mientras que, para el caso de confinamiento isotrépicos,
las entropias divergen. Esta divergencia puede ser entendida a partir de una ana-
lisis cualitativo basado en el principio de incertidumbre de Heisenberg. En el caso



Capitulo 7. Conclusiones 103

de confinamiento isotrépico, las particulas se localizan en los minimos clasicos del
potencial, los cuales son puntos aislados del espacio, por el otro lado, cuando el con-
finamiento se vuelve isotrépico, los minimos degeneran en un circulo, perdiendo asi
informacién sobre la localizacién de las particulas y esta pérdida de informacién se
ve reflejada como una divergencia en las entropias.

Los resultados también muestran que las entropias de entrelazamiento divergen
para el modelo de confinamiento anisotrépico si la frecuencia de oscilacién es una
funcién monétonamente creciente del pardmetro de interaccion.

Para analizar la influencia del alcance del potencial sobre las entropias de en-
trelazamiento, separamos las interacciones en potenciales de corto y largo alcance
y mostramos las diferencias en los resultados obtenidos para cada grupo. Para los
potenciales de interaccién de largo alcance las frecuencia se mantienen finitas en el
limite de interaccion fuerte y por lo tanto las entropias son finitas. Por el otro lado,
para los potenciales de corto alcance, las frecuencias son funciones monétonamente
crecientes del parametro de interaccién, por ende, las entropias de entrelazamiento
divergen en el limite de interaccion fuerte.
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Apéndice A

Uso de B-splines en Mecanica
Cuantica

El uso de un conjunto de funciones, como base del espacio de Hilbert, para resol-
ver la ecuacion de Schrodinger tiene una larga historia en fisica. Este conjunto trans-
forma la ecuacién diferencial en un problema algebrdico de autovalores y autovec-
tores, el cual puede ser resuelto en forma numérica haciendo uso de computadoras.
En este capitulo mostramos como se usan el conjunto de funciones conocido como
B-splines para resolver la ecuaciéon de Schrodinger en distintos tipos de problemas.

A.1. Descripcién de los B-splines

Los B-splines son funciones disefiadas para generalizar polinomios con el pro-
posito de aproximar cualquier funcién. En esta seccién nos centraremos en entender
estas funciones, su comportamiento y como evaluarlas. Una descripciéon completa
de los B-splines y sus propiedades puede ser encontrada en [157] y en el libro de
Carl de Boor [158].

Primero introducimos algunas definiciones.

= Un polinomio de orden £ (es decir grado k& — 1) es

p(z) =ag+a1r+...+ ap_12" 71,

» Una funcién que es continua (en un dado intervalo) junto con sus derivadas de
orden n se dice que es de clase C™. Entonces C significa que solo al funcién f
es continua y C~! que f es dicontinua.

» Llamaremos knots a una secuencia de puntos en el intervalo [a,b] en orden
creciente no necesariamente distintos

{tidimt s a=ti <ty <. <ty =b.

Esta secuencia de puntos puede ser asociada de la siguiente forma

t1:t2=...:tM:C1,

tu1+1 =ty =... :tﬂl‘f'l& :CQ,

bnt1 = =tnpp = Qa1y, D=1+ o+ py
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Los puntos (; son todos distintos, satisfacen que (; < (j11 y subdividen el
intervalo [a, b] en [ subintervalos I; = [(;, (j+1], estanueva secuencia de puntos
son llamados breakpoints.

Cada B-spline es una funcién compuesta a trozos por polinomios del mismo
orden en subintervalos adyacentes unidos por una determinada condicién de conti-
nuidad. Por lo tanto el conjunto de funciones B-splines es definido a partir del orden
de los polinomios, k, y la secuencia de knots en el intervalo [a, b]. La multiplicidad de
cada knot es lo que define la condicion de continuidad en dicho punto, multiplicidad
uno significa maxima continudad, es decir que son de clase C*~2.

La eleccién mas usada de knots es con multiplicidad uno en los knots interiores
del intervalo y multiplicidad % en los extremos del intervalo. Con esta eleccion el
numero de funciones B-spline es

nb:l+k—1.

En el caso mas general en cual hayan ny knots y algunos puedan estar repetidos el
numero de B-splines es

nb:nk—k.

En la figura A.1 mostramos el conjunto completo de funciones B-splines de or-
den k = 3 para dos secuencias de knots distintas. En la figura A.1 a) esta graficado
el caso con una distribucién uniforme de knots, multiplicidad uno en los puntos in-
teriores y multiplicidad tres en los extremos, para este caso el ntimero de funciones
es de siete. En la figura A.1 b) se muestran las funciones para el caso en que se repita
dos veces un knot, en este caso el niumero de funciones es de ocho.

1

1

038 038
0.6 0.6

= =

2 2
0.4 0.4
02 02

FIGURA A.1: Gréfico de las funciones B-splines de orden k = 3 para
a) secuencia de knots [0,0,0,1,2,3,4,5,5,5] y b) secuencia de knots
0,0,0,1,2,3,3,4,5,5, 5.

En la figura A.1 vemos que el comportamiendo de las funciones cambia cuando
se repite algun knot, ésto afecta la continuidad de las funciones en dicho punto.

A.2. Labase de B-splines

Como dijimos antes, el conjunto de funciones B-splines esta completamente de-
finido a partir del orden de los polinomios k, y la secuencia de knots {t; }i=1.. n, en
el intervalo [a, b], algunas propiedas importantes de las funciones son
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» Sobre cada intervalo (¢;,t;+1), exactamente k B-splines son no nulos.

Bj(x)#0 para j=i—k+1,...,i.

Por lo tanto

Bi(z)Bj(x) =0 para |[i—j|>k.

» Satisfacen la condicion

> Bi(x)=1.
i
» Los B-splines satisfacen la relacién de recuerrencia

r —t; _ tivk — _
Livk—1 —ti Livk — Lit1

esta relacién junto con la definicién de los B-splines de orden k = 1

1 si t;,<x<t
1 _ - > bi4+1
Bi(z) = { 0 otro caso (A-2)

dan origen al algoritmo empleado para la evaluacién de los B-splines en un
dado punto z. En el libro de Carl de Boor [158] se encuentran rutinas escritas
en Fortran que implementan el algoritmo descripto en las ecuaciones A.1 y
A.2, también existen rutinas escritas en otros lenguajes como Octave y Python.

A.3. Resolviendo la ecuacién de Schrodinger

En esta secciéon describimos el procedimiento bdsico para resolver la ecuaciéon
de Schrodinger usando las funciones B-splines como base del espacio de Hilbert.
Inicialmente vamos a describir el proceso para el problema unidimensional de una
particula y luego vamos a ir extendiendo el procedimiento a situaciones con mas
dimensiones o con mas particulas.

A.3.1. Problema de una particula 1D

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula en una
dimension es

h? d?

 2mda?

donde & es la constante de Plank, m es la masa de la particula V (z) es la energia
potencial de la particula, E,, es la autoenergia asociada a la autofuncién ,,(z).

La Ec. A.3 se resuelve numericamente en un subespacio asumiendo que cual-
quier solucién puede ser aproximada, en un intervalo, por funciones del tipo B-
spline. Por lo tanto se puede expandir la solucién como combinacién lineal de B-
splines

N

Yn(z) =Y ¢} Bi(w), (A.4)

i=1



108 Apéndice A. Uso de B-splines en Mecdnica Cudntica

donde B;(z) es el i-ésimo B-spline de orden k definido en la seccién A.2.

El procedimiento para resolver la Ec. A.3 es el siguiente. Inicialmente se define
el intervalo de integracion, [X,,in, Ximaz), €l orden de los B-splines y la secuencia de
knots junto con su multiplicidad. Hay total libertad en la distribucién de los knots.
Con todo esto ya tenemos definida la base para la expansion en la ecuaciéon A.4. Un
punto a tener en cuenta son las condiciones de contorno de la funcién de onda, por
ejemplo, para el caso de estados ligados sabemos que la funcién de onda cumple
con la condicién v (z) = 0, esta condicién se satisface quitando el primer y el

altimo B-spline de la base.

Los estados que satisfacen que la ecuacién A.3 se calculan resolviendo el sistema
de N ecuaciones lineales obtenidos después de reemplazar la ecuaciéon A.4 en la
ecuacién A.3 y proyectando sobre B;(z). Escrito en forma matricial esto es

H-c=FE,S: c, (A.5)

con ¢ = {c}¥, y las matrices estan dadas por

h2 Xmagc d2B Xmaac
H; =—— Bi(z) ﬂ dx + / Bi(z) V(z) Bj(x) dx ,
2m X, . dl’Q X, .
Xmaz man man (A.6)
Sz‘j = / BZ(.%') Bj(.%') dx .
Xmin

La matriz de solapamiento S aparece porque las funciones B-splines son un conjunto
no ortonormal. Todos los elementos de matriz se pueden evaluar en forma numérica
utilizando el método de cuadratura de Gauss-Legendre, el cual permite calcular las
integrales involucradas en forma exacta en una gran cantidad de ocasiones o con
una precisién del orden de la precisién de una computadora.

A.4. Bases usadas

En esta seccién vamos a listar las bases que fueron usadas para resolver los distin-
tos problemas estudiados, ya que en cada caso particular hay que elegir la el niimero
de funciones para definir el tamafio de la base y también hay que elegir que tipo de
distribucion de knots usar.

A.4.1. Exciton en un punto cudntico heterogéneo

El objetivo del capitulo 2 es el estudio de un exciton confinado en punto cuéntico
con simetria esferica, pero también se analiz6 el espectro de un electrén confinado en
el punto cuantico, por lo tanto, en cada problema hay que elegir una base adecuada.

Para el problema de un electrén confinado la base usada fue,

[P (r)) = C; Bir). (A7)

r

donde C; es la constante de normalizacién. En este problema, se hizo especial énfa-
sis en las condiciones de empalme de la funcién de onda, es por este motivo que la
distribucién de knots es la siguiente, definimos tres regiones para la variable radial,
estas regiones son los intervalos [0, a], [a,b] ¥ [b, Rpmaz), €n cada region hicimos una
distribucién uniforme de knots, y ademds exigimos que los valores r = ay r = b
estén dentro del conjunto de knots, pero éstos tienen una multiplicidad dos, es decir,
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estdn dos veces repetidos cada uno, de esta forma es posible obtener soluciones que
satisfagan las condiciones de empalme adecuadas, como se menciona en la referen-
cia [159]. Por dltimo el valor de R,,,; elegido fue R4, = 100 nm.

En la ecuacién (A.7) no mencionamos la dependencia con las coordenadas angu-
lares, esto es porque al estudiar un problema con simetria esférica dicha dependencia
estd dada por las funciones Y] ,,,(6, ¢), es decir por lo arménicos esféricos.

Para el problema del exciton confinado en el punto cudntico hay que elegir una
base de dos particulas, ya que el electrén y el hueco pueden ser considerados dos
particulas distinguibles, la base elegida es,

W5 (res ) = 137 (re)) 97 () (A.8)

donde \wl-lp (r)) estdn definidas en Ec. (A.7), r. y 7, son las coordenadas radiales
del electrén y el hueco respectivamente. En este problema, la distribucién de knots
y el intervalo elegido en cada coordenada es igual a la descripta para resolver el
problema de una particula en el punto cuantico.

A.4.2. Niveles excitéonicos y propiedades espectrales de puntos cuanticos
multicapas

A lo largo del capitulo 3, se analizaron los espectros de energia y la energia de
ligadura del estado fundamental exciténico de dos puntos cuanticos con simetria
esférica utilizando el método k- p y la aproximacién de funcién de onda envolvente.
El espectro de energia del sistema se obtiene resolviendo la ecuacién de Schrodinger

HY¥(r)=EVY(r), (A.9)

donde H es el Hamiltoniano k - p de ocho bandas dado en la Ec. (3.8) y ¥(r) es la
funcién de onda asociada al autovalor E y es un vetor de ocho componentes de la
forma

r
r
r

-

r
r
r

Yg(r)

Para resolver la ecuacién (A.9) aplicamos el método variacional con el conjun-
to de B-splines como base del espacio de Hilbert, por lo tanto los operadores que
aparecen en el Hamiltoniano k - p, Ecs. (3.9)-(3.10), se transforman en matrices de
dimensiéon N x N, con N igual al nimero de funciones base elegido.

En ambos problemas estudiados en el capitulo 3, analizamos estados con mo-
mento angular [ = 0y [ = 1, y que tengan simetria azimutal, por lo tanto la base
elegida es

P1(r)
Pa(r)
S
Py
v =] (A.10)
Ve (r)
Pr(r)

d)n,l(r) = Bn(r) PI(COS(H)) ) (All)
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donde P;(x) son los polinomios de Legendre y cada una de las funciones que forman
el vector funcién de onda, Ec. (A.10), es combinacién lineal de los elementos de la
base, es decir,

pi(x) = cdna(r), i=1,--- 8. (A.12)

n,l

Hay que tener en cuenta que cada operador en el Hamiltoniano k - p, se transfor-
ma en una matriz de dimensién N x N, por lo tanto el Hamiltoniano es una matriz
compleja de dimensién 8N x 8N, para lo cual calcular los autovalores y autovec-
tores de dicha matriz tiene un costo computacional muy alto. Por este motivo nos
restringimos a estados con momento angular [ =0y [ = 1.

El procedimiento para el calculo de las matrices consiste en, primero en escribir
los operadores diferenciales en coordenadas polares, hay que tener en cuenta que en
el Hamiltoniano k - p, aparecen operadores que involucran derivadas de primer y
segundo orden respecto a las coordenadas cartesianas, cuyas expresiones en coorde-
nadas esféricas son bastantes complejas. Una vez logrado esto, se pasa al célculo de
las intergrales correspondientes para determinar cada elemento de matriz, las inte-
grales en las coordenada radial las calculamos utilizando una cuadratura de Gauss-
Legendre y las integrales en la coordenada angular 6, las calculamos en forma anali-
tica.

Para el calculo de los autovalores y autovectores del problema de un punto cuan-
tico simples, seccion 3.3, el intervalo de integracion [0, Ryq] lo dividimos en tres
subintervalos [0, R.], [R., R1] y [R1, Rmaz)- En cada uno de los intervalos hicimos
una distribuciéon uniforme de knots, en los dos primeros tomamos 45 knots mientras
que en el dltimo intervalo solo tomamos 30 knots, ademas R,,q, = 50 nm.

En el problema del punto cuantico doble, secciéon 3.4, nuevamente al intervalo
de integracion [0, Ryqz] lo dividimos en los subintervalos [0, R.], [R., R1], [R1, R2],
[R2, R3] y [R3, Rimaz), y elegimos una distribucién uniforme de knots en cada uno, ara
los cuatro primeros intervalos tomamos 25 knots y en el dltimo 20 knots, ademads en
este caso R,,q: = 30nm.

A.4.3. Ligadura de estados metastables de dos electrones en puntos cudn-
ticos semiconductores con campo magnético

En el capitulo 4 se analiz6 el problema de uno y dos electrones confinamos en un
punto cuantico con simetria cilindrica, tanto en una dimensién como en tres.

Vamos a empezar con el problema de un electrén en tres dimensiones. Analiza-
mos los estados con momento angular nulo, por lo tanto, las funciones elegidas, en
coordenadas cilindricas, estdn dadas por

1632 (p, 2)) = Ciy BE (p) BY)(2), (A.13)

donde C; ; es la constante de normalizacién, ademds elegimos distinto orden para
los B-splines en cada coordenada y distintas secuencias de knots. Para la variable
radial, se eligié una secuencia uniforme en el intervalo [0, Ry,4z] con Ryq; = 50nm
y una secuencia con distribucién exponencial para la variable z, el intervalo elegido
fue [Zmin, Zmaz) CON Zparw = —Zmin = 100mm.

Para el problema de un electrén en el limite de confinamiento lateral fuerte, la
base elegida fue

617 (2)) = C; Bi(2), (A.14)
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donde C; es la constante de normalizacién. En este caso se usé la misma distribucién
de knots junto con el mismo intervalo, para la variable z, al usado en el problema en
tres dimensiones.

Finalmente, para el problema de dos electrones en la aproximacién de confina-
miento lateral fuerte, resolvimos el problema de autovalores y autovectores para los
estados simétricos respecto al intercambio de particulas, por lo tanto los elementos
de matriz del Hamiltoniano fueron calculados en la base,

73 if iF7 (A.15)
o1 (z1)) |37 (22)) if i=j
donde z; es la coordenada del electrén j = 1,2. En este problema, nuevamente se
utiliz6é una distribucién exponencial para los knots, pero los limites del intervalo son
Zmaz = —Zmin = 1000 nm, de esta forma aseguramos que la funcién de onda satis-
faga las condiciones de contorno.

912 (21))10} P (22))+|6} P (22)) |57 (21))
|®;,5) = |
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