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Resumen

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo predice que las funciones de onda
pueden tener la forma de ondas estacionarias, denominados estados estacionarios (también
llamados “orbitales”, como en los orbitales atémicos o los orbitales moleculares). A partir
de los estados estacionarios es posible encontrar los estados dependientes del tiempo de
un sistema fisico. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es la ecuacién que
describe los estados estacionarios.

En una gran variedad de situaciones fisicas, por ejemplo cuando se quiere conocer
la funciéon de onda espacial, la ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial en
derivadas parciales de segundo orden

Bi(r) = [%

la cual, a su vez es una ecuacién de autofunciones y autovalores, donde las autofuncio-
nes son los estados estacionarios de la ecuacion y los autovalores son las energias asociadas
a cada autofuncién.

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden son complejas de resolver ya que no
existe una forma analitica para la solucién de una ecuacién arbitraria, es por eso que en la
mayoria de los casos se buscan soluciones aproximadas. Uno de los métodos usados para
resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es el método variacional
de Rayleigh-Ritz. Este método consiste en escribir una representacion matricial de la
ecuacion diferencial, a partir de un conjunto de funciones, y luego calcular los autovalores
y autovectores de dicha matriz.

En este trabajo se recibi6 una implementacién del método variacional de Rayleigh-
Ritz, en el que se usaba el conjunto de funciones conocido como B-splines, el cual se
optimizo utilizando estructuras de datos y modificaciones algoritmicas mas eficientes.
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Capitulo 1

Introduccion

Para el desarrollo del trabajo que presentamos en este informe, es necesario estudiar
y comprender varias herramientas y técnicas que usaremos a lo largo del proyecto. A
continuacién presentamos un resumen de los temas que abordaremos.

1.1. Motivacion

En la gran mayoria de los problemas de mecénica cudntica no es posible encontrar
una solucion analitica a la ecuacién de Schrodinger por lo que se buscan soluciones apro-
ximadas en forma numérica. En un gran nimero de problemas, para obtener una buena
aproximacion de la solucién real es necesario recurrir a tamanos de matrices grandes. Por
lo que el computo y memoria de las mismas se hace cada vez mas lento y pesado, siendo
de suma importancia tener un software lo mas eficiente en tiempo y espacio para dicho
calculo.

1.2. Objetivos del trabajo

El objetivo del trabajo es mejorar una implementacion existente del método variacional
de Rayleigh-Ritz. La mejora es en cuanto a eficiencia de tiempo y memoria del calculo
del sistema. Estas mejoras se puede lograr a través de estructuras de datos especificas y
utilizando arquitecturas de GPU en algunas rutinas.

1.3. Estructura de la Tesis

La tésis esta estructurada de la siguiente manera:

= Nociones Preliminares: Se presentan las estucturas de datos a utilizar, ventajas y
desventajas de las mismas

= Implementaciéon Numérica del Método de Rayleigh-Ritz: Se desarrolla la implemen-
tacion del método la cual se optimizaa.

= Modelos Computacional CPU y GPU: Se explican los conceptos de las arquitecturas
GPGPU y CPU y sus técnicas de programacion para su mejor desempeno.



= Optimizacion: Se desarrollan variaciones estructurales y algoritmicas.
= Resultados: Se presentan los resultados obtenidos por las modificaciones.

= Conclusiones: Se presentan conclusiones del trabajo y posibles mejoras.



Capitulo 2

Nociones preliminares

2.1. Meétodo variacional de Rayleigh-Ritz.

Entre las formas de dependencia de los parametros variacionales, una ampliamente
utilizada es la de los parametros lineales:

Se considera una funcién variacional lineal, que es una combinaciéon de n funciones
linealmente independientes:

n

‘I’=C1f1+02f2+---+0nfnchifi

(2

donde ¢; son los coeficientes a obtener por métodos variacionales, y donde f; son funciones
que cumple las condiciones limite del problema, es decir estan bien condicionadas.
Tenemos que

(U0 = eifi 1D ety =D cieelfi | fo) =D cjeeSin
J i ik ik

(S es la Matriz de solapamiento)

n

(WIH|O) = afi [ HIY afi) =) ¢t
j k ik

J

El valor esperado de la energia, o integral variacional, sera:

(| H|Y)
V="

Tenemos que minimizar W, que dependera de n variables {c;}:

WZ chcijk = Z Z cjexHyy,
ik ik

Una condicién necesaria para que sea minimo es:

ow
(%Z- N

0 i=1,2,...,n



v haciendo la derivada respecto a cada uno de los ¢;, tendremos n ecuaciones:
a—Ci Z Z CjCijk + Wa—cz Z Z CjCijk = 8_02 Z Z CjCkij
J k i k j k
pero
8 n n n n a
5 D DGk =YD 5 (eick) Sy =
) J k J k 7
“ “ acj ack
220G )9

y como los ¢; son variables independientes, tan sélo para c; = ¢; se verifica que g?_’ =1
1

Y

. /. c;
mientras que el resto serd igual a cero, o sea: 52 = 9;;, luego

dc;
a n n n n
% E E CjCijk = E CkSik + E Ciji
ik k j
Pero S;; = S7;, y sl las funciones son reales, entonces S;; = Sj;, por lo que

% Z Z CjCijk =2 Z CkSik
ik k

[gualmente, para el término de la derecha, ya que H es hermitico:

% ZZCjCkij = QchHm
Yk k

asi pues, si %—Z =0=

QWZCkSszQZCksz paraizl,?,...,n
k k

n
ZKHZ — SuW)eg] =0 parai=1,2,...,n
k
tenemos un conjunto de n ecuaciones con n incognitas, que forman un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneo, las cuales para tener una soluciéon distinta de la trivial, debe
tener el determinante de los coeficientes igual a cero, (el determinante de los coeficientes
de las n variables debe ser nulo):

que se conoce con el nombre de determinante secular. El desarrollo del determinante nos
proporciona una ecuacion algebraica de grado n en la incégnita W, que légicamente tendra
n raices (que serdn reales), que se pueden agrupar en orden creciente:
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Ey<E <Fy..... <E,

Por el teorema variacional (o de Eckart), Wy > FEj, pero ademds, J.K.L. MacDonald,
[17], demostr6 que By < Wi, By < Wa, ..., E, 1 < W, 1.

Si ahora queremos la funciéon de onda de cada estado, debemos sustituir en las ecua-
ciones originales:

n

Z [(Hix — SuW)ep] =0 parai=1,2,...,n
k
el valor W del estado en que estemos interesados y obtener los coeficientes, que como
ya vimos, nos quedaran en funciéon de uno de ellos, y para determinarlo recurriremos a
normalizar la funcion.

2.2. B-splines

Los B-splines son funciones disenadas para generalizar polinomios con propositos de
aproximar una funciéon dada. De esta manera se pueden obtener valores de funciones, sus
dereivadas y sus integrales. A continuacién introduciremos algunas definiciones:

1. El polinomio de orden k (maximo grado k — 1) es: p) = ag + a1 + ... + a’,zj.

2. Una funcién f y sus derivadas que son continuas (dado un intervalo) hasta orden n
se le dice que pertenecen a la clase C™. Por lo tanto C? significa que f es continua,
C~1 significa que f es no es continua.

3. Considere el intervalo I = [a, b] dividido en [ intervalos I; = [£;,{;11] es una secuen-
cia de [ + 1 puntos en orden creciente estricto. Los {¢;} sera llamado breakpoints

(bps).

Cada B-spline es una funcion compuesta por diferentes piezas de polinomios en subin-
tervalos adjacentes. Unidas con cierto grado de continuidad en los bps. Rara vez estas
condiciones son necesarias:

1. Asociemos a bps §;,7 = 2,...,[, una segunda secuencia de enteros no negativos
v;,j = 2,...,1,v; > 0, que definen la condicién de continuidad C*~* en el bsp &;
asociado. Con el fin bsp & y &1 asociamos v; = v;41 = 0, es decir, no necesitamos
ninguna continuidad. Esto es natural ya que solo estamos interesados en el intervalo
[a, b]. Otras restricciones pueden ser dictadas por condiciones de frontera en los
extremos, y son facilmente implementadas como veremos. Por lo tanto, en el ejemplo
tenemos v; = {0,2,2,2,2,0 }
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2. Finalmente llamemos a nodos otra secuencia de puntos t; en orden ascendente, no
necesariamente distinta, asociada con ; y v; como sigue:

t1:t2:...:t;“:€1;,u1:k’
t,u1+1:...:tm+u2:§2

bpp1 = oo =lpep, = &isD = + p2 + ...+ i

b1 = oo =l = St = kin =+ po + ...+

Donde f1; es la multiplicidad de los knots ¢; a & y estd dada por pu; = k — v; .Ac-
tualmente sélo la multiplicidad en el bps interno es importante, y siempre elegiremos la
multiplicidad maxima p; = ;o1 = k en los extremos.

La opciéon mas comun para la multiplicidad de knots en bps internos es la unidad,
correspondiente a maxima continuidad, que es C*~2. Esta eleccién se empleard, a menos
que se indique lo contrario. Con esta eleccién el nimero de funciones B-spline n esta dado
por:

n=I0l+k—-1

2.2.1. La base de B-splines

Un B-spline B(z) estd definida por el orden & > 0, y un conjunto de k + 1 knots,
iy .., Tivk, Tal que t; < t;4k. Las propiedades importantes, son las siguientes.

1. B(z) es una pp-funcién de orden k sobre [t;, t; k]
2. B(z) > 0 para x € (t;, tirg).

3. B(x) =0 para z & [t;, tirgl.

Los B-splines estan disenados para tener un soporte minimo. Algunas propiedades
generales de las B-splines son las siguiendo.

1. En cada intervalo (t;, t;11), t; < t;41, exactamente k B-splines no son cero, Esto
serfa Bj(x) #Opara j=i—k+1,...,1

2. En la expansién de una funcién arbitraria.

n i

fls) =) ¢Bi(x) = Y ¢Bj(z) parax € [t ti1]

j=1 j=i—k+1

Donde siempre contribuyen £ términos, por lo que un ntimero minimo de operaciones
son necesarias.
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3. Como los B-splines son no negativos con soporte minimo, los coeficientes de ex-
pansion de una funcion arbitraria f estan proximos a los valores de funcién en los
knots. Esto significa que las oscilaciones en los coeficientes se evitan, los errores de
cancelacién son minimos y numéricamente estables.

4. Cada intervalo I; = [{;,&41] = [ti, ti1] se caracteriza por un par de knots consecu-
tivos t; < t;11. t; se llama el knot izquierdo del intervalo [;, y determina los indices
de B; contribuyendo sobre I;, estos son B;_j11,..., B;.

5. Estan normalizados como ). B;(x) = 1 sobre [tg, t,].

6. Para los knots equidistantes cada B; es sélo una traduccién por un intervalo del
anterior. Si los knots no son equidistantes hay un cambio suave en la forma.

7. B-splines satisfacen la recursion

x—1 livk —

B(x) = B (a) +

et B
litk—1 — 1 tivk — tiv T (=)

Esto da el algoritmo empleado para la evaluacion practica de las B-splines: dado un
punto x, se generan por recursion los valores de todas los k£ B-splines que no son
Cero en Xx.

2.3. Problema de autovalores y autovectores

Como vimos anteriormente este método consiste en: escribir una representacién ma-
tricial de la ecuacién diferencial a partir de un conjunto de funciones, luego calcular los
autovalores y autovectores mas pequenos de ese sistema. Para ello se utilizo paquete AR-
PACK [16].

Este paquete esta disenado para calcular algunos autovalores y autovectores correspon-
dientes de una matriz general cuadrada A. Es més apropiado para matrices grandes ralas
o estructuradas, donde estructurado significa que un producto vectorial matricial w = Av
requiere O(m) en lugar de O(n?) operaciones de punto flotante, donde m es menor que n?.
Este software se basa en una variante algoritmica del proceso Arnoldi llamado Implicitly
Restarted Arnoldi Method (IRAM) [3]. Cuando la matriz A es simétrica, se reduce a una
variante del proceso de Lanczos denominado Método Lanczos Implicitamente Reiniciado
(IRLM) [18]. Estas variantes pueden ser vistas como una sintesis del proceso de Arnoldi
Lanczos con la técnica QR [19] implicitamente desplazada que es adecuada para proble-
mas a gran escala. Para muchos problemas estandar, no se requiere una factorizacion de
matriz.

ARPACK es capaz de resolver grandes problemas simbdlicos simétricos, no simétricos y
generalizados de areas de aplicacion significativas. El software esta disenado para calcular
algunos autovalores con caracteristicas especificadas por el usuario tales como los de mayor
parte real o mayor magnitud. Los requisitos de almacenamiento estén en el orden O(n x k)
de memoria. No se requiere almacenamiento auxiliar. Se calcula un conjunto de vectores de
base de Schur para el autoespacio k-dimensional deseado que es numéricamente ortogonal
a la precisién de trabajo. Para mas detalles ver [15]
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A continuacién daremos una breve explicaciéon de metodos numéricos utilizados para
resolver el problema de autovalores y autovectores.

2.3.1. Método de la Potencia

El método mas simple para calcular el autovalor dominante junto con su vector pro-
pio es el método de la potencia presentado en el Algoritmo [Il Bajo suposiciones suaves
encuentra el autovalor de A que tiene el valor absoluto mas grande el autovector corres-
pondiente.

1 y = z vector inicial

2 do

s | v=y/lyl,

4 y=Axv

5 f=v-y

6 while ||y — 6v||, < €|d];
7T A=0

8 T =0

Algoritmo 1: Método de las Potencia

Sea z7 el autovector correspondiente a Ay = A\pa:(A). El dngulo /(z,x;) entre z; y z
se define por la relacién
zZ T
cos /(z,x1) = ————

1]l 1]l

Si el vector inicial z y el autovector 1 son perpendiculares entre si, entonces cos Z(z, z1)
0. En este caso, el método de potencia no converge. Por otro lado, si cos /(z,x1) # 0, el
método de las potencias genera una secuencia de vectores que se vuelven cada vez mas
paralelos a z;. Esta condicién en /(z,z) es verdadera con probabilidad muy alta si z se
elige al azar.

La convergencia del método de la potencias depende de |Ay/ |, donde A es el segundo
autovalor mas grande de A en magnitud. Esta proporcion es generalmente menor que 1,
lo que permite una convergencia adecuada. Pero hay casos en los que esta relacion puede
ser muy cercana a 1, causando convergencia muy lenta. Para discusiones detalladas sobre
el método de las potencias, véase Demmel [21], Golub y Van Loan [13], y Parlett [12].

2.3.2. Algoritmo de Lanczos

El algoritmo de Lanczos estd estrechamente relacionado con los algoritmos iterativos
en el sentido de que sélo necesita acceder a la matriz en forma de operaciones de matriz
por vector. Es diferente en el sentido de que hace mucho mejor uso de la informacion
obtenida recordando todas las direcciones calculadas y siempre permite que la matriz
opere sobre un vector ortogonal a todos aquellos previamente probados.

En esta seccion se describe el algoritmo de Lanczos para el caso de matriz hermitiana.

Ar = x|

Donde A es una matriz hermitiana, o en el caso real simétrica.
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El algoritmo comienza con un vector de inicio elegido v y construye una base ortogonal
V; del subespacio de Krylov.

K7(A,v) = span{v, VA, A%, ..., A7} | (2.1)

En cada paso sélo una multiplicacién matriz-vector. En la nueva base ortogonal V; el
operador A estd representado por una matriz real tridiagonal simétrica.

(631 51

T; = proag (2.2)
e B
5]'71 Q;

T se construye de a una fila y una columna a la vez (por se simétrica).

AV, = ViT; +re; with Vi'r=0. (2.3)

En cualquier paso j, podemos calcular una auto solucién de T}

Tys0) — P9 (2.4)
Donde el superindice (j) se utiliza para indicar que estas cantidades cambian para
cada iteracién j. El valor de Ritz HZQ ) y su vector.

xﬁj) = Vjsgj) : (2.5)

Sera una buena aproximacién a un autovalor y autovector de A si el residuo tiene una
norma tolerante.
Para calcular el residuo de este par de Ritz se utiliza:

19 = 4D — 2969 = AV — V0D = (AV; — VT = vy sl

Donde su norma satisface:

Ir N = 18559 = By (2.6)
Por lo que solamente necesitamos monitorear los elementos subdiagonales 3; de Ty los

ultimos elementos sﬁf} de sus autovectores para obtener una estimacion del valor absoluto
del residuo. Tan pronto como esta estimacion es pequena, podemos marcar el valor de
Ritz 01(] ) como convergente con el autovalor \;. Obsérvese que el calculo de los valores
de Ritz no necesita la multiplicacién matriz-vector. Podemos ahorrar esta operacion que
lleva mucho tiempo hasta el paso j, cuando la estimacion indique la convergencia.

Si se sabe de una buena suposicién para el autovector deseado es conveniente usarlo.
Por ejemplo, si para una ecuacién diferencial parcial discretizada se sabe que el vector
propio deseado es suave con respecto a la cuadricula, se podria comenzar con un vector
con todos unos. En otros casos, se elije una direccion aleatoria, como por ejemplo: ntimeros
aleatorios normalmente distribuidos.

La recursion de Lanczos se construye para que la base V' sea ortogonal, pero esto es
cierto sélo para el cédlculo de precision infinita. En el algoritmo solo nos aseguramos de
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1 7 = v vector inicial

2 By = |Irll, j = 1 do

8 | v =71/fiq

4 r = Av;

5 r=r-— Ujflﬁjfl

6 Q; =0T

7 r=Tr—0;045

8 reortogonalizar si es necesario

o | B =lrl |

10 computar el autovalor aprovimado T; = S©7Sx
11 verificar convergencia

12 while hasta converger;

13 convergenciaomputar los autovectores aprovimados X = V;S

Algoritmo 2: Algoritmo de Lanczos

que el nuevo vector vj;; sea ortogonal a la precision de los dos vectores mas recientes
vj_1 Y v;, ¥y la ortogonalidad a los vectores anteriores se sigue de la simetria de A y la
recursion. Tan pronto como converge un valor propio, es decir, el par de Ritz tiene un
residuo pequeno, todos los vectores de base v; obtienen perturbaciones en la direccion del
autoespacio del valor propio convergente. Como resultado de esto, una copia duplicada
de ese valor propio pronto aparecerd en la matriz tridiagonal T' [12].

La gran ventaja de este tipo de algoritmo es que la matriz A se accede sélo en una
operacion matriz por vector en el Algoritmo 2l Cualquier de tipo de esquema de almace-
namiento puede ser aprovechado.

Es necesario mantener sélo tres vectores, r, vj, y v;_1, facilmente accesibles. Incluso
hay una variante en la que s6lo se necesitan dos vectores (véase [12] capitulo 13.1]), pero
requiere cierta destreza para codificarla.

2.3.3. Algoritmo de Arnoldi

El metédo de Arnoldi se presenté por primera vez como un algoritmo directo para
reducir una matriz general en la forma superior de Hessenberg [10]. Mé&s tarde se descubrid
que este algoritmo conduce a una buena técnica iterativa para aproximar valores propios
de grandes matrices ralas.

El algoritmo funciona para matrices no hermitaneas. Es muy 1til para casos en los que
la matriz A es grande, pero los productos de matriz por vector son relativamente baratos
de realizar. Esta es la situacion, por ejemplo, cuando A es grande y ralo. Comenzamos
con una presentacién del algoritmo basico y luego describimos una serie de variaciones.

2.3.3.1. Algoritmo Basico

El método de Arnoldi es un método de proyeccién ortogonal sobre un subspacio de
Krylov. Comienza con el procedimiento de Arnoldi como se describe en el algoritmo
Bl El procedimiento puede ser visto esencialmente como un proceso de Gram-Schmidt
midificado para construir una base ortogonal del subespacio de Krylov. K™ (A, v)
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1 Procedimiento Arnoldi;
2 v = v/,

3 for j =1 tom do

4 w = Av,

5 for j=1to jdo

6 hij = W * V;

7 w = w — h;;vi

8 end

9 hirig = [[wlly

10 if hj11,; == 0 then
11 stop

12 end

13 Vjr1 = w/hj1

14 end

Algoritmo 3: Procedimiento de Arnoldi

El algoritmo [ se detendra si el vector w tiene norma 0 (desaparece). Los vectores
V1, Vs, ..., Uy, forman un sistema ortonormal por construccion y se llaman vectores de
Arnoldi. Un argumento de induccién facil demuestra que este sistema es una base del
subespacio de Krylov K™ (A, v).

A continuacién se considera una relaciéon fundamental entre las cantidades generadas
por el algoritmo. La siguiente igualdad se deriva facilmente:

j+1
A’Uj:Zhij’Ui, j: 1,2,...7771 . (27)
i=1
Si denotamos por V,, la matriz n X m con vectores columna vy, ..., v,, v H,, la matriz

m x m Hessenberg cuyas entradas no nulas h;; son definidas por el algoritmo, entonces
las siguientes relaciones se mantienen:

AVm = VmHm -+ hm+1’mvm+1€:,b (28)

V> AV, = H,. (2.9)

La ecuacion viene de multiplicando las dos partes de la ecuacion por V* vy
usando la ortonormalidad de {vy, ..., vy}

Como se observé anteriormente, el algoritmo se descompone cuando la norma de w
desaparece en un cierto paso j. Esto ocurre si y solo si el vector de partida v es una combi-
nacién de j vectores propios (es decir, el polinomio minimo de v; es de grado j). Ademas,
el subespacio K es entonces invariante y los autovalores y autovectores aproximados son
exactos. [9]

Los autovalores aproximados A" dados por el proceso de proyeccién sobre K, son
los valores propios de la matriz de Hessenberg H,,. Estos son conocidos como valores de
Ritz. Un autovector aproximado de Ritz asociado con un valor de Ritz A" es definido por
u = V,y", donde Y™ es un vector propio asociado con el autovalor A[*. Un ntimero

(2 (]
de los valores propios del Ritz, tipicamente una pequena fraccion de m, generalmente
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constituyen buenas aproximaciones para los valores propios correspondientes A\; de A, y
la calidad de la aproximacion usualmente mejorara a medida que m aumenta.

El algoritmo original consiste en aumentar m hasta que todos los autovalores desea-
dos de A se encuentren. Para matrices grandes, ésto resulta costoso tanto en términos de
calculo como de almacenamiento. En términos de almacenamiento, necesitamos mantener
m vectores de longitud n més una matriz de Hessenberg de m? elementos, un total apro-
ximado de nm + m?/2 elementos. Para los costos aritméticos, necesitamos multiplicar v;
por A, al costo de 2 x N,, donde N, es el nimero de elementos no nulos en A, y luego
ortogonalizar el resultado contra j vectores al costo de 4(j 4+ 1)n, que aumenta con el
paso numero j. Por lo tanto, un procedimiento de Arnoldi de m-dimensionales cuesta
~ nm + m?/2 en almacenamiento y ~ N, + 2nm? en operaciones aritméticas.

Obtener la norma residual, para un par Ritz, a medida que el algoritmo progresa es
bastante eficiente. Sea Y, un autovector de H,, asociado al autovalor A", y sea u!" el
autovector aproximado de Ritz u" = V,,,y;". Tenemos la relacion.

(A= A" Du" = hopsrm(€5,95" ) U1,
y por lo tanto
(A = A" Duill2 = hmyrmlen |-
Asi, la norma residual es igual al valor absoluto del ultimo componente del vector
propio Y;” multiplicado por hy,41,,. Las normas residuales no son siempre indicativas de
errores reales en A", pero pueden ser muy utiles para decidir la detencién.

2.3.3.2. Variantes

La descripcién del procedimiento de Arnoldi dado anteriormente se basé en el proceso
modificado de Gram-Schmidt. Otros algoritmos de ortogonalizacién podrian ser utilizados.
Una mejora es recuperar la ortogonalidad cuando sea necesario. Cada vez que se calcula
el vector final obtenido al final del segundo bucle en el algoritmo anterior, se realiza una
prueba para comparar su norma con la norma del w inicial (que es || Avj||2). Si la reduccién
cae por debajo de un determinado umbral (una indicacién de que puede haber ocurrido
una cancelacién severa), se realiza una segunda ortogonalizacién. Se sabe por un resultado
de Kahan que mas de dos ortogonalizaciones son superfluas (véase, por ejemplo, Parlett
[12])

Una de las técnicas de ortogonalizacién més confiables, desde el punto de vista numéri-
co, es el algoritmo Householder [13]. Esto ha sido implementado para el procedimiento
de Arnoldi por Walker [14]. El algoritmo Householder es numéricamente més estable que
las versiones de Gram-Schmidt o Gram-Schmidt modificado, pero también es mas caro,
requiriendo aproximadamente el mismo almacenamiento que el Gram-Schmidt modifica-
do, pero aproximadamente el doble de operaciones. La ortogonalizacién de Householder es
una opcién razonable cuando se desarrollan paquetes de software confiables y de propdsito
general donde la robustez es un criterio critico.

2.3.3.3. Reinicios explicitos

Como se mencioné anteriormente, las implementaciones estandar del método Arnoldi
estan limitadas por sus altos requisitos de almacenamiento y computo a medida que m cre-
ce. Supongamos que estamos interesados en un sélo autovalor / autovector de A, llamado
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el autovalor de la parte real més grande de A. Entonces una manera de eludir la dificultad
es reiniciar el algoritmo. Después de una corrida con vectores de m Arnoldi, calculamos el
vector propio aproximado y lo usamos como vector inicial para la siguiente ejecucion con
el método de Arnoldi. Este proceso, el mas simple de este tipo, es iterado a la convergencia
para calcular un par propio. Para el cadlculo de otros pares autovector autovalor, y para
mejorar la eficiencia del proceso, se han desarrollado una serie de estrategias, que estan
algo relacionadas. Estos incluyen procedimientos de deflacion brevemente discutidos en la
siguiente Seccién, y la estrategia de reinicio explicito descrita en Algoritmo [4]

1 while True do

2 [terate: Hacer m iteraciones del algoritmo

3 Reiniciar: Calcular el autovalor aproximado ugm) asociado con el autovalor mas
a la derecha )\gm)

4 if satisface then

5 ‘ Stop

6 end

| oo =™

8 end

Algoritmo 4: Método Explicito de Arnoldi Reiniciado para NHEP

2.3.3.4. Deflacién

Ahora consideramos la siguiente implementacion que incorpora un proceso de defla-
cion. Hasta ahora hemos descrito algoritmos que calculan sélo un autopar. En caso de que
se busquen varios autopares, hay dos opciones posibles.

La primera es tomar v; como una combinacién lineal de los vectores propios aproxi-
mados cuando reiniciamos. Por ejemplo, si necesitamos calcular los vectores propios p a
la derecha, podemos tomar

p
U1 = E Pilli,
i=1

Donde los autovalores estan numerados en orden decreciente de sus partes reales. El
vector v; se obtiene luego de normalizar ;. La opcién mas simple para los coeficientes p;
es tomar p; = 1,72 = 1,...,p. Hay varios inconvenientes a este enfoque, el mas importante
es que no hay manera facil de elegir los coeficientes p; de una forma sistematica. El
resultado es que para los problemas complejos, la convergencia es dificil de lograr. Una
alternativa mas confiable es computar un autopar a la vez y usar la deflacion. La matriz A
puede deflactarse explicitamente construyendo progresivamente los primeros k vectores de
Schur. Si ya se ha calculado una base ortogonal previa Uy_1 = [u1, . . ., ux_1] del subespacio
invariante, entonces para computar el valor propio A\x, Puede trabajar con la matriz

A=A-U, XU,

En la que ¥ = diag(o;) es una matriz diagonal de desplazamientos. Los autovalores
de A consisten en dos grupos. Estos valores propios asociados con los vectores de Schur
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U1, ..., Uup_1 seran cambiados a 5\, = \; — 0; y los otros no se modificaran. Si se buscan los
valores propios con partes reales mas grandes, entonces los desplazamientos se seleccionan
de modo que \; se convierta en el autovalor siguiente con la parte real més grande de A.
También es posible desinflar simplemente proyectando los componentes asociados con el
subespacio invariante cubierto por Uy_1; Esto conduciria a operar con la matriz.

A=Al — U U ).

Hay que tener en cuenta que si AU,_; = Ux_1Ry_1 es la descomposicion parcial de
Schur asociada con los primeros k — 1 valores de Ritz, entonces A = A — Uy,_1Rp_1U, 1
Los valores propios asociados con los vectores Schur uq, ..., ux_1 ahora se moveran a cero.

Una mejor implementacion de la deflacién, que encaja bien con el procedimiento de
Arnoldi, es trabajar con una séla base vy, v, . . ., v, cuyos primeros vectores son los vecto-
res de Schur que ya han convergido. Supongamos que k — 1 tales vectores han convergido
y llamamos vy, ve, . .., v,_1. Luego empezamos por elegir un vector vy que es ortogonal a
vy, ...,Up_1 y de norma 1. Luego realizamos mk pasos de un procedimiento de Arnoldi en
el que la ortogonalidad del vector V; contra todos los v; anteriores, incluyendo vy, ..., vp_;.
Esto genera una base ortogonal del subespacio.

m—k
span{vl,...,vk,l,vk,Avk,...,A ’Uk} .

Asi, la dimensién de este subespacio Krylov modificado es constante e igual a m
en general. A continuaciéon se presenta un esquema de este procedimiento implicito de
deflacién combinado con el método Arnoldi.

Input: Matriz A, vector inicial vy, dimensién del subespacio m y la cantidad de
autovalores nev

1 k=1
2 while £ < nev do
3 for j =k tom do
4 w = Av;
5 calcular un conjunto de j coeficientes h;j tales que w =
Egzl hijv; es ortogonal a todos los anteriores v;, para t=1,2,...,7j
6 hi=1; = |lwlly
Vjr1 = w/hji1
8 end
0 calcular el autovector aproximado de A con el autovalor Ay y su norma
residual estimada py
" ortonormalizar este autovector sobre todos los anteriores v; para obtener
un vector de Schur aproximado wy y definir v, = Uy
11 if pr < tol then
12 hikI’U;(A’Uk,Z':L...,k
13 k=k+1
14 end
15 end

Algoritmo 5: Método explicito de Arnoldi reiniciado con deflacion para NHEP
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Notar que en el bucle, los vectores Schur asociados con los autovalores A1, ..., A\r_1 no
se tocaran en pasos posteriores. A veces se les denomina Vectores bloqueados: De manera
similar, la correspondiente matriz triangular superior correspondiente a estos vectores
también esta bloqueada.

[U1, V2« oy Vg1 s Uy Ukt - - - U
/ \ /

(.

Vv Vv
Blogqueados Activos

Cuando converge un nuevo vector de Schur, se calcula la columna k-ésima de R asocia-
da con este nuevo vector de base. En los pasos siguientes, los valores propios aproximados
son los valores propios de la matriz m x m Hessenberg H,, definida en el algoritmo y cuya
k? principal submatriz es triangular superior. Por ejemplo, cuando m = 6 y después del
segundo vector de Schur, k = 2, ha convergido, la matriz H,, tendra la forma

*

* % X KX

* ¥ X X ¥
* K K X K ¥
* K K X X ¥

En los pasos subsiguientes, s6lo deben considerarse los valores propios no asociados
con la matriz triangular superior de 2 x 2.

Se puede demostrar que, en aritmética exacta, la matriz de Hessenberg H,, en el bloque
inferior (2 x 2) es la misma matriz que se obtendria de una corrida de Arnoldi aplicada a
matriz

A=(I-U U )A.
Por lo tanto, estamos proyectando implicitamente el subespacio invariante ya calculado
desde el rango de A.

2.3.3.5. Reiniciado Implicito del Método de Arnoldi

El método IRAM (por sus siglas en ingles Implicitly Restarted Arnoldi Method ) es
quizas el algoritmo numérico mas exitoso y mas completo para calcular los autovectores y
autovalores de una matriz cuadrada general A es el algoritmo QR implicitamente despla-
zado. Una de las claves para el éxito de este método es su relacién con la descomposicion

de Schur.

A=UTU" (2.10)

Esta descomposicion bien conocida afirma que cada matriz cuadrada A es unitaria-
mente equivalentes a una matriz triangular superior 7'.

El algoritmo QR produce una secuencia de transformaciones unitarias de similitud que
reducen iterativamente A a la forma triangular superior. En otras palabras, calcula una
descomposicién de Schur. Una implementacion practica del algoritmo QR comienza con
una transformacion de similitud unitaria inicial de A a la forma condensada V*AV = H
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donde H es Hessenberg superior ( “ casi triangular superior “) y V' es unitario. Entonces
se realiza la siguiente iteracion.

Input: Matriz A
1 Factorizar VAV = H

2 while no converge do

3 seleccionar el desplazamiento p
4 QR=H —pl

5 H=Q"HQ

6 V=VaQ

7 end

Algoritmo 6: Método QR Desplazado

En este esquema, ) es unitaria y R es triangular superior (es decir, la factorizacién
QR de H — ul). Es facil ver que H es unitariamente equivalente a A a lo largo de esta
iteracion. La iteracion se continta hasta que los elementos subdiagonales de H convergen
a cero, es decir, hasta que se ha obtenido (aproximadamente) una descomposicion de
Schur.

Si Uy representa las columnas k principales de U, y Ty el principio principal k& x k
submatriz de T en [2.10, entonces:

AUy, = U Ty,

Y nos referimos a esto como una descomposicién parcial de Schur de A. Dado que hay
una descomposiciéon de Schur con los autovalores de A que aparecen en la diagonal en
cualquier orden, siempre hay una descomposicién parcial de Schur de A con los elementos
diagonales de T}, que consisten en cualquier subconjunto especificado de k autovalores de
A. Ademsds, span(Uy) es un subespacio invariante de A para estos autovalores.

2.4. Estructura de representacion de matrices disper-
sas

En esta seccion explicaremos las estructuras de representaciones de matrices.

A medida que este problema particular crece las matrices se vuelven mas grandes y al
mismo tiempo el porcentaje de no nulos de la matriz decrese. Un sistema lineal grande de
la forma Ax = b puede ser mas eficientemente resuelto si los elementos que son ceros de
A no son guardados. Los esquemas de almacenamiento dispersos asignan almacenamiento
contiguo en memoria para los elementos distintos de cero de la matriz y tal vez un ntimero
limitado de ceros. Esto, por supuesto, requiere un esquema para saber dénde encajan los
elementos en la matriz completa

Hay muchos métodos para almacenar los datos (véase por ejemplo Saad [I] y Eijkhout
[2]). Aqui discutiremos cuatro métodos: almacenamiento de filas y columnas comprimidas,
almacenamiento de filas comprimidas en bloques, almacenamiento en diagonal y almace-
namiento diagonal recortado
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2.4.1. Almacenamiento de filas y columnas comprimidas

Los formatos CRS y CCS (sus siglas en ingles de Compressed Row Storage y Com-
pressed Column Storage) son los mds generales: no hacen ninguna suposicién sobre la
estructura de dispersion de la matriz y no almacenan elementos innecesarios. Por otra
parte, no son muy eficientes, necesitando un paso de direccionamiento indirecto para cada
operacién escalar individual en un producto vectorial matricial o solucién precondiciona-
dora.

Este formato pone los elementos no ceros de las filas en memoria contigua. Suponiendo
que tenemos una matriz dispersa no simétrica A, creamos 3 arreglos: uno que tiene el tipo
de los elementos de A (flotantes simples, flotantes dobles, enteros, etc.) val, y otros dos
con tipo enteros col_ind, row_ptr. El arreglo val guarda los valores de los elementos no
ceros de la matriz A de manera lineal por cada fila teniendo primero los elementos no
ceros de la fila 1 luego los de la 2 etc. El arreglo col_ind guarda a que columna pertenece
cada elemento de del arreglo val y row_ptr guarda intervalos de inicio y fin de cada fila
en del arreglo val. Esto es:

valy, = A; j = col_indy, = j
El arreglo row_ptr guarda la ubicacién de val donde empieza la fila. Esto es:
valy, = A; j = rowptr; < k < row_ptrii,

Por convencion definimos row_ptr,,; = nnz 4+ 1. Donde nnz es la cantidad de nimeros
no ceros de la matriz A. La memoria necesaria para este enfoque es O(nnz + n)
Ejemplo: considere la siguiente matriz:

10 0 0 0 =2 0
3900 0 3
0O 78 7 0 O
A= 3 087 5 0 (2.11)
0 809 9 13
0 400 2 -1

En formato CRS tendria esta forma

val:(lo—239378738758991342—1) (2.12)

colind=(0 4 015 12302341345 145) (2.13)

rowptr=(1 3 6 9 13 17 20 ) (2.14)

El almacenamiento de columnas comprimidas es analogo



23

2.4.2. Almacenamiento de filas comprimidas en bloques.

El formato BCRS (sus siglas en ingles de Block Compressed Row Storage) es 1til si la
matriz rala se compone de bloques densos cuadrados de no nulos con algin patrén regular,
podemos modificar el formato CRS (o CCS) para explotar tales patrones de bloque. Las
matrices de bloque tipicamente surgen de la discretizacion de ecuaciones diferenciales
parciales en las que hay varios grados de libertad asociados con un punto. Luego, la
particion de la matriz en bloques pequenos con un tamano igual al nimero de grados de
libertad, y tratar cada bloque como una matriz densa, a pesar de que puede tener algunos
Ceros.

Sea ny, es la dimension de cada bloque y nnzb la cantidad de no ceros de cada bloque
en la matriz A™™, la cantidad de memoria es O(nnzb).

2.4.3. Almacenamiento en diagonal.

El formato CDS (sus siglas en ingles de Compressed Diagonal Storage) es ttil si la
matriz A es una matriz de banda donde el ancho de la banda es constante de fila en fila.
Entonces podemos aprovechar esta estructura en el esquema de almacenamiento almace-
nando subdiagonales de la matriz en ubicaciones consecutivas. No s6lo podemos eliminar
el vector que identifica la columna y la fila (si lo miramos como un CRS), podemos
empaquetar los elementos no nulos de tal manera que el producto vectorial sea més efi-
ciente. Este esquema de almacenamiento es particularmente 1til si la matriz surge de una
discretizacion de elementos finitos o diferencias finitas en una matriz de producto tensor.

Decimos que la matriz A™" es de banda si hay enteros no negativos p,q tal que A; ; #
0=i—p<j<i+q. En este caso podemos poner la matriz A en un arreglo val(1:n,
-p:q) (si no tenemos indices negativos se puede hacer un desplazamientos p de indices) la
declaracién con dimensiones invertidas corresponde a LINPACK band format [0]

Por lo general, los formatos de banda incluyen almacenar algunos ceros. El formato
CDS puede incluso contener algunos elementos de matriz que no corresponden a elementos
de matriz en absoluto. Consideremos la matriz no simétrica definida por:

100 =3 000 0
30 600 0
0 7 870 0

A=109 0 875 o0 (2.15)
0 0 09 9 13
0 0 00 2 —1

Usando el formato CDS, alojamos la matriz A en un arreglo cds A% donde las columnas
estan indexadas desde -1 usando el mapeo val; ; = ;4
val(:,-1) || 0 | 3|7 8] 9 |2
val(:;0) [|10]9[8|7] 9 |-1
val(:;; 1) || -3 6|7 |5]|13]0
Notar que los dos ceros no corresponden a un elemento existente de la matriz.
Una generalizacion del formato CDS mas adecuada para manipular matrices dispersas
generales en supercomputadoras vectoriales es discutido por Melhem en [7]. Esta variante
de CDS utiliza una estructura de datos de banda para almacenar la matriz. Esta estructura
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es mas eficiente en el almacenamiento en el caso de variar el ancho de banda, pero hace que
el producto de matriz por vector sea ligeramente mas caro, ya que implica una operacion
de recopilacion.

Como esta definido en [7], una linea en .A™™ es un conjunto de posiciones S = {(z, (7)) :
i€l C1I,}dondel, =1,..,ny6 es una funcién estrictamente creciente. Especificamente:

(4,0(1)), (5,0(5)) € § = (i < j = 0(i) <6(j))

Cuando se computa el producto matriz-vector y = Az, cada (i, 0x(7)) de A se multi-
plica por zg, ;) y es acumulado en ;.

2.4.4. Almacenamiento diagonal recortado.

El formato JDS (sus siglas en ingles de Jagged Diagonal Storage) puede ser ttil para
la implementacién de métodos iterativos en procesadores paralelos y vectoriales (véase
Saad [4]). Al igual que el formato Diagonal Comprimido, da una longitud de vector esen-
cialmente del tamano de la matriz. Es més eficiente en cuanto a espacio que CDS a costa
de una operacién de recopilacién / dispersién.

Una forma simplificada de JDS, llamada almacenamiento de ITPACK o almacena-
miento Purdue, se puede describir como sigue:

10 =301 0 0 10 -3 1
0 9 60 —2 0 9 6 -2

3 0 87 0 0 3 8 7

0o 6 07 5 0 |~ 6 7 5 (2.16)
0 0 00 9 13 9 13

0 0 00 5 -1 5 —1

Luego las columnas se almacenan consecutivamente. Todas las filas se rellenan con
ceros a la derecha para darles la misma longitud. Correspondiente al arreglo de elementos
de matriz val(:, :), un arreglo de indices de columna, col_ind (:, :) también se almacena.

Esta claro que los ceros de relleno en esta estructura pueden ser una desventaja,
especialmente si el ancho de banda de la matriz varia fuertemente. Por lo tanto, en el
formato CRS, reordenamos las filas de la matriz de forma decreciente de acuerdo con
el nimero de elementos no ceros de una fila. Las diagonales comprimidas y permutadas
se almacenan entonces en una matriz lineal. La nueva estructura de datos se denomina
diagonales dentadas.

val(:;; 1) || 10 [ 9 |3 |16] 9 | 5

val(:;;2) || -3 | 6 [ 8| 7|13 ]-1

val(:;3) || 1 [-2]7|5] 010

val(:;4) || 0 [0 ]0|4] 0|0
Cuadro 2.1:

El ntimero de diagonales irregulares es igual al niimero de no ceros en la primera fila,
es decir, el mayor numero de no ceros en cualquier fila de A. La estructura de datos
para representar la matriz por lo tanto consiste en un arreglo de permutacién perm (1:
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colind(:, 1) || 12| 1]2]|5|5

colind(, 2) [2[3]3[4]6]6

colind(:,3) || 4[5 |4|5]0|0

colind(:,4) {0 [0|0|6]0|0
Cuadro 2.2:

jdiag 6193109 |5, |7]6|8|-3[13|-1;|5]-2|T7
colind || 2|21 1 |55 |4(3|3]2 |6 |6;|5|5|4]|4]6;

—_
-

Cuadro 2.3:

[perm [[4]2[3[1[5]6]
ljdptr [[1]7]13]17]

Cuadro 2.4:

n) que reordena las filas, un arreglo de punto flotante jdiag(:) que contiene las diagonales
dentadas en sucesién, un arreglo de enteros col_ind (:) que contiene los indices de columna
correspondientes, y finalmente un arreglo de punteros (jd_ptr (:)) cuyos elementos apuntan
al comienzo de cada diagonal dentada. Las ventajas de JDS para las multiplicaciones
matriciales son discutidas por Saad en [4].

El formato JDS para la matriz anterior en el uso de los arreglos lineales perm, jdiag,
col_ind, jd_ptr se da en los cuadros 2.4l

2.5. Conclusiones

En este capitulo hemos visto estructuras de datos alternativas para modelar matrices
con sus ventajas y desventajas, también vimos algoritmos para calcular autovalores y
autovectores de un sistema. Este conocimiento previo es necesario a la hora de decidir que
estructura se utilizara, cémo manipularla, cudles serdn sus beneficios y costos, y ademas,
qué algoritmos de célculos de autovectores y autovalores. En este trabajo se decidié usar
formato comprimido por columnas (CCS) y el método Reinicio Implicito del Método de
Arnoldi (IRAM) pues es el mas estable y el més robusto a propositos generales por lo que
resulta razonable de elegir en términos de requerimientos de sistema. Si bien el programa
retorna el sistema para que se pueda usar el modulo de resolucién de autovalores que mas
convenga, se opté por esta alternativa utilizando el médulo ARPACK++ [16].



Capitulo 3

Implementacion numeérica del

Método de Rayleigh-Ritz

En esta seccion explicaremos cémo es la primera implementacion del método para una
y dos particulas, se explicaran las funciones y variables y su relacién con el modelo tedrico
explicado en la seccién .11

3.1. Introduciéon

En mecéanica cuantica el estado de una particula esta dado por una funcién de onda,
| (7)), la cudl puede escribirse como combinacién lineal de los autoestados del sistema
|tn(7)). Los autoestados son las soluciones de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo

Hin (7)) = Enltha() | (3.1)

donde H es el Hamiltoniano del sistema y F), es la energia asociada al n-ésimo autoestado.
El operador Hamiltoiano, H, en Ec. B.1] es el operador de la energia del sistema. En un
sistema de tres dimensiones, el Hamiltoniano en coordenadas esfericas, (r, ¢, ), es

o,
_ 2
H 2mv +V(r), (3.2)
P 1ld [ ,d I+ 1)
_n1 W+ D Ly, 3.3
2mr2dr (T dr) + 2m r? +V(r), (3.3)

dénde V (r) es potencial del sistema que sélo depende de la coordenada radial, [ es el
momento angular de la particula. Para obtener el Hamiltoniano en la Ec. es necesario
escribir el operador Laplaciano V2, en coordenadas esféricas y luego, haciendo separacién
de variables se obtiene que la dependencia de las funciones |¢, (7)) con las variables ¢ y 0
esta dada por las funciones conocidas como arménicos esféricos, Y;,, (0, ¢). De esta forma
solo hay que resolver una ecuacion en la variable radial, r, dicha ecuacién es

nld (rzd%f)) D R ) 4 v R = BB (34)

26
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La Ec. B4 puede simplificarse haciendo la sustitucion

On(r) =71 Ry(1), (3.5)

de esta forma la funcién ¢, (r) es solucién de la ecuacién radial reducida

1d?¢, 1(l+1
2L T 1) 4 V) 6,(0) = Budulr). (3.5
con las condiciones de contorno ¢, (r = 0) = ¢,(c0) = 0.
La ecuacién radial Ec. 3.6l se resuelve numéricamente en un subespacio suponiendo que
cualquier solucién ¢, (r) puede ser aproximada por un conjunto finito de funciones. Como
se explica en la seccién 21| tal subespacio puede ser generado por la base de funciones

B-spline, por lo tanto, es natural expandir las soluciones en dicha base

On(r) = Z%‘ @i(r), (3.7)

dénde ¢;(r) es el i-ésimo B-spline de orden k. Armar la base requiere una secuencia
de knots que dependan de los siguientes parametros: un conjunto de puntos de malla
llamados secuencia de breakpoints definidos en [0, 7,42, €l orden k de los polinomios y las
condiciones de continuidad en cada breakpoint. Todos estos parametros se eligen a partir
de las propiedades del problema fisico.

Para un determinado momento angular [, los estados atémicos (energia y funcién de
onda) que satisfacen Ec. se calculan resolviendo el sistema de N ecuaciones lineales
obtenidas al sustituir Ec. B.7 en Ec. y proyectandose sobre «;. Escrito en forma de
matriz, este procedimiento es equivalente a resolver el siguiente sistema de autovalores
generalizado

Hd=ESd, (3.8)
para E'y {o;}¥, dénde

L 0+1) [ i) oy(r)
g L

+ /Ormaz 0i(r) V(r)g;(r)dr (3.9)
©= [ e (3.10)

La matriz de solapamiento S se origina del hecho de que los B-splines no forman un
conjunto ortonormal de funciones base. Todos los elementos de las distintas matrices en
las ecuaciones se calculan numéricamente usando una cuadratura de Gauss Lengedre
(GL). Si se consideran n puntos para evaluar la cuadratura (también conocida como
cuadratura de orden n), es posible calcular en forma exacta integrales de polinomios de
grado menor o igual a 2n — 1 en un intervalo cerrado. Puesto que un B-spline de orden
k es un polinomio particular de grado k£ — 1 en cada segmento, se ve facilmente que los
integrandos del elemento (5);; y el primer término de la matriz H; son polinomios con
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maximo grado 2k—2. La aplicacién del procedimiento GL en cada segmento conduce a una
evaluacion numérica exacta de estas dos integrales. El caso de la energia cinética angular
y el término del potencial, segundo y tercer términos de H; en Ec. respectivamente son
ligeramente diferentes. Aqui el integrando ya no es un polinomio de algin grado sino méas
bien una fraccién racional y la afirmacién anterior no es valida. Sin embargo, se puede
demostrar que un pequeno incremento en el ntimero de puntos de la cuadratura da como
resultado una convergencia inmediata a la precision del punto flotante de la computadora.
Por lo tanto, todos los elementos de la matriz se calculan de esta forma.

Otra propiedad clave directamente relacionada con el uso de la base B-spline deriva del
hecho de que los B-splines son funciones compactas: un B-spline de orden & difiere de cero
solamente en k£ segmentos sucesivos. Por lo tanto, cualquier operador local expresado en
la base B-spline aparece como una matriz que tiene valores distintos de cero en una banda
diagonal de ancho 2k — 1. Ademés el Hamiltoniano, asi como la matriz de superposicion
son matrices simétricas. Resulta asi que para un dado k, en vez de N? elementos de matriz
solo se necesitan calcular y almacenar Nk elementos en la memoria.

Resolver el sistema ahora es sencillo si se tiene en cuenta el hecho de que la matriz de
superposicién (o solapamiento) S es definida positiva. El sistema generalizado de banda
simétrica se puede transformar entonces en un sistema regular con la misma estructura de
banda. Una diagonalizacion directa del nuevo sistema proporciona todas los autovalores
(que serfan las autoenergias), pero este procedimiento no es capaz de recuperar las funcio-
nes propias correspondientes ya que la matriz de transformacién (matriz N? completa) ha
sido eliminada. Teniendo todos los valores propios, los vectores propios se calculan uno por
uno en un segundo paso por iteracién inversa cuando sea necesario. Este procedimiento
nunca requiere mas que tres iteraciones para un error relativo del orden la precisién de la
maquina.

3.1.1. Sistema de dos particulas

Para considerar un sistema de dos particulas es necesario escribir un operador Ha-
miltoniano que actie sobre las variables de ambas particulas, en este caso, el operador
es

dénde 'ng es el operador Hamiltoniano que actia sobre la particula ¢ (i = 1,2) dado en

la ecuacion y U(71,73) es el operador que representa la interaccién entre las particulas

y en general es una funcion que depende del médulo de la diferencia entre 7 y 75, en otras

palabras sélo depende de la distancia entre las particulas, es decir U(7,75) = U(|7 —72|).
Para este sistema, la equacion diferencial que se tiene que resolver es

H2pwn (Fl, F2) = EipwnO?h F2) ; (312)

dénde 1), (11, 72) es la funcién de onda del sistema de dos particulas. En particular, como
las particulas son cuanticas, la funciéon de onda tiene que satisfacer condiciones de simetria
(ademés de las condiciones de contorno). Estas condiciones de contorno pueden ser que la
funcién de onda sea simétrica al intercambio de coordenada, 1(7s, 7)) = (7, T2), 0 bien
antisimétrica al intercambio de coordenadas, (7, 7)) = —1(7, Ts).
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Para resolver el problema usando el método variacional de Rayleigh-Ritz es necesario
elegir una base de funciones para el cédlculo de las matrices y pasar de una ecuacion
diferencial a una ecuacion de autovalores y autovectores. Es recomendable que dicho
conjunto de funciones cumpla con las condiciones de simetria del problema. Como estamos
interesados en el caso de funciones de onda simétricas elegimos como base una combinacion
de B-splines que sean simétricas

wi(r1) pj(ra) sl 1=
Xi,j('rbTQ) = { i(r1) pj(ra)+ei(ra2) ¢;(ri) S Z7£ ., (313)
72 J

dénde ;(r) es el i-ésimo B-spline de orden k. Las funciones definidas en Ec. B3 cumple
con la condicién de simetria x; ;j(re,r1) = Xxi,;(r1,72) para todo par de valores i, j. Para
el calculo de las matrices involucradas es mas simple, primero calcular dichas matrices
usando la base

Xij(r1,m2) = @i(r1) @;(r2) | (3.14)
y luego hacer el cambio de variable a la base simétrica de la EC BI3l En esta base la
matriz del operador Hamiltoniano queda

H; 50 = (Xig| Hop| Xir j7)

(3.15)
= (Hy)iiw Sjjr + Sior (H1)j 50 + Usirjgr s

dénde las matrices (H;) y S estdn dadas por las integrales en la EC B9, mientras que la
matriz de la interaccién entre las particulas estda dada por

Uijgr = (Xig|U(r1, m2) X g7)
— / (/ Soi(rl) QOJ(T'Q) U(Tl,’l"z) gOi/(Tl)QDj/(TQ) d’l"z) dTl.
0 0

En general, la interaccion entre las particulas es una funciéon que depende de la distancia
entre las mismas, |r; — 75|, por lo tanto el célculo de la integral en Ec. puede ser
bastante complicado. Una forma de calcular dichas integrales y que ademés se puede
aplicar a un gran nuimero de problemas es separar el integrando sobre la variable r5 en
dos, es decir, podemos definir las funciones

(3.16)

Frr ) = [ o3r) Ulra, ra) oy (ra) dr
/0 (3.17)

i (r1) = / ©;(ra) U(ry, ra) pj(re) dry

1

las cudles son integrales de una séla variable y por lo tanto pueden ser calculadas aplicando
el mismo método que se usa para las demas matrices. Luego, para evaluar los elementos
de matriz de U(ry,72) hay que calcular una nueva integral, que es de la forma

Ui ir.j i :/ i(11) fi.5/(r1) i (1) dry +/ ©0i(11) 95,57 (1) pir (1) drry . (3.18)
0 0
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3.2. Implementacién ntimerica

Este método, tanto para una particula como para dos, tiene dos partes bien diferencia-
das una es construir el sistema representado en las EC 0 y la otra es resolver dicho
sistema. Para la resolucién del sistema se utilizaron bibliotecas de terceros [2, [16] y para
armar el sistema hay que calcular las matrices involucradas. Este calculo esta expresado
en las férmulas B.9 y para para una y dos particulas respectivamente. Las itegrales
relacionadas se aproximaron con el método Gauss Legendre.

Llamemos vy al tercer término de la derecha la Ec. y ke los dos primeros términos
de y s representa la matriz S en B.I0. Llamaremos INT _G el grado de cuadratura,
L_INT la cantidad de intervalos, este parametro define el tamano y por tanto la presicién
del calculo.

3.2.1. Primera implementacién para una particula

Para el armado de las matrices se puden diferenciar dos procesos o bloques secuenciales,
el primero realiza un calculo auxiliar y el segundo calcula las matrices de la Ec. B9y B.10
con Cuadratura Gaussiana.

En el primer bloque (ver algoritmo [T) se calcula: los knots de los B-splines con una
distribucién uniforme (ver lineas [0 hasta 22]), las abscisas y pesos de la cuadratura de
Gauss-Legendre para cada punto de integracion, estos puntos son L_INT intervalos to-
mados uniformemente entre los limites 7, V Tmee de las integrales de la Ec. B9 (ver
lineas [3 hasta []]).

En el segundo bloque (ver algoritmo [B]) se calculan las matrices de solapamiento s, la
matriz de potencial v, y la matriz de energia ke. Las integrales de cada punto de la matriz
se realizan con la cuadratura de Gauss-Legendre sobre B-splines, esto se puede ver en las
lineas [3] hasta 23] notar que en la linea [@ calculamos el valor de la funcién en ese punto
(las dependencias del mismo se dan en el indice son j e i) y luego realizamos la operacién
con los pesos correspondiente a cada parte de la matriz. Cada valor de B-spline tiene un
cierto peso dado por la cuadratura segin la posicion de la matriz.

Luego se integra de la misma manera con las dervidas de los B-splines (lineas
hasta B8]) como esté escrito en la Ec. B9 Notar que la evaluacién de los B-splines (o mds
bien sus derivadas) son calculados dentro del ciclo que realiza la integracion por Gauss-
Legendre por tanto esa funcion es evaluada mas de una vez. Mas adelante veremos co6mo
optimizamos esto con una factorizacién de cédigo.

3.2.2. Primera implementaciéon para dos particulas

El armado de las matrices para dos particulas se puede ver en tres partes (o bloques): la
primera es calcular las matrices (H;) y S del problema de una particula como fué descripto
mds arriba, la segunda es calcular la interaccion U, y.; i v luego armar las matrices en una
base simétrica segtin Ec. B.13l

La Interaccion (sequnda parte) se describe en el algoritmo [0 En esta rutina se realiza
el célculo del tensor de la Ec. [3.16] integrando con Gauss-Legendre. El tensor U, ;. ;i es
calculado parcialmente en cada vuelta del ciclo de la linea [3] entonces sélo se calculan las

rcralimet
funciones f;7, v g3 del ciclo 4,4 (ver Ec. BI7). Como estas funciones son computadas
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Result: Calculo auxiliar z, w, t y k

o (Tmax_rmin)
dr = =157

nk=LINT +2x KORD —1
for i € [0,L_INT) do
ri = Tpin + 1% dr
rf=ri+dr
x[i] = abscisas del método de gauss — legendre en el intervalo [ri,r f]
wli] = pesos del método de gauss — legendre en el intervalo [ri,r f]
end
t[O] = T'min
k0] = 0
for i € [1, KORD — 1] do
tli] = t[i — 1]
k[i] = k[i — 1]
end
for i € [KORD, KORD + L_INT] do
tli] = tli — 1] + dr
kli] = k[i — 1]+ 1
end
for i € [KORD + L_INT,nk| do
tli] = t[i — 1]
k[i] = k[i — 1]
end

© W N O ok W =

e O S ST
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Algoritmo 7: Calculo auxiliar

con el método de Gauss-Lengre en las lineas [§ hasta 29, se realiza un efoque similar al
explicado en la seccién B.2.1] sélo hay que tener cuidado con los limites de integracion.
Luego se realiza el resto de la integracién en las lineas B1] hasta con el método de
Gauss-Legendre tomando como funcion U; i = |/5;; % Sir i1

La tercera parte se trata de construir el Hamiltoniano y la matriz de Solapamiento.
Para ésto se utiliza la una nueva base explicada en B.I3] Entonces si ya se tienen calcu-
lado U y S (matriz de solapamiento para una particula) luego resta realizar el célculo
descripto en variando los puntos 7. Este célculo es descripto en el algoritmo Las
condicionales que estan en las lineas [12], [15], 18 y 21l indican como debe ser calculada la
base que fue explicada en B.I3] segun el caso.
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Result: Calculo de las matrices s, vy v ke

nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base
ma = 0,5 % Imax * (Imaz + 1) > Imax es el momento angular
for i € [KORD — 1, KORD+ L_INT — 1) do

for j € [0,INT_G) do

rr = x[k[i], j]

sp = evaluar los b-splines en el punto rr

for m € [0, KORD) do

im=1— KORD +m

if 0 <im < nb then

for n € [0, KORD — 1] do

in=1i— KORD +n

if 0 <in < nb then

i += splm] * spln] * wlk(i, j

kg += maxsp[m]*sp[n]xw[k[i].j]

TT*TrTr

if 70 < 7rr < Tpes then
| voij += spm] * sp[n] * wlkli], j]
end

end
end

end
end

end
end
for i € [0, KORD + L_INT — 1) do
for m € i — KORD + 1,i| do
if 0 < m < nb then
for n € [m,i] do
if 0 <n < nb then
for j € [0,INT_G) do
rr = x[kli], j]
bm = derivada del b — spline en el punto rr en el indice m

bn = derivada del b — spline en el punto rr en el indice n
kel'j += 075*w[k[ﬂvﬂ*bM*bn

me
end

> me es la masa de la particula

end

end
end

end

end
Algoritmo 8: Célculo de matrices
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Result: Calculo de la interaccién Vef

33

Vef =0 > Tensor de dimensién N*, que representa H; ;.; ir
nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base

for i € [KORD — 1, KORD + L_INT — 1) do

for abs € [0,INT_G) do

rry = x[k[i], abs]

wy = wlkl[i], abs]

f=0

g=20

for / € [KORD — 1, KORD + L_INT —1) do
for abc € [0,INT_G) do

rro = x[k[i'], abc]

wy = wlkl[i], abs’]

sp = evaluar los b-splines en el punto rry
for m € [0, KORD) do
j=1—KORD+m

if 0 < j < nb then

for n € [0, KORD) do

j =17 —KORD +n

if 0 < j’ < nb then

if rro < rry then
| Frr = splm] % spln] * wy/rr

else
| ;5 += sp[m] * sp[n] « wy/rrs

end

end
end
end
end
end

end

sp = evaluar los b-splines en el punto rry
for m € [0, KORD) do
im=1—KORD+m

if 0 <im < nb then

for m’ € [1, KORD) do

im' =1— KORD +m’ — 1

if 0 <im’ < nb then

for j € [1,nb) do

for j/ € [1,nb) do

‘ Ve fimim; jj0 + = Sp[m]*Sp[mﬁii:,(ﬁm+g“/)
end

end
end
end
end
end
end
end

Algoritmo 9: Interaccién

> Matriz N2
> Matriz N2
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Data: s, vy, ke, Vef
Result: Calculo de la simetrizacion, hsimei,, MSeiq

nb=L_INT + KORD — 3 > tamano de la base
mh = ke — vg
i=0
for n € puntos n do
hsim =0
ms =0
for n € [0,nb) do
for m € [n,nb) do
j=0
for n' € [0,nb) do
for m’ € [n/,ndb) do
if m =n and m’ =n’ then
hsimg j = 2 % Sy pr % My + 0% Ve n
Msi,J = Spp * S0,
else if m # n and m’ = n’ then
hsim,; ; = % 5 (2% S g % MAy r + 2% Sy % Mgy + 1) %
Vefmmnnn + 1% Ve nmn )
ms;j = 2% % * Sy % STV,
else if m =n and n’ # m’ then
hsim; j = % (2% St * MNpy g + 2% Sppr * Mgy s + 1) %
Vefn,n:n/,m/ +nx* Vefn,n:m’,n’)
ms;; = 2% % % Syt * Spmy
else
hsimg j = Syps * MMy + Spms % MMy, +
Sm,m! * My ny + Sy % Mbyy
S 0,5 * (Vefn,m;ngm/ -+ V@fm,n;n/,m/ -+ V@fmm;m/,n/, Vefm,n;m/m/)
MmSij = Snn' * Smum’ T Snym! + Smn/
end
j=7+1
end
end
1=1+4+1
end
end
guardar sistema(hsim,ms)
end

Algoritmo 10: Simetrizacion



Capitulo 4

Modelos Computacional CPU y
GPU

En esta seccion explicaremos las nociones preliminares necesarias sobre las arquitec-
turas de la CPU y GPU, relacionadas con computacién de alto desempenio. Veremos un
pantallazo general sobre las mismas, nos detendremos detallando solo las caracteristicas
relevantes para este trabajo.

4.1. CPU

Sobre la arquitectura de CPU explicaremos su jerarquia de memoria y sus tiempos de
accesos en términos de ciclos.

La unidad central de procesamiento (o CPU por sus siglas en inglés: central proces-
sing unit), es el hardware dentro de la computadora que realiza las operaciones bésicas
aritméticas, 16gicas y de entrada/salida.

La secuencia clésica de una instruccién es la siguiente: buscar la instruccién en la
memoria, Decodificar la instruccion, Ejecutar la instruccion y Almacenar resultados. Los
dos primeros pasos se conocen como ciclo de bisqueda. El ciclo de bisqueda procesa la
instruccion que contiene el cédigo de operacion y el operando. Los pasos 3 y 4 del ciclo
de instruccién se conocen como ciclo de ejecucion.

4.1.1. Jerarquia de memorias

La jerarquia de memoria es la organizacion piramidal de la memoria en niveles que
tienen las computadoras. Aqui solo abordaremos las distintas memorias representadas en
la figura .11

4.1.1.1. Registros

Los registros estan en la cima de la jerarquia de memoria y son la manera més rapida
que tiene el sistema de almacenar datos. Los registros son una memoria de alta velocidad
y poca capacidad, esta integrada en el microprocesador y permite guardar y acceder a
valores muy usados en operaciones matematicas. Los registros se miden por lo general por
el nimero de bits que almacena. Tipos de registros:

35
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Figura 4.1: Diagrama piramidal de la jerarquia de memoria

1. De datos: usados para guardar niimeros enteros.

2. De memoria: usados para guardar exclusivamente direcciones de memoria.

3. De proposito general: pueden guardar tanto datos como direcciones.

4. De punto flotante: usados para guardar datos en formato de flotante.

5. De proposito especifico: guardan informacion especifica del estado del sistema.

6. Constante: tiene valores creados por el hardware de sélo lectura.

4.1.1.2. Memoria Caché

Es una memoria rapida y pequena, situada entre la memoria principal y el micropro-
cesador, especialmente disenada para contener informacién que se utiliza con frecuencia
en un proceso con el fin de evitar accesos a otras memorias, reduciendo considerablemente
el tiempo de acceso al ser mas rapida que el resto de la memoria principal.

La memoria caché es una memoria en la que se almacena un serie de datos para su
rapido acceso. La memoria caché de un microprocesador es de tipo volatil (del tipo RAM),
pero de una gran velocidad. Su objetivo es almacenar una serie de instrucciones y datos
a los que el microprocesador accede continuamente, con el fin de que estos accesos sean
instantaneos.

Cuando la CPU necesita una palabra de memoria, se revisa la caché. Si se encuentra
la palabra en caché, se lee de ahi mismo. Si la palabra direccionada de la CPU no se
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Memoria Memoria
Principal Caché
indice Datos indice MarcaDatos
0 xyz 0 2 ahc
1 pdg >'< 1 0 xyz
2 abc
3 rgf

Figura 4.2: Mapeo de RAM a caché

encuentra en caché, se accede a la memoria principal para leer la palabra. Después se
transfiere un bloque de palabras que contiene la palabra que se buscab de la memoria
principal a la memoria caché. El tamano de bloque puede variar de una palabra a cerca
de 16 palabras adyacentes a la que se accedid. De esta manera se trasfieren algunos datos
la caché para que las futuras referencias a memoria encuentren la palabra requerida en la
memoria caché.

Hay tres tipos diferentes de memoria caché para microprocesadores:

1. Caché de primer nivel (L1): Integrada en el ntcleo del microprocesador, trabajan-
do a la misma velocidad que este. La cantidad de memoria caché L1 varia de un
microprocesador a otro. Esta memoria suele a su vez estar dividida en dos partes
dedicadas, una para instrucciones y otra para datos.

2. Caché de segundo nivel (L.2): Integrada en el microprocesador, no directamente en
el nicleo. Es algo mas lenta que la caché L1 y suele ser mayor que dicha caché L1.
Su utilizacién esta mas encaminada a programas que al sistema.

3. Caché de tercer nivel (L3): Es un tipo de memoria caché mas lenta que la L2. En
un principio esta caché estaba incorporada a la placa base, no al microprocesador,
y su velocidad de acceso era bastante méas lenta que una caché de nivel 2 o 1. Si
bien sigue siendo una memoria de una gran velocidad (muy superior a la RAM y
mucho mds en la época en la que se utilizaba), depende de la comunicacién entre el
microprocesador y la placa base.

La memoria caché esta estructurado por celdas, donde cada celda almacena un byte. La
entidad basica de almacenamiento la conforman las filas, llamados también lineas de caché.
Cuando se copia o se escribe informacién de la RAM por cada movimiento siempre cubre
una linea de caché. La memoria caché tiene incorporado un espacio de almacenamiento
llamado Tag RAM, que indica a qué parte de la RAM se halla asociada cada linea de
caché, es decir, traduce una direccion de RAM en una linea de caché concreta.

4.1.1.3. Memoria RAM

La memoria de acceso aleatorio o memoria de acceso directo (Random Access Me-
mory). Se compone de uno o mds chips y se utiliza como memoria de trabajo para pro-
gramas y datos. Es un tipo de memoria temporal que pierde sus datos cuando se queda
sin energfa (al apagar la computadora), por lo cual es una memoria volatil. Se trata de
una memoria de semiconductor en la que se puede tanto leer como escribir informacion.
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Se utiliza normalmente como memoria temporal para almacenar resultados intermedios y
datos similares no permanentes. Se dicen de acceso aleatorio o de acceso directo porque
los diferentes accesos son independientes entre si. Las RAMs se dividen en:

1. Estaticas: mantiene su contenido inalterado mientras esté alimentada.

2. Dinamica: la lectura es destructiva, es decir que la informacion se pierde al leerla.
Para evitarlo hay que restaurar la informacion contenida en sus celdas, operaciéon
denominada refresco.

4.1.1.4. Disco Duro

El disco duro (hard disk) es una unidad de almacenamiento magnético de la informa-
cién. Es un disco metalico (normalmente de aluminio) recubierto con una capa de material
magnetizable por sus dos caras (usualmente niquel). El disco duro magnético esté dividido
en pistas concéntricas. Cada pista se divide en igual nimero de bloques radiales deno-
minados sectores. La capacidad de almacenamiento en bytes por cada pista es variable,
dependiendo del tamano de la misma y de la densidad de grabacion. En todas las pistas
de un mismo disco (desde las exteriores hasta las interiores) cabe la misma cantidad de
informacion, lo que se consigue grabando con mayor densidad en las pistas interiores y
menor densidad en las pistas exteriores.

Otro tipo de disco aparte del magnético y de uso masivo es la unidad de estado
sélido, dispositivo de estado sélido o SSD (acrénimo inglés de Solid-State Drive). Es un
tipo de dispositivo de almacenamiento de datos que utiliza memoria no volatil, como la
memoria flash, para almacenar datos en lugar de los platos o discos magnéticos de las
unidades de discos duros (HDD) convencionales. En comparacion con los discos duros
tradicionales, las unidades de estado sélido son menos sensibles a los golpes al no tener
partes moviles, son practicamente inaudibles y poseen un menor tiempo de acceso y de
latencia, lo que se traduce en una mejora del rendimiento exponencial en los tiempos de
carga de los sistemas operativos. En contrapartida, su vida 1til es muy inferior ya que
tienen un ntumero limitado de ciclos de escritura, pudiendo producirse la pérdida absoluta
de los datos de forma inesperada e irrecuperable. Los SSD hacen uso de la misma interfaz
SATA que los discos duros por lo que son facilmente intercambiables sin tener que recurrir
a adaptadores o tarjetas de expansion para compatibilizarlos con el equipo.

4.1.1.5. Memoria virtual

Es un concepto que permite al software usar mas memoria principal que la que real-
mente posee. Muchas aplicaciones requieren el acceso a mas informacién (cédigo y datos)
que la que se puede mantener en memoria fisica. Esto es asi sobre todo cuando el sis-
tema operativo permite multiples procesos y aplicaciones ejecutandose simultaneamente.
Una soluciéon al problema de necesitar mayor cantidad de memoria de la que se posee
consiste en que las aplicaciones mantengan parte de su informacién en disco, moviéndola
a la memoria principal cuando sea necesario. Aunque la memoria virtual podria estar
implementada por el software del sistema operativo, en la préactica casi siempre se usa
una combinacion de hardware y software, dado el esfuerzo extra que implicaria para el
microprocesador.
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Cuando se usa Memoria Virtual, o cuando una direccién es leida o escrita por la CPU,
una parte del hardware dentro de la computadora traduce las direcciones de memoria
generadas por el software (direcciones virtuales) en:

1. La direccién real de memoria (la direccién de memoria fisica): la referencia a la
memoria es completada, como si la memoria virtual no hubiera estado involucrada:
el software accede donde debia y sigue ejecutando normalmente.

2. Una indicacién de que la direcciéon de memoria deseada no se encuentra en memoria
principal (llamado excepciéon de memoria virtual): el sistema operativo es invocado
para manejar la situacion y permitir que el programa siga ejecutando o aborte segiin
sea el caso.

La memoria virtual es una técnica para proporcionar la simulacién de un espacio de
memoria mucho mayor que la memoria fisica de una maquina. Esta ilusion permite que
los programas se ejecuten sin tener en cuenta el tamano exacto de la memoria fisica. La
ilusién de la memoria virtual estd soportada por el mecanismo de traduccién de memoria
junto con una gran cantidad de almacenamiento rapido en disco duro. Asi en cualquier
momento el espacio de direcciones virtual hace un seguimiento de tal forma que una
pequena parte de él esta en memoria real y el resto almacenado en el disco, pudiendo ser
referenciado facilmente.

4.1.2. Memorias RAM vs Cachés

A medida que la velocidad de los procesadores aumenta, el acceso a memoria es re-
lativamente lento (en cuanto a cantidad de ciclos de CPU para hacer entrada salida).
La solucién al problema de tener memoria relativamente lenta es anadir almacenamiento
en memoria caché y prefetching: la memoria caché proporciona un acceso rapido a datos
utilizados frecuentemente y el prefetching precarga datos en cache si el patréon de acceso
es predecible.

Cargar de cache toma algunos ciclos (depende de la jerarquia) y cargar desde memoria
RAM toma cerca de 400 ciclos como se puede ver Cuadro 4.1l Si la CPU puede predecir
los bloques de memoria que utilizard (prefeching) entonces la perdida de ciclos por traer
memoria desde RAM es mucho menor. Por lo tanto hacer codigo amigable con la caché es
importante en las rutinas que son CPU bound. El uso de patrones de acceso a la memoria
predecible y el funcionamiento en trozos de datos que son mas pequenos que la caché de
la CPU obtendra la mayores beneficios de las cachés modernas.

4.2. GPGPU

GPGPU es el término que se utiliza para designar las tareas de propdsito general,
tipicamente pensadas para ser procesadas en una CPU, que aprovechan el potencial de la
GPU para ejecutarse en ella. Dado que los procesadores graficos son mucho més eficientes
en cierto tipo de operaciones, los resultados se obtendran més rapidamente.

El problema de la GPGPU es precisamente que no todas las tareas tienen que ser mas
eficientes en una GPU. Estas estdn especializadas en tareas altamente paralelizables cuyos
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Evento Latencia Escalado
1 Ciclo de CPU 0.3 ns 1s
Nivel 1 acceso a cache 0.9 ns 3s
Nivel 2 acceso a cache 2.8 ns 9s
Nivel 3 acceso a cache 12.9 ns 43 s
Acceso a Memoria principal (DRAM, from CPU) 120 ns 6 min
Disco de Estado Sélido I/O (flash memory) 50-150 ps 2-6 dias
Disco Rotacional 1-10 ms | 1 - 12 meses

Cuadro 4.1: Cuadro de latencias de los diferentes accesos a memoria

algoritmos puedan subdividirse, procesarse por separado para luego unir los subresultados
y tener el resultado final.

4.2.1. CUDA como modelo de programacién escalable

Las arquitecturas de CPU de multiples nucleos y GPU significaron que los chips de
procesadores convencionales fueran sistemas paralelos. Mas atn, su paralelismo continua
escalando con la ley de Moore. El desafio es lograr construir aplicaciones que utilicen
este paralelismo y que de forma transparente escalen para aprovechar el incremento en
el nimero de ntcleos. Tal como las aplicaciones de procesamiento grafico 3D escalan su
paralelismo a GPU de miiltiples nticleos.

El modelo de programacién paralelo de CUDA esta disenado para sobreponerse a este
desafio mientras facilita el aprendizaje con la utilizacién del estandar de C.

Su modelo proporciona tres tipos de abstracciones: una jerarquia de grupos de hilos
(threads), memoria compartida y barreras de sincronizacion. Estas son utilizadas por el
programador a través de un nimero pequeno extensiones del lenguaje C.

Estas abstracciones proveen de paralelismo de datos de grano-fino y paralelismo de
hilos, mezclado en medio de un paralelismo de datos de grano-grueso y paralelismo de
tareas. Esto lleva al usuario a dividir el problema en subproblemas que puedan ser solu-
cionados independientemente en paralelo por bloques de hilos y cada problema en partes
mas pequenas que puedan ser resueltos de forma cooperativa en paralelo por todas los
hilos de un mismo bloque.

Esta descomposicion preserva la expresividad del lenguaje permitiendo a los hilos
cooperar cuando solucionan cada subproblema y, al mismo tiempo, permite la escalabili-
dad autométicamente. De este modo, cada bloque de hilos puede ser asignado a cualquiera
de los multiprocesadores disponibles en la GPU en cualquier orden y de forma concurren-
te o secuencial, permitiendo que el codigo CUDA pueda ejecutarse en cualquier ntimero
de multiprocesadores. Esto permite que 6lo el sistema de planificacién deba conocer la
cantidad fisica de multiprocesadores, como se ilustra en la Figura (4.3

4.2.1.1. Modelo de programacion

En esta Seccién presentaremos los conceptos principales del modelo de programacion
de CUDA C. CUDA C extiende el lenguaje estandar C, permitiendo al programador definir
funciones llamadas Kernels que, cuando son llamadas, se ejecutan N veces en paralelo por
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Multithreaded CUDA Program
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Figura 4.3: Escalabilidad Automatica

N hilos de CUDA, a diferencia de s6lo un hilo en una funcion regular de C. El programador
es quién decide el valor dinamico o estatico del parametro N en el momento de ejecutar
el kernel. A cada hilo que ejecuta un kernel se le asigna un identificador tnico el cual es
accesible por el hilo dentro del kernel. Estos identificadores siguen los lineamientos de la
jerarquia de hilos analizada a continuacion.

Jerarquia de Hilos

Cada identificador de hilo puede ser visto como una 3-upla, por lo que cada hilo puede
ser identificado utilizando un indice de una, dos o tres dimensiones formando asi un
bloque de hilos de una dos o tres dimensiones. Esto provee una forma natural de mapear
los identificadores de hilos con el accesos a datos. Hay un limite en el nimero de hilos por
bloques ya que se espera que cada bloque de hilos resida en un mismo multiprocesador y
debe compartir recursos de memoria limitados dentro del procesador. El niimero maximo
de hilos por bloques es de 1024 en la arquitectura utilizada en este trabajo.

Los bloques son organizados en grillas de una, dos o tres dimensiones como se ilustra
en la Figura [£.4l El nimero de bloques de hilos en una grilla estd normalmente limitado
directamente por le tamano de los datos a procesar o el niimero de procesadores en el
sistema.

Cada bloque dentro de una grilla puede ser identificado por un indice de una, dos o
tres dimensiones (segun haya sido declarado) y accesible dentro del kernel a través de una
variable predefinida. Del mismo se puede acceder a las dimensiones del bloque de hilos y
a la grilla de bloques.

Los hilos dentro de un bloque pueden cooperar entre ellos compartiendo datos a través
de memoria compartida y sincronizando su ejecucién para coordinar el accesos a esta
memoria. Para que la cooperacion sea eficiente, se requiere que el acceso a memoria
compartida tenga baja latencia y la sincronizacién no tenga una gran penalizacion.
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Figura 4.4: Grilla de bloques de hilos

Jerarquia de Memoria

Los hilos de CUDA pueden acceder a diferentes espacios de memoria durante su eje-
cucion como se ilustra en la Figura L5l Cada hilo dispone de memoria local. Cada bloque
de hilos dispone de memoria compartida visible por todos los hilos de un mismo bloque.
Todos los hilos tiene acceso a la misma memoria global.

Hay adicionalmente dos memorias de sélo lectura accesible por todos los hilos: memoria
constante y memoria de textura. La memoria global, memoria de textura y memoria
constante estan optimizadas para diferentes usos. La memoria de textura ofrece un modo
de acceso y filtrado de datos para formatos de memoria especificos. No cubriremos este
tipo de memoria ya que no es utilizada en el trabajo.

Per-thread local
memory
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Figura 4.5: Jerarquia de memoria



43

Programacion Heterogénea

El modelo de programacién de CUDA asume que los hilos de CUDA ejecutan en un
dispositivo fisicamente separado que opera como un coprocesador del host que esta ejecu-
tando la aplicacién. Por lo general (y para el anélisis de nuestro trabajo) esta aplicacién
estd escrita en C/C++ utilizando el lenguaje CUDA. El c6digo kernel serd ejecutado es-
pecificamente en la GPU y el resto del programa se ejecutara en el procesador central o
CPU.

Ademas, el modelo computacional de CUDA asume que tanto el host como el disposi-
tivo manejan distintos espacios de memoria referidos como memoria de host y memoria de
dispositivo respectivamente. CUDA provee una API completa para manejar la memoria
de dispositivo y poder ser alocada, escrita y leida por el host.

4.2.2. Implementacion del hardware CUDA GPGPU

La arquitectura de NVIDA GPU esta construida alrededor de un arreglo de procesa-
dores de flujo de multiples hilos o Streaming Multiprocessors (SMs). Cuando un programa
CUDA esta ejecutando en host e invoca la ejecucion de una grilla de kernels, los bloques
de la grilla son numerados y distribuidos a los multiprocesadores disponibles para su eje-
cucion. Los hilos de un bloque ejecutan concurrentemente en un mismo multiprocesador
y miltiples bloques de hilos pueden ejecutar de forma concurrente en un mismo multi-
procesador. A medida que los bloques de hilos terminan, nuevos bloques son asignados a
los multiprocesadores vacantes.

Los multiprocesadores estan disenados para ejecutar cientos de hilos de forma concu-
rrente. Para manejar este niimero de hilos, éstos utilizan una arquitectura llamada SIMT
(Single Instruction, Multiple Thread)

4.2.2.1. Arquitectura SIMT

Los multiprocesadores crean, manejan, planifican y ejecutan en paralelo grupos de
32 hilos llamados warps. Cada hilo de un warp comienzan juntas en el mismo punto del
programa, pero cada uno tiene su propio contador de instrucciones, registros de estados
y son libres de ejecutar independientemente.

Cuando un multiprocesador posee uno o mas bloques de hilos para ejecutar, éste parte
los bloques en warps y cada warp es planificado por un planificador de warps para ser
ejecutada. La forma en que los bloques son divididos en warps es siempre la misma: cada
bloque contiene hilos con identificadores numéricos asignados de forma consecutiva. El
primer warp contiene los hilos con identificadores 0 a 31, la segunda warp los hilos 32 a
63 y asi sucesivamente.

Cada hilo dentro de un mismo warp ejecuta una misma instrucciéon al mismo tiempo,
por lo tanto el rendimiento éptimo se consigue cuando los 32 hilos de un warp siguen el
mismo camino de ejecucién. Si los hilos de un warp divergen en el flujo de ejecucién, la
ejecucion de los hilos del warp son serializados, deshabilitando los hilos que no estan en
el flujo de ejecucién. Cuando los posibles caminos convergen, todos los hilos vuelven al
mismo punto del programa. Esto sélo ocurre entre hilos de un mismo warp. Diferentes
warp ejecutan independientemente.
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Si analizamos la correccion del programa, el programador puede esencialmente ignorar
el comportamiento de la arquitectura SIMT. Sin embargo, se pueden conseguir sustancia-
les mejoras de rendimiento teniendo en cuenta la forma en que los hilos son agrupados y
como es el comportamiento de ellos en los warps. En la practica, esto es andlogo a cémo
se comporta la caché. El tamano de caché puede ser ignorado en la correcciéon del di-
seno, pero debe ser considerado en la estructura del cédigo para conseguir el rendimiento
maximo. La arquitectura SIMT, requiere de ciertos cuidados al acceder a la memoria y
manejar la divergencia de los hilos. Estos serdn analizados a mds adelante.

4.2.2.2. Caracteristicas del Hardware Multi-hilo

El contexto de ejecucién de cada warp (contadores de programa, registros, etc.) es
mantenido en la memoria interna de cada multiprocesador lo largo de la vida del warp.
Esto implica que cambiar de un contexto de ejecucién a otro no tiene costo, hecho que es
aprovechado para que los multiprocesadores mantengan un conjunto de warps activas para
la ejecucion y el planificador de ejecucion del multiprocesador elija cudl es el siguiente warp
a ejecutar. El modo de manejar la ejecucién de las warps es una gran ventaja en el diseno
de la arquitectura, permitiendo ocultar de forma éptima la latencia de lectura y escritura
a memoria, siempre y cuando el multiprocesador tenga suficientes warps disponibles para
la ejecucion.

En particular, cada multiprocesador contiene una conjunto de registros de 32-bits
que son divididos a lo largo de los warps y una caché de datos y memoria compartida
que es dividida a lo largo de los bloques de hilos. El nimero de bloques y warps que
pueden residir y ser procesados al mismo tiempo dentro de un multiprocesador para un
programa dado, depende de la cantidad de registros y memoria compartida utilizada
para el programa y la cantidad de registros y memoria compartida disponibles en el
multiprocesador. También existe un nimero maximo de bloques residentes y de warps
residentes en cada multiprocesador.

Para comprender este hecho, veremos un ejemplo concreto en la arquitectura especifica
utilizada en el trabajo. Hablamos de la arquitectura Kepler de NVIDA. En esta arquitec-
tura, el tamano de los warps es 32 y cada multiprocesador posee 256 KB de memoria de
registros y memoria compartida programable en 16, 32 o 48 KB. Supongamos que posee-
mos un kernel que utiliza 25 registros locales de 32 bit y cada bloque lanzado es de 256
hilos. Cada bloque necesita de 256 x 25 x4 = 25K B lo cuél nos indica que no puede haber
mas de 10 bloques simultaneamente en el mismo SM. De haberlo, el multiprocesador se
quedaria sin memoria local. Recordemos que cada hilo necesita que sus valores locales
persistan en memoria local a lo largo de su ejecuciéon para permitir que el planificador los
saque y ponga en ejecucion rapidamente. Del mismo modo si los SM estan configurados
para tener 48KB de memoria compartida y cada bloque utiliza 12KB de esta memoria, no
puede haber mas de 4 bloques simultdneamente en el mismo SM. De estos dos parametros
analizados, para determinar en tiempo de compilacion cuantos bloques pueden residir en
cada SM, se concluye que el minimo entre ambos deber ser el valor final.

De lo analizado anteriormente se desprende un valor de utilizacién de los multipro-
cesadores o occupancy que es el porcentaje entre la cantidad de bloques de un kernel en
particular que puede manejar cada cada multiprocesador y la cantidad maxima de bloques
determinados por la arquitectura. En el caso de la arquitectura Kepler el nimero maximo
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de bloques por SM es 16. Asi, Occupancy es un valor entre 0 y 1. Mientras mas cerca de 1
se encuentre, no significara que el codigo serd mas eficiente ya que esto depende de la com-
binacién de muchos factores, pero determina cuan ocupado estaran los SM, permitiendo
asi mejorar el ocultamiento de latencia de accesos a memoria entre otras cosas.

4.2.3. Técnicas de Rendimiento

Para lograr conseguir el méaximo rendimiento de la arquitectura GPU es necesario
adaptar el problema para seguir algunos lineamentos de la arquitectura. En nuestro pro-
blema trataremos de conseguir :

1. Maximizar la ejecucion en paralelo para alcanzar la maxima utilizacion.

2. Optimizar el uso de la memoria para alcanzar el médximo ancho de banda.

Para lograr la méxima utilizacion debemos separar el problema en bloques lo més
independientes posibles para que éstos puedan ser mapeados a diferentes componentes del
sistema y mantener estos componentes lo méas ocupados posible. A nivel multiprocesador,
como ya explicamos, es importante que haya muchas warps activas dispuestas a ejecutar
para poder ocultar la latencia de acceso a memoria. Ademas, es necesario que los threads
de un mismo warp minimicen las bifurcaciones y las sincronizacién como barreras o mutex
de escritura de memoria.

En cuanto a utilizacién de memoria, el primer paso es tratar de maximizar el rendi-
miento en los accesos a memoria de bajo ancho de banda, es decir, memoria que reside en
el dispositivo. Las técnica mas utilizada es disenar el algoritmo para minimizar el acceso
a memoria global y utilizar la memoria compartida como una caché intermedia entre la
lectura - operacion - escritura. El esquema bésico seria :

1. Cargar los datos de memoria global a memoria local.

2. Sincronizar todas los threads del bloque de tal modo que cada thread pueda acceder
a la memoria cargada por otro thread de forma segura.

3. Procesar los datos en memoria compartida.

4. Sincronizar nuevamente, si es necesario, para asegurar que todos las threads termi-
naron de procesar los datos.

5. Escribir los resultados nuevamente a memoria global.

Otro punto que mejora el rendimiento es seguir los patrones de accesos 6ptimos a
memoria. Cada memoria tiene sus propias caracteristicas.

La memoria global reside en memoria del dispositivo, esta memoria es accedida a
través de transacciones de 16, 32 y 64 bytes. Dichas transacciones estan alineadas. Cuando
una warp ejecuta una instruccién que accede a memoria global, ésta genera las cantidad
de transacciones necesarias dependiendo del tamano de dato accedido de tal manera de
poder satisfacer cada hilo y luego lo distribuye entre ellos. Por lo general, mientras méas
transacciones sean necesarias, mas datos innecesarios son transferidos al warp y luego
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desechados, empeorando el rendimiento. Por ello es importante que las instrucciones de
acceso a memoria global sean hechas de tal forma que los datos necesarios por los hilos
estén los méas juntos posibles.

Los accesos a memoria local s6lo ocurren para algunas variables automaticas las cuales
son ubicadas en este espacio de memoria por el compilador. El espacio de memoria local
reside en memoria de dispositivo, por lo tanto sus accesos tiene alta latencia y bajo
ancho de banda. Adema&s estan sujetas a los mismos requerimientos de accesos que lo
nombrado anteriormente en el acceso a memoria global. Ya que el acceso a esta memoria
estd controlada por el compilador, éste se encarga de generar los patrones de acceso que
maximicen el rendimiento.

La memoria compartida reside en los multiprocesadores. Por ello los accesos a esta
memoria tiene mas baja latencia y mas alto ancho de banda que la memoria local y la
memoria global. Para maximizar el ancho de banda, la memoria compartida es dividida en
modulos de igual tamano, llamados bancos, los cuales pueden ser accedidos simultanea-
mente. Cualquier requerimiento de lectura o escritura realizado a n direcciones que caen
en n bancos de memoria distintos pueden ser servidos simultaneamente. Del mismo mo-
do, accesos simultaneos de varios hilos a posiciones distintas del mismo banco generan la
serializaciéon del acceso. Es importante destacar que si varios hilos acceden a la misma po-
sicién de memoria, el warp realiza una sola transaccion y luego distribuye la informacién
a todos los hilos que la requirieron.

La memoria constante y memoria de textura son memorias que residen en memoria
de dispositivo, pero no analizaremos su patron de acceso ya que este trabajo no hace uso
de este tipo de memorias.



Capitulo 5
Optimizacion

Este trabajo tiene como objetivo la optimizacién de diferentes funciones y estructuras
de datos de una implementacion del método variacional de Rayleigh-Ritz explicado en
la Seccién [3], ya que esta implementacién escala muy mal, necesitando gran cantidad de
memoria y tiempo de procesamiento a medida que el tamano del problema crece. A lo
largo de este Capitulo mostraremos las diferentes modificaciones, tanto algoritmicas como
de estructuras de datos mas eficientes, para lograr que el programa tome menor tiempo
y memoria, logrando una mejor escalabilidad.

5.1. Optimizacién en Memoria

La optimizacién en cuanto a almacenamiento se da en dos cambios:

» BEvitar almacenar ceros en la matrices: almacenar la minima cantidad de ceros po-
sibles sin desmerecer la eficiencia.

= No almacenar datos que requieren unas pocas operaciones para ser recalculados: ir
a buscar estos datos a memoria puede ser mas costoso que recalcularlos.

Para ésto se utilizo estructuras de matrices dispersas y se reemplazaron arreglos por
funciones que devuelven el mismo valor dado un indice. Se utilizé dos tipos de estructuras:
CDS explicadas en 243y CCS explicadas en 2.4.T]

5.1.1. Matrices de Banda

Las matrices que estaban definidas en torno a la traza segtin la constante KORD
son s, v, ke, f y g (ver Figura [5.5) donde todas son simétricas salvo f y g, por lo que se
utilizé una estructura de matriz de banda. Estas matrices son comprimidas en un orden
de O((Linyr + KORD)?) a O((Liyr + KORD) x KORD).

La variable Vef; ; r; es un tensor que puede ser comprimida en una matriz, si no se al-
macenan los elementos nulos, este tensor es comprimido en un orden de O((L;n7 + KORD)*)
a O(((Lint + KORD) x KORD)?), la distribucién de no ceros de esa matriz se ve refle-
jado en las Figuras y B4l Para mantener una interfaz limpia se realiza un redireccio-
namiento de indices. En esta variable el incide 7 y k tanto como el j y [ estan relacionadas
de la siguiente manera: cuando los incides |i — k| > KORD o |j — 1| > KORD Vef; .

47



48

vale 0, por tanto se puede aplicar un redireccionamiento analogo al de las matrices de

banda.

5.1.2. Matrices de Almacenamiento de Columnas Comprimidas

Para las matrices hsim, ms, mv que no necesariamente estan definidas sélo en torno
a la traza (ver Figura [5.1]) se utilizé este tipo de almacenamiento, que también es prove-
choso para el método de Arnoldi [16]. Estas matrices estdn comprimidas en un orden de

O((L[NT + KORD)4) a O((L[NT + KORD)Q)

0 50 100 150 200 250 300
Columnas

Figura 5.1: Distribucién de elementos distintos de cero de las matrices hsim, ms, mv para

5.2. Optimizacién en CPU

La optimizacién més grande se logré al reducir el espacio de célculo de los ciclos (redu-
ciendo las iteraciones de los ciclos), tomando sélo los valores distintos de cero de la matriz
ya que éstos pueden saberse de antemano. Dado que la cantidad de los elementos no nulos
es en orden menor al tamano de los elementos nulos, permite una gran mejora en tiempo
computacional, reduciendo la complejidad. Otras optimizaciones han sido por cacheo de
resultados, factorizacién de cédigo y calculo de valores en vez de ser almacenados.

5.2.1. Reduccion del Espacio de Calculo

Para reducir el espacio de calculo se ha restringido los valores de los indices a solo
los lugares donde la matriz puede no ser cero. Para ello se estudié la estructura de cada
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matriz, algunas matrices son de banda y otras son solo dispersas sin ser de banda (mas
bien lo que sucede es que: la banda que se debe tomar serfa demasiado ancha).

5.2.1.1. Funcién Interseccion

En esta funcién se pasé de tener un orden de O(L;nr X INTg x KORD? x (Linr X
[NTG + (KORD +LINT)2) a O(L[NT X [NTG X KORD2 X (LINT X [NTg+ KORD x
(KORD + Lint))) s6lo cambiando una linea, en el Algoritmo [II] podemos ver el cambio
en el espacio de iteracién del ciclo. Si tomamos constantes todas las variables excepto
LinT, que es lo que define el tamano del problema, podemos reescribir el orden como

O(L?NT) a O(L%NT)

5.2.1.2. Funcién t y k

Esta se calcula sin necesidad de acceder a memoria ya que es una funcién que tiene
tres partes bien diferenciadas, donde la primera y la iltima son constantes y la segunda es
lineal Ver Figura Como vimos en la subsecciéon cuando las cuentas son pocas y
los datos para estas son de facil acceso (estan implicitos o recientemente usados) recalcular
un valor es mejor que ir a buscarlo a memoria.

5.2.1.3. Escalas de Gauss-Legendre

El método de Gauss— Legendre es calculado Lyt veces en la funcion KNOT_PESOS
(ver Algoritmo [7]) sin embargo este método puede ser calculado una séla vez y luego ser
escalado para cualquier intervalo [a,b]. Luego una optimizacién, tanto en memoria como
en tiempo de ejecucion, es resolver las abscisas y pesos de Gauss — Legendre para [-1, 1]
y realizar las funciones de escalado. Entonces podemos reemplazar el Algoritmo [7] con el
Algoritmo [12] y luego escalar los w, Ly a:;l’l con las siguientes funciones descriptas en
los Algoritmos 14 y I3l

El escalado se realiza de la siguiente manera: supongamos que queremos las j-ésimas
abscisas y pesos del intervalo i para i € [0, Lyyr| vy j € [0, INTg]. Luego en las primeras
lineas de los algoritmos [13] y [14] se calculan los limites de la integracién del intervalo 7 y

posteriormente se escala el j-ésimo valor.

5.2.1.4. Funcién sener

En el Algoritmo [[H] estan resaltadas las lineas donde se realiz6 la reduccion en cuanto
a iteraciones. Se han agregado dos variables extras: jumpy, jumps. Estas representan los
saltos que se deben dar. Al no recorrer todo el ciclo secuencialmente, hay que ir saltando a
los valores no nulos. Notar que las matrices que este algoritmo calcula tiene la estructura
de la Figura 51l En esta funcién se pasé de tener un orden de O((L;yr + KORD)?) a
O((L[NT + KORD)2 X KORDQ)

5.2.2. Factorizacién de cédigo y cacheo de resultados

Esta optimizacion consiste en intercambiar la anidacién de ciclos para evitar recalcular
una funcién con los mismos parametros.
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Result: Calculo de la interaccién Vef
Vef =0 > Tensor de dimensién N*, que representa H; ;.; ir
nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base

for i € [KORD — 1, KORD + L_LINT — 1) do
for abs € [0,INT_G) do
rry = x[k[i], abs]
wy = wlkl[i], abs]
f=0 > Matriz N?
g=0 > Matriz N?

for / € [KORD — 1, KORD + L_INT —1) do
for abc € [0,INT_G) do

rro = x[k[i'], abc]

wy = wlkl[i], abs’]

sp = evaluar los b-splines en el punto rry
for m € [0, KORD) do
j=1—KORD+m

if 0 < j < nb then

for n € [0, KORD) do
j=17—KORD+n

if 0 < j’ < nb then

if rro < rry then
| Frr = splm] % spln] * wy/rr

else
| ;5 += sp[m] * sp[n] « wy/rrs

end

end
end
end
end
end

end

sp = evaluar los b-splines en el punto rry
for m € [0, KORD) do
im=1—KORD+m

if 0 <im < nb then

for m’ € [1, KORD) do

im' =1— KORD +m’ — 1

if 0 <im’ < nb then

for j € [1,nb) do

for j' € [max(n — KORD,0), min(nb,n+ KORD +1)) do
end
end
end
end
end
end
end
end

Algoritmo 11: Interaccion
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Result: Célculo auxiliar _; 1, w_1
1 27 b = abscisas del método de gauss — legendre en el intervalo [—1,1]
2 w™ bl = pesos del método de gauss — legendre en el intervalo [—1,1]
Algoritmo 12: Célculo auxiliar

Result: Abscisas z;
dr — B-MAX-RMIN
Lint

[y

2 x1 = R_MIN —+idr
3 Ty =x1 +dr
4 Ty =0,5% (29 + 11)
5 ;= 05x% (x93 — 1)
6 if 7 > % then
7 ‘ return z,, + x;l’l * 2
8 else
~1,1
9 ‘ return T — X5 ¥y
10 end
Algoritmo 13: Valor de las abscisas j de la cuadratura del ¢ — esimo intervalo
Result: Pesos w; ;
1 dr = BMAX=R-MIN
o Lint
2 1= R_MIN —+ idr
3 Xy =21 +dr
4 1;=05%(xg — 1)
5 21’[

return 5
w

Algorjitmo 14: Valor del peso j de la cuadratura del ¢ — esimo intervalo

Si bien anteriormente hablamos que reducir el uso de memoria por recalcular el valor
de una funcién era conveniente, éste no es el caso aqui pues la funcién bsplvb y bder
es mas costosa recalcular que buscar en RAM, por ende conviene hacer cacheo de la
funcién en vez de recalcular. Esta funcién requiere calcular su valor repetidas veces en
los procesos interaccion y calculo matrices por lo tanto se memorizo los resultados para
luego accederlos.

En el Algoritmo [16 podemos ver: como el ciclo del iterador j estd unas lineas antes y
el arreglo bders guarda los de bder.

5.2.2.1. Ca&lculo de Valores versus Almacenamiento

Cuando el céalculo del valor es sencillo es mejor calcularlo nuevamente en vez de ir
a buscarlo a memoria, puesto que eso produce mas fallos de caché. Hay que tener en
cuenta que el acceso a memoria es 100 veces mds lento [23]. Tal es el caso de la funcién
t: ésta se calcula sin necesidad de memoria ya que es una funcién que tiene tres partes

bien diferenciadas, donde la primera y la tltima son constantes y la segunda es lineal. Ver
Figura
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Data: s, vy, ke, Vef
Result: Calculo de la simetrizacion, hsimei,, MSetq

nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base
mh = ke — vg
1=0
for n € puntos n do
hsim = 0
ms =10
for n € [0,nb) do
for m € [n,nd) do
jumpy = max(n — KORD + 1,0)
j=(nbx(nb+1))/2 — ((nb— jump2) * (nb — jump2 +1))/2
for n' € [jumpy, min(nb,n + KORD)) do
jump; = max(0,n — KORD + 1)
J+ = jump;
for m’ € [jump, +n', min(nb,m + KORD)) do
if m =n and m’ =n' then
hsimg j = 2% Sy pr % My + 1% Vefy s ns
MSL, J = Sp g * S, M
else if m # n and m’ = n’ then
hsim,; ; = % (2% Sy % MAyr + 2% Sy % Mgy + 1) %
Ve fmmm m + 1% Ve fnmm )
ms;j = 2% % * Syt % ST, T
else if m =n and n’ # m’ then
hsim; j = % (2% Sy * Mgy + 2% Sy % My 41 %
Vefn,n:n’,m’ +n* Vefn,n:m’,n’)
ms;; = 2% % * Syt * Spm
else
hsimg j = Sppt * MMy + Spms % MMy +
Sm,m! * My s+ Sy % Mby
n*0.5% (Vefnmn m +Vefmnm m +Vefomm ns Vefmnm )
MS;; = Snn/ * Smm’ + Snm/ + Smn/
end
j=7+1
end
end
1=14+1
end
end
guardar sistema(hsim,ms)
end

Algoritmo 15: Simetrizacion
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Result: Calculo de las matrices s, vy v ke

nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base
ma = 0,5 % Imax * (Imaz + 1) > Imax es el momento angular
bders = 0 > vector de tamano KORD
for i € [KORD — 1, KORD+ L_INT — 1) do
for j € [0,INT_G) do

rr = z[kl[i], j]

sp = evaluar los b-splines en el punto rr

for m € [0, KORD) do

m=1— KORD +m

if 0 <im < nb then

for n € [0, KORD — 1] do

m=1— KORD+n

if 0 <in < nb then

Sumn +—= sp[m] * spn] * Wik, j
]

maxsp[m]xsp[n]xw(k[i],j

keimvi" += TTETT
if 70 < 7rr < Tpes then
| voij += sp[m] * sp[n] * wlk[i], j]
end
end
end
end
end
ind =10

for m € [méx(0,i — KORD + 1), min(i + 1,nb)) do
bderslind] = derivada del b — spline en el punto rr en el indice m
ind+ =1

end

for n € [0, KORD — 1] do
m=1—KORD +n
if 0 < in < nb then
bm = bder|[m)|
bn = bder|n|
key; += 0,5*w[k[:']n,g]*bm*bn
end
end
end
end

Algoritmo 16: Calculo de matrices
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Figura 5.6: Funciéon T' Restringida para observar su forma

5.3. Optimizacion en GPU

Se implementé una version hibrida (parte en GPU y parte en CPU) del método inter-
accion, que es la funcién més computacional.

La Ec. se puede paralelizar, estas integrales anidadas se reducen por medio del
método de Gauss-Legendre a una sumatoria, donde cada término es independiente. Luego
se pueden utilizar dos kernels: uno para calcular la integral interior y otra para calcular
la integral externa. Como vimos en la seccién qué para el cédlculo de la Ec.
se realiza el cdlculo de dos funciones: f;;i y g;:;.// detallada en la Ec. B.17 Entonces esta
implementacién en GPU se separé en dos kernels: uno para calcular las funciones f;;i y
gé:;// y otro kernel para calcular las integrales a estas dos funciones. Notar que esta idea
no es diferente a la implementacién secuencial, la idea de la implementacién en GPU es
paralelizar los fors involucrados en el cdlculo de la cuadratura Gauss-Legendre de ambas
integraciones, por lo tanto cada id de hilo y bloque representa una suma de la cuadratura.

En un sentido practico esto es paralelizar las lineas desde [8 hasta 29 y desde 31l hasta
del Algoritmo [l de esta manera cada tupla de indices de los fors se resuelven con
bloques e hilos de la GPU. Para evitar las condiciones de carrera se utiliza las operaciones
atémicas de CUDA (ver [24]), esto se debe a que varios hilos escriben en el mismo registro.

El primer kernel (ver Algoritmo[I7) utiliza (KO RD?) ntiimero de hilos y (L;yrXINTg)
cantidad de bloques. El segundo (ver Algoritmo [I8) utiliza (KORD? x 2 x (KORD +1))
cantidad de hilos y (L;nr + KORD — 3) cantidad de bloques, ver algoritmo [[9] para mas

detalles.
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Input: rry, wy, f, g, x, w, Sps » .
Result: Kernel que calcula las funciones f;;/ y g;;,

27

nb=LINT + KORD — 3 > tamano de la base
m = threadldz.x

n = threadldz.y

l =threadldzx.z

m =m+m-—1

n=m+n-1

base = threadldx.x

Ty = Tpase,l

W2 = Wpgse,l

Sp = Spsbase,l

if 0>n' <nband(0>m' <nbthen

if rry < rry then

1 _ Spm*Sppxwa
‘ fw_'_ o T
end
else

1 _ Spm*Sppxws
‘ Yijt = T2
end

end

Algoritmo 17: Célculo las funciones f;;l/ y g;’,;-// con GPU

Input: wy, f, g, base, i, j Sps, sdiag, Vef

Result: Kernel que calcula el tensor Vef

m = threadldx.x

m' = threadldz.y

i'"=i— KORD+m—1j =i— KORD +mp—1n = blockIdx.x
n'=n— KORD + threadldz.z

if 0<n" and 0 <i and 0 < j then

Spm+S *W1 * +
Ve St = 220 Sm 0 Ut )
e \/sdzagn*sdmgn/

end
Algoritmo 18: Calculo del tensor Vef con GPU
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Result: Funcion del lado Host que calcula el tensor Vef

for k € [0,L_INT) do
for | € [0,INT;) do
=Ty
Spsy, = evaluar los b-splines en el punto 77
end
end
for i € [0,(L;NTERVALS + 2% KORD — 3)) do
‘ sdiag; = S;
end
Copiar Sps, x, w, sdiag, a memoria de dispositivo > Contexto

Alojar memoria para dyef, fy g
for i € [0,L_INT) do
for j € [0,INTg) do
= Tig
W1 = Wi+ KORD,j
llamada al algoritmo [I7]
llamada al algoritmo [I§]
end

end
Recuperar el valor de dyef en Vef
Liberar memoria
Algoritmo 19: Calculo del tensor Vef con GPU



Capitulo 6

Resultados

En este Capitulo mostraremos los tiempos y memoria requerida de las diferentes im-
plementaciones. La implementacién basica, la optimizada para CPU y la implementacion
con GPU sélo en la funcién interaccion. Para ello se aumentard el valor de la variable
Lin7 para generar problemas de mayor tamaio.

Cada funcién se le medird el tiempo individualmente, la memoria se tomara el total
del programa. No se medira el tiempo que toma en resolver el problema de autovalores
ni su memoria requerida, ya que la resuelve una biblioteca de terceros y depende mucho
de que biblioteca o paquete que se use. También se puede exportar las matrices para ser
luego resueltos con las herramientas que se desee. Las matrices exportadas van a estar en
matrices comprimidas por columnas (CCS seccién 2.4.T]).

6.1. Medicion de rendimiento en el procesamiento

Para las pruebas s6lo nos centraremos en la variable L;yr ya que las demés variables
no influyen en el tamano del problema, salvo INT_G y KORD que usualmente no son
demasiado grandes. Al comparar rendimiento, nos interesa el tiempo y la memoria que
toma calcular el sistema a diagonalizar.

En el Cuadro detallamos el entorno utilizado para realizar las pruebas.
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CPU
Procesador Intel(R) Core(TM) i7 CPU 980 @ 3.33GHz
Memoria 24 GB DDR3@ 1067 MT/S
Arquitectura Nehalem

Sistema Operativo

Debian GNU/Linux

Compilador

gce version 7.2.0

Flags

-larpack -lblas -llapack -lgfortran -fopenmp -O3

GPU

Version CUDA

7.5

Flags -gencode arch=compute_30,code=sm_30
-gencode arch=compute_35,code=sm_35
-gencode arch=compute_37,code=sm_37
-gencode arch=compute_50,code=sm_50
-gencode arch=compute_52,code=sm_52
-gencode arch=compute_52,code=compute_52
Procesador GTX 980
Memoria 4 GB DDR5
Interfaz PCI Express 2.0
Arquitectura Maxwell
Procesador K40
Memoria 12 GB DDR5
Interfaz PCI Express 2.0
Arquitectura Kepler

Cuadro 6.1: Entorno

6.2. Medicion en el uso de Memoria.

60

En el grafico de la Figura[6.I] se puede ver como varia la cantidad de memoria necesaria
para el calculo del sistema en la version no optimizada, se corta en el experimento en un
Lyt = 200 pues en el experimento siguiente Ly = 250 supera la cantidad de memoria

de la computadora utilizada por tanto su computo se demora enormemente (por causa

del swapping). Lo destacable del Grafico es como el crecimiento de ambas curvas es

de érdenes diferentes, lo cual no guardar los ceros (o la minima cantidad posible) ofrece

una notable escalabilidad en cuanto a memoria. Esto ocurre en matrices muy ralas, como

lo son en este caso.
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Uso de Memoria
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Gragico 6.1: Pico de memoria

6.3. Medicion del tiempo de ejecucion

Como dijimos anteriormente el proceso del método se puede separar en cuatro partes
importantes. Los cuales los dos primeros son para el problema de una partiicula y dos
particulas y los otros dos son sélo para el problema de dos particulas. Como en este
trabajo se empezo6 optimizando el problema de una particula daremos los resultados de
las optimizaciones de una particula y luego la de dos (exclusivamente). Recordar que el
proceso de dos particulas necesita la resolucion del problema de una particula.

6.3.1. Optimizaciones de una Particula.

Como se menciond en la subseccién [3.2.] este proceso consta de dos partes: una se
muestra en el Algoritmo [7ly la otra en el Algoritmo [

En el Gréfico podemos ver como se han aplicando las diferentes forma de op-
timizacion. Notar que el grafico tiene el tiempo que toma calcular la funcién auxiliar
KNOT_PESOS.

El primer cambio fue no pedir memoria dindmicamente, sino que declarar las varia-
bles con un tamano constante necesario. El segundo cambio consistié en una pequena
factorizacion de cédigo, para llamar menos cantidad de veces a la funcion que calcula el
valor del B-spline en un punto dado. El tercer cambio fue la eliminacién de la funcién
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KNOT_PESOS como se explicé en [5.2.1.3l Luego se usé la simetria de las matrices para
calcular sélo la mitad de la matriz. Y por iltimo la implementacién de una lookup table
para cacheo de las derivadas de los B-splines en el punto. En el Cuadro se muestra el
speed up para cada valor de L;yr logrando un méaximo de 34.7x.

Una Particula

3.5,
— KNOT-PESOS
37| — Cacheo de Resultados
1 Simetria
25| — Escalado de Gauleg
2 Factorizacion de Cédigo P
— ]| — Variables Globales
g:' 2] Primera Implementacion /
o _—
£1.5]
=
11
0.5
0 ] T f T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700

L-INTERVALS

Grégico 6.2: Tiempo de ejecucién

L;ny7 | Tiempo No Optimizado | Tiempo Optimizado | Speed Up
40 0.185 0.008 21.944
50 0.225 0.009 25.051
80 0.370 0.014 26.874
100 0.457 0.015 30.524
150 0.682 0.022 30.535
200 0.918 0.026 34.652
250 1.177 0.037 32.090
300 1.368 0.042 32.908
350 1.632 0.050 32.498
400 1.832 0.050 36.648
450 2.124 0.064 33.020
500 2.335 0.071 33.087
550 2.554 0.077 33.038
600 2.778 0.080 34.703
650 3.067 0.091 33.782

Cuadro 6.2: Speed Up No Optimizado vs Optimizado una particula
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6.3.2. Optimizaciones de dos Particulas

Como se explicé anteriormente este proceso cuenta con tres partes (ver seccién [3.2.2)),
una es calcular el problema de una particula (este a su vez tiene dos partes), la otra es
calcular la interaccion y la tercera realizar el proceso sener. Las optimizaciones en este
problema son las mismas que se realizaron en el problema de una particula, dado que las
dos funciones que pertenecen exclusivamente al problema de dos particulas utilizan las
matrices calculadas en el de una particula, luego las distribuciones de los valores no nulos
estan acoplados, esto hace que las mismas ideas del proceso con una particula se puedan
aplicar al de dos de manera directa. Asi mismo como las estructuras de datos (matrices a
generar) estan acopladas se realizé la reimplementacién del método con las optimizaciones
antes vistas. No hay pasos intermedios de mejoras, sino una séla mejora en base al cédigo
optimizado del problema de una particula. Como se vié el orden algoritmico es menor,
ésto es consecuencia de no computar los ceros que en cantidad son de orden mayor a la
cantidad de no-ceros. Haber cambiado las estructuras de datos implicé bajar uno o dos
érdenes (depende de la funcién).

1,000 | —8- Syimado
=
o 1004
Q ]
qE) ]
= 70*E
1; —+t T+ T [ ' ‘T r T [ ‘v ‘T Tt T [ ‘v ‘v v T [ ‘'t T T T [ T T T T [ T T T T ]
0 100 200 300 400 500 600 700
L_INTERVALS
—@— No Optimizado
—ll— Optimizado
—~ 100+
<
o
(=1
g
= 17
0 100 200 300 400 500 600 700
L_INTERVALS

Gragico 6.3: Mediciones de tiempo de las funciones propias del problema de dos particulas:
interaccion y sener respectivamente

6.3.3. Optimizacion usando GPU

La optimizaciéon en GPU se realiz6 en el método interaccion como fue presentado
en la seccién B3] los resultados que podemos ver en el Grafico Se ha conseguido



64

una velocidad de hasta 12.9x, como se puede ver en el Cuadro [6.3] superior a la mejor
implementacién en CPU. Podemos ver que la Placa de video GT'X 980 se comporté mejor
que la K40 dado que tiene mejor rendimiento en las operaciones de punto flotante de

simple precicion.

Interaccén
1,000
| —®— GPuU-k40 .
| —=— GPu-980
800_ +— CPU ’
; 600 ’
a ] rd
£ ]
(] i od
i 400 ] .
200 e
| -
] o
o I — T T L T T T T ™1
0 100 200 300 400 500 600 700
L-INTERVALS

Gragico 6.4: Comparacién entre CPU y GPU



Lint | Tiempo CPU | Tiempo | Speed Up | Tiempo K40 | Speed Up

GTX980 | GTX980 K40
40 3.350 4.212 0.795 2.866 1.169
50 5.265 4.024 1.308 3.205 1.643
80 13.553 5.494 2.467 4.410 3.073
100 21.201 4.288 4.944 5.164 4.106
150 48.133 4.809 10.009 8.552 5.628
200 85.695 6.169 13.891 13.550 6.325
250 133.899 7.936 16.871 20.167 6.639
300 192.871 11.364 16.972 28.515 6.764
350 262.632 16.948 15.497 38.551 6.813
400 343.160 27.332 12.555 49.341 6.955
450 434.191 34.075 12.742 62.108 6.991
500 536.205 41.716 12.854 76.332 7.025
550 648.931 50.266 12.910 92.064 7.049
600 772.392 59.990 12.875 108.469 7.121
650 906.392 70.547 12.848 126.974 7.138

Cuadro 6.3: Speed Up No Optimizado vs Optimizado dos particulas
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se presenté una manera de optimizar una implementacion del método
variacional de Rayleigh-Ritz con una y dos particulas. Para su optimizacién se empleo:
matrices ralas, factorizacion de cédigo, cacheo de funciones y luego una mejora en GPU, se
estudio la estructura de los diferentes tensores como también sus restricciones, sus ventajas
y que operaciones se iban a realizar. Con esta informacién se elegié una estructura de datos
mas eficiente y especifica. Se adapté el codigo para hacer un buen uso de las estructuras.

Luego de las optimizaciones para CPU se procedi6 a la optimizacién en GPU tomando
como base el codigo optimizado para CPU. Por otro lado este trabajo muestra que: la
eleccién de estructuras de datos mas acordes y mejorar el orden de los algoritmos son las
primeras acciones a tomar, terminadas estas ya se realizan las otras mejoras (multi CPU,
GPU, clusters, etc).
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