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Resumen

En este trabajo se intenta presentar un marco tedrico que permita la descripcién de
un sistema unidimensional compuesto por pocas particulas interactuantes mediante un
potencial de esferas rigidas atrapadas en una trampa arménica. Se busca mejorar la
descripcién del sistema introduciendo un potencial que dé cuenta del tamano de las
particulas. El potencial de esferas rigidas introduce entonces el efecto que el radio de
las particulas tiene sobre el espectro de energias y las funciones de onda del sistema.

Finalmente, se estudia el efecto de introducir impurezas en un sistema de tres particulas.



Abstract

In this thesis we attempt to present a theoretical framework that allows the description
of a one dimensional system of few particles interacting by a hard spheres potential,
trapped in a one dimensional harmonic trap. We seek to improve the description of the
system by introducing a potential that incorporates the size of the particles. The hard
spheres potential then introduces the effect that the radius of the particles has on the
energy spectrum and the wave functions of the system. Finally, we studied the effect of

introducing impurities in a three particle system.
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Capitulo 1

Introduccion

El oscilador armoénico es indudablemente uno de los sistemas mas estudiados en la
mecanica cuantica. El problema de una particula en un potencial arménico es simple de
resolver exactamente [1, 2], y tiene una considerable variedad de aplicaciones. Una gran
cantidad de fendémenos fisicos pueden modelarse de manera realista utilizando aproxi-
maciones arménicas como por ejemplo, una particula moviéndose cerca del minimo de
un potencial [3] o las vibraciones de una red cristalina [4], incluso el estudio de cam-
pos cudnticos puede analizarse, hasta cierto punto, desde el formalismo de osciladores
armonicos [5]. El estudio del oscilador arménico resulta entonces de vital importancia, ya
que nos provee de una herramienta desde la cual se pueden comenzar a estudiar sistemas

mucho més complejos [6].

El estudio de sistemas con pocas particulas resulta también de gran importancia
para muchos problemas de la fisica. Entre otros, tiene numerosas aplicaciones en el
marco de la computacién cuantica: los llamados quantum dots, o puntos cuanticos, son
estructuras que pueden modelarse como sistemas de pocas particulas [7] con conside-
rables aplicaciones para el desarrollo de tecnologias basadas en la informacion cudntica
[8]. Las soluciones de problemas de pocas particulas funcionan, en numerosas ocasiones,
como base para la descripcién de sistemas més complejos a bajas temperaturas [9-12].
El interés en el estudio de particulas atrapadas en trampas armoénicas unidimensionales
se vio renovado en los dltimos afios debido a los avances experimentales que permiten el

confinamiento de una cantidad controlada de particulas en dichas trampas [13].

Asi, al ampliarse las posibilidades experimentales, estudios tedricos que permiten
una descripcién analitica del sistema cobran importancia. Trabajos como el de D’Amico
y Rontani [14] analizan el espectro de energias de tres atomos atrapados en un potencial
arménico interactuando mediante un potencial de contacto. Sin embargo, no es estudiado

en dicho trabajo el efecto que tiene el radio de las particulas sobre el espectro, ya que estas
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son consideradas puntuales. El objetivo de este trabajo consiste en estudiar los efectos

que el radio de las particulas tiene sobre el espectro y los autoestados del sistema.

El trabajo estd estructurado de la siguiente manera, siguiendo una serie de ob-
jetivos particulares: en primer lugar, en la seccion 2.1 del Capitulo 2 se estudiara de
forma analitica un sistema de una particula en un potencial armoénico con una funcién
0 de Dirac en el origen. En la siguiente seccion, 2.2, se busca relacionar este problema,
exactamente soluble, con el de dos particulas interactuando mediante un potencial de
contacto de esferas rigidas en una trampa arménica. En la tultima seccion del capitulo,
2.3, analizamos los efectos que la indistinguibilidad de las particulas puedan tener sobre
las funciones de onda y las energias. El objetivo de esta parte del trabajo es el ordenar
y completar la descripcién ya existente en la literatura de parte de dichos problemas
[14, 15], y el de comenzar a familiarizarnos con las herramientas necesarias para resolver

sistemas mas complejos.

En el Capitulo 3 analizaremos un sistema de tres esferas rigidas en el mismo po-
tencial arménico. Para ello, en primer lugar describimos en la seccién 3.1 el método
variacional de Rayleigh-Ritz, ejemplificando el mismo con un sistema de dos esferas
rigidas. En la siguiente seccién, 3.2, buscamos una descripciéon adecuada del Hamilto-
niano del problema en el formalismo de operadores creacion y aniquilacion, el cual luego

resolveremos aplicando el método variacional de Rayleigh-Ritz.

En el Capitulo 4 buscamos extender dicha descripcién a un gas unidimensional de
N particulas, interactuando mediante el mismo potencial de contacto. En el capitulo 5
analizaremos efectos de impurezas, en particular en sistemas de tres particulas, con el
objetivo de determinar qué efectos pueden introducir los radios de dichas particulas en
un sistema como los descriptos. Finalmente, conclusiones y perspectivas del trabajo son

presentadas en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Dos esferas rigidas en un

potencial armonico

En este capitulo estudiamos un sistema de dos particulas interactuantes mediante

un potencial de esferas rigidas, en una trampa arménica unidimensional.

En primer lugar, resolvemos exactamente el espectro y las autofunciones de un
oscilador arménico con una funcién delta en el origen. Luego, relacionamos la solucién

encontrada con el sistema de dos particulas que deseamos estudiar.

La resolucién del problema de dos particulas nos permite comenzar a familiarizar-
nos con los elementos matematicos que utilizaremos para resolver el problema de tres
particulas, y eventualmente, para estudiar la generalizacion a N esferas rigidas. Final-
mente, analizamos los efectos de indistinguibilidad de las particulas en el espectro de

energias del sistema.

2.1. Oscilador armonico en presencia de una delta de Dirac

en el origen

La solucién del problema unidimensional de una particula en un potencial arménico
es ampliamente conocida [1, 2]. El Hamiltoniano de un oscilador arménico cudntico,

tomando variables adimensionales, estd dado por

1 d2

1 2
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en donde el sistema de unidades estd definido por h =1, m = 1y w = 1, o equiva-

lentemente, mediante el reescaleo de la variable x de la forma z — \/% Este cambio

implica también un reescaleo en la energia, de la forma F — % . El sistema tiene como

autoestados

U, (2) = Cpe ™ 2H, (), (2.2)

con n = 0,1,2,.... Aqui, H,(z) son los polinomios de Hermite de orden n y C,, una

constante de normalizacion, cuyo valor esta dado por

1
1 1\4
e () -

La energia asociada a cada autoestado es ¢, =n + %

Buscamos ahora la solucién del problema de los estados ligados de una particula en
un potencial arménico con una funcién delta de Dirac en el origen. Este es un problema

también conocido [15], cuyo Hamiltoniano, en su formulacién algebraica, es

2 + —a* 4 go(x). (2.4)
La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo toma entonces la forma

1d°¥(x) 1 _
— 5 T @ V(@) + gb(a) ¥ (x) = eV (x). (2.5)

Como el Hamiltoniano (2.4) es invariante frente a inversiones espaciales, las auto-

funciones ¥(x) del mismo deben tener paridad definida [2].

Al tratar de encontrar cuales son las autofunciones de Hamiltonianos que involucran
potenciales con una funcién delta d(x), usualmente se resuelve la ecuacién de Schrédinger
a ambos lados de la delta y se construye la funcién de onda imponiendo condiciones de
continuidad para dicha funcién, siempre recordando que hay una discontinuidad en la
primera derivada de las soluciones pares en el punto donde se encuentra la delta de Dirac.
Para construir ¥(x) usaremos que ya conocemos las soluciones para = > 0. Dichas
soluciones, junto con las condiciones de paridad, continuidad de la funciéon de onda
y discontinuidad de su primera derivada' para las autofunciones pares, nos permiten

construir las soluciones de (2.5) para todo .

!debido a la presencia de la delta de Dirac en el origen
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El caso donde ¥(z) es impar es el més sencillo. Si ¥(z) es impar entonces ¥(0) = 0.
Las soluciones de la ecuacién de Hermite con esta condiciéon de contorno son las solu-

ciones impares del oscilador arménico (2.1), compuestas, como ya lo describimos, por el

producto de los polinomios de Hermite de orden impar por la funcién e=e’/2

—z2/2

y una cons-
tante de normalizacion, esto es, C,, Hy,(z)e conn =1,3,5, ..., con lo que obtenemos
e=n+ % Vemos que los autoestados impares del Hamiltoniano no se ven afectados por

el cambio que la funcién delta introduce en el potencial, ya que

/ Wops1 (2)0(x)dx = 0, (2.6)

con lo que para las soluciones que involucran los polinomios de Hermite de orden im-
par, se puede ignorar el cambio en el potencial que genera la delta en la ecuacion de

Schrodinger (2.5).

Para construir las soluciones pares de (2.5), recordamos que en este caso tenemos
una discontinuidad en la primera derivada de la funciéon de onda. La magnitud de esta
discontinuidad puede calcularse ficilmente integrando la ecuacién de Schrodinger (2.5)

en una regién infinitesimal alrededor de x =0

) 1d*¥(x) |
I ( -y + gw<o>) o, 27
con lo que obtenemos
e (@) = W () = 29T(0). (2.8)

12
Para resolver (2.5) proponemos el Ansatz usual, ¥(x) = e~ 2 ¢(x), y la ecuacién

(2.5) se convierte en

¢ () — 20/ () + (2¢ — 1 — 2g5(2))$(x) = 0. (2.9)

Para x # 0, y al definir 2¢e — 1 = 2), la ecuacién (2.9) se convierte en la ecuacién
diferencial de Hermite. Las dos soluciones linealmente independientes de dicha ecuacién
son las funciones de Hermite Hy(z) y G(x) [16]. Al analizar la forma asintética de estas

funciones [17]

Hy(z) = (2z)" para z — oo, (2.10)
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Gi(z) — (A + 1)6302.737>\71 para x — 00, (2.11)

1
ﬁf
vemos que G diverge para £ — 00 como ea’Q, mientras que H) diverge como eAn(@) Tag
funciones de Hermite H) en general tampoco son normalizables en el intervalo (—oo, 00),
excepto en el caso A = n, donde n es un niimero entero. En ese caso, estamos hablando
de los polinomios de Hermite. Sin embargo, H) si es normalizable, cuando es pesada por
e‘é, en el intervalo [xg,00) [17]. De esta manera, trabajaremos con la solucién Hy(x)
con x > 0, y luego buscaremos extender esta solucion de forma par a todo el intervalo

de z reales. Extendemos la funcién de la forma:

o(z) = Hy(z) x>0 (2.12)
Hy(—z) z<0.

Alternativamente, podemos escribir ¢(z) = H(|z|). Imponemos la condicién de

discontinuidad en la primera derivada

¢;_>0+ (x) - ¢;->0* (x) = 29¢(0>- (2'13)

Usando las relaciones

Hi\(x) = 2\H)_1(x), (2.14)

A
H)(0) = Pflfé) (2.15)

obtenemos la siguiente relaciéon fundamental para los autovalores relacionados a las au-

tofunciones pares

(2.16)
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En la figura (2.1) se puede observar un grafico de los autovalores A en funcién
del parametro g, esto es, la solucién numérica de la ecuacién (2.16). Podemos analizar

algunas caracteristicas del espectro que encontramos.

A

S = N W sy )
K
1

E

FIGURA 2.1: Solucién numérica de la ecuacién de autovalores de un oscilador arménico
unidimensional con una funcién delta gé(z), dependiente del pardmetro g.

Notamos que la solucién completa de los autovalores del Hamiltoniano se encuentra
resolviendo de forma numérica la ecuacién (2.16). Esto se debe a que los valores impa-
res de A corresponden a polos de dicha ecuacién, y aparecen entonces como soluciones

numéricas de la igualdad.

Como esperamos, cuando g — 0, obtenemos A = 0,1,2,3, ..., que son los autova-
lores ya conocidos del problema de una particula en un potencial armonico sin la delta

de Dirac.

En el caso g — oo, vemos que los autovalores son ahora A = 1, 3,5, ..., degeneran
asintoticamente a las autoenergias de los autoestados impares del Hamiltoniano de un
oscilador arménico. Este caso se corresponde a una barrera de potencial en x = 0. La
condicién sobre la funcién de onda para barreras de potencial infinitas es ¢(z) = 0
dentro de la barrera. Esta condicién se traduce a ¢(0) = 0. De las funciones de Hermite
H), las uinicas que cumplen esa condicion son los polinomios de Hermite de orden impar.

Las soluciones impares corresponden a dichos polinomios. Las soluciones pares se ven
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construidas extendiendo la funciéon Hy(|z|) con A = 1,3,5,..., y en este caso, estas
funciones tienden asintéticamente a cumplir la condicién ¢(x) = 0, por lo que tenemos,
para cada A = 1,3, 5, ..., dos autofunciones que son solucién de la ecuacién. Asi, para el

limite g — oo los autovalores estan degenerados.

El caso ¢ —+ —oo corresponde a un pozo de potencial en = 0. En este caso,
recuperamos los autovalores A = 1,3,5,..., correspondientes a aquellos autoestados
nulos en el origen, esto es, aquellos autoestados no afectados por la presencia de la delta
de Dirac. Sin embargo, algo curioso ocurre con el estado fundamental. Recordamos

que las soluciones de los estados ligados de una particula en un potencial descripto

unicamente por una delta de Dirac atractiva V(z) = —fSd(z) tienen una sola posible
energia [2]
mp?
Eg=——+. 2.17

Si B — oo, entonces Eg — —oo. Esto explica el comportamiento del estado ligado
fundamental de este sistema. Su energia es tan baja que no se ve afectada por el potencial
armoénico, y se comporta como un estado ligado en una delta de Dirac. De esta forma,

la funcién de onda representa una densidad que colapsa en el espacio a = = 0.

2.2. Problema de dos esferas rigidas distinguibles

Estudiaremos ahora el problema de dos particulas de tamafio finito atrapadas en un
potencial arménico unidimensional, distinguibles e interactuantes mediante un potencial

de esferas rigidas. El Hamiltoniano toma la forma

H = hy + ho +w(z1, 22), (2.18)
donde los subindices numeran particulas, h; son los Hamiltonianos de una particula en
un potencial armoénico canénico (2.1) y w(x1,x2) el potencial de interaccién. Al ser las

particulas distinguibles, tomamos sin pérdida de generalidad z; < xo. Las particulas

interactian mediante un potencial de esferas rigidas

: (2.19)

donde b = rq + r9, con r; siendo el radio de la particula .
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Como la dependencia del potencial de interaccién es de la forma w(|zy — z1]), el

cambio de variables a una coordenada de centro de masa y una coordenada relativa

u ($1 +x2),

1
\? (2.20)

v=—(x9 — 1),

N

nos permite desacoplar el Hamiltoniano (2.18) en H = hy, + hy.

hup(u) = eup(u),

(2.21)
hvﬂ)(v) = €v¢(v)'
El factor % aparece en las coordenadas para que la transformacion sea unitaria.
De ahora en adelante, también tomamos b = %
La solucién al problema de autovalores
H\I/(.’L'l,xg) = E\I/(l'l,.%'g), (222)
sera entonces
‘IJ(CC]_,CCQ) = @(U)¢(U),
(2.23)

E =¢,+ €.

La coordenada u de centro de masa da lugar a un Hamiltoniano equivalente a una

particula en un oscilador armédnico

1d* 1
hy=—=—s + -u? 2.24
T o T2 (2:24)
cuya soluciéon ya conocemos

w2
on(u) = Cre™ 2 Hy(u), (2.25)

1
€w="n+ 3 (2.26)

El potencial de interaccion queda entonces incluido exclusivamente en el Hamilto-

niano dependiente de la variable v de la siguiente manera
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hy = —=— 4+ v + w(v), (2.27)

donde

oo siv<b
w(v) = (2.28)
0 siv>b

Para resolverlo, notamos que podemos reemplazar el potencial de interaccion en el
Hamiltoniano (2.27) con una condicién de contorno sobre los autoestados. Debido a la

forma del potencial de interaccion, cualquier solucién de la ecuacién

hvw(v) = €vw(v)’ (229)

debe satisfacer que si v < b, entonces 1(v) = 0. También notamos que cuando v > b,
entonces el Hamiltoniano (2.27) es simplemente el Hamiltoniano de un oscilador arméni-
co. Asi, podemos reescribir el potencial w(v) como una condicién de contorno para la

funcién de onda

¥(b) =0, (2.30)

donde la funcién 1 (v), para v > b, corresponde a una solucién de la ecuacién

d2
L)+ 0(0) = e (v). (2.31)
Las soluciones de (2.31) que no divergen cuando v — oo son

02

Y(v) = C\Hy(v)e =7, (2.32)

donde A = €, — % y C) esta definido de forma que la funciéon de onda cumpla la condicién

de normalizaciéon
/ lox (0) 2o = 1. (2.33)
b

Es debido a la condicion de normalizacién de la funcién de onda que debimos

descartar las soluciones que involucran las funciones de Hermite G, (v), ya que las mismas
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generan una funcién de onda no normalizable, como se puede ver por la forma asintética

(2.11) de G,.

El problema se reduce entonces a encontrar aquellos valores de A para los cuales se

cumple la condicién

H,(b) = 0. (2.34)

1)2
F1GURA 2.2: Funcién Hy(v)e = para A = 6.5.

02

La figura (2.2) muestra el comportamiento de la funcién de H)y(v)e™ 2 , particu-
larizada para A = 6.5. Los ceros de dicha funcién estan marcados como b;. Recordamos
que los polinomios de Hermite de orden n tienen n ceros en el rango (—oo, 00), y al tener

n

paridad definida, esto implica que poseen § ceros en el rango (0,00) si n es par, y ntl

T2
si n es impar. De esta forma, como las funciones de Hermite varian continuamente en
A, tendra la misma cantidad de ceros que el polinomio de Hermite de orden n, tal que
n sea el mayor entero posible que cumpla n < \. Este comportamiento de los ceros de
funciones de Hermite implica que ningin A < 1 representa una solucién para ningin

radio b posible de nuestro sistema, ya que dicho conjunto de funciones no tienen nodos.

La figura (2.3) ilustra una de estas funciones.
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FIGURA 2.3: Funcién Hy(v)e™ % e con A = 0.75.

Cada funcién de Hermite H) provee entonces k soluciones para nuestro sistema,

donde k es la cantidad de ceros de la funcién de Hy en el intervalo [0, co),

[—;‘] siA#2n+1

k= (2.35)

n+1 siA=2n+1.

N
Esto es, si la funcién tiene un conjunto de {bl} ceros ordenados de mayor a menor,
1

entonces la funcién 1y ; es solucién de (2.27), con

0 siv <y,
Pai(v) = 2 (2.36)
CriHy(v)ez™ siv>b;.

La funcién 9 1 corresponde al estado fundamental de (2.27) para el caso de dos
particulas con by, 1) o corresponde al primer estado excitado para el caso de by, ¥y 3 al
segundo estado excitado para b3, y asi sucesivamente. Esto se ilustra de manera mas clara
en las figuras (2.4)-(2.6), donde vemos que si definimos la funcién 1) ; de esta manera,
la misma tiene ¢ — 1 nodos, y por lo tanto corresponde o bien al estado fundamental,

en el caso de i = 1, o bien al estado (i — 1)-ésimo excitado, para dos particulas con b;.
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Estas funciones deberan ser luego renormalizadas mediante una apropiada eleccién de

los C) ;, de acuerdo a (2.33). Hemos utilizado el mismo A que en la figura (2.2), A = 6.5.

by

0.6~ _

F1icura 2.4: Estado fundamental no normalizado del Hamiltoniano
h, de la coordenada relativa del problema de dos particulas para
b=0by y A=6.5.

-0,61 _

FicurA 2.5: Primer estado excitado no normalizado del Hamilto-
niano h, de la coordenada relativa del problema de dos particulas
para b=1by y A = 6.5.
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0.8 — — — —

I L
0.6/ H,we T T
04} — Y%

1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 |

0 2 4 6 8

FI1GURA 2.6: Segundo estado excitado no normalizado del Hamilto-
niano h, de la coordenada relativa del problema de dos particulas
parab=1bs y A =6.5.

Buscamos traducir la condicién (2.34) a una condicién de contorno en el origen.
En general, las condiciones de contorno mas utilizadas son la condiciéon de contorno
de Dirichlet, que nos indica cual es el valor de la funcién en x = 0, y la condicién de
contorno de Neumann, la que nos da el valor de la primera derivada en x = 0 [18]. La

condicion de contorno de Robin es una combinacién lineal de ambas, y toma la forma

flo=0)+ oz(b)aavf(v =0)=0, (2.37)
donde
f=Hy(v)e? . (2.38)

Haciendo uso de las relaciones (2.14) y (2.15), obtenemos que

I'(
r

~—

a(b) (2.39)

—
N[ =
O[>~ (o[>~
—

_ 1
R

Esta relacién es idéntica a la ecuacién para los autovalores (2.16) del problema de

una particula en un potencial arménico més una funcién delta en el origen.
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Notamos que si a — 0, entonces obtenemos A = 1,3,5,..., con lo que H) son
entonces los polinomios de Hermite de orden impar. Si o — 400, entonces tenemos

A=2,4,6,... y Hy se convierten en los polinomios de Hermite de orden par.

Para cada a tendremos un conjunto discreto infinito de autovalores A posibles, que
forman un conjunto completo bajo la condicién de contorno (2.37). Esto se ilustra en

las figuras (2.7) a (2.9).

1 T T T T T T T T
I — =1
| A=3 |
05 A=5 |
Q i |
|£\ — :

Z 9
< L i
= | |
05— _
L L L | L L | L L | L L 1
0 2 1 6 8
v

712
FI1GURA 2.7: Funciones Hye™ = para a = 0,

- T T T T T T | T T =
I — A=244
7 A=4.63
— A=6.32
C 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 ]
0 2 6 8

4
1%

2

Ficura 2.8: Funciones Hye™ =z para a = 0.5,
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— A=2
A=6 ]

'(/2
FiGura 2.9: Funciones Hye™ 2 para a = Fo00.

2.3. Efectos de indistinguibilidad en el problema de dos

particulas

Hasta este punto del trabajo hemos sélo considerado un sistema cuyas particulas
son distinguibles. Las autofunciones de dicho sistema, por lo tanto, no tienen ninguna

condicién sobre simetria o paridad que provenga de la naturaleza misma de las particulas.

Cuando se estudian los efectos de indistinguibilidad en un sistema de particulas,
buscamos dentro del conjunto de soluciones de su Hamiltoniano aquellas que cumplan
las condiciones que debemos imponer sobre las autofunciones, dependiendo de si estamos
hablando de bosones o fermiones. Como bien sabemos, las autofunciones correspondien-
tes a un sistema de fermiones deben ser antisimétricas ante un intercambio de particulas,
mientras que las correspondientes a un sistema bosénico deben ser simétricas ante dicho

intercambio. En términos matematicos:

Pp(xy, . Xy ooy Xy oo yxy) = —Pp(x1, 29,00, Tjy e Ty oo, TN)
' ! ! ’ Vi,j,  (2.40)

(21, ., Ty Zjy .. 2N) = Pp(T1, 22, ..., T, ., Ty oo, TN)

en donde F' un sistema compuesto por fermiones y B indica un sistema compuesto por

bosones. En este caso, estamos tratando particulas sin spin. En caso de considerar el spin,
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las funciones deben simetrizarse o antisimetrizarse considerando también la variable del

spin en la funcién de onda.

En el caso de dos particulas en una trampa armonica unidimensional, es facil ver que
cuando las mismas interactian con un potencial de esferas rigidas, su funcién de onda
tiene efectivamente una partidad definida, dada por la solucién misma del Hamiltoniano.
Recordamos que la solucién al Hamiltoniano (2.18) de dos particulas distinguibles, donde

r1 < 9 esta dada por

(2.41)
0 siv<b
Ya(v) = o2 )
ChHy(v)e 2= siv>b
conn=0,1,2,3,..., y donde habiamos definido las variables
u=—=(x —i—x)'vfi(x — 1) (2.42)
NG 1 2) 3 NG 2 1) .

y habiamos impuesto la condiciéon de particulas distinguibles x1 < 3. Ahora, si no

especificamos el orden de las particulas, podemos reescribir 1 ;(v) como

0 sifv|<b
Yap(v) = 2
CrHy(Jv])e7z~ si|v| >
(2.43)
0 sifv|<b
77/})\,1('0) = o2

sg(v)CxHx(Jv))e72~ sifv|>b

donde vy p(v) se corresponde a la solucién par del Hamiltoniano (2.27), y ¥ ;(v) a la
solucién impar. Al ser un Hamiltoniano par respecto a la variable v, sus autofunciones
deben tener paridad definida [2], con lo que 9y p(v) y ¥ 1(v) son consistentes con esta

descripcion.

Es importante notar que tanto la autofuncién par como la impar poseen el mismo
autovalor A asociado, y por lo tanto, tienen la misma energia. Existe una correspondencia
uno a uno entre sistemas de bosones y fermiones impenetrables en una dimensién [19],

v el espectro de energia de ambos sistemas es idéntico.

Volviendo a la solucién del problema de dos particulas (2.41), notamos ahora que

la autofuncién completa del problema W(u,v) = ¢(u)y(v) se compone del producto de
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dos funciones con paridad definida, ya que los polinomios de Hermite H,, tienen todos

paridad definida respecto de la variable .

Volvamos al problema de la indistinguibilidad de las particulas. Las variables u y

v se transforman de la siguiente manera, ante un intercambio de orden de las particulas

U —u
Tl < Ty — (2.44)
vV — —0.

La variable de centro de masa u es simétrica respecto al intercambio de particulas.
De esta forma, un intercambio de particulas implica sélo un cambio de signo en wv.
Sin embargo, habiamos determinado que 1 (v) es una funcién con paridad definida. De
esta manera, 1(v) es ya una funcién o bien simétrica o bien antisimétrica ante dicho
intercambio, y es solucién no sélo del problema distinguible, sino también de sistemas

bosénicos y fermidnicos.

En conclusién, en el caso de dos esferas rigidas, la indistinguibilidad de las particulas
no introduce cambios en el espectro energético, ni en las autofunciones. Esto es esperable,
ya que al estar tratando con sistemas unidimensionales, la condicion de esferas rigidas
implica impenetrabilidad, y la barrera de potencial infinita, que genera un cero en la

funcién de onda, impedira la ocurrencia de tunneling cudntico.

Sin embargo, este resultado se sostiene sélo para el caso de esferas rigidas. En el caso
de particulas que permitan cierto grado de penetrabilidad, con interaccion denominada
de soft core, la funcién de onda no posee el nodo mencionado, y debe simetrizarse
o antisimetrizarse segun el sistema estudiado. En ese caso, si ocurren cambios en el

espectro del sistema [14].



Capitulo 3

Tres esferas rigidas en un

potencial armonico

En este capitulo estudiamos un sistema de tres particulas interactuando mediante
un potencial de esferas rigidas en una trampa armonica unidimensional. En primer lu-
gar, describimos el método de Rayleigh-Ritz, una técnica variacional que nos permitira
encontrar el espectro de energias y de autofunciones, a cualquier grado de aproximacion
deseado. Luego, planteamos el problema de tres particulas, proponemos un cambio de
variable que permite convertir el potencial de interaccion en una condicién de contorno,
y resolvemos el problema haciendo uso del método variacional descripto. Para ello, rees-
cribimos el Hamiltoniano en términos de operadores creacién y aniquilacién, calculamos
de forma analitica las integrales necesarias para la aplicacién del método variacional, y
computamos el espectro y las autofunciones del problema. Finalmente, analizamos los

efectos de introducir indistinguibilidad en el sistema de particulas.

3.1. Meétodo variacional de Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz [20, 21] es un procedimiento variacional mediante el
cual podemos dar cotas superiores para las autoenergias del Hamiltoniano de un sistema.
Tomemos un conjunto de M funciones linealmente independientes {gpi}i]\il que expanden
un subespacio H del espacio de Hilbert H en el cual se describe dicho sistema. Suponemos

asi que
H

IN
=

)

. (3.1)
dim(H) = M,
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v que las funciones base de H estdn normalizadas, pero que no son necesariamente

ortogonales entre si.

En general, tendremos

‘Z> = @iy
(iliy = | lpi(2)[Pdx = 1, (32)
(il7) = Sij # dij-
Las integrales (i|j), es decir, los términos no diagonales de S, se denominan integrales
de overlap. Diagonalizar S es equivalente a ortogonalizar la base, pero muchas veces

resulta conveniente trabajar con bases no ortogonales, ya que las mismas pueden describir

correctamente las simetrias del sistema.

El método de Rayleigh-Ritz consiste en plantear como solucién del sistema un

funcional del tipo

M
Up = cipi(). (3.3)
=1

Los coeficientes ¢; pueden ser complejos, y deben ser tales que minimicen el valor de

expectacion

(Up|H|Vp)
H)p=-—F"—7"—"—, 3.4
< >P <\pr|\I/P> ( )
Las ecuaciones resultantes de tomar entonces ming.,,(H)p son
o),
ORe(c; ’
e(ci) (3.5)
0ty _,
dIm(c;)
Dado que
(Up| H[Wp) _ S~ cie; (il H1j)
H), = = i , 3.6
< >P (q}P|\IJP> Z C;chi' ( )

ij=1
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podemos reescribir las ecuaciones (3.5) dadas por el principio variacional y obtener que
los valores estacionarios de los coeficientes ¢; estan dados por la solucién del problema

clésico de autovalores generalizado,

det(H — \S) = 0, (3.7)

donde los autovectores dan las distintas Wp, y los A cumplen la siguiente propiedad: sea
Ao = min{)\i}, entonces si Fy es la energia del estado fundamental del Hamiltoniano
H del sistema que desedbamos estudiar, se cumple que A\, > Ejy. De la misma manera,
para el resto del espectro de energias discretas del Hamiltoniano H se cumple que, si
ordenamos los valores A de menor a mayor, entonces A\; > E; parai=1,..., M. Esto es
cierto siempre que tengamos al menos M estados ligados en el espectro del Hamiltoniano.
Cuando el potencial en el Hamiltoniano V(z) — oo para |z| — oo, tenemos infinitos

estados ligados, y podemos utilizar el método de Rayleigh-Ritz.

Las cotas A de los valores de las energias forman una sucesién mondtonamente de-
creciente a medida que aumentamos en tamano de la base variacional M. Es importante
notar que si bien el método variacional es una aproximacién no controlada, esto es, no
podemos determinar cual serd la magnitud del error en la aproximacién, en el limite
M — o0, es decir, en el caso en el que nuestra base sea completa, la solucién encontrada
es exacta. Estudiando la convergencia con respecto a M podemos estudiar asi el grado

de aproximacién del método al truncar la base.

3.1.1. Meétodo de Rayleigh-Ritz: dos esferas rigidas

Ejemplificaremos el uso del método de Rayleigh-Ritz con el problema de dos esferas
rigidas ya resuelto exactamente. Retomamos el analisis hecho en la seccién 2.2. El cambio

de variable

U x1 + 2),

_ L
{5 (3.8)

v =

ﬁ(fw - $1);

nos permite desacoplar el centro de masa, y nuestro problema se reduce a resolver el

Hamiltoniano

he = = L L ), (3.9)
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donde

oo siv<b
w(v) = (3.10)
0 siv>b,

Ahora, para aplicar el método de Rayleigh-Ritz, en primer lugar realizaremos un
nuevo cambio de variables, para poder utilizar una base variacional que cumpla de

manera automatica las condiciones de contorno. De esta manera definimos

b=uv—b, (3.11)

donde b =

ahora

, con b siendo el didmetro de las particulas. Asi el Hamiltoniano (3.9) es

e
[N}

L
2 dv?

_ 1 ~2 ~ 2
hy = +2(v —|—2bv+b>, (3.12)

v la condiciéon de contorno sobre la funcién de onda es ahora

¢(0) = 0. (3.13)

Los primeros términos de (3.12) corresponden a un oscilador arménico canénico.
Considerando esto, la condicién de frontera dada por (3.13) y que ademds © > 0, debido
a la condicion de distinguibilidad de las particulas, tomamos como base variacional las
soluciones impares del oscilador arménico candénico, dadas por las funciones adecuada-

mente normalizadas en el intervalo [0, c0)

N

ol

In) = CyHy(3)e™ = . (3.14)

donde hemos usado la notacién de Dirac para representar las funciones. Las mismos
son un conjunto de funciones linealmente independientes y normalizables en el intervalo

[0,00). Nuestra funcién variacional es entonces

M-1

Up =) coip1]2i+1). (3.15)
=0
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Utilizando esta base variacional, calculamos los elementos de matriz de (3.12) y
diagonalizamos la matriz resultante para obtener las cotas A; de los autovalores mediante

rutinas en Fortran90 [22].

Los resultados obtenidos para el estado fundamental en el caso b = 1 estan ilustra-
dos en la tabla (3.1). Alli podemos observar también el resultado exacto del autovalor,

calculado con el método presentado en el capitulo anterior.

M Ao
2 3.04813271
3 3.03923416
4 3.03775930
5 3.03740393
10 3.03720685
15 3.03719785
20 3.03719630
25 3.03719586
30 3.03719570
35 3.03719562
40 3.03719558
Extrapolacién | 3.03719553
Exacto 3.03719553

CUADRO 3.1: Autovalores del Hamiltoniano h, para dos particulas de acuerdo al méto-
do de Rayleigh-Ritz, para b=1.

En la tabla (3.1) podemos observar la convergencia del método. Con una base
variacional de M = 40, obtenemos resultados correctos a nueve cifras significativas.
Esto se ve ilustrado también en la figura (3.1), en donde hemos graficado los valores
obtenidos, y un ajuste que nos permite extrapolar el valor de la energia para M — oo.

Para extrapolar dicho valor, tomamos la energia del estado fundamental como

€0 = lim )\07M, (316)

M—o0

A ~ _— 1
oM € + ek (3.17)
Este ajuste se encuentra también graficado en la figura (3.1) para v = 4.53, y el
valor extrapolado para M — oo se encuentra en la tabla (3.1). Para este v, el coeficiente
de correlacién del ajuste es r = 0,998. En la figura (3.1), la linea roja punteada indica

la extrapolacién realizada.
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T T ‘ T |
L | I t * Valor extrapolado ]
3.045- 3.0372: -”‘.a —_ 1
3.037190 : 0.1 i
w 3.04 . .
3.035- n
I | | I | I |
3:0% 0.1 02 03 04 05

Ficura 3.1: Convergencia de la energia del estado fundamental para el caso b = 1,
junto con el valor extrapolado de la energia.

Podemos ver en la figura (3.1) que aunque la aproximacién variacional sea no con-
trolada, podemos encontrar una forma funcional que la ajusta y nos permite extrapolar
los valores exactos. Esto es gracias a que las cotas forman una sucesién monétona de-
creciente acotada, y por lo tanto, convergente. Es posible entonces estimar el error que
surge de truncar la base completa un M finito. En este ejemplo en particular, la cota
para el estado fundamental converge al autovalor exacto a nueve cifras significativas,

calculado mediante el método del capitulo anterior.

3.2. Problema de tres esferas rigidas distinguibles

Estudiaremos ahora el problema de tres particulas distinguibles e idénticas atrapa-
das en un potencial armoénico unidimensional, interactuantes mediante un potencial de

esferas rigidas. El Hamiltoniano del sistema toma la forma

H:hl—f-hz—l-hg—i-w(l’l,l‘g,l‘g), (318)

donde, al igual que en (2.18) los subindices numeran particulas, h; son los Hamiltonianos

de una particula en un potencial arménico y w(xy,xe,x3) el potencial de interaccion.
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Como las mismas son distinguibles, asumiremos que z; < x2 < z3. Las particulas

interactuan mediante el potencial

oo Ssixeg—x1<b
'IU(.’L'l,.CCQ,.Tg) = oo si T3 — T2 S b (319)

0 en cualquier otro caso,

donde b es el diametro de las particulas.

En este caso, el cambio de variables que proponemos para resolver el sistema es

@y —w1—b
1,/3 !
_:ngngb
y_T’

_ T1+ 22+ 73

v

(3.20)

que nos permite reescribir el Hamiltoniano (3.18) como H = hxy + hz + b%. Las au-
tofunciones tomaran la forma ®(z,y,2) = ¢z(2)dxy(z,y), y las autoenergias estaran
dadas por € = €7 + exy + b2. Los Hamiltonianos en términos de las nuevas variables

estan dados por

102 1,
=4 21
hz=—552 13" (3:21)
y
h —2<h +h )+1<$ _ >+4\/§b(x+ ) (3.22)
XY V3 X Y /3 Yy 91y Y), .
donde
19> 1,
=502 T2
2 (3.23)
h :_li+12
Y 23y2 2y7

son los Hamiltonianos candnicos de un oscilador arménico unidimensional, y donde el
potencial de contacto, al igual que en el caso de dos particulas, se ve transformado en

las condiciones de contorno
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exy(2,0) =0; ¢xy(0,y) = 0. (3.24)

Como nuevas variables hemos elegido, de esta forma, z que da cuenta del centro de
masa del sistema, y x e y, que dan cuenta de las coordenadas relativas entre las variables.
Podemos notar que este cambio de variable no es, por supuesto, el inico cambio de
variable posible para estudiar el sistema. Las coordenadas de Jacobi son muchas veces
utilizadas para resolver sistemas similares [9, 14], pero sin embargo, dicho cambio de
variables introduce condiciones de contorno dadas por el potencial que son complicadas
de tratar utilizando el método variacional. Las coordenadas aqui propuestas convierten
el problema en uno de condiciones de contorno de Dirichlet [18], y podemos tratar esta
condicién de frontera con una sencilla eleccién de la base de un subespacio de Hilbert
del Hamiltoniano del sistema. Finalmente, las constantes que aparecen reescaleando las
nuevas variables estan definidas de forma tal que la transformacion sea unitaria, con el
objetivo también de que al cambiar de variables aparezcan Hamiltonianos candnicos del

oscilador armonico.

El término b2, al ser constante, introduce simplemente un cambio del cero en la

energia del sistema y puede, por lo tanto, ser ignorado durante el resto del anélisis.

La coordenada de centro de masa z se desacopla totalmente de las otras dos sin
ninguna condicién de contorno mas que aquella que exige que la funcién de onda sea de

cuadrado integrable.

Al igual que en el caso de dos particulas, el centro de masa se comporta como
si estuviese en presencia de un potencial armoénico, sin ninguna inhomogeneidad. La
variable z puede tomar cualquier valor en el rango (—oo,o0), con lo que la solucién de

(3.21) es la ya conocida del oscilador arménico

hzédz = ez¢z, (3.25)
67 = 6u(2) = Coe™ T Hy(2), (3.26)
eZ:en:n—l—%. (3.27)

El termino hxy es el que presenta el mayor reto para su resolucién, y es, por
consiguiente, el de mayor interés en cuanto a la descripcién del sistema. Estudiaremos
este Hamiltoniano haciendo uso del método variacional de Rayleigh-Ritz. Por simplici-
dad, reescribimos (3.22) en terminos de los operadores escalera, u operadores creacién y

aniquilacion, del oscilador arménico canénico [2]
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(3.28)

Los operadores a, y &33 se definen de manera analoga. Recordemos la forma en la

que estos operadores actian sobre los autoestados ¢,, del oscilador armoénico

adn = Vndn-1,
! ; (3.29)
alfn =V + 1¢ni1.
Definimos el operador nimero como
R = af Ay (3.30)
El mismo actia sobre los autoestados ¢,, de la forma
ﬁxﬁbn(m) = nazﬁbn(m) (3'31)

Utilizando estos operadores, reescribimos (3.22)

2 1 43
hxy = —=(fig + iy + 1) + —= (a0, + aLal) + —=b(4g + ay + a1 +a)).  (3.32
Xy \/3( y+1) \/g( v V) NG ( y T oot +ay).  (3.32)

El conjunto de soluciones impares del oscilador armoénico es un conjunto completo
de funciones ortogonales en el intervalo [0,00), que cumplen la condicién de contorno
(3.24). Podemos, por lo tanto, tomarlas como la base variacional que utilizaremos para

encontrar las soluciones del sistema descripto por (3.22).

De esta manera, el funcional que utilizaremos para el procedimiento variacional de

Rayleigh-Ritz es

M
oxy = Z cijp2ir1()p2j11(y), (3.33)
ij=0

donde la funcién ¢y, de la base es la k-ésima autofuncién del oscilador arménico canénico,

normalizada en el intervalo [0, c0)
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1 1 a2

or(x) = [k) =

En principio, de acuerdo al método variacional obtendremos los valores exactos de
la energia si M — oo, pero computacionalmente es necesario truncar la base. La eleccién
de M queda mejor justificada en las secciones siguientes. Notamos que si el polinomio
de Hermite, asociado a la funcién de una particula, més alto que tomamos es de orden

k, nuestra base variacional tendrd tamafio M = k2.

Podemos reescribir la funcién ¢xy como

N

bxy =Y cij|2i+1,25+1), (3.35)
i,j=0

donde [2i +1,2j +1) = |2i + 1) ® |2j + 1)

Para realizar el cdlculo variacional necesitaremos calcular los elementos de matriz
(20 +1,2j + 1| hxy |2m + 1,2n + 1) y la matriz de overlap S. Debido a nuestra eleccién
de base, la matriz de overlap resulta S = 62;41,2m+102j+1,2n+1, O equivalentemente S =
di.m0jn, debido a que en el intervalo (0, 0o) las funciones tomadas como base variacional

son ortogonales.

Para el célculo de los elementos de matriz del Hamiltoniano hxy utilizaremos
por simplicidad el Hamiltoniano reescrito en términos de los operadores de creacién y

aniquilacién. Asi, el cdlculo se reduce a el calculo de integrales del tipo

(is gl m) = / h / ~ ot (205 (1) on (@) (y)dady. (3.36)

donde %, j,n y m son numeros naturales.

Basta simplemente calcular la integral para una de las variables, debido a que como
las autofunciones corresponden a distintos espacios de Hilbert, la integral es separable.

Asi, calculamos analiticamente el valor de

, © 1 1 .
(ifn) = /0 g B @) (3.37)

donde obtenemos que la solucion de la integral es
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din siiyn son ambos pares o ambos impares
(i|n) = 1 I e (3.38)
m i,n S1 7 €8 1Inpar y n par.

donde
2t (n — )N , ,
7@_2,_1)”}[”_2-_1(0) sin>i
Iin = (3.39)
2"l (n — )N

=)l H;_,(0) sin <i.

En el caso de n impar e i par, hacemos uso de (i|n) = (n|i)*, y usamos el resultado
(3.38). Utilizando este resultado, calculamos los elementos de matriz del Hamiltoniano
y diagonalizamos la matriz resultante para encontrar las cotas de las energias. La deri-

vacién del resultado (3.38) se encuentra detallada en el Apéndice A.

3.2.1. Autovalores del sistema

Aplicando el método de Rayleigh-Ritz junto con el resultado (3.38), encontramos
entonces los autovalores correspondientes al Hamiltoniano hxy. Vale la pena notar que
la energia del sistema estard dada por dicho autovalor, més la energia del centro de masa

y la constante b?

e=n+1/2+b*+exy. (3.40)

Utilizando una base variacional compuesta por 30 polinomios de Hermite de una
particula, cuyo tamano queda justificado en la seccion siguiente, obtenemos los autova-
lores del estado fundamental y de los estados excitados, dependientes del didmetro b.

Los mismos se encuentran graficados en la figura (3.2)

Varias cosas son notables de este espectro. En primer lugar, cuando b — 0, las
energias tienden a los valores exy = 4,6,7,8, . ... Estos valores fueron calculados analiti-
camente por D’Amico y Rontani [14], para el caso b = 0, utilizando un sistema de coor-
denadas relativas de Jacobi. El valor energético € = 5 se accede mediante excitaciones

del centro de masa.

Otro aspecto de este espectro a notar son las degeneraciones que aparecen a partir
del sexto autovalor para b = 0. Dichas degeneraciones se rompen cuando b > 0, y cons-

tituyen un resultado interesante, ya que dan cuenta de aquellos efectos, potencialmente
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— Estado fundamental
— Estados excitados

FicuraA 3.2: Autovalores del Hamiltoniano hxy, dependientes del didmetro b, para
una base variacional de tamafio M = 302

medibles experimentalmente, que tiene introducir el tamano en la descripcién de las
particulas. Las degeneraciones son consecuencia de la simetria de espejo que presenta
el sistema para b = 0, la cual se rompe cuando variamos el radio de las particulas. El
trabajo mencionado de D’Amico y Rontani [14] ha sido realizado estrictamente a b =0
e interacciones de tipo soft core. En el limite de repulsién fuerte, equivalente a un poten-
cial de esferas rigidas, el sistema descripto por estos autores presenta las degeneraciones

que nuestro sistema presenta para b — 0.

3.2.2. Convergencia del método variacional

La eleccion del tamano de la base no fue realizada de manera arbitraria. Recordamos
que utilizando el método variacional de Rayleigh-Ritz encontramos los autovalores de
forma exacta si tomamos una base completa de un espacio de Hilbert del sistema, en
este caso, todos los polinomios de Hermite de orden impar. Sin embargo, no es posible
realizar cédlculos numéricos con bases infinitas: debemos truncar la base, y para ello,

debemos realizar una eleccién en cuanto al tamano de la misma.

En las figuras (3.3) - (3.5) se puede observar la convergencia de los primeros cinco
autovalores del sistema hxy en funcion de %, donde M = K x K denota el tamano

tomado de la base variacional, y 2K — 1 indica el polinomio de Hermite de mayor orden
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en dicha base. Numéricamente, la convergencia es rdpida, y la eleccion de una base
de 30 polinomios de Hermite nos permite asegurar un error relativo en el valor de las
autoenergias menor al 0.005%. Cuanto més exacto deseemos que sea el calculo, mayor
debe ser la base. En las figuras también se encuentra realizado el mismo ajuste (3.17)
que hicimos en el ejemplo de dos particulas. Hemos tomado v = 2, y los coeficientes de
correlacion de los ajustes cumplen r > 0.98. El estado fundamental, y el ajuste realizado
para extrapolar el valor del estado fundamental, se ve ampliado en la esquina izquierda

superior de todas las figuras.
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Ficura 3.3: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano Hxy del problema de
tres particulas para el caso b = 0. Ampliacién de la convergencia de la cota de la energia
del estado fundamental,
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Ficura 3.4: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano Hyxy del problema de
tres particulas para el caso b = 1. Ampliacién de la convergencia de la cota de la energia
del estado fundamental,
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Ficura 3.5: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano Hxy del problema de
tres particulas para el caso b = 4. Ampliacién de la convergencia de la cota de la energia
del estado fundamental.
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Podemos notar que cuanto mayor es el didmetro de las particulas, la convergencia

es mas lenta respecto al tamano de la base, y el costo computacional es entonces mayor.

3.2.3. Densidad de probabilidad del sistema

En las figuras (3.6) y (3.7) podemos ver la densidad de probabilidad del estado
fundamental del sistema, dependiente del parametro b, el cual nos indica el didametro
de las particulas del sistema. La variable x indica ahora la variable espacial de la tram-
pa armonica unidimensional en la cual se encuentran las particulas. La densidad de

probabilidad de cada una de las particulas queda definida de la forma [2]

p1(x) :/ (/ |(I>(x,x2,x3)|2da:3>d:v2
z+b To+b
z—b 00

p2(z) :/ / |® (1, z, x3)|?dx3 | dr (3.41)
—00 z+b

z—b xo—b
pa() = / ( / |<1><x1,x2,x>|2da:1>dx2.

Para encontrar las distribuciones de probabilidad que graficamos en (3.6) y (3.7)
debimos integrar numéricamente las autofunciones obtenidas mediante el método de

Rayleigh-Ritz utilizando el método de cuadraturas de Gauss-Hermite [23].
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Ficura 3.6: Densidad de probabilidad de sistemas con tres particulas y didmetros
b > 1 en funcién de la variable espacial z, para una base variacional de M = 302
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Figura 3.7: Densidad de probabilidad de sistemas con tres particulas y didmetros
b < 1 en funcién de la variable espacial z, para una base variacional de M = 302
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Vemos que cuando b — oo, la distribucién de probabilidad tiende a colapsar y
centrarse en los valores esperados clasicamente, esto es, el valor de expectacion de cada
una de las posiciones de las particulas, se acerca al valor del didmetro de las particulas

cuanto mas crece el mismo.

]_ 4 T T T T T T T

— (élculo clasico

12~ — (Calculo cudntico

10 1

<X>

8 10 12

F1curA 3.8: Comparacién de los célculos clésico (linea negra) y cudntico (linea roja)
del valor de expectacion de x = x3, esto es, la posicién de la particula de un extremo.
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3.3. Efectos de indistinguibilidad en el problema de tres

particulas

Aligual que en el caso de dos particulas, al tener interaccion de esferas rigidas entre
las particulas, el espectro de energias no cambia cuando introducimos indistinguibilidad.
Nuevamente, este resultado sélo es valido para interacciones de tipo esferas rigidas y no

de soft core, en donde el cdlculo deberfa ser modificado [14].



Capitulo 4

N esferas rigidas en un potencial

armonico

En este capitulo buscamos generalizar la descripcién del problema de pocas particu-
las atrapadas en un potencial arménico unidimensional a un gas de N particulas idénti-
cas. Analizamos ademads la convergencia del método de Rayleigh-Ritz para sistemas con
N > 3.

4.1. Generalizacion del Hamiltoniano del sistema

Estudiaremos ahora el Hamiltoniano de N particulas interactuando en el mismo

potencial de contacto con el que trabajamos hasta ahora. El Hamiltoniano es entonces

H = hz‘-i- w(|x,~—mi+1\),
z‘z =1 (4'1)

H\I/(.%'l,. . .,$N) = E\Il(asl,.. . ,acN).

N N-1
=0

Nuevamente, h; son los Hamiltonianos de una particula en un potencial arménico,

b es el didmetro de las particulas y el potencial de interaccién w toma la forma

oo Ssizipr—ax; <Db
w(|zipr — x5]) = (4.2)
0 en cualquier otro caso.

Como las particulas son distinguibles, tomamos 1 < z2 < ... < xy, y el potencial

de contacto entonces cumple

37
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N-1 N-1

w(lzi —zi]) = > wlwipn — ). (4.3)

=1 i=1

Al igual que en los casos de dos y tres particulas, buscamos reescribir este Hamil-
toniano de forma tal que el potencial de interaccién se transforme en una condicién de
contorno, lo cual simplifica la solucién del problema mediante métodos variacionales.

Para ello, el cambio de variable propuesto es:

N
Y1 = E Ly
=1

(4.4)

Yy; = x; —xj—1 — b para j > 2.

Podemos expresar este cambio de variable en forma matricial
=A% b, (4.5)
donde
x1 (1 0
€2 Y2 -

7= j= b= (4.6)

TN YN | 0]

son las posiciones de las N particulas, ¥ son las nuevas coordenadas, donde y; es la
coordenada relacionada con el centro de masa, aiin no normalizada, y b es el vector que
da cuenta del radio de las particulas. en este caso, hemos tomado todas las particulas
del mismo tamano, pero podemos repetir el calculo para cuando las particulas tienen

distintos radios. A es la matriz N x N de cambio de base

11 1 1]
1 1 0 0 0
-1 0 0
A = (4.7)
0 0 -1 1 0
0 0 0 0 1]

Simplificamos el cambio de variables haciendo en primer lugar el reemplazo
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y =7 +0. (4.8)

Para transformar el Hamiltoniano (4.1) podemos reescribirlo de forma vectorial, en

términos de ¥ y del operador gradiente Vz = (8%17 8%2, e %),
1 1 N-1
H = —§V5 -Vz+ 555 T+ w(xiﬂ — .Z‘Z'), (4.9)
i=1

y usar las transformaciones

=AY,
(4.10)
Vi=A"V,
y
donde las matrices A~ y AT toman la forma explicita
[1 —(N—-1) —(N-2) —(N-3) 1 |
1 1 —(N-2) —(N-3) ~1
1 1 p ~(N-3 1
A= o ( ) : (4.11)
N |1 1 2 3 -1
1 1 2 3 N —1]
1 -1 0 0]
1 1 -1 0
1 —1 0
AT = (4.12)
1 0 1 0
1 0 0 0 1
Asi, reescribimos
o WD) e R AN DG 1),
" ! (4.13)
D\2 S O\ =, 0 0
Ve V= N(ga) + 2 2(50) - X250
4 = %Y = Y %Y
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Con lo que el Hamiltoniano es

1 1.
1 [y? O\ e [(N =+ 1)(—1) 5 (02
2 {N (ay;) +jz_; 2N J (3%) (4.14)
N N-1
(N-k+1)({G-1 ,, g 0
+ Uikt D 57
k>z]:>1 N ’ =2 Ay 0514

Ahora, recordando el reemplazo (4.8), volvemos a considerar el radio tomando

—
/

j=1y —b. (4.15)

Utilizando este sistema coordenado, el Hamiltoniano resultante es

N

1 [yt 9 \? (N-Jj+1)G -1/ o 2 %
H=-|Z - N(— C+2yb+ b7 ) — | =—
2 [N (8y1> +j§::2 N (7 + 2050 +97) (ayj>
N ) N-1
(N-k+1)(j—-1) 9 o 8
+ Z Yiyk + b+ ypb + 07 ) + Z A A (4.16)
k>j>1 N ( ) = 9 0Yjt1
con la condicién de contorno
U(xy,...,zn) = P(y1, ..., ,
(21 N) =®(n yN) (4.17)

®(y1,...,y;=0,...,yn) = 0 para todo j.

Ahora, realizamos una ltima transformacion para llevar la expresién del Hamil-
toniano anterior a una expresion dependiente de los Hamiltonianos h; candnicos del

oscilador arménico. Para todo j # 1

(N—j+D(—1)\1
yj = < ON ) Zj, (418)
y para el caso de centro de masa, j =1,
L (4.19)
= Z1. .
Y1 JN 1
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Con este reescaleo de las coordenadas, el Hamiltoniano resultante es

et
N .
+k§'>1 B\(fé\(fk_—kg(j\)f Ejj_+13)] ZJZk_bNZ[ jH (j_l)] G @20

1
N-j+D)N-j)(G-1j|* 0 9  N1-N?
4N? 8;jazj+1 24

N—-1
+Z b2

Jj=

Considerar los efectos del radio introduce términos lineales en el Hamiltoniano, que

cambian la posicién y la fase de la funcién de onda [24].

Finalmente, resulta conveniente expresar el Hamiltoniano en término de los ope-
radores aniquilacién y creacién, para asi poder aplicar el método variacional sobre el

sistema de N particulas al igual que en el caso de tres particulas

Hemt ey [2<N—j+1><j—1>]%[mj+;>
2

- N
j=
N 1
(N—k+1 13721/, . X
+ Z ( (]\)fijj—ki)] 2<a ar + a Ta/ﬁ—a]akjL ;a,t>
k>j>1
N 3
= v\
1
N-—1 N 1
N—j+DWN-)U-1Dj| 1( .
+Z AN 9 aja]+1_aa]+1 T1+a; ;-i—l
=2
Nl N2)

(4.21)
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4.1.1. Sistema de 4 particulas

Particularizamos los resultados obtenidos para el caso N=4

4.1.1.1. Autovalores y convergencia

Si separamos del Hamiltoniano (4.21) el centro de masa, cuya energia y autovalores
corresponden a un oscilador arménico candnico, y el término constante por un lado, y
utilizamos el método de Rayleigh-Ritz para encontrar los autovalores € de los términos

restantes, la energia total del sistema estara dada por:

1 156
E=n+_-+—+e¢ (4.22)
2 6
Utilizando una base variacional de 22 polinomios de Hermite, obtenemos los au-
tovalores del estado fundamental, dependientes del parametro b, lo que da una base

variacional de 223 = 10648 funciones. Los autovalores se encuentran graficados en la
figura (4.1)

— Estado fundamental
— Estados excitados

FIGURA 4.1: Primeros 5 autovalores ¢ del Hamiltoniano de coordenadas relativas de
cuatro particulas, dependientes del didmetro b, con una base variacional de 22 polino-
mios de Hermite de una particula, esto es, M = 223
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La convergencia del método para encontrar la energia del estado fundamental se
ve graficada en la figura (4.2), para el caso de b = 0. Puede observarse que el tamarfio
de la base variacional tomada no fue suficiente para que las cotas de los autovalores
entren en un régimen asintético, con lo cual no podemos realizar extrapolaciones de las

autoenergias del sistema. Para esto, necesitariamos de mayor poder computacional.

Esperamos ver degeneraciones de las energias a partir de un autovalor mas alto que
para el caso de tres particulas: para este caso encontrabamos degeneraciones desde el
sexto autovalor, pero como aqui nos encontramos con una particula mas, las degenera-
ciones aparecerian en autovalores mds altos. Sin embargo, debido a que el método de
Rayleigh Ritz no tiene una buena convergencia para el problema de N > 4 particulas,
y genera cotas cada vez menos exactas de la energia cuanto més alto es el autovalor, no

hemos podido ver en este caso las degeneraciones esperadas.

7.2 . N

6.6~ n

0 0.1 0.2 0.3 0.4

Ficura 4.2: Convergencia de las cotas de la energia para el estado fundamental del
Hamiltoniano de las coordenadas relativas de cuatro particulas, para el caso b = 0.

4.1.1.2. Densidad de probabilidad del sistema

En las figuras (4.3) y (4.4) podemos ver el estado fundamental del sistema, depen-
diente del pardmetro b, que nos indica el didmetro de las particulas del sistema, para

una base variacional de 22 polinomios de Hermite.

Definimos las densidades de probabilidad p;(z) de la misma forma que en (3.41)
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p1(z) :/ (/ (/ ]@(m,mg,mg,x4)\2da:4> dx;;) dxo
x+b xo+b x3+b
r—b 0 e

p2(x) :/ </ (/ ]@(xl,x,xg,x4)\2dw4>dx3> dxy
—00 x+b x3+b

[e’e) x—b xo—b

p3(x) :/ (/ (/ |<I>(x1,m2,m,$4)de1>dx2>dx4
z+b —o0 —o0
z—b r3—b To—b

p4(:1c)—/ / / \@(xl,xg,xg,xﬂzdxl dzo | dxs

0.8

0.6

0.4

0.2

|
-10 -5 0
X

FI1GURA 4.3: Densidad de probabilidad de sistemas con cuatro particulas y didmetros
b > 1 en funcién de la variable espacial x, para una base variacional de K = 22

polinomios de una particula, esto es M = 223

10
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0.8

F1GURA 4.4: Densidad de probabilidad de sistemas con cuatro particulas y didmetros
b < 1 en funcién de la variable espacial x, para una base variacional de M = 223



Capitulo 5

Efectos de impurezas en sistemas
de esferas rigidas en trampas

armonicas

5.1. Impurezas en sistemas de dos particulas

Un sistema de dos particulas en un potencial armoénico en el que las particulas no

tienen ni el mismo tamano ni la misma masa, puede modelarse con el Hamiltoniano

1d> 1 11 d> 1
2 _ - + —mad + w(zy — 1), (5.1)

H=-—-"_ —s=—
242 T2 T 3mdid | 2

y el potencial de esferas rigidas w dado por

00 sixg—x1 < b
w(zy, x2) = . (5.2)
0 Sixzo—x1>0b

en donde z; indica la posicién de la particula i, coni = 1,2, y b = 1+ es la suma de los
radios de ambas particulas. Tomamos, sin pérdida de generalidad, x5 > x1. Nuevamente
tomamos un sistema de unidades donde h = 1, w = 1 para ambas particulas y las masas

de la particulas queda definida por m1 = 1 y mg = m, o equivalentemente, mediante

T
h
miw

el reescaleo de las variables x; — . La energia queda definida entonces también

E

mediante un reescaleo £ — T

46
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Si realizamos el mismo andlisis hecho en el capitulo 2, el Hamiltoniano con una

impureza resulta soluble con un simple reescaleo del cambio de variable (2.20) utilizado:

1+ mxo

N Vi+tm'’

T2 — T

Vitm'

(5.3)

Con este cambio de variable, el Hamiltoniano se convierte en

1d 1,

o2 T

1d® 1,
@z T3l (54)

y la condiciéon de contorno en

oo siv<b
w(v) = : (5.5)
0 siv>hb.

donde ahora b = b. Con este cambio de variables, el Hamiltoniano y la condicion

m+1
m
de contorno resultan idénticas al problema de dos particulas planteado en el capitulo

dos, y la solucién estara dada por (2.23)

5.2. Impurezas en sistemas de tres particulas

Supongamos que tenemos un sistema de tres particulas, con dos de ellas idénticas
entre si, y una impureza, esto es, una particula de distinta masa y tamano, atrapadas en
el mismo potencial armonico e interactuando mediante un potencial de esferas rigidas.
Nuevamente tomamos un sistema de unidades donde A = 1, w = 1 para todas las
particulas y las masas de la particulas queda definida por m; = 1, excepto la impureza,

cuya masa queda definida por m; = m.

5.2.1. Caso donde la impureza se encuentra en un extremo

En primer lugar, realizamos la descripcién del sistema en el caso x1 < x9 < x3,
donde la particula 3 es la impureza. Esto es, las particulas cuyas posiciones quedan
definidas por x; y zs tienen masas que definimos en nuestro sistema de unidades como
my1 =1y me =1, y radio r = b, mientras que la particula cuya posicion estd marcada

por z3 posee m3 = m y radio r = d. El Hamiltoniano del sistema es entonces
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1 d? s 1d°

+1 +12 11 d 1
T — s>tz
T 2d2? 270 2422 277 2mdal

+ mafg + w(xy, x2, 73), (5.6)
donde

oo sixg—x1<b

w(z1,22,23) = oo sixg—xzo < R="12 (5.7)

0 en cualquier otro caso

Realizamos el cambio de variable

_xp—w1—b
2+m
71’3—1'2—]%
24+m

1+ 22+ mx3

V2+m ’

donde vemos que si tomamos m = 1 recuperamos el caso (3.20). Con estas variables, el

Hamiltoniano ahora resulta

H=H;+Hx+Hy+ Hxy +C. (59)
con
1d* 1
Hy=— =22,
2= "3a2 9"

1 d? I+m o5 b+m(b+R)

Hy=———u—— "+ 22 + o,
X T Atmd?2 " 22 +m 2 +m)
1+m d? m 5 m(b+2R)
Hy = — —— 4+ + 5 5.10
Y 2my/2 + m dy? \/2+my (2+m)% Y (5-10)

Hxy = ! & - Y
V24 mdrdy 24+ m"
o (14+m)b% +2mR(b+ R)
2(2+m) )

Buscamos las soluciones de
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HVU = E, (5.11)

donde planteamos la solucién a variables separadas

UV =1xyyz,
Hzipz = ez7, (5.12)

HxyvYxy = exy¥xy.

La energia E queda entonces definida por £ = ex + exy + C.

El Hamiltoniano Hz correspondiente a la coordenada de centro de masa se corres-
ponde al un oscilador arménico canénico (2.1) cuyas soluciones son las ya conocidas

(2.2), con lo que

vz = Cn6_22/2Hn(2)7
(5.13)

=N —
€7 Z+27

N

donde C, L (3)a.

— 2npl\7®

Al igual que en el caso de tres particulas idénticas, el reto esté en resolver Hxy .

Definimos entonces las variables

~ <1+m>i
T=(——) u,
2

(2
14+m ¥

que nos permiten reescribir los Hamiltonianos Hx y Hy en términos de los Hamiltonia-

(5.14)

y

nos canoénicos de un oscilador armoénico

2(1 142 1 b b+ R)27
Hy = ﬂ<_7f2 7f2>+ +m(3—|-R) :
24 m 2dz 2 (24+m)i(1+m)a
1
Hy = M(_l d’ +1~2)+ mb+2R)(1+m)i (5.15)
2+m 2dy? = 2 (2+m)%21/4(1+m)% ’

2
HXY:\/&(dgdg-Ff?]);
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Al igual que en el caso de 3 particulas, reescribimos este Hamiltoniano en términos
de los operadores creacion, aniquilacién y el operador niimero, lo cual simplifica el calculo

de los elementos de matriz de H

2(1 1 b b
Hx = ‘Lji@0%+*)+ 4+@(+R)1Wﬁ+@%
2+m 27 (24 m)1(2+2m)1
1
2(1 1 b+2R)(1 1
Hy = ALiﬂQGw+,>+"K+‘€X'+mﬂgw+ab, (5.16)
24+m 2 (2 +m)123/4m1/2 Y
m
HXY = m (ijag + a;aj}) s

5.2.1.1. Awutovalores

Utilizando el método de Rayleigh-Ritz, calculamos los autovalores del sistema. Los

autovalores més bajos del mismo se encuentran graficados en la figura (5.1)

15F -

w10- -

F1cUrA 5.1: Autovalores mas bajos del sistema con una impureza en un extremo, con
a = d =1 y una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una particula.

Vemos que cuando m — 0 los autovalores del sistema tienden a degenerarse. Esto se
debe a que el caso m = 0 se corresponde al caso de dos particulas. Una tercera particula

introduce nuevos grados de libertad, y separa las lineas del espectro energético.



Capitulo 5 Efectos de impurezas en sistemas de esferas rigidas en trampas armonicasbl

El caso m — oo se corresponde a una pared de potencial impenetrable en z = 0.
En este caso, existe una degeneracién de las energias que resulta de que tanto los estados
pares como impares poseen un nodo en x = 0 en este limite, y tienen, por lo tanto, la

misma energia asociada.

5.2.1.2. Densidad de probabilidad del sistema

En las figuras (5.2) y (5.3) podemos ver la densidad de probabilidad del estado
fundamental del sistema, dependientes de la masa m, que nos indica la masa de la
particula de un extremo del sistema, para una base variacional de 30 polinomios de

Hermite de una particula. Definimos p(x) de la misma manera que en 3.41

1.5 . . . —

FIGURA 5.2: Densidad de probabilidad de sistemas con tres particulas, con una impu-
reza de masa m > 1 en un extremo, y didmetros b = d > 1 en funcién de la variable
espacial x, para una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una particula.
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— m=0.5

0.4+

0.2+

FicurA 5.3: Densidad de probabilidad de sistemas con tres particulas, con una impu-
reza de masa m < 1 en un extremo, y didmetros b = d > 1 en funcién de la variable
espacial x, para una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una particula.

Podemos ver en la figura (5.2) que si la masa de la impureza es m > 1, entonces la
misma se encuentra mas localizada, y tiende a formar una pared de potencial en x = 0.
En la figura (5.3) podemos ver que si la masa de la impureza es m < 1, la misma tiende

a deslocalizarse.

5.2.2. Caso donde la impureza se encuentra en el medio

Ahora, realizamos la descripcién del sistema en el caso z1 < x2 < z3, donde la
particula 2 es la impureza. Esto es, las particulas cuyas posiciones quedan definidas por
x1 y 3 tienen masas que definimos en nuestro sistema de unidades como m; = 1y
m3 = 1, y radio r = b, mientras que la particula cuya posicién estd marcada por xa

posee mo = m y radio r = d. El Hamiltoniano del sistema es entonces

1 d? 11 d> 1
_ igd—x% + imxg + w(w1, 2, T3), (5.17)

2 dx?

1
233

9 1d2+1
LT 2dag 2"

2
5—

donde
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9 sixg—xlﬁR:%
w(xl,.’EQ,.Tg) =400 sizg—ax2<R= # (518)

0 en cualquier otro caso

Realizamos el cambio de variable

19— 11— R
4/24+m
_ w1 R (5.19)

v= 4/24+m

_x1+mxy+ 23

V2+m

y obtenemos, de la misma manera que en la seccién 5.2.1,

142 1
Hy=—=— + =22
z 2d22+2z’
1+m d? 14+m

Hy=——"—F=—"—-+4+ —=x
X 2mv/2 +mdx? 22+ m

24 (24 m)i Rz,

1+m  d? 1+m 1 92
H=———r——+4+—y"+(24+m)2 Ry, (5.20)
Y= o Taarmy TETmERy
o 1 d? N 1
prg ;L‘ y
Xy myv2+mdzdy 2+ m Y
C = R%
Hacemos el cambio
z=* vmx,
(5.21)

g =" vmy,

obtenemos los Hamiltonianos Hx y Hy en términos de los Hamiltonianos canénicos de

un oscilador arménico

1
1+m 1d?> 1., 24+m\* __
Hy = — [ —= Z 2 R
X \@+m<2ﬁﬂ+f)+<1n> v
1
1+m 1d> 1., 24+m\4 __
Hy = —— (= - TV R (5.22)
v ﬁ%m(QWny)% m) v
o= ()
= S rmym \dady )
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Finalmente, escribimos este Hamiltoniano en términos de los operadores creacion

y aniquilacién

= ——=(nz +
X V2+m 4m
1
1 14+m 1 24+m\14 1 5.23
Hy = —=— O - R(a: L ( )
% > r_i_m(ny-f-z)+< 5o ) (ag +ag),
1
Hxy = (a~a~ + atat> ,
T e mym VT

Este sistema de coordenadas tiene el principal problema de ser una muy mala des-
cripcion de sistemas con masas m < 1. De hecho, computacionalmente nos encontramos
con problemas cuando m ~ 0.3. Esto se debe a que los elementos de matriz del Hamilto-
niano divergen cuando m — 0. Sin embargo, podemos obtener algunos resultados para
m>1

5.2.2.1. Autovalores del sistema

Utilizando el método de Rayleigh-Ritz, calculamos los autovalores del sistema. Los

autovalores mas bajos del mismo se encuentran graficados en la figura. (5.4)

F1GURA 5.4: Autovalores més bajos del sistema con una impureza en el medio, con
b=d =1y una base variacional de 30 polinomios de Hermite de una particula.
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El caso m — oo se corresponde, al igual que en el caso anterior, a una pared de
potencial impenetrable en x = 0. En este caso, existe una degeneracién de las energias
que resulta del nodo en la funcién de onda que genera dicha pared. En este caso, tanto
los estados pares como impares de las particulas a cada lado de la barrera impenetrable

poseen un nodo en x = 0, y tienen, por lo tanto, la misma energia asociada.



Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

Durante el trabajo, hemos estudiado sistemas de pocas particulas atrapadas en
trampas armonicas, interactuando mediante un potencial de contacto de esferas rigidas.
En primer lugar, hemos realizado una descripcion detallada y ordenada, en términos de
las funciones de Hermite, de las soluciones del sistema de dos particulas, el cual es soluble
exactamente. Hemos determinado también que la indistingibilidad de las particulas no
genera cambios en el espectro de energias del sistema, debido a la condicién de esferas
rigidas y a la correspondencia de fermiones con bosones en este caso, valida solo en una

dimensién.

En segundo lugar, estudiamos sistemas de tres particulas atrapadas en un potencial
arménico. Para el estudio del sistema de tres particulas hemos utilizado el método va-
riacional de Rayleigh-Ritz. El mismo nos permitié encontrar los autovalores del sistema
con un alto grado de precisién, y mediante cuadraturas gaussianas, pudimos integrar
las funciones de onda obtenidas para graficar la densidad de particulas asociada. El es-
pectro de energias del Hamiltoniano de las coordenadas relativas del problema de tres
particulas exhibe degeneraciones para radios nulos, que se rompen al introducir a la des-
cripién un parametro que de cuenta del tamano finito de las particulas. Este resultado
es potencialmente medible experimentalmente, en cuyo caso resultaria de utilidad si se

busca manipular sistemas reales de pocas particulas confinadas en una trampa.

Extendimos ademés la descripcién del sistema a un gas de N particulas atrapa-
das en un potencial armoénico. Debido a la capacidad de calculo de las computadoras
disponibles, el método de Rayleigh-Ritz que utilizamos para encontrar los autovalores
del sistema no entré en un régimen asintético, y por lo tanto, no pudimos estimar de
forma precisa los autovalores del sistema para N > 4. Esto se debe principalmente a que

el método propuesto presenta un crecimiento exponencial de la base variacional con el

56
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numero de particulas, y las matrices a diagonalizar son en consecuencia exponencialmen-
te mas grandes. Finalmente, analizamos los efectos que una impureza tiene en sistemas

de dos y tres particulas.

Una posible perspectiva del trabajo presente, entre otras, es la de completar esta
descripcién y realizar simulaciones numéricas para impurezas en gases atrapados en
trampas armonicas unidimensionales. Para ello serd necesario contar con mayor poder
computacional, ya que las matrices que debemos diagonalizar son demasiado grandes

para poder almacenar en las computadoras con las que contamos actualmente.

Existen muchos aspectos de estos sistemas que restan estudiar, y que constituyen
un gran conjunto de perspectivas futuras como continuacion del presente trabajo. En
primer lugar, las particulas han sido planteadas sin spin. El efecto de introducir el spin
para un estudio més detallado del sistema constituye un posible camino futuro para la
continuacién de este trabajo. En segundo lugar, para poder estudiar sistemas de 4 o
mas particulas deberdn buscarse algoritmos que nos permitan encontrar cotas para los
autovalores que converjan mas rapido respecto del tamafio de la base, o que nos permitan
reducir el tamao de la matriz a diagonalizar, ya que con el método utilizado el tamano

de la base variacional utilizada crece exponencialmente con el niimero de particulas.

Otras perspectivas para continuacion del trabajo incluyen extender el formalismo de
impurezas para gases de N particulas, buscar sistemas coordenados que nos permitan una
buena descripcion de sistemas con impurezas de masas pequenas y finalmente analizar

los efectos de variar simultdneamente el radio y la masa de las impurezas.

Por 1ultimo, pueden incluirse anarmonicidades de la trampa en la descripcion de
los sistemas. Todos estos posibles caminos de estudio tienen como principal objetivo
una descripcion més detallada de problema, para eventualmente poder trasladar estos

modelos a sistemas experimentales.



Apéndice A

Integrales de polinomios de

Hermite

Durante el trabajo utilizamos el resultado de la integral

(iln) = /0 h e~ H;(z)Hy,(z)dz, (A.1)

para el cédlculo de los elementos de matriz de los Hamiltonianos, para poder utilizar el
método de Rayleigh-Ritz. En este Apéndice derivamos el resultado de dicha integral.
Para ello usamos las siguientes relaciones de recurrencia que cumplen los polinomios de
Hermite [18]:

Hyi1(x) =22H,(x) — 2nH,_1(z), (A.2)
0
%Hn(fb) =2zH, 1(x), (A.3)
0
£Hn(x) =2zH,(z) — Hpt1(x), (A.4)

y los resultados ya conocidos [18]

/ e_gcQHz(x)d:U = 2"nl\/7, (A.5)

—00
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/_OO e_q”QHn(x)Hm(:r:)d:r =0 sim#n, (A.6)
H3,(0) = (-1 2 (A7)
H,11(0) = 0. (A.8)

Ademsds, utilizaremos la siguiente notacién

9 /
S Hn(w) = H(2). (A.9)
Ii,n :/0 e_x Hz(x)Hn(iL’)dJ:‘ (A.l())

Lo primero que notamos es que, si n y m son numeros naturales, entonces

-2 / e Hy (o) o () da (A.11)

= 2" Inl\/T.

Esto se debe a la paridad de los polinomios de Hermite, si n es par, entonces H,(z) =

H,(—x), y si n es impar, entonces Hy,(z) = —H,(—x), lo cual genera que H2(z)e " sea
una funcién par. La integral de toda funcién par en el intervalo (—oo, 00) es siempre el
doble que la integral de dicha funcién en el intervalo (0, c0). Debido a esta propiedad de

paridad de los polinomios, también se cumple que

Ippom =0 sin#m (A.12)

Dpt12mi1 =0 sin#m. (A.13)
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Asi, la unica integral de no trivial resulta I, 2m,+1. Vamos a integrar por partes
para encontrar una relacién de recurrencia que nos ayude a conocer el valor de la integral

Vn, m. Para ello, usamos las relaciones (A.2) - (A.4).

Ion,2m+1 Z/ ™ Hop () Hamy1 (z)dx
0

_m2H n (.%') 0 I7. " (x) 6 e
ﬁ 2m+1(l‘) - ) %? (8 H2m+1(x))
_ /OOO eﬁé% <H§m+1(x) — 2xH2m+1(m)) (A.14)

0o
_x2 H2n+1 (I‘)
——— < H.
/0 € 2(2 1) 2m+2(-75)

1

- .
2(2n+1) 2n+1,2m+2

Asi, tenemos una relacion de recurrencia para la integral

Iopt1,2m+2 =220 + 1) Iop 2m41 (A.15)

Supongamos en primer lugar que 2n + 1 > 2m + 2. En ese caso, la relacién (A.15)

nos lleva a

22t (2n + )N (2m + 1!

Iopi1omy2 = @m — 2l Ipom—2n+1, (A.16)
y en el caso 2m + 2 > 2n + 1 obtenemos
22m+2(9p + DIN(2m + 1)!!
Iopi12mi2 = ( Al ) Iy 2n—2m—1. (A.17)

(2n —2m — 1!l

Las integrales que debemos calcular ahora son de la forma I 9x41. Veamos esto
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o0
_ 2
Io k41 =/ e " Hopqy(v)dx
0

[e.9]
_ o2 Hana(@) | /°° o720 M2k (2)
0 0

2(2k + 2 2(2k +1
(2% +2) (2% +1) s
Hajp12(0) 1 o
- _2(2k++ 2) " 22k+2) )y © ’ (2(% Y o (@) + H2k+3(f‘)>
Hop42(0) 1
= - I I .
22k + 2) + 2(2k +2) 0,2k+3 T Lo 2k41
Asi, obtenemos que
Io2k+3 = Hag12(0), (A.19)
o lo que es equivalente
2k)!
Lo ok+1 = Hop(0) = (—1)k(k,)- (A.20)
Podemos entonces escribir el resultado de (A.14) de la siguiente manera
22"+1(2n+1)!!(2m+1)!!H 0) si2m42>om4l
12n+1,2m+2 _ (2m—2n)!! 2m—2n( ) (A21)

22"L+?2(iﬁ;71132(12;7+1)!!HO,Qn—Qm—Q(O) si2m+2<2n+1,

de manera que el valor de la integral es

22n+1(2n+1)!!(2m+1)!!(_1)2(m_n) (4(m—n))! Si2m4+2>92n+1

_[2 +1.2m+2 = (2m—2n)!l 2(m—n)!
nLamoa 2m+2 o _
2 (2(72;1;7172{(12)7?1)1!(_1)2(n—m—1)(4((£Tm_11))!)! siom-+2<2ntl.

(A.22)
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