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Resumen

El objeto de estudio considerado en este trabajo es un ion en el interior de una cavidad
6ptica bombeada por un laser, en el régimen de acoplamiento dispersivo y en aproximacion
armonica. Este trabajo se propone complementar y continuar el estudio del espectro de emisién
de la cavidad reportado en [I, 2]. En particular, se analiza la conexién entre distintos rasgos
espectrales y las caracteristicas de la dindmica del sistema compuesto por los iones acoplados
con la cavidad (por ejemplo, las frecuencias de los modos normales, su nivel de ocupacién, o
su grado de acoplamiento con el entorno). Se identifican métodos para medir propiedades del
sistema en forma no invasiva, por medio de los fotones que escapan a través de los espejos.

Palabras clave: cavidades 6pticas - optomecénica - iones atrapados - acoplamiento dispersivo
- espectro






Abstract

Our object of study is an ion inside a laser-pumped optical cavity, in the dispersive coupling
regime and in harmonic approximation. In this work we complement and continue the study
of the emission spectrum from the optical cavity reported in [I, 2]. In particular, we analyze
the connection between different spectral features and the characteristics of the dynamics of the
system composed by the ions coupled to the cavity field (ie: the normal modes frequency, their
occupation level, or their coupling with the environment). Our goal is to identify procedures
to measure system properties in noninvasive ways, through the photons that escape from the
cavity due to mirror losses.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Iones atrapados

Los atomos ionizados pueden ser confinados por medio de campos electromagnéticos [3], los
sistemas usados para lograr esto se denominan trampas de iones [1]. Los grados de libertad elec-
trénicos de los iones proporcionan un sistema cuantico controlable, que permite que estos puedan
ser enfriados mediante distintas técnicas [5] hasta su estado vibracional fundamental [6, 7]. El
confinamiento usualmente se logra utilizando campos de radiofrecuencia o combinando campos
eléctricos y magnéticos estéticos [3]. Los experimentos con iones atrapados comenzaron en 1978
[9, 10], estos aumentaron el interés en lograr la preparacién y manipulacién de estos estados,
en tanto que renovaron la investigacién de la interaccién fundamental entre la radiacién electro-
magnética y la materia, con un énfasis particular en el acoplamiento entre los grados de libertad
internos (atémicos) y externos (dindmicos) [11, 12]. Tanto los grados de libertad electrénicos del
atomo como los grados de libertad vibracionales pueden ser manipulados precisamente usando
laseres. De esta forma, estos sistemas pueden ser enfriados hasta formar estructuras ordena-
das llamadas cristales de Coulomb, que pueden ser creadas y manipuladas con facilidad. Estos
cristales pueden tomar la forma de cadenas lineales [2], cadenas en zigzag [13] o de estructuras
planas. En estas estructuras, el espaciamiento entre particulas estd dado por el balance entre los
campos electromagnéticos y la repulsién electrostatica entre las particulas [14].

Los experimentos con iones atrapados pueden ser utilizados para espectrometria de masas
[15, 16], para realizar mediciones muy precisas de tiempo y estdndares de frecuencia [17], y como
sensores de fuerza [13]. Estos también proporcionan un medio para preparar estados no clasicos
del campo [19, 20, 21]. Ademads, estos sistemas presentan una amplia variedad de aplicaciones
como transferir estados [22], simulaciones de la dindmica de sistemas complejos [23, 24, 25],
preparar estados entrelazados de las vibraciones y los grados de libertad interna de los 4tomos
[26, 27] o entre los grados de libertad vibracionales del d&tomo y el campo dentro de la cavidad [1].
Los sistemas de iones atrapados en trampas épticas se encuentran entre los numerosos sistemas
propuestos como una posible plataforma para implementar tareas de computacién cuantica
28, 29, 30].

Una cavidad resonante es un volumen contenido entre espejos, usados para localizar modos
del campo electromagnético [31]. Varios grupos de investigaciéon comenzaron recientemente a
trabajar para integrar iones atrapados y cavidades [32, 33, 34, 35]. M&s en general, el uso de
cavidades permite un incremento del acoplamiento entre los atomos y ciertos modos del campo.
Estos sistemas pueden ser usados para la produccién de fotones individuales [36, 37] o simular
modelos de friccion [3%, 39]. Ademds, para la implementacion de protocolos de comunicacién, los
fotones conforman un medio ideal para transmitir informacién. Atrapar iones dentro de cavidades
Opticas permite intercambiar la informacién almacenada entre iones y fotones, aprovechando las
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10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

ventajas de ambos sistemas. Usando estos sistemas pueden generarse estados entrelazados de los
grados de libertad internos de iones [10], o estados entrelazados de iones y fotones [11]. Esto, junto
a los largos tiempos de decoherencia de los iones atrapados, y a la posibilidad de implementar
compuertas logicas con alta fidelidad, hace que los sistemas de iones atrapados en cavidades
resonantes constituyan un candidato ideal para la distribucién de informacién en redes [12]. En
este trabajo nos enfocaremos en iones atrapados en cavidades en el régimen dispersivo, en el que
los grados de libertad electrénicos son eliminados dando lugar a un sistema optomecénico que
involucra el campo en la cavidad y los grados de libertad de vibracién de los iones.

1.2. Sistemas optomecanicos

La primera observacién experimental del enfriamiento cercano al estado fundamental de
objetos mecénicos de mayor escala se dio en 2009 [13, 11], en estos experimentos la posicién de
un oscilador mecanico esta acoplada a la frecuencia de una cavidad 6ptica. Tales dispositivos son
buscados por sus posibles aplicaciones para sensores, amplificadores épticos y como interfaces
en sistemas cudnticos hibridos [15, 40].

La cuantizacién del movimiento lleva a una asimetria en el espectro de la luz dispersada
por un oscilador [17]. Esta asimetria puede ser observada facilmente en sistemas pequenios como
ensambles de pocos dtomos [12]; pero los aspectos cudnticos del movimiento de osciladores
masivos o de ensambles de un gran nimero de particulas son mas dificiles de detectar debido al
ruido térmico y a un gran nimero de ocupacion de los modos vibracionales [17]. Controlar y medir
el movimiento de objetos de mayor escala a las atémicas, al mismo tiempo de poder observar
los efectos cuanticos del movimiento, es fundamental para poder lograr distintas aplicaciones de
importancia tanto tecnolégica como para la investigacion de fenémenos fundamentales. Estos
incluyen por ejemplo la generacion de estados no clasicos de la luz y el movimiento mecanico
[18], sensores de muy alta sensibilidad para medir fuerzas [19, 50], desplazamientos, masas y
aceleraciones; la operacién de detectores de ondas gravitacionales [51, 52], preparar estados
no clasicos del campo y de las vibraciones [53, 5], transferir estados de la luz al movimiento
mecanico [55, 50, 57], la realizacién de simulaciones [53], o de protocolos que permitan almacenar
y transmitir informacién [59, 60]. Todo esto contribuye al creciente interés en la optomecanica
de cavidades.

Los experimentos que involucran el enfriamiento de osciladores mecdnicos mesoscépicos uti-
lizan métodos basados en la asimetria del espectro emitido por la cavidad para medir la tempe-
ratura y caracterizar el comportamiento cuantico de esos osciladores [(1]. Estos procedimientos
generalmente necesitan de mas de un laser en las configuraciones experimentales: uno que bom-
bee fotones a la cavidad y otro que independientemente mida el movimiento del modo mecénico
de la cavidad [61].

Un ejemplo de un sistema optomecanico estd dado por una cavidad de Fabry-Pérot en la
cual uno de los espejos es mucho mas liviano que el otro, de forma que este puede moverse bajo
la accién de la presion de radiacién [53]. La principal diferencia entre los sistemas optomecé-
nicos considerados en esta seccién y los iones atrapados acoplados a cavidades resonantes, esta
dada por el mecanismo que da lugar al acoplamiento de los modos vibracionales y del campo
electromagnético. En el caso de iones atrapados, es la interaccion entre los grados de libertad
internos del 4tomo y el campo electromagnético la que da lugar a este acoplamiento (ver seccién
5.1). En el caso de los sistemas optomecénicos més tradicionales, el acoplamiento surge de la
presion de radiacién: la transmision de momento por parte de los fotones al oscilador mecanico;
o del corrimiento (dependiente de la posicion del oscilador) de la frecuencia de resonancia de la
cavidad; o del acoplamiento con el campo cercano de la cavidad (por ejemplo en el caso de un
objeto microscépico acoplado al campo evanescente fuera de la cavidad). Asimismo, otro tipo
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de acoplamiento posible es llamado a veces “acoplamiento disipativo”, en este caso, la transpa-
rencia de los espejos moviles de una cavidad depende de su velocidad, y por lo tanto, la tasa
de pérdidas de la cavidad k es también una funcién de la velocidad [62]. Distintos ejemplos de
sistemas optomecanicos son [54, 63]:

» Espejos suspendidos: El movimiento mecdnico cambia directamente la frecuencia de
la cavidad. Un ejemplo de estos sistemas podria ser una cavidad de Fabry-Pérot con un
espejo movil.

» Resonadores 6pticos: La luz es guiada por whispering-gallery modes a lo largo de su-
perficies concavas. Las vibraciones de estas estructuras generan un cambio en la longitud
del resonador y esto corre la frecuencia de resonancia éptica, lo que provee el acoplamiento
optomecanico. Este tipo de sistemas usualmente tienen geometrias de discos [13], esferas
o toroides.

» Guias de onda y cristales foténicos: Los cristales fotonicos estan formados por ma-
teriales en los que se modula peridédicamente el indice de refraccién, lo que lleva a la
formacion de “bandas 6pticas” en analogia con las bandas electronicas para el movimiento
de los electrones en una red cristalina. Introduciendo defectos en la estructura, pueden
lograrse modos localizados del campo electromagnético. El acoplamiento optomecanico se
origina de las vibraciones en el borde del material.

= Objetos de escala nanométrica suspendidos o levitados: Estos dispositivos estan
formados por cavidades épticas rigidas que contienen elementos (como membranas [64], o
“nanowires”) o bien dentro o cerca del campo de la cavidad.

» Atomos ultra frios: El movimiento colectivo de ensambles de 4tomos tiene caracteristicas
similares a la de un oscilador. El acoplamiento dispersivo del movimiento colectivo de la
nube de dtomos con el campo de una cavidad éptica resulta en un corrimiento (dependiente
de la posicién) de la frecuencia de la cavidad, y esto da lugar al acoplamiento optomecanico.

En el caso de iones atrapados en resonadores épticos, cuando tanto el modo de la cavidad
como la frecuencia del laser se hallan suficientemente lejos de la resonancia con la transicién
atémica, la interacciéon entre el campo 6ptico y los iones puede describirse por medio de un
Hamiltoniano efectivo que acopla las posiciones de los 4tomos con el niimero de fotones en la
cavidad. Esta interacciéon da lugar a una dindmica muy rica, ya que la intensidad del campo puede
considerarse como un potencial cudntico no lineal actuando sobre los iones, y la dependencia
de esta intensidad con la posicién de los iones da lugar a una interaccién efectiva entre iones,
con rango infinito. Por otra parte, a bajas temperaturas, las vibraciones de los iones tienen una
amplitud mucho menor a la separacién entre ellos, permitiendo una aproximacién arménica del
potencial de Coulomb y la descripcién de las vibraciones en términos de modos normales [1, (5].
De este modo, puede verse que las fluctuaciones del campo y de las posiciones atémicas en torno
de sus valores de equilibrio también estédn acopladas [(6]. Esto puede generar entrelazamiento
en el estado asintético, o puede ser utilizado para enfriar las vibraciones del cristal por medio
de las pérdidas de la cavidad [66].

1.3. Organizacién de este trabajo

Este trabajo se propone complementar y continuar el estudio del espectro de emisién de
la cavidad reportado en [I, 2, 13]. En particular, se analiza la conexién entre distintos rasgos
espectrales y las caracteristicas de la dindmica del sistema compuesto por los iones acoplados
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con la cavidad (por ejemplo, las frecuencias de los modos normales, su nivel de ocupacién, o
su grado de acoplamiento con el entorno). El objetivo de este trabajo es identificar métodos
para medir propiedades del sistema en forma no invasiva por medio de los fotones que escapan
a través de los espejos. Como el estado asintdtico del sistema es un estado Gaussiano, toda la
informacién sobre el estado asintotico estd dada por los primeros y segundos momentos de los
operadores creacién y aniquilacién de cada modo del sistema. Entonces, en el caso ideal, deberia
ser posible obtener todos los parametros que determinan la evolucién del sistema, y asi poder
reconstruir la matriz de covarianza.

En el capitulo 2, se describe el formalismo de estados Gaussianos, el cual constituye la base
de este trabajo. Ademads, en el mismo se describen algunas generalidades sobre entrelazamiento
en sistemas de variables continuas. En el capitulo 3, se estudia la evolucion del campo electro-
magnético en una cavidad resonante, incorporando la descripcién de la dindmica no unitaria
debida a la interaccion del sistema con un sistema externo. Para esto, se utiliza el formalismo de
la ecuacién maestra para sistemas abiertos, y se introducen algunas generalidades de la teoria
de input-output. En el capitulo 4 se estudia la dindmica unitaria de un atomo atrapado en una
cavidad resonante en el régimen dispersivo. Luego, en el capitulo 5, se estudia la dindmica del
sistema completo estudiado en este trabajo: un atomo ionizado de dos niveles, atrapado en una
cavidad 6ptica, en una descripcién linealizada. Para esto se utiliza una aproximacién semiclésica,
en la cual los operadores del sistema se pueden descomponer como fluctuaciones alrededor de
valores cldsicos de equilibrio [1]. En el capitulo 6, se estudian las propiedades del estado asinté-
tico en el caso de tener la informacion completa sobre el sistema, es decir, de conocer la matriz
de covarianza en el estado asintético. Ademads, se describe la generacion de entrelazamiento en
el estado estacionario. Luego, en el capitulo 7, se estudia el espectro emitido por la cavidad, el
cual sirve como un registro de la interaccién entre los modos vibracionales y el campo dentro de
la cavidad. Estos resultados fueron publicados anteriormente en [13]. Por tltimo en el capitulo
8, se estudia la posibilidad de estimar los pardametros que determinan el estado asintético del
sistema, o lo que es equivalente, estimar los parametros del Hamiltoniano efectivo que describe
la dindmica lineal de los modos del sistema. Este capitulo comprende los principales resultados
originales de este trabajo. Finalmente, en el Apéndice A se incluye una forma alternativa de
estudiar el estado asintético del sistema a partir del formalismo de la ec. maestra.



Capitulo 2

Formalismo de estados Gaussianos

2.1. Sistemas de variables continuas

En esta seccién se considera un sistema de N grados de libertad adimensionales que pueden
representar por ejemplo N osciladores arménicos, N modos del campo electromagnético, N
modos de vibracién en una red, o cualquier combinacién. Los operadores candnicos g, pr estan
relacionados a operadores creacién y aniquilacién de un modo mediante [67]:

" = (ar + aL)
V2
- (2.1)
Dy = i(ay, — ax)
V2
El sistema estudiado en este trabajo es un sistema de variables continuas de 2 modos bo-
sonicos. En general, un sistema de N modos bosénicos estd descripto por el espacio de Hilbert
H = ®5€V:1 Hj., donde cada uno de los espacios Hjy corresponde al espacio de dimensiéon infinita

del modo k.

Los operadores candénicos pueden agruparse en un vector de la forma

%
R = (q1,p1,92,p2, .-, qN,DN) » (2.2)

esto permite escribir las relaciones de conmutaciéon canénicas como (2.3).
[Rie, Ry] = i€, (2.3)

donde €2 es la forma simpléctica dada por:
N
0 1
Q= ke_?w, w= <_1 0) (2.4)

2.2. Funciones caracteristicas y distribuciones de Wigner

Los autoestados |a) del operador aj constituyen el conjunto de estados coherentes, el cual
es sobrecompleto en el espacio Hy [0%]. Los estados |a) son estados de incertidumbre minima
[69]. Los estados coherentes se pueden escribir en términos de la base de estados de Fock {|n)}
como:

Nk

)k (2.5)

_lel? O«
o) =e"2 Y

|
o V1!

13



14 CAPITULO 2. FORMALISMO DE ESTADOS GAUSSIANOS

Los valores de expectacion de los operadores ay, azak y ai con respecto a los estados cohe-
rentes |a)y estan dados por

(ar) = ag,
(a}) = af, (2.6)
(aLak> = apag.

Los estados coherentes de N modos pueden obtenerse a partir de la operacién del operador
desplazamiento D(a) = ®,]€V:1 Dy.(ay,) sobre el vacio 0): |a) = D(a)|0), donde a € CV y

t_ow
Dy () = ek (2.7)
En tanto que los valores oy, € C satisfacen:
axlo) = axla)

El conjunto de operadores desplazamiento D(a) con o € CV es completo, en el sentido de
que cualquier operador O actuando en el espacio de Hilbert H, puede ser escrito como [70]:

*N o

0= ~

Tr [OD(a)] D' () (2.8)

cN T

La funcién y,(a) = Tr[OD(av)] es la funcion caracteristica del operador O. De la relacién

(2.8) puede verse que la funcién caracteristica x,(a) especifica univocamente el operador O. En

particular, la funcién caracteristica x,(a) del estado p de un sistema tiene toda la informacién

necesaria sobre este. La funcion de Wigner del operador O se define como la transformada de
Fourier de la funcién caracteristica [71]:

Wiole) = [ EAatatran, 2.9
Ol(@) = [ Tre ey (29)

La funcién de Wigner de un estado p es una distribucién de cuasi-probabilidad para ese esta-
do, esto es asi dado que W (g, p) puede tomar valores negativos, a diferencia de una distribucién
de probabilidad normal. Sin embargo, las integrales marginales de W (g, p) son las distribuciones
de probabilidad usuales para un estado [72].

2.3. Estados Gaussianos

Los estados Gaussianos son aquellos cuya funcién caracteristica x, (o) es una funciéon Gaus-
siana de a [73]. Para describir en forma completa los estados Gaussianos alcanza con dar los
primeros momentos (2.2) y la matriz de covarianza [71]:

ok = ({Ri, Ri}) — 2(Ri)(Rg), (2.10)

esto permite que algunos problemas tipicos de sistemas de variables continuas puedan ser re-
sueltos usando matrices finitas. Ejemplos de estados Gaussianos son los estados coherentes, los
estados térmicos, y los estados estrujados (squeezed states).

Un caso particular de estados Gaussianos son los estados térmicos de Hamiltonianos cuadra-
ticos [71]:

e PH

Pth = tr(e—PH) (2.11)
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Williamson [74] demostré que para cada matriz de covarianza o de un sistema con N grados
de libertad candnicos existe una transformacién simpléctica S (aquellas que preservan la forma
simpléctica Q: STQS = Q) tal que

o=S8Tvs, (2.12)

donde
N v O
V= k@_? (0 Vk) : (2.13)

Los elementos diagonales v, se denominan autovalores simplécticos de la matriz de covarianza
o. En lugar de encontrar la transformacion simpléctica S que lleva la matriz de covarianza a
la forma normal de Williamson, los autovalores simplécticos pueden obtenerse como el valor
absoluto de los autovalores de iQo [75].

2.4. Entrelazamiento en sistemas de variables continuas

El andlisis del entrelazamiento de un sistema es central en muchas ramas de la informacion
y la computacién cudnticas, tanto por arrojar luz en aspectos fundamentales de la naturaleza
como por sus aplicaciones como un recurso basico en varios esquemas del procesamiento cuantico
de la informacién [76]. Ademds, recientemente ha habido un creciente interés en el estudio de
sistemas de variables continuas [77, 78, 79, 80]. Esto hace que sea importante poder reconocer
si un dado estado de un sistema de variables continuas es entrelazado o separable.

2.4.1. Criterio de separabilidad de Peres-Horodecki

La forma mas general de un estado separable de un sistema bipartito estd dado por [31]:

p=2 pir; @p} (2.14)
J

El estado de un sistema bipartito puede escribirse en una dada base como

pa =Y _ pijrili) (il @ k) (1] (2.15)
ijkl

La transposicién parcial con respecto a los grados de libertad del subsistema B se define
como [82]:

Pas = Pkl (il @ (1) (k| (2.16)
ijkl

El espectro de pﬁ% es independiente de la base elegida para cada subsistema, y también
es independiente de sobre cudl subsistema se realiza la operacién de transposicion [32]. En el
caso de un estado de la forma (2.14), la operaciéon de transposicion parcial lleva un estado p
a un estado p’B valido, en particular definido positivo. Esta observacién constituye la base del
criterio de separabilidad de Peres-Horodecki. La positividad de la transpuesta parcial (PPT por
sus siglas en inglés) es entonces una condicién necesaria pero no suficiente para la separabilidad,;
si un estado es separable = p'B es una matriz definida positiva [33].

De la definicién de la distribucién de Wigner (2.9) se sigue que, en un sistema con N grados
de libertad, la operaciéon de transposicion parcial sobre la matriz densidad de un subsistema
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con N — i grados de libertad es equivalente a una reflexién especular en el espacio de fases
correspondiente a ese subsistema [34]:

PT . W(qi,p1,-- -G Pi> Git1,Dit1s - - - AN PN) = W(q1, P15 - -+ Qis Dis Git1, —Dit1s - - AN, —DPN)
(2.17)

Esto puede verse de la siguiente manera: la distribuciéon de Wigner (2.9) de un estado p
puede escribirse como funcién de las coordenadas candnicas como

1 [e'e) o . /.
W(q,7)= 7Tn/ dqll"'/ g, (g1 — ] .. {an — dvlpla + @) - lan + dy)e27 P (2.18)

Por claridad se ejemplifica la reflexién en el espacio de fases ante la transposicién parcial
para el caso de un sistema de 2 modos:

7?_1 Ood/ ood/ / / / N2 g F

W(d, v)=— 0 B(n — alle2 — @lela + d)le + @)e (2.19)
—o0 —00

La distribucién de Wigner correspondiente a un estado p’? puede escribirse como:

[/~ ., [~ ., / /| Ty / I i2q T
Wr,(4,7) = — [ ddi | dgx{a — ail{ae — aalp™las + a2 + db)e
—0oQ oo

- (2.20)
1 00 00 -
= 7T2/ dQQ/ ddy(ar — ;a2 + dslolar + a))lae — ah)e® TP
—00 —0Q
Haciendo el cambio de variables ¢, = —¢5:
117 7 ? _ i * dd' * da"lan — d /i / m i2(q\p1—aip2)
(¢, V)= = Q1 ¢ {a — a1l{g2 — 2 lplar + d1)|a2 + d5)e
Rl e (2.21)

= W(q1apla q2, _p2)

De esta forma, puede verse que en el caso de sistemas de variables continuas, la operacién
de transposicion parcial adquiere una interpretacién simple como una reflexién en el espacio
de fases de uno de los subsistemas. Para considerar el efecto de la transposicién parcial en el
formalismo de la matriz de covarianza, se divide el sistema total en dos subsistemas A y B
con Ny =iy Ng = N — i modos cada uno, entonces se tiene que la matriz de covarianza &
correspondiente a p’B estd dada por [75]:

& = 000, (2.22)
con

0 = diag{1,1,...,1,1,1,-1,...,1,—1}, (2.23)

Na Np

de forma que & corresponde a cambiar el signo de los momentos del subsistema B en o.
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2.4.2. Negatividad

En general, cuando dos sistemas cuanticos interacttian se establecen correlaciones entre ellos.
Esta correlaciéon persiste incluso luego de que los sistemas dejaron de interactuar. Un sistema
contiene correlaciones cudnticas si observables asociados a cada uno de los subsistemas estan
correlacionados, y sus correlaciones no pueden ser reproducidas sélo por medios clasicos. El
entrelazamiento se define como aquella clase de correlaciones que no pueden ser creadas sélo
mediante operaciones locales y comunicacién clésica (LOCC por sus siglas en inglés) [32].

Un ejemplo particular de medidas de entrelazamiento para estados mezcla son las negativi-
dades. La negatividad cuantifica la violacién del criterio PPT, es decir, cuanto falla la operacion
de transposicién parcial de p en dar una matriz definida positiva. La negatividad N (p) se define
como [35]:

e -1

N(p) SR (2.24)

donde ||O]]; = TrvVOTO es la norma traza. La negatividad no aumenta ante LOCC [35] y tiene
la ventaja de ser computable [75]:

N(p) = méx {0,—§A;} (2.25)

donde {\, } es el conjunto de autovalores negativos de p'B. La negatividad tiene la deficiencia
de no ser aditiva, uno de los requerimientos impuestos a las medidas de entrelazamiento [32]. La
negatividad logaritmica se define como [85]:

Ex(p) = log||p"?|] (2.26)

La ventaja de las negatividades es que son facilmente computables para estados Gaussianos.
En el caso de un estado Gaussiano con matriz de covarianza o la negatividad logaritmica resulta

[75]:

- Zlog(ﬂk) para k: v, <1
En(o) = i (2.27)

0 sivp>1 Vk

donde {7, } es el conjunto de autovalores simplécticos de 7, la matriz de covarianza correspon-
diente al estado p’5.
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Capitulo 3

Dinamica de un modo en una
cavidad é6ptica

3.1. Cavidades opticas

El sistema considerado en este capitulo es una cavidad resonante, que por ejemplo podria
tratarse una cavidad de Fabry-Pérot, que consiste de dos espejos de gran reflectividad separados
por una distancia L. Una dada cavidad contiene una serie de frecuencias de resonancia. La
transparencia de los espejos lleva a la pérdida de los fotones de la cavidad a una tasa 2k (de
esta forma la tasa de decaimiento de la amplitud del campo esta entonces dada por k).

Una cantidad de interés es la fineza (optical finesse), la cual esta dada por

Aw
F==—, (3.1)
donde Aw es el apartamiento entre las frecuencias de los modos de la cavidad. La cantidad (3.1)
puede interpretarse como el ntimero promedio de viajes que realiza un fotén antes de dejar la
cavidad [54]. Principalmente, a lo largo de todo el trabajo nos concentraremos sélo en un modo
de la cavidad, cuya frecuencia se denota por we.

3.2. Descripcion del efecto del ambiente

La descripciéon de una cavidad acoplada con el campo electromagnético del exterior puede
obtenerse tanto mediante el uso de una ecuacién maestra (si sélo interesa la dinamica del sistema
reducido, en este caso, el campo dentro de la cavidad), o mediante el uso del formalismo de input-
output en el caso de que se necesite ademas estudiar propiedades de la luz emitida o reflejada
por la cavidad [30]. En esta seccién, se utiliza el formalismo de la ec. maestra. Se considera un
sistema, abierto S acoplado a un ambiente B. El sistema S es un subsistema del sistema total
S + B que se considera un sistema cerrado, y por lo tanto, con una evoluciéon unitaria descripta
por la ecuacion de Liouville:

_ !
~h

Si se estudia la dindmica reducida del sistema S, puede observarse que este experimenta
fluctuaciones y decaimientos, debidos a su interaccién con el ambiente. Bajo la suposicién de
que las funciones de correlaciéon de los operadores del ambiente decaen rapidamente se pueden
despreciar los efectos de memoria sobre el sistema, y describir la dindmica del sistema reducido
mediante la ecuacién maestra Markoviana [87]:

p=—[H,p) (3.2)

19
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Ps (t) = £ps(t)

i (3.3)
= ) [H, ps] + Dps
El primer término de la ecuacién (3.3) representa la parte unitaria de la evolucion del sistema.
El segundo término es el correspondiente a la evolucién no unitaria del sistema reducido, lo
llamamos disipador D y esta dado por:

1 1
D(ps) = ka (AkpsAL - iAzAsz - QpSALAk> ; (3.4)
k

los operadores Ay son los operadores de Lindblad [33] y los coeficientes v estdn dados en
términos de ciertas funciones de correlacion del ambiente [35].

A continuacion se considera un modo del campo electromagnético dentro de una cavidad,
que interactiia con el campo electromagnético del exterior. El campo externo representa un
reservorio con un nimero infinito de grados de libertad. El Hamiltoniano del sistema (el campo
dentro de la cavidad) es

H.= hwcaTa,

los operadores a y a' son operadores de Lindblad del Hamiltoniano H,. Si se considera que el
ambiente estd dado por un sistema de bosones que representan los modos del campo electromag-
nético fuera de la cavidad, entonces, en el régimen en el cual el nimero total de excitaciones se
conserva, la dinamica de un modo del campo electromagnético confinado dentro de la cavidad
estd descripta por la ecuacién maestra [29]:

1 1
Ps = —iwe {aTa,ps} +2k(N +1) (apSaT — §aTapS — 2psaTa>

1 1
+2kN (ansa — ia(ﬂps — 2psaaT) (3.5)

= _iwc [CLT%PS] + D(PS);

donde N (ec. (3.6)) es el numero medio de fotones de un modo con frecuencia w, del reservorio
térmico y estd dado por:
1

N = i /kpT) — 1 (36)

La interaccién entre el ambiente y los modos dentro de la cavidad lleva al decaimiento del
nimero de fotones dentro de la cavidad a una tasa 2k. Con la ecuacién maestra (3.5) se pueden
obtener ecuaciones para los valores de expectacion de cualquier observable O del sistema , por
medio de:

“O) 4 (imtp.0) = . (%20) (3.7

Haciendo la transformacién a un marco de referencia que rota con la frecuencia del campo
dentro de la cavidad:

ﬁ:s — UTpsU — eiHCt/hpsefiHct/h’ (38)

se obtiene:
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2 2
11 ‘
+2kN <ansa - Eaans - psaaT> (3 9)

2
=D(5)

5 ~ 1 1
ps =2k(N +1) (apsaJr — —atapy — psaTa>

~

Se denotan los valores de expectacién obtenidos en el marco rotante por (5> = trs p~sO>

De esta manera, las ecuaciones que determinan la evolucion de los modos del campo dentro de
la cavidad son:

[ da) _ 5
dt
d% B g .
ar = —2r(ata) + 26N (3.10)
d(a?) __
ek —2k(a?)

(ata)(t) = (Ng — N)e 2" + N (3.11)

(@)(t) = boe >

donde ag, Ny y bg son constantes de integracion. De la ec. (3.11) puede verse que los valores
asintoticos de las soluciones se corresponden con los de un estado térmico a la temperatura del
ambiente. Transformando nuevamente al marco estatico se obtiene:

(a)(t) = age™"te et
(aTa)(t) = (Ng — N)e 2 + N (3.12)

<a2> (t) — boe—Qnte—icht

A partir de la ec. (3.6), puede observarse que a temperaturas del orden de 300K o menores,
el nimero medio de fotones N para un campo con frecuencias en el rango de la luz visible tiene
aproximadamente N ~ ( excitaciones.

3.3. Incorporando a la descripciéon el bombeo por laser

En esta seccién se asume que el campo de la cavidad estd en contacto con un modo del campo
electromagnético exterior que se corresponde a un modo bombeado por un laser. Llamemos b al
operador correspondiente a ese modo. Entonces, el Hamiltoniano de interaccion entre los modos
del campo dentro de la cavidad y el campo externo estd dado por:

Hp = he (abT +al b) (3.13)

Este Hamiltoniano de interaccién permite el intercambio de excitaciones entre los modos del
campo del laser y el modo del campo dentro de la cavidad. Si se asume que el campo del laser
se puede aproximar por un estado coherente, entonces se puede escribir el campo del laser como
un campo clasico, y asi la interaccién esta dada por:
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Hi(t) = hn <aeiwﬁ +at e_iwlt> (3.14)

Se agrega H, a la descripciéon de la dindmica del sistema agregando Hp, al término correspon-
diente a la evolucién unitaria de la ec. (3.3). Esto estd justificado en la medida en que w; > 7,
donde 7 es proporcional a la intensidad del bombeo laser. Bajo esta suposicién, el bombeo laser
no cambia el acoplamiento con el campo externo, y las funciones de correlacién del ambiente
no se ven modificadas, de esta manera los coeficientes v de la ec. (3.4) tampoco cambian al
incorporar el bombeo laser. Bajo la misma suposicion, se asume que los operadores de Lindblad
no cambian al incorporar el laser a la descripcién. De este modo, el disipador sigue estando dado
por (3.4) y tomando H = Hc + Hp, la ec. (3.3) entonces queda

7

ps A [Hc + HL(t)7 ps] + Dps (3'15)
Pasando a un marco rotante con la frecuencia del laser, dado por:
Hpt
U=e"'"n, H,= fwata, (3.16)
se obtiene:
s i

- ) - -
Ps = 7 [Hc — Hp, PS] - %77 [a + aT,ps} + Dps (3.17)

Nuevamente, usando (3.7) se encuentran ecuaciones para los valores de expectacién de los
operadores del sistema. Las ecuaciones obtenidas son:

( d{a) _.m o~
Fa el
ata o
d<d/tv> = =il ({a) + (@)) — 2n{ala) + 26 (3.18)
d<a2> - _9 (iA n R) <a/\2/> B 21Q<a>

h

donde A = w. — w; es el detuning entre la frecuencia del laser y la frecuencia del modo de la
cavidad. A diferencia del sistema de ecuaciones (3.10), se puede ver que ahora las ecuaciones
estdn acopladas. Las soluciones al sistema de ecuaciones (3.18) son (en el marco de referencia
estético):

—iwqt
_ —(ktiwe)t _ ;1€ :
(a)(t) = Bre Gt ia)
—iAt iAt 2
t _ -2kt ﬂ o € « € —Kt nﬁ# N
(@a)(t) =P =0 =P oy YTy | ¢ T Reeray TN (G19)
—i(wetwy)t ,—Kt 2 —i2wyt
2 (1) — Bop—2(ktiwe)t _ o M€ T 7€ T N € T
a“)(t) = Pse 12 -
| @6 =4 P R =T

donde (1, B2 y B3 son constantes de integracién. Los valores de expectacién del estado asintotico
estan dados en la ec. (3.20). Puede verse de estas ecuaciones que {a) y {a?) no tienden a 0 como
se esperaria para un estado térmico, sino que oscilan a la frecuencia del laser. En este caso, el
estado asintotico no es térmico.

También se puede ver de la ec. (3.20) que (a'a), ademés de tener el término N (correspon-
diente a la contribucién al nimero de fotones por parte del bafio térmico) tiene un término
correspondiente a la contribucion del laser. En el caso de que k — oo (las pérdidas de la cavidad
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son muy grandes), o de que A — oo (el laser estd lejos de la resonancia con el modo de la cavi-
dad), se observa que las contribuciones del liser al niimero medio de excitaciones (afa) tiende a
0.

B ﬁ efiwlt
() = =13 A
2
(ala)(t) = ZLQM +N (3.20)
2 ezt
<a2)(t) = —ﬁm

Dado que el estado asintotico es Gaussiano, entonces estd completamente determinado por
sus primeros y segundos momentos [90]. Hay dos casos para analizar: T'=0y T # 0.

Para el caso bombeado a T' =0

A T — 0 se tiene de la ec. que (3.6) N — 0, es decir, no hay contribucién del bano térmico
al nimero de fotones dentro de la cavidad. En este caso se verifica por medio de la ec. (3.20)
que {(a?)(t) = (a(t))? y que (a'a)(t) = (a(t)){a(t))*. Comparando con la ec. (2.6), se ve que el

n efiwlt
I (k+iA) "

estado asintdtico a temperatura nula es el estado coherente con «(t) = —i

Para el caso bombeado a T # 0
A T # 0 se tiene N # 0y por lo tanto {a'a)(t) # (a(t))*{(a(t)). Entonces el estado asintético
a T > 0 no es un estado coherente (ec. (2.6)). Ademads, ya que los valores de expectacién de a y

a® no tienden a 0, tampoco es un estado térmico.

3.4. Campo dentro de una cavidad con pérdidas. Input-output

En esta seccion, se utiliza el formalismo de “input-output” en el cual se tienen en cuenta
explicitamente los “input” del bano térmico al sistema, y los “output” hacia el ambiente [91].
Para eso se derivan ecuaciones de Heisenberg-Langevin para los operadores del sistema, en las
cuales las fuerzas de Langevin estan dadas por los modos de “input”. Luego, estas ecuaciones se
usan para encontrar el estado asintotico de las funciones de correlacion del sistema, y a partir de
estas, se pueden encontrar las funciones de correlacion del sistema a tiempos grandes, y también
el espectro emitido por la cavidad. La teoria de input-output permite modelar directamente las
fluctuaciones que ingresan al sistema debido al contacto con un ambiente, ademéas de permitir
estudiar la luz emitida por la cavidad.

En un primer lugar, se consideran las pérdidas de la cavidad, a través de un ambiente
correspondiente a un reservorio térmico. Para eso, se considera que el Hamiltoniano esta dado
por H = Hyys + Hp + H;y,t, donde Hyys estd dado por

Hgys = hQca'a, (3.21)

donde €. es la frecuencia del campo dentro de la cavidad, mientras que el Hamiltoniano del
bafio y su interaccion con el sistema estan dados respectivamente por ec. (3.22) y (3.23):

Hp = thkc};ck (3.22)
k

Hiny =1 _(yeac) + 7k al c) (3.23)
k
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Los operadores ¢ corresponden al bafio térmico de los operadores a, y la interaccién describe
procesos en los que se crea una excitacién en la cavidad acompafnada por una desexcitaciéon de un
modo del ambiente y viceversa. De las ecuaciones (3.21), (3.22) y (3.23) se derivan las ecuaciones
de movimiento de Heisenberg para los operadores a y ¢ (la dependencia temporal denota que
los operadores estan en representacion de Heisenberg):

a(t) = —iQealt) —i > yicr(t) (3.24)
k
6k(t> =—1 (wkck(t) + ’yka(t)) (3.25)
(3.2

Integrando (3.25) se obtiene:

t
cr(t) = ex(to)e— = 710) iy / dr a(r) (=) (3.27)

to

Reemplazando (3.27) en la ec. (3.24) se obtiene:
t
a(t) = —iQca(t) — iy yre(to)e k7100 =3 "y |2 / dr a(r) er(Tt) (3.28)
k k to

Luego se pasa la sumatoria a una integral, al hacer este cambio debe agregarse la densidad
de modos con frecuencia w: p(w). Entonces, haciendo el cambio )", — [ dw p(w), se obtiene:

a(t) = — Q. a(t) _i/"o o p(w) 7 (w) culty) e 1)
o0 - t , (3.29)
[ dwpte) pP [ dratr e

to

La integral en la ec. (3.29) tiene limites de integracién entre —oo y 0o, esto se debe a que
cominmente se trabaja en un marco rotante, y las frecuencias involucradas son en realidad
diferencias de frecuencias. En la ec. (3.29) se puede ver que el tercer término depende del
valor del operador a(7) a tiempos 7 anteriores a t. Para evitar esto, en la ec. (3.30) se hace la
aproximacion de que las constantes de acoplamiento son independientes de la frecuencia, es decir
v(w) ~ v(w.) = 7. Esta aproximacién estd justificada en tanto que los modos més importantes
de la interaccién entre el sistema y el ambiente, son aquellos que tienen frecuencias cercanas a
la frecuencia de resonancia de la cavidad. Bajo la misma suposicién, la densidad de modos p(w)
también es una constante, y puede absorberse en la constante de acoplamiento con el ambiente.
Esto permite reescribir el tercer término de (3.29) para que sélo dependa del valor del operador
a(t) al instante ¢, y por eso a esta aproximacion se la llama primera aproximaciéon Markoviana
[92]. De esta forma, se obtiene una ecuacién del tipo de una oscilacién amortiguada (ec. (3.32)).

o0

t (o)
a(t) = —iQa(t) — iy* / dw ¢, (tg) et _ |2 / dr a(r) / dw (™D (3.30)

—00 to —00
Usando que [*_ dw e~ = 27§(7 — t) y definiendo:
ain(t) = ! dw ¢, (tg)e ™ (Et0) (3.31)

se tiene que
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a(t) = —iQ% a(t) — v*V2ram(t) — WIQ%/t dra(r)d(r —t) (3.32)

= — (iQ% + k) a(t) — V2ka (1),

donde en la tltima linea de (3.32) se hizo el reemplazo v = /E. La ecuacién (3.32) es una
ecuacion tipo Heisenberg-Langevin para los operadores del campo dentro de la cavidad. Los
operadores a;,(t) pueden interpretarse como un campo estocédstico. En el caso més simple, el
que consideraremos a lo largo de este trabajo, representan las fluctuaciones de vacio del campo
eléctrico acoplado a la cavidad al tiempo . Sin embargo, este mismo formalismo podria usarse
para describir estados estrujados u otros estados del campo externo a la cavidad.

3.4.1. Propiedades de los operadores de input

Bajo la suposicién de un ambiente sin memoria o de ruido blanco, los operadores de input

satisfacen [am (t) al

an (¢ )] = §(t' — t). El estado de input que maés se acerca a las propiedades

de ruido blanco clasico no es un ensamble térmico, sino uno en el que el operador densidad de
input satisface:

(al (i (1)) =tr(pinal, (t)ain(t)) = N6 —t)

X ; , (3.33)
{@in(t)a;, (1)) =tr(pinain(t)a;, (1)) = (N +1)5(" — 1)
Esto se corresponde con [91]:
(el (to)cw(to)) =tr(pincl(to)cu(to)) = No(w — '), (3.34)

{cuw(to)cl,(to)) =tr(pincu(to)cl,(to)) = (N +1)d(w — w'),

donde p;, es un estado de input tal que el niimero de excitaciones N por unidad de ancho de
banda es constante (no depende de w). De todas formas, se asume que en las frecuencias en
donde es constante, el valor de IV es el correspondiente al de un estado térmico en la frecuencia
we (dado por la ec. (3.6)).
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Capitulo 4

Acoplamiento dispersivo entre
atomos y cavidades.

En este capitulo se describe la interacciéon entre el campo dentro de una cavidad resonante
y un atomo atrapado dentro de la misma. Los detalles del acoplamiento de este sistema pueden
ser ajustados finamente a partir de cambiar los parametros del laser. Esta flexibilidad convierte
a estos sistemas en excelentes candidatos para la preparacion de estados [3].

4.1. Aproximacién de campo clasico

El sistema considerado en esta seccién consiste de un atomo interactuando con un modo
del campo electromagnético bombeado por un laser. En la aproximacién del campo clasico se
considera sélo el Hamiltoniano del atomo H, y la interaccién del campo electromagnético con
este (sin tener en cuenta el Hamiltoniano del campo). Se considera que el campo tiene una
amplitud proporcional a 2, la frecuencia de Rabi en resonancia [93]. Se asume que la frecuencia
w. se encuentra cerca de resonancia con la transicion dipolar (de frecuencia wp) entre dos niveles
atémicos. En este régimen, el nivel cercano a la resonancia sera el mas poblado, y por esto puede
tenerse en consideracion sélo este par de niveles: |e) y |g), el nivel excitado y el fundamental del
atomo, respectivamente. Se considera que el 0 de la energia del atomo se encuentra en el estado
fundamental. Asi se obtiene que el Hamiltoniano que describe la dindmica del sistema estd dado

por [39]:

H:Ha+Hint(t) (4 )
1

" .
= hwole)(e] + (¢! + €7 ) (g + o),

donde o4 y o_ son operadores subida y bajada; o4 = |e)(g| describe la absorcién de un fotén
seguida por la excitaciéon del 4&tomo, en tanto que o_ = al describe la correspondiente emisién
de un fotén acompanada por la desexcitacién del atomo. Utilizando el operador unitario

Y

U = emiwelle)el (4.2)

se puede pasar a un marco de referencia rotante con la frecuencia del campo electromagnético
por medio de la transformacion:

~ oU
H=U'HU —inUT ==, (4.3)
ot
Entonces en el marco rotante el Hamiltoniano es

27
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_ mQ . 4 . .
H = hAale)(e] + (4! + e ) (o + e o), (4.4)

donde A, = wy—w, es la desintonia entre la frecuencia del campo y la frecuencia de la transicién
atomica.
En esta representacién el operador de evolucion temporal estd dado por:

U= Teap (-2 /0 t dsff(s)>

C g ' (4.5)
= Leap (—iAa\eMet - z'/o clsg(eﬂ%smr +o_ 4o+ eszch_)> ,
donde puede verse que las escalas de tiempo asociadas a la amplitud de H (t) son % v Aq,
mientras que dos de sus términos oscilan a frecuencias 2w.. En el rango de las frecuencias
Opticas, se tiene que A, ,% < 2w,. Por lo que en ese régimen estos términos oscilan a una
escala mucho més rapida que la escala de tiempo asociada a la amplitud del Hamiltoniano, y
por lo tanto se pueden despreciar. Esto constituye la aproximacion de onda rotante.
Al hacer esta aproximacion, se obtiene que el Hamiltoniano en el marco rotante, definido por
la transformacion (4.2), esta dado por (4.6):

- hO) —
H = hA,le)(e| + 7(a+ +o_)=H,+H; (4.6)

Bajo la suposiciéon de que |A,| es muy grande comparado con 2, H; puede considerarse
como una perturbacién a los niveles de energia del dtomo. Utilizando teoria de perturbaciones
independiente del tiempo se obtienen los niveles de energia del sistema:

2
B o, 4 12
A,
o2 (4.7)
Es=~JA,

La condicién |A,| > 1 representa que la frecuencia del campo electromagnético esté sufi-
cientemente lejos de la frecuencia de la transicién wgy entre los niveles atémicos de forma tal
que no se produzcan transiciones directas entre los niveles |e) y |g), pero sin embargo siguen
ocurriendo interacciones dispersivas entre el campo y el dtomo (régimen dispersivo) [93].

En general, la amplitud del campo €2 es una funcién dependiente de la posicién [93], por lo que
el corrimiento de los niveles de energia depende de la posicién. Esto genera un potencial efectivo
para los grados de libertad de movimiento. Si se piensa por ejemplo en una onda estacionaria se
tiene que Q2 = Qg cos(kz). En ese caso se tiene:

Q3
R~ 4.
E, hAa+4 acos (kx) (4.8)
R
By~ ——Y cos? 4.
9 1 acos (kx) (4.9)

Se ve que la energia del nivel fundamental queda igualmente descripta por un Hamiltoniano
de la forma:

Hepp = Veps(x)lg){gl; (4.10)

donde Vis¢(z) = —% cos?(kz) es el potencial efectivo para los grados de libertad de movi-
miento. De esta manera, la energia del estado fundamental depende de la posicién del atomo: si
el &tomo se encuentra en este estado, tiende a confinarse en los minimos de este potencial. Esto
proporciona el mecanismo para atrapar atomos en redes 6pticas [941].
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4.2. Campo cuantizado

En esta seccion se estudia el mismo sistema que en la seccién 4.1, es decir, un atomo in-
teractuando con un modo del campo electromagnético. Pero en este caso, se trata el campo
electromagnético cuantizado. Para estudiar el acoplamiento entre los niveles de energia de un
atomo y el campo electromagnético, se va a suponer que s6lo un modo del campo se acopla al
atomo. Esta clase de interaccién resulta particularmente relevante cuando el 4tomo esté confina-
do en un resonador [95]. Nuevamente se supone que el modo del campo considerado se encuentra
cerca de resonancia con la transicién entre un par de niveles atémicos, lo que favorece mayor-
mente la transicién entre esos dos niveles. Por esta razén pueden tenerse en cuenta sélo estos
niveles. El Hamiltoniano (4.11) describe la dindmica del sistema compuesto por ese tinico modo
de la cavidad y el atomo de dos niveles.

H=H.+H,+ H; (4.11)
Donde:
H, =hw.a'a campo dentro de la cavidad
H, =hwole) e atomo de dos niveles (4.12)
H; =hQ(opa+ o_al) interaccién entre ambos sistemas

El Hamiltoniano H describe el acoplamiento dipolar entre el modo de la cavidad y el atomo.
En el mismo ya se realizé la aproximaciéon de onda rotante como en la seccién 4.1. Contiene un
término correspondiente a la absorciéon de un fotén acompanada de la excitacién del atomo, y
otro término correspondiente a la emisién de un fotén con el consecuente decaimiento del 4tomo
al nivel fundamental. La frecuencia {2 da la intensidad del acoplamiento entre el modo de la
cavidad y el atomo, y andlogamente a la de la seccién 4.1, 2 depende del momento dipolar
del atomo, de la geometria de la cavidad y tiene la dependencia espacial del campo eléctrico
[06]. Si se supone que |Ay| > Q, (Aq = wy — we) entonces se puede considerar a H; como una
perturbacién y utilizar teoria de perturbaciones independiente del tiempo, obteniendo asi los
niveles de energia (4.14) del sistema.

RO2(n + 1)
Ejeny = hwo + hwen + R — (4.13)
hQ2n
Elgay = hin =~ (4.14)

Si |Ag| > ﬁ\/ﬁ, con n el numero de fotones, es posible despreciar la excitacién del atomo
debida al campo, y dado que el nivel excitado decae espontaneamente se puede despreciar la
poblacién del mismo. En este régimen, se puede pensar que todos los dtomos estéan en el estado
fundamental y asi estudiar tinicamente la dindmica de este estado. El corrimiento en la energia
del estado fundamental (4.14) se corresponde con un Hamiltoniano efectivo (4.15):

Hyynag = hweffafa, (4.15)

en el cual no aparece un término de interacciéon entre el 4&tomo y el campo, sino solo una frecuencia

efectiva w,ry dada por:
(22
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de este modo, se ve que la presencia del a&tomo gener6 un corrimiento en la frecuencia del modo
de la cavidad. L

En general, 2 es una funcién de la posicién del 4tomo, 2 = Q(7) [96]. En el caso particular
de una onda estacionaria se tiene {2 = Qg cos(kx), y se obtiene el Hamiltoniano

02 cos?(k
Hypoa = b (% . —<>> o, (@1
Aq
con energia (4.18) para el estado fundamental.
13 cos?(k
Elg () = hugen — "0 07 ()1 (4.18)
«

Asi, la energia del estado fundamental depende de la posicién del atomo, lo que da un
acoplamiento entre la intensidad del campo y la posicion del dtomo. Por Ultimo, se observa que
si en la ec. (4.13) se reemplaza Q2ata por %2 se recupera el resultado (4.7), para el cual se habia
considerado la aproximacion clasica del campo.

Tratando el campo tanto clasica como cuanticamente se obtuvo que hay un potencial efectivo
para el nivel fundamental (ecs. (4.9) y (4.15)). Si se considera que los dtomos pueden enfriarse
lo suficiente, y en ausencia de otros potenciales externos, el &tomo queda atrapado en uno de los
minimos del potencial efectivo, como se ilustra en la Fig. 4.1. En el caso de iones atrapados, los
grados de libertad de movimiento se acoplan también al potencial de la trampa; por lo tanto, la

posicién de equilibrio dependera también de este potencial.

~

Figura 4.1: La transicién dipolar de un atomo se acopla fuertemente con un modo de una cavidad
optica. En el régimen dispersivo, esto genera un potencial efectivo para el movimiento del atomo.



Capitulo 5

Descripcion teérica de un ion
acoplado dispersivamente a una
cavidad bombeada por un laser

5.1. Ecuaciones de movimiento

En esta seccion se estudia el estado estacionario de las excitaciones vibracionales de un ion
en una cavidad, utilizando una aproximacién semiclasica. El sistema tratado en esta seccién es
un caso particular del sistema de N iones atrapados estudiado mas detalladamente en [1]. El
Hamiltoniano del sistema en el marco de referencia rotante con el laser esta dado por:

Hsys = Heqo + Hep + Hion + HJCa (51)
donde:
Hcav = _hAcaTa + Hlasera (52)

es el Hamiltoniano de la cavidad. Los operadores a' y a crean y aniquilan un fotén de la cavidad,
respectivamente; y A, = w; — w. es la desintonia entre la frecuencia del campo del laser y el
modo de la cavidad. El Hamiltoniano del laser estd dado por:

Hipser = A (acT + aTc> (5.3)

Si el modo del campo del laser estd en un estado coherente con un nimero de ocupacién
muy grande, entonces el campo del laser en ese modo puede aproximarse por un campo cldsico
= ce C [68]:

Higoer =hA (c*a + caT)
(5.4)
=—ih (n*a — naT) ,

donde en la ultima linea se us6 in = Ac. El término H,; describe un dtomo de dos niveles, donde
le) es el estado excitado del electrén, y Ag = w; — wp es la desintonia entre la frecuencia del ldser
y la frecuencia de la transicién dipolar:

H. = —hAgle){e], (5.5)

mientras que el Hamiltoniano para los grados de libertad de movimiento del ion es:

31
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p2

Hion = %

+ Vion(z) (5.6)
Aqui, Vjo, comprende sélo el potencial Vj,q, de la trampa, pero en el caso de considerar més de
un ion hay que incluir ademas el potencial de Coulomb. V,q,(x) describe un potencial arménico:

m

Virap(x) = §w2x2 (5.7)

El Hamiltoniano de interaccién entre el campo y el dtomo estd dado en la aproximacién
dipolar por [93]:

Hjc = h)(z) <O’+CL + a,aT) ) (5.8)

y describe la absorcién de un fotén seguida por la excitaciéon del atomo, dada por el operador
o+ = le){g|, vy la correspondiente emisiéon de un fotén acompanada por la desexcitaciéon del
atomo, dada por o = o), . La frecuencia ﬁ(x) da la intensidad del acoplamiento entre el campo
de la cavidad y el ion en la posicién x. B

Aligual que en la seccién (4.2), en el caso de que |Ag| > Q(z), |A|, es decir, que la frecuencia
del campo esta fuera de resonancia con la transicién atémica, no se estimulan las transiciones al
nivel excitado. En esta seccion, se asume que la escala de tiempo mds rapida estéd determinada
por Ag, es decir que [Ag| > k,|A.],Q2VN. De este modo, bombeando el nivel excitado por
debajo de la saturacion este puede ser eliminado adiabaticamente [97, 98], dando lugar asi a un
potencial efectivo correspondiente al nivel fundamental de los grados de libertad electrénicos [1]:

NQ( ) p2
—_— — T J— s * P T -
Heff =—h (Ac . 0) a a th (77 a—na ) om Ltrap(x)a (59)

S.Q 00

Q
<
3

<

Figura 5.1: Eliminacién adiabatica del estado excitado. El estado excitado |e) sélo aparece como
un estado virtual intermedio y el &tomo siempre regresa al estado fundamental |g). Los niveles
|n) representan estados vibracionales.

Esto genera un acoplamiento entre el campo y los estados vibracionales. En este caso, el estado
excitado |e) sblo aparece como un estado virtual intermedio y el dtomo siempre regresa al
estado fundamental |g) [31] como se ilustra en la Fig. 5.1. Estas transiciones mediadas por el
campo se deben a la dependencia en de la posicién en Q(z). Esto genera una dindmica en el
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estado fundamental que estd mediada por el estado excitado. Asumiendo |A.| < |Ag|, se puede
aproximar w. — wp = Ag — A = Ag. Entonces
02 2
Hepp=—h|Ac— (2) ata — hi (n*a — naT) + L + Virap() (5.10)
AO 2m

Esta descripcién no considera la posibilidad de que el a&tomo absorba un fotén de la cavidad
y lo reemita por emisién espontianea en modos del campo externo; esto es correcto en tanto
|Ap| sea mucho mayor que la tasa de emisién espontdnea. Hay dos maneras equivalentes de
tratar al sistema como un sistema abierto: La ecuacién maestra (capitulo 3), y utilizando el
formalismo de las ecuaciones de Heisenberg-Langevin. Preferimos este ultimo porque permite
describir propiedades del campo emitido por la cavidad. Utilizando el formalismo de input-output
detallado en la seccién (3.4) se obtienen las ecuaciones de movimiento:

at) = (ZAeff —K)a(t) +n— \/ﬂam(t)
p
m (5.11)

2
p(t) = - ixfion(x) hf)i (QA(O )> aTa

donde Ay estd dado por

Acpr = (Ac - QZ?) (5.12)

Al igual que en la seccién 3.2 el acoplamiento al ambiente lleva a una tasa de decaimiento de
los fotones dentro de la cavidad a una tasa 2x. Este canal de decaimiento esté caracterizado por
la emisién de un fotén de la cavidad en un fotén del campo electromagnético externo, que luego
puede utilizarse para realizar mediciones del estado del sistema acoplado dentro de la cavidad.

5.2. Limite semiclasico

Bajo la suposicién de que las fluctuaciones de los operadores a,p y z alrededor de sus valo-
res medios son muy pequenas, se puede tratar de encontrar las soluciones a las ecuaciones de
movimiento del Hamiltoniano (5.10) teniendo en cuenta las pérdidas de la cavidad y el contacto
con un bafio térmico. Para eso, se descomponen los operadores como una suma de sus valores
medios y sus fluctuaciones:

a=a+da
r=7+0x (5.13)
p=p+op
donde @ = (a), T = (x), y p = (p), es decir que los valores de expectacién de da, dx y Ip se
anulan.

5.2.1. Valores de equilibrio

Las ecuaciones de movimiento para los valores medios se encuentran a partir de despreciar
los operadores de input en las ecuaciones (5.11):
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Q-
—~
~
S~—
I

(iAeff —RK)a+n (5.14)
(5.15)

-
5(0) =~ 2 Vign(a) ~ h 2 (Q N )> aP (5.16)

Para determinar los valores de equilibrio clasicos, se requiere que las cantidades @, T y p
correspondan a soluciones estacionarias de las ecuaciones de movimiento: d,a = 0, T = 0 y
0p = 0. Asi, de la ec. (5.14) se obtiene:

_ n
a=—7—, 5.17
KR — iAe ff ( )

de donde puede verse que la intensidad del campo dentro de la cavidad como funcién de la
desintonia A.fs es una lorentziana de ancho 2x (ec. (5.18)) tal como se muestra en la Fig. 5.2.

2 2
_ n R
af = 55— (5.18)
K% K +Aeff

T T T T T T T T T T T 1
L] 5 4 3 2 1 o 1 2 3 4 =1 £

Acyy

Figura 5.2: Intensidad del campo en el interior de la cavidad como funcién de la desintonia entre
el bombeo laser y la frecuencia efectiva de la cavidad.
De la ec. (5.15) se tiene:
p=0, (5.19)

mientras que de la ec. (5.16) se tiene que el valor clésico de equilibrio para la posicién de los
iones es tal que satisface:

0 _ _
0= o= (Vin(T) + Vers (@) (5.20)
donde V¢ estd dado por [l]:
2 A
Vers(T) = | arctan (—;ff> (5.21)
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5.2.2. Fluctuaciones

Reemplazando las ecuaciones (5.13) en las ecuaciones (5.11), utilizando que los valores de
equilibrio satisfacen las ecuaciones (5.14)-(5.16) y reteniendo sélo los términos de primer orden
en las fluctuaciones se obtienen las ecuaciones de movimiento para las fluctuaciones:

5(1 = (iAeff )5a — ZCLaUC{;]( ) ox — \/ﬁam(t) (5,22)
xXr
L OU(T) (o, _20%U(T)  0*Vin(7)
dp=—h o (aéa +a 5a) i 52 + 2 oz (5.23)
. op
bz = (5.24)
donde
~
Uo(T) = @ (5.25)
Ag

Esta descripcion linealizada sélo es correcta en el llamado régimen de Lamb-Dicke. En este,
la amplitud de movimiento de los iones en la direccién de radiacién es mucho menor que A/27,
donde A es la longitud de onda de la radiacién [10, 99]. Si las fluctuaciones del campo son 0,
entonces las ecuaciones (5.23) y (5.24) son las ecuaciones de Hamilton para un oscilador arménico
con frecuencia dada por

mw? = <h! ’282U0( )+82‘§;7;($)>, (5.26)

esto justifica la descripcién en términos de operadores creacién y aniquilacion segun:

o =q= 275% (b n b*) , -
=iy (5-0)

donde los operadores b y bl son operadores bosénicos que aniquilan y crean un cuanto de energia
del modo de vibracién con frecuencia w,,.

Ahora, se incluye un ambiente para los modos de vibracién, por simplicidad se asume que el
ambiente estd dado por un bafo térmico de osciladores armonicos:

Hp =1 Qdid
k

(5.28)
Hipy =1y (Tbdf, + Tibldy)
k
Y de la misma forma, la ec. para los modos de vibracion queda:
b(t) = —(iw, + D)b(t) — iacy <5a(t) + &J(t)) — V2Dbin (8), (5.29)
donde b;y,(t) estd definido de manera andloga a a;y(t) como:
bin(t) = / dw dy(tg)e ™ tt0) (5.30)
2T

y co esta dado por:
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h o0 __
co = Qme%UO(:B)' (5.31)

Este tratamiento para las vibraciones es correcto en tanto w, > I'. La disipacién mecéanica
en sistemas de iones atrapados tiene diversos origenes, entre ellos se encuentran [99]:

» Decoherencia radiativa. Una fuente fundamental de la decoherencia del modo de mo-
vimiento del centro de masa puede entenderse considerando que el dipolo asociado con la
carga oscilante de los iones se acopla a los campos electromagnéticos del ambiente.

» Ruido en los electrodos. El estado vibracional de los iones puede perder coherencia
debido a las fluctuaciones en el potencial de los electrodos.

s Excitacién de las vibraciones por los campos de radiofrecuencia en una trampa

Paul.

En [99] se especifican en mucho més detalle las fuentes de decoherencia recién nombradas y
otras fuentes adicionales de decoherencia en el movimiento de los iones.

En general, todos los operadores de input tienen los valores de expectacién usuales de ope-
radores creaciéon y aniquilacién bosénicos:

(al, (Dain(t)) = no(t' —t)

(ain(t)al, (t)) = (n+1)3(t' —t)

(b ()bin (1)) = No(t' — 1) (5.32)
(bin (£)b, (1)) = (N +1)3(t' — 1)

(ain(D)bin () = (aim (B)b], (1) = (al, (Dbin(1)) = (al, (0)B], (1) =0

(bin (E)ain(t)) = (bin(t)al, () = (bl (ain (1)) = (B], (t)al, (£)) =0

De esta manera, las ecuaciones de movimiento (5.22) y (5.29) para los modos del sistema
quedan:

00 = (iDess — k) 8a — iaco (b+ 1) = V2rain(t)

. (5.33)
b(t) = —(iw, + T)b(t) — iacy <5a(t) + 5aT(t)) — V/2Dbin (t)
La descripcién lineal dada en las ecuaciones (5.33) es vdlida incluso cuando el nimero de
fotones en la cavidad es bajo [54]. Notar que el acoplamiento entre los modos vibracionales y del
campo g = acg es una funcion de la intensidad del bombeo laser, y de la posicién de equilibrio
del ion.
También es conveniente notar que las ecuaciones (5.33) son equivalentes a las ecuaciones que
se obtienen de aplicar la teoria de input-output descripta en la seccién 3.4 a un sistema con un
Hamiltoniano dado por:

Hgys = —hAppda'da + T, b'b + ig(da + da') (b + bT) (5.34)
Hp = thkczck + ﬁz de};dk (5.35)
k k
Hiny = 1Y (v dach + ;i 0al ) + 7Y (Dybd), + Thbldy), (5.36)
k k

donde Hyys es el Hamiltoniano del sistema compuesto por el modo de la cavidad y el modo
vibracional, Hp el del ambiente, y H;,; el de la interaccién (que se asume débil).
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Figura 5.3: Esquema de la interaccion entre los sistemas y con cada uno de sus correspondientes
reservorios. Cada uno de los modos del sistema interacttia indirectamente con el ambiente del
otro, ya que ambos pueden intercambiar excitaciones entre si.

5.3. Analisis de la evolucién unitaria de las fluctuaciones

De acuerdo a lo visto en la seccién anterior, las vibraciones del atomo estdn acopladas a las
fluctuaciones del campo en la cavidad. En esta seccién se analizan las resonancias de la evolucién
puramente unitaria. E] Hamiltoniano estd dado por:

H=H,+ Hy, + Hjn, (5.37)
donde
H, = —hAefféaT(Sa campo dentro de la cavidad
H, = hw,bb vibraciones del 4tomo (5.38)

H; = hg(da +da’)(b+b')  interaccién entre ambos sistemas

da las mismas ecuaciones de movimiento (5.33), en el caso en el que se desprecia la interaccién
con el ambiente de cada subsistema. En la representacién interaccién

H = hg |6a beBerr=wolt 4 g pleiBesstwnt 4 5qt pemiBerrrwn)t | ot bTe_i(Aeff_w“)t} (5.39)

Si Aeff = —Wy

E[ = ﬁg [5a b e_i2""”t + da bT + 5aT b+ 5aT bTeiQw“t}
(5.40)
~ hg [&L bt + daf b] :

donde en la segunda linea se us6 la aproximacion de onda rotante. En la representacién original,
el Hamiltoniano se aproxima por:
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= H~ H, + H, + lig <5a b + ot b) (5.41)

De esta forma tenemos dos osciladores de la misma frecuencia que pueden intercambiar
excitaciones. Este es el caso relevante para enfriamiento en el llamado régimen de resolved

sidebands [100, |: se transfiere la energia de los fonones al modo del campo electromagnético;
y también para transferir estados entre luz y movimiento [55, 57]. En este caso la interaccién es
del tipo beam-spliter [102]. En representacién de Heisenberg se tiene:
d i
Sy = H
g1 =~ lon- Hl (5.42)
=—1 (WUGH + ng)
d i
—bg =—= by, H
g0 =~ b H] (5.43)
=—1 (wva + gaH)
Los autovalores de este sistema de ecuaciones son Ay = i(w, £ ¢g), y las soluciones:
dap(t) = [(5&24— b> e it 4 <5a2— b> eigt] elwot
(5.44)
da+b - da—>b\ ; .
bp(t) = [( a2—i— > e Wt _ ( a2 ) e’gt] glwvt
es decir que la evolucién es oscilatoria. Por ejemplo, si gt1 = 7/2, se tiene dag(t1) = —ibg(ty) =
—ib, by (t1) = —idap(to) = —ia. Es decir, el estado se intercambia entre vibraciones y fluctua-
ciones del campo, mientras que a gts = 27 se vuelve al estado inicial.
Si A, ff = Wy
H = hg [(50, b+ dable®t 4+ al be 2t 4 5ol bq
(5.45)

~ hg [5ab—|— dal bq ,

donde en la segunda linea se volvié a usar la aproximacion de onda rotante. En la representacion
original:

= H~ H, + H, + hg (5a b+ dat bT) (5.46)

Este tipo de interaccién describe un squeezing de dos modos [71]. En ausencia de disipa-
cién, esto lleva a un crecimiento exponencial de las energias almacenadas en cada modo, y al
establecimiento de fuertes correlaciones entre ambos. En este caso se tiene de las ecuaciones de
Heisenberg:

iéaH S [0ap, H]
dt h (5.47)
=1 (wv dayg — gbL)

o= o]

=1 (wva +g &LH) 49
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Los autovalores de este sistema de ecuaciones son Ay = iw, * g, y las soluciones:

— bt bt 4
dan(t) = [(5@ ib > eIt + <5a+zb > egt] etnt
2 2

— bt 1 .
bL(t) = [<5a 5 ib > edt — (CM_;Zb ) egt] et

Se puede ver de la ec. (5.49) que el valor de los operadores day y by tienen una evolucién
exponencial, no estable. En presencia de un ambiente disipativo, es posible que las pérdidas
estabilicen el sistema permitiendo alcanzar un estado asintotico donde la creacién de excitaciones
por parte del Hamiltoniano se compense con las pérdidas.

(5.49)
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Capitulo 6

Analisis del estado estacionario

6.1. Solucion de las ecuaciones para las fluctuaciones y de las
vibraciones.

En esta seccion se encuentra el estado estacionario de las fluctuaciones. Si el estado inicial es
un estado Gaussiano, entonces el estado sigue siendo Gaussiano a todo tiempo para el modelo de
ruido térmico considerado en este trabajo [1]. Por lo tanto, el estado asintético esté caracterizado
por sus primeros y segundos momentos. Para encontrar una solucién al estado asintético de las

ecuaciones (5.33), se escriben las ecuaciones conjugadas hermitianas de estas, y asi se tiene el
sistema de ecuaciones (6.1):

0a' (1) = —(iBegs + 1) 0al (1) +ig (b(t) + bT(1) ) — V2ral, (1)

b(t) = —(iwy + T)b(t) — ig (5(1(75) + M(t)) — V2T bin (1)

El sistema (6.1) es de la forma x = Ax + f(t):

iNefr — K 0 —ig —ig da —V2Kan(t)

% — 0 (erf.f + k) g ig da n 2kay;, (t) (6.2)
—ig —ig — (lwy + 1) 0 b —V 2T b, (1)
ig ig 0 iw, —T) \ bf —V2T0! (1)

Si se tiene la matriz de autovectores P tal que P"'AP = D y definiendo y = P~ !x, y ¢ = P If,
entonces multiplicando % por P~

y=P'x
=DP 'x +P!f (6.3)
=Dy+c
En componentes:
Ui (t) = ]D)Zyz(t) + Ci(t) (64)

Entonces
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¢
yi(t) = B ePit—to) 4 Di(t—to) ds c;(s) eiDi(sftO), (6.5)

to

donde f; es una constante determinada por las condiciones iniciales. Si se define f;(t) = o gozn(t)
con & = (ﬂ/gm,ﬂ/zm,ﬂ/Qr,ﬂ/zr) v Binlt) = (am(t),ajn(t) bin(t), b, (¢ )). Entonces se

tiene que la ec. (6.5) se puede reescribir como:

t
yi(t) = B;ePi it— to)—i-/ ds ci(s) e Di(s—t)

to

4 ¢ ' (6.6)
= B;elitt0) 4 Z IP’Z-_jlaj / ds ¢l (s) e~ Dils=t)
i=1 o

Si Re(D;) < 0 Vi, entonces para t > to el primer término en la ec. (6.6) tiende a 0.
Esto quiere decir que cuando el sistema es estable, siempre alcanza el mismo estado asintotico
independientemente de las condiciones iniciales. En este caso, para los primeros momentos se
tiene:

(yi(t)) =0, (6.7)

ya que tr(a;,(t)) = tr(biy(t)) = 0, mientras que para los segundos momentos se puede escribir:

4 4 v
yz’ Zzpz_jl Z]/Oé Qg / dS/ ds’ (p (pm< ) =Dy (s— t) =Dy (s'=t") (6.8)
j=1j/=1

Tomando el valor de expectacién de la ecuacion (6.8) sobre el estado del ambiente <ylT )y () =
tr (pinyi(t)yir (t')):

t/
Wl Owe ) =30 3 BB bty / s / ds' (], ()l (s)) e PiCDePuls =) (5.9)

J=1lj=1

Debido a las relaciones (5.32) se cumple que:

T i’
(@l ()l () = (Xxg ), 500(s — ), (6.10)
donde <x x;j7) estd dado por los valores de expectacién de la ec. (5.32). Entonces

t/

4 t
(i (£ (1)) ZZRJl*P Has o) / ds | ds'6(s — s') e il Dy (=)

to to
a ’< > (6.11)
1ep—1 1% XJXJ Dit+Dyt (—(DF+Dy ) min(tt) —(Di 4Dyt
—pr T R C ° )

Para que el sistema sea estable, todos los autovalores deben satisfacer Re(ID;) < 0. Entonces
para t,# > min ({|{Re(D; !)|}) se puede despreciar el término proporcional a e~®Pi*Pi)to. De
este modo se tiene que:

. |ovj |2 <x X;j) D=t it <
(! ZRJI lei* ’ o (6.12)
]—D+D) i) g < ¢



6.1. SOLUCION DE LAS ECUACIONES PARA LAS FLUCTUACIONES Y DE LAS VIBRACIONES.43

Poniendo t =t en la ec. (6.12) entonces se obtiene:

(v} Z]P’ 1*P—1m (6.13)

Ahora, por medio de la ec. (6.13) y usando que x = Py entonces se obtiene una expresién
para los segundos momentos en el estado asintético:

xT T/ - 4
(@, (E) e (1)) ”Z:IP OO (6.14)

= [P*YP7]

mm/

El sistema no tiene siempre un estado estacionario. Bajo ciertas condiciones el sistema puede
ser inestable, y en este caso, no existe un estado asint6tico. En [1] se describen rigurosamente
las condiciones que describen la estabilidad del problema. Basandose en los comentarios de la
seccion 5.3, puede verse que cuando A.¢r > 0 los términos del tipo a'd’ y ab del Hamiltoniano
de interaccién cobran maés relevancia. En este caso, si las pérdidas del sistema o su acoplamiento
con el ambiente no son lo suficientemente grandes, el estado asintotico del sistema no existe.

A partir de las ecuaciones (2.1) y (6.1) se puede encontrar la matriz de covarianza corres-
pondiente al estado asintético. Esto es equivalente a (6.2) con la tnica diferencia de que estd
expresado en la base de los operadores canénicos. El mstema de ecuaciones correspondientes a
los operadores canénicos queda de la forma X = AX + f

ql —K —Aeff 0 0 q1 V 25(0271 + C )

: ) A -k =2 0 2/<a( — Cin)
? _ ]?1 _ eff g VS in 6.15
q2 0 0 I wy, q2 V2 (dm + Cl]L ) ( )

D2 —2g 0 —wy, —I') \po iv/2 (dzTn — diy)

De la misma manera que en la seccion 7.2, se obtiene que la solucién para los segundos
momentos del estado asintético del sistema de ecuaciones (6.15) estd dada por

Xjj = (zj(t)xy(t)) = [PYPT] (6.16)

jj/ )
mientras que los primeros momentos se anulan en el estado asintotico. Los elementos de la matriz
Y estan dados por:

1

Yie = ity (1) = ~ = [P P ] (6.17)

!
donde la matriz P es tal que P~"'AP = D, con D una matriz diagonal (si A es diagonalizable),
mientras que la matriz « contiene los valores de expectaciéon del término inhomogéneo:

k(2n+1) ik 0 0
B —iK k(2n+1) 0 0
‘= 0 0 I (2N +1) iT (6.18)
0 0 —ill I'(2N +1)

Asi, con estos resultados y con las definiciones (2.10) y (6.15), puede construirse la matriz
de covarianza para un sistema de dos modos como:

o = (Xj5 + Xj5) (6.19)

En el apéndice A, se derivé una forma alternativa de derivar la matriz de covarianza usando
el formalismo de la ecuacion maestra.
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6.2. Andalisis del estado estacionario de las fluctuaciones

En la Fig. 6.1 se muestra el nimero medio de ocupacién de las fluctuaciones (panel superior)
y del modo vibracional (panel inferior), calculados usando la ec. (6.14) en funcién de la desintonia
efectiva. En la misma puede verse que cuando el laser se encuentra muy lejos de la resonancia
con la cavidad el ntimero medio de ocupacion de ambos modos tiende al valor dado por el bano
térmico.

0,02 — I T =

k= 1.25664
0015 = gamma=2E-07 -
. N=500
{a'a@) oo |- g0628310 -
Delta=-2

0005 [ wv=6.28319 =

o E : f T ‘I__/] i

-1000 -800 -600 -400 -200 0 200
Ay [MHZ]

500 T I T

(bTh) )

1 | 1 1 1
i}
-1000 R -600 -400 =200 0 200

Ay [MHz]

Figura 6.1: Panel superior: Ntumero medio de ocupacion de las fluctuaciones del campo. Panel
Inferior:2 Numero medio de ocupacién de las vibraciones. La linea vertical punteada corres-
ponde a la frecuencia del modo de vibracién. En el extremo derecho del grafico el sistema se
vuelve inestable.

Por otra parte, en la Fig. 6.2 puede observarse que a medida que la desintonia efectiva se
acerca a la resonancia con la frecuencia del modo de vibracién, el nimero medio de fonones
disminuye. Esto se corresponde al enfriamiento de los modos vibracionales. Y como se comentd
en la seccién 5.3, esto corresponde a una interaccién del tipo da’ b+ dabf. En la Fig. 6.3 puede
observarse el mismo efecto cuando la desintonia esté cerca de la resonancia A.rr ~ —w,. Ademas
de esto, en la misma puede observarse que cerca de la resonancia A.fy ~ w, se puede ver un
aumento en el nimero de ocupacién de ambos modos. Esto se corresponde a una interacciéon del
tipo dal bf + dab. Comparando las figuras Fig. 6.2 y Fig. 6.3 puede observarse que la Fig. 6.3,
presenta una resonancia en el nimero de fotones dentro de la cavidad, mientras que la Fig. 6.2
no. Esto se debe a la distinta relacion entre las tasas de pérdidas y los valores de las frecuencias
de vibracién.

Para que sea posible observar resonancias es necesario que k,I" < w,. Esto se ilustra en la
Fig. 6.4. Puede verse como al aumentar la tasa de pérdidas de la cavidad estas resonancias dejan
de observarse. Es importante notar el cambio de escala en el panel inferior de las figuras 6.4: en
6.4-a) puede verse que en la resonancia el modo de vibracién puede enfriarse casi hasta su estado
fundamental. En cambio, en las figuras 6.4-b) y 6.4-c), a medida que aumentan las pérdidas de
la cavidad y se pierde la resonancia entre los modos del campo y las vibraciones, el nimero de
fonones aumenta.

En la figura 6.5, se graficaron los ntimeros medios de ocupacién de cada modo, en funcién
del acoplamiento g entre los subsistemas para los dos casos de resonancia comentados en la
seccion 5.3: Agpp = —w, en la Fig. 6.5-a) y Acrr = w, en la Fig. 6.5-b). En el caso de la Fig.
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Figura 6.2: Panel superior: Ntumero medio de ocupacion de las fluctuaciones del campo. Panel
Inferior: Ntimero medio de ocupacion de las vibraciones. Los pardmetros utilizados son w, /27 =
1,k/2mr =02, /27 = %, g/2m = 0,1, N = 500. Todas las frecuencias estan en MHz. La linea
vertical punteada corresponde a la frecuencia del modo de vibracién.
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Figura 6.3: Panel superior Nimero medio de ocupacién de las fluctuaciones del campo. Panel
Inferior Ntimero medio de ocupacién de las vibraciones. Los pardmetros utilizados son w,, /27 =
6, k/2m = 0,5, '/2r = 0,1, g/27 = 0,1, N = 500. Todas las frecuencias estdn en MHz. La linea
vertical punteada corresponde a la frecuencia del modo de vibracién.

6.5-a) puede verse que al aumentar la interaccién entre los subsistemas, el nimero de fonones
disminuye a medida que el ntimero de fotones dentro de la cavidad aumenta, esto también
se debe a la interaccién del tipo da bl + dal b, que tiende a intercambiar excitaciones entre la
cavidad y las vibraciones. Por supuesto, la situacion se veria invertida en el caso de que el
numero de excitaciones del bano térmico de la cavidad fuera mayor al nimero de excitaciones
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Figura 6.4: Panel superior Nimero medio de ocupacién de las fluctuaciones del campo. Panel
Inferior Nimero medio de ocupacién de las vibraciones. Los pardmetros utilizados son w,, /27 =
1,02 = %, g/2m = 0,1, N = 500. Todas las frecuencias estan en MHz. En la figura a) se usé
k = 0,2. En la figura b) se us6é x = 2. En la figura ¢) se us6 x = 20. La linea vertical punteada
corresponde a la frecuencia del modo de vibracion.

del bano térmico de las vibraciones. En la Fig. 6.5-b), el Hamiltoniano de interaccién entre
ambos sistemas es aproximadamente dab + da' b (ver seccién 5.3). En este caso, se ve que al
aumentar g, el nimero medio de ocupaciéon de ambos modos aumenta. Notar también el cambio
de escala entre los paneles inferiores: en la resonancia correspondiente a A.;y = —w, el niimero
medio de fonones es menor a 1, lo que muestra que es posible lograr el enfriamiento de los modos
vibracionales.

6.3. Entrelazamiento para dos modos

A partir de ec. (2.22) y (6.15) se puede encontrar ¢, la matriz de covarianza correspondiente
a la transpuesta parcial del estado p. Buscando luego el espectro simpléctico (2.13) (v_,vy)
como el médulo de los autovalores de la matriz i€2o, puede calcularse la negatividad logaritmica
Exr(p) usando la ec. (2.27). Asi, puede calcularse la negatividad logaritmica Ejs, que para estados
Gaussianos de dos modos resulta:

Exn = méx{0, —log(v_)}, (6.20)

dado que todos los estados Gaussianos de dos modos satisfacen v > 1 [103]. Asi, se tiene como
ejemplo en la Fig. 6.6 un gréfico de las curvas de nivel de Ep/, en funcién de A.¢y y de g. Puede
verse, como era de esperarse, que el entrelazamiento aumenta con el acoplamiento entre los dos
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Figura 6.5: Panel superior Nimero medio de ocupacién de las fluctuaciones del campo. Panel
Inferior Ntimero medio de ocupacién de las vibraciones. Los pardmetros utilizados son w,, /27 =
1, T'/2n = %, k/2m = 0,2, N = 500. Todas las frecuencias estan en MHz. En la figura a) se
usé Agpr = —w,. En la figura b) se usé Acsp = wy.

sistemas. Es de esperarse que el entrelazamiento aumente a medida que A,y se aproxime a una
de las resonancias con los modos vibracionales, es decir, cuando A.fs ~ £w,. Sin embargo, la
posibilidad de obtener un estado estacionario entrelazado depende del ruido introducido por el
contacto con el ambiente. Ademas, puede observarse comparando los paneles izquierdo y derecho
de la Fig. 6.6, que E) disminuye al aumentar IV, el nimero medio de excitaciones del ambiente
de las vibraciones; es decir que a menor temperatura del ambiente del modo vibracional se logra
un mayor entrelazamiento entre el modo vibracional y el modo del campo.

En la Fig. 6.7 se muestra Ey como funcién de A,y y g para distintos valores de I'. Puede
verse que para valores del acoplamiento con el ambiente I' mayores a cierto valor critico (Fig. 6.7-
a)), el maximo del entrelazamiento se encuentra en la resonancia correspondiente a Acrr = wy.
Valores grandes de I' son caracteristicos de cavidades optomecénicas, para los cuales es normal
encontrar entrelazamiento cuando la interaccién es del tipo squeezing de dos modos [54], como
en el caso de la Fig. 6.7-a). A medida que I" se acerca a cierto valor critico (Fig. 6.7-b)) puede
observarse que se presentan maximos de F en ambas resonancias. Mientras I' disminuye por
debajo del valor critico (Fig. 6.7-c)), puede verse que ahora el méximo del entrelazamiento se
encuentra en la resonancia correspondiente a A.fy ~ —w,. Valores pequeiios de I' son caracte-
risticos de sistemas de iones atrapados en cavidades, para los cuales también se reporta que el
entrelazamiento es maximo en la resonancia del tipo beam-splitter [53]. Asimismo, es importante
notar el cambio de escala entre las figuras 6.7-a) - 6.7-c): como era de esperarse a medida que la
tasa de pérdidas disminuye se observa un mayor valor del méximo de Ejs. Cabe aclarar que la
desaparicién del pico de entrelazamiento en la resonancia A.yr ~ w, para I' pequeno tiene que
ver con la inestabilidad del sistema, que ya no tiene estado asintético definido.
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Figura 6.6: Curvas de nivel de Ey como funcién de A.¢y y g. El panel izquierdo corresponde a
N = 0, mientras que el panel derecho corresponde a N = 1. El resto de los parametros utilizados
fueron k = 10, w, =5 y I' = 5. Todas las frecuencias estan en MHz.
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Figura 6.7: Curvas de nivel de Ex como funcion de A.¢¢ y g. Los valores utilizados son w, /27 =
2,k2r =1, N=1.a)I'=5.b) I' =0,9. ¢) I' = 0,008. Todos los valores estan en MHz. Las

regiones inestables se muestran en violeta.




Capitulo 7

Espectro emitido por la cavidad

A partir del espectro observado a la salida de la cavidad puede obtenerse informacion del
sistema en el estado estacionario. Tales mediciones se realizaron, por ejemplo en [17, |. Este
capitulo se dedica al calculo del espectro de emisién en el estado estacionario en funcién de los
parametros del problema.

7.1. Operadores de output

Los operadores a;,(t) y bin(t) se interpretan como entradas o input hacia el sistema. Para
encontrar las salidas del sistema, se encuentran las ecuaciones de Langevin con el tiempo in-
vertido. Si al integrar las ecuaciones para los modos del bafio se considera un tiempo t; >t en
lugar de utilizar un tiempo ¢y < ¢t como en la ec. (3.27), y se sigue el mismo procedimiento que
en la seccién 3.4, se obtienen las ecuaciones:

da(t) = (iDes + K)dalt) — idco (b(t) + bT(t)) — V2w (t) (7.1)
b(t) = —(iwy — D)b(t) — idco <6a(t) + M(t)) — /2T by (1) (7.2)

Comparando con las ecuaciones (3.32) y (5.29), se ve que las correspondientes ecuaciones en
términos de los modos de output se obtienen a partir de las ecuaciones en términos de los modos
de input por medio de los reemplazos (7.3) para los modos de input del campo, y andlogos para
las vibraciones.

ain(t) = Gout(t)
VR = VR (73)

K — —K

Comparando las ecuaciones (7.1) y (3.32), y por otro lado las ecuaciones (7.2) y (5.29), se
puede ver que los operadores de input y output satisfacen las relaciones

Qout(t) — ain(t) = V2kda(t) (7.4)
bout (t) — bin(t) = V/2b(t)

El espectro de los fotones emitidos por la cavidad, omitiendo el pico de Rayleigh del espectro,
estd dado por:

S(v) o<([aou ()] aou (1)) (7.6)

49
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Usando la descomposicién de los operadores en valores medios y fluctuaciones (ec. (5.13)),
la ecuacién (7.4), y que el estado del ambiente de la cavidad es el vacio, entonces se tiene que:

S(v) x ([da(w)]! sa(v)), (7.7)

donde da(v) es la transformada de Fourier de da. Considerar que el estado del ambiente del
campo de la cavidad es el vacio estd justificado por el hecho de que a temperaturas iguales o
menores que la temperatura ambiente y para campos que oscilan a frecuencias en el rango de la
luz visible, el nimero de excitaciones del ambiente es aproximadamente 0, por lo que la cavidad
sélo tiene pérdidas (no ingresan fotones térmicos a la cavidad).

La mayor parte de los fotones que interactiian con el atomo son dispersados elasticamente
(Rayleigh scattering). Sin embargo, el movimiento de los 4tomos dispersa una proporcién menor
de fotones de la cavidad a través de excitaciones electronicas virtuales, como se ilustra en la
Fig. 5.1, causando transiciones entre distintos estados vibracionales (Raman scattering) [12]. En
estos procesos puede absorberse un cuanto de energia mecanica, con la consecuente pérdida de
una energia hiw, por parte de los fotones (Stokes scattering) Fig. 7.1-a); o el oscilador puede
emitir un cuanto de energia mecéanica, con lo que los fotones emitidos en este proceso ganan
una energia fiw, (anti-Stokes scattering), Fig. 7.1-b). El nivel excitado |e, n) solo es virtualmente
ocupado, y los procesos involucrados siempre son de segundo orden [3]. De esta forma, el espectro
de la luz emitido por la cavidad sirve como una forma de estudiar la energia intercambiada entre
el campo y el movimiento del oscilador. En la Fig. 7.1-c) puede observarse un esquema del
espectro emitido por la cavidad debido a la interacciéon del campo con las vibraciones del atomo
(en la misma se omite el pico de Rayleigh debido a la dispersion eléstica de los fotones). Sin
embargo, esta descripcién simplificada puede fallar cuando el acoplamiento entre modos no es
suficientemente débil.

7.2. Calculo del espectro a partir de la diagonalizacion del pro-
blema

Definiendo la transformada de Fourier como [101]:

— T/2
— 1 il/t
da(v) = Jim \/7 T/2 da(t), (7.8)
se tiene que
. + T/2 .
. ¥ —iv T
[(50,(1/)} Ao —— T/2 da'(t) 79)
- ﬁ(—u)
=t T/2 izlt T
da (v) = da'(t) (7.10)

T—o0 \/ T/2
Entonces el espectro estd dado por (omitiendo prefactores):

S(v) = (3 (—v) > ()
lim /T/2 /T/2 dt! e—teivt (St (£)5a(t’)) (7.11)

T/2 T/2
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Figura 7.1: a) Stokes scattering. b) anti-Stokes scattering c) Espectro emitido por una cavidad
debido a los cambios en los estados vibracionales del oscilador, en funcién de v = w — wy. Se
omite el pico de Rayleigh a la frecuencia del laser. El valor N indica la ocupacién media de las
vibraciones.

El valor de (daf(t)da(t')) se puede encontrar a partir de las ecuaciones (6.12) y (6.14). Y asi
se tiene que:

4 2/ 1
e p oy 0Gxg)
— 1 , 1 —1 J
Sw) = Jim, f” Wl S ey
6,4 =
/2 /T/2 —ivt yivt! [ ]D)i/(t’ft)@(t/ )+ eﬂ)f(tft’)@(t _ t')]
27TT —T/2 T/2
(7.12)
4 2/ 1
e p oy 0Gx)
= I P}iP1r Py 1 ]P’_lij
Tgn ~ Lt —(Df + Dy)
(7.13)
1 T T e(]D);.*—iz/)T e(Dil+'iV)T
ol | (]D;‘ —iv Dy +i1/) * (DF —iv)2  (Dy + iv)?
4 2/ 1
. !aj! (X] Xj>
Pi P PP J 7.14

donde en la tltima linea de la ec. (7.14) se usé que Re(D;) < 0 Vi, y O(7) es la funcién escalon:

1 s2e7>0

o(r) = { . (7.15)

0 st7<0
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De la ec. (7.14) puede verse que el espectro tiene polos en el plano complejo en los autovalores
del sistema. Como las frecuencias v toman valores reales, entonces, en el caso de picos bien
separados el espectro va a tener maximos cuando v = +Im(ID;). Sin embargo, si los distintos
picos se superponen, la ubicaciéon de los maximos puede ser distinta.

A grandes rasgos, puede verse a partir de la ec. (7.14) que ademaés, la parte real de los
autovalores estd relacionada con el ancho de los picos del espectro. Para ver esto, primero se
considera el caso en el cual ¢ = 0. En esta situacién, las matrices P son proporcionales a la
matriz identidad. Entonces, en este caso, todos los términos distintos de 0 en la suma (7.14) son
los que tienen 7 = 7’. Por lo tanto, si se descomponen los autovalores del sistema en su parte
real e imaginaria como: D; = ~; + id;, entonces puede verse que los factores que incluyen a los
autovalores en cada término toman la forma:

1 1
D —i)(Di +iv) A2+ (6 + )2 (7.16)

es decir, son Lorentzianas centradas en +9; (los autovalores siempre vienen en pares complejos
conjugados [1]), y con ancho o = 2| (D;)| = 2|;|. Ahora, el caso g = 0, en donde los modos
vibracionales estan desacoplados de las fluctuaciones del campo, no tiene ningtn tipo de interés.
Sin embargo, a lo largo de este trabajo se asume que el acoplamiento entre los modos es débil,
lo que justifica la aproximacién de que incluso cuando g # 0, pero pequeno, la posicién y el
ancho de los picos estd dada aproximadamente por la parte real e imaginaria de los autovalores
de (6.2).

7.3. Calculo del espectro transformando las ecuaciones de mo-

vimiento

Una expresion alternativa para el espectro emitido por la cavidad puede obtenerse tomando
la transformada de Fourier del sistema de ecuaciones (6.1):

—ivda(v) = (iBess = #) da(v) — iaco (b(v) + b (v)) = V2hain(v)
—ivba! (v) = ~(iBegs + 1) 00 (v) + iaco (B(w) +5(v)) — V2 (v)
N i B N (7.17)
—iwb(v) = —(iw, + I)b(v) — iacy (6a(u) + da (V)) — V2T b, (v)
—ivb (V) = (iw, — Db (v) + iaco (Es};(u) + EELT(V)) - Jﬁb??f(y)

y asi se obtiene

S < k|0(v)|%at N N
S(l/)—<(5aT(—u)5a(y)>_SO(,/){ 4r0(v)| i +ra%g[ N . N+1 H

K2+ (v — Acsy) 2+ (wy —v) 2+ (w, 4 v)?
(7.18)
donde s 5 i~

V)= .
" 2 2 4A5ff629(u) 2
|:/£ +(Aeff+y):| 1+m
cng

(v) = (7.20)

(T —iv)? 4 w2

El primer término de (7.18) se debe a la interaccién indirecta de las vibraciones con el campo
electromagnético fuera de la cavidad, mediada por el acoplamiento entre el campo de la cavidad
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y las vibraciones del ion, mientras que el segundo y tercer término de (7.18) se deben al bano
térmico de las vibraciones.

En el caso particular de que A.r; = 0, el espectro tiene una expresién mucho mds simple:

4.4 2 Vi N
S() = 22 2{ AKka* cywy S, V¥ N - N+1 2]}
K42 | (K2 +12) w2 + (T —iv)7)? 2+ (wy—v)° T2+ (w,+v)

(7.21)
En esta situacién, la senal medida puede multiplicarse por el prefactor, ya que por lo explicado
en torno a Fig. 5.2, k es un pardmetro conocido. De esta manera, el segundo y el tercer término
son Lorentzianas de ancho 2I" centradas en w, y —w, respectivamente; mientras que el primer
término del espectro tiene maximos en v = 0 y en v = +/w2 —I'2. En el caso de que las
contribuciones del primer término sean relevantes, los picos van a estar corridos de +w,. Asi, la

forma del espectro va a estar determinada por las contribuciones de cada término.
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Capitulo 8

Estimacion no invasiva de los
parametros del problema por medio
del espectro de emisién

En este capitulo, se estudia el espectro de la luz emitida por la cavidad. A través de este,
se analiza la posibilidad de estimar los pardmetros que describen la evolucién del sistema. Asu-
miendo que el estado asintético es un estado Gaussiano !, reconstruir la matriz de covarianza
daria toda la informacién necesaria sobre el estado del sistema compuesto, y permitiria estimar
el niimero de ocupacién de los modos del sistema, ademas del entrelazamiento entre los modos
vibracionales y las fluctuaciones del campo.

El objetivo en este capitulo es entonces encontrar las frecuencias caracteristicas que deter-
minan la evolucién del sistema: la frecuencia w, y la tasa de calentamiento I'N de los modos
vibracionales, la intensidad del acoplamiento g entre los modos vibracionales y los modos de la
cavidad, y la frecuencia efectiva A.;s del modo del campo electromagnético dentro de la cavi-
dad. Bajo la suposicién de que la presencia del a&tomo dentro de la cavidad no modifica la tasa
de pérdidas k (esto es, no hay pérdidas de fotones debido a la emisién espontanea del atomo
hacia otros modos del campo), esta tasa puede determinarse a partir de mediciones del espectro
emitido por la cavidad cuando el ion no esté interactuando con ésta, dado que en este caso, como
puede verse en la Fig. 5.2, el espectro estd dado por una lorentziana de ancho 2k, ec. (3.20).
Cabe aclarar que en el caso de un ion atrapado en la cavidad, la constante de acoplamiento g, la
frecuencia efectiva A.yr y la de vibraciéon w, estdn relacionadas con los pardmetros externos en
forma compleja (ver ecuaciones (5.12) y (5.26)). Por ejemplo, cambiar la intensidad del bombeo
laser o su frecuencia podria modificar los valores de todas ellas. Esto representa un obstaculo
para la utilizacién de protocolos desarrollados para otros sistemas optomecanicos [104].

8.1. Cavidades optomecanicas

Estos sistemas pueden describirse en una aproximacién lineal por ecuaciones equivalentes a
las ecuaciones de movimiento (5.33) obtenidas en el capitulo 5 [53, 51]. Normalmente, los procesos
estocdsticos by, (t) que describen la evolucién de estos sistemas no tienen las correlaciones del
tipo (5.32), y por lo tanto, la evolucién del sistema es no Markoviana. Sin embargo, los efectos
cuanticos del movimiento sélo pueden observarse cuando w, > I', y en este limite el ruido que

1 . . [ .

Dado que estamos asumiendo que los operadores a;, y bi, satisfacen las caracteristicas de ruido blanco
Gaussiano (5.32) y dado que estamos considerando que la dindmica es lineal (5.33), el estado estacionario para
las fluctuaciones es un estado Gaussiano con primeros momentos nulos [53].

95
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describen los operadores b;, se vuelve ruido blanco Gaussiano, y en este caso la evolucion es
Markoviana [53]. En el caso de dispositivos optomecanicos, el término 92/Aq (que provenia de la
eliminacién adiabética del nivel excitado del atomo) de A.sf (ver ec. (5.12)), debe reemplazarse
por el correspondiente término debido a la influencia de la presiéon de radiacién sobre el oscilador
53].

En el caso de dispositivos optomecénicos, el espectro es asimétrico, esto se debe a la asimetria
de entre los procesos de absorcién (proporcionales a N) y emisién (proporcionales a N + 1) del
oscilador. Esta asimetria en el espectro permite medir la temperatura correspondiente al estado
vibracional [61]. El objetivo de este trabajo es buscar una forma de determinar ademds una
estimacién de los pardmetros que determinan las propiedades del movimiento de los iones y
del acoplamiento optomecanico a partir de estas asimetrias. La asimetria del espectro no tiene
analogo clasico. Puede verse que para el caso en el que el acoplamiento del oscilador mecanico
con su bano térmico es muy grande (I' grande), se tiene que el espectro esta dado por:

N+1

S(v) = So(v)I'g? +
(7/) 0(7/) g 2 I (wv _ y)2 r2 n (wv n V)Q

(8.1)

En el caso de dispositivos optomecdnicos, las tasas de disipacién son mucho mayores que
en el caso de atomos o iones atrapados. Las principales causas de la disipacién mecanica estan
dadas por [51]:

= Interacciones con el gas circundante.

s Efectos anarmonicos, tales como interacciones fonén-fonén.

Una descripcién extensiva de los mecanismos que llevan a la decoherencia de dispositivos
optomecanicos estd dada en [105]. Para un nimero de ocupacién del bano térmico N muy
grande, se tiene que N ~ N + 1, y entonces de la ec. (8.1) se tiene:

o N 2 2

S(v) = So(v)g U (121 (w,—v)? - 2+ (wy, +v)°

(8.2)

El espectro en este caso sigue siendo asimétrico debido a la desintonia entre la frecuencia del
laser y la frecuencia de resonancia de la cavidad vacia. En el caso de que A.ys = 0 se recupera
un espectro simétrico. En lo que sigue se asume que A.ry # 0 y se aprovecha esta asimetria
para obtener una estimacion de los parametros del Hamiltoniano del sistema. En el régimen de
interés para sistemas optomecanicos, se tiene que la tasa de pérdidas I' es mayor a la tasa de
pérdidas que se presenta en el caso de sistemas de iones atrapados. Aun asi, seguimos trabajando
en el régimen en donde I' < w,, que es el régimen donde los picos estan bien resueltos. En este
régimen, se tiene que el prefactor Sp(v) es una funcién que varia muy suavemente comparada
con las Lorentzianas del espectro (términos entre corchetes de ec. (8.2)), como se ilustra en la
Fig. 8.1, donde se grafica el prefactor y el espectro correspondiente para un conjunto de valores
basados en la tabla 8.1. De esta forma, puede asumirse que la variacién con la frecuencia esta
dada mayormente por los términos entre corchetes de la ec. (8.2), de donde puede verse que el
espectro estd formado por dos Lorentzianas centradas en +w,, cada una de ancho 2I' y cuya
altura si estd modulada por el prefactor Sp(v).

El prefactor Sy(v) en los picos del espectro puede aproximarse como:

2
So(wy) ~
2 A Y 2
K2+ ( egf + wy) (8.3)
S()(—wv) ~

K2+ (Acfr — wv)2
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[106] [107] [61] [108]

Wy /2T — — 13,99 x10% | 57,8
Acsr/2m | 200 —400 | > 70 — —
K/2m 0,16 1,01 390 50
r'/2n 11 x 1073 — 0,043 0,02
g/2m — — 0,960 —
N T=200uK | 2 [T=18K | —

Cuadro 8.1: Valores caracteristicos de los parametros para cavidades optomecanicas (I" grande).
Todos los datos estan en MHz.

(1) 0.0006 |
= S(nu)

0.0005 |
0.0004 ¢
S(y} 0.0003 ¢
0.0002 ¢
0.0001 |
ol

40 20 o 20 40

v [GHz|

0.35 71

E)) oa b — S0(nu) ||
0.25 |
Sp(v)  nz-
015 |
01
0.05 |
ol

-40 =20 o 20 40

v [GHz|
Figura 8.1: a) Espectro emitido por la cavidad. Los valores utilizados son w,/2m = 3,99

Acsp/2m = —0,01 /2 = 0,39 I'/21r = 0,000043 g/27 = 0,00096 N = 500. Todos los valo-
res estdn en GHz. b) Prefactor So(v). Puede verse que el Sp(v) es una funcién que varia muy
suavemente comparada con el espectro.

Bajo esta aproximacién, A,y satisface la ecuacion:

4wyp A

_ A2
O_Aeff+ Ah

eff T (/‘62 — wf,) ; (8.4)
donde Ah y p estan definidos como Ah = S(vg) —S(—vo) y p = 5 (S(vo) + S(—1p)). Si se supone
como se comenté al principio de este capitulo que la tasa de decaimiento de los fotones de la
cavidad puede medirse cuando esta no estd acoplada a los grados de libertad mecénicos que
correspondan al sistema, entonces, a partir de la ec. (8.4) puede determinarse A.¢r. Luego, a
partir de la altura de cualquiera de los picos puede obtenerse ¢g>N. Por ejemplo:

#N = <ﬁ2+(Aeff+wu)2> S(VQO)F (1+ 1F2 )
2+4w?

En resumen, los pardmetros pueden estimarse como:

(8.5)
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( d
Wy R —
2
o~ 2I'
_ 2wyp 2w,p 9 9 (8.6)
Aeff ~ Al i\/( Ah ) (’% wv)
—-— S 140 I 1
¢*N ~ (/12 + (Aeypr + wu)2> (2 ) -
\ (1 + F2+4UJ12))

Usualmente, para medir propiedades de estos sistemas, se utiliza un laser adicional con una
frecuencia cercana a otra frecuencia de resonancia de la cavidad w,. Este ldser funciona como
sonda [61, |. En este caso, el espectro de los fotones emitidos por la cavidad tiene coeficientes
dependientes de la desintonia A, = w; — w, entre el laser de readout y la frecuencia del segundo
modo de la cavidad. Por ejemplo en [(1] obtienen un espectro dado por:

S(wtwy) = S0 TN rer yp TIVHD ®.7)
Thy (wy —w) "+ T2 7Ky (Wy +w)* + 12

Donde Ag) son los coeficientes dependientes de la desintonia entre el laser de lectura y el
modo de lectura de la cavidad. Entonces, variando la frecuencia del laser de lectura los distintos
picos del espectro pueden ser filtrados selectivamente, y luego a partir del area de estos picos,
logran estimar la temperatura efectiva de las vibraciones [(1] y el acoplamiento del campo con
las vibraciones g se obtiene a través de ajustes a datos experimentales de la tasa de decaimiento
de las vibraciones en funcién de el nimero de fotones en la cavidad [I10]. El inconveniente de
este método es que no tiene en cuenta la reaccién del laser de lectura en el sistema. En particular,
las tasas de decaimiento de las vibraciones y el nimero medio de fonones. Entonces, uno debe
luego tener en cuenta correcciones para la reaccién del sistema al incorporar el laser de lectura.
Tales correcciones son obtenidas en [61].

Si en este caso se utiliza A.rp = 0, la expresion (8.2) del espectro es atin mas simple. El

espectro depende de k en una forma conocida, y por lo tanto esa dependencia se puede eliminar:
~ 29°N r? 2g%(N +1 r?

S(V)E(/{Q—i—I/Q)S(V): 9 5+ g°( ) 5

I' T2+ (w, —v) r I'? 4+ (wy +v)

(8.8)

Los picos se encuentran exactamente en +w,, y cada uno de ellos tiene ancho 2I', de donde
se pueden conocer las frecuencias de vibraciéon y I'. Y asi ficilmente pueden determinarse todos
los parametros que determinan el estado asintético:

9= \/PTM, (8.9)

donde Ah = 5(—1/0) - S(w), v

N=—= ——. (8.10)

8.2. Iones atrapados

Para el caso de los sistemas considerados en esta seccién, es decir, iones atrapados en ca-
vidades Opticas, se verifica experimentalmente que las pérdidas de los modos vibracionales son
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muy pequenias comparadas con todas las demads escalas de tiempo del sistema [99]. Entonces, en
primer lugar, en la seccién 8.2.1 se buscan los valores de estos pardmetros suponiendo que no
hay pérdidas en los modos vibracionales, es decir I' = 0, y luego estos resultados se utilizan en la
seccién 8.2.2 para encontrar los parametros en el caso en el que I' # 0. En este caso, a diferencia
de la seccién anterior, no puede argumentarse que la posiciéon de los picos no esta relacionada al
prefactor del espectro. También debe tenerse en cuenta el prefactor para encontrar las posicién
de los maximos. Para contrastar con el caso de cavidades optomecanicas, se calcula el espectro
y se muestra junto al correspondiente prefactor en la Fig. 8.2 para un conjunto de valores de
los pardmetros basados en configuraciones experimentales tipicas de iones atrapados. Algunos
valores caracteristicos para las frecuencias de este tipo de sistemas se muestran en la tabla 8.2.

(1] [ [96] | (111 | [1i2] | [11s] | [114] [115]
wy/2m 12,26 | — | 145 | 09 5 —
Agsr/2m | 018 | — | — -2 | — —
K /2T 0,5 | 41 ]0117| — — —
r/2m — | =1 — — | — |1073/N | 107°/N
N 57 | — | — — | 10° —
go/2m | 94 | 34 | — — — — —

Cuadro 8.2: Valores caracteristicos de los pardametros para iones atrapados (I' pequeno). Todos
los datos estan en MHz. Las tres columnas de la derecha corresponden a valores obtenidos
experimentalmente.

El valor de g puede determinarse a partir de los valores de gy y wy, usando la ec. (5.31).

a) - | ==

B8

&

¢ 151 — S0y
; |

ol J

-40 -20 0 20 40 0.1

v [MHz| T
b) | [MHz] | % L

6.283 6.2831 6.2832 6.2833 6.2834

-40 -20 0 20 40

v [MHz]
Figura 8.2: a) Espectro emitido por la cavidad calculado para valores correspondientes a iones

atrapados. b) Prefactor Sy(v). Puede verse en este caso que Sy(v) ya no es una funcién suave de
v. ¢) Ampliacién de uno de los picos del prefactor.

Si en el polinomio caracteristico de la matriz (6.2):
0= [(rk+A)> +A§ff] [(F—F)\)Q—l—wﬂ + 492w, Ay, (8.11)

se toma el limite I' — 0, y ademés también se usa A,y = 0 entonces los autovalores del sistema
son:
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A= —K
) (8.12)
A = tiw,

El sistema tiene dos autovalores imaginarios puros, y por lo tanto el sistema no tiene un
estado asintético definido. Por esto, a lo largo de todo este capitulo no se considera el caso
en el que I' — 0 y al mismo tiempo A.ry = 0. Por esto, en estos sistemas, donde la escala
de acoplamiento con el ambiente de las vibraciones es mucho mas pequena que en el caso de
cavidades optomecdnicas, es necesario que A.yy < 0 para que haya un estado asintético definido.

8.2.1. Caso sin ambiente para las vibraciones

En una primera aproximacion se considera que los modos vibracionales no tienen pérdidas,
en este caso, el espectro emitido por la cavidad estd dado por la ec. (8.13), que se obtiene a
partir de la ec. (7.18) con I' = 0, donde se definié g = acy.
8rgiw?
S(v) = g Yy 5 (8.13)
(w2 = v2) (52 4+ A2, = 02) +4g2Ac ] + 45202 (2 = v2)?

En este régimen, se tiene que el espectro es simétrico: S(v) = S(—v). En el caso de acopla-
miento débil entre los modos vibracionales y las fluctuaciones del campo se tiene que gQAeff
es muy pequefo. Si se toma ngef ¢ = 0, entonces puede determinarse que las frecuencias vg
de los picos estan exactamente en las frecuencias de los modos vibracionales. En el caso de que
g*A, £ f sea pequeiio pero distinto de 0, se espera que las frecuencias de las resonancias se encuen-
tren aproximadamente en las frecuencias correspondientes a los modos vibracionales. Entonces,
definiendo un parametro € pequeno mediante

Vi =w? te (8.14)

el denominador de la ec. (8.13) puede reescribirse como
D(wo) = { [+ Ay — ]+ 4W3}62 = 8wy (W + Ay — b)) € (6 Depg) + 1667 (6% Aerr)”

+0 ((9%8e1s)").

(8.15)

para luego buscar el desplazamiento € al orden més bajo en g?A. tf- Despreciando los términos

de orden mayor a g2A, #f, la expresion (8.15) para el denominador del espectro, es una funcién
cuadratica de e por lo que tiene un minimo en el valor de ¢ dado por

4w, (/{2 + Asz - wg) G Acyy

: (8.16)

ER

2
(HQ + Asz - w%) + 4K2w?2

de esta forma, utilizando la ec. (8.14), pueden encontrarse las frecuencias vy correspondientes a
los picos del espectro, estas estan dados por

v

K2 + Agff — w2

Vg~ w2 +49° Ae s pwy (8.17)

2
(/@2 + Asz - w?)) + 4Kk2w?

Utilizando la misma aproximacién (8.15) para el denominador del espectro, la altura h =
S(vp) de cada pico puede estimarse como:
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8kgiw?
h=Sw) =~ d(uo)v
2 8.18
(52 + Agff - wg) + 4K2w? (8.18)
B SRAszwg '

Ahora, para determinar el ancho de los picos, se repite el mismo procedimiento que para
encontrar la posicién de estos. En primer lugar, se escribe 7, la frecuencia correspondiente al
ancho de los picos a la mitad de la altura, como:

2=w? ta. (8.19)

1
Haciendo las mismas aproximaciones que en la ec. (8.15), se obtiene

D)= { (62 + A2 —w?]* + 4’*@“’3}0‘2 — 8wy (K2 + A2 —w?) a (9% Acps) + 16w2 (P Acyr)”

(8.20)
Y a partir de las ecuaciones (8.15) y (8.20) se puede estimar el ancho o de los picos a la
mitad de la altura, usando:

D(#) = 2D (wp). (8.21)

La ecuacién (8.21) es una ecuacién cuadratica en a de la que se pueden encontrar las fre-
cuencias 7y y U a las cuales el espectro tiene la mitad de la altura que en los picos, para luego
encontrar el ancho de los picos como o = [Py — | (a lo largo de todo este trabajo, ancho
siempre se refiere al ancho completo a la mitad de la altura):

8rwpg®|Acy ]

5 )
[(52 + Agff — w?,) + 4/1%)%} 10|

~

(8.22)

A partir de las ecuaciones (8.17), (8.18) y (8.22), que se muestran a continuacién para futura
referencia

K2 4+ Agff — wg

2
(/@2 +AZ— w%) + 4K2w?2

Ve~ w2 +49% Ae s pwy

e

2
2 2 2 2,,2
. </@ + Ay —wv> + 4r*wy (8.23)

SRAgffw?)
8rwpg®|Actyl

2
[(/4;2 + Agff — w%) + 4/&%}3] o

~

\

pueden determinanse las cantidades de interés. Si se desprecia € en la ec. (8.17) se tiene que la
frecuencia de los modos de vibracién esta dada por

d
v RS .24
wo e S (5.24)

donde d es la distancia entre los picos. De esta manera, la ec. (8.18) es una ec. de grado 4 en
Acyy, con raices:
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1
2 2 2
Agp~+ (m% — (ﬁ - i) + \/(ﬁhd2)2 — 2khd? <52 — Ci) — (f@d)2> (8.25)

Asumiendo cierto conocimiento previo sobre la frecuencia de resonancia de la cavidad, es
posible identificar cual de las raices es la solucién correcta. Reemplazando (8.18) en (8.22) se

obtiene
dh
9~ \[o|Acss| (8.26)

Para llegar a las ecuaciones (8.17), (8.18) y (8.22), se despreciaron los términos O ((gQAeff) 3)

de la ecuacion (8.15). Mdas precisamente, para hacer esta aproximacién se supuso que

492‘Aeff| < (52 + Agff) Wy — OJg

0 (8.27)

2,3
K ws

K2 4+ Asz — w2

9P| Acss| <

Para verificar que las aproximaciones sean consistentes, las relaciones (8.27) deberian satis-
facerse para los parametros calculados mediante las ecuaciones (8.24), (8.25) y (8.26). De modo
que la verificacién de las ecuaciones (8.27) es una condicién necesaria pero no suficiente para la
validez de los los resultados obtenidos. Recapitulando, conocida la tasa de pérdidas k, y dados
los valores de las frecuencias d (la distancia entre los picos), altura h y el ancho o de los picos,
entonces se pueden estimar los pardmetros w,, Acsr y g

Una forma alternativa de derivar la posicion y el ancho de los picos del espectro es desarrollar
a los autovalores en serie de potencias de ngef ¢y luego derivar iterativamente los mismos a
partir del polinomio caracteristico de la matriz (6.2):

0= [(k+ N2+ Agff] [(r + )2+ wﬂ + 462w, Ay (8.28)
Si se pone I' = 0 en la ecuacién (8.11) entonces se puede despejar (definiendo A\ = —iv):

492N fpwy [<K2 + Agff — 1/2) + 2i/<al/}

v =w?+ (24 0f — 2 1 Ay (8.29)
Si se desarrollan los autovalores en serie de potencias de g?A, ff
v=1+ (92Aeff) v+ (g2Aeff)2 vot ... (8.30)
Entonces, a orden 0 en (g2Ae ¥ f) se obtiene:
v tw, (8.31)

Luego, la solucién a orden 0 puede utilizarse para encontrar los autovalores a orden 1 en
(g2Ae ¥ f). Para eso se reemplaza la solucién a orden 0 en (8.29) y asi se obtiene:
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4gQAeffwv K/{Q + Agff — w%) + 22'/%}1,}

(K2 + w? — w2)? + 4K2w2

2 o
14 va‘i‘

(8.32)

Segiin lo comentado al final de la seccién 7.2, la parte real de la ecuacién (8.32) da la posicién
de los picos, y el resultado obtenido es idéntico al resultado obtenido en (8.17). En tanto que la
parte imaginaria de los autovalores estaba relacionada al ancho de los picos del espectro mediante
o = 2|R (D;)|, entonces, asumiendo que v; es pequeiio se obtiene:

SHWUQQ‘Aeff‘

2
[("‘2 AL —ut) 4“2(”5]

o=

: (8.33)

que es idéntica a la ec. (8.22), reemplazando |vy| por w.

8.2.2. Caso incluyendo un ambiente débilmente acoplado a las vibraciones

En este caso, el espectro estd dado por la ec. (7.18). Para extender el andlisis de la seccién
8.2.1 al caso I" # 0, pero pequeno, se toman los limites I' =+ 0 y N — oo, manteniendo I''V
constante. Los mismos resultados pueden obtenerse siguiendo un procedimiento similar al de la

seccién 8.2.1 pero ahora despreciando ademés los términos de orden mayor o igual a O (F3) y
O (ngeffFQ). Asi

S(v) = di/){zmg‘*w,% + ¢’ T'N |K% + (wy + 1/)2} [(wv + )2 4 (w, — 1/)2} }, (8.34)

donde d(v) en este limite estd dado todavia por el denominador de la ecuacién (8.13), por lo
que las frecuencias correspondientes a los maximos del espectro siguen estando dadas por la ec.
(8.17). Ademas, puede verse que en este limite, los nuevos términos son funciones suaves de v, y
por lo tanto, puede despreciarse su efecto en la posicién de los picos ni su ancho, y estos siguen
siendo (8.17) y (8.22), respectivamente.

Cuando I' # 0, el espectro es asimétrico. Entonces se puede estudiar la diferencia Ah y el
promedio p de las alturas de los picos del espectro:

Ah =S(vp) — S(—wp)
I'N 2 2 2 2)2 2 2
:_W{4wv ((/—; + AL —wy) + 4k wv>—|—...

2
(IQQ + Asz — w%)

2
<I€2 + Agff - w%) + 4K2w?2

+ 1692 A 4wy (nz + Asz — wg) — 8g4Agff

+0((s*0er1)”) }

(8.35)
Si se desprecian los términos O (g2Acsy) de la expresion (8.35), se obtiene:
I'N 2 2 2\2 2 2
Ah = —m ((Ii + Ay —wi) 44k wv) (8.36)

Esta aproximacion (ec. (8.36)) es equivalente a la que se obtendria de evaluar el espectro
S(v) en vy de la ec. (8.17) a orden 0 en g>A.yy, es decir, vy = w,. De la misma forma, se obtiene
para el promedio de las alturas de los picos:
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(8.37)

_ 2 N (2 2 2
- 1202 A2 g2 {“9 HIN (574 Ay +”0)}

Entonces, se tiene el sistema de ecuaciones dado por las ecs. (8.17), (8.22), (8.36) y (8.37):

(

2 2 2
k*+ A —w
1/8 ~ wg + 4g2Aeffwv eff Y

2
(52 + Agff - w%) + 4rk2W?2

8rwyg”®|Acs ]

o=

2
[(f# +AZ —w?) + 4&%3} ol (8.38)
~ I'N 2 2 2\2 2 2
AhN—WAef‘M)((K/ "‘Aeff—wv) +4K/ wl})

2
(K,Q + Asz — wg) + 4r2w?
P~

2 2 2 2
8/120012)Agff92 {Hg N (K TRt VD) }

y los pardmetros que se quieren encontrar son w,, I'N, g y A, #f- Reemplazando la ec. (8.22) en
(8.36), se tiene que

ok|Ah|
4

I'N =~

(8.39)

Luego, reemplazando la ecs. (8.22) y (8.39) en la ec. (8.37) se obtiene:

2 o  OAR [, 9 d?
= —_— A — 4
p |Aeff|d0 {g + 4 <I€ + eff + 4 (8 O)

De donde se obtiene que |As¢| satisface la ecuacion:

0=|Acss*vo+ |Acrs|® (26| ARJW2) + [Acss]? [2 (K — w?) — w2kp8] 1o + . ... (8.41)
+ |Acsyl (2/@'|Ah|wg (HQ + 1/3)) + 1 (KQ — wg)Q '
Y asi se puede utilizar la ec. (8.22) para determinar g.
Vo ((/{2 + Agff — w?}) + 4m2w3>
~ 8.42
’ I S

Para conocer el signo de A.y¢ puede variarse la frecuencia del laser, analizando la intensidad
del campo dentro de la cavidad. El méximo de la intensidad corresponde a A.ry = 0y a partir de
este punto puede conocerse el signo de A.s¢. En este caso, las ecuaciones (8.27) contintian siendo
condiciones necesarias pero no suficientes para asegurar la validez de los resultados obtenidos
mediante las ecs. (8.41) y (8.42). Ahora, se eligen unos valores de los pardmetros basados en los
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de la tabla 8.2. Luego, se calcula el espectro usando los resultados de la seccién 7, particularmente
la ec. (7.18). Entonces, a partir de la determinacién de las posiciones de los picos y la altura
de los mismos pueden determinarse todas las frecuencias caracteristicas del sistema usando las
ecuaciones (8.39), (8.41) y (8.42). Un ejemplo del espectro emitido por la cavidad puede verse
en la Fig. 8.3.
Para estimar las frecuencias, es necesario conocer la distancia entre los picos, su altura y su
ancho. Para el ejemplo de la Fig. 8.3 estos valores resultan:
( S(v) =0,732 MHz !
S(—wp) =0,680 MHz !
vy =12,580 MHz (8.43)
0izq =0,01537 MHz
oder =0,01537 MHz

(
Luego, utilizando las ecuaciones (8.39), (8.41) y (8.42), y suponiendo s como una frecuencia
conocida (por lo discutido al comienzo de la seccién 8), se obtienen las frecuencias:
wy /21 ~ 2,0021MHz
I'N /27 ~0,99749 x 10~ MHz
|Acsr|/2m ~ 0,44323 MHz
g/2m ~ 0,10720 MHz

(8.44)

Comparando los valores obtenidos segtin este método con los parametros exactos elegidos
para calcular el espectro de la Fig. 8.3, se observa un error del orden de 0,1 % en w,, de 0,25 %
para I'N, de 11 % para |A.¢f|, y de 7% para g.

08
— S(nu)

0.6 [

S(V) 04 f

02T

-20 -10

[+]
v [MHz]

Figura 8.3: Espectro emitido por la cavidad. Los valores utilizados para calcular el espectro son:
—4

Acsf/2m = =05 wy/2m = 2 /21 = 0,5 /21 = 15— g/2m = 0,1 N = 500. Todos los valores

estan dados en MHz.

Este conjunto de valores obtenidos representa un buen punto inicial para hacer un ajuste nu-
mérico del espectro. Ademads, usando los parametros estimados como se indica en las ecuaciones
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(8.24), (8.39), (8.41) y (8.42), es posible reconstruir la matriz de covarianza en el limite I' — 0,
N — oo con I'N constante. Entonces, en este caso, como el estado asintético es gaussiano, y
los primeros momentos del sistema son nulos, a partir de la matriz de covarianza se tiene toda
la informacién necesaria sobre el estado del sistema. Cualquier cantidad que se quiera calcular
se puede conocer a través de la matriz de covarianza. Por ejemplo, se puede estimar el ntimero
medio de ocupacién de cada modo, o el entrelazamiento entre modos, en la forma en la que se
detall en el capitulo 6.



Capitulo 9

Conclusiones

La primera parte de este trabajo, desde el capitulo 2 al 4, contiene material preliminar para
el desarrollo del trabajo. En ella se describié el formalismo de estados Gaussianos y se analizaron
por separado cada una de las partes del sistema completo, es decir, la dindmica de una cavidad
bombeada y de un atomo en acoplamiento dispersivo con el campo. Luego, en el capitulo 5 se
estudio la dindmica de un ion atrapado en una cavidad, utilizando una aproximacién semiclédsica
y el formalismo de input-output se obtuvieron ecuaciones de Heisenberg-Langevin que describen
la evolucion de las fluctuaciones del campo dentro de la cavidad y de los modos vibracionales.
En el capitulo 6 se estudiaron propiedades del estado asintético del sistema, como el niimero de
ocupacion de los modos y el entrelazamiento entre modos. Se confirmé numéricamente que los
méaximos de la negatividad logaritmica se encuentran cuando hay resonancias entre la desintonia
efectiva y la frecuencia de los modos vibracionales. Ademads, se observé que la resonancia que
presenta un méaximo de entrelazamiento depende del acoplamiento con los modos vibracionales.
Para el caso en el que I' ~ & (caracteristico de sistemas optomecanicos) se verifica que el maximo
de entrelazamiento se presenta en A,y ~ w,, es decir, cuando la interaccion entre sistemas es
predominantemente del tipo de squeezing de dos modos. Mientras que cuando I' < k (caracte-
ristico de iones atrapados en cavidades épticas), se tiene que el méximo de entrelazamiento se
presenta en A.rr ~ —w,, es decir, cuando la interaccion predominante es del tipo beam-splitter.

Luego, en el capitulo 8 se analizé la posibilidad de obtener los pardmetros que describen
el estado estacionario del sistema a partir del estudio de distintos rasgos espectrales. Se obtu-
vo un sistema de ecuaciones no lineales a partir del cual pueden determinarse los parametros
que describen el estado asintdtico del sistema. Haciendo aproximaciones consistentes con con-
figuraciones experimentales de iones atrapados en cavidades épticas se encontraron formas de
aproximar el acoplamiento entre los modos vibracionales y las fluctuaciones, la desintonia entre
el laser y la frecuencia efectiva de la cavidad, y el producto I'N entre el acoplamiento de los
modos vibracionales con su ambiente y el nimero medio de excitaciones del mismo. A pesar de
haber encontrado una forma de estimar estas cantidades, no es posible encontrar una forma de
estimar I' o N por separado. Esto se debe a que se trabajé en el régimen en donde N ~ N+ 1y
I" pequeno, lo que resulta en que en todas las ecuaciones esta cantidad aparezca siempre como el
producto I'N. Esto tltimo significa que sélo es posible reconstruir la matriz de covarianza en el
estado asintético en este mismo limite, no para un caso arbitrario (tales mediciones son posibles,
y se realizaron por ejemplo en [1 16, ]). Asi, es posible encontrar la matriz de covarianza en el
limite de I' — 0, N — oo con I'N finito. En este caso, dado que el estado asintético del sistema
es un estado Gaussiano, se recupera toda la informacién sobre el estado, y a partir de esto es
posible estimar cualquier cantidad de interés, como por ejemplo, el nimero de ocupacién de los
modos vibracionales o el entrelazamiento entre modos, utilizando los métodos descriptos en el
capitulo 6.
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Ademas, estas estimaciones podrian utilizarse como un punto inicial para resolver numérica-
mente los sistemas de ecuaciones no lineales que determinan los parametros antes mencionados.
También podrian utilizarse como un punto inicial para hacer un ajuste numérico del espectro.
Otro paso a seguir para continuar este trabajo es la incorporacién de un ion més al sistema, lo
que da lugar a la inclusiéon de un segundo modo vibracional.



Apéndice A

Derivacion alternativa de la matriz
de covarianza en el estado asintotico

La dindmica de un modo del campo electromagnético confinado dentro de la cavidad y un
modo de vibracién de un dtomo esté descripta por la ecuaciéon maestra (3.5) para un sistema de
bosones en contacto con un bafno térmico. Donde ahora H estd dado (en el marco de referencia
que rota a la frecuencia del laser) por:

H=H.+ Hp+ Hy,+ Hycop (A1)

donde
H, = hweyy da'da

H, = hw,bb
Hj, = he(8a + dab)
Hacop = hg(a + 6a’) (b + b)

y donde werr = we + g%/Ao. A la evolucién unitaria de los modos da del campo dentro de
la cavidad, se le agregan las pérdidas de fotones a través del espejo a una tasa 2k, que se
corresponden con un acoplamiento con un bano térmico tomando N = 0, es decir que el bafio no
introduce fotones dentro de la cavidad. Esta aproximacion es valida para campos con frecuencias
en el rango de la luz visible a temperaturas menores que la temperatura ambiente. Se incorpora
a la descripcién un modo de vibraciéon b de un atomo atrapado dentro de la cavidad. Los modos
de vibracion b del dtomo estan acoplados a otro bafio térmico con tasa de pérdidas de fonones
2'y N #0.
Entonces H = H. + H, + Hgcop ¥ se tiene de la ec. (3.3)

(A.2)

, i
ps = =5 [H, ps] + Deps + Dups (A-3)

Donde
D. = k(28a pda’ — da' dap — pda'éa)

A4
Dy =T(N +1) (25pr — bl — prb) YN (2prb — bl — pbbT> (A4)

Pasando a un marco rotante con la frecuencia del laser, al igual que en (3.16) se tiene la ec.
(A.5) para la dindmica de dos modos acoplados entre si y a dos bafios térmicos.

S v

1 1 - -
P = A [HC - Hpa ﬁ] - ﬁ [Hvibaﬁ] - ﬁ [Hacopa ﬁ] + Dcp + Dvp

(A.5)
= iDesy [&J sa, ﬁ} — i, [b*b, p] —ig [(5a +5ah)(b 4 b1, 5} +Def+ Do
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Nuevamente, por medio de (3.7) se pueden obtener ecuaciones para los primeros y segundos
momentos de los operadores del sistema. Las ecuaciones obtenidas son (A.6) (todos los valores
de expectacion estén obtenidos en el marco rotante, pero se omite el simbolo ~ por claridad).

dft@ = — (5 — iBogg) (Ga) — ig () + (b))
AOT00) _ _oefsatsa) i {((6abh) — (5ab)*) + ((5ab) - Gab)*))}
d<5d?2> — =2 (k — idegy) (00%) — 2ig ((6ab) + (Sa b))
dc<£> = = (T +iwy) (b) — ig ((5a) + (da'))
A) _ _orhin) + 2r + ig { ((0a) = (dab)*) = ((6adh) - (dadh)*) | .
dt
W) 3 (0 i) (87) — g ((6a) + (G
d<<;‘t‘ D (k= i) + (Tt )] (5aB) — ig{(5a?) + (B%) + (dala) + (bT8) + 1}
d<5§th> = —[(k —iDefs) + (T —iw,)] (5abl) — ig{—(6a?) + 1%)* — (3a’a) + (b'b)}

De la ec. (A.6) se puede ver que las ecuaciones para los primeros momentos estan desacopladas
de las ecuaciones para los segundos momentos.

Definiendo el vector (A.7) se puede reescribir el sistema de ecuaciones para los primeros
momentos como (A.8).

<<<?GT>>
X = (b) (A.7)
(b)
— (K —iAeyy) ( 0 e —ig —ig <<(;5aT>>
> AR — 0 — (k4 iless ig ig a
X=AX=| —ig  —(Ctiw) 0 w | A8
ig ig 0 — (T —iw,)/ \ ()

De la misma forma, el sistema de ecuaciones para los segundos momentos estd dado por

(A.9)
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X=BX + f(t)=
—2K ig —ig g —ig (6a’6a)
—or ig —ig —ig ig (bTb) I'N
—2(k — iDeyy) —2ig —2ig (5ada)
—2(k+ileysy) 2ig 2ig (satsat)
—2(T + iwy) —2ig —2ig (bb)
—2(T — iwy) 2ig  2ig (bl +
—ig —ig —ig —ig a (dab) —ig
ig ig ig ig a* (6atbTy ig
g  —ig ig —ig B (6a bty
—ig  ig —ig ig B* (6at b)
(A.9)

Si en cualquiera de los sistemas de ecuaciones (A.8) o (A.9) se elige g = 0 (se considera que
los modos no estan acoplados) entonces se recuperan para cada uno de los modos da y b las
ecuaciones (3.10) de la seccién 3.2. Es decir, se obtiene que la dindmica del modo del campo es
independiente de la dindmica de las vibraciones. Ademaés, como se esperaba del hecho de que
ambos modos son independientes, se verifica a partir de ec. (A.9) (en el marco estatico):

a — (5a e—(n iwo)te—( wy)t a )
{<<5 1) (1) = {0 boe= -0 =+ — (30) 1) () 1) 0

Sabh)(t) = (Jabt)ge™(Frwolte=(T=iwo)t — (54)(#).(b)(t)

A.1. Solucién para el estado asintético.

Si se asume que el estado estacionario de los modos de vibracién acoplados a los modos
del campo, es un estado Gaussiano, entonces, como se mencioné en la seccién 2.3, ese estado
estd determinado completamente por sus primeros y segundos momentos. En ese caso, sélo se
necesita resolver los sistemas de ecuaciones (A.8) y (A.9) cuando ¢t — oo.

Los sistemas de ecuaciones (A.8) y (A.9) son de la forma x = Mx + f. Si se tiene la matriz
que diagonaliza a la matriz de coeficientes M, es decir P"'AP = D, donde D es una matriz
diagonal, entonces el sistema de ecuaciones se puede reescribir de la forma x = PDP~'x + f.

Definiendo y = P~'x, y ¢ = P~!f y multiplicando % por P~

y=P'x
=DP 'x + P If (A.11)
=Dy+c
En componentes:

Entonces
t
yi(t) = a;ePit + ePit (/ ds ci(s) e_D"S> (A.13)
0

Primeros momentos
Como el sistema (A.8) es homogéneo se tiene que c(t) = 0 y entonces y;(t) = ase
Si todos los autovalores del sistema satisfacen que Re(DD;) < 0 entonces cada y;(t) — 0
cuando t — 00, y por esto las soluciones estacionarias para los primeros momentos x = Py
tienden a 0. Esto coincide con la condicién de que las fluctuaciones tienen valor medio 0.

D;t

Segundos momentos
En el caso del sistema (A.9), como f(¢) es constante se tiene que ¢ = P~f es constante. Luego:
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—D:t
, , e it —1
yi(t) = cie®t — Pt (Di >

(A.14)
_ Dt G ( D;t )
=ae v+ — (e =1
3 D,L
Si cada uno de los autovalores cumple Re(ID;) < 0 entonces y;(t) — —p- cuando t — oo.
Luego, usando x = Py se obtienen los valores asintéticos de los segundos momentos. Esto
permite construir la matriz de covarianza. Los resultados obtenidos mediante la ec. (A.14) son
equivalentes a los obtenidos mediante una ecuacién maestra en la seccién 6 (ec. (6.14)).
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