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Resumen

En este trabajo se continuó el estudio numérico de formación de jets por agujeros negros viajando
a altas velocidades con respecto a un campo magnético uniforme comenzado en [1]. El esquema
numérico implementado es el utilizado en [2] el cual presenta un esquema numérico 3D para la
evolución de las ecuaciones de la electrodinámica force-free alrededor de un agujero negro de Kerr.
Tratamos en este trabajo tres situaciones físicas distintas: i) Un agujero negro de Schwarzschild
viajando con velocidades ortogonales al campo magnético asintóticamente uniforme. ii) Un agujero
negro de Schwarzschild viajando con velocidades no ortogonales al campo magnético asintóticamente
uniforme. iii) Un agujero negro de Kerr en la situación de i) donde el eje de rotación del agujero
negro puede estar, o no, alineado con el campo magnético asintóticamente uniforme.

This work continues the numerical study of jet formation as result of black holes traveling with fast
velocities with respect to a uniform magnetic �eld, study that was started in [1]. The numerical
scheme implemented is the one used in [2], which presents a novel 3D numerical implementation
of the force-free electrodynamics evolution around a Kerr black hole. We study three di�erent
physical situations: i) A Schwarzschild black hole traveling with velocities that are orthogonal to
the asymptotically uniform magnetic �eld. ii) A Schwarzschild black hole traveling with velocities
that are not orthogonal to the asymptotically uniform magnetic �eld. iii) A Kerr black hole in the
i) scenario, where the axis of rotation of the black can be aligned, or not, to the asymptotically
uniform magnetic �eld.

Palabras clave:

Electrodinámica force-free.

Agujero negro.

Jets.

Transformaciones de Lorentz.

Plasmas astrof�sicos.

Simulaciones numéricas.

Códigos de clasi�cación:

94.05.-a Space plasma physics

47.75.+f Relativistic �uid dynamics

02.70.-c Computational techniques; simulations

02.30.Jr Partial di�erential equations

iii



iv



Índice general

Introducción xiii

Marco Teórico xv

0.1. Extracción de energía de Agujeros Negros. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xv

0.1.1. Proceso de Penrose en un espacio-tiempo de Schwarzschild boosteado . . . xv

0.1.2. Blandford-Znajek y emisión de jets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi

0.2. Electrodinámica Force-Free. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvii

0.3. Descomposición 3+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

0.4. Ecuaciones de evolución. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxi

Esquema numérico e Implementación. xxiii

0.5. Infraestructura numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiii

0.5.1. Esquema numérico general. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiii

0.5.2. Esquema de grillas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiii

0.6. Implementación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiv

0.6.1. Datos iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxv

0.6.2. Condiciones de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxvi

0.6.3. Dominación magnética y hoja de corriente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxviii

0.6.4. Utilización de derivadas de menor orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxix

0.6.5. Cálculo del �ujo electromagnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxix

Resultados xxxvii

0.7. Agujero Negro de Schwarzschild con velocidad ortogonal al campo magnético asin-
tóticamente uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxvii

0.7.1. Hoja de corriente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlv

0.7.2. Energía . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlv

0.8. Agujero Negro de Schwarzschild con velocidad no ortogonal al campo magnético
asintóticamente uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlviii

0.9. Agujero Negro de Kerr, efectos de la rotación sobre el �ujo electromagnético . . . . lii

Conclusiones lvii

0.9.1. Perspectivas futuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lviii

Tablas lix

Grá�cos de ΦEboost(k) lxi

v



vi ÍNDICE GENERAL



Índice de �guras

1. Imagen tomada de [3] Ergoesféra para un agujero negro de Schwarzschild boosteado
en la dirección +z con velocidad v = 0,3 (azul solido) , v = 0,6 (naranja punteada),
v0,9 (verde punteada) y v = 0,99 (roja punteada). . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvii

2. Coordenadas Cubito, 6 parches generan una super�cie esférica, las �echas de la
imagen indican como se identi�can los bordes para formarla. A la derecha mitad de
un dominio numérico típico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxiv

3. Con 12 grillas se representa la la topología tridimensional S2 × R+. . . . . . . . . xxv

4. Distintas super�cies relevantes para un espacio-tiempo de Kerr (plano y=0). . . . . xxviii

5. Lado derecho: líneas de campo hasta R=30M obtenidas aplicando derivadas de orden
dos para los radios menores a aproximadamente 20M (o equivalentemente la primera
y segunda capa esférica). Lado izquierdo: derivadas de orden seis en todo el dominio.
Ambas para v = 0,8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxix

6. Pueden observarse aquí las super�cies Σt y Σto , junto con las hipersupercies tem-
porales por donde el �ujo abandona o ingresa al dominio. . . . . . . . . . . . . . . xxx

7. Pueden observarse aquí las super�cies Σt , Σto , Σ′t y Σ′to , junto con los vectores na

y n′a determinados por ellas, y los vectores Na y N ′a pertenecientes a cada uno a
su hipersuper�cie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxii

8. Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 300M, para un agujero negro con velocidad
v = 0, 1 (izquierda) y v = 0, 2 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxviii

9. Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 300M en el plano (y-z) (izquierda) t=400
(derecha), para un agujero negro con velocidad v = 0, 3 (izquierda) y v = 0, 3
(derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxviii

10. Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro con veloci-
dad v = 0, 5 (izquierda) y v = 0, 6 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxix

11. Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro con veloci-
dad v = 0, 7 (izquierda) y v = 0, 8 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xxxix

12. Super�cies de integración utilizadas para calcular el �ujo electromagnético total,
para v=0,5 (izquierda) y v=0,7 (derecha), estos dos elipsoides corresponden a esferas
de radio 90 M en el referencial solidario al plasma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . xl

13. Super�cie de integración utilizada para calcular el �ujo electromagnético colimado
para v=0,7 , este cascaron corresponde a la intersección del elipsoide que de�ne la
super�cie total de integración, con un cilindro hueco de radio 30 M cuyo centro pasa
por el punto de mayor intensidad del jet. Para obtener el �ujo colimado total es
necesario integrar también sobre el casquete que contiene al otro jet . . . . . . . . xli

vii



viii ÍNDICE DE FIGURAS

14. Flujo ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrados en las zonas de la
elipsoide ( correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de radio 90M) que
presentan �ujo electromgnético colimado . Se realizó ajustes cuadráticos de la forma
y = ax2 + bx+ c obteniendo como parámetros para el ajuste los valores a = (5, 1±
0, 1)×101 , b = (−2, 1±0, 3)×101 , c = (9±2)×10−1 y un R2 = 0, 999717873553755.
(izquierda) y a = (6, 8± 0, 3)× 101 , b = (−1, 1± 0, 1)× 101 , c = (9± 2)× 10−1 y
un R2 = 0, 998894579218815 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xli

15. Diferencia relativa
ΦEboost(n)−ΦEboost(k)

ΦEboost(n)
entre las dos cantidades que utilizamos para

obtener el �ujo electromagnético integrado vs. velocidad del boost. . . . . . . . . . xlii

16. Izquierda: ΦEboost(n)−ΦEboost(k) y Derecha: ΦEboost(n) , en el plano (y-z), para t=
400M, para un agujero negro con velocidad v = 0, 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . xlii

17. Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado en
todo el elipsoide ( correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de radio
90M). Se realizó un ajuste cuadrático, para valores hasta v=0,6, de la forma y =
ax2+bx+c obeniendo como parámetros para el ajuste los valores a = (3, 2±0, 3)×101

, b = (3, 4 ± 0, 2) , c = (8, 4 ± 0, 4) y un R2 = 0, 997670829960073 (izquierda) y
a = (4, 4±0, 2)×101 , b = (0±1) , c = (9, 3, 4±0, 2) y un R2 = 0, 999760843991069
(derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xliii

18. Esta �gura presenta la tangente del ángulo θ que forman los jets con el eje z vs. la
velocidad de boost. Estos ángulos están medidos desde el referencial del plasma. Se
realizó un ajuste lineal del tipo y = ax + b el cual arrojo los siguiente parámetros
de ajuste, a = (1, 05± 0, 02) , b = 0, 02± 0, 01 y un R2 = 0, 99714931026012. . . . xliv

19. La cantidad B2 − E2 hasta r = 30M para el plano (x-y) para velocidades v = 05
(izquierda) y v = 06 (derecha), para t= 400 M. Puede verse que la región donde
se genera la hoja de corriente es una región de forma lobular que puede verse de
un color verdoso, mientras que el resto del dominio presenta una fuerte dominación
magnética (color rojo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlv

20. La cantidad B2 − E2 hasta r = 30M para el plano (x-y) para velocidades v = 07
(izquierda) y v = 08 (derecha), para t= 400 M. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlvi

21. Energía en función del tiempo para velocidades v = 0, 4 (izquierda) y v = 0, 7
(derecha). Para simulaciones con una resolución de 61x61x151 y un radio exterior
de ≈ 160M .Puede verse como después de t ≈ 200M la energía es constante, con lo
cual decimos que llegamos a soluciones verdaderamente estacionárias . . . . . . . . xlvi

22. Energía �nal del sistema dividida por γ2(v) en funcón de la velocidad del agujero
negro para un radio exterior de ≈ 160M y una resolución de 61x61x151. Se realizó
un ajuste cuadrático del tipo y = c+ bx+ ax2 que arrojó los siguientes parámetros
de ajuste a = (9, 24± 0, 02)× 106 , b = (1, 1± 0, 2)× 105 , c = (8, 994± 0, 005)× 106

y R2 = 0, 99999803246787 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xlvii

23. La energía del sistema para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 con dato inicial
de campo magnético uniforme boosteado (izquierda) y dato inicial de Wald (derecha)
para un dominio numérico de tamaño ≈ 60M y resolución 41x41x101. . . . . . . . xlviii

24. Flujo electromagnético ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-
z) para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −π

16
(izquierda) y χ = −π

16 (derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme. xlix

25. Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-
z) para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −π

8
(izquierda) y χ = π

8 (derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme. . xlix

26. Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-
z) para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −3π

16
(izquierda) y χ = 3π

16 (derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme. l



ÍNDICE DE FIGURAS ix

27. Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-z)
para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = π

4 (izquierda)
y χ = π

4 (derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme. . . . . . . . l

28. Integral del �ujo electromagnético para el jet superior (rojo) y el inferior (negro),
para distintos ángulos χ comprendidos entre la velocidad del agujero negro y el eje
y para v = 05. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . li

29. Integral del �ujo electromagnético que resulta de la suma de las integrales de los
jets inferior y superior en función del ángulo χ para v = 0, 5 . . . . . . . . . . . . . lii

30. Flujo de electromagnético ΦEboost(n), para t= 300M en el plano (y-z) para un agujero
negro de Schwarzschild (izquierda) y un agujero negro de Kerr con a = 0, 9 (derecha),
Ambos con velocidad v = 0, 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . liii

31. Flujo de electromagnético ΦEboost(n), para t= 300M en el plano (y-z) para un agujero
negro de Schwarzschild (izquierda) y un agujero negro de Kerr con a = 0, 9 (derecha),
Ambos con velocidad v = 0, 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . liii

32. Super�cies de nivel para el �ujo de electromagnético ΦEboost(n) , para t= 400M a
un agujero negro de Schwarzschild con velocidad v = 0, 5, donde el las super�cies
de nivel son 0,01(rojo) y -0,01 (azul). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . liv

33. Super�cies de nivel para el �ujo de electromagnético ΦEboost(n) , para t= 400M a un
agujero negro de Kerr (a = 0, 9) con velocidad v = 0, 5, donde el las super�cies de
nivel son 0,01(rojo) y -0,01 (azul). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . liv

34. Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado en
las zonas de la elipsoide (correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de
radio 90M) que presentan �ujo electromgnético colimado, para un agujero negro de
Schwarzschild y un agujero negro de Kerr con a = 0, 9, en función de la velocidad
de boost. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lv

35. Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado
para el jet superior, para un agujero negro de Schwarzschild , un agujero negro de
Kerr (a = 0, 9) y un agujero negro de Kerr (a = 0, 9) donde el eje de rotación
coincide con la direcón del jet superior, en función de la velocidad de boost. . . . . lvi

36. Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 300M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 1 (izquierda) y v = 0, 2 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . lxi

37. Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 300M en el plano (y-z)
(izquierda) t=400 (derecha), para un agujero negro con velocidad v = 0, 3 (izquierda)
y v = 0, 3 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lxii

38. Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 5 (izquierda) y v = 0, 6 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . lxii

39. Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 7 (izquierda) y v = 0, 8 (derecha). . . . . . . . . . . . . . . . . lxiii



x ÍNDICE DE FIGURAS



Índice de cuadros

1. Tabla de �ujos ΦEboost(k) y ΦEboost(n) colimados y totales, integrados sobre la su-
per�cie de un elipsoide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial
solidario al plasma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lix

2. Tabla de �ujos ΦEboost(n) , integrados sobre la super�cie de un elipsoide que co-
rresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma, para un
agujero negro de Schwarzschild que viaja con una velocidad de módulo v = 0, 5 y
que forma un ángulo χ con el eje y en el plano (y-z). . . . . . . . . . . . . . . . . . lix

3. Tabla de �ujos ΦEboost(k) colimados y totales, integrados sobre la super�cie de un
elipsoide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al
plasma, para un agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr (a = 0, 9), en función
de la velocidad del boost. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lx

4. Tabla de �ujos ΦEboost(n) colimados y totales, integrados sobre la super�cie de un
elipsoide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al
plasma, para un agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr (a = 0, 9), en función
de la velocidad del boost. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lx

5. Tabla de �ujos ΦEboost(k) , integrados en la región correspondiente al jet superior,
para un agujero negro de Schwarzchild , uno de Kerr (a = 0, 9) uno de Kerr (a = 0, 9)
para el cual el eje de simetría esta alineado con la dirección jet superior. . . . . . . lx

6. Tabla de �ujos ΦEboost(n) , integrados en la región correspondiente al jet superior,
para un agujero negro de Schwarzchild , uno de Kerr (a = 0, 9) uno de Kerr (a = 0, 9)
para el cual el eje de simetría esta alineado con la dirección jet superior. . . . . . . lx

xi



xii ÍNDICE DE CUADROS



Introducción

Eventos enormemente poderosos iluminan nuestro universo y desafían nuestro entendimiento,
entre ellos están las observaciones de cantidades gigantescas de energía desplazada por jets alta-
mente colimados, provenientes de una región central. Se creé que esta región central se encuentra
el motor que da origen a estos jets, y que los mismos son agujeros negros de los cuales a través de
ciertos procesos entregan energía cinética al plasma circundante. De todas maneras, estos procesos
todavía no se entienden con el detalle necesario. Se conocen de eventos astrofísicos presentando
estas características que son luminosos tanto en ondas electromagnéticas, como en ondas gravita-
cionales, teniendo como primer evidencia la reciente primera detección de la colición o �merger� de
un par de estrellas de neutrones, lo cual dio inicio a una nueva era de la física y la astronomía.

Un evento muy interesante para la detección de estos fenómenos podría ser el merger de dos
agujeros negros super-masivos, situados cada uno en el centro de una galaxia. Este es un escenario
muy prometedor para el entendimiento de las contrapartes electromagnéticas ya que a medida
que las órbitas del merger se van juntando, alrededor de los agujeros negros se forma un disco de
acreción común, que puede seguir la dinámica del merger hasta momentos cercanos a la colición,
dichos discos están comúnmente magnetizados, lo cual genera un un anclamiento de las lineas de
campo magnético en el área que contiene a los agujeros negros. La producción de jets por agujeros
negros debido a la interacción con su disco de acreción ha sido estudiada en profundidad y se cree
que la extracción de la energía de rotación del agujero negro es la que lo genera. Sin embargo,
estudios numéricos y analíticos indican que agujeros negros que posean momento lineal y orbital
pueden generar jets mediante la transferencia de energía cinética del mismo al campo electromag-
nético, pero su entendimiento no es completo. Agujeros negros con altas energías cinéticas pueden
encontrarse en las etapas �nales de un merger, en la cual tendrán velocidades comparables con la
velocidad de la luz.

En este trabajo se tratará una situación simpli�cada en la cual un único agujero negro se
desplaza a altas velocidades en un campo magéntico asintóticamente uniforme.En [4] se estudia
numéricamente la emisión de jets y ondas gravitacionales de un agujero negro solitario viajando
en un campo magnético asintóticamente uniforme y también al igual que en [5] y [6] se estudia
el sistema completo, es decir, se estudia la dinámica de dos agujeros negros supermasivos en un
merger, lo cual involucra lidiar con las ecuaciones de electromagnetismo, junto con las de gravedad.
En este trabajo, al tratarse de un agujero negro solitario, se pueden evolucionar las ecuaciones de
electromagnetismo con una métrica de agujero negro de fondo, el hecho de que tomemos una métrica
de fondo esta fundamentado en la suposición de que debido a que el plasma por el cual se mueve el
agujero negro es uno tenue, la energía que el mismo le extraería al agujero negro sería insigni�cante
comparada con su momento lineal. Es importante también resaltar que las ecuaciones que usamos
para modelar la evolución del campo electromagnético no son las ecuaciones de Maxwell sino que
son las ecuaciones de la electrodinámica force-free de las cuales hablaremos en profundidad en 0.2.

Lo que diferencia en particular a este trabajo numérico de los otros es múltiple:

Las ecuaciones utilizadas para describir la evolución son aquellas que provienen de una hie-
perbolización covariante de la electrodinámica force-free.

xiii
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El problema es tratado desde el referencial solidarió al agujero negro, en vez del referencial
en que el agujero negro es el que se mueve en un campo magnético asintóticamente uni-
forme. Esto nos permite obtener soluciones verdaderamente estacionarias para un rango de
velocidades mucho mayor que en [4].

Tratamos el problema para velocidades del agujero negro no perpendiculares al campo mag-
nético asintóticamente uniforme.

Este trabajo surgió como una nueva aplicación al nuevo esquema numérico desarrollado en [2]
para la evolución 3D de la electrodinámica force-free alrededor de un agujero negro de Kerr. El
problema tratado en este trabajo fue primero estudiado por Barbara Sbarato en el contexto de su
trabajo especial de Licenciatura [1], en el cual se adaptó la estructura numérica utilizada en [2]para
implementar las condiciones de contorno e iniciales necesarias para las simulaciones numéricas,
también se estudió un manera de obtener una cantidad representativa del �ujo electromagnético
que presenta la solución �nal, aquí se encontraron soluciones que presentaban jets fuertemente
colimados . El aporte que se realizó en este trabajo al proyecto fue tratar de encontrar otras
maneras de calcular este �ujo, y estudiar el comportamiento del mismo para distintas velocidades,
las cuales pueden ser ortogonales o no al campo magnético asintóticamente uniforme. Luego de
haber estudiado el problema para el agujero negro de Schwarzschild, que fue para el cual Barbara
Sbarato hizo su trabajo, pasamos a ver las modi�caciones que induce la rotación del agujero negro
a la emisión de jets, para lo cual usamos la métrica de Kerr.

La estructura del trabajo es como sigue, en el Capítulo 1 se introducirá el marco teórico necesario
para entender el problema que estamos estudiando, donde se discuten la electrodinámica force-free,
y procesos de extracción de energía de agujeros negros. En el Capítulo 0.4 se detalla es la esquema
e infraestructura numérica utilizados y los detalles de la implementación ,como las condiciones
iniciales y de contorno y el cálculo del �ujo electromagnético. En el Capítulo 4 se presentan los
resultados para el caso del agujero negro de Schwarzschild y para el de Kerr para los distintos
módulos e inclinaciones de la velocidad del agujero negro. Finalmente en el 0.6.5 se presentan las
conclusiones y las perspectivas a futuro.

El presente trabajo utilizó recursos computacionales del cluster Pirayu, adquirido con fondos de
la Agencia Santafesina de Ciencia, Tecnología e Innovación (ASACTEI), Gobierno de la Provincia
de Santa Fe, mediante el Proyecto AC-00010-18, Resolución No 117/14. Este equipo forma parte
del Sistema Nacional de Computación de Alto Desempeño del Min.Ciencia y Tecnología de la Rep.
Argentina.
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0.1. Extracción de energía de Agujeros Negros.

En esta sección se comentará un poco sobre los fundamentos teóricos que argumentan la posible
existencia de un proceso en el cual permita extraer energía de una agujero negro, en particular nos
vamos a centrar en el caso de agujeros de negros de Schwarzschild que posean momento lineal. Varios
trabajos analíticos [3] [7] [8] y trabajos numéricos [4] [6] [5] sugieren que es posible la producción de
jets cuando un agujero negro con momento lineal viaja en un campo magnético y argumentan que
su origen es que los campos electromagnéticos toman parte de la energiá traslacional del agujero
negro. Los trabajos [4] , [7] [3] encuentran que el poder de estos jets estimulados se comporta como
v2 donde v es la velocidad del agujero negro.

0.1.1. Proceso de Penrose en un espacio-tiempo de Schwarzschild boos-

teado

Un ejemplo clásico de la extracción de energía rotacional de un agujero negro de Kerr es el
proceso de Penrose. En este proceso, una partícula cae en la ergoesféra de la métrica de Kerr, la
ergoesféra es una región del espacio tiempo donde existen geodésicas de energía negativa. Cuando
la partícula ingresa a la ergoesféra, es posible entonces, que la misma se divida en dos partículas,
de las cuales una se me mueve por una geodésica de energía negativa ( que cae inevitablemente )
y otra que logra escapar al in�nito. Con esto, por conservación de energía la partícula �nal tiene
más energía que la inicial y por lo tanto se consigue extraer energía del agujero negro.

En el caso del agujero negro de Schwarzschild no existe tal ergoesféra, pero pero si uno piensa
en un agujero negro que se mueve a altas velocidades, uno puede en principio operar de la siguiente
manera como en [3] para encontrar una ergoesféra efectiva:

Partiendo de la métrica de Kerr en las coordenadas de Kerr-Schild, (τ, x, y, z), que es,

gµν = ηµν + 2Hlµlν (1)

donde ηµν es la métrica plana,

H =
Mr

r2 +A2cos2(θ)
(2)

r2 =
1

2
(ρ2 −A2) +

√
1

4
(ρ2 −A2)2 +A2z2 (3)

ρ2 = x2 + y2 + z2 (4)

con M la masa del agujero negro, y A = J
M es el parámetro adimencional de espín y l es un

cierto vector nulo respecto a ambas métricas ( la métrica plana y la completa). En coordenadas
cartesianas el co-vector l es:

xv
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l = dt+
rx+Ay

r2 +A2
dx+

ry +Ax

r2 +A2
dy +

z

r
dz (5)

para obtener la métrica de Schwarzschild apartir de esta forma general basta con evaluar en
A = 0. Con lo queH = M

r , r = ρ. Para obtener la solución boosteada se realiza el siguiente cambio
de variables:

dτ = γ(dτ ′ − vdz′), (6)

dz = γ(dz′ − vdτ ′), (7)

dx = dx′, (8)

dy = dy′, (9)

donde v es un parámetro constante , 0 < v < 1 y γ = 1√
1−v2 . Rápidamente puede observarse

que dicho cambio corresponde a una transformación de Lorentz para una velocidad v en la dirección
ẑ, con lo cual en el frame boosteado, (dτ ′, dx′, dy′, dz′) el agujero negro se esta moviendo en en la
dirección ẑ. La métrica boosteada es una solución a las ecuaciones de Einstein de vacío, ya que la
misma representa tan solo una transformación de coordenadas de la métrica se Schwarzschild.

Con esto podemos encontrar ahora una ergoesféra efectiva, para hacerlo, buscamos la región
donde ∂τ ′ es espacial, o equivalentemente,

gτ ′τ ′ = γ2(gττ + v2gzz − 2vgzt) > 0 (10)

Haciendo esto se obtiene el radio de la ergoesféra,

rergoesfera = 2Mγ2(1− vcos(θ))2 (11)

para v = 0 coincide con el horizonte de eventos y para v → 1, se extiende hasta el in�nito.
Mirar la �gura Fig. 1.

Puede entonces así pensarse así el mismo proceso de Penrose que se mencionó anteriormente
para una partícula ingresando a esta ergoesféra, pero es importante destacar que existen notables
diferencias. Un detalle importante es que la extracción de energía de un agujero negro boosteado
es un proceso observador-dependiente, lo que un observador de interpreta como energía transferida
de del agujero negro a la materia, otro observador lo interpreta como transferencia de energía de la
materia al agujero negro. Claramente el proceso de Penrose no es posible para un agujero negro de
Schwarzschild estático, pero pareciera que es posible para el caso boosteado, ambas descripciones
son equivalentes, pero el punto esta en que la energía de�nida como la componente temporal del
cuadrimomento no es una cantidad invariante a Lorentz.

0.1.2. Blandford-Znajek y emisión de jets.

En este trabajo se va a tratar el problema de la extracción de energía de un agujero negro cuando
el mismo viaja e interactúa con el campo electromagnético generado por el plasma circundante,
en la aproximación force-free de la electrodinámica , es por eso que ahora vamos a mencionar un
poco lo que se sabe de procesos de extracción de agujeros negros rotantes cuando interactúan con
plasmas magnéticamente dominados.

Blandford y Znajek [9] consideraron en detalle el problema de una magnetoesfera force-free

axi-simétrica y estacionaria alrededor de un agujero negro de Kerr, y construyeron perturbativa-
mente -en el parámetro de espín- una solución válida para agujeros negros que rotan lentamente.
Dicha solución exhibe un �ujo saliente de energía y momento angular electromagnético, cuya po-
tencia estimada es lo su�ciente alta como para dar cuenta de las observaciones de radiogalaxias
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Figura 1: Imagen tomada de [3] Ergoesféra para un agujero negro de Schwarzschild boosteado
en la dirección +z con velocidad v = 0,3 (azul solido) , v = 0,6 (naranja punteada), v0,9 (verde
punteada) y v = 0,99 (roja punteada).

y quásares. Con lo cual dieron a conocer que un agujero negro, inmerso en un plasma tenue y
magnéticamente dominado, puede transferir energía de rotación al campo electromagnético y está
puede escapar a in�nito como un �ujo de Poynting. Hoy en día se utiliza "mecanismo de Blandford-
Znajek"para referir a cualquier proceso de extracción de energía rotacional por medio de campo
electromagnético.

Teniendo estas ideas en mente se comenzó el estudio de la emisión de jets por una agujero
negro boosteado cuando este interctúa con campos electromagnéticos. En [3] y [7] se desarrollan
análogos de la potencia estimada del jet para el caso del agujero negro boosteado, estos estimati-
vos resultan cuadráticos en la velocidad. Resultados de simulaciones numéricas [4] presentan este
mismo comportamiento, pero con una potencia de entre unas 50 y 100 veces menor, lo cual es
probablemente producto de las aproximaciones y suposiciones realizadas. En [4] se estudió, entre
otras cosas, un único agujero negro de Schwarzschild moviéndose en un campo magnético asintóti-
camnte uniforme, y se obtuvieron resultados tanto para la potencia de los jets emitidos, como para
el de las ondas gravitacionales generadas. Dejando afuera el hecho de que nosotros no tratamos el
problema de ondas gravitacionales, existe una diferencia sustancial en como es el estudio de este
fenómeno en relación con [4], en nuestro caso tratamos el problema desde el referencial del agujero
negro, mientras que allí se hace desde el referencial del plasma ( donde el campo electromagnético
es asintóticamente un campo magnético uniforme). Esta diferencia hace que tengamos que utilizar
transformaciones de Lorentz para poder, en principio, imponer las condiciones de borde e iniciales
adecuadas, también es necesario su uso para luego poder obtener cantidades que representativas
para un referencial solidario al plasma, esto sera explicado en detalle en la sección 0.6.5.

0.2. Electrodinámica Force-Free.

Como se mencionó en la introducción, trataremos nuestro problema desde la aproximación
de la electrodinámica Force-Free o FFE por sus siglas en ingles. La misma describe un régimen
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particular de plasmas magnéticamente dominados , régimen que Blandford y Znajek utilizaron para
demostrar [9] que, en sistemas de agujeros negros solitarios y con simetría axial, es posible convertir
parte de la energía del agujero negro en �ujos electroctromgnéticos colimados y estacionarios. En
estos régimenes la dinámica del plasma está dominada por los campos magnéticos en relación
de la materia que los constituyen ( plasmas ), esto permite una descripción desacoplada para
el electromagnetismo, donde los campos obedecen una versión modi�cada de las ecuaciones de
Maxwell, mientras que el plasma solo interviene acomodándose al campo electromagnético para
cancelar localmente la fuerza de Lorentz. A continuación detallaremos el proceso a través del cual
se encuentran las ecuaciones de Force-Free, para ello vamos a seguir el procedimiento tomado por
[10]:

Se parte de las ecuaciones de Maxwell,

∇bF ab = Ja (12)

∇bF ∗ab = 0 (13)

donde J4 es la 4-corriente electromagnética, F ab es el tensor de Maxwell y F ∗ab es el tensor de
Faraday, que cuando las susceptibilidades eléctrica y magnética del medio son cero, toma la forma,

F ∗ab :=
1

2
εabcdF

cd (14)

con εabcd ≡
√
−geabcd el elemento de volumen asociado a la métrica gab y eabcd es el símbolo de

Levi-Civita.
Asociada a esta teoría se tiene el siguiente tensor Energía-Momento,

TEMab := FacFb
c − 1

4
gabFcdF

cd (15)

En presencia de materia este tensor generalmente no es conservado, de hecho,

∇bTEMab := −FabJb (16)

la cual representa la fuerza local de Lorentz. En el contexto de la magnetohidrodinámica relativista,
el tensor energía momento tiene tanto contribuciones del electromagnetismo, como de la materia.
La aproximación de Force-Free describe un régimen donde se la transferencia de energía y momento
entre el campo y el plasma puede ser despreciada debido a la fuerte dominación de la energía y
momento electromagnéticos, es decir Tab = TEMab + T plasmaab ≈ TEMab .

Entonces a partir de la conservación del tensor energía momento total ,

0 = ∇aTab = ∇aTEMab (17)

fácilmente se obtiene la ecuación:

FabJ
b = 0 (18)

Esta última ecuación indica, que si Jb 6= 0, existe un �frame� en el cual el campo eléctrico
es cero. La ecuación (18) también indica que el tensor de Maxwell es degenerado, lo cual puede
expresarse como,

G := F abF ∗ab = 0 (19)

La antisimetría y la degeneración del tensor de Maxwell implican que el Kernel de F ab, para
el caso de dominación magnética (i.e. F := F abFab ), es un espacio 2-dimensional y por lo tanto
existen dos vectores linealmente independientes {ua, va} talque
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F abu
b = F abv

b = 0 (20)

Con lo cual es directo ver :

F ∗ab = 2v[aub] (21)

Es importante notar, que cualquier combinación lineal de ua y va puede ser utilizada para
de�nir F ∗ab, lo cual indíca que lo que importa es el plano que de�nen, llamada super�cie de �ujo.
Para el caso magneticamente dominado estas super�cies son temporales, y su intersección con la
hipersuper�cie espacial ( t = constante) ortogonal a un observador, determina las lineas de campo
magnético del mismo.

Entonces la ecuación (13) y la ecuación que se obtiene mediante la eliminación de Ja al combinar
las ecuaciones (18) y (12),

F ab∇cF bc = 0 (22)

constituyen lo que se conoce como el sistema restringido, donde (22) representa solo dos ecua-

ciones y (13) representa tres ecuaciones de evolución y un vínculo (∇.
−→
B = 0). Entonces este

sistema proporciona la evolución para los cinco grados de libertad de un tensor electromagnético
restringido por (19), de allí proviene su denominación como sistema restringido.

Para poder evolucionar todo el tensor de Maxwell es necesario agrandar el sistema, esto tiene
que ser hecho de manera tal que la condición G = 0 se cumpla a lo largo de toda la evolución.
La estrategia es entonces promover el vínculo algebraico (19) a una ecuación diferencial como
∇aG = 0. Esto es lo que se hace en la literatura [11] y a lo que han llamado sistema aumentado ,
resulta entonces el siguiente conjunto de ecuaciones:

F ab∇cFbc = 0 (23)

∇bF ∗ab = 0 (24)

F ∗bc∇aFbc = 0 (25)

En las simulaciones numéricas, los vínculos nunca son satisfechos de manera exacta, la estrategia
que se adopta para tener control sobre estos involucra extender el sistema más allá de la subvariedad
del vínculo ( G = 0 ). De todas maneras, al hacerlo no se quiere alterar de manera drástica la
estructura de las ecuaciones y vínculos. Al hacer esta extensión se tienen que garantizar dos cosas:
preservar la covariancia de manera que las ecuaciones sean siempre las mismas, sin importar que
tipo de foliación se elija en la descomposición 3+1 (la cual discutiremos mas adelante ) para la
evolución; y además, se procura mantener las ecuaciones bien puestas, para garantizar una evolución
controlada.

Entonces, se de�ne la siguiente extensión para el campo de fondo,

F̃ab := Fab + σF ∗ab (26)

donde σ = G
F+
√
F 2+G2

, de lo cual se puede notar que sobre la subvariedad G = 0, este nuevo
campo coincide con el original. Se puede notar, ademas, que ahora el campo es degenerado y
magnéticamente dominado por construcción, es decir,

G̃ ≡ F̃ abF̃ ∗ab = 0 (27)

y

F̃ ≡ F̃ abF̃ab ≥ F > 0 (28)

Con lo cual de manera análoga puede escribirse el sistema extendido como,
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F̃ ab∇cFbc = 0 (29)

∇bF ∗ab = 0 (30)

F̃ ∗bc∇aFbc = 0 (31)

Con el �n de controlar el vínculo asociado a la divergencia del campo magnético, se incluye al
sistema extendido un nuevo campo escalar φ. Esta es la manera estándar de lidiar con este vínculo
en la actualidad ( ver por ejemplo [12],[13], [14], [15]) . La idea es no forzar el vínculo de manera
exacta, sino promover una evolución que mantenga al sistema cercano a la super�cie del vínculo.
Para esto, se modi�ca la ecuación (24) de la siguiente manera:

∇bF ∗ab +∇aφ = κnaφ (32)

De esta mánera tanto∇.
−→
B , como el nuevo campo φ satisfacen una ecuación del tipo �telegrá�ca�,

�φ+ κ∂tφ = 0 (33)

determinando así la propagación y el decaimiento de estos campos, asegurando el cumplimiento
del vínculo de manera dinámica.

Una vez incorporado este nuevo campo al sistema, junto con la modi�cación (32), el paso
siguiente sería, con �nes de una implementación numérica, la contrucción de una hiperbolización
adecuada del mismo , dicha hiperbolización constituye parte de la tesis doctoral del Dr. Carrasco.
Remitimos a la sección 5.3 de dicha tesis [10] para ver los detalles de la construcción de la familia
de simetrizadores para el sistema extendido.

0.3. Descomposición 3+1.

El formalismo de 3+1 es un abordaje a la relatividad general y a las ecuaciones de Einstein que
se basa en foliado del espacio-tiempo cuadridimensional en hipersuper�ces tridimensionales. Estas
hipersuper�cies tienen que ser espaciales, de modo que la métrica inducida en ellas por la métrica
Lorentziana [signatura(-,+,+,+)] sea Rimanniana [signatura (+,+,+)]. Desde un punto de vista
matemático, este procedimiento permite ver el problema de resolver las ecuaciones de Einstein
como un problema de Cauchy con vínculos. También se puede interpretar como la descompocisión
del espacio- tiempo en �espacio� y �tiempo�, lo cual no es a priori una estructura de la relatividad
general, pero se basa en la elección de un tiempo coordenado arbitrario.

Con los �nes de obtener un sistema apropiado para la discretización numérica y posterior
evolución se emplea la descomposición 3+1 al sistema de interés.

Para esto, se considera una région del espacio-tiempo foliada por las hipersuper�cies de nivel
de una función suave t, {Σt}tε< y un campo vectorial ta, que sera normalizado de manera que
ta∇at = 1. De esta manera, cualquier parche coordenado local en Σ0, {xi}, puede ser extendido a
{Σt}tε< propagando constantemente los valores de las coordenadas en Σ0 a lo largo de las curvas
integrales de ∂

∂t , es decir,
∂
∂t .dx

i = 0 , ∂
∂xi .dx

j = δji .
De esta manera, se obtiene un sistema de coordenadas completo {t, xi}, para el cual las coor-

denadas espaciales son preservadas a lo largo del campo vectorial ta := (∂t)a. La normal a la
hipersuper�cie se obtiene al promover ∇at a un vector usando la métrica del espacio-tiempo gab,

na := −αgab(dt)b (34)

donde el factor α conocido como lapse function proporciona la normalización del mismo. De�-
nimos también el shift vector :

βa = ta − αna (35)
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En este sistema de coordenadas construido, la métrica puede expresarse como:

ds2 = (β2 − α2)dt2 + 2βidx
idt+ hijdx

idxj (36)

donde hij es la métrica inducida en la hipersuper�cie {Σt}.
Puede así , en estas coordenadas, expresarse en componentes del vector normal como:

na = (α, 0, 0, 0) (37)

y

na =
1

α
(1,−βi). (38)

De esta manera puede verse rápidamente que (naβa) = 0, con lo cual βa constituye un vector
tangente a las hipersu�cies {Σt}.

Como mencionamos antes, la descomposición 3+1 se basa en el elegir un tiempo coordenado, con
eso en mente, usamos el vector normal na como frame para descomponer al campo electromagnético
en componentes eléctrica y magnética, es decir

Ea := Fabn
b (39)

Ba := −F ∗abnb (40)

De ellas pueden deducirse las relaciones inversas,

Fab = 2n[aEb] + εabcdn
cBd (41)

F ∗ab = 2B[anb] + εabcdn
cEd (42)

También se de�ne el vector de Poynting como:

Sa = neε
eabcEbBc (43)

Se aplican las mismas de�niciones para descompoción del tensor electromagnético F̃ab, en los
campos Ẽa B̃a S̃a. Como F̃ab es degenerado (por construcción) entonces estos tres campos son
ortogonales entre si, con lo cual, junto con el vector na conforman una tetrada {na, Ẽa, B̃a, S̃a}.

0.4. Ecuaciones de evolución.

Para obtener las ecuaciones de evolución de los campos (Ei, Bi, φ) se extraen las componentes
del sistema simetrizado presentado en [10] utilizando la tetrada {na, Ẽa, B̃a, S̃a}. Haciendo esto el
Dr. Carrasco presento en su tesis el siguiente sistema de evolución:

∂tφ = βk∂kφ− α2dj

(
Bj

α

)
− ακφ− α

F̃
Ẽkrk (44)

∂t

(
Ei

α

)
=

(
δik −

B̃iB̃k

B̃2

)
[βkdj

(
Ej

α

)
+ dj(F

kj)]− αS̃i

B̃2
dj

(
Ej

α

)
+
B̃i

B̃2

[
Ẽkdj(F

∗kj)− Ẽβdj
(
Bj

α

)
+
βk

2α
rk + Ẽk∂kφ

] (45)

∂t

(
Bi

α

)
= −dj(F ∗ij) + βidj

(
Bj

α

)
+

1

F̃
ε̃ijkrjB̃k +

Ẽi

F̃ B̃2
S̃krk − hij∂jφ (46)



xxii MARCO TEÓRICO

donde

ri :=
α2

2

(
∂i

(
G

α2

)
+ σ∂i

(
F

α2

))
(47)

Además se denota ε̂ijk ≡ naε
abcd al elemento de volumen inducido a la hipersuper�ce, y el

operador diferencial , dj(·) ≡ 1√
−g∂j (

√
−g, ·)

Estas son las ecuaciones que se evolucionan �nalmente en el código. Es importante destacar
que en estas ecuaciones �nales, todas las derivadas actúan sobre campos sin tilde; con lo cual toda
la estructura no lineal se escribe en términos de las variables tilde.



Esquema numérico e
Implementación.

En este capítulo se presentaran los detalles de la implementación numérica, donde en un primer
lugar se detallara lo más relevante de la infraestructura numérica y posteriormente se explicaran
los distintos tratamientos numéricos que se llevan a cabo para llevar adelante de manera adecuada
la implementación de este problema.

0.5. Infraestructura numérica

0.5.1. Esquema numérico general.

La infraestructura general, desarrollada casi en su totalidad por Oscar Reula, (y posteriormente
adaptada a este problema particular por Dr. Carrasco, Y la Lic. Barbara barato ), ya se encontraba
construida al comience de este trabajo. Esta compuesto en esencia de un esquema general y una
estructura de grillas que son la base la de la implementación.

Con el �n de construir un esquema de diferencias �nitas estables para el problema de valores
iniciales, se utiliza el "método de lineas", lo cual implica que primero se discretizan las derivadas
espaciales, mediante la construcción de operadores en diferencias �nitas, con lo cual uno termina
teniendo un gran sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. A éste se lo conoce como sistema
semi-deiscreto. Garantizar la estabilidad es una tarea bastante involucrada y conlleva varios pasos.
Para esto primero se corroboró que el problema de valores iniciales a implementar era bien puesto
en el continuo, y que las soluciones satisfacen una estimación de energía que acote alguna norma de
la solución. Luego eligiendo adecuadamente los operadores discretos y los términos de penalización
en las interfaces entre las grillas, se puede encontrar una cota para la energía que garantiza la
estabilidad del sistema semi-discreto, esto se conoce como método de la energía [16]. Finalmente
se discretizan las derivadas temporales, si se elije un método de integración adecuado, se puede
conseguir que la versión totalmente discreta del sistema sea estable. Para este caso se utilizó un
algoritmo clásico de Runge-Kutta de cuarto orden.

0.5.2. Esquema de grillas.

Como el problema que estamos encarando es un problema tridimensional, la topología del do-
minio computacional es S2×<+. Dado que no es posible cubrir la esfera mediante un único sistema
de coordenadas que sea regular en todas partes, se utiliza un esquema de múltiples parches coorde-
nados. Al usar múltiples parches, tiene que asegurarse una adecuada transferencia de información
entre las diferentes grillas. Se usa en este código la técnica "multi-block"[17] aplica en casos donde
solo los puntos de las fronteras de los parches son compartidos entre las diferentes grillas. La es-
tructura de parches y el sistema de coordenadas utilizados en el código es aquel que se de�nido por
las coordenadas �cubito�: cada parche utiliza coordenadas {a, b, c}, que se describen en relación a
las coordenadas cartesianas usuales {x, y, z}. En todos los parches se cumple c =

√
x2 + y2 + z2,

xxiii
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mientras que la a y b se de�nen de manera diferente en cada parche ( para ver estas de�niciones
diríjase a [10]).

Figura 2: Coordenadas Cubito, 6 parches generan una super�cie esférica, las �echas de la imagen
indican como se identi�can los bordes para formarla. A la derecha mitad de un dominio numérico
típico.

la idea es que se extiende el dominio a tres dimensiones mediante la incorporación de la coorde-
nada c, extendiendo cada una de las grillas bidimensionales anteriores a grillas cubicas uniformes,
como se muestra en la �gura Fig. 3. Entonces el espacio tridimensional queda foliado por cascarones
esféricos concéntricos, tal como una cebolla, de ahi el nombre del código: onion. La gran ventaja
de esta construcción en capas es que al ser capaces de determinar el radio interior del dominio esfé-
rico, uno es capaz de excluir la singularidad central del mismo, y a su vez resulta extremadamente
conveniente para tratar las condiciones de contorno.

Figura 3: Con 12 grillas se representa la la topología tridimensional S2 × R+.
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0.6. Implementación

En esta sección se detallaran aspectos importantes de la implementación numérica, tales como
el control de vínculos, condiciones de contorno e iniciales y cantidades de monitoreo.

La métrica del espacio-tiempo utilizada es la de Kerr, la misma esta escrita en el la forma de
Kerr-Schild (1) , la cual es regular a través del horizonte de eventos, esto resulta muy conveniente ya
que nos permite incluir en el dominio numérico parte de la región detrás del mismo, se entenderá
mejor esta ventaja cuando se detallen las condiciones de contorno utilizadas. La idea es que se
puede expresar la métrica en coordenadas cubito y de esta manera incorporarla al código. Los
dominios considerados van desde el horizonte de eventos hasta radios entre 60 a 200M , empleando
para ello típicamente resoluciones de 41x41x101 y 61x61x151, cabe aclarar que la resolución en la
coordenada c es igual al de las coordenadas a y b, pero hay un mayor número de puntos de grilla
por capa en la coordenada c, porque típicamete, por motivos de recursos numéricos, es preferible
tener mayor cantidad de puntos de grilla en la coordenada c con el �n de alcanzar con un número
chico de capas un radio exterior alto. La idea es que apilando estas capas esféricas, cada una con
6 parches coordenados, podemos ir aumentando el radio del dominio para alcanzar así el radio
deseado, también existe la posibilidad de ir modi�cando capa a capa la resolución multiplicando
la distancia original entre los puntos de grilla en la coordenada c por un factor , con el argumento
de que no es necesaria tanta de�nición en radios grandes, y de esta manera obtener con el mismo
número de capas un mayor radio máximo. En nuestro caso usamos un factor de 1.3.

0.6.1. Datos iniciales

Aquí se comentaran las distintas condiciones iniciales implementadas, para hacer esto se cuenta
con cierta libertad, ya que por como es el problema, la dinámica va a estar �nalmente determinada
por las condiciónes de borde que se prescriban. De todas maneras es importante brindar un dato
inicial que sea consistente con los vínculos a ser cumplidos y que represente en principio la situación
física que queremos describir. Es por eso que se optó por utilizar dos tipos de datos iniciales
diferentes, los cuales detallaremos a continuación:

Campo magnético uniforme boosteado

Al momento de poner esta condición incial vamos a tener que tener en cuenta que estamos
tratando el problema desde el referencial del agujero negro , y no el referencial del plasma. En este
último el campo electromagnético es asintóticamente un campo magnético uniforme y el campo
eléctrico es nulo, pero en el referencial del agujero negro, que tiene velocidad → v con respecto
al plasma, estos campos lejanos son los representados por las transformaciones de Lorentz de los
del referencial original. Vamos a tomar la notación en que las cantidades con tilde corresponden
a cantidades en el referencial del agujero negro, mientras que las sin tilde corresponde al plasma.
Entonces el campo asintóticamente uniforme en el plasma tiene la siguiente forma :

Bx = By = 0 ; Bz =
1√
h′
Bo ;

−→
E = 0 (48)

donde Bo es la intensidad del campo magnético. Aquí se han expresando los campos en coorde-
nadas de Kerr-Schild, y h′ representa el determinante de la métrica espacial en dichas coordenadas
y se incluye con el �n de que el dato inicial respete el vínculo de la divergencia del campo magnético.

Entonces ahora para encontrar el valor de los campos en referencial del agujero negro vamos a
usar la transformación de Lorentz de los campos:

−→
Ẽ = γ(

−→
E +

−→v
c
×
−→
B)− γ2

γ + 1

−→v
c

(
−→v
c
·
−→
E ) (49)
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−→
B̃ = γ(

−→
B −

−→v
c
×
−→
E )− γ2

γ + 1

−→v
c

(
−→v
c
·
−→
B) (50)

donde −→ω =
−→v
c , en nuestro caso tomaremos −→v de la siguiente manera:

vx = 0 ; vy = vocos(χ) ; vz = vosen(χ) (51)

tomando χ como el ángulo que forma la velocidad con el eje y en el plano (y − z) y 0 < vo < c.
Entonces el dato inicial que imponemos, en este caso, para todo el dominio es el que resulta de

aplicar las transformaciones (49) y (50) a los campos (48). También esta incorporado al código un

método para forzar el vínculo
−→
Ẽ ·
−→
B̃ = 0 para estos campos transformados. Este dato inicial fue el

que se desarrolló y utilizó en [1].

Solución de Wald

Existe también la posibilidad de empezar con un dato inicial totalmente diferente, en este
caso el dato inicial no contendrá nada de la información acerca del boosteo de los campos ,y esta
información se incorpora posteriormente mediante de las condiciones de contorno exteriores. El dato
inicial que se prescribe es entonces el de la solución exacta que encontró Robert Wald en [18] para la
con�guración de campos electromagnéticos cuando un agujero negro axisimétrico y estacionario es
colocado en un campo magnético uniforme de prueba de intensidad Bo. A continución se presentan
las componentes no nulas de este tensor electromagnético encontrado para el caso del agujero negro
de Schwarzschild, ya que solo implementamos esta condición inicial en esa situación física,

Frφ = −Frφ = Bor sin2 (θ) ; Fθφ = −Fφθ = Bor
2 (52)

Luego de transformando este tensor en coordenadas cubito se extraen las componentes de los
campos E y B para prescribir las condiciones iniciales. Un detalle a mencionar es que esta solución
para el caso no rotante presenta tanto dominación magnética, como

−→
E ·
−→
B = 0 y es por lo tanto

una solución estacionaria de force-free. El propósito de incorporar esta condición inicial ( y su
respectiva condición de contorno de la cual hablaremos en la próxima sección), tuvo su origen en
tratar de llevar la evolución desde el dato inicial hasta la solución estacionaria de una manera más
suave que con el dato inicial anterior, el cual, como veremos más adelante presenta un crecimiento
abrupto de la energía apenas empieza la evolución. Si uno fuese colocar condiciones de contorno
que mantengan el valor inicial de esta con�guración para los modos entrantes en el borde exterior,
entonces la solución se mantendría estacionaria, claramente este no es nuestro objetivo, nosotros
colocaremos una condición que nos lleve al caso boosteado.

0.6.2. Condiciones de contorno

El tipo de condición de contorno que queremos imponer tiene que ser representativa de la si-
tuación física que estamos intentando reproducir, en el referencial del plasma es el de un disco
de acreción lejano que proporciona un campo magnético uniforme y alineado con el eje z, o equi-
valentemente el eje de simetría cuando estemos tratando el problema con la métrica de Kerr. La
presencia del agujero negro en el plasma afectará esta con�guración en las cercanías del mismo,
pero a medida que nos alejamos de él la solución tiene que acercarse a la con�guración de un campo
uniforme. Hay que recordar que en este trabajo se tratara el problema el caso del referencial del
agujero negro lo que vamos a pensar es que este campo electromagnético lejano al agujero negro
esta ahora representado por los campos que resultan de las transformaciones de Lorentz ((49) y
(50)) del campo magnético asintótico.
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Condición de contorno dinámicamente boosteada

Con el objetivo de obtener una evolución lo mas suave posible a partir del dato inicial, se aplicó
en este trabajo, junto con el dato inicial de Wald discutido en la sección anterior, esta condición de
contorno. Al colocar como dato inicial la solución de Wald no es para nada conveniente imponer
como condición de contorno simplemente los campos asintóticos boosteados, ya que eso generaía
discontinuidades muy grandes entre el borde y el interior del dominio. Entonces para evitar estas
discontinuidades lo que se implementó fue prescribir una condición de contorno que varíe en el
tiempo, donde la dependencia temporal esta en la velocidad −→ω = (−→v /c) en las transformaciones de
Lorentz ((49) y (50)) que se efectúan en cada paso temporal en el valor del campo elctromagnético
dado por la solución de Wald en el borde del dominio. Donde la expresión dependiente del tiempo
es el módulo de vo de

−→v y tiene la siguiente forma:

vo
c

=
vmax

2c

[
1 + cos

(
π

(
1− t

tf

))]
si t < tf ; vo = vmax si t ≥ tf (53)

donde vmax es la velocidad máxima que se quiere alcanzar y tf es el tiempo en que se quiere
llegar a esa velocidad. Como se puede observar en la expresión, la velocidad empieza con un valor
inicial de cero y crece suavemente hasta el valor de saturación vmax. La desventaja que tiene esta
con�guración de condición inicial y condición de contorno es que tarda más tiempo en llegar al
estado estacionario que con el otro dato inicial y condición de contorno.

Para poder lograr esta con�guración en el borde numérico exterior, se aplica la infraestructura
de penalizaciones, o Penalties, que posee el código, cuyo propósito es básicamente corregir las
discrepancias entre los valores que tome la solución en el borde con respecto a la condición de
campo uniforme que se impone. Coloquialmente se podría decir que lo que hace esta infraestructura
es al calcular la diferencia entre los campos interiores y exteriores, modi�ca las ecuaciones en los
bordes de modo tal que se agrega un término que funciona como un atractor a la solución deseada.
Es importante aclarar que esta condición de borde no in�uye a los modos salientes, sino que solo
in�uye en los modos físicos que ingresan al sistema.

La condición de contorno sobre el borde interior del dominio tiene un tratamiento mucho mas
simple, y esto es producto de que podamos incluir en el dominio regiones que estén detrás del
horizonte de eventos, con lo cual se asegura automáticamente que todos los modos serán salientes,
y es entonces innecesario prescribir nada sobre dicha super�cie. En el caso del agujero negro de
Kerr se coloca el borde numérico entre los dos horizontes de eventos de Kerr, como se puede ver
en Fig. 4.

Control de vínculos

Estas condiciones de contorno están relacionadas con la restricción del ingreso a posibles vio-
laciones de los vínculos. Esto va a aplicar a los vínculos de la divergencia del campo magnético y
al del vínculo algebraico G = 0.

Para el primero lo que se implementa en el código es lo propuesto en [15], donde la idea es
estudiar un sistema subsidiario que describe la dinámica del vínculo, e imponer la condición �no
entrante � sobre esos modos, que se traduce en una corrección en las ecuaciones de evolución de
los puntos del borde. Puede verse con detalle en [10]

Para el vincúlo algebraico (G = 0) en el borde exterior, lo que se hace es primero identi�car
los modos caracteísticos asociados y modi�car las ecuaciones de manera tal que se remuevan a las
ecuaciones en los bordes la componente en el subespacio asociado con dicho modo característico.
Es, sin embargo, importante recordar que debido a la extensión que se hizo del sistema fuera de la
variedad G = 0, para controlar este vínculo en el interior, entonces lo que en realidad propaga este
modo es G+ σF . Es por eso que el � no ingreso � de violaciones al vínculo algebraico se cumplirá
siempre y cuando este vínculo (y por lo tanto σ) se mantenga controlado en el interior del dominio.
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Figura 4: Distintas super�cies relevantes para un espacio-tiempo de Kerr (plano y=0).

0.6.3. Dominación magnética y hoja de corriente

Todavía no hablamos de como se asegura la dominación magnética (i.e. F > 0), esta, a diferencia
de la condición G = 0 , no se preserva con la evolución. Es sabido que la dinámica force-free

desarrolla genéricamente regiones en las cuales deja de cumplirse la dominación magnética y por lo
tanto se rompe la aproximación. En nuestro caso particular la hoja de corriente se establece en el
plano z = 0 en una región lobular detrás del agujero negro. Este modelo surge como un límite de una
teoría más general que es la magnetohidrodinámica resistiva, esta ruptura del modelo nos indica
el �n de la validez de este límite. Sin embargo, Komissarov [13] propuso un tratamiento para lidiar
con este con�icto, argumentando sobre bases físicas, que en estas hojas de corriente esta presente
una resistividad �nita que disipa campo electromagnético y mantiene entonces las magnitudes Ei

y Bi muy próximas, con lo cual F ≈ 0. Con esto Komissarov propuso un tratamiento físicamente
consistente para resolver las regiones de la hoja de corriente dentro de la aproximación de force-

free, el mismo consiste de introducir una resistividad �nita arti�cial cuyo labor es reducir el campo
eléctrico siempre que su magnitud se acerque a la del campo magnético. En la tesis Doctoral de el
Dr. Carrasco [10] y en [2] se implementó esta idea recortando de manera suave el campo eléctrico
cada vez que supera un umbral respecto del campo magnético, la manera de implementarlo fue
implementar en cada paso temporal:

Ei → f

(
|E|
|B|

)
Ei (54)

donde f(x) es una función suave construida a tramos, que vale uno para x ≤ 1 − 2ε con ( ε un
parámetro pequeño); esta dada por un polinomio en x (quinto orden) para el tramo intermedio
1− 2ε < x < 1− ε; y �nalmente, f ≈ 1

x para valores mayores.
Este tipo de implementación, a pesar de tener buenos argumentos físicos y buenos resultados,

resulta no tan atractiva desde un punto de vista matemático, al hacer un recorte de esta manera, uno
se aleja de la teoría de ecuaciones y entra a terreno desconocido. Es posible encarar este problema
de una manera en la cual uno permanezca en esta teoría, la misma involucraría la modi�cacón de las
ecuaciones de evolución del campo ele¢trico mediante la adición de un término extra que se encargue
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de disipar el campo eléctrico cuando su magnitud sea próxima al del magnético. El problema de
este tipo de implementación es que ese término extra será un termino que se comportaría como
tipo sti�, lo cual involucraría la necesidad de implementar esquemas tipo �IMEX� [19], como se
hace en [5] para la integración temporal, cuya implementación es un tanto más trabajosa.

0.6.4. Utilización de derivadas de menor orden

En el código, como se explicó anteriormente,se discretizan las derivadas espaciales con ope-
radores de diferencias �nitas, usualmente se usan operadores de sexto orden en todo el domínio
numérico, pero en nuestra situación tuvimos que implementar poder elegir el orden de la derivada
a usar según la región del dominio en la que nos encontramos. En un comienzo se noto que si
se utilizaba esta derivada de sexto orden en todo el dominio, cerca del agujero negro, donde se
forma la hoja de corriente, las líneas de campo magnético presentaban un comportamiento muy
turbulento, lo cual no era para nada satisfactorio. Este fenómeno pod¯ia tener 2 orígenes : uno
físico y uno numérico, la opción más fácil de comprobar y de hecho la más probable era que se
tratase de problemas numéricos. La solucíon que se encontró fue usar derivadas de menor orden en
la región cercana a la hoja de corriente, que esto haya funcionado puede explicarse con el siguiente
argumento: cerca de la hoja de corriente los campos magnéticos presentan abruptas discontinui-
dades, y los operadores de diferencia �nita de orden alto son mucho más susceptibles a fallar en
dichas condiciones que los de orden más bajo, es por eso que usando operadores de menor orden se
consiguió un mejor comportamiento de las l«eas de campo magnético. Trabajar con operadores de
menor orden trae tambíen sus desventajas, por ejemplo el control de los vínculos deja de ser igual
de efectivo.

En Fig. 5 puede observarse un ejemplo de la mejora en el comportamiento de las lineas de
campo magnético para el caso particular de v = 0,8.

Figura 5: Lado derecho: líneas de campo hasta R=30M obtenidas aplicando derivadas de orden
dos para los radios menores a aproximadamente 20M (o equivalentemente la primera y segunda
capa esférica). Lado izquierdo: derivadas de orden seis en todo el dominio. Ambas para v = 0,8.

0.6.5. Cálculo del �ujo electromagnético

Si se tiene un tensor energía momento conservado T ab (i.e. ∇aT ab = 0), y un campo vectorial
de Killing ζa (i.e. ∇(aζb) = 0), se puede construir una corriente conservada ja (e.i. ∇aja = 0) como
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ja := T abζb. Luego aplicando el teorema de Stokes:

0 =

∫
S

(∇aja)
√
−gd4x =

∫
∂S

jadSa

=

∫
Σt

jadSa −
∫

Σo

jadSa +

∫
rext

jadŜa −
∫
rint

jadŜa (55)

puede interpretarse de esto último que existe una cantidad de�nida en las hipersuper�cies Σt
que resulta preservada a menos de un �ujo que abandona o ingresa al dominio ( tercer y cuarto
término).La �gura Fig. 6 ayuda a la comprensión de este concepto.

Figura 6: Pueden observarse aquí las super�cies Σt y Σto , junto con las hipersupercies temporales
por donde el �ujo abandona o ingresa al dominio.

Si consideramos los bordes de las dos últimas integrales en (55) como super�cies esféricas
r = cte, los elementos normales son:

dSa = na
√
hd3x = −(dt)a

√
−gd3x (56)

dŜa = = (dr)a
√
−gdtd2x

Recordando que la condición de force-free supone que el tensor energía momeno electromag-
nético es conservado (17), y la existencia del vector de Killing asociado a la estacionariedad ka,
podemos construir el cuadri-momento,

pa := −T abkb (57)

donde el vector de Killing kb concuerda en la descompocisión 3+1 con el campo ta, entonces
ka = αna + βa.

Partiendo del Tensor energía-momento escrito en función de los campos E y B,

T ab := (E2 +B2)

[
1

2
gab + nanb

]
− (EaEb +BaBb)− 2n(aSb) (58)

al contraer esta última expresión con el vector de Killing se llega fácilmente al cuadri-momento,

pa = −1

2
(E2 +B2)ka + [α(E2 +B2) + Sβ ]na + (EβE

a +BβB
a)− αSa (59)
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donde se denotaron a las contracciones Aβ ≡ βiAi. Se de�ne entonces la energía como:

E(t) :=

∫
Σt

E
√
hd3x (60)

con E := −pana = α
2 (E2 +B2) + Sβ , representando la densidad de energía.

Entonces por (55) tenemos que la diferencia de energía en un intevalo de tiempo esta dado por
el �ujo neto a través de las super�cies interna y externa:

∆E ≡ E(t)− E(to) =

∫
rext

ΦEdtd
2x−

∫
rint

ΦEdtd
2x (61)

donde ΦE :=
√
−gpr se lo identi�ca usualmente como el ��ujo de Poynting�. Este es un �ujo

conservado, esto implica que no importa el radio exterior que elijamos, el valor de la integral del
�ujo de Poynting sobre estas super�cies va a siempre ser el mismo. Su expresión explicita es :

ΦE =
√
−g(EβE

r +BβB
r −

(
E2 +B2 +

Sβ
α

)
βr − αSr) (62)

Esta es la cantidad que usada en [10] y [2] para medir la potencia de los jets producidos por
un agujero negro de Kerr en un campo magnético asintóticamente uniforme.

En este trabajo no vamos a poder darle la misma utilidad debido a que, como se menciono en la
sección (0.1.2), la extracción de energía de un agujero negro boosteado es un proceso observador-
dependiente, y para el observador en el cual nosotros estamos interesados calcular la potencia del
jet, es el observador solidario al plasma. Es necesario obtener una medida de la potencia de los
jets generados para un observador solidario al plasma por diferentes motivos, el principal es que
es dicho referencial es más similar al referencial donde se podría observar este evento astrofísico y
el segundo es que los trabajos numéricos existentes obtienen sus resultados en ese referencial con
lo cual si queremos realizar comparaciones tendremos que obtener resultados para este.

Entonces tenemos que intentar encontrar una cantidad que sea representativa de el �ujo elctro-
magnético para un observador que sea solidario al plasma. Lo que vamos a querer determinar en
de�nitiva es si dicho observador mide energá electromagnética saliente en forma de un haz colima-
do, en particular nos interesa conocer como es este �ujo de energía es los sectores lejanos al agujero
negro.

Este observador es básicamente uno que se mueve a velocidad = v′a = −va con respecto al
agujero negro, vamos entonces a tratar de encontrar como es un análogo a ΦE para este observador,
para ello podemos proceder de la siguiente manera:

Así como en el espacio-tiempo plano se pueden describir a un observador t′a que se mueve a
velocidad v′a con respecto a un observador ta como,

t′a = γ(ta + v′a) (63)

y el cuadri-momento que ve dicho observador es p′a := −T abt′b. Vamos a pensar en el cuadri-
momento para un observador solidario al plasma como p′a := −T abk′b donde vamos a tomar,

k′a = γ(ka + v′a) (64)

De esta manera para −→v → 0 se recupera el vector de Killing, y por lo tanto el cuadri-momento,
que teníamos antes. Es de altísima importancia destacar que ahora el vector k′ no es un vector
de Killing, por lo tanto el �ujo que vayamos a obtener con el no será un �ujo conservado. Otra
cosa importante a destacar es que la fórmula 63 esta bien de�nida para vectores ta que tengan
norma tata = −1, de ello resulta que t′at′a = −1. Pero kaka = (−α2 + β2) 6= −1 lo cual lleva a que
k′ak′a = γ2((−α2 + β2) + v′2) + 2γ2(viβi) , en el límite de cero curvatura (e.i. α→ 1 y β → 0) esta
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norma tiende a -1 y que por lo tanto este observador y su cuadrimomento estarán bien de�nidos
solo lejos del agujero negro.

Ahora el siguiente paso es encontrar el vector que determina la super�cie de integración, así
como antes era el vector normal Na = r̂. Para el observador solidario al plasma no se puede usar
este vector Na ya que el mismo no es perteneciente a las hipersupercicies espaciales Σ′t de tiempo
constante de este observador. Entonces, tomando como inspiración que Na es un un vector de
norma 1 y que kaNa = 0 (ver la �gura Fig. 6) para encontrar este nuevo vector N ′a vamos a pedir
las siguientes condiciones:

Figura 7: Pueden observarse aquí las super�cies Σt , Σto , Σ′t y Σ′to , junto con los vectores na y n′a

determinados por ellas, y los vectores Na y N ′a pertenecientes a cada uno a su hipersuper�cie.

k′aN ′a = 0 (65)

N ′aN ′a = 1 (66)

Y vamos a proponer el siguiente ansatz para el vector N ′a como:

N ′a = Na + aka + bv′a (67)

donde a y b son constantes a determinar a través de las ecuaciones (65) y (66). El cálculo de a
y b resultó ser una cuenta bastante engorrosa pero se llega al siguiente resultado:

a = −
bv′β + bv′2 + v′r

(−α2 + β2) + v′β
(68)

b=
v′rq(2v′β + q + v′2)−

√
v′r2q(v′β + q)2(2v′β + q + v′2)

2v′3β + v′2β (q + v′2)− 2v′βqv
′2 − qv′2(q + v′2)

(69)

donde q = (−α2 + β2) y v′β = v′iβi.
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Las expresiónes obtenidas devuelven el resultado esperado en los dos límites de interés, que son:
para el espacio tiempo plano y (e.i. α = 1 y β = 0) se obtine a N ′a como el boosteo del vector Na

y para el límite de v′ → 0 se obtiene N ′a = Na.

Podemos entonces ahora con estos dos vectores encontrar la cantidad a la que llamaremos Flujo
de Poynting boosteado de la siguiente manera:

ΦEboost(k) := −T abk′aN ′b

ΦEboost(k) =− γ[(βr/α+ aα) (α(E2 +B2) + Sβ + (S · v′))− (Er + b(E · v′) + aEβ)((E · v′) + Eβ)

− (Br + b(B · v′) + aBβ)((B · v′) +Bβ) + α(Sr + b(S · v′) + aSβ)]

(70)

Es muy fácil ver en esta última expresión que si se toma el límite para v′ → 0 se recupera
ΦEboost = ΦE , que es (62) . Lo cual es un buen indicador de este tratamiento es el adecuado para
encontrar esta cantidad. Como se mencionó antes, nos interesa sobre todo esta cantidad lejos del
agujero negro, dicha región es donde el espacio-tiempo tiende al espacio-tiempo plano con lo cual
el vector que llamamos k′a tiende a un boost del verdadero vector de Killing ka, resulta que en el
espacio tiempo plano k′a también es un vetor de Killing y por lo tanto se recupera la noción que de
energía conservada salvo por la energía electromagnética que ingresa o abandona el dominio que
se presento en (61).

Esa cantidad que acabamos de calcular esta inspirada en una energía global bien de�nida (cosa
que no sucede en este caso excepto asintóticamente), pero también se puede pensar en obtener
una cantidad similar que esté inspirada en una cantidad local bien de�nida, sin tener en cuenta
la noción de una energía global. Para hacer esto podemos pensar en que localmente tenemos un
observador con cuadri-velocidad n′a = γ(na + v′a) la cual es de norma -1, por lo tanto puede
pensarse que esta cuadri-velocidad representa a un observador que se mueve a velocidad v′a con
respecto al agujero negro. Puede de�nirse entonces también el cuadrimomento de este observador
como p′a = T abn′b. Con esto podemos entonces tomar al igual que hacíamos antes un vector N ′a

que cumpla las relaciones (65) y (66) con n′a, y de�nir entonces ΦEboost(n) = p′aN ′a.
Haciendo eso obtenemos N ′a = (Na + aka + bv′a) con :

a = −Nβ
α

+ v′r + bv′2α− v′β (71)

b =

√
α2(α− v′β)(v′r2α4 + v′r2α2v′2q − 2v′rβrα2v′β − βr2v′2q + βr2v′2β )

α2 + v′2q − v′2β
−v′rα4 + v′rα3v′β − v′rα2v′2q + βrα2v′β + βrαv′2q − βrαv′2β

α2 + v′2q − v′2β

(72)

y con esto obtenemos el �ujo electromagnético haciendo:

ΦEboost(n) := −T abn′aN ′b

ΦEboost(n) =− γ[(βr/α+ aα) ((E2 +B2) + (S · v′))− (Er + aEβ + b(E · v′))(E · v′)
− (Br + aBβ + b(B · v′))(B · v′) + Sr + aSβ + b(S · v′)]

(73)

Es inmediato ver que en el límite de cero curvatura ( lejos del agujero negro ) la última expresión
coincide con (70) y si además se toma el límite de v′ → 0 entonces también coincide con (62). El
primer límite nos indica que lejos del agujero negro, que es donde nos interesa medir el poder de la
radiación electromagnética, las dos cantidades encontradas para ΦEboost son equivalentes, en cambio
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cerca del horizonte de eventos mostraran comportamientos diferentes. Lo más importante para
destacar es que de todas formas, estas dos cantidades recobran el sentido de �ujo electromagnético
conservado lejos del agujero negro, es por eso que vamos a medir esta cantidad para radios grandes
en nuestro dominio numérico. Es importante notar que el hecho de que no podamos de�nir un �ujo
electromagnético conservado en todo el dominio numérico para un observador solidario al plasma
no es consecuencia del enfoque que con el que estamos encarando el problema, es decir utilizar como
sistema de referencia uno solidario al agujero negro. En trabajos como [4] [5], en que se mide el
�ujo electromagnético desde el referencial del plasma, tampóco se tiene una cantidad bien de�nida
en todo el dominio, ya que en ese referencial la métrica del espacio tiempo es una en la cual el
agujero negro se mueve, dicha métrica no proporciona un vector de Killing que se pueda usar para
de�nir el �ujo, por lo cual se opta por utilizar otras cantidades que solo recobran el sentido de
�ujo electromagnético lejos del agujero negro. Con esto vemos que no perdemos nada al optar por
usar el referencial que usamos, pero si ganamos mucho, porque nos permite hacer simulaciones con
velocidades mucho mas altas.

El problema con las dos cantidades encontradas para ΦEboost, es tratar de integrarlas para
obtener el �ujo total en una super�cie, para el caso de ΦE es relativamente simple porque la
super�cie de�nida por el vector normal con el que se construye es simplemente una esfera de radio
r, pero para ΦEboost la super�cie generada por el vector normal N ′a no es una simple esfera, sino que
es una super�cie que ni quiera pertenece a la hipersuper�ce Σt, y se la puede pensar asintóticamente
como la super�cie de una esfera boosteada. Como la solución alcanza la estacionariedad entonces
puede pensarse que esta integral podría efectuarse en la proyección de esta super�cie boosteada
en Σt, sin embargo, una super�cie de integración como esa complica, numéricamente, las cosas.
Una integral en una esfera es relativamente fácil debido a como es el grillado del dominio, pero
en la super�cie boosteada, la cual se asemeja a un elipsoide, esta tarea es bastante más di�cíl de
hacer en el código, por lo cual tuvimos que optar por realizarlas en un Software de visualización y
procesamiento de datos (VisIt).

Eliminación de los campos de Background

Vimos en 0.6.5 que el �ujo de Poynting provee una medida de la potencia de la radiación
electromagnética. Nuestro interés es conocer cual es la energía emitida por los jets producidos por
el agujero negro al entregarle energía al campo electromagnético, pero hay que ser cuidadosos ya
que el sistema que estamos tratado no es un sistema aislado, recordemos que existe un campo
magnético uniforme de fondo, y la presencia del mismo afecta al �ujo de Poynting. Un ejemplo de
esto puede verse fácilmente en el caso particular del espacio-tiempo plano:

Consideremos que nuestra solución consiste de un campo magnético uniforme de fondo
−→
Bo =

Bok̂ y un sobre él los campos
−→
E ′ y

−→
B ′. Con lo cual el campo electromagnético total resulta,

−→
E =

−→
E ′ (74)

−→
B = Bok̂ +

−→
B ′ (75)

Entonces si calculamos el vector de Poynting
−→
S =

−→
E ×

−→
B obtenemos,

−→
S =

−→
E ′ ×Bok̂ +

−→
E ′ ×

−→
B ′ (76)

con lo que podemos ver que, si bien el vector de Poynting del campo de fondo es
−→
S o = 0, al calcular

el vector de Poynting total , el mismo se ve contaminado con un término proporcional al campo
de fondo.

Con ese simple ejemplo puede ilustrarse como el no tratar con un sistema asilado puede modi-
�car el resultado en cuanto a los �ujos de energía, es por eso que en este trabajo antes de calcular
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el �ujo ΦEboost se restarán los campos de fondo, que son aquí particularmente los que imponemos
como el dato inicial. Un proceso similar es implementado en [4] [6] [5], pero debido a que utilizan
otra cantidad para medir el �ujo electromgnético este tratamiento esta hecho de manera distinta.

Un procedimiento de este tipo estaría totalmente respaldado teóricamente si los campos que
componen el campo electromagnético total, fuesen individualmente soluciones, (e.i.

−→
Bo y (

−→
B ′,
−→
E ′)

sean soluciones estacionarias individualmente ), con lo cual podríamos aplicar la linealidad de la
teoría. Si bien sabemos que este no es el caso en el problema que nosotros estamos tratando, esta
sustracción de los campos de fondo si esta bien justi�cada en las lejanías del agujero negro, donde
el campo de fondo utilizado, sí es una solución estacionaria. He aquí , entonces, otra razón por lo
cual vamos a interesarnos particularmente en obtener la potencia de los jets en regiones lejanas al
agujero negro.
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Resultados

En este capítulo se presentaran los resultados obtenidos para los distintos escenarios en que
hacemos nuestras simulaciones, para todas ellas luego de un transición dinámica alcanza estados
estacionarios que exhiben �ujos colimados de energía, es decir, los jets, es importante notar que
también se obtiene �ujo electromagnético no colimado el cual a la hora de hacer la integración no
es despreciable. Los tres escenarios físicos que tratamos son: (i) Un agujero negro de Schwarzschild
con velocidades ortogonales al campo magnético asintóticamente uniforme, (ii) Un agujero negro
de Schwarzschild con velocidades no ortogonales al campo magnético asintóticamente uniforme , y
(iii) Un agujero negro de Kerr en las con�guraciones de (i) y también se modi�ca la inclinación del
eje de rotación del agujero negro con respecto a la dirrección del campo magnético asintóticamente
uniforme.

0.7. Agujero Negro de Schwarzschild con velocidad ortogonal

al campo magnético asintóticamente uniforme

Se exhibirán a continuación los resultados obtenidos para las simulaciones para el caso del
agujero negro de Schwarzschild con velocidades ortogonales al campo magnético, se hizo un ba-
rrido en el módulo de la velocidad de boost del agujero negro desde 0,1 hasta 0,8. Se obtuvieron
las magnitudes del �ujo electromagnético usando las cantidades ΦEboost(k) y ΦEboost(n), para las
cuales se calculó el �ujo neto integrado en todo el elipsoide que de�ne las super�cies en las cuales
calculamos los �ujos , y también se hicieron integraciones sobre las porciones de estos elipsoides
que contienen la parte colimada de la energía electromagnética. Estas cantidades arrojan valores
positivos, lo cual se interpreta como que se extrae la energía traslacional del agujero negro al campo
electromagnético.

Se puede observar en las �guras (Fig. 8 - Fig. 11) para la cantidad ΦEboost(n), como al aumentar
la velocidad del boost el �ujo electromagnético colimado aumenta su intensidad, y como también
el ángulo comprendido entre los jets y el eje z (la dirrección del campo magnético asintóticamente
uniforme) aumenta también. Es notable que también existe �ujo electromagnético no colimado cuya
intensidad es despreciable con respecto a la de los jets, pero al aumentar la velocidad también se ve
el aumento de las mismas. Otra característica interesante de estas imágenes es que se prensentan
regiones de �ujo electrmagnético negativas, fenómeno que ya había sido registrado en [1], las cuales
no habían sido registradas en otros tΦEboost(k) y ΦEboost(n) trabajos numéricos como [4][5], creemos
que esto es producto de que la cantidad que estos trabajos usan para calcular el �ujo de Poynting es
estrictamente positiva, en cambio la nuestra no. Puede observarse también los grá�cos obtenidos
para la cantidad ΦEboost(k) (Fig. 36 - Fig. 39) el crecimiento de una región de color marrón de
forma lobular detrás del agujero negro, esa región corresponde exactamente con la ergoesféra de
la métrica de Schwarzschild boosteada 1, esta región aparece en nuestro grá�co como una región
donde la cantidad ΦEboost(k) no esta bien de�nida, esto es algo que esperábamos ya que el vector
k′ (64) que utilizamos para calcular esta expresión deja de ser un vector temporal exactamente
en la región descripta por esa ergoesféra, no nos preocupamos por esto ya que como mencionamos
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Figura 8: Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 300M, para un agujero negro con velocidad
v = 0, 1 (izquierda) y v = 0, 2 (derecha).

Figura 9: Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 300M en el plano (y-z) (izquierda) t=400
(derecha), para un agujero negro con velocidad v = 0, 3 (izquierda) y v = 0, 3 (derecha).
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Figura 10: Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro con velocidad
v = 0, 5 (izquierda) y v = 0, 6 (derecha).

Figura 11: Flujo ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro con velocidad
v = 0, 7 (izquierda) y v = 0, 8 (derecha).
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antes, lo que verdaderamente nos interesa es el �ujo electromagnético lejos de agujero negro, y esta
región es chica para las velocidades que tratamos nosotros. Esta característica no esta presente en
los resultados obtenidos para la cantidad ΦEboost(n) ya que la misma esta bien de�nida en todo el
dominio, de todas maneras al alejarse lo su�ciente del agujero negro los resultados arrojados por
estas dos cantidades son muy similares.

Para realizar la integrales de los �ujos electromagnéticos se tuvo que ser cuidadosos, como ya
habíamos mencionado en la sección anterior las integrales a realizar están de�nidas en super�cies
que son asintóticamente elipsoides, que representan la super�cie de una esfera luego de hacer una
transformación de Lorentz. Como el código solo cuenta, debido a la estructura de grillas, con la
infraestructura necesaria para realizar integrales sobre super�cies esféricas, se tuvo que usar un
software (VisIt) para poder realizar estas integrales. Las integrales realizadas fueron hechas sobre
super�cies que representan esferas de radio igual a 90M para un observador solidario al plasma, es
decir elipsoides de distintas formas según el valor de la velocidad, como puede verse en la �gura
Fig. 12 . Se realizaron integrales sobre todo el elipsoide y también separadamente se realizaron
integrales que solo consideran la parte colimada del �ujo electromagnético, como puede verse en
la �gura Fig. 13.

Figura 12: Super�cies de integración utilizadas para calcular el �ujo electromagnético total, para
v=0,5 (izquierda) y v=0,7 (derecha), estos dos elipsoides corresponden a esferas de radio 90 M en
el referencial solidario al plasma.

Se puede ver en la �gura Fig. 14 el �ujo electromagnético total integrado sobre las regiones
que presentan jets, presenta un comportamiento cuadrático con la velocidad como lo indican los
resultados de [4][3][7], pero ahora pudimos mostrar que este comportamiento sigue presente para
velocidades altas.

Si bien lo que esperábamos es que estando lejos del agujero negro estas cantidades integradas
sean iguales para ΦEboost(k) y ΦEboost(n) , puede verse que el �ujo integrado para ΦEboost(n) presen-
ta una pendiente más grande que ΦEboost(k). En la �gura Fig. 15, se puede ver como la diferencia
relativa entre estas dos cantidades crece para velocidades altas, alcanzando hasta una diferencia
del 17 %. En la �gura Fig. 16 se puede ver como la diferencia entre ΦEboost(k) y ΦEboost(n), es
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Figura 13: Super�cie de integración utilizada para calcular el �ujo electromagnético colimado para
v=0,7 , este cascaron corresponde a la intersección del elipsoide que de�ne la super�cie total de
integración, con un cilindro hueco de radio 30 M cuyo centro pasa por el punto de mayor intensidad
del jet. Para obtener el �ujo colimado total es necesario integrar también sobre el casquete que
contiene al otro jet

Figura 14: Flujo ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrados en las zonas de la elipsoide
( correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de radio 90M) que presentan �ujo electrom-
gnético colimado . Se realizó ajustes cuadráticos de la forma y = ax2 + bx + c obteniendo como
parámetros para el ajuste los valores a = (5, 1±0, 1)×101 , b = (−2, 1±0, 3)×101 , c = (9±2)×10−1

y un R2 = 0, 999717873553755. (izquierda) y a = (6, 8 ± 0, 3) × 101 , b = (−1, 1 ± 0, 1) × 101 ,
c = (9± 2)× 10−1 y un R2 = 0, 998894579218815 (derecha).
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Figura 15: Diferencia relativa
ΦEboost(n)−ΦEboost(k)

ΦEboost(n)
entre las dos cantidades que utilizamos para

obtener el �ujo electromagnético integrado vs. velocidad del boost.

Figura 16: Izquierda: ΦEboost(n) − ΦEboost(k) y Derecha: ΦEboost(n) , en el plano (y-z), para t=
400M, para un agujero negro con velocidad v = 0, 7.
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grande cerca del agujero negro, también puede verse como al alejarse de él esta diferencia empieza
a disminuir, se puede ver que para r ≈ 90M esta diferencia no es todavía insigni�cante. Si bien lo
esperado era que para estas distancias esta diferencia fuese insigni�cante, observamos lo contrario,
nuestra primera hipótesis para explicar esta diferencia fue que el vector k′ no tiene norma exac-
tamente -1, pero al realizar los cálculos para un radio de r ≈ 90M esta norma resulta ser ≈ −1
sin importar la velocidad del boost. Todavía desconocemos el porque de la discrepancia entre estas
dos cantidades, pero intuimos que se debe a que en las de�niciones de los �ujos electromagnéticos
hay un término cuyo comportamiento sea tal que para r = 90M la contribución de la curvatura
sea todavía signi�cativa, y que probablemente este término este multiplicado por un factor pro-
porcional a la velocidad elevada a alguna potencia, y por eso esta discrepancia entre los �ujos es
más notable para velocidades altas. Es posible entonces que para obtener una buena medida del
�ujo de campo electromagnético sea necesario realizar simulaciones en dominios numéricos más
grandes, donde podamos calcular el �ujo electromagnético más lejos del agujero negro.

Figura 17: Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado en
todo el elipsoide ( correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de radio 90M). Se realizó
un ajuste cuadrático, para valores hasta v=0,6, de la forma y = ax2 + bx + c obeniendo como
parámetros para el ajuste los valores a = (3, 2 ± 0, 3) × 101 , b = (3, 4 ± 0, 2) , c = (8, 4 ± 0, 4) y
un R2 = 0, 997670829960073 (izquierda) y a = (4, 4± 0, 2)× 101 , b = (0± 1) , c = (9, 3, 4± 0, 2)
y un R2 = 0, 999760843991069 (derecha).

Puede claramente notarse en la �gura Fig. 17 que tanto ΦEboost(k), como para ΦEboost(n) los
puntos correspondientes a las velocidades v = 0, 7 y v = 0, 8 no arrojan resultados satisfactorios,
por eso es que no se los incluyó en el ajuste cuadrático realizado. Creemos que la explicación de
que estos puntos se comporten de manera incorrecta es producto de que para hacer esas integrales,
cada una se realizó en elipsoides que corresponden a esferas de radio 90M boosteadas, cuyo factor
de dilatación en la dirrección y para estos elipsoides son γ0,7 = 1, 40028 y γ0,8 = 1, 66666 y llevan
entonces el borde de estos elipsoides hasta distancias de aproximadamente 126 M y y 150 M
respectivamente. Esto genera que estemos integrando muy cerca del borde númerico exterior ,que
es aproximadamente 160 M, y es por ello probable que estén entrando en juego efectos de borde
generando así estos resultados poco satisfactorios. De todas maneras el comportamiento del �ujo
electromagnético para velocidades hasta v = 0, 6 es cuadrático como se esperaba. Este problema
es fácilmente salvable pero involucra realizar simulaciones numéricas con dominios mas grandes.
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Figura 18: Esta �gura presenta la tangente del ángulo θ que forman los jets con el eje z vs. la
velocidad de boost. Estos ángulos están medidos desde el referencial del plasma. Se realizó un
ajuste lineal del tipo y = ax+ b el cual arrojo los siguiente parámetros de ajuste, a = (1, 05±0, 02)
, b = 0, 02± 0, 01 y un R2 = 0, 99714931026012.
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Se puede ver en Fig. 18 que el comportamiento de los ángulos formados entre los jets y el eje
z es del tipo tan(θ) = v/c, este es comportamientoΦEboost(k) y ΦEboost(n) obtenido en [20] para el
estudio de un conductor moviéndose en un plasma magnetizado. Es importante notar que medimos
estos ángulos para el referencial solidario al plasma, ya que estos son diferentes en cada en cada
referencial, para hacer esto localizamos el centro del jet buscando el punto de mayor intensidad
del mismo sobre un cascaron esférico de radio 90 M.

0.7.1. Hoja de corriente

Presentamos acontinuación los resultados para la cantidad B2 − E2, esta cantidad nos da la
noción de la dominancia magnética en el sistema, como se mencionó antes en 0.6.3 la aproximación
de force-free se viola normalmente a lo largo de la evolución, por lo cual es necesario realizar
recortes al campo eléctrico. Como se vera en las imágenes (Fig. 19 Y Fig. 20) la zona donde se
observa que el módulo del campo eléctrico compite con el del magnético en una región lobular
en el plano (x-y) detrás del agujero negro y aumenta su tamaño junto con la velocidad de boost.
Claramente en estas �guras no observaremos una región donde el campo eléctrico se el dominante
ya que durante la evolución nos encargamos de recortarlo cuando esto este por pasar, lo que si se
puede observar es una región donde B2 − E2 ≈ 0.

Figura 19: La cantidad B2 − E2 hasta r = 30M para el plano (x-y) para velocidades v = 05
(izquierda) y v = 06 (derecha), para t= 400 M. Puede verse que la región donde se genera la hoja
de corriente es una región de forma lobular que puede verse de un color verdoso, mientras que el
resto del dominio presenta una fuerte dominación magnética (color rojo).

0.7.2. Energía

Mostraremos aquí el comportamiento de la energía total del sistema para las distintas velo-
cidades de boost, mostrando que las mismas pasan por un periodo inicial de transición donde la
energía crece hasta que alcanzar un valor máximo y luego alcanza un valor constante. Encontramos
que el valor �nal de la energía es cuadrático con la velocidad del agujero negro. Tambíen vamos a
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Figura 20: La cantidad B2 − E2 hasta r = 30M para el plano (x-y) para velocidades v = 07
(izquierda) y v = 08 (derecha), para t= 400 M.

comparar el comportamiento de la enegía según los dos distintos datos iniciales que especi�camos
en 0.6.1 con sus respectivas condiciones de contorno.

Figura 21: Energía en función del tiempo para velocidades v = 0, 4 (izquierda) y v = 0, 7 (derecha).
Para simulaciones con una resolución de 61x61x151 y un radio exterior de ≈ 160M .Puede verse
como después de t ≈ 200M la energía es constante, con lo cual decimos que llegamos a soluciones
verdaderamente estacionárias

.
Como se discutió en 0.6.1 optamos por probar dos datos iniciales distintos, los cuales requieren

cada uno de condiciones de borde diferentes, los resultados para la con�guración de los campos
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Figura 22: Energía �nal del sistema dividida por γ2(v) en funcón de la velocidad del agujero negro
para un radio exterior de ≈ 160M y una resolución de 61x61x151. Se realizó un ajuste cuadrático
del tipo y = c+ bx+ ax2 que arrojó los siguientes parámetros de ajuste a = (9, 24± 0, 02)× 106 ,
b = (1, 1± 0, 2)× 105 , c = (8, 994± 0, 005)× 106 y R2 = 0, 99999803246787
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�nales y el �ujo electromagnético resultan los mismos para estos dos, la diferencia es como se llega
a esta con�guración �nal. Con el dato inicial de campo magnético uniforme boosteado se parte
de un dato que no es solución a las ecuaciones de force-free por lo cual el dato inicial comienza a
evolucionar abruptamente para llegar a la confuguración �nal, en cambio al tener dato inicial la
solución de Wald para un agujero negro de Schwarzschild en un campo magnético asintóticamente
uniforme, que si es solución de force-free, la evolución inicial sera mínima, en este caso la evolución
se da por los modos entrantes en el borde numérico exterior que traen información del boosteo
de los campos en el borde, y debido a que este boosteo se realiza de manera suave, entonces la
evolución también sera de dicha mánera. Al ver la �gura Fig. 23 puede verse claramente este
comportamiento para estos dos datos iniciales, también puede observarse como la solución para
dato inicial de Wald llega más tarde al estado estacionario, siendo este alrededor de t = 200M
mientras que otro dato inicial lo consigue en aproximadamente t = 100M , esto era esperable ya que
en el primer caso el dato inicial no tiene información alguna del boosteo de los campos, entonces
hasta que esta información llegue desde los bordes y llegue a estabilizarse tarda más tiempo. Debido
a esta diferencia para los tiempos en que se alcanzar el mismo estado estacionario, optamos por
realizar todas las simulaciónes presentadas en este trabajo con el dato inicial de campo magnético
uniforme boosteado, sin embargo la implementación del otro dato inicial y su respectiva condición
de contorno podría ser de gran utilidad para escenarios físicos donde una evolución lo más suave
posible sea necesaria.

Figura 23: La energía del sistema para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 con dato inicial de
campo magnético uniforme boosteado (izquierda) y dato inicial de Wald (derecha) para un dominio
numérico de tamaño ≈ 60M y resolución 41x41x101.

0.8. Agujero Negro de Schwarzschild con velocidad no orto-

gonal al campo magnético asintóticamente uniforme

Se exhibiran a continuación los resultados obtenidos para las simulaciones para el caso del
agujero negro de Schwarzschild con velocidades no ortogonales al campo magnético, se hizo un
barrido en el ángulo χ formado entre la velocidad del agujero negro y el eje y desde −π4 hasta
π
4 para una velocidad de boost v = 0, 5. Se obtuvieron las magnitudes del �ujo electromagnético
neto integrado en todo el elipsoide que de�ne las super�cies en las cuales calculamos los �ujos ,
y también se hicieron integraciones sobre las porciones de estos elipsoides que contiene la parte
colimada del �ujo electromagnético, mostrando que las mismas son dependientes del ángulo χ. Lo
que puede verse en estos resultados, es que al romper la simetría, ahora la intensidad de cada uno
de los dos jets es diferente a la del otro y es dependiente del ángulo χ.
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Figura 24: Flujo electromagnético ΦEboost(n) en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-z)
para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −π

16 (izquierda) y χ = −π
16

(derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme.

Figura 25: Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-z)
para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −π

8 (izquierda) y χ = π
8

(derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme.
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Figura 26: Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-z)
para un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = −3π

16 (izquierda) y χ = 3π
16

(derecha) con el campo magnético asintóticamente uniforme.

Figura 27: Flujo de electromagnético ΦEboost en el plano (y-z), para t= 400M en el plano (y-z) para
un agujero negro con velocidad v = 0, 5 que forma un ángulo χ = π

4 (izquierda) y χ = π
4 (derecha)

con el campo magnético asintóticamente uniforme.
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Puede verse en (Fig. 24-Fig. 27) como la intensidad de los jets individuales depende del ángulo
χ, es decir ya la intensidad del jet no es simétrica con respecto al plano z = 0. También puede
observarse como medida que que la velocidad se hace más paralela al campo magético uniforme la
intensidad del �ujo electromagnético en los jets disminuye, si se continúa inclinando la velocidad
hasta que esta sea paralela al campo magnético, el �ujo electromagnético colimado desaparece.

Puede verse luego en Fig. 28 como variá la intensidad del �ujo electromagnético integrando para
el par de jets, a los cuales llamaremos superior e inferior, puede observarse como puede entonces la
intensidad de un jet ser mayor a la del otro e inclusive mayor a la intensidad que tiene en el caso
ortogonal. Al ver las lineas de campo para los campos magnéticos que se obtienen en la solución
estacionaria puede notarse que en la región donde esta presente el jet más poderoso del par, estas
líneas esta más comprimidas y es por eso que se observa un �ujo mayor. Puede notarse también en
esta �gura y en (Fig. 24-Fig. 27) , la simetría entre los �ujos para los jets superior e inferior, simetría
que nos muestra que la intensidad del jet superior para una velocidad con ángulo χ es la misma que
la que tiene el jet inferior para el ángulo −χ. Si bien esta simetría no es inmediata de ver, ya que
el campo magnético asintótico tiene la dirección preferencial +ẑ, podemos argumentar la presencia
de esta simetría al mirar el último termino de 50, el cual agrega al campo magnético boosteado un
término proporcional a la proyección de la velocidad en el campo magnético. Como este término
está multiplicado por la velocidad, entonces la contribución de este término es independiente del
signo de χ, generando así esta simetría.

Vemos tambíen en Fig. 29 la dependencia del �ujo electrmagnético que resulta de la suma de
los �ujos electromagnéticos colimados en función del ángulo χ, se ve entonces que el mayor �ujo
electromagnético colimado se da entonces para el caso de velocidades ortogonales al campo asin-
tóticamente uniforme. Este grá�co presenta también la simetría que mencionamos anteriormente.
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Figura 28: Integral del �ujo electromagnético para el jet superior (rojo) y el inferior (negro), para
distintos ángulos χ comprendidos entre la velocidad del agujero negro y el eje y para v = 05.
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Figura 29: Integral del �ujo electromagnético que resulta de la suma de las integrales de los jets
inferior y superior en función del ángulo χ para v = 0, 5

0.9. Agujero Negro de Kerr, efectos de la rotación sobre el

�ujo electromagnético

En esta seción se mostraran los resultados obtenidos para las simulaciones numéricas efectuadas
con una métrica de fondo de Kerr, en particular se mostraran los efectos de la rotación del agujero
negro al �ujo electromagnético de energía. Todas las simulaciones hechas en este escenario tienen un
parámetro adimensional de espín del agujero negro a=0,9 para poder ver los efectos de la rotación
de manera más fácil. En [7] se llegan a soluciones analíticas aproximadas para la con�guración de
los campos electromagnéticos en la vecindad de agujeros negros que rotan y se trasladan, usando
estas soluciones muestran que el efecto de la rotación del agujero negro es un efecto subdominante
ante el de la traslación cuando se calcúla la luminosidad electromagnética. Es por eso que optamos
en esta sección tomar un espín alto a = 0, 9 , y velocidades solo hasta v = 0, 5 para el agujero
negro. En [4] se trató el problema del agujero negro de Kerr, y se detectó un crecimiento el �ujo
electromagnético colimado debido a la rotación del agujero negro. Nosotros estudiamos esto pero
para un rango de velocidades más altas y encontramos cualidades diferentes.

Para velocidades bajas, lo que encontramos fue que el �ujo electromagnético colimado aumen-
taba para el caso del agujero negro de Kerr con respecto a los valores obtenidos para el agujero
negro de Schwarzschild, se puede ver como cambia sutilmente la forma de los jets en ambos casos
en las �guras Fig. 30 y Fig. 31.

Las diferencias para velocidades mayores de boost son cada vez más sutiles, pueden verse de
todas formas sutiles diferencias en los grá�cos Fig. 32 y Fig. 33 de las super�cies de nivel para
un agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr (a = 0, 9) ambos moviéndose a velocidades de
v = 0, 5. Puede verse en Fig. 33 como al incorporar la rotación del agujero negro, se perdío la
simetriá de re�exión con respecto al plano (y-z) que si esta presente en Fig. 32.

Lo que nos encontramos tanto para ΦEboost(k) como para ΦEboost(n) es que al tomar velocidades
de boost más altas es que el efecto del crecimiento de los jets ya no se mani�esta para el agujero
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Figura 30: Flujo de electromagnético ΦEboost(n), para t= 300M en el plano (y-z) para un agujero
negro de Schwarzschild (izquierda) y un agujero negro de Kerr con a = 0, 9 (derecha), Ambos con
velocidad v = 0, 1

Figura 31: Flujo de electromagnético ΦEboost(n), para t= 300M en el plano (y-z) para un agujero
negro de Schwarzschild (izquierda) y un agujero negro de Kerr con a = 0, 9 (derecha), Ambos con
velocidad v = 0, 2
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Figura 32: Super�cies de nivel para el �ujo de electromagnético ΦEboost(n) , para t= 400M a
un agujero negro de Schwarzschild con velocidad v = 0, 5, donde el las super�cies de nivel son
0,01(rojo) y -0,01 (azul).

Figura 33: Super�cies de nivel para el �ujo de electromagnético ΦEboost(n) , para t= 400M a un
agujero negro de Kerr (a = 0, 9) con velocidad v = 0, 5, donde el las super�cies de nivel son
0,01(rojo) y -0,01 (azul).



0.9. AGUJERO NEGRO DE KERR lv

negro de Kerr, sino que el poder del jet se mantenía similar o inclusive menor que en el caso de
Schwarzschild, como se puede ver en la �gura Fig. 34

Figura 34: Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado en
las zonas de la elipsoide (correspondiente al boosteo de Lorentz de una esfera de radio 90M) que
presentan �ujo electromgnético colimado, para un agujero negro de Schwarzschild y un agujero
negro de Kerr con a = 0, 9, en función de la velocidad de boost.

Nos llamó en un principio la atención este efecto , ya que lo que esperábamos era que la rotación
del agujero negro incrementara, aunque sea de manera débil, el �ujo electromagnético emitido, para
velocidades bajas este fue el caso, pero a medida que aumentamos la velocidad este efecto se ve
disminuido e inclusive se debilitan los jets.

Lo que pensamos que sucede es lo siguiente, para las velocidades bajas, el ángulo formado por
los jets con el eje ẑ (que coincide con el eje de rotación del agujero negro) es chico, es decir los jets
están muy alineados con el eje de rotación. Al aumentar la velocidad del agujero negro, estos ángulos
crecen y los jets se encuentran entonces desalineados con respecto a este eje. Para comprobar esta
hipótesis hicimos simulaciones numéricas donde alineamos el eje de rotación con el jet superior
(ya que no se pueden alinear los dos simultáneamente) y calculamos el �ujo electromagnético para
este jet y lo comparamos con el caso de Schwarzschild y con el de Kerr. En la �gura Fig. 35 puede
verse como el crecimiento del poder del jet superior se mantiene para velocidades altas para el caso
de Kerr alineado, mientras que para el caso de Kerr no alineado el crecimiento del jet superior
desaparece e inclusive empieza a decrecer. Este comportamiento es presente en las dos medidas
que tenemos para el �ujo electromagnético ΦEboost(k) y ΦEboost(n).

Podemos ver entonces que el incremento en la potencia del �ujo electromagnético registrado
por [4] solo se mantiene para velocidades bajas, y que a medida que aumentamos la velocidad
y por consiguiente la inclinación de los jets, este efecto se atenúa e inclusive la potencia de los
jets comienza a disminuir. Si se quiere manter el efecto de incremento del �ujo electromagnético
es posible hacerlo solo para un jet del par y es para esto necesario alinear el eje de rotación del
agujero negro con este.
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Figura 35: Flujo de electromagnético ΦEboost(k) (izquierda) y ΦEboost(n) (derecha) integrado para
el jet superior, para un agujero negro de Schwarzschild , un agujero negro de Kerr (a = 0, 9) y un
agujero negro de Kerr (a = 0, 9) donde el eje de rotación coincide con la direcón del jet superior,
en función de la velocidad de boost.



Conclusiones

Como conclusiones podemos mencionar principalmente, que al igual que en [1], al utilizar la
estructura numérica de [2] adaptada para el problema del agujero negro boosteado se pudieron
obtener soluciones estacionarias para los campos electromagnéticos, que presentan �ujos colimados
de energía electromagnética.

Para poder obtener esta soluciones utilizamos los datos iniciales y de contorno desarrollados
en [1], pero también pudimos obtener resultados similares utilizando nuevos datos iniciales y de
contorno desarrollados en nuestro trabajo, cuya implementación no era totalmente necesaria en este
caso, pero su utilización podría ser necesaria para un problema donde se necesite una evolución lo
más suave posible, por ejemplo para el caso de una esfera conductora viajando a altas velocidades
a través de un campo magnético uniforme, condiciones de contorno muy delicadas son necesarias
sobre la super�cie de la esfera, y creemos que para este caso una evolución que comienze de manera
suave va a ser necesaria.

Se pudo mejorar notablemente el comportamiento de las lineas de campo magnético registra-
das en [1] para la solución estacionaria, allí las lineas de campo presentaban un comportamiento
turbulento el cual resultaba poco satisfactorio. Pudimos resolver este con�icto mediante la imple-
mentación de operadores de diferencia �nita de menor orden en las regiones cercanas a la hoja de
corriente. Esta hoja de corriente se presenta como una región de forma lobular detrás del agujero
negro en el plano z = 0 y su tamaño aumenta con la velocidad, región donde el código se en encarga
de recortar el campo eléctrico con el �n de preservar la dominancia magnética.

Para calcular el �ujo electromagnético en el referencial solidario al plasma encontramos las
dos cantidades ΦEboost(k) y ΦEboost(n) , ambas presentan jets que presentan una mejor colimación
que los encontrados en [1]. Para poder obtener a partir de estas cantidades �ujo electromagnético
colimado positivo fue necesario restar los campo de fondo (determinados por el dato inicial) que
contaminaban el �ujo �nal, así como se hace en los trabajos [4][5].

Las integrales de los �ujos ΦEboost(k) y ΦEboost(n) fueron realizadas en super�cies elipsoidales
que representan la super�cie de una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma, se
realizaron integrales de el �ujo electromagnético total y del �ujo electromagnético colimado. Las
cantidades ΦEboost(k) y ΦEboost(n) presentan un comportamiento muy similar, pero existe entre
ellas un factor de proporcionalidad dependiente de la velocidad cuyo origen todavía no podemos
identi�car. El comportamiento del �ujo electromagnético integrado para el caso del agujero negro de
Schwarzschild viajando con velocidades ortogonales al campo magnético asintóticamente uniforme
es cuadrático en la velocidad de boost, este comportamiento ya había sido registrado por [4] pero
solo hasta velocidades de 0,2, mientras que nosotros llegamos a comprobarlo para velocidades de
hasta 0,8.

Al estudiar el comportamiento del �ujo electromagnético para situaciones en que el ángulo χ
formado entre la velocidad del agujero negro y el eje y en el plazo (y,z), se detectó que al inclinar
esta velocidad se genera una redistribución en la potencia de los jets, donde ahora la potencia del
jet superior es diferente a la del jet inferior. El poder de estos jets presenta la simetría de que el
�ujo para el jet superior para un ángulo χ , es igual al �ujo para el jet inferior para un ángulo de
−χ. Por lo tanto �ujo colimado total es sime�trico con respecto a χ y decreciente con el módulo de
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χ.
Al estudiar los efectos de la rotación del agujero negro al implementar la métrica de Kerr con un

parámetro adimensional de espín a = 0, 9, se corroboró el comportamiento subdominante ante la
traslación predicho por [7], y se llego a la conclusión de que el incremento del �ujo electromagnético
colimado registrado por [4] para agujeros negros con velocidades ortogonales al campo magnético
uniforme, se mantiene solamente para velocidades bajas (≈ 0, 2) y que para poder preservar este
incremento es necesario alinear alguno de los jets con el eje de rotación del agujero negro. Este
último resultado es interesante ya que no había sido observado en estudios anteriores y su caracter
predictivo puede llegar ser importante en el aspecto observacional.

0.9.1. Perspectivas futuras

Tenemos como perspectivas futuras en principio 3 tareas por realizar:

Entender la discrepancia entre las cantidades ΦEboost(k) y ΦEboost(n), creemos que el entender
esto también podría ayudar a entender cual de estas dos cantidades es mejor como medida
del �ujo electromagnético, y si es posible tratar de ver cual de estas dos cantidades da una
mejor descripción para regiónes no tan lejanas al agujero negro.

Tenemos como un objetivo a corto plazo tratar con este esquema numérico el problema de
una esfera conductora viajando a altas velocidades en un campo magnético uniforme, para
este escenario utilizaríamos las condiciones de contorno que están siendo desarrolladas por
otro miembro del grupo para realizar simulaciones numéricas de una estrella de neutrones.
Es también, en principio, posible tratar el problema de la estrella de neutrones el la situación
física que estudiamos en este trabajo, debido a que el tratamiento de este problema es más
delicado, primero empezaremos por el caso de la esfera conductora.

Uno de los objetivos que habíamos planteado para este trabajo fue el de la implementación
de un método Runge-Kuta IMEX para lidiar con el con�icto de la violación de la dominancia
magnética de una manera un poco mas prolija que al recortar el campo eléctrico, desgra-
ciadamente el tiempo no fue su�ciente para implementar este método en el marco de este
trabajo �nal. Queda penediente entonces la implementación de este método y un estudio más
profundo que compare los distintos métodos para asegurar la dominancia magnética.



Tablas

v/c Flujo colimado ΦEboost(k) Flujo colimado ΦEboost(n) Flujo total ΦEboost(k) Flujo total ΦEboost(n)

0,1 0,2149 0,2297 9,0981 9,8367
0,2 0,8364 0,8912 10,2857 11,1665
0,3 2,2569 2,4531 12,1217 13,2428
0,4 4,5065 4,8415 14,9657 16,4866
0,5 7,9534 8,6393 18,4102 20,5508
0,6 12,5993 13,8543 21,9558 25,1718
0,7 18,3902 20,8596 22,6493 27,8974
0,8 24,5239 29,6693 3,4640 13,4091

Cuadro 1: Tabla de �ujos ΦEboost(k) y ΦEboost(n) colimados y totales, integrados sobre la super�cie
de un elipsoide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma.

Ángulo (radianes) Flujo jet superior Flujo jet superior Flujo colimado total Flujo total
-0,1963 3,4008 4,8907 8,2915 20,5475
-0,3927 2,5372 5,0698 7,6070 20,1382
-0,5890 1,6859 4,2978 5,9837 18,8762
-0,7854 0,9269 2,2628 3,1898 16,2406

0 4,3186 4,3207 8,6393 20,5508
0,1963 4,8959 3,3909 8,2868 20,5569
0,3927 5,0070 2,5264 7,5334 20,1282
0,5890 4,3193 1,6648 4,1912 18,9045
0,7854 2,2377 0,9095 3,1472 16,2192

Cuadro 2: Tabla de �ujos ΦEboost(n) , integrados sobre la super�cie de un elipsoide que corresponde a
una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma, para un agujero negro de Schwarzschild
que viaja con una velocidad de módulo v = 0, 5 y que forma un ángulo χ con el eje y en el plano
(y-z).

lix
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v/c Flujo colimado ΦEboost(k) Schwarzschild Flujo colimado ΦEboost(k) Kerr (a = 0, 9)
0,1 0,2149 0,4276
0,2 0,8364 1,0341
0,3 2,2569 2,2453
0,4 4,5065 4,5350
0,5 7,9534 7,6904

Cuadro 3: Tabla de �ujos ΦEboost(k) colimados y totales, integrados sobre la super�cie de un elip-
soide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma, para un
agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr (a = 0, 9), en función de la velocidad del boost.

v/c Flujo colimado ΦEboost(n) Schwarzschild Flujo colimado ΦEboost(n) Kerr (a = 0, 9)
0,1 0,2297 0,4611
0,2 0,8912 1,0970
0,3 2,4531 2,4384
0,4 4,8414 4,8600
0,5 8,6393 8,3402

Cuadro 4: Tabla de �ujos ΦEboost(n) colimados y totales, integrados sobre la super�cie de un
elipsoide que corresponde a una esfera de radio 90M en el referencial solidario al plasma, para un
agujero negro de Schwarzschild y uno de Kerr (a = 0, 9), en función de la velocidad del boost.

v/c Flujo jet superior Schwarzchild Flujo jet superior Kerr Flujo jet superior Kerr alineado
0,1 0,1073 0,2137 0,2285
0,2 0,4172 0,5167 0,5476
0,3 1,1272 1,1218 1,2401
0,4 2,2528 2,2633 2,4034
0,5 3,9771 3,8440 4,2547

Cuadro 5: Tabla de �ujos ΦEboost(k) , integrados en la región correspondiente al jet superior, para
un agujero negro de Schwarzchild , uno de Kerr (a = 0, 9) uno de Kerr (a = 0, 9) para el cual el
eje de simetría esta alineado con la dirección jet superior.

v/c Flujo jet superior Schwarzchild Flujo jet superior Kerr Flujo jet superior Kerr alineado
0,1 0,1148 0,2304 0,2592
0,2 0,4445 0,54818 0,5833
0,3 1,2249 1,2182 1,3428
0,4 2,4199 2,4329 2,5810
0,5 4,3186 4,1677 4,6137

Cuadro 6: Tabla de �ujos ΦEboost(n) , integrados en la región correspondiente al jet superior, para
un agujero negro de Schwarzchild , uno de Kerr (a = 0, 9) uno de Kerr (a = 0, 9) para el cual el
eje de simetría esta alineado con la dirección jet superior.



Grá�cos de ΦEboost(k)

Figura 36: Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 300M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 1 (izquierda) y v = 0, 2 (derecha).
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Figura 37: Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 300M en el plano (y-z) (izquierda)
t=400 (derecha), para un agujero negro con velocidad v = 0, 3 (izquierda) y v = 0, 3 (derecha).

Figura 38: Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 5 (izquierda) y v = 0, 6 (derecha).
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Figura 39: Flujo de Poynting ΦEboost(k) en el plano (y-z), para t= 400M, para un agujero negro
con velocidad v = 0, 7 (izquierda) y v = 0, 8 (derecha).
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