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Resumen

Estudios recientes realizados en una base de datos de Ajedrez cronoló-
gicamente ordenada, han mostrado que la distribución de popularidades
de líneas de juego de Ajedrez se ajusta a una ley de Zipf. La ley de Zipf
es común a muchos sistemas y es usualmente observada en conjunto con
efectos de memoria tales como correlaciones de largo alcance y burstiness.
Sin embargo los modelos existentes que estudian estos fenómenos no dan
cuenta simultáneamente con la ley de Zipf y los efectos de memoria. En
este trabajo de tesis, mediante una variante del modelo de crecimiento
preferencial de Yule-Simon, introducido por Cattuto et al., se provee una
explicación de la aparición simultanea de la ley de Zipf y los efectos de
memoria en forma de correlaciones de largo alcance en la base de datos de
Ajedrez. Se encuentra que el modelo de Cattuto et al. es capaz de repro-
ducir ambos fenómenos, la ley de Zipf y las correlaciones de largo alcance,
incluyendo además los efectos de tamaño del exponente de Hurst de las
correspondientes series temporales. Más aún, se encuentra burstiness en
la actividad de los grupos de jugadores más activos, aunque la actividad
agregada del conjunto completo de jugadores presenta una distribución de
tiempos entre eventos sin burstiness. Dado que el modelo de Cattuto et
al. no es capaz de producir series temporales con comportamiento ’bursty ’,
se realiza una modificación al núcleo de memoria que permite lograr una
dinámica bursty. Introduciendo un núcleo de memoria finito, se mantiene el
comportamiento de ley de potencia en la distribución de popularidades y, al
mismo tiempo se obtienen series temporales que presentan burstiness como
consecuencia de una transición de fase, en la cual, en el estado crítico, la
dinámica está dominada por las fluctuaciones.

Clasificación: 05.45.Tp, 01.80.+b, 05.10.-a, 02.50.Ey

Palabras Claves: Ley de Zipf-Pareto - Series Temporales - Memoria - Correlaciones
de largo alcance - Burstiness - Modelos de crecimiento preferencial
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Abstract

Recent works studying a chronologically sorted chess database have shown
that the popularity distribution of opening lines in the game of chess follow
a Zipf law. Zipf law is common to many systems and is usually observed
together with memory effects, such as long-range correlations and burstiness.
Nevertheless, existing models that study these phenomena do not account
for the Zipf’s law and memory effects simultaneously. In this thesis, using a
variant of the Yule-Simon preferential growth model, introduced by Cattuto
et al., we provide an explanation of the simultaneous emergence of Zipf’s
law and memory effects in the form of long-range correlations in the chess
database. We find that Cattuto’s model is able to reproduce both phenomena,
Zipf’s law and the long-range correlations., including the size effects displayed
by the Hurst exponent of the corresponding time series. Furthermore, we find
burstiness in the activity of the most active players, although the aggregated
activity of all players in the database presents an interevent time distribution
without burstiness. Since Cattuto’s model is not able to generate times series
with a bursty behavior, we made a modification to the memory kernel that
allows a bursty dynamics. By introducing a finite memory kernel, we keep
the power-law behavior in the popularity distribution and, at the same time,
we obtain time series that present burstiness as a consequence of a phase
transition in which, at the critical point, the dynamic is ruled by fluctuations.
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1Introducción

En años recientes el alcance del estudio de la física estadística se ha extendido
a otros campos como, por ejemplo, el comportamiento humano, a nivel individual y
colectivo [1, 2, 3]. En particular, la dinámica generada al jugar juegos con un conjunto de
reglas bien definidas provee un ámbito experimental conveniente para comprender algunos
rasgos del comportamiento humano [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11], como por ejemplo los
procesos de toma de decisiones [12, 13, 14, 15, 16]. Esto es particularmente conveniente
desde el punto de vista de la física ya que, bajo las reglas de un juego, las variables del
comportamiento bajo estudio están altamente acotadas.

Estudios recientes de registros de juegos [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] han mostrado que se
pueden establecer paralelos útiles entre los patrones del comportamiento humano basado
en juegos y teorías de procesos físicos bien definidos. El juego del Ajedrez, el cual es visto
como un símbolo de proeza intelectual, es particularmente interesante [13, 17, 18, 19].
En el mundo hay grandes comunidades de ajedrecistas produciendo registros extensos
de partidas, proveyendo una fuente de datos apropiada para análisis estadísticos en gran
escala. Al explorar una base de datos de ajedrez, Blasius y Tönjes [13] observaron
que la distribución de pesos de líneas de juego de Ajedrez sigue una ley de Zipf con
exponente universal. Los mencionados autores explicaron este fenómeno en términos de
un tratamiento analítico que corresponde a proceso multiplicativo.

La ley de Zipf, o Zipf-Pareto, ha sido ampliamente estudiada debido a que está
presente en diversos sistemas empíricos, lo que sugiere la existencia de un principio
universal detrás del fenómeno. En su trabajo Zipf [20, 21] propone una ley con el fin de
modelar el comportamiento de las distribuciones de tamaños, la cual es esencialmente
una función que decae como ley de potencia. Dentro de los sistemas que presentan
una distribución de ley de potencia, los cuales resultan extraordinariamente diversos, se
pueden mencionar la distribución de ingresos de companías [22], frecuencia de palabras
en textos literarios [23], energía de tormentas solares [24], géneros de especies [25],
intensidad de terremotos [26], tamaños de cráteres de la luna [27], la frecuencia de
ocurrencia de nombres en muchas culturas [28] y el número de citas que recibe un
trabajo científico [29]. Uno de los primeros modelos capaces de explicar la aparición de
leyes de Zipf-Pareto fue introducido por Yule [25], el cual fue ideado para explicar la
aparición de distribuciones de ley de potencias en los tamaños de géneros biológicos.
Más adelante, Simon [30] introdujo una variante similar, pero menos general del modelo,
la cual se ajusta más naturalmente al contexto de la ley de Zipf observada en textos
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literarios. Esta versión del modelo es conocida como modelo de Yule-Simon, y variaciones
del mismo han re-aparecido en la literatura en varias ocasiones[31].

El estudio de la existencia de correlaciones de largo alcance y las distribuciones de
tiempos entre eventos en sistemas en los que la ley de Zipf está presente es también
de gran interés [32, 33]. De los sistemas antes mencionados, los cuerpos literarios han
sido ampliamente estudiados debido al gran número de textos disponibles en formato
digital, lo cual facilita su análisis [34]. Estudios en las últimas décadas han mostrado
que series temporales generadas a partir de textos literarios exhiben memoria de largo
alcance [32, 35] y burstiness [33]. Similarmente, sistemas naturales tales como secuencias
de terremotos y tormentas solares han sido analizados, y se ha encontrado que los mismos
muestran procesos temporales inhomogéneos [36, 37], más específicamente, las secuencias
de tiempos entre eventos poseen una dinámica bursty, la cual está caracterizada por
períodos de alta actividad seguidos de largos períodos de baja actividad. Más aún, se ha
encontrado que la ley de Heaps, la cual es una ley empírica que relaciona la cantidad
de palabras distintas en un texto con la longitud del mismo, está relacionada con la
presencia de la ley de Zipf [38, 39, 34]. Estos fenómenos estadísticos no pueden ser
explicados en términos de un proceso multiplicativo, tal como el propuesto por Blasius y
Tönjes [13]. En este sentido, el mecanismo de generación de secuencias artificiales de
eventos necesita nuevos ingredientes para reproducir los efectos de memoria observados
en sistemas empíricos.

En este trabajo de tesis se estudiaron efectos de memoria en sistemas empíricos que
muestran distribuciones de Zipf-Pareto empleando como modelo de estudio una base
de datos de Ajedrez. Con el objetivo de reproducir las características encontradas, se
exploraron modelos de crecimiento preferencial, tales como los modelos de Yule-Simon y
de Cattuto et al., y se realizaron modificaciones a los mismos a fin de generar secuencias
con una dinámica bursty que no es observada en las versiones originales de dichos
modelos.

Más específicamente, se encontró que la base de datos de Ajedrez presenta una
dinámica particular en la introducción de nuevos elementos, la cual es bien descrita por
la ley de Heaps a tiempos largos. Al estudiar la dinámica del crecimiento del árbol de
partidas, se muestra que la aparición de las leyes de Zipf y Heaps pueden ser explicadas
en términos de un proceso de crecimiento preferencial anidado de Yule-Simon [17]. Sin
embargo, los efectos de memoria y efectos de tamaño encontrados en la base de datos
no pueden ser explicados mediante este proceso. Este problema es abordado siguiendo
un resultado de Cattuto et al. [40], el cual introduce una modificación al proceso de
Yule-Simon al incorporar un núcleo de memoria probabilístico de cola larga. El modelo
de Cattuto et al. introduce memoria y al mismo tiempo preserva la distribución de
frecuencias de ley de potencia característica de la ley de Zipf [32]. Se muestra que el
modelo de Cattuto reproduce las propiedades estadísticas observadas en la base de datos
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de Ajedrez, ya que el modelo no solo exhibe memoria, sino también correlaciones de largo
alcance y efectos de tamaño. Más aún, se muestra que el comportamiento bursty está
asociado a jugadores individuales, y a los jugadores más activos particularmente, pero
desaparece al analizar el conjunto completo de jugadores, mientras que las correlaciones
de largo alcance resultan más robustas y se encuentran en todos los subconjuntos de
partidas analizadas. Al mismo tiempo, se muestra que el modelo de Cattuto no es capaz
de reproducir la dinámica bursty.

Con el fin de generar una dinámica bursty, se reemplazó el núcleo de memoria de
decaimiento lento del modelo de Cattuto por un núcleo de tamaño finito; a esta variante
se la llamó Bounded Memory Preferential Growth (crecimiento preferencial con memoria
limitada) o modelo BMPG. Esta modificación introduce bursts en la ocurrencia de
elementos en las secuencias generadas, sin embargo elimina las correlaciones de largo
alcance, aunque la longitud característica de las mismas exhibe propiedades de escala
no triviales. Al mismo tiempo, el modelo preserva la distribución de ley de potencia de
los modelos de Yule-Simon y Cattuto, aunque con diferente exponente. Mediante un
análisis analítico y simulaciones numéricas se caracterizaron las propiedades del modelo,
encontrando que la fenomenología observada está determinada por las fluctuaciones en
el núcleo de memoria.

Esta tesis está organizada en tres Partes. En la Parte I Marco Teórico y Modelos, se
introducen los conceptos teóricos así como los modelos estocásticos de Yule-Simon y
Cattuto empleados en este trabajo. En la Parte II, Resultados, se muestran los resultados
obtenidos divididos en cinco Capítulos. En el Capítulo 4, Base de Datos, se muestra
una caracterización de la base de datos de Ajedrez empleada en este trabajo. En el
Capítulo 5, Innovación de líneas de juego, se presenta el análisis realizado de la existencia
de la ley de Heaps en la base de datos de Ajedrez y del modelo propuesto de crecimiento
preferencial anidado. En el Capítulo 6, Memoria y correlaciones de largo alcance, se
analiza la presencia de efectos de memoria en forma de correlaciones de largo alcance en
la base de datos estudiada, así como el análisis de los modelos de Yule-Simon y Cattuto.
Luego, en el Capítulo 7, Análisis de tiempo entre eventos, se analizan las secuencias
de tiempo entre eventos de la base de datos como en las secuencias generadas por los
modelos con el fin de determinar la presencia de burstiness. Finalmente, en el Capítulo 8,
Crecimiento preferencial con memoria de corto alcance, se presenta la modificación
propuesta de los modelos de Yule-Simon y Cattuto con el fin de producir secuencias con
dinámica bursty así como su caracterización. Por último, en la Parte III, Conclusiones,
se provee de una discusión general sobre los resultados obtenidos.
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Parte I

Marco Teórico y Modelos





2Estadística

2.1 Correlaciones en series de datos

Uno de los resultados de la estadística más utilizados de forma automática, muchas
veces sin tomar cuidado de las condiciones bajo las cuales se deriva, es el que establece
que la varianza del valor medio de una muestra es igual a la varianza de una observación
dividido el tamaño de la muestra, es decir, dado un conjunto de observaciones indepen-
dientes X1, ..., XN con media µ = E(Xi) y varianza σ2 = var(Xi) = E[(Xi − µ)2],
donde E[Xi] representa el valor de espectación de Xi, la varianza de X = 1

N

∑N
i=1Xi

es
var(X) = σ2

N
(2.1)

A fin de estudiar las condiciones bajo las cuales esta ecuación es válida, se considera
un conjunto de observaciones realizadas aleatoriamente {Xi : i = 1, ..., N}, donde el
índice i denota un orden natural, como por ejemplo tiempo o posición. De esta forma
X1, ..., XN son variables aleatorias que comparten la misma distribución marginal F .

No es complicado establecer las condiciones bajo las cuales la Ec. (2.1) es válida,

1. La media µ = E(Xi) existe y es finita.

2. La varianza σ2 = var(Xi) existe y es finita.

3. X1, ..., XN son no correlacionados, es decir

ρ(i, j) = 0 i 6= j

donde
ρ(i, j) = γ(i, j)

σ2

es la autocorrelación entre Xi y Xj , y

γ(i, j) = E[(Xi − µ)(Xj − µ)]
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es la autocovarianza entre Xi y Xj .

Las suposiciones 1 y 2 dependen solo de la distribución marginal F y es relativamente
simple verificar su cumplimiento al momento de realizar un experimento. La suposición
3 resulta ser la más problemática. En ciertas situaciones se considera que la dependencia
entre las observaciones es lo suficientemente débil como para ser despreciable a los fines
prácticos. Sin embargo esto no es siempre posible, ya que correlaciones significativas
pueden producirse a pesar de las precauciones tomadas. Es por esto que es de importancia
estudiar cómo la Ec. (2.1) es afectada cuando las observaciones están correlacionadas.

Con el fin de que X sea significativo, se asume la media µ = E(Xi) constante. La
ecuación general de la varianza es

var(X) = 1
N2

N∑
i,j=1

γ(i, j) = σ2

N2

N∑
i,j=1

ρ(i, j). (2.2)

Si las correlaciones para i 6= j suman cero, esto es,

N∑
i 6=j

ρ(i, j) = 0, (2.3)

entonces,
N∑
i,j

ρ(i, j) = N

y la Ec. (2.1) resulta válida. Es decir, el caso donde X1, ..., XN son no correlacionados.
Si la Ec.(2.3) no se cumple, la varianza de X resulta

var(X) = σ2

N
[1 + δN (ρ), ] (2.4)

con un término de corrección distinto de cero

δN (ρ) = 1
N

∑
i 6=j

ρ(i, j). (2.5)

Si las correlaciones ρ(i, j) solo dependen de la separación |i−j| y la media µ = E(Xi)
es constante, se dice que el proceso estocástico es estacionario, entonces es posible
escribir la Ec. (2.5) de forma más simple como

δN (ρ) = 2
N∑
k=1

(
1− k

N

)
ρ(k). (2.6)
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También es importante estudiar el comportamiento asintótico de var(X) cuando
N →∞. La varianza de X es proporcional a N−1 siempre y cuando

δ(ρ) = ĺım
N→∞

δN (ρ) = ĺım
N→∞

1
N

∑
i 6=j

ρ(i, j) (2.7)

exista, sea finito y mayor a -1. Entonces se obtiene, para el comportamiento asintótico,

var(X) ∼ σ2

N
[1 + δ(ρ)] = c(ρ)σ

2

N
, (2.8)

donde ∼ significa asintóticamente y c(ρ) = 1 + δ(ρ).

La mayoría de las series temporales en la literatura exhiben este comportamiento. Los
más conocidos son los procesos ARMA (autoregressive moving average) y los procesos
de Markov[41].

La Ec. (2.8) es una generalización de la Ec. (2.1) ya que permite una constante c(ρ)
distinta de 1. Sin embargo, esta generalización no es suficiente. Existen conjuntos de
datos para los cuales la varianza de X difiere de la Ec. (2.1) no solo en una constante,
sino en la velocidad a la cual converge a cero. La forma más simple de modelar este
comportamiento es considerar un decaimiento más lento proporcional a N−α para algún
α ∈ (0, 1), es decir,

var(X) ∼ c(ρ) σ
2

Nα
, (2.9)

donde ahora la constante c(ρ) está definida como:

c(ρ) = ĺım
N→∞

Nα−2∑
i 6=j

ρ(i, j). (2.10)

La relación entre la Ec. (2.9) y la estructura de las correlaciones se observa sim-
plemente al considerar correlaciones dependientes solamente de la distancia |i − j|
(proceso estocástico estacionario). Analizando las Ec. (2.6) y (2.10) se concluye que
el comportamiento asintótico de la suma de todas las correlaciones con separaciones
−N + 1, ..., N − 1 debe ser proporcional a N1−α

N−1∑
k=−(N−1)

ρ(k) ∼ constante ·N1−α, (2.11)

lo que implica que ∑∞−∞ ρ(k) diverge, ya que α < 1.

Específicamente, la Ec. (2.11) es válida si

ρ(k) ∼ cρ|k|−α (2.12)
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cuando |k| → ∞, y donde cρ es una constante positiva. En este caso, como las
correlaciones decaen más lentamente que 1/n no existe escala característica en la
cual las mismas puedan ser despreciadas. La interpretación intuitiva de la Ec. (2.12)
es que el proceso tiene memoria de largo alcance. Es decir, la dependencia entre los
eventos separados por una gran distancia disminuye lentamente con el aumento de |k|.
Un proceso estacionario cuyas correlaciones decaen lentamente según la Ec. (2.12) es
llamado proceso estacionario con memoria de largo alcance o dependencia de largo
alcance. De otra manera, un proceso estacionario Xt es llamado estacionario con memoria
de largo alcance o dependencia de largo alcance, o correlaciones de largo rango, si existe
un número real α ∈ (0, 1) y una constante cρ > 0 tal que

ĺım
k→∞

ρ(k)
cρk−α

= 1. (2.13)

La definición dada por la Ec. (2.13) es una definición asintótica, y como tal solo
describe el comportamiento de las correlaciones cuando las distancias tienden a infinito;
cada correlación individual puede ser arbitrariamente pequeña.

La densidad espectral f(λ) de una función de autocorrelación ρ(k) puede ser definida
como

f(λ) = σ2

2π

∞∑
k=−∞

ρ(k)eikλ,

donde λ es la frecuencia. Entonces, la Ec. (2.12) implica que

f(λ) ∼ cf |λ|α−1 = cf |λ|−β (2.14)

cuando λ→ 0 y donde cf es una constante positiva.

2.2 El efecto Hurst

Desde la antigüedad el río Nilo ha sido conocido por su comportamiento a largo
plazo, caracterizado por extensos períodos de sequía, durante los cuales los niveles del
río tienden a ser bajos, seguidos por extensos períodos de crecidas, con niveles altos. A
tiempos largos la serie temporal de niveles del Nilo resulta estacionaria. Por otro lado, al
observar intervalos de tiempos reducidos, parecen surgir ciclos o tendencias locales. Sin
embargo la serie completa no exhibe ciclos persistentes (Figura 2.1).
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Figura 2.1.: Nivel mínimo anual del río Nilo (622-1281 d.C.). Figura extraída de [41].

El hidrólogo Harold E. Hurst advirtió este comportamiento al investigar el problema
de regularización del flujo del Nilo (1951). Más específicamente descubrió que puede ser
descrito de la siguiente manera: Suponiendo que se desea calcular la capacidad de un
reservorio ideal en un intervalo de tiempo (t, t+ k), donde por ideal se refiere a que el
flujo es uniforme dentro del reservorio, que el nivel al tiempo t+ k es igual al nivel al
tiempo t y que el reservorio no desborda. A fin de simplificar el problema, se asume que el
tiempo es discreto y que no existen pérdidas en el reservorio (por evaporación, derrame,
etc.). Denotando al flujo entrante al tiempo i por Xi y al flujo entrante acumulado al
tiempo j por Yj =

∑j
i=1Xi, la capacidad ideal es igual a

R(t, k) = máx
06i6k

[Yt+i − Yt −
i

k
(Yt+k − Yt)]− mı́n

06i6k
[Yt+i − Yt −

i

k
(Yt+k − Yt)], (2.15)

donde R(t, k) es llamado rango ajustado. A fin de estudiar las propiedades independien-
temente de la escala utilizada, R(t, k) es normalizado mediante

S(t, k) =

√√√√1
k

t+k∑
i=t+1

(Xi −Xt,k)
2
, (2.16)

donde Xt,k = 1
k

∑t+k
i=t+1Xi. La razón

R/S = R(t, k)
S(t, k) (2.17)

es el rango reescalado ajustado o estadística R/S. Hurst observó que al graficar el
logaritmo de R/S en función de k, para valores considerables de k, log (R/S) se
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encontraba dispersado alrededor de una recta con pendiente mayor a 1
2 . En términos

probabilísticos esto es

logE[R/S] ≈ a+H log(k), H >
1
2 . (2.18)

Hurst descubrió que en el caso del río Nilo, así como en muchos registros hidrológicos,
geofísicos y climatológicos, R/S se comporta como una constante por kH para algún
H > 1

2 . Este es el llamado efecto Hurst.

El parámetro α en la Ec. (2.12) está relacionada con el exponente de Hurst H
mediante la ecuación α = 2− 2H[42]. Es decir, H > 1/2 implica que α < 1, y por lo
tanto se puede decir que se trata de un proceso con memoria de largo alcance.

2.3 Cálculo del exponente de Hurst H

Sea un conjunto de datos {Xi : i = 1, ..., N} en los cuales se desea estudiar las
correlaciones de Xi y Xi+` sobre diferentes escalas temporales ` a fin de determinar la
presencia de memoria de largo alcance. Con el fin de librarse de un desplazamiento (offset)
constante en los datos se acostumbra sustraer la media 〈X〉 = m = 1

N

∑N
i=1Xi a fin de

obtener una serie centrada en cero, X̃i ≡ Xi−m. Cuantitativamente la correlación entre
dos valores de X separados por ` está definida por la función de auto-correlación,

C(`) = 1
N − `

N−`∑
i=1

X̃iX̃i+`.

Si {Xi} son no correlacionadas, C(`) es cero para ` > 0, y, como se mencionó
previamente, si existen las correlaciones de largo alcance, C(`) decae como ley de
potencia,

C(`) ∼ `−γ

con exponente 0 < γ < 1. Muchas veces no es posible realizar un cálculo directo de C(`)
debido a la presencia de ruido superpuesto al conjunto de datos o bien, a tendencias
subyacentes de origen desconocido cuyas escalas tampoco son conocidas [43], y por lo
tanto se debe calcular el exponente γ de forma indirecta.

Los métodos más utilizados a fin de determinar la existencia de correlaciones de
largo alcance en una serie temporal se centran en el cálculo del coeficiente de Hurst
H, entre los cuales se pueden mencionar el método de rango reescalado o estadística
R/S, detrended fluctuation analysis o DFA, varianza agregada, periodograma, wavelet
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analysis y estimador local Whittel[42]. En este trabajo se emplearán los dos primeros
métodos mencionados, especialmente el método DFA.

2.3.1 Método de Rango Reescalado R/S

A fin de calcularH se debe primero estimar la dependencia del rango reescalado con los
rangos temporales de las observaciones. Para esto la serie temporal de N observaciones
es dividida en series de menor longitud ` = N,N/2, N/4, ... no superpuestas.

Para cada subconjunto de observaciones de longitud `, X = X1, X2, ..., X`, se
computa:

1. La media:

m = 1
`

∑̀
i=1

Xi

2. Una serie centrada en la media:

X̃t = Xt −m t = 1, 2, ..., `

3. La desviación acumulada de la serie respecto de la media:

Y (t) =
t∑
i=1

X̃i t = 1, 2, ..., `

4. El rango R:

R(`) = máx[Y (1), Y (2), ..., Y (`)]−mı́n[Y (1), Y (2), ..., Y (`)]

5. La desviación estándar S:

S(`) =

√√√√1
`

∑̀
i=1

(Xi −m)2

Luego, se promedia el rango reescalado R(`)/S(`) sobre todas las series temporales
parciales de longitud `, y finalmente, se estima H ajustando los datos a la ley de
potencias E

[
R(`)
S(`)

]
= C`H . Para esto se emplea la Ec. (2.18) y se realiza una regresión

lineal a fin de calcular la pendiente H.
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2.3.2 Método DFA

El DFA, Detrended Fluctuation Analysis[43, 44], es un método de determinación de
correlaciones de largo alcance en series temporales no estacionarias, consolidado para
determinar comportamiento de escala de conjuntos de datos con presencia de ruido y
tendencias de origen y forma desconocida. Fue desarrollado por Peng et al. con el fin de
detectar correlaciones de largo alcance en secuencias de nucleótidos, cuya estructura de
mosaico genera tendencias subyacentes que dificultan el cálculo directo de la función
autocorrelación. En este sentido el método resulta más adecuado que el método R/S.

El método calcula una función de fluctuación F (`) específica a una escala temporal
` [45], la cual, para series temporales con correlaciones de largo alcance tiene la forma

F (`) ∼ `ζ . (2.19)

Dada una serie temporal X(t) de longitud N , el procedimiento del DFA consiste en
calcular la media m = 1

N

∑N
i=1Xi y la serie centrada en la media X̃t = Xt −m, t =

1, 2, ..., `, y luego se siguen los siguientes pasos:

1. Se determina el perfil

Y (t) =
t∑
i=1

X̃i t = 1, 2, ..., N

de la serie de longitud N .

2. Se divide la secuencia Y (t) en N/` segmentos de longitud `.

3. Se define la tendencia local en cada segmento ajustando un polinomio g(t) (gene-
ralmente de 1er grado) a cada segmento.

4. Se define la caminata ‘detrended ’ como la diferencia entre Y (t) y el ajuste del
polinomio g(t) en cada segmento,

ε(t) = Y (t)− g(t)

En a Figura 2.2 se muestra un ejemplo de un perfil calculado a partir de una serie
temporal, con ` = 200 (panel superior) y ` = 100 (panel inferior). Como se puede
observar al aumentar el tamaño ` de los segmentos aumenta también la diferencia
entre el perfil Y (t) y el ajuste lineal, es decir, la varianza de ε(t) crece con `.
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5. Se calcula la varianza de ε`(t) para cada intervalo.

6. Se calcula la media de las varianzas en todos los segmentos de longitud `.

Finalmente, se obtiene F (`),

F (`) =

√√√√ 1
N

N∑
t=1

ε`(t)2 ∼ `ζ . (2.20)

Particularmente, cuando ζ < 1, la serie temporal resulta estacionaria y ζ = H, donde
H es el exponente de Hurst.
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Figura 2.2.: Ejemplo de una caminata que presenta correlaciones de largo alcance. El detrented
fluctuation analysis se aplica con una escala ` = 200 (panel superior) y ` = 100
(panel inferior). En cada segmento se muestran los ajustes correspondientes a cada
uno de ellos.

2.4 Burstiness

Muchos constituyentes de sistemas sociales y naturales muestran regularidades estadís-
ticas notables. Un efecto estadístico interesante, observado frecuentemente en sistemas
empíricos, es la presencia de memoria, la cual se presenta en forma de correlaciones
de largo alcance y también como burstiness. Al analizar los tiempos entre eventos
de muchos de estos sistemas, se ha encontrado que dichas secuencias de tiempos pre-
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sentan épocas de gran y baja actividad, i.e. una dinámica bursty. El acceso reciente
a bases de datos de gran escala han permitido estudiar con mayor profundidad dicha
dinámica. Dentro de los sistemas estudiados en la literatura se encuentran las secuencias
de terremotos [46, 36], comunicación vía e-mail [47], tormentas solares [37], actividad
neuronal [48], y comportamiento humano en general [49, 50].

En particular, la distribución de tiempo entre eventos de los elementos en una base
de datos puede ser analizada de manera similar que en la ocurrencia de palabras en
un texto [33]. Los elementos de una base de datos cronológicamente ordenada pueden
ser enumeradas de acuerdo a su orden de aparición. Específicamente, se denota con
t ∈ 1, 2, ..., N a la secuencia de tiempos ordinales de aparición de los diferentes elementos
de la base de datos. Por lo tanto, el j−ésimo tiempo entre eventos de un elemento g
está definido como,

τ
(g)
j = t(g)(j + 1)− t(g)(j) (2.21)

donde t(g)(j) representa la j−ésima aparición del elemento g. Si el elemento g ocurre
con frecuencia νg = N (g)/N , se puede estimar el tiempo entre eventos promedio como〈
τ (g)

〉
≈ 1/νg. Aquí, N(g) es el número de veces que ocurre un elemento particular g

en la base de datos. El tiempo entre eventos
〈
τ (g)

〉
es usualmente llamado longitud de

onda de Zipf en el caso de análisis de textos [33], donde g representa una palabra en
particular, como por ejemplo ‘árbol’ ó ‘los’.

El proceso puntual aleatorio (point process) más simple para el análisis de tiempos
entre eventos es el proceso de Poisson. Un elemento particular g ocurre con una
probabilidad por unidad de tiempo µg la cual se asume constante, y como consecuencia,
la distribución de tiempo entre eventos del elemento g resulta una distribución exponencial
f(τ (g)) = µg exp(−µgτ (g)). Aquí, la tasa puede aproximarse como µg ≈ νg, donde la
relación es aproximada por dos razones. En primer lugar, los procesos de Poisson están
definidos para tiempo continuo, mientras que en las bases de datos empíricas el tiempo
es discreto; y en segundo lugar, la fracción νg corresponde a un número finito de eventos,
mientras que un proceso de Poisson describe un proceso estacionario infinitamente largo.
Con esto en mente, la aproximación µg ≈ νg funciona bien siempre y cuando νg � 1 y
N � N (g) � 1.

A fin de simplificar notación se escribirá τ en lugar de τ (g) en las situaciones en las que
no sea necesario referirse a un elemento particular g. En el análisis empírico de datos, es
conveniente utilizar la densidad de probabilidad acumulada F (τ) =

∫∞
τ f(τ ′)dτ ′ en lugar

de la aplicación directa de la densidad de probabilidad f(τ). Esto tiene razones prácticas;
la función F (τ) es usualmente más simple que f(τ). Por ejemplo, una desviación del
comportamiento exponencial en F (τ) indica la presencia de efectos de memoria. En
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el caso de palabras en un texto, esta desviación es bien descrita por una exponencial
estirada1 de un solo parámetro, o función de Weibull [33],

f(τ) = βB
τ0

(
τ

τ0

)βB−1
e
−
(
τ
τ0

)βB
. (2.22)

En esta distribución 〈τ〉 = τ0Γ
(
βB+1
βB

)
, donde Γ es la función Gamma y 0 < βB ≤ 1, y

la distribución acumulada correspondiente es,

F (τ) = e
−
(
τ
τ0

)βB
. (2.23)

Cuando βB se desvía de 1, implica la presencia de burstiness en la serie temporal.
Un ’burst’ corresponde a un incremento en los niveles de actividad por períodos cortos
de tiempo, seguidos de largos períodos de inactividad [51], y cuando el valor de βB se
aproxima a cero la aparición de bursts en la serie aumenta. A fin de probar si la distribución
de tiempos entre eventos acumulada realmente se ajusta a una exponencial estirada,
es conveniente graficar − log(F (τ)) como función de τ en escala logarítmica [33, 52].
En esta gráfica, la exponencial estirada se convierte en una recta, cuya pendiente es el
exponente de burstiness βB.

Un indicador más claro de la presencia de burstiness se presenta cuando la distribución
de tiempos entre eventos está mejor descrita por una ley de potencia,

f(τ) = Aτ−η, (2.24)

donde el grado de burstiness está caracterizado por el exponente η de la ley de potencia;
cuanto menor es el exponente, mayor será la dinámica bursty.

La desviación de f(τ) de un proceso de Poisson puede ser también caracterizada con
el coeficiente de variación στ/ 〈τ〉, donde στ es la desviación estándar de los tiempos
entre eventos. Luego, el coeficiente de variación es utilizado para calcular el parámetro
de burstiness B como [51],

B = στ/ 〈τ〉 − 1
στ/ 〈τ〉+ 1 = στ − 〈τ〉

στ + 〈τ〉 . (2.25)

Cuando hay presencia de burstiness, por ejemplo βB < 1 en la Ec. (2.22), este
parámetro es mayor a cero (B > 0). Si la dinámica es regular B es menor a cero. Cuando
B = 0, no hay ni burstiness ni regularidad en la serie, como es el caso en que βB = 1.

1Del inglés exponential streched
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El parámetro de burstiness B de la Ec. (2.25) es muy utilizado debido a su simpleza.
Sin embargo, su cálculo debe realizarse cuidadosamente, ya que no resulta robusto ante
efectos de tamaño finito [53].

2.5 Ley de Zipf-Pareto

Cuando la probabilidad de medir un valor particular de alguna cantidad varía inversa-
mente como potencia de ese mismo valor, se dice que la cantidad en cuestión sigue una
ley de potencia o una distribución libre de escala, también conocida como Ley de Zipf o
distribución de Pareto. La frecuencia de uso de palabras en múltiples lenguas [20], las
tormentas solares [24], las ciudades más extensas [54] y la magnitud de terremotos [55]
pueden ser descritas en términos de la Ley de Zipf, la cual captura la relación entre
la frecuencia de un set de objetos o eventos y su tamaño. En todos estos ejemplos
mencionados el exponente de la distribución resulta cercano a 2, esto es, siguen una ley
de potencias x−2, donde x es el tamaño del evento [56].

En la Figura 2.3 se muestra, a modo de ejemplo, el histograma de tamaños de las
ciudades estadounidenses [54]; en el mismo se observa la existencia de un gran número
de ciudades relativamente pequeñas, y un número reducido de ciudades cuya población
supera considerablemente a la media. Resulta notable al estudiar el panel derecho de
la Figura 2.3 como, al graficar el histograma en escala logarítmica, su aspecto general
resulta similar a una función lineal. Denotando por p(x)dx a la fracción de ciudades con
población entre x y x+ dx, resulta ln p(x) = −α lnx+ c, donde α y c son constantes,
lo que es equivalente a

p(x) = Cx−α (2.26)

con exponente α = 2,5.

En sistemas donde aparece la ley de Zipf es común también utilizar la función de
rangos. Para calcular esta distribución, por ejemplo en textos literarios, se toma la
palabra más popular y se le asigna el rango r = 1, a la segunda más popular el rango
r = 2, etcétera. La función de rangos resulta,

x(r) = ar−β, (2.27)

donde x(r) es la frecuencia de la palabra de rango r. Se puede ver también que los
exponentes α de la Ec. (2.26) y β de la Ec. (2.27) están relacionados de acuerdo a,

α = 1 + 1
β
. (2.28)
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Figura 2.3.: Izquierda: histograma de la población de las ciudades estadounidenses cuya pobla-
ción supera 10000 habitantes. Derecha: histograma del mismo conjunto de datos
en escalas logarítmicas. Figura extraída de [54].

Figura 2.4.: Datos artificiales que consta de números reales aleatorios extraídos de una distribu-
ción de probabilidad de ley de potencias según la Ec. (2.26) para α = 2,5. Figura
extraída de [54].

La identificación del comportamiento de ley de potencia de sistemas naturales o
artificiales es complicada. La estrategia estándar utilizada [54] es la mostrada en el
ejemplo anterior y consiste en obtener un histograma de una cantidad que al ser graficada
en escala logarítmica es muy cercana a una recta. Esta no es la mejor forma de proceder,
ya que generalmente se observa ruido en la cola de la distribución a causa de que los
eventos en dicha zona son menos frecuentes (Figura 2.4), lo que significa que cada
intervalo (“bin”) posee muy pocas mediciones. Una de las soluciones a este problema
consiste en variar el ancho de los intervalos del histograma. Al realizar esto se debe
normalizar, es decir, el número de elementos en un intervalo ∆x debe ser dividido por la
longitud ∆x, a fin de que el conteo normalizado de la muestra resulte independiente de la
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longitud del intervalo. La elección más usual es crear los intervalos tal que cada uno sea
un múltiplo fijo más ancho que el anterior. Esto es conocido como bining logarítmico.

Existen múltiples mecanismos los cuales generan distribuciones con comportamiento
de leyes de potencias, que han sido utilizados para el análisis de datos experimentales,
entre los cuales se pueden mencionar la combinación de exponenciales, cantidades
inversas, caminatas aleatorias, proceso de Yule, tolerancia altamente optimizada, ruido
coherente y modelos multiplicativos modificados [54, 57].

2.5.1 La Ley de Zipf en el Ajedrez

Las partidas de Ajedrez (Apéndice A) pueden describirse como las ramas de un grafo
o árbol cuya raíz es la posición inicial del juego. Cada conexión de dicho árbol representa
una movida legalmente permitida por las reglas del juego, y cada nodo una de las
posibles posiciones. De este modo, una partida en particular puede representarse por una
secuencia de nodos g0, g1, g2, ..., gd o equivalentemente por una secuencia de conexiones
l1, l2, ..., ld en el árbol. La raíz del árbol g0 está presente en todas las partidas posibles.
El árbol de partidas posee aproximadamente 10120 nodos (número de Shannon[58]),
correspondiendo a un factor de ramificación promedio igual a 30 ramas por nodo y
a una longitud promedio de las partidas en 40 movidas. Sin embargo, a pesar de la
complejidad del árbol de partidas posibles tan sólo una pequeña fracción de las partidas
son exploradas en la práctica. Esta observación es de crucial importancia para entender
la naturaleza de los fenómenos de tomas de decisiones.

En un trabajo reciente de Blasius y Tönjes [13] se estudia una base de datos de
partidas de Ajedrez entre humanos (SCIDBASE [59]) encontrando que la popularidad
de las diferentes líneas de juego satisface la ley de Zipf. Este hallazgo se relaciona
a la existencia de líneas de juego que son comunes y que los jugadores tienden a
elegir frecuentemente. Además, es importante ya que conecta los procesos de tomas de
decisiones con un espectro de procesos complejos caracterizados por la ley de Zipf. Más
precisamente, el estudio de Blasius y Tönjes se enfoca en una versión pesada del árbol de
partidas (Figura 2.5). Cada nodo g en el árbol tiene asociado un número de partidas sg,
y cada conexión l una fracción rl de partidas que continúa por la correspondiente línea
de juego. De este modo, si l es la conexión que va desde la posición g hasta la posición
g′, luego se satisface sgrl = sg′ . La raíz tiene un número sg0 de partidas que es igual al
número N de partidas en la base de datos estudiada. En términos de los procesos de
toma de decisiones, sg denota la popularidad con la cuál es jugada la correspondiente
apertura o línea de juego.
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Figura 2.5.: (A) Arbol de la base SCIDBASE. Las líneas sólidas representan las posibles con-
tinuaciones del juego junto con sus correspondientes probabilidades, y las líneas
de puntos, otras posibles continuaciones menos probables que no se muestran.
(B) Representación alternativa que destaca la segmentación sucesiva del conjunto
de partidas. Cada nodo g esta representado por un recuadro cuyo tamaño es
proporcional a su frecuencia sg. En la profundidad siguiente las partidas se dividen
en sub-conjuntos de acuerdo con las posibles continuaciones del juego. Figura
extraída de [13].

2.5 Ley de Zipf-Pareto 21



De acuerdo con Blasius y Tönjes, la distribución de popularidades tomando en cuenta
todos los nodos del árbol satisface una ley de potencia (Figura 2.6(A))

P (s) ∼ s−α

con exponente α = 2, lo cuál corresponde a la ley de Zipf, que comúnmente se encuentra
en textos literarios [54]. Al estudiar el fenómeno en más detalle, se encuentra que las
frecuencias Pd(s) de los juegos correspondientes a los primeros d movimientos, i.e., to-
mando todos los nodos a profundidad d son también consistentes con un comportamiento
de ley de potencias (Figura 2.6(B))

Pd(s) ∼ s−αd ,

en donde los exponentes αd no son universales sino que aumentan linealmente con d
(Inset Figura 2.6(B)).
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Figura 2.6.: (A) Histograma de la frecuencia pesos P (s) de las aperturas hasta una profundidad
d = 40 con bin logarítmico. Una regresión lineal resulta en un exponente de
α = 2,05. (B) Número de aperturas Pd(s) de profundidad d con popularidad s
para d = 16 e histogramas con bin logarítmico para d = 4, d = 16 y d = 22. Inset:
pendiente αd en función de la profundidad d y la estimación analítica (Ec. 2.33)
utilizando N = 1,4× 106 y β = 0. Figura extraída de [13].
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Las leyes de potencias con exponentes no universales pueden explicarse utilizando
caminatas aleatorias multiplicativas [60, 61]. La propuesta de Blasius y Tönjes consiste
en un modelo basado en este tipo de procesos que explica con gran precisión las
distribuciones observadas. Más precisamente, el número sd de partidas que tiene un
dado nodo tras d movimientos viene dado por la ecuación,

sd = N
d∏
i=1

ri, s0 = N. (2.29)

En el trabajo de Blasius y Tönjes se asume que el árbol de partidas de la Figura 2.5
es autosimilar de manera que cada factor de ramificación ri ∈ [0, 1] es una variable
aleatoria correspondiente a una distribución de probabilidades q(r) que es independiente
del nodo s en consideración. En particular q(r) es independiente del número de partidas
N , y de la profundidad d de la posición. La distribución q(r) fue medida por Blasius y
Tönjes y se encuentra que la misma está bien descrita por la expresión no paramétrica
(ver Figura 2.7(A))

q(r) = 2
π
√

1− r2
. (2.30)

correspondiente a la distribución arcoseno. Tal distribución q(r) es aproximadamente
constante para valores relativamente chicos de r y diverge como (1 − r)1/2 cuando
r → 1.

A su vez, el trabajo provee una derivación analítica de las distribuciones P (s) y Pd(s)
partiendo de una aproximación a la distribución q(r) dada por,

q(r) = (1 + υ)rυ, 0 ≤ r ≤ 1, (2.31)

la cuál típicamente aparece en procesos de crecimiento preferencial2 [62] derivados de
modelos de crecimiento preferencial [30]. Los cálculos determinan que

Pd(s) = (1 + υ)d

N(d− 1)!

(
log N

s

)d−1 (N
s

)1−υ
. (2.32)

Utilizando una expansión logarítmica en el rango 1� s� N esta expresión exhibe una
comportamiento tipo ley de potencias con exponente −αd dado por

αd = (1− υ) + 1
log N (d− 1), (2.33)

de modo que αd crece linealmente con la profundidad d más una corrección logarítmica
estando en buena concordancia con lo observado (Inset de la Figura 2.6(B)).

2Del inglés preferential attachment
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Figura 2.7.: (A) Densidad de probabilidad q(r) de las razones de ramificación r medida utilizando
la base de datos Scid con intervalos constantes ∆r = 0,01, y la distribución arcoseno
(Ec. 2.30). (B) Probabilidad Fd(s) = s

N Pd(s) de que un nodo a una distancia d del
nodo raíz posea popularidad s para el caso d = 22 en la base de datos SCIDBASE
(línea negra). Comparativamente se muestran las curvas correspondientes a una
simulación directa del proceso multiplicativo con la distribución q(r) original (Ec.
2.29, línea azul), y una distribución q(r) uniforme (Ec. 2.31 con υ = 0, línea roja).
Resultados teóricos según la Ec. 2.32 (línea a rayas). Figura extraída de [13].

Como se muestra en la Figura 2.7 las simulaciones del proceso multiplicativo
(Ec. (2.29)) empleando la distribución arcoseno (Ec. (2.30)) resultan una buena apro-
ximación de las frecuencias pesadas Pd(s) de la base de datos de ajedrez. Si las tasas
de ramificación son aproximadas por una distribución uniforme q(r) = 1, los valores de
Pd(s) resultan sistemáticamente pequeños, ya que esta distribución produce un mayor
flujo hacia el estado absorbente s∗ = 1 que el observado en la base de datos. Sin
embargo, debido al comportamiento asintótico de q(r) cuando r → 0, esta aproximación
produce una pendiente correcta en el gráfico log-log de forma tal que el exponente αd
puede ser estimado con la Ec (2.33), tomando υ = 0. Posteriormente, en el trabajo
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de Blasius y Tönjes mediante el uso de la teoría de los procesos de renovación,3 se
muestra que el comportamiento asintótico de P (s) =

∑
d Pd(s), en el rango s � 1,

puede derivarse para un amplio espectro de distribuciones q(r) encontrándose que

ĺım
(s/N)→0

P (s) = N

µs2 ,

donde µ = 〈− log r〉, lo cuál está en excelente acuerdo con lo encontrado empíricamente
(Figura 2.6). Así, el proceso multiplicativo de la Ec. (2.29) siempre lleva un ‘scaling’
universal asintótico para s� N , para cualquier distribución de ramificaciones q(r) bien
comportada. Este resultado es importante ya que muestra que los procesos que dan
lugar a distribuciones Zipf del peso de los sub-árboles de un árbol autosimilar es mucho
más amplia que la clase de procesos basados en conexión preferencial o procesos de
crecimiento[63].

Una de las consecuencias de la teoría de Blasius y Tönjes es que, asociando una
secuencia de d movimientos a un proceso de d decisiones mutuamente excluyentes, la
distribución de las secuencias de decisiones, o estrategias, que toman lugar s veces,
Pd(s) ∼ s−αd , pone en evidencia una transición desde exponentes αd ≤ 2, donde existen
unas pocas estrategias que son muy comunes, a exponentes elevados αd > 2, donde
todas las estrategias resultan igualmente dominantes4. Esta transición es causada por la
divergencia del primer momento en leyes de potencias con exponentes mayores a −2 [54].
El número crítico de decisiones dcr para el cual ocurre la transición es calculado a partir
de la Ec. (2.33),

dcr = 1 + (1 + β) log N.

Para el caso de SCIDBASE en donde N = 1,4× 106, se tiene que dcr = 15. Esto separa
a la base en dos regímenes diferentes: en la fase inicial (d < dcr) la mayor parte de las
partidas de ajedrez están distribuidas entre un pequeño número de aperturas populares,
mientras que más allá de la profundidad de juego crítica, las secuencias raramente
utilizadas son las dominantes de modo que al considerarlas todas juntas comprenden
la mayoría de las partidas. Es importante resaltar que este resultado es un efecto de la
estadística y no indican un cambio de comportamiento de los jugadores al incrementarse
la profundidad del juego.

2.6 Ley de Heaps

En lingüística la ley de Heaps es una ley empírica que describe el número de palabras
distintas en un texto en función de la longitud de dicho texto. Esta ley se utiliza para

3Del inglés renewal processes.
4Cualquier estrategia presenta una popularidad s bien aproximada por la media 〈s〉
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caracterizar el procesamiento de lenguaje natural, de acuerdo a la misma el tamaño del
vocabulario crece de forma sub-lineal,

n(t) ∼ tλ, (2.34)

donde n es la cantidad de palabras distintas, t la longitud total del texto y λ < 1 [39].
En la Figura 2.8 se muestran ejemplos de este comportamiento en diversos textos
literarios.
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Figura 2.8.: Ejemplos de la ley de Heaps calculada para diversos textos. Figura extraída de [64].

Un fenómeno particular e interesante es la coexistencia de las leyes de Zipf y Heaps,
las que han sido observadas simultáneamente en textos de diversos lenguajes tales como
inglés, ruso y español [65, 66]. En la Sección 2.5 se introdujeron la función de rango y
la distribución de popularidad,

x(r) ∼ r−β p(x) ∼ x−α,

donde r es el rango de la palabra de frecuencia x. Es interesante estudiar la forma de la
ley de Heaps teniendo en cuenta estas distribuciones y la relación entre los exponentes
de las mismas α = 1 + 1/β. Tomando en cuenta que (r − 1) es la cantidad de palabras
distintas de frecuencia mayor a x(r), y n(t) es la cantidad de palabras distintas,

r − 1 = n(t)
∫ xmax

x(r)
p(x′)dx′,
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donde xmax es la frecuencia máxima. Utilizando la condición de normalización
∫ xmax

1 p(x′)dx′ =
1 y el hecho que,

t =
n(t)∑
r=1

x(r) ≈
∫ n(t)

1
x(r)dr,

se llega a que
n(t)β(n(t)1−β − 1)

1− β = t. (2.35)

Claramente esta relación no es simplemente una ley de potencia, ya que en realidad la ley
de Heaps es un resultado aproximado el cual es posible derivar a partir de la Ec. (2.35).
Particularmente, si β es mucho más grande que 1, n(t)1−β � 1 y

n(t) ≈ (1− β)1/βt1/β.

En cambio, si β � 1, n(t)1−β � 1 y n(t) ≈ (1 − β)t. Este resultado [66] puede ser
escrito como una relación entre los exponentes de la ley de Heaps λ y de la ley de Zipf
α,

λ =


1
β

(
= 1
α− 1

)
β > 1 (α < 2)

1 β < 1 (α > 2)
(2.36)

Resulta evidente que la relación entre los exponentes obtenida en la Ec. (2.36) no
es válida para β = 1 (α = 2), que es el caso de la ley de Zipf encontrada en textos
literarios y Ajedrez. Para tomar en cuenta este caso particular se toma el límite β → 1
en la Ec. (2.35), en el cual n(t)β ≈ n(t) y n(t)1−β ≈ 1 + (1− β) ln(n(t)) con lo que se
obtiene,

n(t) ln(n(t)) = t β = 1 (α = 2). (2.37)
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3Modelos

3.1 El modelo de Yule-Simon

Uno de los primeros modelos capaces de explicar la aparición de leyes de Zipf-Pareto
fue introducido por Yule [25], el cual fue ideado para explicar la aparición de distribuciones
de ley de potencias en los tamaños de géneros biológicos. Más adelante, Simon [30]
introdujo una variante similar, pero menos general del modelo, la cual se ajusta mas
naturalmente al contexto de la ley de Zipf observada en textos literarios. Esta versión
del modelo es conocida como modelo de Yule-Simon, y variaciones del mismo han re-
aparecido en la literatura en varias ocasiones. La variante más reciente, conocida como
preferential attachment (crecimiento preferencial), se convirtió en una de las ideas más
importantes en los comienzos del desarrollo de las teorías sobre redes complejas [31].

El modelo de Yule-Simon aplicado a la generación de secuencias de clases de elementos
funciona de la siguiente manera. Se comienza con un estado inicial de n0 elementos,
por ejemplo n0 números aleatorios sorteados de una distribución uniforme. A cada paso
temporal t se presentan dos opciones: i) introducir un elemento de una nueva clase a la
serie de datos con probabilidad p; o ii) copiar un elemento ya existente de la serie de
elementos con probabilidad p̄ = 1− p. En el último caso se debe determinar cuál de los
elementos ya existentes será copiado. En el modelo de Yule-Simon todos los elementos
existentes tienen la misma probabilidad de ser copiados. Ya que a cada paso temporal
un elemento es agregado, ya sea nuevo o copiado, el número de elementos total en la
base de datos construida a tiempo t es N(t) = t+ n0 ≈ t. La probabilidad de escoger
un elemento de una clase i particular que ya ha ocurrido si(t) veces a tiempo t es,

Π(i, t) = si(t)
N(t) . (3.1)

Esto significa que en el modelo de Yule-Simon copiar un cierto elemento no depende de
la distribución temporal de las ocurrencias de dicho elemento, sino de cuan popular es
la clase a la cual pertenece.

La derivación analítica de la ley de potencia producida por el modelo de Yule-Simon
se realiza en la aproximación de valores medios, donde se supone un límite continuo en
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el tiempo de la ocurrencia de los elementos de la base. Dado un número de ocurrencias
s∗i a tiempo t, al tiempo t+ ∆t se tendrá,

s∗i (t+ ∆t) = s∗i (t) + (1− p)Π(i, t)∆t.

Despejando y tomando el límite cuando ∆t→ 0 se obtiene,

ds∗i
dt

= ĺım
∆t→0

s∗i (t+ ∆t)− s∗i (t)
∆t = p̄Π(i, t) Π(i, t) = s∗i

N(t) = s∗i
t

ds∗i
dt

= p̄
s∗i
t

ds∗i
s∗i

= p̄
dt

t
.

Entonces en forma integral se tiene que:
∫ s∗i

1

ds∗
′
i

s∗
′
i

= (1− p)
∫ t

ti

dt

t
,

y finalmente se obtiene,

s∗i (t) =
(
t

ti

)1−p
s∗i (ti) = 1. (3.2)

donde ti es el tiempo de la primera aparición de elementos de la clase i.

Debido a que este desarrollo se realiza en la aproximación de valores medios no tiene
en cuenta las fluctuaciones, es decir la ocurrencia de una clase de elementos individual
se desviará de este valor esperado. Hay clases que ocurrirán con mayor frecuencia que el
valor esperado, y otras con menos frecuencia. Por lo tanto, resulta natural plantear la
pregunta: ¿qué forma tiene la distribución de probabilidad de la ocurrencia de una clase
i? [67]

Se define ui = ti + ∆t, donde ti es el tiempo en el cual la clase de elementos i
ocurrió por primera vez, y ∆t el tiempo transcurrido desde entonces. A fin de calcular la
distribución de probabilidades de las fluctuaciones se calcula la probabilidad P (si(t) = s)
de que el número de ocurrencias de la clase i a tiempo t sea si(t) = s.

Realizando los cálculos apropiados (Apéndice C) y tomando el límite p→ 0 (p̄→ 1)
se obtiene,

P (si(ui) = s) p→0∼ tiu
−s
i (∆t− s+ 2)s−1. (3.3)
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Para el caso de p > 0 no es posible una resolución analítica, por lo cual se debe
acudir al cálculo numérico.

Con estos resultados es posible calcular la escala de la desviación del valor esperado
del número acumulado de ocurrencias de elementos individuales. Como se mencionó
anteriormente, el valor esperado es s∗i (t) = (t/ti)1−p, el cual aumenta más lentamente
en el caso de ti mayores, entonces la desviación de elementos con ti mayores será menor
que para elementos cuyos valores de ti sean menores si ∆t fuese el mismo en ambos
casos. Por lo tanto se normaliza el tamaño de la desviación con la dependencia de ti
utilizando distintos períodos de observación ∆ti,

ui = ti + ∆ti = λti,

donde λ es una constante, pero distinta para cada clase de elementos de la secuencia.
Entonces, para el valor de referencia con el que se mide la escala de la desviación para
cada clase de elementos se tiene que,

(
λti
ti

)1−p
= λ1−p p→0= λ.

Reemplazando s = xλp̄ (x veces el valor de referencia) en la Ec. (3.3),

P (si(ui) = xλ) p→0∼ ti(λti)−xλ[(λ− 1)ti − xλ+ 2)xλ−1

= λ−1
(

1− 1
λ
− x− 2/λ

ti

) .

Ya que x es la escala de la desviación, s = xλp̄ = xλ1−p = xs∗i (ui). Por otro lado,
si(ui) = s, entonces si(ui) = xs∗i (ui), y se obtiene,

x = si(ui)
s∗i (ui)

.

Si se asume que ti � x ∼ 1 ⇒ x−2/λ
ti
∼ 0, entonces se obtiene la distribución de

probabilidad de la fluctuación para todos los elementos de la base,

P (si(ui) = xλ) p→0∼ 1
λ− 1

(
1− 1

λ

)xλ
,

la cual no depende de ti y decae exponencialmente.
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3.2 El modelo de Cattuto

En la sección anterior se presentó el modelo de Yule-Simon. En el mismo, la probabi-
lidad de copiar un elemento de una clase ya existente en la secuencia en construcción
no depende de la distribución temporal de las ocurrencias de dicha clase, y por lo tanto
el proceso no exhibe efectos de memoria. Cattuto et al. [40] en su trabajo proponen
una modificación del proceso de Yule-Simon mediante la introducción de un núcleo de
memoria. En el modelo de Cattuto el proceso de generación comienza de igual manera
que en el modelo de Yule-Simon. Se comienza con un estado inicial de n0 elementos, y
a cada paso temporal t se introduce un elemento de una nueva clase a la base de datos
con probabilidad p, o se copia un elemento ya existente con probabilidad p̄ = 1− p; pero
a diferencia del modelo de Yule-Simon, la probabilidad de copiar un elemento que ha
ocurrido previamente depende de la lejanía temporal en la cual éste ocurrió, tomando así
en cuenta la ‘edad’ del elemento. Si el elemento apareció a tiempo t−∆t, la probabilidad
de copiado al tiempo t está definida por,

Q(t,∆t) = C(t)
κc + ∆t , (3.4)

donde κc es la escala temporal en la cual elementos recientes tienen probabilidades
asociadas similares, y puede ser considerado como una medida de la extensión del núcleo
de memoria; C(t) es un factor de normalización logarítmico, pues este núcleo de memoria
es de largo alcance.

Con el fin de calcular la distribución de popularidad de los elementos de la serie tem-
poral artificialmente generada por este proceso, se comienza por calcular la probabilidad
P (∆t) de que el elemento i, habiendo ocurrido por primera vez a tiempo t, ocurra
nuevamente a t+ ∆t por segunda vez.

Para ∆t = 1 se tiene que,

P (1) = p̄
C

κc + 1
= α

κc + 1 ,

donde se considera C(t) = C constante (∆t � t), ya que esta constante tiene una
dependencia logarítmica, y α ≡ Cp̄. Para el caso de ∆t > 1,

P (∆t) =


∆t−1∏
τ=1

[p+ p̄(1−Q(τ))]

 p̄Q(∆t)

=
(

α

κc + ∆t

)∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)
.
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Usando la fórmula,

∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)
= (−α− κc + 1)∆t−1

(κc + 1)∆t−1
,

donde (x)n ≡ Γ(x+n)
Γ(x) es el símbolo de Pochhammer, se obtiene,

P (∆t) = p̄
C

κc + ∆t
Γ(−α+ κc + ∆t)Γ(κc + 1)
Γ(−α+ κc + 1)Γ(κc + ∆t) ,

de lo cual, asumiendo que t� ∆t� 1, se obtiene,

P (∆t) = α(∆t+ κc)−α−1(κc + 1)α. (3.5)

Por simplicidad, se toma κc = 0. A cualquier tiempo t, el tiempo característico de
retorno 〈∆t〉 puede ser calculado con la Ec. (3.5),

〈∆t〉 =
t∑

∆t=1
∆tP (∆t) (3.6)

' α

1− αt
1−α

En una descripción continua, la frecuencia si de una dada clase de elementos i varía
de acuerdo a la ecuación,

dsi
dt

= p̄Πi, (3.7)

donde Πi es la probabilidad de escoger una ocurrencia previa de los elementos de la
clase i. Considerando el núcleo de memoria del modelo de Cattuto con κc = 0,

Πi = C
j=si∑
j=1

1
t− t(i)j

,

donde t(i)j (j = 1, 2, ..., si) son los tiempos anteriores en los cuales ocurrió el elemento
i.

Usando la aproximación de valores medios,

Πi = C
j=si∑
j=1

1
t− t(i)j

' Csi

〈
1

t− tj

〉
j

, (3.8)

donde 〈〉j denota el promedio sobre las si ocurrencias de i. Si se asume que el promedio
está dominado por la contribución de la ocurrencia más reciente del elemento i a tiempo
tsi , y utilizando el resultado de la Ec. (3.6), se obtiene,

3.2 El modelo de Cattuto 33



〈
1

t− tj

〉
j

' 1
t− tsi

' 1
〈∆t〉 = 1− α

α

1
t1−α

. (3.9)

Esta expresión captura correctamente la dependencia temporal del promedio
〈
(t− tj)−1〉

para una dada frecuencia si si se introduce un factor constante Ω de corrección [40],〈
1

t− tj

〉
j

' 1
Ω

1− α
α

1
t1−α

. (3.10)

Combinando las Ec. (3.10), Ec (3.8) y Ec. (3.7), se obtiene,

dsi
dt
' αsi

〈
1

t− tj

〉
j

= si
Ω(1− α)tα−1 (3.11)

∫ si

1

ds′i
s′i

= 1− α
Ω

∫ t

ti

t′α−1dt′ (3.12)

si = exp
[1− α
αΩ tα

]
exp

[
−1− α

αΩ tαi

]
(3.13)

= Ae−Kt
α
i , (3.14)

donde K ≡ 1−α
Ωα y A ≡ eKtα .

Finalmente, la densidad de probabilidad de popularidades o frecuencias P (s) puede
ser calculada como [62] (para mayor detalle ver Apéndice D),

P (s) = p

(n0 + pt)(Kα)s

[ ln(A/s)
K

]1/α−1
(3.15)
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4Base de Datos

4.1 Descripción de la base de datos

Un partido de Ajedrez es usualmente dividido en tres etapas, apertura, juego medio y
final. Existen muchas aperturas específicas –secuencias de movimientos en la etapa inicial
del juego– las cuales están bien documentadas ya que son consideradas buenas jugadas
en un sentido competitivo. Como consecuencia de esto, los primeros movimientos de
muchas partidas en las bases de datos de Ajedrez coinciden.

Las aperturas evolucionan continuamente y la complejidad de las posiciones determina
su extensión. El conocimiento de líneas de aperturas es parte de los antecedentes teóricos
de los jugadores de Ajedrez, y la habilidad de los mismos está ciertamente relacionada a
cuantas líneas de apertura conocen.

En la práctica, la extensión de la etapa de apertura no puede ser definida precisamente
y depende del tipo de apertura, es por esto que se utilizarán los términos ’líneas de
apertura’ y ’líneas de juego’ para hacer referencia a secuencias con igual cantidad de
movimientos.

La base de datos utilizada, SCIDBASE [59], cuenta con más de 3,5× 106 partidas
de Ajedrez, desde el año 206 dC al 2007, y fue convertida al formato PGN (portable
game notation) utilizando una variación de la SCIDBASE llamada Scid vs Pc [68].

El formato en el cual se encuentran registradas las partidas es el siguiente: #(indicando
una nueva partida), número de partida (orden en la base), año, día, mes, jugador de
las blancas, jugador de las negras, Elo de las blancas, Elo de las negras, resultado del
partido, evento (por ejemplo si la partida fue jugada en un torneo); y luego se encuentran
registrados los movimientos realizados en dos columnas, la primera correspondiente a
los movimientos de las blancas y la segunda a los movimientos de las negras.

El Elo (Apéndice A.3) es una calificación dinámica en el cual cada jugador posee un
puntaje numérico, el cual no es calculado de manera absoluta, sino que es estimado a
partir de las victorias, empates y derrotas en enfrentamientos con otros jugadores, y por
lo tanto, cambia luego de que un jugador juega una partida. A pesar de esto, en la base
de datos, los Elos de los jugadores son aproximados y permanecen constantes a través
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del tiempo. Además, como el sistema de puntuación Elo fue implementado en 1970,
para los partidos que tomaron lugar antes de 1970, los Elos de los jugadores son una
estimación.

Del total de las partidas registradas sólo 1,5× 106 poseen todos los datos completos.
Particularmente, en algunos casos no se conoce la fecha exacta en la cual la partida
fue jugada, o no se conoce el puntaje de Elo de los jugadores. Es por esto que en este
trabajo estas partidas con “datos corruptos” fueron eliminadas y se trabajó solamente
con las partidas cuyos datos están completos, lo que resulta en un período temporal
desde el año 1998 al 2007.

4.2 Análisis de la estructura de las partidas

En el juego del Ajedrez cada secuencia de movimientos posible puede ser mapeado a
un ‘árbol de partidas’ (Figura 4.1(a)), donde el nodo raíz es la posición inicial de las
piezas en el tablero. En el árbol de jugadas cada movimiento es representado por una
arista o conexión, y hay una correspondencia uno-a-uno entre las líneas de juego y los
nodos. La distancia topológica entre la raíz y un nodo es la profundidad d de la línea de
juego correspondiente.

Un nodo, o línea de juego en el árbol, se denota por g, y la popularidad de la línea
de juego g –i.e. el número de veces que g aparece en la base de datos– es denotada por
sg. En la (Figura 4.1(a)) se muestra un árbol de jugadas parcial donde la popularidad
está representada por el tamaño del nodo. El número de ramas que salen de un nodo
g se denota por bg, la profundidad de g por dg, y el número de nodos a profundidad
d por nd, lo que corresponde al número de líneas de juego diferentes que pueden ser
encontradas en la base de datos a profundidad d. Similarmente, Nd es el numero total
de juegos en la base de datos que han alcanzado una profundidad dg = d.

A cada profundidad d se puede calcular un factor de ramificación, o cociente de
ramificación, usando la fórmula:

〈bd〉 = 1
nd

∑
g:dg=d

bg = nd+1
nd

, (4.1)

donde la suma se realiza sobre todos los nodos g a profundidad d. En la práctica, la
base de datos de Ajedrez crece continuamente, i.e., nuevas partidas son incorporadas a
la base de datos con el paso del tiempo, por lo tanto estas cantidades cambian con el
tiempo. Por razones prácticas, no se utiliza el tiempo real, se utiliza un tiempo ordinal
denotado por t; en este sentido, g(t) es la línea de juego asociada al t-ésimo partido que
aparece en la base de datos. Similarmente, sg(t) es el número de las t partidas que han
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Figura 4.1.: (a) Árbol de jugadas correspondiente a las principales líneas de apertura hasta
profundidad d = 4. El tamaño de los nodos es proporcional a su popularidad. Solo
se muestran las líneas principales. (b) Distribución de popularidades de los nodos a
profundidad d = 1, 2, 3 y 4; estas distribuciones son bien ajustadas por una ley de
potencia P (s) ∝ s−α con α = 1,10± 0,05, 1,29± 0,03, 1,47± 0,02 y 1,59± 0,02
(R2 = 0,972, 0,993, 0,996 y 0,997) respectivamente. Los errores son estimados
por el ajuste.

alcanzado al nodo g, Nd es el número de partidas que han alcanzado una profundidad d
y nd(t) es el número de líneas de juego diferentes dentro de los Nd(t) juegos [17].

Desde el punto de vista estadístico, la popularidad de una línea de juego dada depende
del número de movimientos considerados, i.e., la profundidad d del juego. Como se
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mencionó en la Sección 2.5.1, Blasius y Tönjes encontraron que la distribución de
popularidades es una ley de potencia con exponente dependiente de d, lo que significa
que hay pocas líneas de aperturas que son muy populares, mientras que el resto raramente
se juegan. Estos resultados han sido reproducidos y se muestran en la Figura 4.1(b),
donde la distribución de popularidad se muestra para d = 1, 2, 3 y 4, y las curvas fueron
ajustadas utilizando regresión lineal. Claramente, el exponente aumenta con d, como fue
reportado en [13]. Una secuencia específica de movimientos hasta una cierta profundidad
puede ser pensada como una palabra, una cadena en notación algebraica, y a la base
de datos como un cuerpo literario donde el t-ésimo juego correspondería a la t−ésima
palabra. De esta forma, analizar la base de datos a distintas profundidades es análogo a
analizar distintos textos, todos extraídos de la misma base de datos y todos con distintos
exponentes de Zipf.

La estructura del árbol de partidas también depende de la profundidad d. En la
Figura 4.2 se muestra la media del cociente de ramificación en función de la profundidad
d. El cociente ramificación cuantifica la complejidad del juego y la memoria de los
jugadores de Ajedrez al seguir las líneas de juego. El cociente de ramificación 〈br〉
alcanza un valor ≈ 1 para d = 25, lo que significa que la generación de nuevas ramas es
despreciable a partir de dicha profundidad, marcando el comienzo de la etapa conocido
como juego medio. En la Figura 4.2 se muestra también el número de líneas de juego
diferentes, nd, en función de la profundidad d. Al comienzo de las partidas, e.g. d = 4,
el número de líneas de juego que siguen los jugadores es relativamente pequeño, y un
número significativo de jugadores siguen la línea de juego más popular. La complejidad
estadística del juego está reflejada en el cociente de ramificación 〈bd〉. Además, 〈bd〉
depende del tamaño de la base de datos, ya que durante el crecimiento de la base de
datos, nuevas ramas son creadas, y al mismo tiempo el rango de popularidad depende
de d. Entonces, a d = 4 se captura la memoria y la complejidad del juego, ya que
las líneas de juego más importantes pueden ser identificadas a esta profundidad y el
cociente de ramificación es aún mayor a 1 (〈bd〉 ≈ 3,5). Además, a esta profundidad,
el exponente de la distribución de popularidad es α < 2 y por lo tanto el rango de
popularidades es más extenso que para mayores d. Al calcular la distribución de número
de ramas generadas por cada nodo bg para diferentes valores de d se encuentra que,
para profundidades menores (d ≤ 19), la distribución es exponencial, mientras que para
profundidades más allá de d = 20 una ley de potencia provee un mejor ajuste. De todas
formas, se debe notar que el rango del ajuste es sólo un orden de magnitud, y por lo
tanto el ajuste de la ley de potencia no es preciso. Las fluctuaciones (Figura 4.2 inset)
decaen exponencialmente al incrementarse d. Se pueden identificar dos regímenes y la
transición entre ellos esta relacionado al cambio de régimen observado en 〈bd〉 y nd. Por
lo tanto, la mayor parte de los análisis realizados están restringidos a las 6279 líneas de
juego de longitud d = 4 de la base de datos. En particular se presta especial atención
a la línea de apertura más popular a esta profundidad: 1 e4 e5 2 Nf3 Nc6 – ya que
representa cerca del 7,8 % de los juegos de la base de datos. La razón de esto es que
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muchas aperturas populares comparten los cuatro primeros movimientos. Por ejemplo:
3 Bb5 (Ruy Lopez, la más popular por amplio margen), 3 Bc4 (Giuoco piano), 3 d4
(Scotch opening), por mencionar algunas.
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Figura 4.2.: Cociente de ramificación promedio, 〈bd〉 y número nd en función del nivel de
profundidad d en la base de datos. Inset: varianza de la distribución de ramas
por nodo bg como función de la profundidad d y ajuste lineal de dos regímenes
exponenciales, con exponente 0,57 para 1 < d ≤ 9 y 0,21 para d ≥ 10.
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5Innovación de líneas de juego

En esta sección se presentan los resultados obtenidos a partir del estudio de la
innovación de líneas de juego en la base de datos de Ajedrez, i.e. la dinámica que
describe la introducción de nuevos elementos a la base de datos con el tiempo. Para
describir esta dinámica, se introduce un modelo basado en un crecimiento preferencial
anidado el cual es capaz de reproducir la fenomenología encontrada en la base de datos,
en particular la ley de Heaps.

5.1 La ley de Heaps en el Ajedrez

Como se introdujo en la Sección 2.6, la dinámica de innovación de muchos sistemas
sigue la ley de Heaps. En particular, para el caso de la base de datos de Ajedrez, un
evento innovador ocurre cuando una partida genera una nueva rama en el árbol de
partidas. En el árbol de partidas, el t-ésimo juego puede generar una nueva rama a
profundidad db(t) y finalizara a profundidad de(t) ≥ db(t), donde nuevamente t juega el
rol de tiempo ordinal.

Por cada evento innovador que ocurre a profundidad db(t), el ancho del árbol de
jugadas o número de nodos nd a profundidad d evoluciona como:

nd(t) =

nd(t− 1) + 1 si db(t) < d ≤ de(t)

nd(t− 1) otros casos
.

Si td es el número de partidas que alcanzan al menos profundidad d luego de t
partidas, se encuentra que (Figura 5.1):

nd(td) =

 td, td � t∗d

t∗d(td/t∗d)λd , td � t∗d
(5.1)

donde t∗d es un valor característico donde se produce un cambio de régimen en la
innovación de líneas de juego de profundidad d. El exponente λd, que caracteriza la tasa
de innovación, satura exponencialmente con d como:

λd = 1−Bd (5.2)
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con B ' 0,85 (Figura 5.1, inset). La relación de escala nd ∼ tλdd para td � t∗d corresponde
a la Ley de Heaps [34] (Sección 2.6), comúnmente encontrada en el crecimiento del
vocabulario en cuerpos literarios y lenguajes. Más aún, se encontró que la intersección
t∗d crece exponencialmente con el exponente de Heaps,

t∗d ∼ expAλd (5.3)
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Figura 5.1.: Ancho del árbol a profundidad d, nd, en función del número de partidas td que
han alcanzado dicha profundidad. Sólo se muestran los casos para d = 2, 4, 9 y 16
y los datos están logaritmicamente binneados para td > 100. Para valores grandes
de td se muestran los ajustes con la función nd(t) = t∗d(t/t∗d)λd . Inset: valores
estimados de λd en función de d (círculos) y en función de los valores estimados de
ln t∗d (cuadrados). La línea a trazos corresponde al ajuste con λd = 1−Bd, donde
B = 0,854±0,002 (R2 = 0,998), y la línea sólida al ajuste con λd = a+(1/A) ln t∗d
(Ec. (5.3)), donde 1/A = 0,160± 0,006 (R2 = 0,99).

5.2 Innovación y crecimiento preferencial anidado

A fin de comprender el mecanismo subyacente de la evolución del árbol de partidas,
se caracterizaron los procesos de innovación y re-utilización de líneas existentes [17].
Sea s(t) la frecuencia de ocurrencia de una dada secuencia de movimientos luego de
que t partidas han sido jugadas. Se caracterizó el proceso de innovación mediante la
probabilidad p(s) de que una partida que ha alcanzado un nodo con frecuencia s genere
una nueva rama que parte de ese nodo; esta probabilidad está dada por,

p(s) ' s−ν (5.4)
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donde ν ' 0,88 (Figura 5.2(a)). Para caracterizar el proceso de re-utilización se estudió
la probabilidad condicional, π(s|s′), que una partida siga una arista ya existente desde
un nodo con frecuencia s′ a uno de sus nodos hijos de frecuencia s. Se midió π(s|s′)
a medida que las partidas cruzan las aristas del árbol en crecimiento. Por ejemplo, en
la Figura 5.2(b) (línea magenta) se muestra π(s|s′ = 100), la cual fue obtenida para
movimientos con profundidad d ≥ 5 para poder asegurar una estadística adecuada.
Resultados similares fueron encontrados para otros valores de s′. Se encontró que π(s|s′)
es una función inhomogénea que satisface:

π(s|s′) = 1
s′
q (r) , (5.5)

donde q(r) es la función densidad de probabilidad de tasa de frecuencias, r = s/s′

(Figura 5.2(b) histograma cian). La densidad de probabilidad, q(r), es medida a lo
largo del proceso de crecimiento del árbol. Los movimientos que finalizan en nodos con
s < 100 o d < 5 son descartados, para evitar efectos de discretización en q(r). La forma
funcional q(r) = 2/[π

√
1− r2] (Figura 5.2(b) línea negra a rayas) fue previamente

determinada por Blasius y Tönjes [13] (Ec. (2.30)) midiendo los valores de r a medida
que las partidas cruzan las aristas del árbol ya completo. Ya que q(r) es una función
creciente de r las ramas de mayor frecuencia son jugadas con mayor preferencia, y por
lo tanto el proceso corresponde a un crecimiento preferencial. Sin embargo, es diferente
del típico caso donde la probabilidad del crecimiento preferencial crece linealmente con
la frecuencia [25, 30, 69, 31, 70]. Se debe notar que los comportamientos de escala de
las Ec. (5.4) y Ec. (5.5) han sido medidos en toda la extensión del árbol, y por lo tanto
corresponden al comportamiento de un proceso independiente de la profundidad. Tanto
lo mencionado, como la forma funcional de π(s|s′) evidencian la naturaleza auto-similar
de la evolución del árbol de partidas.

Luego se caracterizó la estructura del árbol en la etapa de crecimiento mediante las
propiedades estadísticas de la profundidad de juego de. Se encontró que la fracción
St(de) de partidas que no finalizaron hasta profundidad de, sigue una distribución de
Gumbel para máximos [71],

Ft(de) = 1− St(de) = exp(− exp(−(de − µe)/βe)), (5.6)

y es independiente del número de partidas jugadas hasta el momento, i.e. del tiempo t;
en el inset de la Figura 5.2(c) se muestra el correspondiente ajuste. Por otro lado, la
fracción St(db) de partidas que, a profundidad db, no se han ramificado si depende de t
(Figura 5.2(c)). Por lo tanto, resulta que las profundidades de juego son prácticamente
independientes de la etapa de crecimiento del árbol, no así de la ramificación del árbol.

Con el fin de comprender el mecanismo de generación del árbol de juego, se introducen
algunas consideraciones teóricas. Si se asume que las partidas tienen longitud infinita,
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td = t ∀ d. Esta suposición está justificada ya que, como se mencionó antes, las
longitudes (profundidades) de juego y el crecimiento del árbol son estadísticamente
independientes. Además, se considera el comportamiento asintótico para t grande en lo
que resta de la Sección. De acuerdo con el enfoque de campo medio dependiente de la
profundidad, el factor de ramificación bd a profundidad d satisface (ver Ec. (4.1)):

bd(t) = nd+1(t)
nd(t)

∼ tBd(1−B), (5.7)

y la frecuencia o popularidad media por nodo a profundidad d está dada por:

sd = t

nd(t)
∼ tBd . (5.8)
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Figura 5.2.: (a) Probabilidad de generar una nueva rama p(s), como función de la frecuencia
del nodo s (círculos cian). Los datos con binneado logarítmico (círculos magenta)
fueron ajustados con p(s) ∼ s−ν (línea negra a rayas) con ν = 0,881 ± 0,009
(R2 = 0,9998). (b) Función densidad de probabilidad empírica, q(r), de la tasa
de frecuencia r = s/s′ (histograma cian) y la correspondiente expresión analítica,
q(r) = 2/[π

√
1− r2] (línea negra a rayas), comparado con la forma reescalada

s′π(rs′|s′) de la distribución de probabilidad condicional de crecimiento π(s|s′)
(línea continua magenta). (c) Fracción St(de)(St(db)) de partidas con profundidad
de juego (profundidad de ramificación) mayor o igual a de (db) luego de que se
hayan jugado t partidas (línea solida (línea a trazos)). Colores diferentes indican
distintos valores de t. Las curvas St(de) colapsan en una sola, mientras que las
curvas de St(db) dependen de t. Inset: Ajuste a una distribución de Gumbel para
máximos Ft(de) = 1 − St(de) = exp(− exp(−(de − µe)/βe)) (línea negra) con
µe = 58,2± 0,2 y βe = 24,1± 0,1 (R2 = 0,995) para t grande (círculos cian).
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Combinando las Ec. (5.7) y Ec. (5.8) se obtiene,

bd ∼ sd1−B. (5.9)

El factor de ramificación a profundidad d crece sub-linealmente con la frecuencia o
popularidad media de los nodos sd. La derivada con respecto a t del factor de ramificación
lleva a,

dbd
dt
∼ sd−B

dsd
dt
, (5.10)

y por otra parte, usando la Ec. (5.4),

dbd
dt
∼ p(sd)

dsd
dt
, (5.11)

En la última expresión se asume que la tasa de ramificación aumenta cada vez que una
partida que llega a un nodo genera una nueva rama. La llegada de nuevas partidas al
nodo a profundidad d ocurre a una tasa dsd/dt, y la generación de nuevas ramas con
probabilidad p(sd), por lo tanto se obtiene la relación aproximada ν ∼ B (aproximación
de campo medio). El hecho que el exponente ν sea independiente de d es consistente
con un proceso de crecimiento auto-similar donde opera el mismo mecanismo estocástico
en cada nodo independientemente de la profundidad. La tasa de innovación por nodo,
dbd/dt, no es constante, lo que es opuesto a la tasa de crecimiento constante de la
formulación estándar del proceso de crecimiento preferencial de Yule-Simon [25, 30].

En base a las consideraciones teóricas, se propone un mecanismo generativo que
consiste en un proceso de crecimiento preferencial anidado. Se generan cien árboles
de partidas, cada uno conteniendo 106 partidas, y luego se calcula λd en función de
d, y también t∗d, a partir de la media de nd(t), a fin de comparar los resultados de las
simulaciones con el caso empírico (Figura 5.3). Cada simulación comienza con un nodo
raíz, y las partidas son agregadas una a una. Si la (t+ 1)−ésima partida incorporada
alcanza un nodo v con frecuencia sv(t), el nodo v genera un nuevo hijo con probabilidad
p(sv(t)). De otro modo, el juego continúa hacia uno de los hijos ya existentes de v
con probabilidad 1− p(sv(t)). En este caso, se utilizan dos tipos de probabilidades de
crecimiento preferencial, un crecimiento preferencial no lineal de acuerdo con la Ec. (5.5),
y un crecimiento preferencial lineal dado por π(s|s′) ∝ s. Más específicamente, cuando
no ocurre un evento de ramificación, un movimiento desde un nodo v a uno de sus
nodos hijos u se realiza con probabilidad:

π(su|sv) = q(nu/nv)∑
u′ q(nu′/nv)

, (5.12)

para el caso no lineal, y con probabilidad:

π(su|sv) = nu
nv
, (5.13)
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para el caso lineal. Después que las partidas atraviesan el árbol, las frecuencias de los
nodos en el camino correspondiente aumentan en uno. En las simulaciones se eligió
el valor para el parámetro ν que provee la mejor predicción para B = 0,85, a fin de
reproducir el caso empírico. Para el caso del crecimiento preferencial no lineal,
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Figura 5.3.: Resultados de las simulaciones para los modelos donde se implementa el mecanismo
de crecimiento preferencial anidado. Se grafica, para el modelo con probabilidad
de crecimiento preferencial lineal, el ancho del árbol, nd, en función del número
de partidas, y profundidades d = 2, 4, 9 y 16. Los datos están ’binneados’ logarit-
micamente para t > 100. Las líneas solidas negras son ajustes correspondientes
a nd = t∗d(t/t∗d)tλd . Inset: Valores estimados de λd en función de d para una
probabilidad de crecimiento preferencial no lineal (lineal) graficados con signos
más color magenta (círculos cian), y en función de los valores estimados de ln(t∗d)
con cruces color magenta (cuadrados cian). La línea negra a trazos corresponde a
λd = 1 − Bd con B = 0,846 ± 0,005 (R2 = 0,98) y la línea negra sólida corres-
ponde a λd = a+ (1/A) ln(t∗d), donde a = −0,15± 0,02 y 1/A = 0,116± 0,003
(R2 = 0,996). Ambos son ajustes para el caso de crecimiento preferencial lineal.

la mejor predicción de B ocurre usando ν = 0,95, y en el caso lineal usando ν = 0,85
(Figura 5.3, inset, signos más y círculos respectivamente). En ambos casos la aproximación
B ' ν es válida. Más aún, el comportamiento de escala entre el punto de cruce t∗d
y λd reproduce apropiadamente el caso empírico (Figura 5.3, inset, signos cruces y
cuadrados respectivamente). En ausencia de preferencia en la elección de los nodos,
en otras palabras el caso anidado no preferencial, i.e. π(s|s′) independiente de s, los
resultados de las simulaciones se desvían significativamente del caso empírico.

El mecanismo propuesto resulta robusto ante variaciones en los detalles. Por ejemplo,
si se reemplaza la Ec. (5.4) por un proceso de fragmentación [13] o si se introduce ruido
en la selección de los nodos hijos [72], se llega a los mismos resultados.
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5.3 Conclusiones parciales

La naturaleza autosimilar del árbol de partidas y el mecanismo que lo genera implica
una ausencia de escalas típicas en el fenómeno de innovación en el Ajedrez. La Ec. (5.4)
indica que no existen vértices con frecuencias o popularidades particularmente altas
luego de los cuales la innovación se vuelve imposible. En otras palabras, en el Ajedrez no
existen estrategias ganadoras, y siempre hay una posibilidad para introducir soluciones
innovadoras.

Los resultados presentados en este capítulo muestran similitudes con el crecimiento
del vocabulario en la evolución de los lenguajes. La intersección en la ley de Heaps en la
Ec. (5.3) tiene una interpretación directa en el contexto del crecimiento de vocabulario.
De acuerdo con Gerlach y Altmann [38] dicha intersección tiene origen en la existencia
de dos tipos de palabras, palabras núcleo y no-núcleo, dado por una separación de las
escalas temporales en el proceso de evolución del lenguaje. Esto sugiere la existencia de
secuencias de movimientos núcleo y no-núcleo en el árbol de partidas. Sin embargo, se
debe notar que la base de datos no contiene partidas jugadas en el principio del desarrollo
del juego, sólo a partir del año 1998. Por lo tanto, el crecimiento inicial lineal de nd(t)
puede ser consecuencia de innovaciones no realistas debidas a fluctuaciones aleatorias
para valores pequeños de t. No obstante, en las simulaciones realizadas (Figura 5.1)
no se implementó un comienzo retrasado en el proceso de medición del crecimiento
del árbol, y aún así exhiben una transición entre el punto de t∗d y λd (Ec. (5.3)). Para
el comportamiento a tiempos largos, se ha encontrado que el exponente de Heaps es
mayor en lenguajes con un grado mayor de inflexiones, donde, a partir de palabras raíz,
se generan muchas otras palabras mediante declinaciones y conjugaciones [72]. Esto es
consistente con los resultados presentados en este capítulo si se realiza una analogía entre
el grado de inflexión y la profundidad en el árbol, ya que λd crece con d. En resumen,
aquí se provee de más evidencia sobre el origen de exponentes de Zipf no-universales y
sobre el origen de la ley de Heaps.
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6Memoria y correlaciones de largo
alcance

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos a partir del análisis de la
existencia de correlaciones de largo alcance en secuencias de partidas de Ajedrez. Con ese
fin se construyeron series temporales discretas utilizando diferentes reglas de asignación.
Para asegurar la confiabilidad de los resultados se utilizaron cuatro de estas reglas. A
su vez se emplearon distintas técnicas de detección de correlaciones de largo alcance,
el análisis de rango reescalado y DFA, las cuales fueron introducidas en la Sección 2.3.
Además, se estudia el problema de la emergencia de efectos de memoria en la base de
datos a partir de la generación de secuencias temporales empleando los modelos de
Yule-Simon y Cattuto (Capítulo 3).

6.1 Correlaciones de largo alcance en el Ajedrez

El primer paso del análisis consiste en generar, a partir de la base de datos de Ajedrez
cronológicamente ordenada, una serie temporal discreta. La base de datos contiene
aproximadamente 380 partidas por día uniformemente distribuidas en 9 años (≈ 3650
días). Las partidas que han sido jugadas en el mismo día no están cronológicamente
ordenadas, y por lo tanto la resolución temporal mínima en la serie temporal estudiada
es un día. Para generar las series temporales X(t) se emplean varias reglas de asignación,
que no deben introducir correlaciones espurias [32, 35]. Se utilizaron dos reglas de
asignación:

SAR (Regla de Asignación de Similitud): Dado un subconjunto de τSAR + 1
partidas consecutivas, se evalúa el grado de similitud de la última de ellas con el
resto. Se elige comparar la partida t−ésima, la más reciente, con el resto de las
partidas utilizando la siguiente expresión,

XSAR(t) =
t−1∑

t′=t−τSAR

Sd̃(t, t
′), (6.1)

donde Sd(t, t′) = deq ∈ {0, 1, 2, 3, ..., d̃} si, y solo si, la t−ésima partida, de
profundidad d, y la t′−ésima, de profundidad d′, son idénticas hasta el movimiento
deq incluido, donde d̃ = mı́n(d, d′) es el número máximo de movimiento a ser
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considerados. En la base de datos el valor medio de las longitudes de las partidas
es ≈ 60 ( 5.3), y la partida más larga corresponde a d = 400. De acuerdo con la
Ec. (6.1), cuando τSAR = 1, XSAR(t) = Sd̃(t, t − 1), lo que significa que cada
punto de la serie temporal utiliza dos partidas consecutivas. Por ejemplo, si la
secuencia de movimientos de dos partidas a tiempos t y t− 1 son, en notación
algebraica, 1 e4 e5 2 Nf3 Nc6 3 Bb5 a6... y 1 e4 e5 2 Nf3 Nc6 3 d3 d6...,
respectivamente, entonces XSAR(t) = 4, ya que estas dos partidas tiene en común
los primeros cuatro movimientos.

PAR (Regla de Asignación de Popularidad): Cada elemento de XPAR(t) de la
serie temporal corresponde a la popularidad a profundidad d de la t−ésima línea
de juego sobre toda la base de datos. Esta regla de asignación es similar a la
introducida por Montemurro y Pury [32] para el estudio de cuerpos literarios.
Los juegos que evolucionan de la misma forma hasta profundidad d determina
un subconjunto de secuencias de movimientos con la misma popularidad. Se
recuerda que la popularidad de una dada partida es igual al número de elementos
del subconjunto al que pertenece. Esta regla de asignación puede no resultar
apropiada para ciertos sistemas, ya que grandes fluctuaciones en la serie temporal
pueden llevar a efectos de memoria de largo alcance espurios [73].

Las reglas de asignación SAR y PAR son aproximadamente equivalentes, ya que las
partidas con secuencias de movimientos populares tienen mayor probabilidad de coincidir
con otras partidas. Las partidas populares están relacionadas a líneas de juego, las cuales
alcanzan distintas profundidades. Del sistema de clasificación de aperturas de ajedrez se
sabe que las líneas de juego se ramifican a diferentes profundidades dependiendo del
sistema de apertura. Sin embargo, en una caracterización global [13] el árbol de partidas
de ajedrez es auto-similar hasta cierto grado, lo que significa que la topología del árbol
es casi independiente de la profundidad.

Para analizar la presencia de correlaciones de largo alcance, se midió el exponente de
Hurst (H) de las series temporales generadas por las reglas de asignación previamente
mencionadas. El exponente de Hurst se calculó utilizando el método de DFA lineal (ver
Sección 2.3.2). Los paneles superiores de la Figura 6.1 muestran fragmentos de las series
temporales obtenidas utilizando las reglas de asignación SAR y PAR. En los paneles de
la derecha se muestra la asignación PAR para una profundidad d = 4 y en los paneles
de la izquierda la asignación SAR con τSAR = 1 en la Ec. (6.1). Estos parámetros son
apropiados para comparar las dos reglas de asignación mencionadas. Como se mostrará,
el valor medio de la serie SAR (con τSAR = 1) es pequeña, lo que significa que la
asignación SAR examina los primeros movimientos de las secuencias de las partidas. Por
lo tanto es conveniente utilizar d = 4 en el caso de la regla PAR, ya que las dos reglas de
asignación resultan comparables. Por otro lado, se ha comprobado que el exponente de
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Hurst es aproximadamente independiente de d hasta d = 20 en la asignación PAR. Para
d > 20 las correlaciones se ven afectadas, probablemente a causa de que el exponente de
la ley de potencia que ajusta la distribución de popularidades es mayor a 2, por lo tanto
las fluctuaciones en la serie generada con PAR se tornan relevantes [13]. En el caso de la
regla SAR el exponente de Hurst es independiente de τSAR para τSAR ≤ 500, más allá
de dicho valor el valor de H disminuye, y las correlaciones de largo alcance desaparecen.
Se puede ver que en el caso de la regla SAR, aumentar τSAR implica promediar sobre
tiempos cortos. Como se mencionó previamente, los puntos de la serie obtenidos por la
asignación PAR están distribuidos de acuerdo a una distribución libre de escala. En el
inset correspondiente se muestra esta distribución, el exponente obtenido por el ajuste
de la ley libre de escala es el mismo que el obtenido por Blasius y Tönjes [13], tal
como se mencionó en la Sección 4. La serie obtenida con la regla SAR muestra valores
pequeños, ya que la mayor parte de las coincidencias entre partidas están restringidas
a los primeros movimientos, de hecho la distribución es bien ajustada por una función
exponencial de rápida caída (Figura 6.1(a), inset). Esto significa que la mayor parte de
las partidas consecutivas son similares en sus primeros movimientos y pocos de ellos
coinciden más allá de d = 10. En los paneles inferiores de la Figura 6.1 se muestran las
series acumuladas completas para los casos de SAR (izquierda) y PAR (derecha). Se
puede apreciar persistencia a partir del comportamiento monótono de la curva sobre
tiempos largos.

En la Figura 6.2 se muestran los datos correspondientes a los análisis R/S (panel
superior) y DFA (paneles medio e inferior) para las series temporales generadas mediante
las reglas SAR y PAR. En todos los casos es posible ajustar una línea recta en un gráfico
log-log, como puede observarse. El exponente de Hurst obtenido por ambos análisis son
mayores a H = 0,5 y similares entre sí; sin embargo los exponentes resultan mayores
para el caso de la regla PAR, H ' 0,75, comparado con la serie SAR ' 0,67. De acuerdo
con estos valores, todas las series generadas presentan correlaciones de largo alcance.
Ya que SAR es una regla de asignación local y PAR esta basada en una caracterización
global de la base de datos, la serie SAR debería ser más ruidosa que la serie PAR. De
acuerdo a esto, se espera que el exponente de Hurst de la serie SAR sea menor que
en el caso de PAR. El hecho que ambos métodos, R/S y DFA, arrojen valores muy
similares indica que las no-estacionalidades son despreciables en las series temporales.
Cuando todas las series son aleatoriamente mezcladas (Figura 6.2, panel inferior), el
exponente de Hurst en ambos análisis resulta cercano a 0,5, lo que corresponde a series
sin correlaciones de largo alcance. Esto significa que las reglas de asignación utilizadas
no introducen correlaciones artificiales.

A fin de comparar las correlaciones obtenidas de distintos subconjuntos de la serie
temporal completa se estudió la dependencia del exponente de Hurst H con la longitud
de la serie. En el panel izquierdo de la Figura 6.3 se muestra el exponente de Hurst como
función de la longitud N de las series temporales generadas con las reglas de asignación
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Figura 6.1.: Los paneles superiores muestran fragmentos de las series temporales X(t) (2000
puntos) obtenidos utilizando SAR (a) y PAR (b). Los paneles inferiores muestran
la serie integrada Y (t) completa, SAR (c) y PAR (d). Insets: distribución de
similitudes (a) y popularidad (b). Las líneas rectas corresponden a ajustes utilizando:
f(x) ∼ e−αx y g(x) ∼ x−β , (a) y (b) respectivamente, donde α = 0,49 y β = 1,53.

SAR y PAR. En el análisis se utilizó el método DFA, y se promedió sobre todos los
posibles subconjuntos de partidas consecutivas de longitud N . Se puede observar una
cierta correlación entre los valores de H de las asignaciones. El exponente H de la serie
PAR es mayor que en las otras series. En los casos de las series SAR y PAR, el valor
de H crece cuando se aumenta la longitud de la serie, alcanzando un valor máximo en
aproximadamente 2× 105 y luego se estabilizan alrededor de H ' 0,70 en la serie PAR
y H ' 0,65 en la serie SAR. Para las series aleatoriamente mezcladas (Figura 6.3, panel
derecho) no se observan efectos de tamaño y H fluctúa alrededor de 0,5 en todos los
casos, como se espera. Cabe mencionar que en este análisis, un cambio en el tamaño de
la serie es equivalente a un cambio en la extensión total del tiempo real.

Ya que el nivel de los jugadores de Ajedrez puede ser clasificado de acuerdo a su Elo,que
es un sistema de puntuación introducido por el físico Apard Elo [74] (ver Apéndice A.3),
se repitió el análisis filtrando la base de datos de acuerdo al rango de Elo de los jugadores.
Se utilizaron los siguientes rangos de Elo [16]: [1, 2199], [2200, 2399] y superior a 2400.
Estos intervalos corresponden aproximadamente a: no expertos y candidatos a maestros,
maestros y grandes maestros, respectivamente. En particular, esta partición también
asegura que cada intervalo contiene aproximadamente la misma cantidad de partidas. En
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Figura 6.2.: Análisis R/S (panel superior) y análisis DFA (paneles medio e inferior) para las
asignaciones SAR y PAR. Las líneas rectas corresponden a ajustes lineales de los
datos en log-log.
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Figura 6.3.: Panel izquierdo: Exponente de Hurst obtenido con el método de DFA como función
de la longitud de la serie usando las reglas de asignación SAR y PAR. Panel derecho:
Exponente de Hurst obtenido a partir de las series temporales ’shuffled’.

la Figura 6.4 se muestra el exponente de Hurst como función de la longitud de la serie
temporal asociada a los intervalos de Elo definidos anteriormente. En el panel superior
de la figura se muestra la distribución de Elo de la base de datos. Como se espera, la
distribución es bien ajustada por una función Gaussiana exp

(
−(x−x0)2

2a2

)
(línea continua),

con valores de ajuste x0 = 2303 y a = 203. En la izquierda se muestra la serie SAR; y en
la derecha, la serie PAR. Al igual que para la base de datos completa, el comportamiento
de H para las dos reglas de asignación son similares, y los exponentes de la serie generada
con la asignación PAR son levemente mayores que para la serie generada con la regla
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, con x0 = 2303 y a = 203.

SAR. A tiempos cortos los exponentes de Hurst en los tres intervalos de Elo es cercano
a 0,5, i.e. en esta escala temporal las partidas no están correlacionadas, y no es posible
detectar persistencia. En tiempos intermedios, los intervalos de Elo menores muestran
correlaciones más fuertes; y a tiempos largos, el orden se revierte y las partidas de
jugadores de mayor nivel son los que muestran más correlación en sus líneas de juego.

6.2 Modelos de Ley de Zipf

Ajuste de los parámetros de los modelos

Se comienza por ajustar los parámetros de los modelos presentados en el capítulo 3, a
fin de poder reproducir algunas propiedades básicas estadísticas de la base de datos. Los
parámetros que se deben ajustar son: p en el caso del modelo de Yule-Simon, y p y κc
en el modelo de Cattuto. Se generan series temporales artificiales de N = 106 elementos
al aplicar las reglas de evolución de ambos modelos una cantidad N de veces.
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El valor apropiado para el valor del parámetro p, que es la tasa de introducción de
nuevas líneas de juego, puede ser directamente estimado de la base de datos utilizando
la relación,

p ≈ nd(ttotal)
ttotal

. (6.2)

Esta estimación es válida sólo como primera aproximación ya que implícitamente se
asume que p es una función constante de t, cuando en realidad es una función del
tiempo, ya que el número de líneas de juego diferentes crece con el tiempo de acuerdo a
la ley de Heaps [17] (sección 5.1) y no linealmente como en la Ec. (6.2). Sin embargo,
a fin de mantener el análisis simple, se escoge trabajar dentro de la aproximación de
p constante, como en el caso de los modelos de Yule-Simon y Cattuto. Para el caso
de d = 4 el valor estimado es p = 0,005. Se debe mencionar que para valores mayores
de d la aproximación de p constante no es apropiada [17] ya que el valor de p crece
rápidamente a medida que d aumenta (Figura 6.5).

A fin de obtener un valor apropiado para el parámetro κc –un parámetro solo del
modelo de Cattuto– se varía κc hasta que el modelo de Cattuto sea capaz de reproducir
el tiempo entre eventos promedio

〈
τ (g∗)

〉
de la línea de juego más popular, g∗, en la

base de datos a profundidad d = 4. Entonces, con p dado por la Ec. (6.2), la mejor
aproximación del modelo de Cattuto ocurre para κc = 96, valor para el cual el modelo de
Cattuto arroja el valor

〈
τ (g∗)

〉
= 12,41, y en la base de datos se obtiene

〈
τ (g∗)

〉
= 12,82.

Aún más, la línea de juego más popular generada por el modelo de Cattuto representa
el 8,1 % de todas las líneas de juego, valor cercano al empírico, el cual es 7,8 %.
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Figura 6.5.: Valor de p calculado en la base de datos de Ajedrez calculado con la Ec. (6.2) en
función de d.

El modelo de Yule-Simon también provee una predicción para
〈
τ (g∗)

〉
. Sin embargo,

cuando se calcula p con la Ec. (6.2), la predicción resulta
〈
τ (g∗)

〉
= 7,68, un valor

considerablemente menor que el medido en la base de datos. La predicción correcta puede
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Tabla 6.1.

Data p
〈
τ (g∗)

〉
≈ τP

Base de datos 0,005 12,82
Cattuto 0,005 12,41
Yule-Simon 0,005 7,68
Yule-Simon 0,1 14,12

ser obtenida de todas formas si se toma p = 0,1, el cual es un valor considerablemente
mayor al obtenido con la Ec. (6.2). En otras palabras, el modelo de Yule-Simon no es
capaz de ajustar simultáneamente los valores empíricos de p y

〈
τ (g∗)

〉
, mientras que el

modelo de Cattuto si es capaz. Esto es esperable, ya que el modelo de Cattuto posee un
parámetro, o grado de libertad, extra que puede ser ajustado.

Para simplificar la comparación, en la Tabla 6.1 se resumen los valores obtenidos de〈
τ (g∗)

〉
para diferentes valores de p en la base de datos y en los modelos.

Comparación de los modelos

Luego de ajustar los parámetros de los modelos, p y κc, se comparan los modelos
con algunas propiedades estadísticas complementarias medidas en la base de datos de
ajedrez, tales como las antes mencionadas distribución de popularidades y los efectos
de memoria de largo alcance. En lo que continúa, los parámetros de los modelos son
fijados en los valores obtenidos en la sub-sección previa.

En la Figura 6.6 se muestran las distribuciones de popularidades P (s) de los modelos
de Yule-Simon y Cattuto, y la base de datos para líneas de juego de profundidad d = 4.
El modelo de Yule-Simon produce una distribución de ley de potencia con exponente muy
cercano a 2, lo que es esperado en este proceso para valores pequeños de p(= 0,005) [30].
La distribución obtenida a partir del modelo de Cattuto muestra una leve curvatura,
y es muy bien ajustada por la expresión teórica de la Ec. (3.15). La distribución P (s)
de la base de datos es mucho más cercana a la obtenida con el modelo de Cattuto
que a la obtenida con el modelo de Yule-Simon. Es posible obtener una distribución de
popularidades similar con el modelo de Yule-Simon solo si se relaja la restricción en la
cual el valor de p está determinado por la Ec. (6.2).

A fin de analizar la presencia de correlaciones de largo alcance se midió el exponente de
Hurst (H) de las series temporales generadas con los modelos y de los datos empíricos con
el método de DFA. Como la regla de asignación SAR está basada en la comparación de
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para d = 4 (diamantes azules), ajustado con P (s) ∼ s−α con αd = 1,59 ± 0,02
(R2 = 0,997) (línea gris clara a rayas); medido en la base generada con el modelo
de Cattuto, p = 0,005 y κc = 96 (diamantes rojos) ajustada con PCM (s) (ver
Ec. (3.15)) con parámetro Ω = 1,5± 0,3 (línea negra); y generada con el modelo
de Yule-Simon, p = 0,1 (triángulos verdes) y ajustado con P (s) y exponente
αY S = 2,12± 0,03 (R2 = 0,997) (línea gris oscura a rayas y puntos).

las secuencias de movimientos consecutivas, no se puede utilizar esta regla de asignación
en las series generadas por los modelos. Las series temporales son entonces obtenidas
utilizando las tres asignaciones: PAR, GAR y UAR, y el exponente de Hurst es calculado
con el método DFA lineal. Las reglas GAR y UAR funcionan de la siguiente forma:

GAR (Regla de Asignación Gaussiana) y UAR (Regla de Asignación Uniforme):
Ambas son reglas de asignación aleatorias, donde se asigna a las distintas líneas de
juego a una dada profundidad d, gd(t), un número aleatorio YGAR(UAR) tomado
de una función distribución de probabilidad, Gaussiana para GAR y uniforme para
UAR, y de esta forma la serie temporal es YGAR(UAR) = Xgd(t). Se nota que esta
regla de asignación está basada en una caracterización global de la base de datos.

Nuevamente, los parámetros de los modelos son aquellos obtenidos en la sección 6.2.
Se recuerda que, como se mencionó en la Sección 6.1, las series temporales construídas
a partir de la base de datos presenta correlaciones de largo alcance para profundidades
menores y mayores a d = 4 [18].

Consecuentemente con la falta de memoria del modelo de Yule-Simon, el exponente
de Hurst correspondiente a las series generadas con el modelo de Yule-Simon es cercano
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a 0,5, este resultado es independiente de p y de la regla de asignación empleada
(Figura 6.7).

En la Figura 6.7(a) se muestra el exponente de Hurst como función de la longitud
de la serie temporal, utilizando la regla de asignación PAR en la base generada con el
modelo de Cattuto y en la base de datos empírica. Las series temporales generadas con
el modelo de Cattuto exhiben correlaciones de largo alcance y efectos de tamaño, con
un comportamiento similar al de la base de datos. El valor de H crece hasta alcanzar un
valor de 0,69 en la base de datos, y hasta un valor similar (0,65) en el caso del modelo
de Cattuto. La tendencia es diferente en ambos casos, mientras que en la base de datos
el exponente de Hurst alcanza un valor estacionario a tiempos cortos, crece regularmente
en el modelo de Cattuto.

Grandes fluctuaciones en la serie temporal X(t) pueden introducir efectos de memoria
de largo alcance espurias, i.e. valores de H significativamente distintos de 0,5. Como
la distribución de popularidades es de cola larga –en el modelo y en la base de datos
empírica– la regla de la asignación PAR lleva a grandes fluctuaciones en los valores de
X(t). Es conveniente entonces analizar el caso en que las fluctuaciones en los valores de
las series temporales X(t) están acotadas. Para tal propósito, se utilizan otras reglas de
asignación, GAR y UAR, las que generan series temporales con varianza finita.

En la Figura 6.7 se muestra el exponente de Hurst H como función del tamaño de la
serie temporal analizada para las otras dos reglas de asignación; GAR (Figura 6.7(b)) y
UAR (Figura 6.7(c)). Los exponente de Hurst H son mayores a 0,5 en la mayor parte de
los puntos de la gráfica. Además, a diferencia de las regla PAR, las series GAR y UAR
crecen casi monotonamente hasta alcanzar un valor de H ' 0,72 (GAR) y H ' 0,63
(UAR) para la serie completa. Por lo tanto, la presencia de las correlaciones de largo
alcance es robusta ante la elección de la regla de asignación. En particular, se obtiene
un muy buen acuerdo entre la serie generada por el modelo de Cattuto y la base de
datos para la regla GAR. Cabe mencionar que se ha encontrado que el método DFA
tiende a ser más robusto para procesos Gaussianos [75].

Para las mediciones en la base de datos, las barras de error en la Figura 6.7 (a)
resultan del ajuste lineal de F (l) en el DFA, mientras que para el modelo de Cattuto se
computaron 10 realizaciones del modelo, y las barras de error reflejan la dispersión de
los valores calculados de H. Sin embargo, en los paneles (b) y (c), los que corresponden
a las reglas GAR y UAR, los errores se estimaron utilizando 10 asignaciones aleatorias
diferentes para cada regla, para el modelo de Cattuto y la base de datos. Las diferentes
reglas de asignación llevan a distintos valores de H, en la base de datos empírica y en el
modelo de Cattuto. Esto implica que la existencia de correlaciones de largo alcance es
una característica robusta desde un punto de vista cualitativo, pero que los valores que
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toma H no son independientes de la regla de asignación utilizada para generar las series
temporales.
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Figura 6.7.: Exponente de Hurst obtenido con el método de DFA como función de la longitud
de la serie temporal en la base de datos (línea de puntos con triángulos) y generada
con el modelo de Cattuto, p = 0,005 y κc = 96 (línea completa con diamantes
rojos) utilizando las reglas de asignación: (a) PAR, (b) GAR y (c) UAR.

6.3 Conclusiones parciales

Los exponentes de Hurst obtenidos mediante los métodos R/S y DFA son similares,
lo cual indica que las series temporales analizadas son estacionarias para las reglas de
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asignación PAR y SAR. Para el caso de la serie generada con la regla PAR y analizada
con el método R/S, los resultados obtenidos son similares a aquellos reportados para
cuerpos literarios [32]. El valor H ' 0,5 que resulta del mezclado aleatorio de las series
temporales implica que las reglas de asignación empleadas para construir dichas series no
introducen correlaciones espurias. El análisis de las series en función del tiempo muestra
que existe un umbral en la longitud de las series temporales para el cual las correlaciones
de largo alcance comienzan a surgir. Este umbral depende de la regla de asignación
y del nivel de los jugadores. Cuando la base de datos es filtrada por rangos de ELO,
los resultados obtenidos indican que las correlaciones de largo alcance observadas a
escalas temporales largas están relacionadas a la presencia de jugadores de alto nivel.
En contraste, las partidas correspondientes a jugadores de nivel intermedio y bajo nivel
muestran correlaciones a tiempos cortos.

Los efectos de tamaño en la detección de correlaciones de largo alcance han sido
estudiados previamente en el trabajo realizado por Coronado et al. [76] en el cual se
analizan series temporales generadas por el algoritmo de Makse [77]. En el trabajo
mencionado fue observado que los efectos de tamaño resultan despreciables cuando se
analizan series temporales reducidas en longitud, tan pequeñas como 103, con el método
de DFA. En los resultados presentados en este capítulo se puede observar la presencia
de efectos de tamaño en las series temporales analizadas con el método DFA, las cuales
poseen longitudes mayores a 103 elementos, por lo tanto se puede decir que los efectos
observados reflejan propiedades intrínsecas del sistema.

Para jugadores de bajo nivel e intermedio nivel la persistencia alcanza un máximo en
dos o tres años y luego se estabiliza. Este comportamiento es independiente del origen
temporal utilizado en el análisis. De hecho, los resultados mostrados en este capítulo
fueron obtenidos al promediar sobre intervalos de tiempo equivalentes disjuntos. Para la
mayor parte de los jugadores especializados las correlaciones de largo alcance comienzan
a ser significativas luego de uno o dos años. De acuerdo a los resultados, los jugadores
de alto nivel utilizan estrategias diferentes a los jugadores de bajo nivel. Al parecer, los
jugadores varían más a menudo las líneas de juego que emplean en tiempos cortos. Esto
se puede deber a que los jugadores sobresalientes conocen una mayor cantidad de líneas
de apertura en profundidad y son menos influenciados por sus oponentes. En particular,
en el caso de los jugadores de alto nivel las correlaciones de largo alcance en escalas
temporales largas resultan más fuertes.

Por otro lado, se analizó la base de datos de ajedrez dentro del marco de dos modelos
basados en un mecanismo de crecimiento preferencial, los modelos de Yule-Simon y
Cattuto, ya que ambos modelos permiten generar base de datos artificiales de líneas de
aperturas con distribución de ley de potencia. En particular, el modelo propuesto por
Cattuto et al. incluye un núcleo de memoria a este proceso. El análisis mostrado en este
capítulo demuestra que ambos modelos son capaces de reproducir, hasta cierto punto,
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la distribución de popularidades obtenida a partir de la base de datos. Sin embargo,
el modelo de Cattuto resulta más realista, ya que reproduce la distribución de ley de
potencia de las líneas de apertura utilizando el valor de la probabilidad de introducción
de una nueva línea medido en la base de datos. Más aún, debido al núcleo de memoria,
el modelo de Cattuto es también capaz de reproducir las correlaciones de largo alcance
y los efectos de tamaño observados en la base de datos, mientras que el modelo de
Yule-Simon carece de memoria.

Específicamente, en este capítulo se muestra que el modelo de Cattuto describe
correctamente la distribución de popularidades de las líneas de apertura a profundidad
d = 4 para el valor del parámetro p medido en la base de datos, y κc determinado con el
ajuste del tiempo entre eventos medio de la línea de apertura más popular. El modelo de
Yule-Simon reproduce la distribución de popularidad, pero para un valor del parámetro p
considerablemente más grande que el medido. Más aún, el modelo de Cattuto exhibe
correlaciones de largo alcance y efectos de tamaño, independientemente de la regla de
asignación utilizada para construir la serie temporal, aunque el grado de persistencia sí
depende de la asignación. En particular, el modelo de Cattuto reproduce muy bien los
efectos de tamaño y persistencia observados en la base de datos sólo para el caso de la
regla de asignación Gaussiana (GAR). Esto sugiere que existen correlaciones subyacentes
relacionadas con la popularidad de las líneas de juego de ajedrez y la serie temporal
correspondiente, que no son capturadas por el modelo de Cattuto.
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7Análisis de los tiempos entre
eventos

En este capítulo se estudia otro aspecto de la existencia de efectos de memoria no
triviales, que concierne a la ocurrencia de líneas de juego específicas en la base de datos
de Ajedrez. En este sentido, se analiza la existencia de burstiness en la ocurrencia de la
línea de apertura más popular, considerando la base de datos de Ajedrez completa y el
sub-conjuntos de partidas correspondientes al jugador más activo de la base. Además,
se analiza la existencia de este efecto de memoria en las series temporales generadas por
los modelos de Yule-Simon y Cattuto. El estudio de la existencia de una dinámica bursty
en la secuencia de tiempo entre eventos se realiza a través del cálculo del parámetro
(B) y exponente βB de burstiness.

Se comienza con el estudio de burstiness, analizando la actividad de la línea de juego
más popular tanto en la base de datos completa como en la actividad de un solo jugador.
Para esto se calcula en ambos casos la distribución acumulada de tiempos entre eventos
F (τ) (Sección 2.4) correspondiente a la línea de juego más popular a profundidad d = 4,
en la base de datos y del jugador más activo. En la Figura 7.1 se muestra la gráfica
de − lnF (τ) como función de τ en doble escala logarítmica para la base de datos
completa y para el jugador. Análogamente, en la Figura 7.2 se muestran los gráficos de
la distribución acumulada de tiempos entre eventos de las secuencias generadas con los
modelos de Cattuto y Yule-Simon. En todos casos las curvas muestran un régimen lineal
permitiendo un buen ajuste de la distribución de Weibull (Ec. (2.23)). El régimen lineal
se estimó eliminando puntos de ambos extremos de la curva − lnF (τ) y realizando un
ajuste lineal en cada subconjunto hasta que el valor del coeficiente de determinación R2

alcanzase un valor estable con tolerancia 10−4.

En el caso de la base de datos completa y las secuencias generadas por los modelos
de Yule-Simon y Cattuto, el exponente de Weibull y el parámetro de burstiness resultan
β ≈ 1 y B = 10−2, respectivamente, indicando ausencia de burstiness. Dado que no se
detecta burstiness, el parámetro τ0 de la distribución de Weibull debería coincidir con el
tiempo característico τP '

〈
τ (g)

〉
del proceso de Poisson asociado (Sección 2.4). Esto

se corrobora haciendo una aproximación derivada del modelo de Yule-Simon, aunque
también es válida para el modelo de Cattuto. En el modelo de Yule-Simon, la probabilidad
Pt que una línea de juego g ya existente sea repetida entre los tiempos t y t+ δt, puede
aproximarse por Pt ≈ ((1−p)s(g)

d (t)/Nd(t))δt, donde s(g)
d es el número de líneas de juego
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Figura 7.1.: Distribución acumulada de tiempos entre eventos de la partida más popular
medida en la base de datos completa (diamantes azules) y para el jugador más
activo (diamantes rojos). Las líneas corresponden a ajustes de la Ec. (2.23) con
βB = 0,927 ± 0,003 (R2 = 0,999) para la base de datos completa (línea gris) y
βB = 0,583± 0,004 (R2 = 0,993) para el jugador (línea negra rayas).

g hasta profundidad d que han sido empleadas hasta tiempo t (ver Sección 4). Luego
de un tiempo transitorio, se espera que s(g)

d (t)/Nd(t) sea aproximadamente constante
–más precisamente una cantidad de variación lenta–. Por lo tanto, Pt = µδt, donde
µ := 1/τP ≈ (1− p)s(g)

d /Nd es la tasa de eventos del proceso de Poisson, y

τP ≈
sd(ttotal)

N
(g)
d (ttotal)(1− p)

(7.1)

es el correspondiente tiempo característico. Aquí, ttotal es el número de partidas en toda
la base de datos. En la Tabla 7.1 se resumen estos resultados, y es claro que hay un
buen acuerdo entre el valor de ajuste τ0 y la estimación τP .

De acuerdo a estos resultados el tiempo entre eventos de la línea de juego más
popular indica una leve tendencia a una dinámica inhomogénea, i.e., bursty, cuando se
considera el conjunto completo de jugadores. Con el fin de esclarecer esta tendencia se
analizó la existencia de burstiness en la actividad de un solo jugador. Para tal análisis se
escogió el jugador más activo de toda la base de datos, el cual cuenta con 1377 partidas
jugadas, y se mantiene el índice de tiempo ordinal. El valor medido para la probabilidad
p de introducción de una nueva línea de juego para este jugador es igual a 0,09. En la
Figura 7.1 se muestra la distribución de tiempos entre eventos acumulada de la línea de
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en la base de datos completa (diamantes azules) y en la serie temporal generada
por el modelo de Cattuto (triángulos negros) para p = 0,005 y κc = 96. Las líneas
corresponden a ajustes de la Ec. (2.23) con βB = 0,927 ± 0,003 (R2 = 0,999)
para la base de datos completa (línea azul) y βB = 1,035± 0,003 (R2 = 0,999)
para el modelo de Cattuto (línea negra a trazos). Inset: Distribución acumulada
de tiempos entre eventos de la partida más popular medida en la base de datos
(diamantes azules) y en las secuencias generadas por el modelo de Yule-Simon para
p = 0,1 (cuadrados) y p = 0,005 (círculos).

juego más popular de este jugador. La pendiente de la recta que ajusta el régimen lineal
es βB = 0,583± 0,004 y su parámetro de burstiness es B = 0,22, indicando la presencia
de una actividad bursty. Más aún, los valores obtenidos para τ0 a partir del ajuste de la
Ec. (2.23) y τP de la Ec. (7.1) son muy diferentes (ver Tabla 7.1). Como es de esperar,
un proceso de Poisson no resulta ser una buena aproximación para la distribución de
tiempos entre eventos para un solo jugador. Además, como se mostró previamente, los
modelos de Yule-Simon y Cattuto no generan burstiness, por lo tanto no son capaces de
reproducir los resultados obtenidos de la dinámica de un solo jugador.

Con el fin de analizar la influencia del nivel de los jugadores en la actividad de la
partida más popular se repitieron los cálculos anteriores para diferentes subconjuntos de
partidas de la base de datos. En esta parte del análisis la base de datos es dividida en
tres grupos, al igual que en la sub-sección 6.1, cada uno correspondiente a un intervalo
de Elo: [1, 2199], [2200, 2399] y superior a 2400, donde todos los intervalos contienen
aproximadamente la misma cantidad de partidas.
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Tabla 7.1.: Resumen de los resultados correspondientes al análisis de tiempos entre eventos en
la base de datos y en las series generadas por los modelos de Yule-Simon y Cattuto.

Data p βB τ0
〈
τ (g∗)

〉
≈ τP

Base de datos 0,005 0,927± 0,003 13,0± 0,5 12,82
Cattuto 0,005 1,036± 0,002 12,9± 0,8 12,41
Yule-Simon 0,005 1,059± 0,005 8,2± 0,6 7,68
Yule-Simon 0,1 1,031± 0,003 15,4± 0,6 14,12
Jugador individual 0,09 0,583± 0,004 4297± 200 89,75

Al igual que en el análisis previo, se calculó la distribución de tiempos entre eventos
acumulada para cada intervalo de Elo (Figura 7.3). Los ajustes de los correspondientes
regímenes lineales resultan en βB = 0,89, βB = 0,93 y βB = 1,02 para los intervalos
[1, 2199], [2200, 2399] y superior a 2400 respectivamente. Cuando la serie temporal es
mezclada aleatoriamente el régimen lineal de la distribución de tiempos entre eventos
acumulada tiene una pendiente β ≈ 1. Al parecer, existe cierta correlación entre los
valores de βB y el rango de Elo, sin embargo estas correlaciones son débiles y los resultados
no son concluyentes, ya que en todos los casos los valores de βB son relativamente
cercanos a 1.

Se hace notar que la línea de juego más popular es exactamente la misma en la base
de datos completa y en los dos rangos de Elo menores, mientras que difiere para el rango
de Elo superior, para el cual la secuencia más popular a profundidad d = 4 resulta 1 e4
c5 2 Nf3 d6, también conocida como la Defensa Siciliana.

A fin de analizar la ausencia de burstiness en la base de datos completa, se estudió
también el comportamiento bursty durante el proceso de agregado de datos. Se hizo
crecer la base de datos de dos formas diferentes, por agregación de jugadores y por
agregación cronológica de partidas. En el primer caso, se ordenaron los jugadores de
acuerdo al número de partidas jugadas por ellos en la base de datos, de más activo
a menos activo. Se hizo crecer la base de datos agregando grupos de jugadores, cada
grupo conteniendo 5× 104 partidas, hasta completar la base de datos. De esta forma,
los jugadores más activos son incluidos primero durante el proceso de crecimiento. En el
segundo caso, de agregación cronológica de partidas, las líneas de juego fueron agregadas
en subconjuntos de 5× 104 partidas, también hasta completar la base de datos. Para
ambos procesos de crecimiento, se calculó el parámetro de burstiness B y el exponente
de burstiness βB (sección 2.4). Los valores resultantes como función del tamaño de
la base de datos se muestran en la Figura 7.4. En la figura es notable que los puntos
del proceso de agregación de jugadores no están uniformemente distribuidos, esto se
debe a que, al agregar nuevos jugadores, muchas de las partidas jugadas por ellos ya
fueron incluidos en la base de datos en crecimiento si los oponentes involucrados en las
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Figura 7.3.: Distribución de tiempos entre eventos acumulada para diferentes rangos de Elo:
(a) rango [1,2199] (triángulos rojos), (b) rango [2200,2399] (diamantes azules),
(c) rango [2400,2851] (triángulos vedes) y (d) los tres rangos superpuestos. Los
puntos de colores corresponden a la distribución medida en la base de datos y los
triángulos invertidos grises a la distribución de la serie aleatoriamente mezclada.

partidas ya habían sido agregados. Este efecto es más significativo cuando la base de
datos alcanza un tamaño considerable.

El análisis de la Figura 7.4 revela que para ambos procesos de crecimiento, agregación
de jugadores y partidas, βB y B alcanzan un valor estable correspondiente al de la base
de datos completa, lo que significa que en ambos casos el burstiness desaparece a un
dado tamaño. Sin embargo, los valores finales son alcanzados en un número diferente de
partidas. Bajo el proceso de agregación de partidas, los valores de βB y B se estabilizan
en aproximadamente 2× 105 partidas, mientras que bajo el proceso de agregación de
jugadores los valores se estabilizan mucho después. Este es un nuevo indicio de que
la dinámica bursty en la base de datos completa esta relacionado al comportamiento
de jugadores individuales. De hecho, durante la agregación cronológica de partidas, la
incorporación de un número relativamente pequeño de líneas de juego (las primeras
5× 104) ya es suficiente como para incluir una fracción considerable de los jugadores
de la base de datos (alrededor del 12 % del total). Esta es la razón por la cual el
comportamiento bursty desaparece en una escala de tiempo corta bajo la agregación de
partidas. En la agregación de jugadores, en cambio, se tienen sólo 57 jugadores en el
primer subconjunto de partidas agregadas, y tanto los valores del parámetro de burstiness
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B como los del exponente de burstiness βB se estabilizan cuando el número de jugadores
agregados alcanza los ≈ 1000, lo que corresponde a 106 partidas. Las restantes 4× 105

líneas de juego corresponden a jugadores con pocas partidas –la mayoría menos de 10–.
Estos jugadores no pueden exhibir burstiness por sí mismos y por lo tanto eliminan el
comportamiento bursty en la base de datos. Finalmente, se ha comprobado que todos los
jugadores que poseen un registro extensivo de partidas exhiben una dinámica bursty.
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Figura 7.4.: (a) Parámetro de burstiness B y (b) exponente de burstiness βB como función
de la longitud de la serie temporal de la base de datos en crecimiento para los
procesos de agregación de jugadores (triángulos negros) y agregación cronológica
de partidas (diamantes grises). Las barras de error no son mostradas ya que tienen
un tamaño comparable al de los puntos.

7.1 Conclusiones parciales

En este capítulo se mostraron los resultados obtenidos a partir del análisis de los
tiempos entre eventos de la partida más popular, tanto en el caso de la base de datos
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completa como para el jugador más activo. Este análisis resulta complementario al
expuesto en el Capítulo anterior, ya que permite explorar la presencia de otro tipo de
efecto de memoria, no necesariamente relacionado a las correlaciones de largo alcance,
llamado burstiness.

A partir del ajuste de la distribución acumulada de tiempos entre eventos de la línea
de apertura más popular de la base de datos, se encontró que no se puede asegurar la
presencia de una dinámica bursty. El exponente de la distribución de Weibull resulta
esencialmente igual a uno (β = 0,927) y, por lo tanto, la dinámica puede ser aproximada
por un proceso de Poisson. Este resultado es validado a través del cálculo del parámetro
de burstiness, el cual resulta B ' 10−2. Aún más, el valor de ajuste de τ0 y el valor
calculado τP son muy similares. Ya que los tiempos entre eventos de las secuencias
producidas por los modelos de Yule-Simon y Cattuto se pueden explicar a través de un
proceso de Poisson, los tiempos entre eventos de la base de datos pueden ser reproducidos
por ambos modelos. La ausencia de burstiness en el modelo de Cattuto sugiere que el
fenómeno de burstiness –el cual puede explicar en algunos casos la aparición de efectos
de memoria de largo alcance– juega un rol marginal en la presencia de correlaciones de
largo alcance.

Aunque el comportamiento del conjunto completo de jugadores de la base de datos no
exhibe burstiness, el análisis de los tiempos entre eventos de jugadores individuales, siem-
pre que posean un número suficiente de partidas jugadas, sí presenta un comportamiento
bursty. Esto indica que la ausencia de burstiness a nivel grupal es una consecuencia
de la agregación de datos. Esto fue confirmado por el empleo de dos mecanismos de
agregación de datos; agregación de jugadores y agregación de partidas, ya que el primer
mecanismo preserva la dinámica bursty en una escala temporal considerablemente más
larga que el segundo. Esto puede deberse a correlaciones subyacentes entre jugadores,
e.g. los dos jugadores en una partida tienden a tener Elos similares, y por lo tanto las
partidas están necesariamente correlacionadas.

Finalmente, los modelos de Yule-Simon y Cattuto no generan una dinámica bursty,
por lo tanto el modelo de Cattuto resulta apropiado para modelar la base de datos
completa pero no para analizar la dinámica de jugadores individuales.
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8Crecimiento preferencial con
memoria de corto alcance

Si bien el modelo de Cattuto introduce correlaciones de largo alcance en las series
generadas, las mismas no presentan burstiness. En este capítulo se analiza una variante del
modelo de Cattuto la cual llamamos Bounded Memory Preferential growth (crecimiento
preferencial con memoria limitada) o modelo BMPG desarrollado con el fin de producir
una dinámica bursty en las secuencias generadas. Se caracterizaron las propiedades
del modelo, tales como la distribución de popularidades, tiempos entre eventos y la
dinámica dentro del núcleo de memoria, combinando análisis analítico con simulaciones
numéricas extensas. En particular, esta variante del modelo presenta burstiness y preserva
la distribución heterogénea de popularidades [78].

Se hace notar que, a pesar de la gran cantidad de trabajos en los cuales se estudian el
mecanismo de crecimiento preferencial y sus variantes [79, 80, 81, 82], los que incluyen
la dependencia no lineal del núcleo [83] y efectos de envejecimiento [40, 84, 85, 86],
esta variante del modelo de Yule-Simon no ha sido estudiada hasta el momento.

8.1 El modelo

Como se mencionó en la sección anterior los modelos de Yule-Simon y Cattuto fallan
a la hora de describir la distribución de tiempos entre eventos de las líneas de juego
de jugadores individuales. Con el objetivo de generar una dinámica heterogénea, se
reemplazó el núcleo de memoria de decaimiento lento en el modelo de Cattuto por un
núcleo de memoria finito. El mecanismo de generación resulta idéntico al presentado
en la Sección 3.2, excepto por la distribución Q(∆t). Es decir, la diferencia reside en el
núcleo de memoria, el cual está definido por una función escalón,

Q(∆t) =


1
κ

∆t ≤ κ

0 ∆t > κ
, (8.1)

donde κ es la extensión del núcleo. A esta variante se la llamó Bounded Memory
Preferential growth (crecimiento preferencial con memoria limitada) o modelo BMPG.
En la Figura 8.1 se ilustra el proceso del modelo BMPG.
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Figura 8.1.: Esquematización del proceso del modelo BMPG ilustrando como un elemento
es incorporado a la serie temporal a tiempo t. Con probabilidad p el elemento
que se agrega pertenece a una nueva clase, i.e., se agrega una bola de un nuevo
color. Con probabilidad complementaria 1− p un elemento ya existente se copia,
elegido uniformemente entre los últimos elementos de la serie. Los elementos que
se encuentran a más de κ pasos temporales –círculos sombreadas en la figura– no
pueden ser copiadas.

8.2 Ecuación maestra

Para comenzar con el análisis del modelo BMPG se describe la dinámica de los
elementos dentro del núcleo de memoria. En cada paso temporal t, el último elemento
en el núcleo abandona el mismo en el siguiente paso temporal. Como consecuencia de
esto, una clase de elementos puede extinguirse si el elemento que abandona el núcleo
es el último de su clase dentro del mismo, e.g., los círculos rosas sombreadas en la
Figura 8.1. En este contexto, es interesante estudiar la dinámica de extinción de los
elementos del núcleo a través del análisis de las distribuciones de tiempos de vida de las
clases de elementos.

Sea Pn(t), (n = 0, 1, ..., κ) la probabilidad a tiempo t que una dada clase de
elementos dentro del núcleo tenga popularidad n, y P(t) el vector con componentes
Pn(t) (n = 0, 1, 2, ..., κ). La probabilidad Pn(t) puede ser descrita por una cadena de
Markov en tiempos discretos considerando que: un elemento de una cierta clase puede
ser copiado incrementando su popularidad, n→ n+1; puede ser removido disminuyendo
su popularidad, n → n − 1; o puede ser copiado y, otro elemento de la misma clase,
removido en el mismo paso temporal, manteniendo su popularidad. En el proceso BMPG
el elemento más viejo en el núcleo es removido, sin embargo para obtener la cadena de
Markov se debe realizar una aproximación, en la cual en cada paso temporal el elemento
removido se escoge aleatoriamente entre todos los elementos dentro del núcleo. En esta
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aproximación se deducen las siguientes probabilidades de transición para un núcleo con
n elementos de una clase particular,

Πn,n = (1− p)
[(

n

κ

)2
+
(

1− n

κ

)2
]

+ p

(
1− n

κ

)
,

Πn,n+1 = (1− p)n
κ

(
1− n

κ

)
(n 6= k),

Πn,n−1 = (1− p)n
κ

(
1− n

κ

)
+ p

n

κ
(n 6= 0), (8.2)

donde n = 0, 1, 2, ..., κ. Entonces, si se conoce la distribución de probabilidad a tiempo
t, es posible computar la distribución de probabilidad a tiempo t+ 1 mediante la relación
P(t+1) = P(t)Π, donde Π es la matriz con elementos {Πn,m} en la cual los elementos
no nulos corresponden a m = n, n − 1, n + 1 y están dados por las Ecs.(8.2). En
particular, utilizando dP

dt
≈ P(t + 1) − P(t) = P(t)(Π − 1) es posible obtener la

ecuación maestra,

dPn(t)
dt

= Πn−1,nPn−1(t) + Πn+1,nPn+1(t) (8.3)
−(Πn,n − 1)Pn(t),

donde la matriz de transición se extiende para incluir los casos especiales Π−1,0 =
Πκ+1,κ = 0. Expresando el tiempo en unidades de κ (t̃ = t/κ) y acomodando términos,
la ecuación maestra puede escribirse como:

dPn(t̃)
dt̃

= b(n−1)Pn−1(t̃) + d(n+1)Pn+1(t̃) (8.4)

−(b(n) + d(n))Pn(t̃),

donde b(−1) = d(κ+1) = 0 y para los casos restantes,

b(n) = n

[
(1− p)− (1− p)n

κ

]
= nβ(n)

d(n) = n

[
1− (1− p)n

κ

]
= n(p+ β(n)). (8.5)

Aquí β(n) = (1− p)(1− n
κ ). Cuando β es constante esta ecuación maestra corresponde

a un proceso de Galton-Watson [87]. Sin embargo, ya que el número de estados es
limitado en este modelo–i.e., la popularidad dentro del núcleo de un dado elemento
no puede superar el tamaño del mismo– β resulta una función decreciente de n. En el
contexto de los modelos de ecologías adaptativas, usualmente se asume que el tamaño de
la población total es fija y está determinada por la capacidad de carga del ambiente [88].
Resulta entonces interesante el análisis de la distribución de tiempos de vida de los
elementos dentro del núcleo, ya que estudios anteriores han utilizado este abordaje para
modelar la distribución de tiempos de vida de especies en ecología [87]. Como se mostrará
más adelante, distintos regímenes surgen en la dinámica del modelo BMPG dependiendo
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del valor del producto pκ. En la Figura 8.2 se muestran las distribuciones de tiempos de
vida de los elementos en el modelo BMPG para tres distintos regímenes p > pc, p = pc, y
p < pc, donde pc = 1/κ. Estas distribuciones, como todos los resultados presentados de
ahora en más, fueron obtenidos mediante simulaciones numéricas, generando secuencias
de N = 107 elementos. En estas series se computan los tiempos de vida de cada clase
de elemento g, y se promedia sobre 20 realizaciones para cada valor de los parámetros.
En los tres casos, los tiempos de vida de los elementos está distribuido de acuerdo a
una distribución de cola larga, que puede ser aproximada por una ley de potencia con
exponente ≈ −1,9. Este exponente está entre −3/2, el cual es el tiempo de salida en
un problema de caminata aleatoria, y −2, el proceso de ramificación de Galton-Watson
crítico [87]. Más aún, se ha sugerido [89] que los tiempos de vida de grupos taxonómicos
en el registro de fósiles poseen una distribución con una cola de ley de potencia con
exponentes en el rango entre −3/2 a −2.
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Figura 8.2.: Distribución de tiempos de vida calculadas para el modelo BMPG con κ = 500
para p = pc = 1/κ (cuadrados violetas), p = 0,01pc (círculos verdes) y p = 10pc
(triángulos azules). Las líneas corresponden a leyes de potencia con exponentes
−1,93 (línea completa), −3/2 (línea de puntos) y −2 (línea a rayas).

8.3 Distribución de Popularidad

A fin de caracterizar más profundamente el modelo, se calculó la distribución de
popularidad P (s) de las secuencias generadas para el modelo BMPG utilizando diferentes
valores de los parámetros p y κ. En la Figura 8.3 (panel superior) se muestran los
resultados obtenidos para κ = 100, 300 y 500, donde en cada caso p = pc = 1/κ. Para
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todas las P (s) calculadas se encontró que las distribuciones se ajustan bien a una ley de
potencia,

P (s) ∼ s−α, (8.6)

con α ' 3/2. Se debe notar que el núcleo de tamaño finito mantiene la cola de ley de
potencia encontrado en los modelos originales de Cattuto y Yule-Simon, pero modifica
el exponente α en una forma particular, como se discutirá más adelante.
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Figura 8.3.: Panel superior: Distribuciones de popularidad calculadas para las secuencias gene-
radas con el modelo BMPG para κ = 100, 300 y 500, y p = pc. Las líneas rectas
corresponden a ajustes de la Ec. (8.6). En todos los casos los exponentes del ajuste
corresponden a α ' 3/2. Panel inferior: Distribución de popularidad calculada para
las secuencias generadas con el modelo BMPG para κ = 100 y p = 0,1pc, pc y
10pc; las líneas completas corresponden a la estimación de la Ec. (8.10).

Con el fin de analizar la distribución de popularidad de los elementos en el modelo
BMPG, se relaciona la generación de los elementos de cada clase a un proceso de
ramificación correspondiente. Un proceso de ramificación puede ser asociado a un árbol
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con un nodo de partida o raíz. El proceso comienza con un nodo raíz el cual crea hijos,
y esos hijos crean hijos propios, etcétera. El número de hijos que genera cada nodo
es representado por una variable estocástica. Más aún, cada nodo pertenece a una
generación específica definida por su distancia al nodo raíz del árbol correspondiente. En
este contexto, la generación de elementos de una dada clase en el modelo BMPG puede
aproximarse por la evolución de un proceso de ramificación. Cada copia de un elemento
de una dada clase corresponde a uno de los nodos en el árbol en su correspondiente
generación, con excepción de la raíz, la que corresponde a la primera aparición de esta
clase de elementos. De esta forma, cada vez que la raíz es copiada, nace un hijo de la
primera generación y, de manera similar, si un nodo de la primera generación es copiado,
un hijo de la segunda generación nace, etcétera, y de esta forma se construye el árbol.

Cada elemento puede tener a lo sumo κ hijos, ya que sólo puede ser copiado mientras
esté dentro del núcleo de memoria. En este proceso, la probabilidad que un dado nodo
tenga i hijos puede ser aproximado por una distribución binomial,

pi =
(
κ

i

)
θi(1− θ)κ−i, (8.7)

donde θ = 1
κ(1−p) es la probabilidad que un dado elemento en el núcleo sea copiado en

cada paso temporal. En un proceso de ramificación reglado por una distribución binomial,
cada conexión en el árbol correspondiente se genera con probabilidad θ. Ya que el número
de conexiones en un árbol es s − 1, donde s es el número de nodos, o elementos, la
probabilidad de generar s − 1 conexiones es θs−1. El número de conexiones ausentes
para completar un árbol κ-ario (de κ ramas) con s nodos internos es κs− (s− 1), donde
internos significa que los nodos no son hojas del árbol. Por lo tanto, la probabilidad
que este proceso genere un árbol κ-ario particular con s nodos internos y κs− (s− 1)
conexiones ausentes es [55] θs−1(1 − θ)(κ−1)s+1. En la Figura 8.4 se muestran dos
ejemplos de árboles κ-arios con κ = 3 y tres nodos internos (s = 3).

El número de árboles κ-arios con s nodos internos es [90],

N (κ)(s) = 1
(κ− 1)s+ 1

(
κs

s

)
. (8.8)

Entonces la probabilidad de tener un árbol κ-ario con s nodos internos y κs− (s− 1)
conexiones ausentes, o en el contexto del modelo BMPG, un elemento de popularidad s,
es:

P (s) = 1
(κ− 1)s+ 1

(
κs

s

)
θs−1(1− θ)(κ−1)s+1. (8.9)
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Figura 8.4.: Ilustración de dos árboles κ-arios con κ = 3 y s = 3. Los nodos negros corresponden
a los nodos internos y los marcados en líneas de puntos son los conexiones y nodos
ausentes.

Usando la aproximación de Stirling para κ� 1 y s� 1 se obtiene el comportamiento
asintótico de la Ec. (8.9),

P (s) ∼ e−s/s0(κ,θ)s−3/2, (8.10)

con s0(κ, θ) ≈ κ−1
κ

2
(1−κθ)2 = κ−1

κ
2
p2 .

En la Figura 8.3 (panel inferior) se muestran las distribuciones resultantes P (s)
calculadas para la secuencia generada con el modelo BMPG, junto con las predicciones
teóricas de la Ec. (8.10). Se puede observar que las predicciones teóricas ajustan de
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buena manera las distribuciones calculadas para las secuencias generadas con el modelo,
cuando los valores de κ son lo suficientemente grandes; esto confirma que un proceso de
ramificación con un distribución binomial es una buena aproximación en este escenario.
Más aún, cuando p = pc = 1/κ la cola exponencial de la distribución P (s) (Ec. (8.10)) se
aleja como s0 ∝ κ2. Por lo tanto, para valores muy grandes de κ, como los utilizados en
la Figura 8.3 (panel superior), la distribución tiende a una ley de potencia, P (s) ∼ s−3/2

en un rango amplio de valores de s como se observa en la figura.

8.4 Correlaciones

Como se mencionó previamente, las secuencias generadas por el modelo de Cattuto
original tienen correlaciones de largo alcance. Ya que el modelo BMPG tiene un núcleo
de memoria de tamaño finito, no se esperan correlaciones de largo alcance en las series
temporales generadas x[t]. En esta sección se analiza el tipo de correlaciones presentes en
las series temporales. Para construir las series temporales se utilizó la regla de asignación
GAR (Sección 6.1) [19]. A fin de observar como se comporta la longitud o tiempo de
correlación en este núcleo, se calculó la función autocorrelación C(∆t, t) de la serie
como,

C(∆t, t) = 〈(x[t]− µ(t))(x[t+ ∆t]− µ(t+ ∆t))〉
σ(t)σ(t+ ∆t) , (8.11)

donde µ(t) = 〈x[t]〉 y σ2(t) = 〈(x[t]− µ)2〉 y 〈...〉 significa tomar valor de expectación.
Considerando que la serie temporal es estacionaria, entonces µ(t) = µ(t + ∆t) = µ0,
σ(t) = σ(t+ ∆t) = σ0, y la función autocorrelación C(∆t, t) = C(∆t), la cual puede
ser calculada como,

C(∆t) = 1
N −∆t

N−∆t∑
i=1

x̂[ti]x̂[ti + ∆t], (8.12)

donde x̂[ti] = (x[ti]−µ0)/σ0, µ0 = 1
N

∑N
i x[ti] y σ2

0 = 1
N

∑N
i (x[ti]−µ0)2. Se encontró

que C(∆t) decae exponencialmente, C(∆t) ∼ e
−∆t
R , como puede verse en la Figura 8.5.

Se calculó la función autocorrelación para varios valores de κ y p = pc = 1/κ, y se
obtuvo la tiempo de correlación R ajustando la función exponencial. En el inset de la
Figura 8.5 se muestra la longitud de correlación R como función de κ. Se encontró que
R crece como ley de potencia con exponente γ = 1,9. La Figura 8.5 también muestra el
colapso de las curvas de autocorrelación cuando el tiempo es medido en unidades de la
longitud R ∼ κ1,9.
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Figura 8.5.: Función autocorrelación C(∆t) calculada para las secuencias generadas con el
modelo BMPG para κ = 5, 10, 50, y 100 y p = pc, reescalado por κγ con γ = 1,9.
Inset: Tiempo característico de decaimiento, o longitud de correlación, R como
función de la extensión del núcleo de memoria κ. La línea recta corresponde al
ajuste lineal en escala logarítmica con exponente γ = 1,9.

8.5 Análisis de tiempo entre eventos

Como se mencionó en la sección 2.4, una desviación del comportamiento exponencial
en la distribución de tiempo entre eventos es un claro indicio de la presencia de efectos
de memoria. En el caso de palabras en un texto, o en la ocurrencia de líneas de juego de
un jugador individual, la desviación es bien descrita por una exponencial estirada. Un
indicio más claro de la presencia de burstiness se presenta cuando la distribución de
tiempos entre eventos es descrita por una ley de potencia,

f(τ) = Aτ−η, (8.13)

donde el grado de burstiness está caracterizado por el exponente η de la ley de potencia;
donde cuanto menor es el exponente, más marcada resulta la dinámica bursty.

Utilizando lo descrito anteriormente, junto con el cálculo del coeficiente de burstiness
B (sección 2.4), se analizó la dinámica de los tiempos entre eventos de varios elementos
en series generadas por el modelo BMPG.

Para comenzar, se definió el nivel de actividad de un dado elemento g como la inversa
de la longitud de onda de Zipf, como ag = 1/〈τ (g)〉 donde 〈τ (g)〉 nuevamente es la
media de los tiempos entre eventos de este elemento. Luego, analizando la serie temporal
se encontró que, en promedio, la actividad de los elementos depende de su popularidad
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a través de la relación a ∼ s1/2, i.e., los elementos más activos son también los más
populares.

Se analizaron distribuciones de tiempos entre eventos para diferentes conjuntos de
clases de elementos. Cada conjunto se construyó agregando elementos en un orden
decreciente de popularidad hasta alcanzar un número específico de tiempos entre eventos.
En esta forma se construyeron cuatro conjuntos de ∼ 2 × 106 tiempos entre eventos
con niveles de actividad decreciente.

En el panel superior de la Figura 8.6 se muestra la distribución de tiempos entre
eventos f(τ) para el conjuntos de elementos más activo, donde se utilizó κ = 500 y tres
valores del parámetro p (p = 0,1pc, p = pc, y p = 10pc). Como se puede observar, f(τ)
tiene un decaimiento de ley de potencia en los tres casos con un exponente η = 3, lo
cual indica una clara presencia de burstiness. Para p = pc la distribución completa es
bien descrita por una ley de potencia. No obstante, la desviación de p de pc afecta la
distribución a tiempos cortos. En p = 0,1pc la serie es homogénea, i.e. compuesta casi
en su totalidad por elementos de una sola clase, incrementando el número de tiempos
entre eventos cortos. Al crecer p (p = 10pc), el número de clases diferentes también
aumenta, y los tiempos entre eventos son más largos, resultando en una distribución
plana para valores pequeños de τ , como se puede apreciar en la figura. También se
observó que, independientemente del valor de κ utilizado en el modelo, el exponente
de decaimiento permanece igual. Por comparación, en la figura también se muestra la
distribución obtenida con el modelo de Cattuto para κC = 500 y p = 1/κC , así como el
ajuste correspondiente de una distribución de Weibull (Ec.(2.22)) con β = 1. Como se
mencionó, en este caso la distribución f(τ) se puede explicar mediante un proceso de
Poisson.

En el panel inferior de la Figura 8.6 se muestran las distribuciones de tiempos entre
eventos f(τ) (κ = 500 y p = pc) para varias clases de elementos agrupados en conjuntos
correspondientes a distintos niveles de popularidad promedio. Todas las distribuciones
presentan un decaimiento de ley de potencia con exponente η = 3, y colapsan cuando los
ejes coordenados son reescalados con el factor 〈τ〉 = 〈s〉−1/2, donde 〈s〉 es la popularidad
promedio del conjunto correspondiente.

También se calculó el parámetro de burstiness para diferentes valores de κ y p, usando
en este caso el conjunto más activo (inset Figura 8.6 –panel inferior–). Para todos los
valores de κ existe un rango alrededor de κp ∼ 10 en el cual se evidencia la dinámica
bursty, mientras que para valores pequeños de κp, B < 0, ya que las series resultan más
regulares.

Como la distribución de tiempos entre eventos para p = pc se ajusta muy bien a una
ley de potencia con exponente η = 3, es posible calcular los valores correspondientes de

82 Capítulo 8 Crecimiento preferencial con memoria de corto alcance



10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

f(
τ)

τ

Modelo de Cattuto
p=pc
p<pc
p>pc

η=3

β=1

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
2

10
3

10
4

10
5

f(
τ)

 <
s
>

−
1

/2

τ/<s>
−1/2

<s> ~ 3x10
5

<s> ~ 1.5x10
5

<s> ~ 8x10
4

<s> ~ 2.5x10
4

η=3

0.0

0.2

10
−1

10
0

10
1

10
2

B

p κ

κ=100

κ=300

κ=500

Figura 8.6.: Panel superior: distribución de tiempos entre eventos medida en las secuencias
generadas con el modelo BMPG para κ = 500 y tres valores de p; p = pc (cuadrados
violetas), p = 0,1pc (círculos verdes) y p = 10pc (triángulos celestes). También se
muestran los ajustes de acuerdo a la Ec. (8.13) (línea negra) para el caso de p = pc.
Además, se muestra la distribución de tiempos entre eventos para las secuencias
generadas con el modelo de Cattuto para κC = 500 y p = 1/κC (diamantes
negros vacíos) y el ajuste de acuerdo a la Ec. (2.22) (línea gris a rayas). Panel
inferior: Distribución de tiempos entre eventos para diferentes niveles de actividad,
reescalados con 〈s〉−1/2 y una ley de potencia de exponente 3 para comparar. Inset:
Parámetro de burstiness B calculado para el modelo BMPG para varios valores de
κ y p como función de κp; la línea negra vertical corresponde a pκ = 1 y las líneas
horizontales corresponden a los valores calculados de B a partir de la distribución
f(τ)–Ecs. (8.14) y (8.15)–.

B para distintos valores de κ mediante el cálculo directo de 〈τ〉 y
〈
τ2〉 a partir de la

distribución, apropiadamente normalizada, resultando en,

〈τ〉 =
∫ κ

1
τf(τ)dτ = 2κ

κ+ 1 , (8.14)
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y 〈
τ2
〉

=
∫ κ

1
τ2f(τ)dτ = 2κ2 ln(κ)

κ2 − 1 . (8.15)

Utilizando estas expresiones se calculó B (Eq. (2.25)) para diferentes valores de κ.
Estos resultados se muestran en el inset de la Figura 8.6 (panel inferior) como líneas
horizontales. Como se puede observar, los valores calculados de B coinciden con los
valores medidos en las series generadas con el modelo BMPG para p = pc.

8.6 Análisis del núcleo

A fin de comprender la emergencia de burstiness en los núcleos de tamaño finito se
analizó el estado dentro del núcleo en el modelo BMPG en función de los parámetros
del modelo. En analogía con las transiciones de fase, como primer enfoque se analizó
el estado del núcleo mediante la definición de un parámetro de orden 0 ≤ φ ≤ 1 de la
siguiente manera,

φ = 1
κ

máx
g

n(κ)
g , (8.16)

donde n(κ)
g es la popularidad de la clase de elementos g dentro del núcleo de longitud κ.

De acuerdo con esta definición, cuando el núcleo está lleno de elementos de una sola
clase, el parámetro de orden es igual a uno. Por otro lado, cuando todos los elementos
en el núcleo pertenecen todos a distintas clases φ = 1/κ, tomando su mínimo valor.
En la Figura 8.7 (panel superior) se muestra el valor medio del parámetro de orden
como función de pκ, para diferentes valores de la extensión del núcleo κ, donde φ se
calcula dentro de N/κ segmentos disjuntos de longitud κ a lo largo de la serie generada
(N es la longitud total de la serie), y la media 〈φ〉 se calcula promediando sobre los
N/κ segmentos. Se puede notar que todas las curvas colapsan cuando se las grafica
en función de κp, a su vez se puede observar, a medida que κp crece, una transición
continua de un estado desordenado φ ∼ 1/κ ≈ 0 a un estado ordenado φ ≈ 1. La
inflexión de las curvas ocurre en pκ ≈ 1, lo que sugiere una transición en este punto.

Con el fin de poner a prueba la existencia de cierta forma de criticalidad en la
transición, se estudiaron las fluctuaciones del parámetro de orden al calcular la varianza
σ2
φ =

〈
φ2〉− 〈φ〉2. La varianza como función de pκ muestra un pico en pκ ≈ 1 –inset

Figura 8.7 (panel inferior)– indicando que las fluctuaciones alcanzan un máximo en el
punto de inflexión del parámetro de orden. Ya que todas las curvas colapsan cuando
se grafican en función de pκ, la magnitud de las fluctuaciones es independiente del
tamaño del núcleo. Utilizando un argumento eurístico se puede realizar una analogía con
la mecánica estadística asociando p a la temperatura –ya que esta variable introduce
desorden en el núcleo– y la extensión del núcleo κ al tamaño del sistema. Si se piensa
que la probabilidad de introducir un nuevo elemento resulta de un proceso activado,
entonces p ∝ exp(−∆E/T ), donde ∆E es la energía de activación. De esto se obtiene
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que T ∝ −1/ ln(p), o de manera simplificada T = −1/ ln(p), lo que introduce todo el
rango de temperaturas. En este contexto es posible también definir la susceptibilidad
como χ = κ

T σ
2
φ = − ln(p)κσ2

φ. En la Figura 8.7 (panel inferior) se muestra un gráfico
de la susceptibilidad χ en función de T = −1/ ln(p) , donde se puede observar que el
pico de χ crece con el tamaño del núcleo, y se espera que diverja en T = 0 en el límite
termodinámico κ→∞, asemejándose al comportamiento de, por ejemplo, el modelo de
Ising unidimensional.
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〈φ〉2)κ/p (panel inferior) calculados para el modelo BMPG para varios valores de
κ en función de p y reescalado por pc = 1/κ (Inset).

En el panel superior de la Figura 8.8 se muestran las configuraciones del núcleo de
memoria para los tres estados principales, super-crítico (p > pc), crítico (p = pc), y
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Figura 8.8.: Panel superior: configuraciones del núcleo para los estados super-crítico (p > pc),
crítico (p = pc) y sub-crítico (p < pc). Panel inferior: Distribución del parámetro de
orden calculado para el modelo BMPG para distintos valores de κ en el caso crítico.
Inset: Ejemplos de distribuciones del parámetro de orden en los casos p > pc y
p < pc.

sub-crítico (p < pc). En el estado sub-crítico el núcleo se encuentra lleno de elementos
de una sola clase (φ ∼ 1), en el super-crítico, muchos elementos de popularidades
similares coexisten en el núcleo, y en el caso crítico es posible distinguir el elemento
más popular mediante simple inspección. Finalmente, una mejor descripción de las
fluctuaciones de φ dentro del núcleo se pueden obtener calculando la distribución del
parámetro de orden. Se calcularon las distribuciones en el punto donde las fluctuaciones
son máximas, i.e., p = pc = 1/κ, para distintos valores de κ. En el panel inferior de la
Figura 8.8 se muestran las distribuciones correspondientes para κ = 100, 300 and 500.
Las distribuciones no dependen del valor de κ, y se ensanchan alrededor de φ = 0,5,
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confirmando los resultados obtenidos al medir la varianza. En el inset se muestran las
distribuciones para los casos sub-crítico (p < pc) y super-crítico p > pc para κ = 500
y, p = 0,1pc y p = 10pc. Ambas distribuciones son estrechas, la primera mostrando un
pico cerca de 1, y la segunda cerca de 0, tal como se esperaba, dado que en esos puntos
las fluctuaciones son bajas.

La distribución de los elementos dentro del núcleo pueden ser estudiada mediante la
entropía del núcleo,

S = −
∑
g

n
(κ)
g

κ
ln
(
n

(κ)
g

κ

)
, (8.17)

donde, nuevamente, n(κ)
g es la popularidad de la g-ésima clase de elementos dentro del

núcleo. En la Figura 8.9 se muestra el valor medio de la entropía, µS (panel superior),
y sus fluctuaciones, σS (panel inferior), en función de pκ para distintos valores de κ.
Similarmente a lo observado para el parámetro de orden, todas las curvas de la entropía
colapsan cuando se grafican en función de pκ. La varianza de la entropía se comporta
de la misma forma que las fluctuaciones del parámetro de orden, alcanzando su valor
máximo en p ≈ pc, indicando nuevamente la existencia de una transición. Sin embargo,
las mismas parecen aumentar con el tamaño del núcleo. Las fluctuaciones de la entropía
están directamente relacionadas a la presencia de burstiness, ya que implican que la tasa
con la cual una clase de elementos es copiado es una cantidad variable.

Es interesante notar que la actividad bursty de las tormentas solares tiene una
distribución de tiempos entre eventos con una cola de ley de potencia con exponente
≈ 3, en conformidad con los resultados obtenidos para el modelo BMPG. La distribución
de tormentas solares ha sido satisfactoriamente explicado utilizando un proceso de
Poisson dependiente del tiempo, que resulta de una superposición de procesos de Poisson
constantes de a trozos [37]. En dicho modelo se utiliza un método de la estadística
Bayesiana [91] en el cual se toma un conjunto de datos y determina la descomposición
en procesos de Poisson constantes de a trozos. Más específicamente, el método toma
un conjunto de tiempos (ti, tf ), y devuelve un arreglo de tasas de Poisson (µ1, ..., µn),
y un conjunto de tiempos de cambio (ti, t1, ..., tn−1, tf ) los que corresponden a los
puntos donde cambia la tasa del proceso. Los intervalos temporales en los cuales la
tasa es constante se llaman “bloques Bayesianos”. El proceso consiste en comparar la
expectativa1 que el conjunto de datos, o sub-conjunto de datos cuando se tiene más
de un intervalo, sea generado por un proceso de Poisson con una tasa constante, o un
proceso de Poisson con dos tasas. Este mecanismo se repite para cada intervalo, y en
cada paso se decide sub-dividir el mismo o no. El proceso de segmentación se detiene
cuando el sistema cumple una condición impuesta que depende del mismo, por ejemplo,
el requerimiento que los intervalos tengan un número mínimo de eventos.

1Del inglés likelihood.
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Dentro de este enfoque, el proceso es descompuesto en intervalos de tiempo, en
los cuales los tiempos entre eventos son consistentes con un proceso de Poisson de
tasa constante. En analogía con las tormentas solares, la tasa de copiado de una dada
clase de elementos varía en el modelo BMPG cerca de la transición, evidenciado por
las fluctuaciones de la entropía y parámetro de orden. El mecanismo mencionado es
robusto frente a variaciones de la distribución de tasas de Poisson. Por lo tanto, puede
ser fácilmente adaptado para explicar la distribución de tiempos entre eventos del modelo
BMPG.
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Finalmente, se repitió el análisis utilizando un núcleo de memoria finito con decaimiento
exponencial,

Q(∆t) = 1
κe

exp(−∆t/κe). (8.18)

Los resultados del análisis con este núcleo de memoria se muestran en la Figura 8.10.
Comparando estos resultados con los mostrados en las Figuras 8.3, 8.6, 8.7 y 8.9 se
puede ver que la elección particular de la forma funcional del núcleo de memoria no
afecta a los resultados obtenidos de manera significativa. Esto sugiere que las propiedades
estadísticas encontradas son independientes de la forma funcional específica del núcleo
de memoria, y que las mismas dependen del comportamiento asintótico para valores
grandes de ∆t.
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Figura 8.10.: Resultados obtenidos con el núcleo de memoria exponencial.
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8.7 Conclusiones parciales

En este capítulo se presentaron los resultados del estudio y caracterización de un
modelo estocástico de crecimiento preferencial con núcleo de memoria acotado. Específi-
camente, se modificó el proceso estocástico de Yule-Simon introduciendo un núcleo de
memoria de tamaño finito de extensión κ, y a este modelo se lo llamó Bounded Memory
Preferential growth (crecimiento preferencial con memoria limitada) o modelo BMPG.
Se estudiaron diversas propiedades estadísticas de las series de elementos generadas por
el modelo BMPG mediante simulaciones numéricas y herramientas estándar de procesos
estocásticos.

Se encontró que las distribuciones de tiempos de vida de las distintas clases de
elementos en las series siguen una ley de potencia. Se derivó la ecuación maestra que
gobierna la probabilidad de tener s copias de una dada clase de elementos dentro del
núcleo a tiempo t, y se encontró que esta ecuación es similar a las propuestas para
modelos de tiempos de vida de especies en ecologías [87], los que consisten en procesos
de nacimiento y muerte. Más aún, los exponentes de las distribuciones obtenidas para
el modelo BMG, ≈ 1,9, están dentro del rango de los valores reportados en sistemas
empíricos [89].

El modelo BMPG genera también elementos cuyas popularidades están distribuidas
de acuerdo a una ley de potencia. Esto es consistente con las distribuciones altamente
sesgadas y de cola larga del modelo original de Yule-Simon y de la versión modificada
por Cattuto et al., la cual incluye un núcleo de memoria de largo alcance. En particular,
el exponente de la distribución (3/2) en el caso del núcleo de tamaño finito puede ser
explicado en términos de un proceso de ramificación con una distribución binomial,
donde el número máximo de hijos que puede generar un nodo es igual al tamaño del
núcleo. Este enfoque funciona bien para núcleos lo suficientemente grandes y es también
capaz de explicar la cola del decaimiento exponencial observado en las distribuciones
obtenidos con este modelo.

Las correlaciones observadas en las series de elementos producidas por el modelo
BMPG son de corto alcance, como se esperaba, diferente a las correlaciones de largo
alcance observadas en el modelo de Cattuto. Sin embargo, la longitud de correlación del
núcleo finito crece casi cuadraticamente con la extensión del núcleo.

Un efecto interesante observado en la presencia de un núcleo finito, el cual no se
observa en los modelos de Yule-Simon o Cattuto, es que las distribuciones de tiempos
entre eventos de los elementos de la serie, con un nivel de actividad definido, decae
como ley de potencia con exponente ∼ 3, y es independiente del nivel de actividad del
conjunto de elementos. Esto significa que las secuencias generadas de un conjunto de
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elementos muestras períodos de alta actividad seguidos por períodos de latencia, en un
dado un rango de los parámetros del modelo. Más aún, las distribuciones de tiempos
entre eventos colapsan cuando se reescalan de acuerdo al nivel de actividad medio del
conjunto de elementos, y además se encuentra que el nivel de actividad aumenta con la
popularidad de los elementos de la serie. Además, el parámetro de burstiness es mayor a
cero en un rango de valores de los parámetros del modelo, reforzando la evidencia de
presencia de burstiness en la serie generada. El mecanismo de está dinámica bursty puede
ser asociada a la superposición de procesos de Poisson con una distribución particular de
tasas de Poisson. Particularmente este mecanismo fue usado para explicar la distribución
de tiempos entre evento de tormentas solares [92] las que, al igual que en el modelo
BMPG, siguen una ley de potencia con exponente 3. En contraste, los resultados de los
estudios del modelo de Yule-Simon y Cattuto en los capítulos anteriores muestran que
las distribuciones de tiempos entre eventos de las series generadas con estos modelos
pueden ser explicadas con un proceso de Poisson con una sola tasa.

Con el fin de explicar la presencia de la dinámica bursty en las secuencias generadas
por el modelo BMPG, se caracterizó el estado del núcleo de memoria mediante la
definición de un parámetro de orden que mide la fracción de ocupación del núcleo
por la clase de elementos más popular. Además, como medida de la distribución de
las diferentes clases de elementos dentro del núcleo, se calculó la entropía del núcleo.
Mediante el estudio del valor medio y las fluctuaciones del parámetro de orden y la
entropía, se encontró que el estado del núcleo sufre una transición de un estado ordenado
(valor pequeños de p) a un estado desordenado (valores grandes de p), y que existe un
punto crítico en p = pc = 1/κ donde las fluctuaciones de ambas cantidades alcanzan
un máximo. Particularmente, las fluctuaciones de la entropía están relacionadas a la
aparición de burstiness en el modelo BMPG ya que implican que la tasa a la cual un
elemento es copiado es una cantidad variable. Más aún, como todas las curvas colapsan
cuando se grafican en función de pκ, la magnitud de las fluctuaciones del parámetro de
orden y la entropía resultan independientes del tamaño del núcleo.
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Parte III

Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudiaron diversos efectos estadísticos encontrados en
sistemas empíricos que exhiben la ley de Zipf-Pareto, en particular se tomó como sistema
modelo una base de datos de Ajedrez. Específicamente, se estudió la presencia de la
ley de Heaps en la aparición de nuevas líneas de juego, la ley de Zipf en la distribución
de popularidades de líneas de apertura. Además, se exploró la existencia de efectos de
memoria en la forma de correlaciones de largo alcance y en la distribución de tiempos
entre eventos.

A partir de la naturaleza autosimilar del árbol de partidas, se observó que el mecanismo
que lo genera implica una ausencia de escalas típicas en el fenómeno de innovación
en el Ajedrez; no existen nodos con frecuencias o popularidades particularmente altas
luego de los cuales la innovación se vuelve imposible. En otras palabras, en el Ajedrez no
existen estrategias ganadoras, y siempre hay una posibilidad para introducir soluciones
innovadoras. Por otra parte, los resultados obtenidos sobre la innovación de líneas de
juego muestran similitudes con el crecimiento del vocabulario en textos literarios, los que
sugieren la existencia de secuencias de movimientos núcleo y no-núcleo en el árbol de
partidas de Ajedrez, debido a una diferencia de las escalas temporales en el proceso de
evolución del cuerpo de partidas. Particularmente, el comportamiento a tiempos largos
muestra que el exponente de Heaps aumenta con la profundidad del árbol, lo cual es
una característica encontrada en lenguajes que tienen un alto grado de inflexión.

A partir del estudio de las series temporales generadas empleando la base de datos
empírica, usando diversas reglas de asignación, se encontró que las secuencias de partidas
de Ajedrez poseen correlaciones de largo alcance y muestran efectos de tamaño. El hecho
que dichas correlaciones desaparecen cuando se realiza un mezclado aleatorio comprueba
que estos efectos de memoria encontrados no son producto de las reglas de asignación
utilizadas, sino una característica intrínseca del sistema. Más aún, al estudiar la base de
datos filtrada por rangos de ELO, los resultados obtenidos indican que las correlaciones



de largo alcance observadas a escalas temporales largas están relacionadas a la presencia
de jugadores de alto nivel. En contraste, las partidas correspondientes a jugadores de
nivel intermedio y bajo nivel muestran correlaciones significativas a tiempos cortos. Esto
se puede deber a que los jugadores sobresalientes conocen una mayor cantidad de líneas
de apertura en profundidad y son menos influenciados por sus oponentes. En particular,
en el caso de los jugadores de alto nivel las correlaciones de largo alcance en escalas
temporales largas resultan más fuertes.

Por otro lado, se analizó la base de datos de Ajedrez dentro del marco de dos modelos
basados en un mecanismo de crecimiento preferencial, los modelos de Yule-Simon y
Cattuto et al., ya que ambos modelos permiten generar secuencias artificiales con
distribuciones de ley de potencia, o Zipf-Pareto, similares a las encontradas en la serie
empírica. En particular, el modelo propuesto por Cattuto et al. agrega un núcleo de
memoria al proceso de Yule-Simon. El análisis realizado demuestra que ambos modelos
son capaces de reproducir, hasta cierto punto, la distribución de popularidades obtenida
a partir de la base de datos. Sin embargo, el modelo de Cattuto resulta más realista, ya
que reproduce la distribución de ley de potencia de las líneas de apertura usando valores
de los parámetros del modelo medidos en la base de datos. Más aún, debido al núcleo
de memoria, el modelo de Cattuto es también capaz de reproducir las correlaciones de
largo alcance y los efectos de tamaño observados en la serie empírica, mientras que el
modelo de Yule-Simon carece de memoria. Particularmente, el modelo de Cattuto exhibe
correlaciones de largo alcance y efectos de tamaño, independientemente de la regla de
asignación utilizada para construir la serie temporal, aunque el grado de persistencia sí
depende de la regla de asignación. Específicamente, el modelo de Cattuto reproduce
los efectos de tamaño y persistencia observados en la base de datos para el caso de la
regla de asignación Gaussiana (GAR). Esto sugiere que existen correlaciones subyacentes
relacionadas con la popularidad de las líneas de juego de ajedrez y la serie temporal
correspondiente, que no son capturadas por el modelo de Cattuto et al..

Además, se realizó un análisis complementario al estudio de las correlaciones de largo
alcance, que consiste en el estudio de la distribución de tiempos entre eventos que
permite explorar otros efectos de memoria tal como la presencia de burstiness. En este
análisis se estudió la secuencia de tiempos entre eventos de la partida más popular,
tanto en el caso de la base de datos completa como para el jugador más activo. A partir
del cálculo de la distribución acumulada de tiempo entre eventos y el parámetro de
burstiness, usando la base de datos completa, se encontró que no se puede asegurar la
presencia de una dinámica bursty, y además que esta dinámica puede ser aproximada por
un proceso de Poisson. Aunque el comportamiento del conjunto completo de jugadores
de la base de datos no exhibe burstiness, el análisis de los tiempos entre eventos de las
partidas más populares empleadas por jugadores individuales muy activos sí presenta
un comportamiento bursty. Esto indica que la ausencia de burstiness a nivel grupal es
una consecuencia de la agregación de datos. Se corroboró además que los modelos de
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Yule-Simon y Cattuto no generan una dinámica bursty. Además, las secuencias generadas
por los mismos se pueden explicar a través de un proceso de Poisson y, en consecuencia,
el modelo de Cattuto resulta apropiado para modelar la base de datos completa pero
no para analizar la dinámica de jugadores individuales. La ausencia de burstiness en
el modelo de Cattuto sugiere que el fenómeno de burstiness –el cual puede explicar
la aparición de efectos de memoria de largo alcance– no es necesario para explicar la
presencia de correlaciones de largo alcance.

Con el fin de producir una dinámica de tiempo entre eventos con bursts de actividad
se modificó el proceso estocástico de Yule-Simon introduciendo un núcleo de memoria
de tamaño finito, y a este modelo se lo llamó Bounded Memory Preferential growth
(crecimiento preferencial con memoria limitada) o modelo BMPG. Se caracterizó el
modelo BMPG a través del estudio de diversas propiedades estadísticas de las series de
elementos generadas por el el mismo mediante simulaciones numéricas y herramientas
estándar de la física estadística.

Se encontró que las distribuciones de tiempos de vida de las distintas clases de
elementos en las series siguen una ley de potencia con un exponente robusto ante
variaciones de los parámetros del modelo. Se derivó la ecuación maestra que gobierna la
probabilidad de tener un número particular de copias de una dada clase de elementos
dentro del núcleo a un dado tiempo, y se encontró que esta ecuación es similar a las
propuestas para modelos de tiempos de vida de especies en ecologías, los que involucran
procesos de nacimiento y muerte de especies.

El modelo BMPG genera también elementos cuyas popularidades están distribuidas
de acuerdo a una ley de potencia. Esto es consistente con las distribuciones altamente
sesgadas y de cola larga del modelo original de Yule-Simon y de la versión modificada
por Cattuto et al., la cual incluye un núcleo de memoria de largo alcance. En particular,
el exponente de la distribución en el caso del núcleo de tamaño finito puede ser explicado
en términos de un proceso de ramificación con una distribución binomial, donde el
número máximo de hijos que puede generar un nodo es igual al tamaño del núcleo. Este
enfoque funciona bien para núcleos lo suficientemente grandes y es también capaz de
explicar la cola de decaimiento exponencial observado en las distribuciones obtenidas
con este modelo en las simulaciones numéricas.

Las correlaciones observadas en las series de elementos producidas por el modelo
BMPG son de corto alcance, como se esperaba, a diferencia de las correlaciones de largo
alcance observadas en el modelo de Cattuto. Sin embargo, la longitud de correlación del
núcleo finito crece casi cuadráticamente con la extensión del núcleo.

Un efecto interesante asociado a núcleos de tamaño finito, el cual no se observa
en los modelos de Yule-Simon o Cattuto, es que las distribuciones de tiempos entre
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eventos de los elementos de la serie con un nivel de actividad definido, decae como ley
de potencia con exponente ≈ 3, y es independiente del nivel de actividad del conjunto
de elementos. Esto significa que las secuencias generadas con un conjunto de elementos
muestras períodos de alta actividad seguidos por períodos de latencia, dado un rango
de los parámetros del modelo. Más aún, las distribuciones de tiempos entre eventos
colapsan cuando se reescalan de acuerdo al nivel de actividad medio del conjunto de
elementos, y además se encontró que el nivel de actividad aumenta con la popularidad
de los elementos de la serie. A partir de un análisis del parámetro de burstiness se obtuvo
que éste es mayor a cero en un rango de valores de los parámetros del modelo, reforzando
la evidencia de presencia de burstiness en las series generadas. El mecanismo de está
dinámica bursty puede ser asociada a la superposición de procesos de Poisson con una
distribución particular de tasas. Particularmente, este mecanismo fue usado para explicar
la distribución de tiempos entre evento de tormentas solares [92] las que, al igual que
en el modelo BMPG, siguen una ley de potencia con exponente 3. En contraste, los
resultados de los estudios del modelo de Yule-Simon y Cattuto en los capítulos anteriores
muestran que las distribuciones de tiempos entre eventos de las series generadas con
estos modelos pueden ser explicadas con un proceso de Poisson con una sola tasa.

Con el fin de explicar la presencia de la dinámica bursty en las secuencias generadas por
el modelo BMPG, se caracterizó el estado del núcleo de memoria mediante la definición
de un parámetro de orden que mide la tasa de ocupación del núcleo por la clase de
elementos más popular. Además, como medida de la distribución de las diferentes clases
de elementos dentro del núcleo, se calculó la entropía del núcleo. Mediante el estudio
del valor medio y las fluctuaciones del parámetro de orden y la entropía, se encontró
que el estado del núcleo sufre una transición de un estado ordenado (valor pequeños
de p) a un estado desordenado (valores grandes de p), y que existe un punto crítico
en p = pc = 1/κ donde las fluctuaciones de ambas cantidades alcanzan un máximo.
Particularmente, las fluctuaciones de la entropía están relacionadas a la aparición de
burstiness en el modelo BMPG ya que implican que la tasa a la cual un elemento es
copiado es una cantidad variable. Más aún, como todas las curvas colapsan cuando se
grafican en función de pκ, la magnitud de las fluctuaciones del parámetro de orden y la
entropía resultan independientes del tamaño del núcleo.
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AAjedrez

A.1 Reglas y Aspectos Generales del Juego

El Ajedrez es un juego de mesa de estrategia entre dos jugadores y toma lugar en
un tablero con 64 cuadrados en una cuadrícula de 8x8. Cada jugador comienza con
16 piezas: un rey, una dama, dos torres, dos caballos, dos alfiles y ocho peones, cada
una de las cuales se mueve de forma diferente. Las piezas son utilizadas para atacar
y capturar las piezas del oponente, con el objetivo de realizar “jaque mate” al rey del
oponente colocándolo situación de inminente captura. El curso del juego esta dividido
en tres etapas: apertura, medio juego y final.

El tablero de ajedrez consiste en ocho filas, denotadas por números del 1 al 8, y
ocho columnas, denotadas por letras de “a” a “h” (Figura A.1). Las piezas se dividen
convencionalmente en blancas y negras, y los jugadores son referidos como “las blancas”
y “las negras”.

El jugador blanco siempre mueve primero. Un jugador no puede realizar ningún
movimiento el cual deje en situación de jaque a su rey. Si un jugador no tiene movimientos
legales posibles el juego concluye, ya sea en jaque mate (el jugador sin posibilidad de
movimientos legales pierde) si el rey está en situación de jaque, o en ahogado (empate)
si el rey no está en jaque.

A continuación se describen los movimientos de cada pieza:

Rey: puede moverse un cuadrado en cualquier dirección. Esta pieza también tiene
un movimiento especial llamado enroque, una sola vez en el juego cada rey tiene
permitido moverse dos espacios a lo largo de la primera fila hacia la torre y luego
la torre es colocada en el último cuadrado cruzado por el rey.

Torre: puede moverse cualquier número de casilleros a lo largo de cualquier fila o
columna.

Alfil: puede moverse cualquier número de casilleros diagonalmente.

Dama: combina el poder del alfil y la torre.
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Caballo: puede moverse en forma de “L”, dos casillero verticalmente y uno hori-
zontalmente, o uno verticalmente y dos horizontalmente. El caballo es la unica
pieza que puede saltar sobre otras piezas.

Peón: puede moverse hacia adelante a lo largo de la misma columna de a un casillero
a la vez si el mismo está desocupado, excepto en su primer movimiento donde
tiene permitido desplazarse dos cuadrados; o puede moverse a un casillero ocupado
por una pieza del oponente si se encuentra diagonalmente a un solo movimiento
de distancia. El peón también posee la capacidad de promoción, cuando avanza
hasta la octava fila debe ser intercambiado por otra pieza a elección del jugador.

Figura A.1.: Posición inicial de las piezas en el tablero de ajedrez.

Las jugadas y posiciones en el ajedrez son registrados mediante una notación especial,
llamada notación algebraica la cual consiste de una letra mayúscula que indica la pieza
en movimiento (K o Kpara el rey, Q o Qpara la dama, R o Rpara la torre, B o Bpara
el alfil y N Npara el caballo) más la coordenada de destino de la misma. Por ejemplo,
Qg5 (Qg5) significa que la dama realiza un movimiento al casillero g5 (fila 5, columna
g). La letra P que indica al peón no se utiliza, por lo tanto e4 simplemente significa
que el peón se desplaza hacia el casillero e4. En la situación particular donde dos piezas
de la misma especie pueden moverse al mismo casillero se incluye una letra adicional
indicando la coordenada de partida, por ejemplo Ngf3 (Ngf3) significa que el caballo de
la columna g realiza un movimiento hacia la posición f3.

Si una pieza realiza una captura en uno de sus movimiento, se incluye una “x” antes
del casillero de destino, entonces Bxf3 (Bxf3) significa que el alfil captura la pieza
ubicada en f3. Cuando un peón realiza una captura se utiliza la designación de la columna
de la cual parte en lugar de la inicial de la pieza, y el número de fila es omitido en caso
de ser inequívoco, por ejemplo, exd5 significa que el peón en la columna “e” captura
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a la pieza localizada en d5. El enroque es indicado por las notaciones especiales, 0-0
para el enroque hacia el flanco del rey y 0-0-0 para el enroque hacia el flanco de la reina.
El símbolo “+” indica que el jugador ha colocado al rey del oponente en situación de
jaque.

Al finalizar la partida “1-0” indica que las blancas ganaron, “0-1” que las negras
ganaron y “1/2-1/2” si la partida concluyó en empate.

A continuación se muestra un ejemplo de una partida completa registrada entre Garry
Kasparov (blancas) y Viktor Kortschnoj (negras) jugada en Islandia en el año 2000:

1. e4 e6
2. d4 d5
3. Nc3 Nf6
4. Bg5 Bb4
5. e5 h6
6. Be3 Ne4
7. Qg4 Kf8
8. a3 Bxc3+
9. bxc3 c5
10. Bd3 h5
11. Qf4 Qa5
12. Ne2 Nxc3
13. 0-0 Nxe2+
14. Bxe2 Nc6
15. c4 cxd4
16. Bxd4 Nxd4
17. Qxd4 Bd7
18. cxd5 exd5
19. Bf3 Bc6

1/2-1/2

A.2 La Historia del Ajedrez

El juego del ajedrez ha fascinado a la humanidad por más de 1500 años. El predecesor
más similar tuvo origen en el norte de la India con el nombre de chaturanga1. No obstante
sus comienzos son tan remotos que resulta imposible determinar su origen exacto. La
primera referencia escrita al juego es en un poema de finales del Siglo VI. La teoría más

1El término chaturanga significa cuatro secciones y refiere a una formación militar. Llevaba este nombre
ya que se jugaba entre cuatro personas y en un tablero de 74 casillas.
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probable es que el chaturanga se expandiera hacia el este en dirección a China y Japón,
y hacia el oeste a Persia, donde pasó a llamarse shatranj2[93].

Es desde Persia donde el ajedrez comienza a evolucionar hasta lograr su forma actual.
Esta versión más parecida al juego moderno fue transmitida primero a España y de allí
al resto de Europa. La diferencia más grande entre el shatranj y el ajedrez actual es la
movilidad de las piezas equivalentes a la dama y el alfil, las cuales sólo podían avanzar
al igual que los peones, y la no existencia del enroque. Por esta diferencia de movilidad
de estas piezas tan claves en el ajedrez actual, las aperturas eran, en comparación,
increíblemente lentas.

Hacia el Siglo XII el juego del ajedrez se había expandido prácticamente en todo el
continente europeo, y dejó de ser simplemente un entretenimiento para convertirse en
un atractivo para el arte y la ciencia.

A finales del Siglo XV, con la finalidad de agilizar las aperturas, la movilidad de algunas
piezas cambió, el peón ahora podría avanzar dos posiciones en el primer movimiento, y
la dama y el alfil adquirieron las capacidades de movilidad de la actualidad. Debido a que
la reina se convirtió en la pieza más poderosa la nueva versión del juego fue apodada en
algunos libros de los Siglos XV y XVI “ajedrez de la dama”.

Entre los Siglos XVII y XIX, la llegada del movimiento cultural e intelectual europeo
que trajo consigo la Ilustración y la emancipación del pensamiento, el ajedrez comienza
a desligarse de las doctrinas medievales y se establece como el juego predilecto de la
clase intelectual[93], al mismo tiempo que comienza a atraer cada ver más la atención
de la clase aristocrática y las cortes reales, a las que fueron invitados los jugadores más
prominentes de la época.

A medida que el juego cobraba popularidad se establecieron ciertas reglas que persisten
en la actualidad, como la limitación del tiempo de juego, el enroque y las reglas de
ahogado (o stalemate) en la que el juego termina en empate, hasta entonces variaba
dependiendo de la época y zona geográfica: victoria para el jugador en posición de
tablas, el mismo solo perdía el turno, o simplemente no estaba permitido, entre otras
posibilidades.

2El término shatranj se deriva de la palabla chaturanga. En la cultura popular Persa se escribía algunas
veces como sad (’cien’) + ranj (’preocupaciones’).
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A.3 Sistema de puntuación Elo

A través de la historia hubo numerosos intentos por determinar un sistema que fuera
capaz de puntuar las capacidades de los jugadores. En 1970 la Federación Internacional
de Ajedrez, FIDE, implementó un sistema de puntuación llamado Elo que utiliza un
método estadístico para calcular los niveles relativos de habilidad de los jugadores. Este
método fue inventado por el físico y ajedrecista aficionado Árpád Élő, y siendo aplicado
también a otras formas de competición como scrabble y juegos de rol de participación
masiva por Internet como World of Warcraft.

El problema de la calificación de los jugadores es un problema que cae dentro del área
de la estadística del modelado de ’comparación de pares’, cuyos datos se obtienen de
cualquier resultado que indique preferencia por un objeto sobre otro. En el caso ajedrez
los resultados de los partidos no son mas que la consecuencia de la comparación entre
dos jugadores para determinar cuál de ellos es el ’preferido’ (o si no existe ’preferencia’
como en el caso del empate).

A partir del estudio de torneos pasados, Élő observó que la distribución de rendimientos,
esto es, la distribución de probabilidades de que un jugador se desempeñe a un cierto
nivel, era similar a la de una distribución normal3. Una de las ventajas de utilizar la
distribución normal para modelar los desempeños de los jugadores es que la diferencia
entre las distribuciones de rendimiento de dos jugadores es también una distribución
normal, solo que más dispersa[74].

En la actualidad la Federación de Ajedrez Estadounidense (USCF) utiliza la distribución
logística en lugar de la normal, a pesar de que al analizar datos de comparación de pares
no existe una diferencia significativa si se asume una distribución normal o logística para
las diferencias entre los rendimientos de los jugadores[94].

En el sistema de Elo cada jugador posee un puntaje numérico el cual no es calculado
de forma absoluta sino que es estimado a partir de victorias, derrotas y empates en
enfrentamientos contra otros jugadores. Calculando la diferencia entre los Elos de dos
jugadores es posible estimar el resultado esperado del partido. Si un jugador A que posee
un Elo RA se enfrenta a un jugador B con Elo RB, las puntuaciones esperadas de los
jugadores serán,

EA = 1
1 + 10(RB−RA)/400

EB = 1
1 + 10(RA−RB)/400 ,

3Desviaciones estándar de las distribuciones obtenidas por Élő: σ = 200 puntos para la distribución
individual de un jugador y σ =

√
2 200 puntos para la distribución de dos jugadores.
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donde las puntuaciones que un jugador puede obtener en un partido son 1 si el jugador
gana, 1

2 si el juego termina en empate y 0 si pierde. De esta forma una diferencia de 200
puntos significa que el jugador de mayor Elo posee un puntaje esperado de 0,75, que es
la probabilidad de victoria Pv más la mitad de probabilidad de empate Pe, ya que en el
sistema de Elo un empate se considera media victoria más media derrota, es decir,

EA = Pv + Pe
2 .

Una de las contribuciones más importantes de Élő fue la introducción de un algoritmo
simple que actualiza las calificaciones de los jugadores en base a los resultados de un
torneo. Si el jugador en cuestión supera el puntaje esperado su Elo aumenta, y en caso
contrario disminuye. Estas actualizaciones se realizan de manera incremental y existe
un límite máximo para los ajustes de los Elos de los jugadores por partido llamado
K-factor, el cual depende de la categoría (K = 16Elo para maestros y K = 32Elo para
jugadores menos expertos). Suponiendo que un jugador A posee un puntaje esperado de
EA puntos, pero en la realidad obtuvo SA, su actualización de Elo será,

R′A = RA +K · (SA − EA).

La escala de puntuaciones tiene un límite mínimo en cero, y por más que el máximo
no está limitado, sería inaudito que un jugador excediera los 3000Elo. En la actualidad,
los jugadores de ajedrez poseen Elos menores a 2900, mientras que, debido al desarrollo
de las reglas eurísticas, el puntaje de los motores de ajedrez supera los 3000Elo[10].

El sistema de puntuación de Elo es utilizado por FIDE y USCF para clasificar tanto los
torneos como los jugadores en categorías. La FIDE clasifica los torneos considerando el
promedio de Elo de los jugadores. Las categorías cambian cada 25 puntos, comenzando
con la categoría 1 con Elos de 2251 a 2275, hasta la categoría 22 con Elos superiores a
2776 para los hombres, y las mismas categorías para el caso de las mujeres pero con
200 puntos menos, por lo tanto la correspondiente categoría 1 sería de 2051 hasta 2075.
Por otra parte la Federación de Ajedrez Estadounidense clasifica a los jugadores en 14
categorías según su Elo, desde la categoría A (Elos de 100 a 199) hasta la categoría
Senior Master (Elo 2400 ó superior) en incrementos de 200Elo.
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BProcesos Auto-similares

Los procesos auto-similares fueron introducidos por Kolmogorov (1941) dentro de un
contexto teórico. Sin embargo, los estadistas ignoraban la relevancia de dicho concepto
hasta que fue introducido por Mandelbrot. No obstante, la idea de auto-similitud es
más antigua. Mandelbrot se refiere, por ejemplo, a las pinturas con flujos turbulentos de
Leonardo da Vinci las que exhiben torbellinos coexistentes de todos los tamaños y por lo
tanto auto-similitud. Una figura geométrica se dice auto-similar de forma determinista si
las mismas estructuras geométricas son observadas independientemente de la distancia
a la que se la examine.

Desde el punto de vista estocástico, la auto-similitud está definida en términos de la
distribución del proceso. Un proceso estocástico con parámetro temporal continuo t se
dice auto-similar con parámetro de auto-similitud H si, para todo factor de estiramiento c
positivo, el proceso reescalado con escala temporal ct, c−HYct, es igual en distribución al
proceso original, en otras palabras, la distribución posee invariancia de escala. Por lo tanto,
recorridos habituales de la muestra son cualitativamente iguales, independientemente de
la distancia a la cual se observe.

Un proceso estocástico Yt tiene incrementos estacionarios si, para todo k > 1 y
tiempos t1, ..., tk cualesquiera, la distribución de (Yt1+c − Yt1+c−1, ..., Ytk+c − Yt1+c−1)
no depende de c ∈ R. Dada esta definición es posible obtener un resultado de sumo
interés.

Suponiendo que Yt es un proceso estocástico tal que Y1 6= 0 con probabilidad positiva
e Yt es el límite en distribución de la secuencia de sumas parciales normalizadas

1
an

[nt]∑
i=1

Xi = Snt
an
→d Yt

donde [nt] denota la parte entera de nt, →d significa convergencia en distribución1,
X1, X2, ... es una secuencia estacionaria de variables aleatorias, y a1, a2, ... es una

1Una secuencia de variables aleatorias X1, X2, ... se dice converger en distribución a una variable
aleatoria X si, ∀x ∈ R para el cual F es continua, ĺımn→∞ Fn(x) = F (x), donde Fn y F son las
funciones de distribución acumuladas de las variables Xn y X respectivamente.
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secuencia de constantes positivas normalizadoras tales que log(an) → ∞. Entonces
existe una constante H > 0 tal que para todo u > 0,

ĺım
n→∞

anu
an

= uH

e Yt es auto-similar con parámetro de auto-similitud H y tiene incrementos estacionarios.
¿Es decir, independientemente del parámetro de estiramiento u elegido, anuan se comporta
asintóticamente, para n→∞, como una ley de potencias con el mismo exponente H?
Esto significa que, cuando un proceso es el límite de las sumas parciales normalizadas
de variables aleatorias, es necesariamente auto-similar. Por lo tanto se puede decir que
el rol de los procesos auto-similares dentro de los procesos estocásticos es análogo al rol
central de las distribuciones estables dentro de las distribuciones.

B.1 Incrementos Estacionarios en Procesos
Auto-similares

Dado un proceso auto-similar Yt con parámetro de auto-similitud H, la propiedad

Yt =d t
HY1,

donde =d es igualdad en distribuciones, implica el siguiente comportamiento límite de
Yt cuando t→∞:

1. Si H < 0, entonces Yt →d 0.

2. Si H = 0, entonces Yt =d Y1.

3. Si H > 0 e Yt 6= 0, entonces |Yt| →d ∞.

Análogamente, para t→ 0 se tiene:

1. Si H < 0 e Yt 6= 0, entonces |Yt| →d ∞.

2. Si H = 0, entonces Yt =d Y1.

3. Si H > 0, entonces Yt →d 0.

El rango de H puede ser restringido a H > 0, ya que si los incrementos del proceso
auto-similar son estacionarios, entonces el proceso es matemáticamente patológico
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para valores negativos de H. Más específicamente, para H < 0, Yt no es un proceso
mensurable.

El aspecto de la función de covarianza γy(t, s) = cov(Yt, Ys) = E[(Yt−µt)(Ys−µs)]
de un proceso auto-similar Yt con incrementos estacionarios es el resultado de considerar
H positivo e Y0 = 0 con probabilidad igual a 1. Asumiendo E(Yt) = 0 a fin de simplificar
notación, s < t, y denotando por σ2 = E[(Yt−Yt−1)2] = E[Y 2

1 ] la varianza del proceso
incremental Xt = Yt − Yt−1, entonces,

E[(Yt − Ys)2] = E[(Yt−s − Y0)2] = σ2(t− s)2H .

Por otro lado,

E[(Yt − Ys)2] = E[Y 2
t ] + E[Y 2

s ]− 2E[YtYs] = σ2t2H + σ2s2H − 2γy(t, s),

por lo tanto,
γy(t, s) = 1

2σ
2[t2H − (t− s)2H + s2H ].

Las covarianzas de la secuencia de incrementos Xi = Yi − Yi−1 (i = 1, 2, 3, ...) son
calculadas de forma similar. Utilizando la auto-similitud se obtiene, para la covarianza
entre Xi y Xi+k (k > 0),

γ(k) = 1
2σ

2[(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H ]

para k > 0 y γ(k) = γ(−k) para k < 0. Y por lo tanto las correlaciones están dadas
por

ρ(k) = 1
2[(k + 1)2H − 2k2H + (k − 1)2H ]

para k > 0 y ρ(k) = ρ(−k) para k < 0.

El comportamiento asintótico de ρ(k) es analizado mediante la expansión de Taylor:
Primero cabe notar que ρ(k) = 1

2k
2Hg(k−1) donde g(x) = (1 + x)2H − 2 + (1− x)2H .

Si 0 < H < 1 y H 6= 1/2, entonces el primer término distinto de cero en la expansión
de Taylor de g(x), expandido alrededor del origen, es 2H(2H − 1)x2. Por lo tanto, para
k →∞, ρ(k) es equivalente a H(2H − 1)k2H−2, es decir,

ρ(k)
H(2H − 1)k2H−2 → 1

para k →∞. Para 1/2 < H < 1, esto significa que las correlaciones decaen lentamente
de forma que

∞∑
−∞

ρ(k) =∞,

B.1 Incrementos Estacionarios en Procesos Auto-similares 105



por lo tanto, la Ec. (2.13) es válida, lo que significa que el proceso posee memoria de
largo alcance y que el exponente H resulta ser el exponente de Hurst. Para H = 1/2,
todas las correlaciones para distancias no nulas son cero, y las observaciones Xi resultan
no correlacionadas.

106 Capítulo B Procesos Auto-similares



CFluctuaciones en el modelo de
YSM

El proceso de Yule-Simon es un modelo estocástico ideado para explicar el crecimiento
de ley de potencia en el número acumulado de ocurrencias individuales de palabras en
un texto. El mismo es derivado de una aproximación de campo medio, ya que supone
un límite contínuo en el tiempo y en la ocurrencia de palabras.

Este proceso, también conocido como proceso de Simon, funciona de la siguiente
manera. En cada paso temporal t se agrega una palabra:

Probabilidad p: se crea una palabra nueva

Probabilidad: p̄ = 1− p: se copia una palabra ya existente

Sea i el índice de palabras distintas ordenadas ascendentemente por tiempo de
creación, ni(t) el número acumulado de ocurrencias de la palabra i hasta tiempo t y
N(t) la longitud de la secuencia a tiempo t. Por definición N(t) = t.

De esta forma se puede escribir la probabilidad que una palabra i sea elegida es
proporcional al número de ocurrencias de esa palabra:

Π(i, t) = si(t)
N(t) 7→ Proceso de Yule Simon

Donde s es número acumulado de ocurrencias de palabra. Si f(s, t) número de
palabras distintas incluidas en la clase s a tiempo t, la probabilidad de elegir una dada
palabra es,

P(s, t) = sf(s, t)
N(t)

EL modelo de Barabasi-Albert es un modelo de grafos que describe el crecimiento de
la web, donde p = 1/2. Hace crecer el grafo agregando nodos uno por uno, resultando en
un cierto número de links conectados a los nodos existentes en proporción a su grado.

nodo 7→ palabra
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grado 7→ número acumulado de ocurrencias de la palabra

En este modelo el grado de un nodo crece como ley de potencia:

si(t) ∝
(
t

ti

)1/2
, (3)

donde si(t) es el grado esperado del nodo i a tiempo t y ti el tiempo en el que el nodo
i ingresó al grafo.

Dentro del marco del modelo de Yule-Simon, el número acumulado de ocurrencias de
la palabra i a tiempo t, denotado por s∗i (t) es,

s∗i (t+ ∆t) = s∗i (t) + (1− p)Π(i, t)∆t

s∗i (t+ ∆t)− s∗i (t)
∆t = (1− p)Π(i, t) Π(i, t) = s∗i (t)

N(t) = s∗i (t)
t

ds∗i
dt

= (1− p)s
∗
i

t
ds∗i
s∗i

= (1− p)dt
t

Entonces, en forma integral: ∫
ds∗i
s∗i

= (1− p)
∫
dt

t
.

y se obtiene,
s∗i (t) =

(
t

ti

)1−p
s∗i (ti) = 1. (5)

Notar que el modelo de BA es un caso particular de YSM con p = 1/2.

La ocurrencia de un palabra individual va a desviarse del valor esperado bajo un período
de observación. Hay palabras que ocurren con más frecuencia que el valor esperado y
otras con menos frecuencia.

¿Qué forma tiene la distribución de probabilidad de esas fluctuaciones?

Para contestar esta pregunta se definen las siguientes cantidades,
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P (si(t) = s) : probabilidad que el número acumulado de ocurrencias de la palabra i a
tiempo t (si(t)) sea igual a s.

P (si(t)→ s) : probabilidad que si(t) pase de s− 1 a s justo a tiempo t.

∆t : tiempo transcurrido desde ti.

ui = ti + ∆t : tiempo para medir probabilidades.

s = 1 :

P (si(ui) = 1) : probabilidad que la palabra i haya ocurrido una sola vez en el intervalo
[ti : ui].

P (si(ui) = 1) =
ui−1∏
t=ti

(
p+ p̄

t− 1
t

)

= Γ(ti)Γ(ui − p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

P (si(ui)) =
ui−1∏
t=ti




prob. de crear
una nueva
palabra

+
(

prob. de copiar
una palabra

)
prob. de no
copiar la
palabra i




=
ui−1∏
t=ti

[p+ p̄(1−Π(ti))] Π(τ, t) = si(t)
t

=
ui−1∏
t=ti

(
p+ p̄

t− 1
t

)
si(ui) = 1
p+ p̄ = 1

=
ui−1∏
t=ti

(
1 + p̄

t

)

= Γ(ti)Γ(si − p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

s = 2 :
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P (si(ui)→ 2) = P (si(ui − 1) = 1) p̄

ui − 1

= p̄
Γ(ti)Γ(si − 1− p̄)

Γ(ui)Γ(ti − p̄)

P (si(ui)→ 2) =


prob. que la palabra
i haya ocurrido 1 vez

en el intervalo [ti + 1 : ui − 1]




prob. que i
se copie en
el paso si


= P (si(ui − 1) = 1) p̄

ui − 1

= Γ(ti)Γ(ui − 1− p̄)
Γ(ui − 1)Γ(ti − p̄)

p̄

ui − 1 (ui − 1)Γ(ui − 1) = Γ(ui)

= p̄
Γ(ti)Γ(ui − 1− p̄)

Γ(ui)Γ(ti − p̄)

P (si(ui) = 2) =
ui∑

v=ti+1

[
P (si(v)→ 2)

ui−1∏
t=v

(
p+ p̄

t− 2
t

)]

La probabilidad de elegir la palabra i por 2° vez en el intervalo [v : ui] es:

(
prob. que en el paso u
se copie la palabra i

)
prob. que la palabra i

no sea copiada en los ui − v
pasos siguientes


= P (si(v)→ 2)

ui−1∏
t=v

[p+ p̄(1−Π(τ, t))] Π(τ, t) = si(t)
t

= 2
t

= P (si(v)→ 2)
ui−1∏
t=v

[
p+ p̄

2
t

]

El tiempo de la 2° ocurrencia puede ser cualquier tiempo en el intervalo [ti + 1 : ui],
entonces:

P (si(ui) = 2) =
ui∑

v=ti+1

[
P (si(v)→ 2)

ui−1∏
t=v

(
p+ p̄

t− 2
t

)]
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P (si(v)→ 2) = p̄
Γ(ti)Γ(v − 1− p̄)

Γ(v)Γ(ti − p̄)
ui−1∏
t=v

(
p+ p̄− 2p̄

t

)
=

ui−1∏
t=v

(
1− 2p̄

t

)

= Γ(v)Γ(ui − 2p̄)
Γ(ui)Γ(v − 2p̄)

Por lo tanto:

P (si(ui) = 2) = p̄
Γ(ti)Γ(ui − 2p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui∑
v=ti+1

Γ(v − 1− p̄)Γ(v)
Γ(v)Γ(v − 2p̄)

= p̄
Γ(ti)Γ(ui − 2p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui∑
v=ti+1

Γ(v − 1− p̄)
Γ(v − 2p̄)

s = 3 :

P (si(ui)→ 3) = P (si(ui − 1) = 2)p̄ 2
ui − 1 Π(i, ui − 1) = si

ui − 1 = 2
ui − 1

= 2p̄2 Γ(ti)Γ(ui − 1− 2p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui−1∑
v=ti+1

Γ(v − 1− p̄)
Γ(v − 2p̄)

P (si(ui)→ 3) = P (si(ui − 1) = 2)p̄ 2
ui − 1

= p̄
Γ(ti)Γ(ui − 1− 2p̄)
Γ(ui − 1)Γ(ti − p̄)

ui−1∑
v=ti−1

Γ(v − 1− p̄)
Γ(v − 2p̄)

= 2p̄2 Γ(ti)Γ(ui − 1− 2p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui−1∑
v=ti+1

Γ(v − 1− p̄)
Γ(v − 2p̄)

P (si(ui) = 3) =
ui∑

v=ti+1

[
P (si(v)→ 3)

ui−1∏
t=v

(
p+ p̄

t− 3
t

)]

= 2p̄2 Γ(ti)Γ(ui − 3p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

vi∑
v=ti+2

Γ(v − 1− 2p̄)
Γ(v − 3p̄)

v−1∑
w=ti+1

Γ(w − 1− p̄)
Γ(w − 2p̄)


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ui−1∏
t=v

(
p− p̄ t− 3

t

)
=

ui−1∏
t=v

(
1− 3p̄

t

)

= Γ(v)Γ(ui − 3p̄)
Γ(ui)Γ(v − 3p̄)

⇒ P (si(ui) = 3) =
ui∑

v=ti+2

2p̄2 Γ(v)Γ(v − 1− 2p̄)
Γ(v)

v−1∑
w=ti+1

Γ(w − 1− p̄)
Γ(w − 2p̄)

Γ(v)Γ(ui − 3p̄)
Γ(ui)Γ(v − 3p̄)


= 2p̄2 Γ(ti)Γ(ui − 3p̄)

Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui∑
v=ti+2

Γ(v − 1− 2p̄)
Γ(v − 3p̄)

v−1∑
w=ti+1

Γ(w − 1− p̄)
Γ(w − 2p̄)

s = 4 :

P (si(ui)→ 4) = P (si(ui − 1) = 3)p̄ 3
ui − 1 Π(i, ui − 1) = si

ui − 1 = 3
ui − 1

= 6p̄3 Γ(ti)Γ(ui − 1− 3p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

ui−1∑
v=ti+2

Γ(v − 1− 2p̄)
Γ(v − 3p̄)

v−1∑
w=ti+1

Γ(w − 1− p̄)
Γ(w − 2p̄)



P (si(ui) = 4) =
ui∑

v=ti+3

[
P (si(v)→ 4)

ui−1∏
t=v

(
p+ p̄

t− 4
t

)]

= 6p̄3 Γ(ti)Γ(ui − 4p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)︸ ︷︷ ︸

(s−1)!p̄s−1 Γ(ti)Γ(ui−sp̄)
Γ(ui)Γ(ti−p̄)

∑ui
φ=ti+s−1︷ ︸︸ ︷
ui∑

v=ti+3



Γ(φ−1−(s−1)p̄)
Γ(φ−sp̄)︷ ︸︸ ︷

Γ(v − 1− 3p̄)
Γ(v − 4p̄)

∑φ−1
ψ=ti+s−2︷ ︸︸ ︷
v−1∑

w=ti+2

Ss−1(ψ)︷ ︸︸ ︷Γ(w − 1− 2p̄)
Γ(w − 3p̄)

w−1∑
q=ti+1

Γ(q − 1− p̄)
Γ(q − 2p̄)




︸ ︷︷ ︸
Ss(φ)

Entonces, la forma exacta de la distribución de probabilidades resulta:

112 Capítulo C Fluctuaciones en el modelo de YSM



P (si(ui) = s) =


Γ(ti)Γ(ui − p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

s = 1

(s− 1)!p̄s−1 Γ(ti)Γ(ui − np̄)
Γ(ui)Γtip̄

ui∑
φ=ti+s−1

Ss(φ) s > 1
(10)

Ss(φ) =


Γ(φ− 1− p̄)

Γ(φ− 2p̄) s = 1

Γ(φ− 1− (s− 1)p̄)
Γ(φ− sp̄)

φ−1∑
ψ=ti+s−2

Ss−1(ψ) s > 1

Tomando ti y ui suficientemente grandes, y utilizando la relación asintótica ĺımt→∞
Γ(t−a)

Γ(t) ∼
t−a, se obtiene:

s = 1 :

ĺım
ti
ui
→∞

Γ(ti)Γ(ui − p̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

= ĺım
ti→∞

Γ(ti)
Γ(ti − p̄)

ĺım
ui→∞

Γ(ui − p̄)
Γ(ui)

∼ tp̄i u
−p̄
i

s > 1 :

ĺım
ti
ui
→∞

Γ(ti)Γ(ui − sp̄)
Γ(ui)Γ(ti − p̄)

= ĺım
ti→∞

Γ(ti)
Γ(ti − p̄)

ĺım
ui→∞

Γ(ui − sp̄)
Γ(ui)

∼ tp̄i u
−sp̄
i

Entonces,

P (si(ui) = s) ∼


tp̄i u
−p̄
i s = 1

(s− 1)!p̄s−1tp̄i u
−sp̄
i

ui∑
φ=ti+s−1

Ss(φ) s > 1
(12)

Además, si ti →∞ y ui →∞, entonces φ→∞:
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s = 2 :

ĺım
φ→∞

Γ(φ− 1− p̄)
Γ(φ− 2p̄) = ĺım

φ→∞

Γ(φ− p− p̄− p̄)
Γ(φ− 2p̄)

= ĺım
φ→∞

Γ(φ− p− 2p̄)
Γ(φ− 2p̄)

∼ ĺım
φ→∞

Γ(φ− p)
Γ(φ) ∼ φ−p

s > 2 :

ĺım
φ→∞

Γ(φ− 1− (s− 1)p̄)
Γ(φ− sp̄) = ĺım

φ→∞

Γ(φ− p̄− p− sp̄+ p̄)
Γ(φ− sp̄)

= ĺım
φ→∞

Γ(φ− p)
Γ(φ) ∼ φ−p

Por lo tanto,

Ss(φ) ∼


φ−p s = 1

φ−p
φ−1∑

ψ=ti+s−2
Ss−1(ψ) s > 1

(13)

Tomando p→ 0 o p̄→ 1 φ−p ⇒ 1, φ−p = 1 ⇒ S2(φ) = 1, entonces:

Ss(φ) =
φ−1∑

ψ=ti+s−2
Ss−1(φ) s > 2

s = 3 : S3(φ) =
∑φ−1
ψ=ti+1 1 = φ− ti − 1

s = 4 : S4(φ) =
∑φ−1
ψ=ti+2(ψ − ti − 1) = 1

2(φ− ti − 2)(φ− ti − 1)

s = 5 : S5(φ) =
∑φ−1
ψ=ti+3(ψ−ti−2)(ψ−ti−1) = 1

6(φ−ti−3)(φ−ti−2)(φ−ti−1)

⇒ Ss(φ) = 1
(s− 2)!

(φ− ti − 1)!
(φ− ti − (s− 1))!
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si∑
φ=ti+s−1

Ss(φ) = 1
(s− 2)!

ui∑
φ=ti+s−1

(φ− ti − 1)!
(φ− ti − (s− 1))!

= 1
(s− 2)!

(ui − ti)!(−ui + s+ ti − 2)
(s− 1)(ui − s− ti + 2)!

= 1
(s− 1)!

∆t!(∆t− s+ 2)
(∆t− s+ 2)!

= 1
(s− 1)!

Γ(∆t+ 1)
Γ(∆t− s+ 2)

= 1
(s− 1)!

Γ(∆t+ 1− s+ 2 + s− 2)
Γ(∆t− s+ 2)

= 1
(s− 1)!

Γ(∆t− s+ 2 + (s− 1))
Γ(∆t− s+ 2)

∼ 1
(s− 1)!(∆t− s+ 2)s−1

Entonces obtenemos el ’valor específico’ para las sumas de las Ec. 10 y 10:

ui∑
φ=ti+s−1

Ss(φ) p→0= (∆t− s+ 2)n−1

(s− 1)! (14)

s > 1 :

P (si(ui) = s) ∼ (s− 1)!p̄s−1tp̄i u
−sp̄
i

ui∑
φ=ti+s−1

Ss(φ)

= (s− 1)!tp̄i u
−sp̄
i

(∆t− s+ 2)s−1

(s− 1)! p̄ = 1

= tiu
−s
i (∆t− s+ 2)

P (si(ui) = s) p→0∼ tiu
−s
i (∆t− s+ 2)s−1 (15)

Para p > 0 hay que calcularlo numéricamente.

¿Cuál es la escala de la desviación del número acumulado de apariciones de palabras
individuales del valor esperado?

Valor esperado: s∗i (t) = (t/ti)1−p. El valor esperado aumenta más lentamente para
ti más grades, entonces la desviación de esas palabras deberá ser mas chica que para
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palabras con tiempo de la primera aparición, ti, más chicos, si tuviéramos el mismo
∆t.

Normalizando el tamaño de la desviación con la dependencia de ti utilizando distintos
∆ti:

ui = ti + ∆ti︸︷︷︸
período de observación

=
constante (para cada palabra)︷︸︸︷

λ ti

Entonces,

s∗i =
(
λti
ti

)1−p
= λ1−p p→0= λ

↓

valor de referencia para medir
la escala de la desviación para

cada palabra

Reemplazando n = xλp̄ (x veces el valor de referencia) en (15):

P (si(ui) = xλ)︸ ︷︷ ︸
p→0⇒λ1−p∼λ

p→0∼ ti(λti)−xλ[(λ− 1)ti − xλ+ 2)xλ−1

= λ−1
(

1− 1
λ
− x− 2/λ

ti

)
,

Donde x es la escala de la desviación y s = xλp̄ = xλ1−p = x s∗i (ui) es el valor
esperado. Por otro lado s = si(ui) es el valor real, y entonces si(ui) = xs∗i (ui),

x = si(ui)
s∗i (ui)

.

Para la mayoría de las palabras se asume ti � x ∼ 1 ⇒ x−2/λ
ti
∼ 0. Por lo tanto

se obtiene que la distribución de probabilidad de la fluctuación para todas las palabras
resulta:
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P (si(ui) = xλ) p→0∼ 1
λ− 1

(
1− 1

λ

)xλ
,

la cual decae exponencialmente y no depende de ti.
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DUn proceso de Yule-Simon con
memoria

Asumimos un estado inicial con n0 palabras. A cada paso temporal t hay dos opciones:
introducir una palabra nueva (probabilidad p) o copiar una palabra ocurrida anteriormente
(probabilidad p̄ = 1−p). En esta última opción queda por determinar cual de las palabras
anteriores será copiada. La probabilidad que la palabra copiada sea la ocurrida a tiempo
t−∆t es:

Q(τ) = C(t)
κc + ∆t (D.1)

donde κc es una escala de tiempo característica sobre la cual palabras recientemente
añadidas tienen probabilidades comparables de ser elegidos y C(t) es una normalización
logarítmica dado por la condición de normalización,

1 =
t−1∑

∆t=1
Q(∆t)

=
t−1∑

∆t=1

C(t)
κc + ∆t

=⇒ C(t) =
(

t−1∑
∆t=1

1
κc + ∆t

)−1

Modelo de Simon: La probabilidad de elegir una palabra existente, la cual ya ha
ocurrido s veces al tiempo t, es p̄sπ(s, t), donde π(s, t) es la fracción de palabras con
frecuencia s a tiempo t.

Preferential Attachment: Si el histograma de frecuencias de palabras que han sido
copiadas, donde el peso de la contribución de cada palabra es pesada de acuerdo
con el factor 1/π(s, t), es directamente proporcional a s, entonces hay crecimiento
preferencial.

A partir de ahora se va a usar: C = C(t) y α(t) = α ≡ p̄C(t).

P (∆t): probabilidad de que la próxima ocurrencia de i sea en t+ ∆t.
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Palabra i −→ ocurrió por primera vez a tiempo ti:

P (∆t) = P (si(ui)→ 2) : prob. que la próxima ocurrencia de i sea en ti + ∆t = ui

∆t = 1 :

P (1) =

Prob. que se repita una
palabra ya existente


Prob. que se repita la
palabra anterior = Q(1)



Entonces,

P (1) = p̄
C

κc + 1
= α

κc + 1

∆t > 1 :

P (∆t) =

 Prob. de no elegir i por
∆t− 1 pasos consecutivos


Prob. de elegir

i en t+ ∆t



P (∆t) =


∆t−1∏
τ=1

[p+ p̄(1−Q(τ))]

 p̄Q(∆t)

=


∆t−1∏
τ=1

[
p+ p̄

(
1− C(t+ ∆t)

κc − τ

)] p̄C(t+ ∆t)
τc −∆t

=
(

p̄C

τc + ∆t

)∆t−1∏
τ=1

[
p+ p̄

(
1− C

κc + τ

)]
∆t << ti ⇒ C = cte

El primer factor que multiplica a la productoria es la probabilidad de copiar una
palabra anterior (p̄) por la probabilidad de copiar la palabra ocurrida ∆t pasos atrás
(Q(∆t)). Cada factor de la productoria es la probabilidad de que todas las palabras
hasta ∆t−1 sean nuevas más la probabilidad de copiar palabras anteriormente ocurridas
en los ∆t− 1 pasos, pero que no sean la palabra i.

Recordando que α(t) = α ≡ p̄C(t) reescribimos P (∆t) como:
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P (∆t) =
(

α

τc + ∆t

)∆t−1∏
τ=1

(
p+ p̄− α

κc + τ

)

=
(

α

τc + ∆t

)∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)

Veamos la productoria:

∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)
= (−α− κc + 1)∆t−1

(κc + 1)∆t−1

Donde (x)n ≡ Γ(x+n)
Γ(x) es el símbolo de Pochhammer (rising factorial).

⇒
∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)
= Γ(−α+ κc + 1 + ∆t− 1)

Γ(−α+ κc + 1)
Γ(κc + 1)

Γ(κc + 1 + ∆t− 1)

= Γ(−α+ κc + ∆t)
Γ(−α+ κc + 1)

Γ(κc + 1)
Γ(κc + ∆t)

Entonces,

P (∆t) = p̄Q(∆t)
∆t−1∏
τ=1

(
1− α

κc + τ

)

= p̄
C

κc + ∆t
Γ(−α+ κc + ∆t)Γ(κc + 1)
Γ(−α+ κc + 1)Γ(κc + ∆t)

Usando que (x+ a)Γ(x+ a) = Γ(x+ a+ 1):

P (∆t) = α
Γ(−α+ κc + ∆t)Γ(κc + 1)

Γ(−α+ κc + 1)Γ(κc + ∆t+ 1)

= α
Γ(κc + ∆t+ 1− (α− 1))

Γ(κc + ∆t+ 1)
Γ(κc + 1)

Γ(−α+ κc + 1)

Tomando ĺımti→∞ y ĺımui→∞, y usando que ĺımt→∞
Γ(t−a)

Γ(t) ∼ t
−a:

P (∆t) = α(∆t+ κc + 1)−α−1(κc + 1)α
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Finalmente tomado ui = ti + ∆t >> ∆t >> 1:

P (∆t) ' α(1 + κc)α(κc + ∆t)−α−1. (D.2)

La dependencia temporal de P (∆t) es a través de α, entonces la distribución de
probabilidad de intervalos ∆t es no estacionaria.

Por simplicidad se toma κc = 0.

Tiempo característico de retorno: 〈∆t〉:

〈∆t〉 =
t∑

∆t=1
P (∆t)∆t

'
t∑

∆t=1
α(1 + κc)α(κc + ∆t)−α−1∆t

=
t∑

∆t=1
α∆t1−α

' α

1− αt
1−α

Frecuencia si de la palabra i:

dsi
dt

= p̄Πi (D.3)

Donde Πi es la probabilidad de elegir una aparición previa de la palabra i.

La probabilidad de elegir una palabra ocurrida ∆t paso atrás es: C
κc+∆t con κc = 0.

Queremos la probabilidad de que a tiempo t se copie la palabra ocurrida en ti: ∆t = t−ti.
Entonces,

Πi = C
si∑
j=1

1
t− t(i)j

(D.4)

donde t(i)j con j = 1, ..., si son los tiempos donde apareció la palabra i y si la cantidad
de veces que i se repitió.

Campo medio: suponiendo que la sumatoria puede escribirse como,
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si

〈
1

t− tj

〉
i

donde el último factor es el valor medio de (t− t(i)j )−1 sobre los tiempos de aparición
t
(i)
j .

Entonces,

Πi ' Csi

〈
1

t− tj

〉
j

(D.5)

Suposición:〈〉j es dominado por la contribución de la aparición más reciente a tiempo
tsi : 〈(t− tj)−1〉j ' (t− tsi)−1, entonces tenemos que,

〈
1

t− tj

〉
j

' 1
t− tsi

' 1
〈∆t〉

= 1− α
α

1
t1−α

De los ∆t = t − tj , t − tsi es el más chico ⇒ (t − tsi)−1 es el dominante de los
∆t−1. Vemos que

〈
1

t−tj

〉
j
tiene una dependencia de Ley de potencias (α & 0) en t y

una dependencia temporal más lenta (logarítmica) a través de α.

Esta expresión captura correctamente la dependencia temporal si se introduce un
factor constante Ω:

〈
1

t− tj

〉
j

' 1− α
α

1
t1−α

(D.6)

Ω: La necesidad viene de las suposiciones simplificantes, especialmente de la aproxi-
mación de campo medio.

Introduciendo las Ec. (D.6) y (D.5) en la Ec. (D.3):
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ds∗i
dt

= p̄Πi

' p̄ C s∗i

〈
1

t− tj

〉
j

' p̄ C s∗i
1
Ω

1− α
α

1
t1−α

= α s∗i
1
Ω

1− α
α

1
t1−α

ds∗i
dt
' s∗i

Ω (1− α) tα−1 (D.7)

Integrando la Ec.(D.7):

Despreciando la dependencia temporal lenta de α.

Límites de integración:

• Desde el tiempo ti, cuando la palabra i aparece por primera vez (correspon-
diente a s = 1).

• A tiempo final t, cuando la palabra i ha alcanzado frecuencia s∗i .

ds∗i
dt

= s∗i
Ω (1− α) tα−1

ds∗i
s∗i

= (1− α)
Ω tα−1 dt∫ s∗i

1

ds∗i
′

s∗i
′ = (1− α)

Ω

∫ t

ti

t′α−1 dt′

ln s∗i
′
∣∣∣s∗i
1

= 1− α
αΩ t′α

∣∣∣∣t
ti

ln s∗i = 1− α
αΩ (tα − tαi )

Definiendo: K = 1−α
αΩ y A = eKt

α .

s∗i = e
1−α
αΩ tα e−

1−α
αΩ tαi

= A e−Kt
α
i
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Despejando ti:

ln
(
s∗i
A

)
= −K tαi

tαi = ln (s∗i /A)
K

ti =
[ ln(si/A)

K

]1/α

Queremos ver la probabilidad de que la palabra i tenga un número de apariciones s∗i
menor a un cierto s, es decir, queremos calcular P [s∗i (t) < s].

s∗i < s

−K tαi < ln(s/A)

ti >

[ ln(A/s)
K

]1/α

=⇒ P [s∗i (t) < s] = P

(
ti >

[ ln(A/s)
K

]1/α)

Las palabras se agregan a intervalos temporales iguales, entonces los ti tienen una
densidad de probabilidad constante,

P (ti) = p

n0 + pt

donde ti es el tiempo de la primera aparición de la palabra i, y como no se introducen
palabras nuevas en cada paso temporal se debe multiplicar por p.
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P

(
ti <

[ ln(A/s)
K

]1/α)
=
∫ [ ln(A/s)

K

]1/α
0

P (ti)dti

=
∫ [ ln(A/s)

K

]1/α
0

p

n0 + pt
dti

= p

n0 + pt

∫ [ ln(A/s)
K

]1/α
0

dti

= p

n0 + pt

[ ln(A/s)
K

]1/α

⇒ P

(
ti >

[ ln(A/s)
K

]1/α)
= 1− P

(
ti <

[ ln(A/s)
K

]1/α)

= 1− p

n0 + pt

[ ln(A/s)
K

]1/α

Por último,

P (s) = ∂P

∂s
[s∗i < s]

= ∂

∂s
P

(
ti >

[ ln(A/s)
K

]1/α)

= ∂

∂s

{
1− p

n0 + pt

[ ln(A/s)
K

]1/α}

= − 1
α

[ ln(A/s)
K

]1/α−1 s

A

(−1
s2

)
p

n0 + pt

Entonces la Distribución de densidad de probabilidad de frecuencia de palabras es:

P (s) = p

(n0 + pt)(Kα)s

[ ln(A/s)
K

]1/α−1
(D.8)
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