% UNC | FAMAF
'\._\R_F-’_,.-'

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA

FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA, FisicA Y COMPUTACION

TRABAJO ESPECIAL
LICENCIATURA EN MATEMATICA

METODOS DE OPTIMIZACION PARA EL
PROBLEMA DE LOCALIZACION
DE FERMAT-WEBER

LAURA MONTES

DIRECTOR: DR. ELvio A. PILoTrTA

16 DE MARZO DE 2018

©10Rle)

Métodos de optimizacién para el problema de localizaciéon de Fermat-Weber por Laura Montes se
distribuye bajo una Licencia Creative Commons Atribuciéon-NoComercial-Compartirlgual 4.0 Internacional.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

II



Resumen

El problema de Fermat-Weber es uno de los problemas de localizacién més conocidos. Muchos
autores han estudiado este problema y diversas formulaciones, asi como metodologias de
resolucién. El algoritmo clédsico utilizado con este fin es el algoritmo de Weiszfeld, el cual se
remonta a mediados del siglo pasado. A lo largo de este trabajo, estudiamos el problema de
Fermat-Weber, y presentamos dos variantes del mismo: el problema en norma p y el problema
con restricciones de tipo caja. Analizamos en profundidad el método de Weiszfeld y las
modificaciones existentes para tratar las variantes arriba mencionadas. Ademaés, describimos
un método basado en la aplicaciéon del método de Newton para resolver el problema de
Fermat-Weber, el cual fue propuesto recientemente, y lo utilizamos para construir un nuevo
algoritmo para resolver el problema con restricciones de tipo caja. Realizamos experimentos
numéricos para analizar y comparar los métodos mencionados y concluimos que el método
de Weiszfeld es, en efecto, un método eficiente para todas las variantes analizadas, y que
el método de Newton es efectivo y muy estable, en el sentido de que tiene rendimientos
similares para todos los tamanos de problemas. También concluimos que las variaciones del
método de Newton propuestas para resolver el problema con restricciones de tipo caja no
son eficaces, y resta investigar otras maneras de resolverlo.
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= Problema de Fermat-Weber.
s Algoritmo de Weiszfeld.
= Método de Newton.
= Problema con restricciones de tipo caja.
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Abstract

The Fermat-Weber problem is one of the best known location problems. Many authors have
studied this problem, different formulations and solution methods. The Weiszfeld algorithm
is the classical method for finding the solutions to this problem. Throughout this work, we
study the Fermat-Weber problem and present two variations: the problem with [, distances
and the box-constrained problem. We analyze in depth Weiszfeld’s method and the exis-
ting modifications for solving the problem’s variants. We also describe a recent method for
solving the Fermat-Weber problem based on Newton’s method, and we use it to develop a
new algorithm for solving the box-constrained problem. We perform numerical experiments
and compare these methods, and we conclude that Weiszfeld’s method solves the mentio-
ned variations of Weber’s problem efficiently, and that Newton’s method is effective and
very stable, in the sense of having similar performances in different problem sizes. We also
conclude that the proposed variations of Newton’s method for solving the box-constrained
problem do not work, and further investigation of this matter should be done.

Key words:
= Fermat-Weber’s problem.
» Weiszfeld’s algorithm.
= Newton’s method.
= Box-constrained problem.
= Optimization.

= Location problems.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se estudié el problema localizacién de Fermat-Weber, el cual consiste en encon-
trar un punto en el espacio que minimice la suma de distancias ponderadas a ciertos puntos dados,
y algunas de sus variantes. Ademads, se analiz6 el primer método iterativo propuesto para resolver
este problema, el método de Weiszfeld, y se lo compard con otros més recientes.

En el Capitulo 2 presentamos un breve recorrido por la historia del problema y los primeros
métodos geométricos para resolverlo. Posteriormente analizamos la funciéon a minimizar, y probamos
su continuidad y convexidad y la existencia de minimizadores.

En el Capitulo 3 estudiamos en profundidad el método de Weiszfeld. Comenzamos mencionando
la historia del algoritmo y de la determinacion de la cantidad de casos en los cuales el mismo se
detiene sin hallar la solucién. Luego realizamos una demostracion completa de la convergencia
del algoritmo cuando no se detiene y un andlisis de su velocidad de convergencia. Por ltimo,
presentamos diversas estrategias para evitar que el algoritmo se detenga fuera de la solucion.

En el Capitulo 4 mencionamos algunas variantes del algoritmo de Weiszfeld, para resolver el
problema de Fermat-Weber original y algunas variaciones del mismo. Primero definimos una ge-
neralizacién del problema de Fermat-Weber utilizando las distancias [, en lugar de la distancia
euclidea, y describimos una variante del método de Weiszfeld para resolver este problema. Poste-
riormente estudiamos una nueva variante, partiendo de esta generalizacién, que permite acelerar el
algoritmo, y tratamos de extender a R™ los resultados existentes para R2. Luego analizamos el pro-
blema de Fermat-Weber con restricciones en las variables, y presentamos el algoritmo de Weiszfeld
proyectado.

En el Capitulo 5 presentamos un resultado reciente acerca de la convergencia del método de
Newton para resolver el problema de Fermat-Weber. Luego, desarrollamos un método para resolver
el problema con restricciones en las variables que utilice el método de Newton, con la intencién de
conseguir una convergencia més rapida que la del método de Weiszfeld proyectado.

En el Capitulo 6 realizamos experimentos numéricos para estudiar los métodos presentados
en los capitulos anteriores. Para el problema irrestricto, se compararon los métodos de Weiszfeld,
Weiszfeld acelerado y Newton, y para el problema con restricciones en las variables se analizé
el funcionamiento de los métodos propuestos en la Seccién 5.2 comparandolos con el método de
Weiszfeld proyectado.

Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos nuestras conclusiones sobre la efectividad de los
distintos métodos estudiados, sus ventajas y sus aspectos a mejorar.
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Capitulo 2

El problema de localizacién de
Fermat-Weber

2.1. Un breve recorrido historico

La teoria de localizacién estudia el problema de ubicar un punto en la mejor posicién posible,
cumpliendo algiin requisito particular. Uno de los problemas de localizaciéon mas conocidos es el
problema de Fermat-Weber, en el cual el requisito que se busca satisfacer es minimizar la suma de
las distancias ponderadas del nuevo punto hacia ciertos puntos dados.

El problema de Fermat-Weber se remonta al siglo XVII. Su origen se le atribuye al matematico
Pierre de Fermat, quien habria propuesto el desafio de encontrar un punto en el plano que minimice
la suma de las distancias a tres puntos dados. Para este problema simple, se propusieron multiples
soluciones geométricas. Las mas conocidas son las del fisico Evangelista Torricelli y el matematico
Thomas Simpson, pero también realizaron aportes otros importantes investigadores de la época,
como Cavalieri, Lebesgue, Steiner, entre otros.

El método constructivo de Torricelli fue propuesto para el caso en el cual el tridngulo formado
por los puntos dados tenga todos sus angulos menores a 120°, y es el siguiente: a partir cada lado
del tridangulo inicial, se construyen tres tridangulos equildteros hacia afuera y se los circunscribe en
tres circunferencias. El punto donde las tres circunferencias se intersecan es llamado el punto de
Torricelli, y es la solucién del problema de Fermat (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Método constructivo de Evangelista Torricelli.

El método de Simpson es muy similar: se comienza construyendo los tres tridngulos equildteros,
al igual que en el método de Torricelli, y se trazan tres rectas, cada una conectando un vértice del
tridngulo inicial, con el vértice exterior del tridngulo opuesto (ver Figura 2.2). A estas rectas se las
conoce como rectas de Simpson, y el punto donde se intersecan es el punto de Torricelli.

Todos estos desarrollos, fueron pensados para el problema de sumar las distancias en el plano a
tres puntos dados, por lo que no se dieron grandes avances tedricos. Recién a principios del siglo XX,
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4 CAPITULO 2. EL PROBLEMA

Figura 2.2: Método constructivo de Thomas Simpson.

el problema fue retomado para un estudio en mayor profundidad, al encontrarse aplicaciones reales.
En 1909, el economista Alfred Weber [WF29] planteé el problema de Fermat desde un punto de
vista econémico, considerando a cada uno de los tres puntos dados como fuentes de materia prima
o puntos de venta, y al punto buscado como una fabrica que se desea ubicar. El problema consistia
en instalar una nueva fabrica de manera de minimizar los costos de transporte de la materia prima
hacia la fdbrica y del producto terminado hacia un punto de venta. Al incorporar la nocién de
costos se incorporan pesos, considerando que el costo no dependia sélo de la distancia entre las
instalaciones sino también de la dificultad de transportar cada producto, la cual puede depender de
la cantidad, la forma, la fragilidad, entre otros factores. La formalizacién de este problema entonces,
era hallar un punto que minimice la suma de distancias ponderadas a tres puntos dados.

Si bien el planteo inicial es en el plano R?, puede extenderse a R™. Ademés, puede generalizarse
a m puntos iniciales, m € N, los cuales seran denominados nodos de aqui en mas. El problema
entonces consiste en encontrar el punto z* € R™ que minimice la suma de las distancias ponderadas
a m nodos ay, ..., a, € R" donde cada nodo a; tiene asignado un peso positivo w;, i € {1,...,m}.

Este problema fue estudiado en 1937 por el matemético hingaro Endre Vaszonyi Weiszfeld
[Wei37|, dando origen a un método iterativo para hallar la solucién. En su trabajo, demostré la
existencia y unicidad de la solucién, utilizando el gradiente de la funcién objetivo para generar
un algoritmo de punto fijo. Este algoritmo sin embargo no se hizo conocido en el momento, y fue
redescubierto décadas mas tarde por distintos investigadores. El trabajo mas conocido es el de
Harold W. Kuhn y Robert E. Kuenne [KK62], quienes presentaron su algoritmo en 1962.

Tanto las demostraciones de Weiszfeld como las de Kuhn y Kuenne presentaban errores, al no
considerar los problemas causados por la no diferenciabilidad de la funcién objetivo en cada uno de
los nodos. Estos problemas fueron tratados extensivamente a lo largo del siglo pasado en trabajos
de Kuhn [Kuh73], Chandrasekaran y Tamir [CT89], Brimberg [Bri95] y [Bri03], Canovas, Canavate
y Marin [CCMO02] y otros autores, los cuales llevaron a modificaciones del algoritmo para salvar
este problema.

En situaciones de la vida cotidiana, este problema aparece con frecuencia. En el ambito de la
economia, su utilidad fue presentada por Weber en [WF29]. En su tesis de maestria, Kwarteng
[Kwall] presenta el problema de ubicar una biblioteca en el municipio Sunyani, de manera que
esté cerca de las comunidades mas apartadas. Otras de las aplicaciones, utilizan un modelo similar
de localizacion, aunque mas complejo, en el cual se busca ubicar més de un establecimiento. Esta
formulacion fue aplicada por ejemplo para estudiar la ubicacién éptima de centros de salud en
distintas regiones de Argentina: Bosque Sendra y Ramirez [RBS01] compararon las ubicaciones de
los hospitales ptblicos existentes en la provincia de Chaco con las ubicaciones 6ptimas tedricas, y
Buzai [Buz13| analizé la distribucién de los centros primarios de atencién sanitaria en la ciudad de
Lujan. Estas son algunas de las aplicaciones del problema de Fermat-Weber, entre muchas otras.
Guerrero Garcia [Gue07] presenta un poco de historia del problema y estudia otra variacién del
mismo, que es la ubicacién de centros no deseados. Una aplicacion para este problema por ejemplo
es la ubicacién de una fabrica altamente contaminante, por lo cual se busca que esté lo méas alejada
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posible de los centros urbanos.

A lo largo de este trabajo, estudiaremos el problema de Fermat-Weber y dos variantes del
mismo, el problema en norma p y el problema con restricciones en las variables, y analizaremos
distintas estrategias para resolverlos.

2.2. Propiedades del problema

La formulacion matemaética del problema de Fermat-Weber generalizado es:
m
Minimizar f(z) :Zwiﬂx—aiHQ conag,...,am € R" ywy,...,wy, > 0. (2.2.1)
i=1

A lo largo de este capitulo presentaremos algunas caracteristicas del problema que nos permitiran
determinar si existen soluciones y si éstas son unicas. Primero presentaremos algunas notaciones
que usaremos de aqui en mas:

= |||l denotard la norma 2 en R™: ||z|| = [|z]ly = />, x?, = (T1,...,2p).

» A denotard el conjunto de nodos, A = {a1,...,an}.

= f denotard la funcién objetivo f : R™ — R dada por
m
fl@)=> wilz—ai. (2.2.2)
i=1

Ahora si, probaremos que el problema (2.2.1) tiene al menos una solucién. Para ello, precisare-
mos conocer un poco mas las caracteristicas de la funcién f.

Lema 2.2.1. La funcion f es continua y conveza.

Demostracion. Para cada i € {1,...,m}, la funcién f; : R" — R dada por fi(z) := ||z — a;| es
continua y convexa, y w; > 0. Entonces w; f; es una funcién continua y convexa, y f = >.7", wif;
resulta también continua y convexa. O

Utilizando este lema y el comportamiento de la funcién cuando ||z|| tiende a infinito, podemos
demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.2. La funcion f tiene al menos un minimizador global.
Demostracion. Cada f;, i =1,...,m, satisface que

lim  fi(z) = +o0.
l[z]|=-+o0

Entonces
f(x) = +o0.
[l]|—+o0
Luego Sy = {z € R" : f(z) < M} es acotado para todo M € R. Sea M tal que Sy # 0. Como
0 < f(x) < M para todo z € Sy y f es continua, entonces existe z* € Sy tal que f(z*) < f(x)
para todo x € Sy. Ademas, f(z*) < M < f(x) para todo x € S§;, es decir que f(z*) < f(x) para
todo xz € R™ = Sy U (Sy)€, y por lo tanto x* es minimizador global de f. O
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El Teorema 2.2.2 nos garantiza la existencia de soluciones, pero no garantiza la unicidad. Para
estudiar este aspecto, serd necesario clasificar el problema en dos casos posibles: aquellos en que los
nodos son colineales y el caso en que no lo son. Para el primer caso, es decir, si todos los nodos se
encuentran en la misma recta, el problema no necesariamente tiene una tnica solucién. Sin embargo,
es sencillo de tratar pues es equivalente a un problema de minimizaciéon en una Unica dimension, y
sus soluciones pueden hallarse de manera explicita. Para el caso donde los nodos ay, ..., a,, no son
colineales, se puede garantizar la unicidad de la solucién y, si bien no se conocen métodos explicitos
para determinarla, existen métodos iterativos para aproximarla.

A continuacién veremos cémo resolver el primer caso: a1, ..., a,, pertenecen a una misma recta.

En primer lugar, veamos que el problema es equivalente a resolver un problema unidimensional.
Si los nodos son colineales, existen v,b € R™, con ||[v|| =1, y t1,...,t,, tales que a; = t;v + b para
todo ¢ =1,...,m. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir ¢ < ... < t,,. Denotemos por R a
la recta {tv+0b:t € R}.

Lema 2.2.3. Sea z* una solucién al problema (2.2.1). Si a; € R para todo i = 1,...,m, entonces
¥ eR.

Demostracion. Sea P : R™ — R la proyeccién a la recta R. Como a; € R tenemos que P(a;) = a;
para todo i = 1,...,m. Sabemos que

|z —yll = [[P(z) — P(y)|| para todo z,y € R".
En particular, tomando y = a; con i € {1,...,m}, obtenemos
|2 — asl| = [[P(x) — P(a;)|| = [| P(z) — ail

y la igualdad vale sélo si z € R. Luego,
fla) =) willz —ai| =Y wil|P(x) — a;]| = f(P(x)),
i=1 i=1

y como las igualdades valen sélo para z € R, resulta
f) > f(P@)siz¢R,y (2.2.3)
f(x) = f(P(x))sizeR. 2.2.4

Si x* es el minimizador de f, entonces f(z*) < f(y) para todo y € R™. En particular, f(z*) <
f(P(z*)). Luego, por (2.2.3) y (2.2.4), debe ser f(z*) = f(P(z*)) y * € R. O

Como z* € R, existe t* € R tal que z* = t*v + b y por lo tanto

g?elllR{I}L f(z) = %17121 f(z) = Itréllél f(tv+0). (2.2.5)

Usando que a; = t;v + b, obtenemos que |[tv + b — a;|| = ||(t — t;)v|| = |t — ;| ||v]| = |t — t;| y por lo
tanto

Flto+0) =Y wilto+b—a;| =D wilt —ti. (2.2.6)
i=1 i=1

De (2.2.5) y (2.2.6), obtenemos que resolver el problema (2.2.1) para el caso donde los nodos
son colineales es equivalente a resolver

m
Minimizar g(t) = > w;lt — t]. (2.2.7)
=1

y se satisface que si t* es el minimizador de (2.2.7), entonces z* = t*v + b.
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Lo tunico que resta entonces es encontrar la forma de determinar ¢*. Para hacerlo, seguiremos el
razonamiento presentado por Love, Morris y Wesolowsky en el capitulo 2 de [LMW88]. El desarrollo
planteado en el libro estd dirigido a resolver el problema de Fermat-Weber en norma 1, el cual
veremos mas adelante, en la Seccién 4.1. Sin embargo, puede adaptarse al problema (2.2.7) pues la
estructura de ambos es la misma.

Primero notemos que la funcién g : R — R es continua y lineal a trozos. En efecto,

— Z?; wi(t — ti) sit < tl
gt) = 9 Do) wit —t;) — Z?;jH wit—t;) sit;<t<tjp1,j=1,....,m—1 (2.2.8)
Z?il wi(t - ti> sit > tm

Como es suma de las funciones convexas w;|t — t;], la funcién g también resulta convexa. Como
ademds limy_, ;o g(t) = +00, esto significa que tiene al menos un minimizador.

Por ser lineal a trozos, es diferenciable en todo punto salvo en los puntos de cambio, es decir,
en ty,...,ty. Su derivada ¢’ : R — {t;}"; — R estd dada por

— 2111 Ww; sit <ty
g/(t) = 2221 w; — E;‘ij-f—l w; sl t; <t <tjy1, j=1....m—-1 (2.2.9)
Z?il W; sit >ty

Como los pesos w; son positivos y

J m 7j—1 m
E w; — E w; = E w; — E W + ij,
i=1 i=1 i=j

i=j+1

entonces la funcién ¢’ es no decreciente. Ademds, ¢'(t) < 0 para t < t1 y ¢'(t) > 0 para t > t,,.
Luego existe s € {1,...,m} tal que, para cualquier ¢t # t; para todo i, se satisface que ¢'(t) < 0 si
t<tsy g (t)>0sit>ts Con esto en mente, podemos probar el siguiente resultado:

Teorema 2.2.4. Sea s € {1,...,m} tal que

s—1 m
> wi =Y wi <0 (2.2.10)
=1 i=s

i=1

i=s+1

Si la ecuacion (2.2.11) se satisface como una desigualdad estricta, entonces la solucion al problema
(2.2.7) es t* = ts. Si se satisface como igualdad, entonces t* € [ts, tsi1].

Demostracion. Estudiemos el comportamiento de la funcién ¢ a través de su derivada. Por la

eleccién de s, tenemos que ¢'(t) < 0 en el conjunto {t < ¢, : t # t; para todo i} y por lo tanto g es

decreciente en ese conjunto. Por ser continua, resulta decreciente en toda la semirrecta (—oo, ts].
Si la ecuacién (2.2.11) satisface una desigualdad estricta, es decir, si

S m
S Y wo
i=1 i=s+1

entonces ¢'(t) > 0 en el conjunto {t > ¢, : t # t; para todo i} y por lo tanto la funcién g es creciente
en la semirrecta [ts, +00). Luego, como g decrece para valores menores que ts y crece para valores
mayores, debe ser el inico minimizador, t* = ;.
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Si en cambio se satisface la igualdad, es decir,

s m
E w; — E w; = Oa
=1

i=s+1

entonces ¢'(t) = 0 en el intervalo (ts,ts+1) v ¢'(t) > 0 en {t > toy; : t # t; para todo ¢}. Luego, g
decrece en (—o0, 5], es constante en [tg,ts41] y crece en [tsy1,+00), y por lo tanto todos los puntos
en [ts, ts11] son minimizadores de g. O

Esto concluye la estrategia para hallar los minimizadores del problema de Fermat-Weber para
el caso de nodos colineales, y a su vez queda demostrado que puede haber una solucién o una
cantidad no numerable de soluciones.

Para el caso con nodos no colineales, su estudio es mas complicado y no se conocen métodos
exactos para resolverlo, salvo para los casos en el plano con tres o cuatro nodos, y algunos otros
casos particulares sencillos. Existen otro tipo de métodos para encontrar soluciones, los cuales desa-
rrollaremos mas adelante. Primero, veremos el marco tedrico necesario para hallar las soluciones.

De aqui en méas asumiremos siempre que los nodos ay,...,a, € R™ son puntos distintos y no
colineales. Con esta nueva hipdtesis, podemos probar la unicidad de la solucién al problema (2.2.1).
Para ello necesitaremos el siguiente lemas:

Lema 2.2.5. La funcion f es estrictamente conveza.
Demostracion. Ya hemos probado que la funcién f es convexa, es decir que
flax+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y) para todo z,y € R" y a € [0, 1].
Supongamos que existen x # y y 0 < a < 1 tales que
flar+ (1 —a)y) =af(z)+ (1 —a)f(y). (2.2.12)
Como f(ax + (1 —a)y) = 3% will(az + (1 —a)y) —ail y
lox + (1 — o)y —ai]| = |la(z —ai) + (1 = a)(y — ai)|| < allz —ail| + (1 = a) ly — ai|

para todo i € {1,...,m}, donde la igualdad vale si y sélo si x — a; = ¢;(y — a;) con ¢; > 0, entonces
(2.2.12) vale si y s6lo si existen ci, . .., ¢y, tales que © —a; = ¢;(y — a;). Como = # y, debe cumplirse
que ¢; # 1 para todo i = 1,...,m. Esto significa que para todo i € {1,...,m},

1 C;
(93 - Ciy) = :

a; =
1—61'

y los nodos resultan colineales. Como estamos asumiendo que no lo son, entonces
flax+ (1 —-a)y) <af(zx)+ (1 —a)f(y) paratodor #yy 0 < a <1

y f resulta estrictamente convexa. O

Utilizando este resultado y el Teorema 2.2.2, es sencillo demostrar la unicidad del minimizador.
Teorema 2.2.6. La funcion f tiene un unico minimizador, que ademds es minimizador global.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.2, f tiene un minimizador global. Como f es estrictamente
convexa, entonces es el tinico minimizador. ]
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Este teorema asegura la existencia de la solucién pero no provee informacién respecto a cémo
calcularla o caracterizarla. Sabemos que las funciones f; : R™ — R son infinitamente diferenciables
en todo punto salvo a;, pues la funcién ||-|| no es diferenciable en el origen. Luego, la funcién
[ = >, w;f; resulta infinitamente diferenciable en todo punto salvo en A por lo que no se
satisfacen las hipdtesis para la condicién necesaria de optimalidad de primer orden. Sin embargo,
como la no diferenciabilidad ocurre sélo en los nodos, si la soluciéon z* no es un nodo, existe un
entorno de la solucién donde la funcién si es diferenciable. Para ese caso, la condicién necesaria de
optimalidad de primer orden nos dice que V f(z*) = 0. Para el caso en que la solucién coincida con
un nodo, podremos caracterizar a la solucién de manera similar. El siguiente teorema fue probado
de tres maneras distintas por Weiszfeld en 1937 [Wei37], y nuevamente por Kuhn y Kuenne en
1962[KK62].

Teorema 2.2.7. Siaq,...,a, € R"™ son puntos distintos no colineales, y w1, ..., w, > 0, entonces
existe una unica solucion al problema (2.2.1). Ademds, dado x* € R™, se satisface:

a. Six* ¢ A, entonces x* minimiza f si y sélo si

m * .
Vi)=Y wip =0, (2.2.13)
R |
b. Six* = ay para algin k € {1,...,m}, entonces z* minimiza f si y sélo si
“ x* —a;
Y wis—|| < (2.2.14)
it = ail

Demostracion. La demostracién de la existencia y unicidad de la solucién ya fue presentada (Teo-
rema 2.2.2).

En el caso a., en el que z* no es un nodo, sabemos que la funciéon f es convexa y diferenciable
en un entorno de z* y por lo tanto V f(z*) = 0 es condicién necesaria y suficiente de optimalidad
de primer orden.

Para z* = ap con k € {1,...,m}, si bien no existe el gradiente de la funcién f, podemos
analizar las derivadas direccionales de f en aj. Dado v € R™ con |[v|| = 1, sea f, : RT — R dada
por f,(t) = f(ax + tv). La derivada direccional de f a partir de ay en la direccién v estd definida
o 1u(t) = £2(0)

3 v v
D,f(ar) = t1_1>r51+ " . (2.2.15)
Como f es diferenciable fuera de los nodos, entonces f, es diferenciable en (0, sg) para algin sg lo
suficientemente pequenio, por lo que la ecuacién (2.2.15) es equivalente a:

Dy,f(ar) = lim ——(s).

Primero estudiemos la derivada de f,:

df, d -
Cﬁ(S):ﬁS(;leak—Ft’U—al’ .
Si i = k, entonces w; ||ax + tv — a;|| = wy, |[tv]| = wg|t|||v|| = wgt. Por lo tanto,

df d - = ap — a; + sv
—=(s) = — wkt+2w¢||ak—ai+tv\| :wk+zwi<|kl >

= U
dt dt|, — pt lak, — a; + sv|
12k i#k
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Tomando limite en s, obtenemos

Esto nos asegura que existen las derivadas direccionales de f en todas las direcciones, y estdn
dadas por
ag — G4
lax — aill”

D, f(ar) = wk + (R, v) , donde Ry, = Zwl (2.2.16)
z;ék;

Gracias a esto podemos afirmar que la funcién f tiene un minimo en aj si y sélo si no hay
direcciones de descenso de f a partir de ag, es decir, si y sélo si D, f(ar) > 0 para todo v € R™ tal
que ||v|| = 1. Equivalentemente, aj es minimizador si y sélo si

> 0.
lﬁﬁ@nlD vf(ag) >0

Debido a que wy > 0 es constante, el minimo sobre v de D, f(ay) se alcanza cuando se minimiza

Ry, v), esto es, cuando v = — L& Por lo tanto ax es minimizador de f si y sélo si
(| Rl
R " ar — a
k k— G
0<D g, flag) = wg + (Rx, ——=—) =wg — ||Rk|| < ||Rk|] = W — || < wg.
i 1Rl 2 V0]

i£k

Corolario 2.2.8. El minimizador x* de f estd en la cdpsula convexa de los nodos:

z*EC(A):{iaiai c0<a; <1 A iaizl}.
i=1

=1

Demostracion. Si z* = ay, la afirmacién vale pues ap = >_" aa; con ap =1y a; =014 # k.
Si 2* no es un nodo, por la ecuacién (2.2.13) tenemos que

Manipulando esta ecuacion obtenemos:

m * m

> wi 2 T
w; = w;
e — ail] — o — agl|

=1

xZ”x ol = Zux el
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Entonces
S g
w _ 1= lz*—a,| "

Sl g
i=1 [[z* —a;]]

Luego, obtenemos que z* = > " | a;a; tomando para cada i =1,...

w;
llz* —aill

J=1 flz* —ay]]

Q; =

Como «; > 0 para todo i, y
m
[|=* —a1||
> ai= Z =1
i=1 ZJ 1 a*—a;] *%H

entonces z* € C (A).

11

(2.2.17)

,m

O]

La ecuacién (2.2.17) es un resultado importante, pues da la idea para el algoritmo de Weiszfeld.
En éste, se aplica el método de punto fijo a una transformacién 7' : R" — A — R™ tal que T'(z*) = z*,

definida como: m w
T(y) = izt fy-ag%
Zm [

=1 Jly—aill
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Capitulo 3

El algoritmo de Weiszfeld

3.1. Historia del algoritmo

Como mencionamos en la Seccién 2.1, el algoritmo de Weiszfeld, que surgié en 1937 y fue
redescubierto en multiples ocasiones, es un método para hallar la solucién al problema de Fermat-
Weber generalizado (2.2.1).

En el ano 1937, un matematico hingaro de tan sélo 16 anos, Endre Vaszonyi Weiszfeld [Wei37],
escribié un articulo dando tres demostraciones distintas al Teorema 2.2.7 para el caso sin pesos, es
decir, wy = - -+ = wy, = 1, las cuales pueden extenderse facilmente al caso generalizado. La primera
de ellas, consistia en construir una sucesién de puntos que convergia a la solucién, la cual definié
del siguiente modo:

Afirmacién. Sean m puntos distintos en el espacio, ai,as,...,anm no colineales, y sea z© un
punto arbitrario fuera de A.
Para cada k € NU {0}, asignemos a los puntos ay,az, ..., ay, las respectivas masas
1 1 1
l2® = | [2®) —aof|" " [|2®) — |

y definamos £*tY) como el centro de gravedad de estas masas.
La sucesion obtenida 9,z 2@ . converge al punto que minimiza la suma de las distancias
a los puntos a1, as, . .., am, independientemente del punto (9.

Esta sucesién es la que dio origen al algoritmo de Weiszfeld, el cual estudiaremos en profundidad
més adelante. Un resultado importante probado en este articulo fue la monotonicidad de la sucesion
de valores funcionales, es decir, que f(z*+1)) < f(z*)) para todo k € N.

El inconveniente con su demostracion es que la sucesién no estaba bien definida. Weiszfeld
aseguré que convergia independientemente del punto inicial, asumiendo que (k) ¢ A para todo
k € N. Sin embargo, podria ocurrir que z®) € A, llevando a la necesidad de dividir por cero para
calcular z(Ft1).

La sucesién fue redescubierta en varias ocasiones, pero el trabajo que méas impacto tuvo fue el
de Kuhn y Kuenne [KK62], en 1962 , el cual considera el problema generalizado al caso con pesos
para el problema en R?. En él, definen una transformacién 7" : R? — R? por

m
25 o —af

T(x) = som Wi

w;a;

. (3.1.1)
= - ail]
T siz€e A

y, partiendo de algin 2(%) € R? construyen la sucesién ) = T (:U(kfl)), k € N. Esta transformacién,
para el caso con w; = 1 para todo ¢, genera la sucesién propuesta por Weiszfeld. Los autores

13



14 CAPITULO 3. EL ALGORITMO DE WEISZFELD

Premiére démonstration.
Introduction.

Nous démontrorons lo théordme relatif an point-minimum au
moyen d’un autre théordme, non sans intérét: :
Théoréme. Soient donnés dans l'expace n points différents A,
A, ...., Ay non située en ligne droite, Prenons un autre point P,
arbitraire, mais différent des 4. Mottons on ces points 4, 4s, ....,
An respectivoment les masses
111
Pdi’ A’ Pida
ot désignons par P; lo centre de gravité de ces masses. -Nous appel-
lerons ce point P: I'image du point P;. Mettons onsuite aux points
Ay Asy . ..., Ay los masses
111
P’ Bads " Pidn |
et soit P, le contre de gravité de ces masses (c’est-d-dire I’imago de
P;). En continuant ce procéds, nous aurons une suite indéfini de
points
P) Py Py, Py, .. ...
Cette suite (P) est convergente, et son point de convergenco est le
point-minimum des points A, Ae, :.. , An, indépendamment de la’
position du point P

Figura 3.1: Fragmento del articulo “Sur le point pour lequel la somme des distances de n points

donnés est minimum”

desconocian el trabajo de Weiszfeld antes de presentar su articulo, por lo cual al publicarlo anexaron
el reconocimiento a Weiszfeld como el primer autor del algoritmo, pero aclarando el error que éste

habia cometido.

En 1973, Kuhn [Kuh73] presenté la generalizacién del algoritmo a R™, con T : R — R” definida
como en (3.1.1). En este nuevo trabajo, probé la convergencia de la sucesién para el caso z(¥) ¢ A
para todo k € N, explicé el error de Weiszfeld y demostré que efectivamente puede ocurrir que una

de las iteraciones coincida con un nodo, mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1.1. Consideremos los puntos a; = (—2,0), as = (—1,0), ag = (1,0), a4
as = (0,1) y ag = (0,—1), y supongamos w; = 1 para todo i. Es ficil probar que V f(0,
por lo tanto z* = (0, 0).

Recordemos que el operador T estd definido por

1
T(x) = S0 1 Z azH'

i1 Tamar] o= |

Six = (a,0) ¢ A, entonces

i 1 N S SRR SRR
lz—al  Ja+2] Jat1  Ja—1] Ja-2 " VaZtl
Luego

Z a; _ (—2,0)4_(—1,0)+ (1,0) n (2,0) n (0,1) n (0,-1)

le—aill — le+2l " Jat1] Ja-11 Je-21 Va2Z+1 Va+1

(—2+—1+ Lo, 0)
- la+2|  Ja+1] Ja—1]  |Ja-=2|
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-2 —1 1 2

+ + +

a+2 a+1 a—1 a—2

T((a,o))=< e i ,o> =: (9(a),0).
Ioc+2| |a+1l Ia 1] Ia 2| \/a2+1

0)

Puede probarse que existe ag, 1 < ag < 2. tal que g(ag) = 1. Luego, si (9 = (ag,0) obtenemos

que
#M = T(@) = (g(a0),0) = (1,0) = a3 € A

siendo que z(0 ¢ Ay a3 # z*.

A pesar de haber hallado un ejemplo desfavorable, Kuhn [Kuh73] aseguré que se trataba de
una situacion poco probable, y demostré el siguiente teorema:

Teorema 3.1.2. Salvo para una cantidad numerable de puntos iniciales £, la sucesion dada por

z(k) = (T(x(o)))k converge a la solucion x*.

Demostracién. Siningtin z*®) coincide con un nodo, entonces la sucesién converge (como se probara
en el Teorema 3.2.6).

Para encontrar a; a través de T', debemos resolver ecuaciones algebraicas, por lo cual la ecuaciéon
T(x) = a; tiene finitas soluciones. Entonces para k € N, el conjunto

{2 TF () = q; para algin i = 1,...,m}
es finito y el conjunto de puntos iniciales para los cuales la sucesién no converge,
{2©: TF(2©)) = q; para algin i = 1,...,m y k € N},

resulta numerable. O

Pero este teorema es falso, pues también Kuhn cometié un error en su demostracién. Este fue
puesto en evidencia por Chandrasekaran y Tamir en 1989 [CT89], quienes demostraron dando dos
ejemplos que puede haber un conjunto continuo de soluciones a la ecuacién T'(z) = a;, a pesar de
ser ecuaciones algebraicas. En el primer ejemplo, la solucién al problema es un nodo, y hay una
recta cuya imagen es ese nodo.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el problema sin pesos en R dado por a; = (1,0,0), as = (0,1,0),
ag = (—1,—1,0), ag = (0,0,0). El nodo a4 es solucién, lo cual puede verificarse mediante la ecuacién
(2.2.14).

1 1 1 1

= 000+ () - (1)

(1 2 1 2 (12 2_ 1-+v2)?
HR4H—<\@—1> +<\/§—1> _2< % _2#_(\/5—1)%1

Chandrasekaran y Tamir aseguraron que si = (—

[\

, %,a) con a € R, entonces T'(z) = ay.

=
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En efecto, notemos que

1 2 1\2 49 1 50
— — -1 _Z 2 - 224 T a2= /2 2 .
|z — a1l ¢<(3 > +<(J +a TR 36 T O B,

1\2 1 2 49 0
_ — _ Ep—_— 2 . 7 2_ it 2 __
= as \/< 6) +< 6 > ta 36+36 56 @ =5
1 2 2 25 25 \/50
— — 41 R | 2, [0 020 2= 2 _
|z — as| \/( 6+ > +( 6+ > + o 36+36 36+oz =,
1\2 2 1
_ — __ _ 2 _ _ - 2
v ||z — a4 < 6) +< > + o 36+36+ 35 T @
Entonces
4
» 1,0,0 0,1,0 -1,-1,0 0,0,0
~ |z —ai B B B |z —aa]] ~
y por lo tanto
1 LI 1
T(x) = L= 0,0,0 0,0,0).
=Hlw — ai =Hle — a|

Luego T'(z) = a4 = z* para todo z en la recta R = {(—%, —£,0) + «(0,0,1) : o € R}.

En el segundo ejemplo, se muestra que puede ocurrir que la transformacién lleve a un nodo
para todo punto en un conjunto continuo sin que el nodo sea solucién.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el problema en R? dado por los nodos a; = (1,0,0), az = (—1,0,0),
az = (0,0,0), ag = (0,2,0) y a5 = (0,—2,0), y los pesos w; = wg = w3 = ws = 1y wg = 3. El nodo
a3 no es solucién, pues

ai az a4 as
Rs = — — -3 — = —(1,0,0) + (1,0,0) — 3(0,1,0) + (0,1,0) = (0,—2,0)
laall flazll  llaall [as]]
y por lo tanto ||R3|| = 2 > 1 = ws. Veremos que T'(x) = a3 tiene un conjunto continuo de soluciones.

Como a3 = (0,0,0), entonces T'(x) = ag si y sélo si

Z Widi __ (0,0,0).
e —ail] ~

Supongamos que z = (0, a, ). Entonces

25: wia;  (1,0,0) (-1,0,0)  (0,0,0) 3(0,2,0) (0,—2,0)
lz—aill — [I(=La.8) (LB 10,0 8)  [(0,a=2,8)[  [(0,a+2,p)
3(0,2,0) (0,—2,0)

10,a—28)] " 0,a+28)]

Y R
N0, =2,8)1 (10,042, B
Para que T'(x) = 0, debe ocurrir

6 2 6 2

"Cl0a-281 10.at28)] Va2 iR Jerii®
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Equivalentemente,
6v(a+2)2+62 = 2¢/(a—2)2+ 2
6> (e +2)2+8%) = 22 ((a—2)%+5%
3602 + 144a + 144 + 363° = 402 — 16 + 16 + 452
3202 +160a + 326% = —128
o + 5o+ §2— §2+ﬁ2 = —4
2 2 N
5\ ., 25
e = 44 =
<a—|—2> + +
5\ 9
<Oé—|—2> +ﬁ = Z

Por lo tanto, T'(xz) = a3 para todo z en la circunferencia C = {(0, o, 3) : (a + %)2 + B2 = %}.

Basados en estos ejemplos, Chandrasekaran y Tamir[CT89] plantearon la siguiente conjetura:

Conjetura. Si la cdpsula convera de A, C(A), tiene dimension completa n, entonces la ecuacion
T(z) = a; tiene un ndmero finito de soluciones para i =1,...,m.

Dicho de otra manera, para cada it =1, ..., m hay una cantidad finita de soluciones en el menor
espacio afin que contiene a C(A).

Si esta conjetura fuera cierta, se podria asegurar que si se comienza el algoritmo de Weiszfeld
en un punto de la cdpsula convexa de A, la convergencia estd garantizada salvo para una cantidad
numerable de puntos iniciales.

En 1995, Brimberg [Bri95] formulé y demostré el siguiente teorema:

Teorema 3.1.5. El conjunto de puntos iniciales {:U(O)} que detendrd la secuencia generada por el
algoritmo de Weiszfeld en un nodo a; después de una cantidad finita de iteraciones es numerable
si y solo si C(A) tiene dimension completa n.

Sin embargo, en 2002, Cénovas, Canavate y Marin [CCM02] descubrieron errores en su demos-
tracién. Por un lado, encontraron dos contraejemplos al “sélo si”, es decir, dos ejemplos en los que
C(A) no tiene dimensién completa y sin embargo hay a lo sumo una cantidad numerable de puntos
iniciales que detienen el algoritmo en un nodo.

Ejemplo 3.1.6. Sean a; = (1,0,0), ag = (0,1,0) y ag = (0,0,0). Sin importar los pesos w1, wa y
ws, T(x) = (T1(x), T2(x),0) con

Ws
Ts(z) = ?Jlx;% >0 s=1,2 paratodo z ¢ A.
2i=1 To—arl

Luego T(z) = a; si y sélo si x = a; y por lo tanto los puntos iniciales que finalizan el algoritmo
en un nodo luego de un nimero finito de iteraciones son sélo los nodos. Sin embargo, C(A) esta
contenida en el plano z3 = 0, por lo que tiene dimension 2.

En este primer ejemplo, cada nodo era un vértice de C(.A). En el siguiente ejemplo, uno de los
nodos estd en el interior de C(A).
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Ejemplo 3.1.7. Sean a; = (1,0,0), as = (0,1,0), a3 = (—=1,—1,0) y a4 = (0,0,0) con pesos
w1:w2:w4:1yw3:4.

T(z) = =3 1w < ! 1 ! 4 Q.

it ey Mz —aillllz —asl” e — a2 - as]’
Luego la ecuacién T'(x) = as = (0,0,0) es equivalente a

{Hx —agl| = 4|z — a1

[ = asll = 4|z — as

La primer igualdad equivale a (z1+1)*+ (z2+1)*4+23 = 16 ((#1 — 1)® 4+ 23 + 23), cuya solucién es

la esfera de centro (%, %5, 0) y radio %. Anislogamente, la segunda igualdad tiene como solucién
117 45

a la esfera de centro (g5, 75,0) y radio =£°. Como los puntos ¢ A que satisfagan T'(z) = a4 deben
satisfacer ambas igualdades, entonces deben estar en la interseccién de ambas esferas, la cual es
vacia. Por lo tanto, la ecuacién T'(z) = a4 tiene como unica solucién al punto z = ay4. Al igual
que en el ejemplo anterior, C(A) estd contenido en el plano x3 = 0, por lo que su dimensién no es
completa.

Esto demuestra que el “sélo si” del Teorema 3.1.5 es falso. Por otro lado, los autores también
encontraron un error en la demostracién de la primer parte del teorema, es decir, de la conjetura.
Una parte esencial de la demostracién de Brimberg[Bri95] era lo siguiente:

Afirmacién. Si una funcion T : R® — R™ de clase O verifica que su Jacobiana T'(x) es invertible
para todo x € R™ salvo un conjunto de medida cero, entonces {x : T'(x) = b} es a lo sumo numerable
para todo b € R™.

El siguiente ejemplo, dado por Cénovas, Canavate y Marin [CCMO02], muestra que esta afirma-
cién no necesariamente es verdadera.

Ejemplo 3.1.8. Sea g : R® — R" dada por g(z) = (2%, 212, ..., 21¢%"). Esta funcién es de clase
C'! y su matriz Jacobiana es

2r1 e*? ers ern
0 z1e™ 0 e 0
Jx)=1 0 0 x1€% .. 0
0 0 0 cee o xpetn

El determinante de J(z) es det(J(z)) = 2z7e"2 %3+ +%n_¢] cual se anula sélo en el hiperplano
H ={z € R" : z; = 0}. Luego es invertible en todo punto salvo en H, que tiene medida cero. Sin
embargo, el conjunto {x : g(z) = (0,...,0)} es el hiperplano H, el cual no es numerable.

Este ejemplo muestra que la demostracién presentada por Brimberg es errénea. Sin embargo
en 2003, Brimberg [Bri03] logré probar finalmente la conjetura de Chandrasekaran y Tamir. Este
articulo presenta tres resultados importantes.

El primer resultado que demostré no depende de la dimensién de C(A) sino de la ubicacién de
los nodos en la capsula convexa, y es muy 1til pues presenta una situacion en la que no hay puntos
iniciales z(9) € R" — A que lleven a que el algoritmo alcance un nodo en alguna iteracién.
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Teorema 3.1.9. Si todos los nodos estin en la frontera de C(A), entonces el conjunto
{reR"—A:T(z) € A}
es vacio.

Demostracion. La transformacién T' dada por (3.1.1) puede reescribirse, para los puntos € R"—A,

como
w

m @
T(l‘) = Z 7272‘3:7%1'05 a;.
i=1 5=l [lz—as]
w;
w; ——

Como 0 < ——— para todo i =1,...,m, entonces 0 < ,,!xiazls
o — ail 2s=1 Tean]
Como los nodos estén en la frontera de C(A) y T'(xz) = Y ;" ai(x)a; con 0 < oy(x) < 1, esto implica
que T'(x) estd en el interior de C(\A) y por lo tanto T'(x) # a; para todo i = 1,...,m. O

< 1 para todo 1.

Esto a su vez nos asegura que para que el sistema T'(xz) = a; con i € {1,...,m} fijo tenga
solucién en R™ — A, debe satisfacerse que a; esté en el interior de C(A), es decir

{reR"-A:T(x)e A} ={zeR"—-A:T(x) =a; y a; € A estd en el interior de C(A)}.

El segundo resultado del articulo, el cual el autor presenté primero con ejemplos y luego reforzé
analizando la jacobiana del operador T', es que si C(A) no tiene dimensién completa, la cantidad
de puntos iniciales “malos” puede ser nula, finita, numerable o incluso no numerable. Esto prueba,
al igual que los ejemplos (3.1.6) y (3.1.7), que la reciproca del Teorema 3.1.5 es falsa.

El tercer y ultimo resultado que Brimberg demostr6 en [Bri03] fue la conjetura de Chandrase-
karan y Tamir. Para ello, se refirié primero a un lema que habia probado inicialmente en [Bri95],
sobre la jacobiana de T.

Lema 3.1.10. Sila cdpsula convezra de A tiene dimensidn completa n, entonces la matriz jacobiana
de T, J(x), es invertible para todo x € R™, salvo un subconjunto de medida cero.

Con este resultado, Brimberg prueba la conjetura de Chandrasekaran y Tamir, la cual reformuld
del siguiente modo:

Teorema 3.1.11. Si la cdpsula convera de A tiene dimension completa, entonces el conjunto de
puntos iniciales que causan que el algoritmo de Weiszfeld alcance un nodo luego de una cantidad
finita de iteraciones es a lo sumo numerable.

El resultado de Chandrasekaran y Tamir nos asegura que eligiendo z(®) € C (A) en lugar de
cualquier punto en R™ — A, podemos garantizar que a lo sumo en numerables ocasiones esto lleva
a detener el algoritmo en un nodo, es decir que la probabilidad de elegir un punto problemaético es
nula. Sin embargo, muchos autores han trabajado sobre variaciones del algoritmo para mejorar ain
mas este resultado. Estas variaciones garantizan que el algoritmo nunca se detendré sin llegar a un
nodo. Algunas de ellas no dejan lugar a elegir el punto inicial sino que lo construyen de manera
de garantizar la convergencia. Otras redefinen el operador en los nodos para que siga avanzando
el método. La principal idea en ambas versiones consiste en encontrar una direccion de descenso a
partir de los nodos, y definir

T(az) = ag si ay, es solucién
M Sk tal que f(Sk) < f(ar) caso contrario.

Ostrech [0J78] desarroll un algoritmo de este tipo en 1978, tomando T'(ax) = ax + td donde
d= —Hg—:H es la direccién de maximo descenso, como se probd en la demostracion del item b. del
Teorema 2.2.7, y t > 0 es alguna longitud de paso que puede variar. Una idea similar la plantean
Vardi y Zhang en 2001 [VZ01], con longitud de paso fija. Ambos son mencionados en el trabajo de
Beck y Sabach de 2015 [BS15], donde ademds demuestran que el paso elegido por Vardi y Zhang
efectivamente es un buen paso. Profundizaremos sobre estas variantes en la Seccién 3.3.
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3.2. Resultados de convergencia

A continuacién plantearemos y demostraremos los teoremas de convergencia del algoritmo de
Weiszfeld. Primero recordemos la formulacién del problema (2.2.1) y del algoritmo.

El problema de Fermat-Weber generalizado:

Dados A = {a1,...,am} C R" y wy,...,w, > 0, el problema de Fermat-Weber
generalizado es

Minimizar f(z) = Zwi |z — ail| - (3.2.1)
1=1

Como probamos en el Teorema 2.2.7, si el minimizador z* de f no es un nodo, se satisface que

Si manipulamos esta igualdad como en la demostracién del Corolario 2.2.8, obtenemos la igualdad
(2.2.17):

m w; .
, | il [ e %

S SLiptam
=1 Jla*—a]

Con esta igualdad en mente, Weiszfeld construyé la funciéon 7' : R® — A — R™, dada por
(3.2.2)

la cual satisface que z* = T'(z*) por la igualdad (2.2.7). Esto dio lugar a un método de punto fijo
para resolver el problema (3.2.1):

Algoritmo 1: Algoritmo de Weiszfeld
Datos: ay,...,a;,, € R™; wy, ..., w, € Ry
Resultado: z* € R" que minimiza f(x)
Elegir ) £ ay, ..., am ;
para j =0,1,2,... hacer
Ut  T(2)) ;
si se satisface algun criterio de parada entonces
L o* « gD

El criterio de parada podria ser que la distancia entre iteraciones sea menor que un cierto € > 0
o que la norma del gradiente en la iteracion sea menor a cierto € > 0, entre otros. En el Capitulo
6 presentamos los criterios que utilizamos en nuestro andlisis.

A continuacién daremos una demostracién de convergencia basada en las de Kuhn [Kuh73] y de
Beck y Sabach en [BS15] (con la notacién que venimos usando). Para poder realizarla, precisaremos
conocer varias propiedades del operador T'.

Lo primero que resalta Kuhn es que el método de Weiszfeld es también un método de gradiente,
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pues

$):<Z;Lx—wﬂ> Ezux—wu
)=+ Z iwi(ai—x)
Foal) 2 Je—al

T(x) =2 — Vi(x), (3.2.3)

L
L(x)

donde la funcién L : R® — A — RT estd dada por

m w;i
= _ 3.2.4
D= e a (324

Este resultado serd utilizado en algunas demostraciones, asi como también en algunos métodos de
aceleracién del algoritmo. Ademds utilizaremos la extension del operador T' a todo el espacio R,
definiéndolo como en (3.1.1), es decir, fijando

T(a;) =a; parai=1,...,m. (3.2.5)
Lema 3.2.1. La extension de T dada en (3.2.5) hace que la funcion T : R™ — R™ sea continua.

Demostracion. Es claro que T es continua en R™ — A pues para cada i = 1,...,m, las funciones
||z — a;|| son continuas y se anulan sélo en z = a; € A.
Veamos que lim;_q; T'(z) = a;:

Como ws ws
lim . - >0sii#j
wai flz =i Jlaj — ail
y w.
lim —— = 400,
v=a; ||lz — aj|
entonces

lim L(z) = lim Z ” T = +00.
T — a;

z%a] ZE*)G,J i

Ademads, V f(z) es acotado pues

m

<D v

T — a;

V()| =

E:wwx—au

Luego lim ——Vf(z)=(0,...,0) e R" y lim T(z)= lim <x =

z—a; L(;c) z—a; z—a;

EZw
Hw—%H‘ "

1
]

Lema 3.2.2. Para todo x € R"™ se cumple que T(x) € C(A), es decir, T : R™ — C(A).

Demostracion. Si x € A, entonces T'(x) = z y por lo tanto T'(x) € C(A).
Consideremos ahora x ¢ A. Tenemos que

m Wy Wy

[z—aill llz—aill :
T(.%'):Zl W Zaz G/z, con Ckz(l') = Zml—u}j’ 2:1...,m.
= -
77 [l = ay] o Bl
Los coeficientes a;(x) satisfacen que 0 < o;(x) < 1 para todo i y Y., a;(z) = 1. Luego, T'(z) estd
en la cdpsula convexa de A, C(A). O
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Estudiemos un poco el comportamiento del operador T' con respecto a la funcién f. En primer
lugar, como trabajaremos con un método de punto fijo, veamos la relacién entre los puntos fijos de
T y la funcién f.

Lema 3.2.3. T'(z) = x si y sdlo si se da una de las siguientes situaciones:
1) ze A
2) x es el minimizador de f.

Demostracion. Six € A, entonces T'(z) = = por definicién.
Si z ¢ A, por el inciso a. del Teorema 2.2.7, x es minimizador de f si y s6lo si Vf(z) =0, siy
solo si

O

A continuacién veremos como se comporta f en los demas puntos. El siguiente resultado es muy
importante, pues prueba que el algoritmo genera una sucesién tal que el valor funcional en cada
iteraciéon vaya decreciendo.

Teorema 3.2.4. (Monotonicidad de f respecto al operador T)
Si T'(x) # x, entonces f(T'(x)) < f(x).

Demostracion. Notemos que como T'(z) # x, entonces x ¢ Ay T estd definida como en (3.2.2).
T'(x) es el tinico minimizador de la funcién h, : R” — A — R dada por

hal) = >l =l

2 =

pues h, es estrictamente convexa por ser suma de funciones cuadréticas definidas positivas, y su
gradiente

se anula en T'(z).
Si evaluamos la funcién h, en el punto x obtenemos

m
r—a
ha(z) = w; HH — ;”H sz |z — ai]| = f(x) (3.2.6)

i=1

y evaluando en T'(z) obtenemos

= 3 T~ al?

(2
Hx — aill

=1

((IT(2) = aill = ||z = aill) + & = as)?
lex ai

=1

= (Z chljﬁ(||T($) —agl| — |z — ai||)2> +2(f(T(x) — f(z) + f(z).  (32.7)
i=1 v

Usando que > ", Hx PR (IT(x) — ai| — ||= — a;]|)*> > 0 en (3.2.7) obtenemos que

he(T(x)) = 2f(T'(x)) — f(x). (3.2.8)
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Como T'(x) es el minimizador de h,, entonces h,(T'(x)) < h(x). Reemplazando con las ecuacio-
nes (3.2.6) y (3.2.8), obtenemos

2f(T(z)) = f(z) < ha(T(2)) < ha(z) = f(2)
y por lo tanto f(T'(z)) < f(x). O
Consideremos la sucesién {z(*} dada por (¥ ¢ R* y z*) = T(2(*=1) para todo k € N.

Definicién 1. Diremos que la sucesion {x(*)} “se detiene” si existe K € N tal que z(*) = z(K)
para todo k > K. Diremos que “se detiene en &7 si %) = 7.

Afirmacién 1. Aplicando el Lema 3.2.83 y el Teorema 3.2.4 a la sucesion {:r(k)}, podemos deducir
que se da uno de los siguientes casos:

1. La sucesion {z*)} se detiene en un nodo.
2. %) ¢ A para todo k € N y la sucesion {xF)} se detiene en la solucidn al problema (3.2.1).

3. ) ¢ A para todo k € N y la sucesion de valores funcionales {f(z®)} es monétona decre-
ciente.

En el Teorema 3.2.6 veremos que si se no se da el primer caso, entonces la serie converge a la
solucion. Para poder probarlo, precisaremos un ultimo resultado que asegura el decrecimiento de
la sucesién {Hx(k) - xH} para ciertos valores de x € R".

Lema 3.2.5. (Monotonicidad de Fejér) Supongamos que x*) ¢ A para todo k. Si z € R" satisface
que f(x) < f(z®) para todo k, entonces

H (k+1) _ H < H — xH para todo k € N.

Demostracion. Consideremos la funcién h, : R® — A4 — R definida como en la demostracién del
Teorema 3.2.4. h, es cuadratica, y su desarrollo de Taylor centrado en x es

1
ha(y) = ha(2) + (Vha(z),y — 2) + 5y — 2) ' V2hy(z) - (y — ).
Haciendo las cuentas obtenemos que

hy(z) = f(x) como probamos antes

Vhe(y) = 22 Hx_azﬁ = Vhe(z) =2V f(z)

Viho(y) = 2 E ”“}iinfd = 2L(x)1d.
xr — a;
=1

Reemplazando en el desarrollo de Taylor obtenemos

ha(y) = f(2) +2(Vf(2),y — 2) + L(@) |ly — =] (3.2.9)

) ey =T(x) = 2+ obtenemos que

Si tomamos z =

2

)

By (D) = F(@) + 2(V £ (20), 20 — 509 4 [(a0) [24+D — o0

y utilizando la ecuacién (3.2.8) obtenemos que

2 ()  f(e) < fa®) + 2 f®), 2$H — 20 1 p@®) o) - 2B,
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Por lo tanto,
Lz 2
F@®Y < f(a®)) 4 (V (2R, BT — Ry 4 (2) H:p("‘“) _ x(k)H ) (3.2.10)

Como f es convexa, entonces vale que f(z) > f(z®)) + (Vf(x®)), z — 2(®) para todo = € R",
0 equivalentemente,

F@®) < fz) + (Vf(®),2®) —z)

Combinando esto con (3.2.10), obtenemos que

L(a:(k)) 2
(k1) (k) by 1) _ by o L) ey )
Fa®0) < f@®) + (V) 2t —2®) ¢ D22 ol — o0
(k1) k) (k) _ By )y L@ gy w2
f@ETY) < flx) + (V") z ) +(Vf(a'"),x o) + 5 x T
2

(k)
F@D) < £(o) + (7 @), 2D — g) 4 HED) ) _ 00

Por la ecuacién (3.2.3), Vf(z®) = L(z®))(2®) — 2*+1) y por lo tanto

Flat+) < < N L) (o®) — oo+, 050 _ gy 4 OB ooy _ g0
Fa® Y — fa S < 2z kHD) _ () p(et1) oy y Hx(k—&-l) _ x(k)H2>
Fla®Dy = £z S <H (k) _ x Hx(kﬂ) — xH2) . (3.2.11)

Si x satisface que f(x) < f(z*)) para todo k € N, en particular se satisface que

F@®) — f(z) > 0.

Aplicando esto a (3.2.11), y usando que L(z*)) > 0, tenemos que
] i |

lo cual concluye la demostracion. O

Ahora si tenemos todas las herramientas para demostrar el teorema de convergencia del método
de Weiszfeld.

Teorema 3.2.6. Sea {x®)} la sucesion generada por el método de Weiszfeld, con (0 € R™ — A.
Si (k) ¢ A para todo k € N, entonces la sucesion converge a la solucion x* del problema de
Fermat- Weber.

Demostracion. Como z(*) ¢ A, pueden ocurrir el segundo o el tercer caso de la Afirmacién 1.

En el caso 2, la sucesion se detiene en la solucién, es decir, existe K € N tal que k) = g para
todo k > K. Luego, {z(®} converge a z*.

Veamos el caso 3. Por el Lema 3.2.2, z(¥) € C(A) para todo k > 0, por lo que {z(®} es acotada.
Por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe al menos una subsucesién convergente {z(*3)}.

Supongamos que {z(*7)} es una subsucesién que converge a Z. Como {f(z*))} es monétona
decreciente y acotada inferiormente por f(z*), entonces converge a algiun f* € R que satisface
f* < f(z®) para todo k. Por continuidad de f,

f@ = lim fa®))= lim f=W)=f

j—+oo j—+oo
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y por lo tanto f(#) < f(2®)) para todo k. Por el Lema 3.2.5, la sucesién {H:v(k) —jH} es no
creciente, y es acotada inferiormente por 0, por lo cual converge a una constante v € R. Como
{Hx(kj) - :EH} es una subsucesién de {H:c(k) - :i"H} obtenemos

v= lim H:c(k) — :Z‘H = lim Hx(kj) — i“H = 0.
k—+o0 Jj—+oo
Luego {z(®} converge a . Solo resta ver que # es la solucién del problema de Fermat-Weber.
Como 2 1) = T(z(*)) y T es continua, entonces

k——+o0 k——+o0

i= lim z*) = lim T(a®) = T< lim x(k)> =T(2)
es decir, £ = T'(2).
Siz ¢ A, entonces T = x* por el Lema 3.2.3.
Si # € A, entonces # = a; para algin [ = 1,...,m. Como para cada k z*T1) = T(:c(k)) es el
minimizador de h,x), entonces Vh k) (1) =0, 1o cual implica que

i w;(z* D) — q)) —0

i=1 Hx(k) - aiH
Manipulando esta igualdad obtenemos
m
wi(fv(k+1) . ai) B wl(:r(k+1) - Gl)
; Hx(k) — azH - - Hx(k) — al” Yy por lo tanto
il
m
wi(x(kJrl) . ai) x(k+1) —aq
—_— | = — | . 3.2.12
2 el |~ |l 212
il
Como {Hx(k) - :Z‘H} es no creciente, entonces m < 1. Usando este resultado, la ecuacion

(3.2.12) implica que

m (k1) .
w; (2 a;) a;
= —_— = <
I =2 | = o | <
=1 v
il
Por el Teorema 2.2.7, esto significa que a; = & es el minimizador de f, & = z*. ]

Con esto hemos probado que la sucesién generada por el algoritmo de Weiszfeld, si no se
detiene en un nodo, converge a la solucién del problema de Fermat-Weber generalizado. Ademas
de converger, es importante que el algoritmo tenga una tasa de convergencia que haga factible su
aplicacién para problemas reales. Katz [Kat74] prob6 que la tasa de convergencia local del algoritmo
es lineal si la solucién no es un nodo, y puede variar entre sublineal, lineal o cuadrética para el caso
en que la solucién es un nodo. La demostracién de este resultado la veremos a continuacién.

Teorema 3.2.7. Supongamos que la solucion x* del problema de Fermat-Weber no es un nodo.
Entonces existen Amin Y Amaz €on 0 < Apin < Amaz < 1 tales que, si ) estd lo suficientemente
cerca de ¥,

2
l"(k) —z* < )\maw -:U(k) —a

2
Amin ) < Hx(k-i-l) o

+ (’)(Hm(k) —z*

+ (’)(Hm(k) —z*)
(3.2.13)

para todo k € N.
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Demostracion. Estudiemos la transformacién 7' : R™ — R alrededor de 2*. Como no es un nodo,
existe un entorno de z* tal que todas las funciones f;(z) = ||z — a;|| son continuamente diferenciables
v la transformacion T estd dada por

2= e
i
=1 Tl

y resulta continuamente diferenciable. Luego, podemos escribir su desarrollo de Taylor de orden
dos alrededor de z*,

T(z) =

T(z) = T(z*) + J(2*)(x — 2*) + O(|| — 2*||?) para x cercano a z*,

donde J(z*) es la jacobiana de T evaluada en z*. Como z* es solucién, entonces T'(x*) = z*. Luego,
para todo z lo suficientemente cerca de x* se tiene que

T(x) —z* = J(z*)(x — z*) + O(||z — z*||*). (3.2.14)

Como la sucesién generada por el algoritmo converge a la solucién, si (%) est4 cerca de z*, entonces
todo z(®) 1o est4. Luego, podemos tomar z = z(¥) en (3.2.14), y como T'(z®)) = 2(*+1) obtenemos
que

2
g *HD g = (@) (2™ — %) + (’)(H:z:(k) —z*|| ) para todo k. (3.2.15)
Estudiemos la matriz jacobiana de T' = (11,...,T},).
o, 0| (& & -
s 2 _ Y
oz, ") = o, (Z EER ) (2 o= az||>

-1
_ n W;Aig (l’j — aij) n Wy
- (Z : )(an—am) !

[ = ai

i=1 i=1

m m —2 m

> e (S ) (s
Zla—all )\ Elr—al ) \& z—af

=1

m ) -1 il — i (e —
_ (Z;M) [ZM(—ais)—FTs(I) (ZM)]

m ) -1 m Wi
- (2} M) (Z 713 [($ —a;)(T'(z) - az’)T]js> )

donde dada una matriz B, la notacién [B];, indica el elemento de su fila j y columna s.
Por lo tanto

m ) -1 m w;
z) = (Z M) (Z ———( —a)(T(z) - ai)T> : (3.2.16)
i=1 v i=

7z = aill

Evaluando en z*, y usando que T'(z*) = z*, obtenemos

m ) -1 m "
I(a") = (Z Hw_,> <Z (e ) - W) . (217
i=1 ¢ i= -

= llz* = aill
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Como J(x*) es una matriz simétrica con coeficientes reales, entonces es diagonalizable, es decir
que existe una base ortonormal de autovectores de J(z*), {v1,...,v,}, donde cada v; tiene autovalor
A

Puede probarse que si v € R”, la matriz B = vv
para todo y € R", y la igualdad vale si y sélo si y es ortogonal a v. En particular, (z* —a;)(z* — a;
es semidefinida positiva para todo ¢ =1,...,m, y como

Zux 70y Z

T es semidefinida positiva, es decir que y” By > 0

)T

obtenemos que y*.J(z*)y > 0 para todo y € R”, y la igualdad vale si y sélo si y” (z* —a;) = 0 para
todo i. Esto significa que J(z*) es semidefinida positiva, y por lo tanto todos sus autovalores son
no negativos. Ademsds,

1 m '
Aot A =t ( Z (Z ||a:*—a ||> (Z () — ay) > =1 (3.2.18)

o — ail?

por lo que 0 < \; < 1 para todo 1.
Como {v1,...,v,} es base ortonormal de R", para cada x existen «;(x), j = 1,...,n, tales que

2
n n n
2
-2t =Y oi@y y flr—a2" P =Y i@ =D @)
j=1 j=1 j=1

Ademis,
n
J(@*)(x —x*) = J(z¥) Z Zoaj JAjvj
j=1
por lo que
|J(z*)(z — z* Z Jovj ()22, (3.2.19)
Si y es ortogonal a x* — a; para todo i = 1,...,m, entonces y es ortogonal al subespacio S
generado por los vectores z* — ag, i = 1,...,n. Luego, y* J(z*)y > 0 si y sélo si y € S. Como

los nodos son no colineales, S tiene dimensién s > 2 y por lo tanto existen s > 2 autovalores no
nulos de J(z*), no necesariamente distintos. Mds aun, S es la unién de los autoespacios asociados
a autovalores positivos.

Sean Aj,...,\j, los autovalores no nulos y vj,,...,v;, sus autovectores asociados, y definamos
Amin = min{\;, : 1 <i < s}y Apgr = max{); : 1 < j < n}. En particular, por (3.2.18), tenemos
que 0< Amm S % S Amaa? <L

Para = € C(A), por definicién de C(A) y por z* € C(A), se cumple que x — z* € S, y como S
estd generado por vj,,...,vj,, podemos escribir

S
S e
=1

es decir que o;(x) =0 si j # j1,...,js. Usando (3.2.19) obtenemos que

17(2") (x — z7)] ZA |aji (=
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En particular, vale tomando z = z®), pues z*) ¢ C(A) para todo k € N. Utilizando que
Amin < Aj; < Anaz, Obtenemos las siguientes desigualdades:

2

HJ(.%‘*)(x ‘ Z )\ |a31 = Z )\m'm|aji|2 )‘gnzn (k) — " y
2
HJ(_%‘*)(;p(k) -7 ) ‘ = Z)\JQz’anP < kaam“aﬂz = A%@aw (k) —a )
i=1
por lo que
Amin [2) = 2| < || @® = )| € Amas |2 27 (3.2.20)

Como para z(9) lo suficientemente cerca de z* vale la igualdad (3.2.15), si tomamos norma a
ambos lados de ella tenemos que

(2 ?

Hx(k"'l) - —z*

o -«

e introduciendo (3.2.20) obtenemos

2
a®) — g

+ (’)(Hx(k) —z*

) < Hx(kJrl) -

)\min

Esto nos indica que la peor tasa de convergencia posible para el caso donde z* ¢ A es lineal,
aunque también la mejor tasa posible lo es.
En el caso donde z* es un nodo, veremos que

o 1@ —aill _ IR

wvai lz—aill il

para todoi=1,...,m

y determinaremos la tasa de convergencia usando que si z* = ag, entonces || Rs|| < ws.

Teorema 3.2.8. Supongamos que x* = as, con s € {1,...,m}. Para 20 lo suficientemente cerca
de x*, se cumple que:

a. Si0 < ||Rs|| < ws, la convergencia es lineal con factor de convergencia asintdtica B[} 5”
b. Si||Rsl| =0, la convergencia es cuadrdtica.

c. Si||Rs|| = ws, la convergencia es sublineal.

Demostracion. Analicemos la transformacién 7'

> i ||x71_uzi”ai _ 7”;_0‘;5”@5 + Zi;ﬁs ||x7‘_”gi”ai _ as + 7\@7%” Ei;és HxL;”ai
S VP« sy L)

) - <a5 Pzl (14 I =l

= ”m_a [y @) :ZHL-' (3.2.21)

i#s i#£s v al”

T(z) =

por lo que

donde
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Para z suficientemente cerca de as, podemos expresar
v ool )T oy el (Tem el Y e o - ap). @2
Wi Wi Wi s -

Como G y g son diferenciables en un entorno de ag, podemos calcular su desarrollo de Taylor de
orden dos para x cerca de ag, obteniendo

G(z) = Glas) =Y ci(z)ai+ Oz —al”) y (3.2.23)
i1#£s
g(x) = glas) =Y ci(x) + O(l|lz — asl), (3.2.24)
i#£s
con W
ci(z) = 713(615 — ai)T(x — ag).
llas — aill
Ademas,
G(as) — asg(as) Z Z Las = Z L(ai —as) = —Rs.  (3.2.25)
P Has - azH & llas —aill ™ S las — ail
Entonces
|z — as]| |z — as|| 3
T — _ . . —
(2) = | a5+ T == Glag) = == ) _ail@)ai + Ol — a,)
i#£s
T — ag T — ag Qg
v el el sy 4 el ) 4 o - af)
S Ws i#s
s + 2= G0, — anglan) - 3 i@ + 3 lw)as
Ws " -
i#s i#s
2
T — Qg
-l Gtang(ed — asta)) + O ai)P)

2
T — Qg T — Qg T — Qg
=a, — MRS + lle = asll > ci(x)(as — ai) + wg(as)Rs + O(||lz = as]*).

Ws Ws its Wy
(3.2.26)
Sustrayendo as en ambos miembros obtenemos
T—a T —a w;
T(a) —ay= 120l M=ol g~ Wi ey — a) (@ — an) + Ol — ).
Ws Ws its ||as - CLZH
(3.2.27)
Tomando norma a ambos lados y dividiendo por ||z — as|| obtenemos que
T(z)—a R
|z — as|| Ws
y por lo tanto
T(x) —

z—as ||z — agl| W
Supongamos ahora que z* = a,. Como z*+1) = T(z(*®) para todo k € N y la sucesién {z(¥)}

converge a la solucidn, la ecuacién (3.2.28) implica que

hmIM“”—aH (]

e e —a] T we (3.2.29)
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Sabemos que as es solucién si y sélo si ||Rs|| < ws.

Si0 < ||Rs|| < ws, entonces la velocidad de convergencia resulta lineal con factor de convergencia
asintotica Hﬁ—SH.

Si || Rs| = 0, estudiando en mayor profundidad la ecuacién (3.2.27), podemos probar que la
velocidad de convergencia es cuadratica, pues

(k) _ A 3
x a w
l'(k+1) —as = H SH Z 1 - (as o ai)(as o al)T(iﬂ(k) _ as) + O(Hx(k) — ag )
w, S las— ai
por lo que
2
Hx(k+1) — asH = (’)(Hx(’“) —as|| ). (3.2.30)
Por tltimo, si || Rs|| = ws, entonces
o 2 —a
lim ~+—r——F =1
k—+o0 H;p(k) — QSH

y por lo tanto la convergencia es sublineal. O

3.3. Variaciones para asegurar convergencia

Vimos en la Seccién 3.1 que no cualquier punto inicial (9 para el algoritmo de Weiszfeld genera
una sucesién que converja a la solucién, sino que hay puntos iniciales “malos” que generan una
sucesion que se detiene en un nodo. Mas atin, vimos que si la cdpsula convexa de A = {ay,...,an}
tiene dimensién completa, podria haber numerables puntos iniciales malos, y si no es completa
podria incluso ser un conjunto continuo de puntos iniciales malos. En vista de esto, si bien es
poco probable elegir dichos puntos, es recomendable encontrar métodos que permitan evitar estas
situaciones.

Como mencionamos anteriormente, Ostrech [OJ78] y Vardi y Zhang [VZ01] presentan variacio-
nes al algoritmo de Weiszfeld tales que el algoritmo se detiene sélo si alcanzé la solucion z* del
problema de Fermat-Weber, redefiniendo la transformacién T en los nodos.

Ostrech utiliza el hecho de que el método de Weiszfeld es un método de gradiente

1

T(l’)::L'—L(x)

Viz)

y crea una nueva transformaciéon que permite variar la longitud del paso. Como las funciones L
y Vf no estan definidas en los nodos, construye una nueva funciéon que extiende al gradiente,
g:R" —» R" y extiende L a todo R™. Estas extensiones estan dadas por:

Vi) sizé¢ A
glx) =40 stz = ap y || Rel| < wi (3.3.1)
R (1= i) sio=ary |Rel > wi
mo A
R 332
Z#km siz=ag, k=1,...,m.

Con esta definicién, por el Teorema 2.2.7, * € R™ minimiza f si y s6lo si g(z) = 0. Usando ambas
extensiones, Ostrech construye una nueva transformacion definida por

1
To(z) =x — cmg(:v) para todo x € R", (3.3.3)
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B = T, () y demuestra

con ¢ € R. A partir de ella genera un método iterativo dado por z!
que éste converge a la solucién x* si 20 e C(A) y 1 < ¢ <2 para todo k > 0.

Notemos que si ¢ = 1 para todo k y nunca se llega a un nodo, el algoritmo de Ostrech coincide
con el de Weiszfeld. Este caso particular es justamente el algoritmo de Vardi y Zhang [VZ01], el

cual puede escribirse del siguiente modo:

T(a®) siz® ¢ A
26+ Tvz(x(k)) =< ay siz=agy |[|[Rel] < wg (3.3.4)
@ (W) e Sz = any || Ryl > wy

donde T es la transformacion de Weiszfeld.

A continuacién probaremos que en efecto, el método de Vardi y Zhang converge a la soluciéon
del problema de Fermat-Weber para cualquier punto inicial. Para ello, veremos primero un teorema
de [BS15] que demuestra que si ag no es solucién del problema de Fermat, entonces f(Sg) < f(ax),
donde

Ryl —w R
Sk =Tvz(ar) = ar — (H d k) i

L(ay) | Ryl

Lema 3.3.1. Si ap no es el minimizador de f, entonces

(IR || — wr)?
— f(Sk) > >0
Demostracion.
[ Rl — we Ry,
Sp=ar+tpdy con tp=-———— 'y dp=———.
L(ay) (| Rl
Por un lado, notemos que
1 SL—a
=2 [k — axl|” = ~2(Sp — ax, = —)
k k
1 2 1 2
—gﬂsk—ak“ :gHSk—GkH — 2(Sy — ag, dy)
1 2 1 2 Ry,
—— ISk — = — |5 — — 2(Sy — "
0 1Sk — axl| i 1Sk — ax| (Sk — ag, HRkH>
ISk —al® 1 2 2
_T = g HSk - akH + m<5k — ak,Rk). (3.3.5)
Por otro lado,
1 2 L(a ) 2
S, — _ S
0 1Sk — axl| TRl — H K — ak|
= Sy — ail/?
HRkH—wkZ for — a5~ ol
z;ék
1 Wi 2 2
= 7Rl = wy - Z lan — a (”Sk a;l|” + 2(Sk — a;,a; — ag) + ||a; — ag|| )
(3
z;ék

Como (Sg — a;,a; — ag) = (Sk — ag,a; — ag) + (ax — a;,a; — ag) = (S — ag,a; — ag) — ||a; — akH2
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entonces obtenemos que

1 2 1 “ 1Sk — aill® | . (Sk — ax, a; — ax)
— ||Sk — ax = = W; +2 — |lag — a;
ISl = i 2 1<uak—aiu o —a Nk
ik
1 2 1 ISk — ail?
— || Sk — ag = — w; ——— + — ag, W; ag
S B v vl DRy e Z Tar—a])
i£k #k
1 2 1 1Sk = adl)?
— |5k — ak = T w7 — 2(Sk — ak, Ry) — f(ax
AR vy el DIRG rern -
ik
Como 0 < (||Sk, — ail| — [Jar — ai]))? = ||Sk — ail|* — 2||Sk — ai| ||ax — asl| + |Jar — a;|?, entonces
Sk—a- 2
I8% = ol 5 5 18— asll - flak - aull.
lay — aill
Luego
1 1 il
—Sk—ak2 > w;(2|Sk — ai|| — ||lax — a;||) — 2({Sk — ag, Ri) — f(ak
I [ | | Ry|| — wy ; i(2]] il =1 i) — 2( ) — flax)
ik
1 2 i
- Sk—ak 2 Z T TE— w; Sk—a' — Sk—ak,Rk — aj . 3.3.6
7 [ | 1Bl — ; i il = ¢ ) — flar) (3.3.6)
i#k

Aplicando la desigualdad (3.3.6) en la ecuacién (3.3.5), obtenemos que

15k — a||? 2 2
- > w; ||Sk — ail| = (Sk — ak, Ri) — f(ak) | + 57 (Sk — ak, R)
ty [ Ry|| —w Z | R
z;ﬁk
1Sk — ax)? 2 2 2
- > w;i [|Sk — aill = f(ax) | — - (Sk — ax, Ry)
t | B || — wi ZZ; [ Bill —wr || Rl
i#k
Sk — ak:H2 2 % 2wy,
- > w; Sk — ail| — flax) | — (S — ag, Ry)
t [ R|| — wr ; I Rell (I Bell — wr)
iZk
HSk — akH 2 ka
. > w; Sk — a; bWk S d
'L;ék
1 2
ISk = ar® = szHSk_azH_ flar) + wi(Sk — ar, di)
ty | Ryl —
17ék
Como Sy —ap = trdy y ||dk|| =1, entonces ||S]C — ak|| =1try

Sk—a

Sk — ak, di) = Sk*alwi
< )= 15k — axl

) = 1Sk — axll -
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Por lo tanto,

Sl 2 SN ol — o) + i 1S — a
W Bl —wr | &
itk
i 2

(f(Sk) = flar)) -

Z -
tk | Rel| — wy

Como ag, no es minimizador, por el Teorema 2.2.7 || Ry || — wg > 0. Entonces

o L= ) = pa)

[ Bl = wr \ | Bill = wk

( L(ay) ) 5 < —(f(Sk) — flar))
(IRkll — wi)?
T ol(a) | S flar) = f(Sk).

O

Este lema demuestra que si (%) estd4 generada por el método de Vardi y Zhang, la sucesién
{f(z¥*))} es no creciente. Més atin, f(z V) = f(z®) si y sélo si () es el minimizador de f, y
en ese caso la sucesion se detiene. Gracias a esto, podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Para cualquier 0 € R", la sucesion {x*)} generada por (3.8.4) converge al
minimizador =¥ de f.

Demostracién. Por el Teorema 3.2.6, sabemos que si la sucesion {z(¥)} satisface alguna de las
siguientes situaciones, entonces converge a la solucién del problema de Fermat-Weber:

1. ) ¢ A para todo k.

En este caso, el método de Vardi y Zhang coincide con el método de Weiszfeld, y por lo tanto
converge a x*.

K)

2. Existe algin K € N tal que 25) = q; y a; es el minimizador de f.

En este caso, T(aq;) = a; y por lo tanto z(*¥)

converge a la solucién z* = q;.

= q; para todo k > K, por lo que el método

Supongamos que algin 2(5) = a; y que a; no es solucién. Por el Lema 3.3.1, z(K+1) *ay
f(z™)) < f(a;) para todo k > K. Luego %) # q; para todo k > K.

Cada vez que una iteracién coincida con un nodo que no sea minimizador, las siguientes iteracio-
nes no volveréan a ese nodo, y como A es finito, para algin M € N se cumplir que z*) ¢ (A — {z*})
para todo k > M.

La sucesion {y(s)} dada por el método de Vardi y Zhang con punto inicial y(© = 2(M) satisface
que y(s) = 2(5tM) para todo s > 0. Luego, y(s) ¢ (A — {z*}) para todo s, por lo cual cumple alguna
de las dos situaciones mencionadas arriba que garantizan su convergencia a z*.

lim z® = lim z® = lm 26t = lm ¢ = z*
k—+o0 k—+o00 s—+00 s—+00
k>M
Luego, la sucesién {x(k)} converge a x*, cualquiera sea z(©). O

Este método permite ejecutar el algoritmo desde cualquier punto inicial sin que se detenga fuera
de la solucién. Otra idea distinta para evitar esto es realizar una buena eleccién del punto inicial.
En [BS15], Beck y Sabach proponen un método sencillo, al cual denominan método SP (en inglés,
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“Simple Procedure”), que consiste en tomar el punto inicial () de manera que f (x(o)) < f(a;)
para todo i = 1,...,m, si ningin nodo es solucién. Si alguno de los nodos fuera solucién, el método
daria como resultado dicho nodo. Este método utiliza Ty z(a;) = S; para hallar un punto con menor
valor funcional.
Algoritmo 2: Método SP
Datos: ay,...,a;, € R"; wq,...,w, € Ry
Resultado: 2(*) ¢ R™
Determinar i = argmin{ f(a;) : 1 < j < m} ;
si ||Ri|| < w; entonces
20— a;;
“El nodo a; es solucién”;
Parar;

en otro caso

| 2O s

Si algin nodo es solucién, el método SP lo encuentra y no es necesario aplicar el método de
Weiszfeld o de Vardi y Zhang. Si ningin nodo es solucién, el método SP provee un punto inicial
2(0) partiendo del nodo a; con menor valor funcional. Como f(a;) < f(aj) para todo j =1,...,m
y f(©) = f(S;) < f(a;) por el Lema 3.3.1, el punto z(9 satisface que f(z(®) < f(a;) para
todo 7 = 1,...,m. La sucesién generada por el método de Weiszfeld partiendo de () satisface
quef(z®) < f(z9) < f(aj) para todo j = 1,...,m y todo k € N y por lo tanto z*) ¢ A para
todo k. Luego, por el Teorema 3.2.6, la sucesiéon converge.

En conclusion, elegir el punto inicial a partir del método SP es una buena estrategia para
garantizar la convergencia del método de Weiszfeld.



Capitulo 4

Variantes y generalizaciones del
algoritmo de Weiszfeld

4.1. El problema de Weber para norma p

El problema de Fermat-Weber fue formulado originalmente para la distancia euclidea, es decir,
utilizando la norma ||z, = /2% + - + 2. Sin embargo, en algunas aplicaciones podria ser méas
acertado utilizar otras medidas de distancia. Una opcién es la norma rectangular, o norma 1, dada
por ||z||; = |z1]|+- - -+|xys|. Debido a que la principal aplicacién del problema de Fermat-Weber es la
de ubicar instalaciones minimizando distancias hacia otros puntos de oferta y demanda, si estas ins-
talaciones se encontraran dentro de una ciudad, pareciera ser acertado utilizar la norma rectangular.
Sin embargo, algunos autores han estudiado distintas medidas para modelar el transporte en dis-
tintas rutas (por ejemplo,[LM72] y [LM79] ), y concluyeron que tomar ||z, = (|z1[P +--- + |xn|p)%
con 1 < p < 2 en ocasiones aproxima mejor las distancias en distintas regiones geograficas.

Empirically Determined p Values for 17 Regions
Geographical Geographical

Region p Value Region p Value
Australia 1.7545  Brussels 1.7802
British Columbia  1.7080 London City 1.7901
Canada 1.4584 London North 1.6171
France 1.7417  Los Angeles 1.5684
Great Britain 1.8826 New York City  1.6975
New York State 1.4950  Paris 1.6649
Pennsylvania 1.6958  Sydney 1.3940
United States 1.7427  Tokyo 1.8901

Toronto 1.1261

Figura 4.1: Valores de p determinados empiricamente para ciertas regiones (extraido de [BL93])

Teniendo en cuenta esto, una generalizacién al problema de Fermat-Weber es cambiar la norma
euclidea por la norma p. Con este cambio, el problema en norma p definido en R" es el siguiente:

El problema de Fermat-Weber en norma p:

1
m m n P
imi (0 () = 4 = 4 4 P
Minimizar [\ (z) = » willz —aill, = ) w; |z — agj] (4.1.1)
i=1 i=1 j=1
donde z; y a; denotan la coordenada j de z y a; respectivamente, es decir, x =
(X1,...,2n) ¥ a; = (@i1,...,ain) parai=1,...,m, y p > 1 para garantizar que H||p
sea norma. Los nodos ai,...,a,, pueden o no ser colineales.

35
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En la Seccion 2.2 demostramos la continuidad y convexidad de la funcién f, y la existencia de
minimizadores. Los argumentos presentados para probar el Lema 2.2.1 y el teorema 2.2.2 utilizan
propiedades de la norma euclidea que son comunes para toda norma, es decir que valen también
para la norma p > 1. Estos resultados demuestran el siguiente teorema:

Teorema 4.1.1. Dado p > 1, la funcién fP) definida como en (4.1.1) es continua y convexa.
Ademds, tiene al menos un minimizador local, y todo minimo local es un minimo global.

Para resolver el problema en norma rectangular, no es necesario ejecutar un método iterativo,
sino que es posible hallar una solucién explicitamente. El problema (4.1.1) para el caso p = 1 puede
escribirse como

1
FO@) =S wi (Y oy —ayl | = (Z wilz; — ) =5 1) (4.1.2)
i=1 j=1 j=1 \i=1 j=1
donde f;l)(xj) =Y ", wilrj —a;j| > 0 depende sélo de la j-ésima coordenada de z y de a, ..., apn.

Luego, resolverlo es equivalente a resolver

Minimizar f( szhﬁ a;j| cont € R para j=1,. (4.1.3)
=1
La solucién z* = (z7,...,z}) de (4.1.2) satisface que x; =t para j = 1,...,n, donde ¢} es el

minimizador de f;l).

Al comienzo de la Seccién 2.2, presentamos la férmula cerrada para resolver el problema de
Fermat-Weber en norma euclidea con nodos colineales, sabiendo que éste era equivalente a resolver
un problema unidimensional de la forma:

m
Minimizar g(t) = Z wilt —t;

Para hallar la solucién utilizamos el Teorema 2.2.4, que Love, Morris y Wesolowsky [LMW88] for-
mularon para resolver el problema (4.1.3). Para este problema, el teorema se aplica para minimizar

cada f]( ) pero reescribiéndolas de la siguiente manera: para cada j, reordenamos la j-ésima coorde-
nada de los nodos, aij, ..., an;, de menor a mayor y sin repeticion, obteniendo ay); < -+ < A(r;);

con r; < m, y llamamos wi, ..., w; , asus respectivos pesos sumando los pesos de las coordenadas

coincidentes. Con esta notacién, la funcién fj( resulta f ( ) =300 wj [t — agy;l

Ejemp104.1.2.Sim:3yn:2,cona1—(1) ( ) (1,2), wy = wy = w3 =1,
= 20

1
(t) =2/t — 1]+ 1]t - 2].

_<
1

JM
l\')H -

entonces obtendriamos r1 = 2, a(1)1 = 1, a@2)1 = 2,

El Teorema 2.2.4 reformulado para resolver el problema (4.1.3) es entonces:

Teorema 4.1.3. Sea j € {1,...,n} y sea s; € {1,...,7;} tal que que

s;—1 rj
> wl =Y wl <o (4.1.4)
i=1 i=s;
Y
33 Ty

Zw{— > w! >0 (4.1.5)
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Si la ecuacion (4.1.5) se satisface como una desigualdad estricta, entonces la solucion al problema
m Tj
S 1 j
Minimizar f]( )(t) = Zwﬂt — a;j| = Zwﬂt — agy;l
i=1 i=1

es tT = as;);- 91 se satisface como igualdad, entonces t; € [a(s;)j, a(s;+1)5]-

Con este teorema, podemos encontrar explicitamente cada coordenada de las soluciones del
problema (4.1.2), las cuales puede no ser tnicas. Si p > 1 no se conoce una férmula explicita para
hallar las soluciones, pero podemos generalizar el algoritmo de Weiszfeld, incluso si los nodos son
colineales. Antes de eso, podemos generalizar las propiedades de la soluciéon dadas en el Teorema
2.2.7 para el problema en norma p > 1. El primer inciso del teorema presentaba las condiciones de
optimalidad para la solucién si ésta no es un nodo gracias a la diferenciabilidad de f en ese punto,
lo cual puede aplicarse también a f®). En el segundo inciso se definfa un vector Rj, € R” tal que el
nodo ay, es solucién si y sélo si || Rg|| < wg. Juel y Love [JL81] desarrollaron una propiedad andloga
para diversas normas. A continuacién presentaremos este resultado, para el caso de la norma p.

Denotaremos con sgn(t) al signo de ¢t € R, es decir,

1 sit>0
) =3 _ Gi<o

Teorema 4.1.4. Consideremos el problema
m
Minimizar fP)(z) = Zwi |z — aill, -
i=1

Dado x* € R", se satisface:
a. Sixz* ¢ A, entonces z* minimiza fP) siy sélo si Vf®)(x*) =0, es decir,

-1

of®) m 5 — i |P
éfx- (x*) = Zwisgn(x;‘- — aij)% =0 para todo j =1,...,n. (4.1.6)
J i=1 ||.’E _ain
b. Siz* = ay para algin k € {1,...,m}, entonces x* minimiza f®) si y sélo si HRkHLl < wy
=
donde HRkHLl denota la norma p%l y Ry = (Rk1, ..., Rkn) estd dado por
=

m -1
api — aiilP

Ryj = jzzfvisgn(akj-(uj)l“l““ﬁlt“* (4.1.7)

iZh

lar — asllp™"

Demostracion. Para el inciso a., en el que z* no es un nodo, sabemos que la funcién f®) es convexa
y diferenciable en un entorno de z* y por lo tanto Vf(z*) = 0 es condicién necesaria y suficiente
de optimalidad de primer orden.

Para z* = aj con k € {1,...,m}, podemos analizar las derivadas direccionales de f ) en ay,

como realizamos para el caso en norma 2. Dado v € R"”, sea qup ). R* - R dada por
FP) = P (g + to).

La derivada direccional de f®) a partir de aj, en la direccién v estd definida como

_dfiP
Dufen) =l

(s).



38 CAPITULO 4. GENERALIZACIONES

Notemos que wy, [lax, + tv — akl|, = wy [[tv[|, = wg[t] [|v]|, = twy [|v]|,. Por lo tanto,

df d @
v
8= i@, twk||va+;willak—ai+thp
i£k
m n
|ar; + sv; — aig[P~
=wi v, + > w sgn(ag; + svj — ai) T
’ ; ; lax + sv — ail|?

itk

Tomando limite en s, obtenemos

) df ap; — a;;[P71
lim — ()—wk||vH —i—Z szsgn apj — aw)| i~ il v}

50+ lax — asl|p~ 1
z;ék

n
= Wk Hva + Z Rkjvj.
j=1

Es decir que existen las derivadas direccionales de f en todas las direcciones, y estan dadas por
Dy f(ay) = wy, 0], + v" Ry, (4.1.8)

aj, minimiza f® si y sélo si no hay direcciones de descenso de f®) a partir de ay, es decir, si y
s6lo si D, f®) (ar) > 0 para todo v € R™. A continuacién probaremos que esto ocurre si y sélo si
HRkHL < wg:

p—1

=) Supongamos que wy, ||v|| + vT R, > 0 para todo v € R”. Como la norma —2- es la norma
P p—1
dual de la norma p, existe y € R™, y £ 0, tal que

RT RT
ThZ = miox ET = || Ryl o,
lyll, =70 ||z, p-1
Luego, tomando v = —y y usando que wy [|v]|, > —vT Ry, obtenemos que
RI(—v —oTRy,  wi||v]|
NP S ik LT
=1 =, v, o,

es decir, ||Rka%1 < wg.
(<) Supongamos ahora que || Ry|| 2 < wy. Aplicando la desigualdad de Holder, tenemos que
—vT'R, < |vTRy| < vl HRkH S [v]|, wi para todo v € R"
y por lo tanto 0 < [|v]|, wy, + vT Ry, para todo v € R™,

El Teorema 4.1.4 nos asegura que si la solucién z* se encuentra en un punto donde f® es
diferenciable, entonces

of® ofP)
0=VfP (") = ( éfxl (z*),..., éim (:ﬁ)).
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Las derivadas parciales de f) estdn dadas por

C_qaa|Pl
(z —Zwlsgn )M j=1,...,n. (4.1.9)

6@ o= ally™?

Como t = sgn(t)|t|, entonces la ecuacién (4.1.9) es equivalente a

ofw m xi—a;Pm?
o (z) :Zwi(mj—aij)% j=1...,n (4.1.10)
Ly i=1 ||:E - ai”p
Evaluando en z*, igualando a cero y manipulando la ecuacion af z; (w*), obtenemos que para cada
Js
Ui Tk — a;;[P2
Zwi(x;_aij)% =0
i=1 ”3j _ai”p
m . |$j _ aij|p_2 B m |l‘;k _ aij‘p—Q
D_wim S = ) Wity Sy
Pt [l — aill = la* — aill
O e T |2} — ai; [P
2y | D ws ) = D wia p—1°
i=1 H‘T al” i=1 ”‘T _ain
con lo cual conseguimos la siguiente igualdad:
-1
m 2% — a;; P2 m 2% — a;; P2
x;k - [Z Wi J* . p—1 sza” J* . p—1° (4111)
i=1 H:C _ain i=1 ||SU _ai‘p

Esta dltima ecuacién sugiere, al igual que en lo trabajado para norma euclidea, la siguiente
sucesion:

m (k) 4. p—2 T om (k) .. |P—2
(k+1) _ Z AM E : AM e (P 4.1.12
K N i=1 . Hx(k) — CLz‘Hjj1 i=1 B Ha:(k) _ ainil agg =: ®;j(z). (4.1.12)

Notemos que si p = 2, esta iteracién coincide con la iteracion de Weiszfeld. Al igual que la
transformaciéon de Weiszfeld, la funcién ® = (®q,...,P,,) no estd definida en todo punto. Si p > 2
la funcién no estd definida en los nodos aq,...,an,, y para 1 < p < 2, la funcién es discontinua en
nm hiperplanos, H;; = {x € R" : x; = a;;}. Brimberg y Love [BL93] presentaron una extensién
continua T" de la funcién @, para el caso 1 < p < 2, y probaron la convergencia del método iterativo
dado por z(:+1) = T(x(k)), el cual llamaremos método de Weiszfeld para norma p. Para el caso
p > 2, no siempre puede construirse una extensién continua, y en general el método no converge
(ver [BL92]), aunque Brimberg, Chen y Chen [BCC98] propusieron una variacién del algoritmo que
garantiza su convergencia. A continuacién, veremos algunos de los resultados que forman parte de
la prueba de convergencia propuesta por Brimberg y Love [BL93] para el caso con 1 < p < 2.

De ahora en mas, asumiremos que 1 < p < 2, y utilizaremos la siguiente notacion:

Hij={xeR":zj=aqy} parai=1.... myj=1,...,n,

Hj:UHij parajzl,...,n
i=1

y S:UHJ

j=1
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La funcién ¢ dada en la ecuacién (4.1.12) estd bien definida en R™ — S. Ademas, su coordenada
j-ésima, con j = 1,...,m, estd definida para todo z ¢ H; y puede escribirse como

Z:‘; yij()ai; |5UJ — a|"” 2

Q,(x) = con y;(x) = wj————
’ 2 i1 Yig () Y o — a2

(4.1.13)

Podemos definir la extensién T : R™ — R™ de la funcién ® coordenada a coordenada, del
siguiente modo:

Ty(r) =

{aij si xj = a;; para algini=1,...,m (4.1.14)

®;(x) caso contrario.

Siz ¢S, entonces T'(z) = ®(x). Para demostrar que 7" : R” — R” es continua, notemos antes que
cada funcién ®; se asemeja a una iteracion del método del gradiente. En efecto, si z; ¢ H;, ®;(x)
satisface que

2i() ity g ()
iy (@) (@ — aij)

- S iy (@)
m - afw®)

= T~ [Z y@'j(@] W(@
i=1 J

Ahora si, podemos probar la continuidad de la transformacién T

Lema 4.1.5. La funcién T : R™ — R" dada por (4.1.14) es continua.

Demostracion. Para facilitar las cuentas, probaremos que 1" es continua coordenada a coordenada.
Sea T} la j-ésima coordenada de T'.

Es claro que T} es continua en R™ — H; pues para cada i = 1,...,m, las funciones ||z — a;]| » Y
|z — a;j| son continuas y no se anulan en R" — Hj.

Veamos que si y € Hyj, entonces lim, ., Tj(x) = ay;:

Como p —2 <0y lim, ,, x; = y; = a;;, tenemos que

i o —ayP?
m y;;(z) = lim w;————— = +00
AP

Ademss, si k # i,
|2 — ag;[P~?

lim y;(x) = lHm wy,

Ty Ty ||a:—ak|]£71 -

pudiendo ser 4oc0. Luego,
m
lim ; yj(2) =

. (p)
Ademés, Bg; (x) es acotado pues
J

of |2j — ay P! - |5UJ aw‘ -
‘awj ': s =) | = 2" T e, izf”*
Luego
l{im ! af(p)(x):OER

zy Yo 1 Ukj(z) Ox;
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y
1 af®)
lim T =lim (z; — ) | = a;;.
=Y ( ) z—>y< J 221:1 yk](x) al‘j ( ) "
O
Lema 4.1.6. La imagen de la transformacion T, {T'(z) : x € R"}, es acotada.
Demostracion. Vimos que para x ¢ Hj, la j-ésima coordenada de ® es
Z <),
ai;.
Zk 1 yk] z)
Como 0 < y;; para todo 7, entonces 0 < ST e (@) < 1. Ademds, Y ;" S 11/]9](33) = 1. Luego,
®;(x) es combinacién convexa de aij,...,am; y por lo tanto
min a;; < ®j(r) < mix a;;.
1<i<m 1<i<m
T'](.’L'): aij SiijHij,‘lel,...,m
®;(z) caso contrario.
Entonces,
min a;; < Tj(x) < max ag;
1<i<m 1<i<m
y por lo tanto T'(z) estd contenido en el hipercubo
C= {y eR": 1232%““ <y; < lglia’%);laij para todo j = 1,...,n} .
O

La siguiente propiedad es muy importante, pues es la que determina la relacién entre los puntos
fijos de Ty la solucién del problema (4.1.1).

Lema 4.1.7. Sea x* la solucion al problema de Fermat- Weber en norma p, y sea {x(k)} la sucesion
generada por el algoritmo de Weiszfeld para norma p partiendo de 2(°) € R™. Entonces:

Si 25 = z* para algun K € N, entonces 2®) = 2* para todo k > K.

Si K+ ¢ § g x(KHD) = 2(K) parg algiin K € N, entonces ) = z*.

Demostracion. Para la primer afirmacién, consideremos por separado los casos x* € S'y z* ¢ S.

Si z* ¢ S, entonces VP (z*) = 0 y por (4.1.11), z* = ®(2*) = T(z*). Luego, si z5) = z*,
obtenemos que z(K+D = T(2(K)) = T(2*) = z*. Inductivamente puede probarse que z*) = z*
para todo k£ > K.

Siaz*e S,sea J ={j:2" ¢ H;}. Sij€J, entonces aaf—;:)(x*) = 0, por lo que ®;(z*) = 7. Si
j & J, entonces 2* € Hj = J;<;<,, Hij, es decir que existe i; € {1,...,m} tal que z} = a; ;.

Si 2 = z*, por (4.1.14) obtenemos que

x(‘K+1) _ Tj(x(K)) _ Qji(z*) = :E;< sijeJ
J a; ;i = T sijé¢J.
v J

Luego, K+ = 2* ¢ inductivamente se prueba que z(*) = z* para todo k > K.
Para la segunda afirmacién del teorema, si (%) ¢ S, entonces z(E+1) = T(z(K)) = & (2(K)).

Luego z5) = @(2(5)) y por lo tanto V£ (z(5)) = 0, por lo que (&) = z*. O
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La siguiente propiedad indispensable para la prueba de convergencia es la monotonicidad de
f®) respecto a la transformacién 7.

Lema 4.1.8. Si T(z) # z, entonces f®)(T(z)) < f®)(x).
Demostracion. A lo largo de esta demostracién, denotaremos y;; = y;;(x) para todo i =1,...,m
y j=1,...,n. Con esta notacién, si x ¢ Hj,
Ty(z) = ZiegVici
Zi:1 Yij
Sea J ={j:x ¢ H;}. Como T(x) # x, entonces J # ().
Para j € J, definamos

Z Yi; (t — aij) 2 para t € R. (4.1.15)

g; es una funcién estrictamente convexa por ser cuadratica positiva, y tiene su tinico minimo en
Tj(x) = 0;(x), pues

Il
DO
<
G

93‘ (t) — aij)

, D kw1 YkjQkj
4@) = > 2y (m - )
I Z ! Zk:l Ykj !

9 Zk 1 YkjQkj — Z;cn:l Ykjij
Z Yij ‘
Zk:l Ykj

= Zk U Zzy’l]ykj aky azg)
J

1=1 k=1

y como yiyk;(ak; — aij) = —Yk;¥ij(ai; — ak;) para todo i,k = 1,...,m, resulta g’(®;(x)) = 0.
Luego, para todo j € J se tiene que

m m

wilz; — agj|P~2 wilz; — ag|P
95(Tj(x)) < gjzy) = (%) (2 —ay)® =) ——— (4.1.16)
i=1

y la desigualdad es estricta para al menos un j, pues T'(z) # .
Sij ¢ J, entonces Tj(x) = x;. Si definimos

o~ wilt — ag|P
hit) =Y 1”7“;_’1 para t € R (4.1.17)
= llz = ailly
obtenemos que
hi(T;(z)) = hj(xz;) paratodo j ¢ J. (4.1.18)
Combinando (4.1.16) y (4.1.18), tenemos que

> gi(Ti@) + Y hi(Ti) < Y gilay)+ > hj(x)

Jjeg N jeJ i¢T

oYy el

1
j=1 i=1 ||37—az\|p
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por lo cual

> 9i(Ti@) + ) hi(T()) < fP(2). (4.1.19)

JjET itT

Por otro lado, tenemos que

S+ S = X3l a5y et

2 — al|p~
jeT j¢T jeg i=1 jeJ i=1 i
_ Zzwz|%_aw’ |T( )_aij|2
ai [P~
j=11i=1 g
m ) 2 2
. L2 2
= > ey — ayl)' T (L) —ayl)r . (41.20)
i1l —adll;
Puede probarse que sia >0, b >0y 0 < g < 1 se satisface que
_11 1 1
a'“aba > <1 - > a+ —b. (4.1.21)
q q

Una demostracion completa de esta afirmacion puede verse por ejemplo en la Seccién 1.14 del libro
[BB71]. Aplicando la desigualdad (4.1.21) a la ecuacién (4.1.20), tomando ¢ = § € (3, 1) obtenemos
que

S 2 p 2 . —a::lP
S o)+ ) > Yp e (17l el + [ -

m

P — 2 2 i 1—
= D willr = ai, + p Y willr —aill, P T (x) - as}
i=1 =1

Usando nuevamente (4.1.21) con ¢ = 1 € (3,1), resulta

1
p

S (T + (@) > P Zwl[l— )l = aill, + | T() — ai,

jeg it
2<;p> F®)(z) + 2 P(T(x))

p
= —fP(2) +2fP(T(2)). (4.1.22)
De (4.1.19) y (4.1.22) obtenemos que
— @) (@) +2f®) <Y gi(T() + Y hy(Ty()) < [P ()
ieJ i¢T

y por lo tanto
FP(T () < f@)(z). (4.1.23)
]

Por la convexidad de f®), el Lema 4.1.8 nos asegura que, si todas las iteraciones satisfacen
2 (k) ¢ S, entonces cada iteracién estd més cerca de la solucién que la anterior. En efecto, la
sucesion generada por el método de Weiszfeld modificado converge a la solucién si ninguna iteracion

pertenece a S. Una demostracion completa de la convergencia es presentada por Brimberg y Love
[BL93].
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4.2. Aceleracién del algoritmo

Hemos visto que el algoritmo de Weiszfeld en norma 2 tiene tasa de convergencia cuadratica
en algunos casos, pero a lo sumo lineal en la mayoria. Muchos autores han tratado de mejorar esta
tasa de convergencia mediante distintos métodos. En este capitulo presentaremos algunas de las
variaciones para acelerar el algoritmo de Weiszfeld.

Katz [Kat74] sugirié aplicar el método de Steffensen, el cual podria llevar a una convergencia
cuadratica del algoritmo, pero cuya implementacién es muy costosa. Otros autores propusieron
aprovechar que el algoritmo es de la forma

2D — o) L g

y cambiar la longitud del paso para acelerar la convergencia, multiplicindolo por un factor A > 0,
es decir,

A
(k1) — 20 — _Z_ v (™). 421
) = 0 - T ) (42.)

Ostrech [OJ78] demostré que para n = 2, el algoritmo generado por (4.2.1) converge para
cualquier \ € [1,2].

Drezner [Dre92] y [Dre95] estudia el problema en R™, y propone variar el valor de A en ca-
da iteracion. Sin embargo, esto puede ser costoso y en muchos casos no reporta una diferencia
significativa respecto a tomar un valor de A fijo.

En [BCC98], Brimberg, Chen y Chen extendieron el método dado por (4.2.1) al problema de
Fermat norma p > 1, tomando

(k+1) (k) A of®

™, j=1,...,n (4.2.2)

J Y Sj (JI) 8:Ek

donde S; se define de manera similar a L(z), como veremos mas adelante, y demostraron su conver-
gencia para ciertos valores de \, considerando siempre el problema en el plano R?. A continuacién
generalizaremos sus resultados a R"™, para el caso 1 < p < 2.

Generalizacién del trabajo de Brimberg, Chen y Chen [BCC98] a R":

Recordemos que si (%) no es un nodo, la iteracién k + 1 del algoritmo de Weiszfeld para norma
p puede escribirse coordenada a coordenada como

1 (p)
x§k+1) _ (bj(w(k)) _ :ng) _ 7%@(’6)) (4.2.3)

donde la funcién S; estd dada por Sj(xz) = > " yi(x), con

(2R = -
yZ](m ) lex(k) _aiHP*I'
p

El método propuesto por Brimberg, Chen y Chen para acelerar la convergencia es un método
iterativo donde cada iteracién estd dada por 2+ = ¢ (2z*)), con

A afw
Sj(z) Ox;

Yi(x) = x5 — (r) paraj=1,...,n, (4.2.4)

donde A es una constante positiva.
Para estudiar la convergencia del método, debemos estudiar la jacobiana de la funcion .

, (p) (») ,
% A (82fp S _ afp T aS] (x))

day ) = 752wy \ 0wy N T oy oy,

(4.2.5)
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donde dy; es la funcién delta de Kronecker. Si 2* es minimizador de f®) y las derivadas parciales

existen en ese punto, entonces 8f ( *) = 0 para todo j =1,...,n, y por lo tanto
O; 0% f @) 1
S * ) 4.2.6
amk( T) = 0% O0x0x; (@ )Sj(a:*) ( )
Si denotamos con S a la matriz diagonal con Sj; = %, y con H a la matriz de derivadas
J
segundas de ) en z*, es decir
S1 (11*) 0 T 0 92 f(P) 52 f(p)
0 R : Ox10x1 (I ) Y 91107, (35 )
S = Sa(z*) ' y H= : : . (4.2.7)
82f(P 4 52 f(P) %
1 O0xn0x1 (‘/L‘ ) Y Orn0zn (.’L’ )
L~

entonces la jacobiana de 1) en z* es ¢/ (2*) = Id — \SH.

Para el caso 1 < p < 2, si los nodos no son colineales podemos asegurar que f®) es estrictamente
convexa y que H es definida positiva, como demuestran Brimberg y Love en [BL99]. De aqui en
mas, asumiremos que esto se cumple.

Como S;(z*) > 0 para todo j, la matriz S es definida positiva y por lo tanto SH también lo

es. Sean ayq,...,a, los autovalores de SH. Los autovalores de ¢/ (z*) son
Jj:1—/\04j, j:1,...,n
y como «; > 0 para todo j =1,...,my A > 0, entonces o; < 1 para todo j. Usando esto podemos

probar el siguiente teorema.
Teorema 4.2.1. Si el operador ¢ satisface que

tr[y (z*)] > n — 2 (4.2.8)
entonces el algoritmo x*+1) = ¢(:U(k)) converge localmente a x*.

Demostracion. Por (4.2.8) tenemos que Y7, 0 = tr[¢)'(z*)] > n — 2. Ademds, habfamos probado

que 0; < 1 para todo j =1,...,n, es decir, —o; > —1 para todo j. Luego,
o > (n—2) Zaj (n—2)—(n—1)=—-1 paratodok=1,...,n (4.2.9)
jsﬁk
por lo que —1 < op <1paratodok=1,...,n
El radio espectral de ¢'(z*) es entonces p = méax{|o1|,...,|on|} < 1, lo cual garantiza la
convergencia local del algoritmo (ver por ejemplo [OR70]). Mas atin, la convergencia es al menos
lineal, pues p da una cota superior para el factor de convergencia asintética. O

Estudiemos entonces la traza de 1'(z*). Puede probarse que

92 f®) m z; — a;|P2 2; — ai;|P
(@) =) wilp—1) o [ 1—
dx? Z |l — a2~ (e

T — aij
=(p-1) 11—
Zy” ( Hx—azH”>
m
= —1 .
( < Zyzﬂ H$—az”p>
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Entonces

tr[y (z*)] = tr[Id] — Mtr[SH]

"1 9%f
—n-Ay — 77
" ;Sj(x*) 07 (")

- 1 — ai;[P
=n- >‘(p - 1) yz
& 55(@) ( Z J Hx —all]
. . ‘1' — ag;|?
B P e il
j=1 e
es decir que
1ok * * * ’xj _aij|p
trf' () =n—Ap—1)(n—Q*) con Q* = ZS Zy,]( )W' (4.2.10)
tiip
Ahora
|25 — aqjl?

———p <lparatodoi=1,...,m,j=1,...,n

[l — aill;

donde la igualdad se da si y sélo si ] = a; para todo [ # j. Entonces la desigualdad es estricta
en al menos un par 4,j y obtenemos que 0 < Q* < n y por lo tanto 0 < n — Q" < n. Luego
n—2<tr[(z*)=n—Ap—1)(n— Q") siy sélo si

2
A< . (4.2.11)

(p—1)(n—Q%)
Por el Teorema 4.2.1, para todo \ que satisfaga (4.2.11) la sucesién dada por z(Ft1) = ¢ (z(F)
converge a x*. Pero Q* es una constante desconocida, pues depende de x*, por lo que es necesario
aproximar el valor de A.
Sabemos que n — Q* < n, por lo que tomar

2

A= ——— (4.2.12)
n(p—1)
garantiza que se satisface la ecuacion (4.2.8) y que la sucesion converge.
Para p = 2, como y;;(z*) = ”xf"%alu para todo j = 1,...,n y todo ¢ = 1,...,m, podemos

calcular Q* de manera exacta:

o RS S L (= 0ig)

j=1 2itt T —ail] i1 l2* = aill ||lz* — aq|

m n

1 wj *
= S w; Z 3 Z (wj - aij)Q

i=1 T —a] 1= 12" — ai

m
. 1 w;
2t e o e - ail
=1.
Entonces para p = 2 podemos asegurar la convergencia para todo A < %5. Ademds, podriamos
asumir que para otros valores de p, Q* &~ 1 y estimar la cota superior por
2
A= ——————. (4.2.13)

(p—1)(n—-1)
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Para el caso n = 2, que es el caso con més aplicaciones conocidas, las cotas para A sugeridas
arriba permiten realizar pasos mds amplios en cada iteracién. En efecto, por la ecuacién (4.2.12)

podemos tomar A\ = p%l sabiendo que la convergencia estd garantizada, y como 1 < p < 2, entonces
A > 1. Ademsds, la aproximacién dada por (4.2.13) sugiere utilizar A = }%, y si suponemos que la

. , . ., . . 1 2
convergencia estd garantizada también para este valor, podemos elegir cualquier A\ € [pfl, ﬁ}.

En [BCC98], proponen por ejemplo utilizar

p

A= ——
p—1

(4.2.14)

y numéricamente obtienen que este paso es el éptimo, entre (4.2.12), (4.2.13) y (4.2.14).

Para el caso n > 2, el valor propuesto por (4.2.12) puede no ser mayor que 1. Para n = 2
2

por ejemplo, obtenemos A = =, lo cual no es recomendable para acelerar la convergencia, pues se

estarian haciendo pasos mas cortos. Para el caso p = 14 ¢ con 0 < € < 1 en cambio, es posible
obtener valores mayores de A\, y que aumentan a medida que p decrece. Si & < %, podemos tomar
valores de A mayores que 1, pues (p_21)n = % > 1. La ecuacién (4.2.13) sugiere que para ¢ < %
pueden encontrarse pasos mas largos.

Si bien no realizamos la generalizacion para el caso en que p > 2, Brimberg, Chen y Chen
[BCCY8] afirman que, construyendo el paso A de manera similar, puede asegurarse la convergencia,
incluso aunque no esté garantizada para el algoritmo de Weiszfeld original. La demostracién de la
convergencia es muy similar a la demostracién para el caso 1 < p < 2, con la diferencia de que
varfan las condiciones necesarias para garantizar que la funcién f®) sea estrictamente convexa. Los
valores de A sugeridos serian los dados por las ecuaciones (4.2.12), (4.2.13) y (4.2.14).

En la Seccion 6.1 veremos algunos resultados numeéricos variando n y p.

4.3. El problema con restricciones de cotas en las variables

Volvamos al problema de Fermat-Weber en norma 2. Este fue pensado originalmente como un
problema de minimizacion irrestricta. Sin embargo, para algunas aplicaciones reales tiene sentido
restringir la ubicacion del punto que se desea incorporar. Pensemos por ejemplo en la formulacién
de Weber, en la cual se busca ubicar un establecimiento de manera de minimizar los costos de
transporte desde, o hacia, ciertos establecimientos dados, que pueden ser clientes o proveedores.
Para este problema, podrian haber distintas razones que impidan ubicar el establecimiento en una
cierta ubicacién, por ejemplo:

= Si se busca ubicar una fabrica, podria haber regulaciones sanitarias que impidan su ubicaciéon
en una zona poblada, o por el contrario, decisiones politicas que exijan que se ubique en una
cierta poblacion para dar nuevas fuentes de trabajo.

= Si se busca ubicar un hospital, podria ser necesario ubicarlo en una zona tranquila, con bajos
niveles de contaminacién.

= Las caracteristicas geograficas de la zona, como rios o montanas, podrian ser barreras natu-
rales para la ubicacion del establecimiento.

Dependiendo de las causas de cada restriccidn, éstas se modelaran de distintas maneras. A lo
largo de esta seccion, presentaremos una modificacién del algoritmo de Weiszfeld propuesta por
Pilotta y Torres [PT11] para resolver el problema de Fermat-Weber con restricciones de tipo caja,
es decir, para el caso en que cada variable estda acotada. Este problema puede formalizarse del
siguiente modo:

m
Minimizar f(x) = Zwi |z —a;|| sujetoa I <z<u (4.3.1)

i=1
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donde I = (I1,...,ln) y w = (u1,...,uy) satisfacen —oo < I; < u; < 400 para todo j =1,...,n,
y donde x < y denota que x; < y; para cada coordenada j = 1,...,n. Esta formulacién es ttil
para representar las situaciones en las que, por razones ambientales, politicas o econémicas, hay
una region ya definida para ubicar el nuevo establecimiento. De aqui en maés, denotaremos con 2
al conjunto de ubicaciones permitidas, es decir, @ = {x € R" : [ < x < u}.

Para resolver este problema, Pilotta y Torres propusieron una transformacién T:R"—A— Q,
definida como T'(z) = P(T(z)), donde T es la transformacién de Weiszfeld y P : R® — Q es la
proyeccién de R™ a la caja €2, la cual esta dada por

lj  sixj <l
[P(x)]j =qx; silj<zj<u; paraj=1,...,n
u;  siuj <@y
Como la transformacién T es continua en R" — A y P es continua en R™, entonces la transformaciéon
T resulta continua. El algoritmo de Weiszfeld para el problema con restricciones de tipo caja es

entonces:
Algoritmo 3: Algoritmo de Weiszfeld proyectado

Datos: aq,...,a, € R"; wy, ..., w, € Ryg; —00 <1j <uj < +o00,j=1,...,n
Resultado: z* € R" que minimiza f(x)
Elegir 2 £ ay,... ap ;
para k =0,1,2,... hacer

y(k—i-l) i T(l’(k)) :

pletl) p(y(k+1)) :

si se satisface algin criterio de parada entonces

L T x(k+1)

El criterio de parada puede variar segiin la precisiéon que se busque. En el Capitulo 6 presentamos
los criterios que utilizamos en nuestro analisis.

A continuacién presentaremos algunos resultados necesarios para probar la convergencia del
algoritmo a la solucién del problema (4.3.1). Al igual que para el caso irrestricto, la demostracién
se basa en hallar una funcién auxiliar que relacione f(z) con f(T(z)) para probar la monotonicidad
de f respecto a T y concluir que el algoritmo genera una sucesién convergente. Recordemos que en
el caso irrestricto, se utilizé la funcién

la cual satisface 2f(T(x)) — f(z) < hg(T(x)) < hy(z) = f(x). Para el caso con restricciones,

encontrar esta funcién auxiliar no es sencillo, y deberemos antes presentar varias definiciones.

Dado z ¢ A, definimos
W .
() ZZm(la‘ —aij) j=1,...,n
i=1

y B] ZHQf—CLH a‘l]_uj) jzla"'7n

y construimos los siguientes conjuntos de indices:
Lz)={je{1,....,n}: Tj(z) <},
Ulx) ={j €{1,...,n} : Tj(x) > u;},
I(z) ={j e{l,...,n} : Tj(z) € [lj, u;]} .
{

Con estas definiciones, para cada x ¢ Ay cada j € .,n}, se cumple que
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I. j € L(x) siy sélosi Tj(x) <y, siy sélosi aj > 0.
1. j € U(z) siy sélosiTj(x) > uj, siy sélosif; > 0.
L. j € I(z) siy sélo si Tj(z) € [I;,u;], siysélosia; <0y 5; <O0.

Ademads definiremos algunas funciones auxiliares, relacionadas fuertemente con la funcién pro-
yeccién. Dado x € R™ — A fijo, definimos F, : R* - R" y g, : R" — A — R por

l; sijeL(x)
[Ex(y)l; = Qy; sijel(x) paraj=1,...,n (4.3.2)
uj sijeU(x)

v o g(y) = me(y)—aiu?. (4.3.3)
=1

Ademés, si I(z) = {j1,...,jr} # 0, definimos I, : R" — R™ y P, : R" — R" por

l; sijeL(x)

U:(2)]; = Sz sij=jsel(x) paraj=1,...,n (4.3.4)
Uj sije€ U(.T)
y [P, = vy, paras=1,....r (4.3.5)

Lema 4.3.1. Siz e R" — A y I(x) = {j1,...,Jr} # 0, entonces E, oI, = I,.

Demostracién. Sean z € R" y j € {1,...,n}. Si j € I(z), entonces [Ey(I2(2))]; = [L2(2)]; por

(4.3.2). Si j € L(z), [Ex(1(2))]; = I = [Ls(2)]; por (4.3.2) y (4.3.4), y andlogamente, si j € U(z),

[Ex(12(2))]; = uj = [Iz(2)];. Luego, Ey o Iy(z) = Iy(2) para todo z € R". O
Ahora veremos la relacién entre f(z) y g.(x).

Lema 4.3.2. Six € R™ — A, entonces
go(z) = f(x)+2 D (lj—zjaj(@) =2 Y (uj—x;)Bi(x) +7 (4.3.6)
JEL(x) jeU(x)
con
m wi
Y= —ZM Z (l —a;)” + Z (uj — z5)?
i=1 U jern(x) jeU(x)

Demostracién. Para cualquier A4, B,C € R se cumple que
(A—B?=((A-=C)+(C-B))?*=(A-0C)*+(C—-B?+2(A-C)(C - B)

por lo que

(A—C)>’=(A=B)? = (C-B)?=2(A—-C)(C - B) = (A—B)?>— (C — B)>+2(C — A)(C — B).

Luego, para cada i = 1,...,m, si j € L(x), podemos tomar A = a;;, B =2; y C =1y
obtenemos
(U — ai)? = (2 — aij)® — (I — 2;)* + 2(; — 2;)(lj — aij)- (4.3.7)
Anélogamente, para j € U(z) podemos tomar A = a;j, B = z; y C = u; y obtenemos

(uj — aij)* = (x5 — ai)* = (uj — 25)* = 2(uj — x;) (a5 — ;) (4.3.8)
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Por la definicién de E,, tenemos que

9z(x) = Z ”mqfizalu oW —ag)+ D (wj—ay)’+ Y (w4 — ay)?

jEL(x) jel(z) jeU(x)
Aplicando las igualdades (4.3.7) y (4.3.8), obtenemos

n

9z(2) = z_; qufiaH Ywj—ay)’ = D G—w)— > (u— )+

j=1 jeL(x) jeU(z)
23 (=)l —aiy) =2 > (uy — x;)(ai; — uy)
jeL(z) jeU(x)

a;ll

Sl—z)?+ D> (uy—a)’ | +

JEL(2) jeU(z)

=1

2 Y (—z)) T —al (lj—aig) =2 Y (uj—x5)) To—ail (aij —uy)
i=1 ! ) i=1 t

jEL(x) JjeU(x

= fl2) =y +2 Y (—z)ai(x) =2 Y (u;—z;)B;(x). (4.3.9)

jeL(z) Jj€U(z)
O

Definimos ahora una nueva funcién auxiliar, para * ¢ A con I(z) = {i1,...,ir} # 0, por
Gz = gz o I : R" — R"™.

Lema 4.3.3. La funcion g, es estrictamente convexa y tiene un unico minimizador global en
2*=(PyoPoT)(x).

Demostracion.
Ge(z) = > ——— | Ea(La(2) — ai])?
2z —al
i w
= Yo 1)~ aill pues oo L =1,
i=1 ¢
m w r
-2 |2 - a2 D G—ag)’+ Y (= a)?+ ) (5 — ay)’
=1 U jeL(a) jeU(z) s=1
Entonces
m A1 Gi(hy)
~ ws
\Y% 2 4.3.10
O (510
Zr = Qi(jy)
y

2~ _ - Wy
V25.(2) = 2; T al aiHIdT

donde Id, representa la matriz identidad en R"*". Por lo tanto V?§,(z) es una matriz simétrica y
definida positiva para todo z € R" y g, resulta estrictamente convexa.
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Como es estrictamente convexa, la condicién de optimalidad de primer orden es condicién nece-
saria y suficiente para hallar un minimizador, es decir, basta con hallar z* que satisfaga Vg, (z) = 0.
Esto es equivalente a resolver

Z ﬁ(z: — a;(j,)) = 0 paratodo s =1,...,7r
i=1 !

lo cual se satisface si y sélo si

L st o %i0s)

z; = e w; paratodo s=1,...,r (4.3.11)

221 Tl
es decir, si y s6lo si z* = (P, o PoT)(x). Por ser estrictamente convexa, este minimizador es tinico
y global. O

Definimos g, en términos de g¢,, y encontramos su minimizador. Para encontrar una relacion
entre este minimizador y g¢,, escribiremos g, en términos de .

Lema 4.3.4. g.(y) = (gz © P:)(y) para todo y € R".

Demostracion. Dado y € R™, por las definiciones (4.3.4) y (4.3.5), tenemos que

l; sijeL(x)
(L o Po)(Y)l; =  [Pe(W)]j. =y, sij=js€l(x) paraj=1,....n
u;j sijeU(x)

es decir que (I o P;)(y) = E,(y). Ademads, sabemos que E, o I, = I, por lo que
(Lz 0 Pp)(y) = Eo((Iz 0 Pr)(y))-

Luego
m
9:(0) = 3 IBaly) — il
i;l
= ;M|<Ixopx><y>—ai\|2
=

i=1 !

= gu((Iz o Pr)(y))
= (a0 Pu)(y).

O]

Los siguientes resultados darédn las ultimas propiedades de g, que precisaremos para probar la
monotonicidad de f respecto a T.

Lema 4.3.5. Si z ¢ A, entonces g.(T(z)) < go(x). Mds atin, si I(x) # 0 y Po(T(z)) # Py(z), |

desigualdad es estricta.

, entonces g;(y) no depende de y y por lo tanto g,(7(x)) = gu(). Si
2), entonces g, (T(x)) = (3 0 Pr)(P o T(x)) = (32 0 P2)(x) = ga(z). Por
(2)) # Py(x), como P,(T(z)) = (Pyo PoT)(z) es el tinico minimizador
(%)) = (§z © Pr)(P o T(x)) < (g © Pr)(x) = g (). [

Demostracion. Si I(x

)
I(x) # 0y Po(T ())=
ultimo, si I(z) # 0y Py

9a(

de g, tenemos que

.
(
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Lema 4.3.6. Siz € Q — A es tal que x # T(z), entonces g.(T(z)) < f(z).

Demostracion. Si I(z) = 0, entonces L(z) # 0 o U(x) # 0. Como = € §, tenemos que l; —z; < 0
y uj —xj > 0 para todo j = 1,...,n. Como I(z) = (), entonces

Py l; sijeL(z)
Tj(@) {uj sijeU(x).

Luego, = # T(z) implica que existe al menos un j € L(x) UU(z) tal que l; —z; < 0 0 uj —x; > 0,
por lo que usando la ecuacién (4.3.6) obtenemos

9:(T(2)) < go(x) = fl) +2 > (4 (@)=2 > (u (z) +7 < f(a).

JjEL(x) jeU(x)

Para el caso en que I(x) # 0 y Pu(T ['(z)) = Py(z) se da un razonamiento anilogo, usando que si
P,(T(x)) = Py(x), entonces Tj(x) = x; para todo j € I(z), por lo cual z # T(z) significa que
Tj(z) # x; para algtn j € L(x yuU(z).

Por tltimo, si I(x) # 0 y Po(T(x)) # Px(2), usando que l; — x; < 0 < u; — x; y aplicando el
Lema 4.3.5 obtenemos

9:(T(2)) < go(x) = fl) +2 D (= zj)ai(x) =2 Y (u (2) +v < f(2).

jeL(x) Jj€U(z)
O

El dltimo lema que precisaremos para ver el decrecimiento de f (:c(k)) relaciona g, con f evaluada
enzy T(z).

Lema 4.3.7. Siz € Q — A es tal que = # T(z), entonces
9:(T(2)) = 2/ (T(x)) — (). (4.3.12)

Demostracion. En primer lugar, notemos que

0oF(@) = Y el ECACOETH |
i=1 ¢
—iuxl_“, Iz = aill + [ B (@) ~ aif| - o~ asl]
i=1 !
=in$‘_"| o = aill* + 22 = ai| (|| Bo(T(@) - aif| - 2 = ail]) +

(H@@@:)) sy

2
o —a) ]
—Zwl |z — a1||—|—22wl<HE ) —a;

;Hwij\ (R

por lo cual
9:(T(x)) 2 f(2) + 2[f(B(T(2)) — f(x)] = 2f (Bo(T(2)) — f(2).
Ahora, si j € L(x), entonces Tj(x) < I; y por lo tanto Tj(x) = [P(T(2))]; = l; = [E.(T(2))];.
De manera andloga puede verse que si j € U(w), Tj(z) = ij
Tj(x) = uj = [Ex(T(x))];. Entonces
Ey(T(x)) = T(x),

lo cual concluye la demostracion del lema. O
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Estos resultados permiten demostrar con facilidad el siguiente teorema:

Teorema 4.3.8. (Monotonicidad de f respecto al operador T)
SixeQ—AyT(x)+#x, entonces

f(T(x)) < f(x).

Demostracién. Por el Lema 4.3.6, sabemos que g,(T(z)) < f(x), y por el Lema 4.3.7,

2f(T(x)) = f(z) < go(T()).

Luego, obtenemos que )
2f(T(x)) = f(z) < f(=)
y por lo tanto
f(T(x) < f(z). (4.3.13)
O

El Teorema 4.3.8 nos permite asegurar que si z(?) € Q y z(¥) ¢ A para todo k > 0, entonces la
sucesién {f(z*))} es estrictamente decreciente.

Como € es compacto, si z(¥) estd definido para todo k, entonces la sucesién {:n(k)} tiene al
menos una subsucesién que converge a algiin z € ). Veamos que si la sucesién converge, lo hace a
la solucién del problema. Primero, veamos que el limite, si existe, es punto fijo de T'.

Teorema 4.3.9. Si la sucesion {ﬂf(k)} converge a & € Q, entonces & es punto fijo de T.

Demostracion. Es evidente por continuidad de T, pues

i = lim %Y = 1im T(=®) = T(z).
J—00 J—00

O]

Con esto, si vemos que los puntos fijos de 7' son minimizadores de f en €2, quedard probado
que si la sucesion converge lo hace a la solucién del problema (4.3.1).

Teorema 4.3.10. z* minimiza el problema (4.3.1) si y sdlo si es punto fijo de la transformacion
T.

Demostracion. Si x* es minimizador de f sobre €2, entonces f(z*) < f(y) para todo y € Q, y # z*.
Por el Teorema 4.3.8, si o* # T'(x*), entonces f(T(z*)) < f(z*). Pero T(z*) € Q, lo cual lleva a un
absurdo. Luego, debe ser z* = T'(x*).

Resta ver que si 2* es punto fijo de T, entonces z* es solucién de (4.3.1). Sabemos que z* es
minimizador de f sobre {2 si y sélo si satisface las condiciones de optimalidad KKT, las cuales para

este problema estan dadas por

m n n

w
> m&” —a;) =) e+ Hjsne; =0 (4.3.14)
i=1 j=1 j=1

pi(lj —x;) =0 paraj=1,...,n (4.3.15)
Pitn(xj —uj) =0 paraj=1,...,n (4.3.16)
;>0 paraj=1,...,2n (4.3.17)

lj —2; <0 paraj=1,...,n (4.3.18)
zj—u; <0 paraj=1,...,n (4.3.19)

donde e; € R" es el vector cuya coordenada j es €;; = 1 y todas sus demds coordenadas son nulas.
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Supongamos que z = T(z), y veamos que se satisfacen las ecuaciones (4.3.14) a (4.3.19).
Definimos los multiplicadores

aj(xz) sije L(x) Bj(x) sijeU(x)
Ky = . jHn = .
0 sij ¢ L(x) 0 sij¢U(x)
Por construccién, los multiplicadores satisfacen la ecuacién (4.3.17). Como & = T(z) = (P o T)(z),

entonces x € ) y se satisfacen las ecuaciones (4.3.18) y (4.3.19).
Sea j € {1,...,n}.

paraj=1,...,n. (4.3.20)

» Sij ¢ L(x), entonces pj = 0.
» Sij € L(x), entonces Tj(x) < l; y por lo tanto I; —z; =1; — [P(T(x))]; =1; —; = 0.

Luego, se satisface (4.3.15).
Andlogamente, dado j € {1,...,n}, tenemos que:

= Sij ¢ U(x), entonces juj4pn = 0.
» Sij € U(z), entonces Tj(z) > u; y por lo tanto z; — u; = [P(T(z))]; — uj = uj —uj; = 0.

Luego, se satisface (4.3.16).
Para ver (4.3.14), analicemos la igualdad coordenada a coordenada, es decir

m

w,
) M(fﬂj — i) = 1§ + fjtn =0 (4.3.21)
i=1

= Para j € I(z), tenemos que Tj(z) € [I;,u;] por lo que x = T(z) = P;(T(z)) = Tj(z). Ademss,
pj = pjtn = 0. Luego

m W m W
) _ ? S
Z Hx—azH(m] al]) :u‘] +M]+7L - Z Hx_aZH(x] a'l.])
i=1 =1
m m
D a2
= xj— Qi
2 a—al 2T —al
I A S
i—1 |z — ai| ’ >ty ||x1i)ili||

=[' “”,]uf—@m»
=

= Para j € L(z) tenemos que Tj(z) < I; por lo que = T(z) = l;. Ademds, p; = aj(z) y
tj+n = 0, por lo que obtenemos

m m
E Wi w;
ﬁﬁuﬂw“f““ SRR ?;m_mﬁfaw (@)

= Para j € U(z), Tj(z) > u; por lo que x = T(x) = uj. Ademds, pu; = 0y puj1n = B;(z), por lo
que obtenemos

m m

w; Wy
E " (e — i) — g4 R E s . = 0.
g Hx_aZH(w] al]) /J’J +:uj+n g ||x_aiH(uj azy) “!‘B](.CL')

Por lo tanto para todo j se satisface (4.3.21), lo cual significa que vale (4.3.14). Es decir que si
x = T'(x), entonces z satisface las condiciones KKT y por lo tanto x es la solucién z* de (4.3.1). O



Capitulo 5

El método de Newton para el
problema de Fermat-Weber

5.1. Desarrollo y convergencia del método

Consideremos nuevamente el problema de Fermat-Weber irrestricto en norma 2. Vimos en la
Seccién 3.2 que el algoritmo de Weiszfeld tiene tasa de convergencia lineal en la mayoria de los
casos. En la Seccion 4.2 mostramos que puede modificarse el algoritmo original, tomando

A
(k1) — p00) _ 2y

. . 2
con A > 0, pero aseguramos la convergencia sélo para A < =5, por lo que para n # 2 no encontra-
mos una longitud mayor del paso, es decir que la variacién sélo acelera el algoritmo original para
n = 2.

En general, cuando se busca un método que converja rapidamente, se tiende a recurrir al método
de Newton. Sin embargo, no hay muchos autores que hayan aplicado este método al problema de
Fermat-Weber, posiblemente porque la funcién f no es diferenciable en los puntos aq, ..., am,. Sin
embargo, hemos visto en la Seccién 3.3 que hay maneras de evitar los nodos, como por ejemplo, el
método SP propuesto por Beck y Sabach [BS15]. Con esto en mente, Gérner y Kanzow [GK16] pro-
baron en 2016 la convergencia del método de Newton para resolver el problema de Fermat-Weber,
partiendo de una eleccién adecuada del punto inicial. A lo largo de esta seccién, presentaremos el
algoritmo de Gorner y Kanzow y la demostraciéon de su convergencia.

De aqui en més, supondremos que ningin nodo es solucién y que los nodos no son colineales,
pues en ambos casos seria innecesario implementar el método de Newton.

Consideremos el punto inicial z(°) elegido por el método SP (Algoritmo 2). El conjunto de nivel

L") = {z R : /(@) < f)}

es convexo, compacto, contiene a la solucién z* del problema de Fermat-Weber y no contiene
ningiin nodo. Luego, la funcién f resulta continuamente diferenciable en £(z(?)) y podemos aplicar
el método de Newton, incorporando una buisqueda lineal de tipo Armijo para garantizar que f (a:(k))

95
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sea no creciente y z(¥) € E(x(o)) para todo k € N. El algoritmo propuesto en [GK16] es el siguiente:

Algoritmo 4: Método de Newton con condiciéon de Armijo
Datos: ay, ..., a4, € R™; wy, ..., w, € Ryg; p€ (0,1) y o € (0, %)
Resultado: z* € R" que minimiza f(x)

Elegir (%) mediante el método SP;
para k=0,1,2,... hacer

1 Calcular la direccién de Newton dy, resolviendo H(z®))d = —V f(z(*));

2 Elegir el paso t; como el mayor t € {1, p, p?,...} tal que

f(@® +tdy) < f(2®) + otV f (2N Tdy;

3 Tomar z D « 2 () 4 ¢, dy.;

si se satisface algun criterio de parada entonces

L * — x(k—‘rl)

donde H(x) denota la hessiana de f en z, es decir, H(z) = V2f(z).

El criterio de parada puede variar segtin la precisién que se busque. En el Capitulo 6 presentamos
los criterios que utilizamos en nuestro analisis.

Veremos que el método satisface las condiciones necesarias para converger a la solucién. El
primer resultado que veremos serd que la hessiana H(z) es definida positiva en £(z(?), lo cual
garantizard que los dos primeros pasos del algoritmo estan bien definidos.

Teorema 5.1.1. Para todo = € L(2(V)), H(z) = V2f(x) es definida positiva.

Demostracion. Recordemos que

af m :L‘j — aij

—J::E w,———— j=1,...,n.
( ) : i a; J

Dados k,j € {1,...,n} tenemos que

O f
8:ck8:cj

o & »
(z) = pr ;wz'(iﬂj — ajj) |7 — a4

m
—1 —2 Tk — Qg
=> w {%‘k [z = aill = + (x; — ai;) <— |l — ai M)]
=1 ’

3 |

= o —alf [5% lz — all” — (x5 — i) (zk — aik)}

por lo que

m w;

Ha) =Y —2 [Hm—aiHZId—($—ai)($—a,~)T]. (5.1.1)

=tz —ai

Sea y € R™, y # 0.
2
y" [lle = aill* 1d — (@ = a)(@ = a)" | y = llz — all” Iyll* — [v" (= — as)]
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
2
[y (z — a))]” < |lz — ail* [|y®

y la igualdad vale si y sélo si x — a; = ¢;y con ¢; € R. Luego,

y" e = il 1d = (@ — @) (@ — a) | y 2 0
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y la igualdad vale si y sélo si z — a; = ¢;y. Esto nos asegura que

m

Ws
yTH(x)y = Z 7’3yT |z — ag|* Id — (2 — a;)(x — ai)T] y>0
ot lz —ai
donde la igualdad vale si y sélo si x — a; = ¢;y para todo ¢ = 1,...,m. Pero eso implicaria que los
nodos son colineales y por hipétesis no lo son. Luego, debe ser 4 H(z)y > 0 para todo y # 0 y por
lo tanto H(x) resulta definida positiva. O

Como L(z() es compacto, y los autovalores minimo y maximo, Apin () ¥ Amaz(2) respecti-
vamente, de H(z) son funciones continuas y positivas de = € £(1:(0)), entonces queda probado el
siguiente corolario:

Corolario 5.1.2. Ezxisten constantes 8 > « > 0 tales que

allyl* < y"H(z)y < Byl
para todo y € R"™ y todo = € L(z(?).

El siguiente lema nos asegura que el criterio de Armijo provee una busqueda lineal eficiente
para resolver este problema. Recordemos que p € (0,1) y o € (0, %)

Lema 5.1.3. Eziste una constante 0 > 0 tal que

2
(ENT q
Fa® + tpdy) < fa®) -0 (W) para todo k € N.
k
Demostracién. Como dy, es la direccién de Newton, entonces H (z(7))dy = —V f(z®)). Por el Coro-
lario 5.1.2

_ ViEM)Ta df H(z*)d

k
< paratodo k € N. (5.1.2)
ld” ldx”

Consideremos ahora k € N fijo. Sea oi(t) := f(z®) 4 tdy). Como f es continua y acotada
inferiormente, existe 5 > 0 tal que es el minimo que satisface

or(tr) = 0¢3(0).

Ademis, ) 4 i.d;, € £(x)) pues f; minimiza a @. Como Vf es Lipschitz continua en £(z(?) y
(™) +tdy) € L(2) para todo 0 < t < f, entonces existe L > 0 tal que

701 (0) = @ (k) = 1 (0) + (@) — €1(0)) < @, (0) + L || *
Entonces ,
(1—0)p(0)
L|di|?

Ahora, para la condicién de Armijo pueden darse dos situaciones: que t = 1, o que tp < 1.
Supongamos que en la condicién de Armijo t; = 1. Entonces por (5.1.2) tenemos que

fy > — (5.1.3)

C1Vf(™)Tdy

<1l=t;
2 i
B ldl

y por lo tanto

o

ONIRE
F0® + 1) = r(te) < 1(0) + tih(0) < (o) = w]

e
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donde % no depende de k.

Si la condicién de Armijo vale con #;, < 1, entonces t, = p" conr € Ny p'~! = % no satisface

la condicién de Armijo. Como @}, es convexa entonces

or(tr) - ©r(0)

< @ ().
tx,

Luego, por eleccién de tj, obtenemos que

or(tr) - ©1(0)

< 09}, (0).
172

Esto nos dice que t;, satisface la condicién de Armijo, y por lo tanto se satisface la condicién de
Armijo para todo ¢ tal que 0 < t < t}. Luego, debe cumplirse que

= > 1. (5.1.4)

Ahora,
F@® 4 tedy) = or(tr) < 1(0) + oty (0).

Usando (5.1.4) obtenemos
F@®™ + tudi) < 0i(0) + 0piipi(0)

e incorporando (5.1.3), resulta

op(l—o)

F@® + trdy) < @r(0) — i

Vf(®)Tdy ’
||l

donde w tampoco depende de k.

Luego, si tomamos
o op(l—o0)
R A

6 := min{

obtenemos que para todo k € N se satisface que

Vi) Tdy
A ‘

Fa® +tdy) < fa®) -0 (

O

Con estos resultados, puede demostrarse la convergencia del algoritmo de Newton para el pro-
blema de Fermat-Weber, la cual puede encontrarse en el trabajo de Gorner y Kanzow [GK16].

Teorema 5.1.4. Si ningin nodo es solucion, entonces la sucesion generada por el Algoritmo J
converge a la unica solucion z* del problema de Fermat-Weber, y la tasa de convergencia resulta

. . . 2
cuadrdtica, es decir, existen ¢ > 0 y K € N tales que H:c(kﬂ) —x*H < cHa:(k) —x*H para todo
k> K.

El Teorema 5.1.4 asegura que el método de Gorner y Kanzow converge a la solucién, y garantiza
que tiene velocidad de convergencia cuadrética. En la Seccién 6.1, compararemos este método con
el método de Weiszfeld, y con la aceleracién del mismo propuesta en la Seccion 4.2.
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5.2. Newton aplicado al problema con restricciones de cotas en
las variables

Consideremos nuevamente el problema de Fermat-Weber con restricciones de tipo caja,

m
Minimizar f(x) = Zwi |z —a;|| sujetoa <z <u. (5.2.1)
i=1

Asi como el método de Newton permitié generar un algoritmo maés eficiente que el método
de Weiszfeld para el problema irrestricto, se podria buscar este resultado para el problema con
restricciones. En esta seccién, presentaremos los resultados obtenidos al construir un método de
Newton proyectado, buscando generar un algoritmo mas eficiente que el método de Weiszfeld pro-
yectado de Pilotta y Torres [PT11]. Con el método de Newton de Gorner y Kanzow [GK16] en
mente, buscamos una forma de incorporar la proyeccién, y para ello estudiamos distintos métodos
de minimizacién en cajas, como el método del gradiente espectral de Birgin, Martinez y Raydan
[BMRO0] y [BMR14] y la proyeccién de un paso quasi-Newton propuesta por Kim, Sra y Dhillon
[KSD10], y reprodujimos algunas de sus ideas aplicadas al método de Newton.

Siguiendo estas ideas, elaboramos dos propuestas, similares entre si, que consistian en calcular
la direccién de Newton, proyectar y realizar una busqueda lineal para hallar un paso adecuado. La
diferencia entre ambas propuestas es esencialmente en qué instancia se realizé la busqueda lineal.

La primer propuesta fue tomar en cada iteracién la direccién dy, = P(x(*) —|—d,]€V ewt) " donde d{cv ewt
es la direccién dada por el método de Newton partiendo de z(¥), y realizar una buisqueda lineal en
esa direccion, dando lugar al siguiente método:

Algoritmo 5: Algoritmo de Newton proyectado - versién 1
Datos: ai,...,a;, € R™ wy,...,w, € Ryg,p € (0,1), 0 € (O,%), 0>0
Resultado: z* € R™
Elegir (9 £ ay, ..., an tal que 20 € Q;
para k£ =0,1,2,... hacer
Calcular la direccién de Newton
dy, = P(z®) + déve’“’t) — 2k,
r=min{r € Ng: f(z® + prdy) < f(z®)) + op"V f(2®) T dy};
A =p";
.T}(k+1) = x(k) + /\kdk;
si Hx("““) - az(k)H < § entonces
| g = (kD)

difc\fewt;

La siguiente propuesta fue tomar z(:+1) = P (x(k) —i—)\kd{cv ewt) "con A, elegido del siguiente modo:

Algoritmo 6: Algoritmo de Newton proyectado - version 2
Datos: a,...,a;, € R™ wy,...,wy € Ryg,p € (0,1), 0 € (O,%), d>0
Resultado: z* € R™
Elegir 9 £ ay, ..., apn, tal que 20 € Q;
para k =0,1,2,... hacer
Calcular la direccién de Newton de ewt,
r=min{r € Ny : f(P(z® + prdéve“’t)) < f(z®) + ap”Vf(x(k))Td,ive”“”t};
Ak = p";
ple+l) — P(x(k) + )\kd]]f\/ewt);
si Hx(k“) - az(k)H < ¢ entonces
| a* = g(k+D)

De aqui nos referiremos con (NP1) a la primera versién del método de Newton proyectado, y
con (NP2) a la segunda version.
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Tras aplicar en varios ejemplos ambos algoritmos, vimos que cuando converge a la solucidn,
lo hace en pocas iteraciones y mejora los resultados del algoritmo de Weiszfeld proyectado. Sin
embargo, en otras ocasiones los pasos generados por el algoritmo son muy pequenos, por lo cual no
llega a la solucién. Ambas situaciones seran presentadas en la Seccién 6.2.

La conclusion a la que llegamos fue que el problema que enfrenta este algoritmo es que toma
direcciones casi perpendiculares al gradiente, por lo que el descenso es muy pequeiio y esto lo obliga
a dar pasos cada vez méas cortos. A continuacién, presentamos un breve ejemplo para ilustrar esto,
el cual mostraremos mas claramente en 6.2.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos el problema de Fermat-Weber en R? con 4 nodos, a; = (1,0),
az = (0,0), a3 = (0,1) y ag = (1,4), y pesos w1 = 5, we = 3, w3 = 2y wy = 3, e incorporemos
la caja [0,1] x [1.5,3.5]. En la figura 5.1, puede verse un gréfico aproximado de las curvas de nivel
de la funcién f, asi como también la frontera de la caja. En la figura 5.2, pueden verse la soluciéon
al problema restringido a la caja y el punto en el cual se detuvo el método (NP1). El método se
detuvo por realizar pasos muy pequenos, sin llegar a la soluciéon. Lo mismo ocurrié con el método
(NP2), el cual se detuvo més lejos de la solucién. Para los tres algoritmos, el criterio de parada fue
que la distancia entre una iteracién y la siguiente fuera menor a 1075, Los resultados fueron:

» El algoritmo de Weiszfeld proyectado encontré la solucién z* = (0.47292,1.5) y el valor de f
es f(x*) = 21.709.

= El algoritmo (NP1) se detuvo en (M1 = (0.41493,1.5), con f(z(NFD) = 21.721.

= El algoritmo (NP2) se detuvo en (NP2 = (0.248,1.5), con f(z(NF?) = 21.899.

4 T *

-1

Figura 5.1: Curvas de nivel de la funcién dada en el ejemplo 5.2.1

Uno de los principales problemas de que el algoritmo se detenga por la longitud de paso es que
no permite saber cuan lejos de la solucién se detuvo. Para resolver este problema, desarrollamos un
algoritmo hibrido que combina las iteraciones de (NP1) con las del método de Weiszfeld proyectado.
Este nuevo método realiza las iteraciones de Newton mientras sean “buenas”, y si son “malas”
realiza una iteracién de Weiszfeld. El criterio usado para determinar si una iteraciéon era buena o
mala fue la longitud del paso. Para garantizar que no se interprete como mala una iteracién que
lleve a la solucién, se incorpord el criterio del gradiente proyectado: si un punto z* es solucién del
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1.7 //\

15

13 /\
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 5.2: La cruz indica la solucién del problema dado en el ejemplo 5.2.1, y el punto indica el
resultado de la primer version de Newton proyectado.

problema restringido a una caja Q, entonces gp(x*) = 0, donde gp es el gradiente proyectado de f,
definido por

. 0
0 51xj:ljyagj(x)>0
lgp(z)]; =40 siaj =y g-(x) <0 (5.2.2)

of )
a—x](aﬁ) > (0 caso contrario.

El algoritmo hibrido es entonces el siguiente:

Algoritmo 7: Algoritmo hibrido

Datos: ay,...,a, € R™ wy,...,wy € Rug,p € (0,1), 0 € (0, %),5,(5 >0

Resultado: z* € R" que minimiza f(x)

Elegir 9 £ ay,..., apn tal que 20 € Q;

para k =0,1,2,... hacer
1 Calcular la direccion de Newton
d, = P(z® + d) — 2,
r=min{r € Ng: f(z® + prdp) < f(2®) 4+ op V()T dy};
A =p";
y® =2 4 Npdy;
2 | sillge(y™)]
z* = y®);
Parar;

Newt.
dy e

< £ entonces

3 si Hy(’“) — x(k)H < § entonces

|2l = (e,

en otro caso
L pletl) — y(k)

Este algoritmo converge a la solucién, pues si las iteraciones de Newton proyectado avanzan muy
poco, el algoritmo realiza iteraciones de Weiszfeld proyectado que garantizan que el valor funcional
decrece.

En los casos en los que (NP1) converge a la solucién, el algoritmo hibrido coincide con éste
método. Sin embargo, en los casos donde el (NP1) falla, el hibrido no alterna realmente entre
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Newton y Weiszfeld, sino que realiza siempre las iteraciones de Weiszfeld, convirtiéndose asi en un
método de Weiszfeld proyectado méas costoso. Esto lo mostraremos con ejemplos en la Seccién 6.2.
Ademds, notamos que en los ejemplos analizados:

1. El método (NP1) llegaba a la solucién sélo en los casos en que ésta coincidia con la solucién
irrestricta, es decir, cuando el minimizador del problema original z},,. se hallaba en 2. Ademads,
convergia en muy pocas iteraciones.

2. El método de Weiszfeld proyectado realizaba significativamente mas iteraciones cuando z* € €
que cuando no lo estaba.

Esto sugiere que puede ser conveniente utilizar el método de Newton irrestricto propuesto por

Gorner y Kanzow para determinar si z7,,. € €, en cuyo caso la solucién zg, del problema (4.3.1)
coincide con z7,,., y si x}.. ¢ Q, utilizar el método de Weiszfeld proyectado de Pilotta y Torres para

hallar z,.



Capitulo 6

Resultados numeéricos

Implementamos todos los algoritmos utilizando el software GNU Octave, version 4.0.0. Fueron
ejecutados en una Notebook HP 250 G5, con procesador i5-6200U de 2.3GHz, 12Gb de memoria
RAM, y sistema operativo Ubuntu 16.04.3 LTS de 64 bits con kernel 4.4.0-112-generic.

6.1. Problema irrestricto

A lo largo de este trabajo, presentamos tres métodos para resolver el problema de Fermat-Weber
irrestricto: el método de Weiszfeld (WI), el método de Weiszfeld acelerado (WIA) propuesto por
Brimberg, Chen y Chen [BCC98], y el método de Newton (NI) propuesto por Gorner y Kanzow
[GK16]. Los dos primeros ademds, pueden extenderse al problema de Fermat-Weber en norma p.
A lo largo de esta seccién, compararemos numéricamente estos métodos.

6.1.1. Comparacion de métodos irrestrictos en norma 2

Para el caso en norma 2, se ejecutaron los tres algoritmos, (WI), (WIA) y (NI), partiendo del
punto inicial 2(?) sugerido por el método SP (Algoritmo 2, [BS15]) y con los mismos criterios de
parada:

= Que se alcance una cantidad maxima de iteraciones M = 500.
= Que el gradiente de f sea pequeno: HVf(:E(k))H <e=10"6.

Para el método (WIA) se tomaron distintos valores de A. Recordemos que cuando p = 2 la
convergencia estaba garantizada para todo A > 0 tal que A < %, como indicaba la ecuacién
(4.2.13). Ademas, si A = 1, el método coincide con el algoritmo de Weiszfeld original, (WI). Con
esto en mente, los valores de A tomados fueron Ay = 1.25, Ay = 1.5, A3 =175, Ay =2y A5 = %
Notemos que para n = 2, A5 = A4.

Se vari6 la cantidad de nodos m, tomando los valores m = 3, m = 10, m = 50 y m = 100, y la
dimension n del espacio, tomandon =2, n=3,n =5y n = 10.

Para cada par (m,n) se construyeron cien ejemplos con pesos aleatorios, a los cuales se le
aplicaron los siete métodos: (WI), (WIA) con los 5 valores de A mencionados arriba y (NI). Para

cada ejemplo se registro la cantidad de iteraciones y el tiempo de cada método, y luego se calcularon:

1) El minimo ky,;, y los cuatro cuartiles kg.25, k0.5, k0.75 ¥ kmaa de la cantidad de iteraciones de
cada método.

11) La cantidad de veces que cada método alcanzé el maximo de iteraciones, Fsgp.

1) La mediana to5 y el tercer y cuarto cuartil tg75 ¥ tmas de los tiempos de ejecucién de cada
método.

63
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Lo mismo se realizé construyendo, para cada par (m,n), cien ejemplos sin pesos.
Para fabricar los nodos en cada ejemplo, se utilizé el comando unifrnd de Octave para crear

una matriz aleatoria a € R"™*"
T
aj ail - Qln
a = =
T
(0 Aml *°° Amn
lementos tuvi distribucié if —m?,m?]. En los ejempl
cuyos elementos tuvieran una distribucion uniforme en [—m<*, m*|. En los ejemplos con pesos, se
construyé w = (wi, .. ., wy,) mediante el comando randi, tomando valores enteros entre 1 y 10. En

todos los ejemplos, se verificé que ningin nodo fuera solucion.
En el Apéndice A, se encuentran las tablas con los resultados obtenidos. A continuacién pre-
sentaremos algunas de ellas junto con un analisis de las mismas.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
Emin | Ko.2s ko5 kozs | kEmaz | Fs00 | tos to.7s | tmax
(WI) — 20 51.50 | 87.00 | 166.00 500 9 0.010 | 0.019 | 0.060

1.25 15 | 40.00 | 68.50 | 132.00 | 500 8 0.008 | 0.015 | 0.059
1.5 11 32.50 | 56.00 | 109.50 | 500 7 0.006 | 0.012 | 0.059
(WIA) | 1.75 8 27.00 | 47.50 | 93.00 500 7 0.005 | 0.010 | 0.061
2 6 22.50 | 41.50 | 81.00 500 6 0.005 | 0.009 | 0.058
6 6
3 0

22.50 | 41.50 | 81.00 500
4.00 | 5.00 5.00 6

0.005 | 0.009 | 0.059

(NI) — 0.001 | 0.002 | 0.003

Tabla 6.1: Caso con pesos, tomando m =3 y n = 2.

Para valores pequenos de m, en los casos con n = 2, los métodos (WI) y (WIA) presentaron gran
variacion en la cantidad de iteraciones para los distintos ejemplos. Esto puede verse por ejemplo
en la Tabla 6.1, donde los cuartiles de la cantidad de iteraciones para (WI) toman valores muy
diferentes, es decir que la muestra toma muchos valores distintos en el intervalo amplio entre el
minimo y el méximo. Algo similar ocurre con (WIA) para los distintos valores de A, aunque toman
valores menores, lo cual refleja un incremento en la velocidad de convergencia. El método (NI)
en cambio, toma menos de diez iteraciones en todos estos ejemplos, lo cual demuestra una gran
estabilidad, ademas de reflejar la tasa de convergencia cuadratica del método. En ese sentido, los
distintos valores de A en (WIA) presentan una aceleracién de la velocidad de convergencia respecto
a (WI), tanto en cantidad de iteraciones como en tiempo de ejecucién. (NI) demuestra ser incluso
mas veloz, utilizando en casi todos los ejemplos menos iteraciones que en el mejor de los casos de
los otros métodos, y disminuyendo los tiempos de ejecucién.

Comparando la Tabla 6.1, la cual presenta los resultados para m = 3 y n = 2 con pesos, con
la Tabla 6.2, que presenta para los mismos valores de m y n el caso sin pesos, podemos observar
que los métodos (WI) y (WIA) son mucho més estables para el problema sin pesos que para el
problema con pesos diferentes, en el sentido de la variacién en cantidad de iteraciones. Esto puede
verse notando que el tercer cuartil de la cantidad de iteraciones por método, kg 75 para el caso sin
pesos es menor que el primer cuartil, kg5, para el caso con pesos, en el ejemplo con m = 3, y
n = 2. Esta situacion se mantiene para m = 3 incluso variando el valor de n. Para otros valores
de m, siguen obteniéndose mejores resultados para el caso sin pesos, aunque con una diferencia no
tan marcada como en el caso con m = 3.

Para todos los valores de m y n, el algoritmo de Newton (NI) mantiene una cantidad de
iteraciones entre 3 y 7, salvo en algunos casos extremos: para m = 100, en todos los valores de n el
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i} Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | ko7s | Kmaz | Fsoo | tos | to7s | tmaax
(WI) — 22 29.50 | 36.00 | 66.50 | 500 2 0.004 | 0.007 | 0.060
1.25 17 22.50 | 27.50 | 52.50 | 500 1 0.003 | 0.006 | 0.056
1.5 13 18.00 | 22.00 | 43.00 | 500 1 0.002 | 0.005 | 0.055

(WIA) | 1.75 9 14.00 | 18.00 | 36.50 | 500 1 0.002 | 0.004 | 0.055
2 7 11.50 | 15.00 | 31.50 | 489 0 0.002 | 0.003 | 0.054

% 7 11.50 | 15.00 | 31.50 | 489 0 0.002 | 0.003 | 0.055

(NI) — 3 4.00 | 4.00 | 5.00 5 0 0.001 | 0.001 | 0.002

Tabla 6.2: Caso sin pesos, tomando m =3 y n = 2.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

Emin | koos | kos | kors | Emaz | F500 | tos to7s | tmae

(WI) — 22 29.00 | 31.00 | 34.50 | 113 0 0.088 | 0.099 | 0.323

1.25 16 | 21.00 | 23.00 | 25.50 89 0 0.066 | 0.074 | 0.254

1.5 12 16.00 | 17.50 | 20.00 73 0 0.051 | 0.057 | 0.210

(WIA) | 1.75 8 12.00 | 13.00 | 15.50 62 0 0.037 | 0.045 | 0.177
2 5 9.00 | 10.00 | 12.50 54 0 0.029 | 0.036 | 0.154

% 5 9.00 | 10.00 | 12.50 o4 0 0.029 | 0.037 | 0.155

(NT) — 4 4.00 | 4.00 | 4.00 500 2 0.025 | 0.025 | 37.423

Tabla 6.3: Caso con pesos, tomando m = 100 y n = 2.

método alcanzé el maximo de iteraciones al menos una vez, y lo mismo ocurrié para m = 50 con
n = 10. La Tabla 6.3 muestra una de estas situaciones, para el caso m = 100 y n = 2. Podemos
notar que en al menos el 75 % de los ejemplos, la cantidad de iteraciones de (NI) no supera las 4
iteraciones y el tiempo no supera tres centésimas de segundo, por lo cual significa que al menos en
el 75% de los casos es mejor que los otros métodos.

Un dato interesante que puede observarse en la Tabla 6.3 es que los métodos de Weiszfeld y
de Weiszfeld acelerado funcionan mejor a medida que aumenta la complejidad del problema. Por
ejemplo, en R? el tercer cuartil de la cantidad de iteraciones iteraciones de (WI) para m = 3 era
més de cuatro veces mayor para m = 100, y en el caso de (WIA) con A = 2 era més de seis veces
mayor en m = 3 que en m = 100. Para n = 2, la minima cantidad de iteraciones se mantuvo
aproximadamente igual variando m pero el méximo disminuyé notablemente, presentdndose un
menor rango de valores. Variando n, también pudo observarse una mejoria de estos métodos mien-
tras aumenta la dimensién del problema, disminuyendo la cantidad de iteraciones necesarias. La
Tabla 6.4 muestra los resultados obtenidos con el método de (WI) para los casos m = 3 con n = 2,
m = 100 con n = 2 y m = 100 con n = 10. Alli podemos notar cémo en n = 2 y m = 3 hay una
gran amplitud de valores para la cantidad de iteraciones, mientras que aumentando la cantidad de
nodos a m = 100, la amplitud es mucho menor, teniendo su minimo por encima del minimo para
m = 3 y su valor maximo muy por debajo del tercer cuartil del caso m = 3. Para m = 100 y
n = 10, se refleja el mismo aspecto de menor rango de valores para la cantidad de iteraciones, pero
también un gran descenso en la cantidad de iteraciones, reduciéndose a aproximadamente un tercio
de las iteraciones necesarias para resolver el problema con igual cantidad de nodos en n = 2.

En la Seccién 4.2 probamos la convergencia del método (WIA), en el caso p = 2, para todo
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Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Emin | ko2s | kos | kors | kmas | Fso0 | tos | to7s | tmas
2 3 20 51.50 | 87.00 | 166.00 | 500 9 0.010 | 0.019 | 0.060
2 | 100 22 29.00 | 31.00 | 34.50 113 0 0.088 | 0.099 | 0.323
10 | 100 10 10.00 | 11.00 | 11.00 12 0 0.031 | 0.032 | 0.035

Tabla 6.4: Velocidad del método de Weiszfeld para el caso con pesos, variando m y n.

A< % Para n = 2, podemos entonces asegurar la convergencia con la longitud de paso A = 2,
y generar entonces un método méds rapido que el de Weiszfeld. En efecto, en todos los ejemplos de
n = 2, el método (WIA) con A = 2 resulté mas réapido que (WI) y (WIA) con otros valores de .
Para n > 2 en cambio, no podemos garantizar la convergencia para ningtun valor de A > 1, pues
% < 1. Esto no dice que los pasos mas largos vayan a fallar, pero tiene sentido esperar que lo
hagan.

Observando las Tablas A.9 a A.16, que presentan los resultados para n = 3, pareciera que
el método (WIA) converge para todos los valores de A\ propuestos. Sin embargo, a medida que
aumenta la cantidad de nodos, varia cudl de ellos es el mas veloz, siendo A = 1.5 en la mayoria de
los casos. Lo mismo ocurre para valores mayores de n, y en algunos casos no podemos asegurar que
el método efectivamente converja a la solucién. Para n = 10 y m = 10 por ejemplo como podemos
ver en la Tabla 6.5, el método (WIA) llegé a la solucién en menos de 40 iteraciones para todos los
valores de A entre 1 y 2, tomé entre 67 y 104 iteraciones con A = % < 1, pero para A = 2 se
alcanzé el maximo de iteraciones en 95 de los 100 ejemplos, lo cual no nos permite determinar si el
método aproximé o no la solucién.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko.25 ko5 kozs | kmaz | Fs00 | tos | to7s | tmax
(WI) — 10 12.00 | 13.00 | 14.00 18 0 0.004 | 0.004 | 0.006

1.25| 8 9.00 | 9.00 | 9.00 13 0 | 0.003 | 0.003 | 0.004
1.5 | 14 | 15.00 | 16.00 | 16.00 | 17 0 | 0.005 | 0.005 | 0.006
(WIA) | 175 | 30 | 33.00 | 35.00 | 36.00 | 38 0 | 0.011 | 0.011 | 0.012

2 | 351 | 500.00 | 500.00 | 500.00 | 500 | 95 | 0.155 | 0.156 | 0.161
2| 67 | 77.00 | 80.50 | 85.00 | 104 | 0 | 0.025 | 0.026 | 0.033
(NT) — 3 3.00 | 4.00 | 4.00 4 0 | 0.003 | 0.003 | 0.003

Tabla 6.5: Caso sin pesos, tomando m = 10 y n = 10.

6.1.2. Comparacion de métodos irrestrictos en norma p

Para el problema en norma p, se analizaron ejemplos variando p, m y n. Los valores de p elegidos
fueron 1.1, 1.5 y 2.5, para m se eligieron los valores 3, 10 y 100, y utilizamos n = 2 y n = 5. Para
cada terna (p,m,n) se construyeron cien ejemplos con pesos y cien ejemplos sin pesos, del mismo
modo que para el problema en norma 2, y se verificé que ningtin nodo fuera solucién utilizando el
resultado del Teorema 4.1.4.

Sobre cada uno de los ejemplos se ejecutaron los algoritmos de Weiszfeld para norma p (WI),
visto en la Seccién 4.1 y su aceleracion (WIA), vista en la Seccién 4.2. En cada caso se tomé como
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punto inicial el punto

y se usaron los siguientes criterios de parada:
= Que se alcance una cantidad maxima de iteraciones M = 500.
= Que el gradiente de f sea pequeno: HVf(:E(k))H <e=10"6.
Para el método (WIA) se tomaron los siguientes valores de A:

2 2 2p
A1=15, X=2, g=—— M=——"F"—— §y Ayg=——.
n(p—1) (n—1)(p-1) n(p—1)
Para cada terna (p, m,n) y separando los casos con pesos y sin pesos, se registr6 la cantidad de
iteraciones y el tiempo de cada método para cada ejemplo, y luego se calcularon:

1) El minimo ks, y los cuatro cuartiles kg o5, ko5, k0.75 ¥ kmaz de la cantidad de iteraciones de
cada método.

11) La cantidad de veces que cada método alcanzé el maximo de iteraciones, Fyqp.

111) La mediana to5 y el tercer y cuarto cuartil tg75 ¥ tmas de los tiempos de ejecucién de cada
método.

Los resultados obtenidos se encuentran en el Apéndice B. A continuacién, presentaremos algunos
de los resultados mas representativos, junto con un andlisis de los mismos.

Analisis de los resultados para el caso p=1.1

Recordemos que para el el caso en que p > 2, la transformacién ® definida como en la Seccién
4.1 esta definida en todo punto salvo los nodos, pero para el caso 1 < p < 2 la funcién es discontinua
en los hiperplanos H;; = {z € R" : 2; = a;;}, para todo i = 1,...,m, j = 1,...,n. Si en alguna
iteracién ocurre que z*) ¢ H;;, las siguientes iteraciones cumplirdn lo mismo, (k1) H;;, por
lo cual la sucesién podria no converger o aproximarse a la soluciéon lentamente, pues en lugar de
avanzar en la direccién del gradiente debe avanzar por el hiperplano. Esto parece haberse visto
reflejado en los resultados, para p = 1.1, principalmente para valores pequeinios de m y n. La Tabla
6.6, que presenta los resultados del caso con pesos para p = 1.1, m = 3 y n = 2, muestra como los
métodos (WI) y (WIA) en los casos \1 y A2, alcanzaron el méximo de iteraciones en 30 ejemplos,
y el método (WI) con A3, Ay y A5 lo alcanz6 en més del 80 % de los ejemplos. Lo mismo ocurrié
con n = 9.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | koa2s | kos | kors | kmax | Fso0 | tos | tors | lmax
(WI) — 114 144 | 154.5 | 500.0 | 500 29 | 0.031 | 0.098 | 0.106
1.5 74 92 101.0 | 500.0 | 500 30 | 0.021 | 0.101 | 0.106
2 62 72 107.0 | 500.0 | 500 30 | 0.022 | 0.101 | 0.103

(WIA) | 10.000 8 500 | 500.0 | 500.0 | 500 91 | 0.101 | 0.101 | 0.109
20.000 | 40 500 | 500.0 | 500.0 | 500 90 | 0.100 | 0.101 | 0.109
11.000 7 500 | 500.0 | 500.0 | 500 86 | 0.101 | 0.101 | 0.107

Tabla 6.6: Caso con pesos, tomando p=1.1, m=3y n = 2.
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. Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

Emin | ko2s | kos | ko5 | kmax | F500 | tos | to7s | tmaa

(WI) — 127 500 | 500.0 | 500.0 | 500 99 | 0.100 | 0.102 | 0.110

1.5 79 500 | 500.0 | 500.0 | 500 99 | 0.104 | 0.105 | 0.112

2 320 500 | 500.0 | 500.0 | 500 97 | 0.101 | 0.101 | 0.111

(WIA) | 10.000 | 323 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 | 0.100 | 0.101 | 0.106
20.000 | 241 500 | 500.0 | 500.0 | 500 82 | 0.100 | 0.101 | 0.105
11.000 | 308 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 83 | 0.100 | 0.101 | 0.107

Tabla 6.7: Caso sin pesos, tomando p =11, m =3y n = 2.

Los resultados obtenidos para el caso sin pesos con m = 3 muestran que todos los métodos
alcanzaron el méximo de iteraciones en més del 80 % de los ejemplos, como podemos ver en la
Tabla 6.7, que muestra el caso con n = 2. Esta situacion no se repitié para otros valores de p o m,
ni para el caso con pesos. Es decir, ocurrié sélo con los valores mas pequenos de p y m elegidos, y
para el caso sin pesos en el cual se toma wy = --- = w,, = 1, a diferencia del caso ponderado en el
cual w; > 1 para todo i. Esto podria sugerir que la falla de los métodos se debe a errores numéricos
causados por la presencia de niimeros muy pequenos tomados como nulos por la méquina.

En general, el método (WIA) con los valores de A

2 _ 2 \e — 2p
np—-1) T h-De-1 T T ap-1)

alcanzo el maximo de iteraciones en més del 75 % de los ejemplos, salvo para algunos casos aislados.
Esto puede deberse a que la longitud del paso es muy amplia. Los métodos (WI) y (WIA) con
A1 = 1.5 y Ay = 2 fueron mas eficientes. En todos los casos se encontrd la solucién sin llegar al
maximo de iteraciones en més de la mitad de los ejemplos, como muestra por ejemplo la Tabla
6.8, y en algunos casos se alcanzé el mdximo de iteraciones en menos del 25 % de los casos, como
muestra la Tabla 6.9, en la cual esto ocurrié sélo 9 veces.

Ag =

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s | kos | Kors | kmaz | F500 | tos to.75 | tmax

(WI) — 134 148 | 194.0 | 500.0 | 500 41 | 0.055 | 0.138 | 0.148
1.5 86 96 128.0 | 500.0 | 500 40 | 0.037 | 0.140 | 0.148
2 63 74 | 109.0 | 500.0 | 500 36 | 0.031 | 0.140 | 0.145
(WIA) | 4.000 | 30 500 | 500.0 | 500.0 | 500 93 | 0.140 | 0.141 | 0.145
5.000 | 34 500 | 500.0 | 500.0 | 500 93 | 0.140 | 0.141 | 0.143
4.400 | 26 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 | 0.140 | 0.141 | 0.145

Tabla 6.8: Caso con pesos, tomando p=1.1, m=3y n =>5.

Los pasos A3, Ay y A5 para el método (WIA), propuestos en la Seccién 4.2, no fueron eficientes
pues se alcanzé el maximo de iteraciones en la mayoria de los casos. Los pasos A1 y Ao permitieron
en la mayoria de los ejemplos hallar la solucién, y su velocidad de convergencia fue mejor que la
del método (WI).

Analisis de los resultados para el caso p=1.5

Para el caso p = 1.5 se obtuvieron mejores resultados que para el caso p = 1.1.
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Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | kmaz | F00 | tos | tors | tmaa
(WI) — 113 144 | 166.5 | 183.5 | 500 9 0.352 | 0.395 | 1.143
1.5 80 92 | 105.0 | 120.0 | 500 9 0.228 | 0.255 | 1.136
2 59 68 81.0 88.5 500 9 0.171 | 0.194 | 1.122
(WIA) | 10.000 | 8 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 76 | 1.058 | 1.063 | 1.110
20.000 | 19 500 | 500.0 | 500.0 | 500 98 | 1.039 | 1.044 | 1.135
11.000 7 500 | 500.0 | 500.0 | 500 80 | 1.056 | 1.060 | 1.145
Tabla 6.9: Caso sin pesos, tomando p = 1.1, m = 100 y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | kmaz | F500 | fos | to7s | tmaz

(WI) — 23 30 33.0 45.5 500 1 0.007 | 0.009 | 0.099
1.5 12 17 19.0 | 29.0 | 500 1 0.004 | 0.006 | 0.101

2 8 11 13.0 21.0 500 1 0.003 | 0.004 | 0.103

(WIA) | 2.000 | 8 11 | 13.0 | 21.0 | 500 | 1 | 0.003 | 0.004 | 0.103
4.000 | 31 500 | 500.0 | 500.0 | 500 91 | 0.101 | 0.102 | 0.107

3.000 | 10 18 | 500.0 | 500.0 | 500 61 | 0.101 | 0.102 | 0.109

Tabla 6.10: Caso sin pesos, tomando p =15, m =3y n = 2.
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En primer lugar, podemos notar una mejoria en los resultados para (WIA) usando A3, Ay y As.

En todos los casos, A3 =

2

n(p—1)

hall6 la solucién en casi todos los ejemplos, y en algunos de los

casos llegd a resolver todos los ejemplos. Esto tiene sentido, pues para ese valor de A probamos la
convergencia del algoritmo en la Seccién 4.2. Los valores Ay y A5 fueron construidos a partir de
aproximaciones, basadas en valores que aseguraban la convergencia en el caso p = 2. Luego, podria
ocurrir que no generaran una sucesion convergente. En efecto, para valores pequenos de m y n el
método (WIA) usando A5 alcanzé el maximo de iteraciones en més del 50 % de los ejemplos, y
usando A4 esto ocurrié en méas del 75 % de los casos, como podemos ver por ejemplo en la Tabla
6.10, con n = 2 y m = 3. Sin embargo, para valores mayores de m esta situacién fue mejorando.
Para n =2y m = 100 por ejemplo, se alcanzé el maximo de iteraciones sélo en el método (WIA),
en 8 ejemplos para Ay y uno sélo para A5, como muestra la Tabla 6.11.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Foo | tos | to7s | tmax

(W) — 30 39 42.0 | 46.0 65 0 0.090 | 0.098 | 0.137
1.5 16 23 25.0 | 28.0 41 0 0.054 | 0.060 | 0.086

2 11 15 17.0 | 18.5 28 0 0.036 | 0.039 | 0.059

(WIA) | 2.000 | 11 15 | 17.0 | 185 | 28 0 | 0.036 | 0.040 | 0.061
4.000 | 11 14 | 18.0 | 23.5 | 500 8 0.038 | 0.050 | 1.074

3.000 5 7 8.0 9.0 500 1 0.017 | 0.020 | 1.056

Tabla 6.11: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m =100 y n = 2.
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Para n = 5, los valores de A tomados fueron Ay = 1.5, Ao =2, A3 =0.8, \y =1y A5 = 1.2, que
son valores pequenos. Esto se ve reflejado en los resultados, pues salvo en algunos casos particulares,
la solucién se hallé sin llegar al maximo de iteraciones en la mayoria de los ejemplos. Para m = 10
por ejemplo, todos los métodos hallaron la solucién para todos los ejemplos, como muestra la Tabla
6.12.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko.2s | kos | ko75 | Kmax | Fs00 | fos | to7s | tmax
(WI) — 27 33 36.0 | 40.0 58 0 0.022 | 0.024 | 0.034

1.5 14 19 | 21.0| 240 | 36 0 | 0.013 | 0.014 | 0.022
2 9 12 | 13.0| 16.0 | 167 | 0 | 0.008 | 0.010 | 0.104

(WIA) | 0.800 | 36 43 | 475 | 52.0 | T4 0 | 0.029 | 0.031 | 0.044
0

0

1.000 | 27 33 | 36.0 | 40.0 98 0.022 | 0.024 | 0.035
1.200 | 21 26 | 29.0 | 32.0 47 0.017 | 0.019 | 0.028

Tabla 6.12: Caso con pesos, tomando p = 1.5, m =10y n = 5.

Aligual que en el caso con norma 2, en los ejemplos de mayor complejidad, es decir, aumentando
los valores de m y n, los métodos fueron mas eficientes, reduciéndose la cantidad de iteraciones
necesarias en cada caso. El valor de A para el método (WIA) que gener6 la convergencia més rapida
fue variando al cambiar la dimensién y la cantidad de nodos. Si bien A5 fue mas rapido en algunos
casos, también fall6 en més casos que otras longitudes de paso. En la mayoria de los casos Ao = 2
probé ser un paso efectivo, alcanzando el maximo de iteraciones en tantos casos como (WI), y con
una mejor velocidad de convergencia.

Analisis de los resultados para el caso p =2.5

Para el problema de Fermat-Weber en norma p > 2, Brimberg y Love [BL92| probaron que el
algoritmo puede no converger, y posteriormente Brimberg, Chen y Chen [BCC98| probaron que
para ciertos valores de X la variacién dada por z 1D = 2() — \(®(z®)) — 2(*)), donde ® es la
transformacién de Weiszfeld, converge al minimizador de f). Esta variacién es la que llamamos
hasta ahora método de Weiszfeld acelerado, aunque los valores de A podrian ser menores que 1.

, Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | tos | tmax
(WI) - 13 33 59.0 | 138.0 | 500 3 0.012 | 0.028 | 0.102
1.5 7 24 61.5 | 500.0 | 500 29 | 0.012 | 0.101 | 0.103
2 10 500 | 500.0 | 500.0 | 500 83 | 0.101 | 0.102 | 0.107
(WIA) | 0.667 24 53 92.0 | 211.0 | 500 ) 0.019 | 0.043 | 0.104
1.333 8 23 42.5 | 104.0 | 500 2 0.009 | 0.021 | 0.101
1.667 9 40 500.0 | 500.0 | 500 54 | 0.101 | 0.101 | 0.104

Tabla 6.13: Caso con pesos, tomando p =2.5, m =3y n = 2.

En la practica, la mayoria de los ejemplos pudieron resolverse con el método de (WI), a pesar
de que en la teoria no esté asegurada la convergencia. El método (WIA) también presenté buenos
resultados, salvo para los valores de A méds altos, como Ao = 2. Esto puede verse en la Tabla 6.13,
donde se ve que alcanzo6 el maximo de iteraciones en 83 de los 100 ejemplos.
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Para n = 5, los valores de A para los cuales la convergencia de (WIA) estd garantizada, A3, A\g
y As, son menores que 1. Luego, si bien estos métodos son efectivos, el método (WI) resulta més
rapido. Por otro lado, los valores mas grandes de A, A1 = 1.5 y A2 = 2 no permitieron hallar la
solucion sin alcanzar el maximo de iteraciones. Esto puede verse por ejemplo en el caso m = 10 y
n = 5 sin pesos, presentado en la Tabla 6.14.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | Kmae | F500 | tos | to.75 | tmac
(WI) — 10 13 | 15.0 | 16.0 | 27 0 | 0.009 | 0.010 | 0.016
1.5 | 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.301 | 0.302 | 0.306

2 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.301 | 0.302 | 0.305
(WIA) | 0.267 | 43 51 | 56.0 | 62.5 | 121 0 | 0.034 | 0.038 | 0.073
0.333 | 33 | 40 | 43.0 | 485 | 96 0 | 0.026 | 0.029 | 0.058
0.667 | 13 16 | 180 | 21.0 | 44 0 | 0.011 | 0.013 | 0.026

Tabla 6.14: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m =10y n = 5.

Por ltimo, al igual que lo notado en los casos p = 2 y p = 1.5, el método pareciera ser mas veloz
para valores mayores de m y n, como podemos ver en la Tabla 6.15, que compara los resultados
obtenidos por el método de Weiszfeld para p = 2.5, en distintos valores de m y n.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | ko5 | kmaz | Fsoo | tos | tors | tmas
2 3 13 33 59.0 | 138.0 | 500 3 0.012 | 0.028 | 0.102
2 | 100 14 21 23.0 | 26.0 78 0 0.048 | 0.055 | 0.164
5 | 100 8 10 10.0 | 11.0 13 0 0.048 | 0.052 | 0.061

Tabla 6.15: Velocidad del método de Weiszfeld para el caso con pesos, tomando p = 2.5 y variando
my n.

6.2. Problema con restricciones de cajas

Para el problema con restricciones de tipo caja, el andlisis realizado fue distinto. En lugar de
construir ejemplos aleatorios, se diseniaron problemas que permitieran comparar los distintos tipos
de situaciones que pueden darse al incorporar restricciones al problema.

Supongamos que tenemos nodos aq, ..., Gm, PESOS Wi, ..., Wy ¥ la solucién irrestricta z*. Si se
incorpora una caja €2, puede darse una gran cantidad de situaciones:

» Con respecto a la cdpsula convexa de los nodos, puede ocurrir que C(A) C Q, Q@ C C(A),
QNC(A) =0 o ninguna de ellas.

= Con respecto a los nodos, puede ocurrir que ningin nodo esté en €2, que todos los nodos estén
en ) o que haya algunos nodos en €2 y otros fuera.

= Con respecto a la solucién del problema irrestricto, puede ocurrir que z* € 2 o que z* ¢ Q.

Estas situaciones tienen distintos efectos en el problema restringido. Por ejemplo, si A € §, la
funcién f(x) = > /", w; ||z — a;|| no es diferenciable en todo €2, y por lo tanto podria ocurrir que
una iteracion coincida con un nodo y el algoritmo se detenga. Si z* € (2, entonces la solucién
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del problema restringido coincide con la solucion irrestricta. Con esto en mente, generamos cuatro
problemas y variamos las cajas utilizadas. Construimos

1. Un problema en R? con pesos distintos, y uno sin pesos. Para cada uno, se aplicaron nueve
cajas distintas, incluyendo el plano completo.

2. Un problema en R? con pesos distintos, y uno sin pesos. Para cada uno, se aplicaron siete
cajas distintas, incluyendo el espacio completo.

Para cada ejemplo, se aplicaron: el algoritmo de Weiszfeld proyectado (WP) propuesto por
Pilotta y Torres [PT11], las dos versiones de Newton proyectado, (NP1) y (NP2) dadas por el
Algoritmo 5 y el Algoritmo 6 respectivamente, y el algoritmo hibrido propuesto para resolver las
fallas de Newton proyectado, dado por el Algoritmo 7.

Ademss, se ejecutd una variacién del algoritmo de Weiszfeld proyectado, utilizando la variacion
propuesta por Brimberg, Chen y Chen [BCC98] para acelerar el algoritmo de Weiszfeld. Usando el
operador 1 definido en la Seccién 4.2 como

el nuevo método, al cual denotaremos con (WPA), consiste en proyectar la transformacién, tomando
1 = P o). El algoritmo para este método es el siguiente:

Algoritmo 8: Aceleracién del algoritmo de Weiszfeld proyectado

Datos: ay,...,a,, € R"; wy,...,w, € Ryg; —00 <j <u; <400, j=1,...,n
Resultado: z* € R" que minimiza f(x)

Elegir z(© a1, ;

para k£ =0,1,2,... hacer

e v,

2D Py .

Para los experimentos numéricos, se ejecuté (WPA) fijando A = 2.
Como criterios de parada se tomaron:

= Que se alcance un maximo de iteraciones M = 100.
= Que la distancia entre dos iteraciones consecutivas sea pequena, H:c(kﬂ) — (k) H < 107°.

Para cada ejemplo, se registraron la cantidad de iteraciones de cada método. Para el caso parti-
cular del método hibrido, se registré no solo el total sino también cudntas veces fue necesario aplicar
una iteracién de Weiszfeld. Ademas, sabiendo que el método de Weiszfeld proyectado encuentra la
solucién correcta, se compararon los resultados obtenidos por cada método con los obtenidos por
(WP), calculando para cada método la diferencia entre los valores funcionales obtenidos,

7 @icioao) — 7 ()

donde w344, denota la solucién hallada por cada método.

En todos los ejemplos se eligié como punto inicial la proyeccion a €2 del punto generado por el
método SP.

A continuacién, presentaremos los resultados obtenidos, primero para los problemas en R? y
luego para los problemas en R3.
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6.2.1. El problema en R?

Para R? nos basamos en el experimento realizado por Pilotta y Torres [PT11] para mostrar la
convergencia del método de Weiszfeld proyectado.

Para todos los ejemplos, utilizamos los nodos propuestos en [PT11]: a; = (1,0), az = (0,0),
ag = (0,1) y ag = (1,4). Al igual que para el caso irrestricto, analizamos por un lado el caso sin
pesos y por otro lado el caso ponderado, utilizando los siguientes pesos: w1 =5, wo =3, w3 =2y
w4 = 3. Ademads, se construyeron 9 cajas, de distintos tamanos y ubicaciones, dadas por:

1. Q1 = R? que es el caso irrestricto.
2. Q9 =10,1] x [1,3.5]

3. Q3 =10.25,0.75] x [0, 1]

4. Q4 =[0.5,1.5] x [3.5,4.5]

5. Q5 =[0,400) x [0, +00)

6. Q¢ = [2,4] x [-2,—1]

7. Qy =1[-1,2] x [-1,5]

8. Qg =(—o00,—1] xR

9. Q9 =[0.25,0.5] x [0.25,0.5]

En la Figura 6.1, pueden verse las cajas 2, 4, 6, 8 y 9, junto con los nodos, la cdpsula convexa de
A v la solucién irrestricta al problema con pesos.
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/
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N \\\\\\\
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Figura 6.1: Gréfico de algunas de las cajas utilizadas. El punto llamado m denota el minimizador
del problema irrestricto en el caso con pesos, y el drea sombreada con rayas representa C(A).

Como podemos ver en las Tablas 6.16 y 6.17, los métodos de Newton proyectado se detuvieron
en muy pocas iteraciones en todos los casos, pero para las cajas 2, 4, 8 v 9, y la caja 3, sdélo
en el caso sin pesos, el resultado obtenido no estuvo cerca de la solucién, como podemos ver en
las diferencias en valor funcional con el resultado obtenido por (WP). La solucién al problema
irrestricto para el problema ponderado es el punto zg, = (0.65398,0.29276) y para el problema
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sin pesos es Ty, = (0.20003,0.79995). Estudiando las cajas, podemos ver que justamente cuando
z* ¢ Q los métodos de Newton proyectado fallan, salvo para la caja 6. Para este tltimo ejemplo,
todos los métodos hallaron la solucidon exacta, pues la solucién coincide con el punto inicial.

Cantidad de iteraciones Diferencia con (WP) en valor funcional

Q Hibrido

(WP) | (WPA) | (NP1) | (NP2) (WPA) (NP1) (NP2) Hibrido

Tot. | Weis.

1 39 19 4 4 4 0 -2.90e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09
2 8 21 2 2 8 7 -3.46e-12 | 1.22e-02 | 1.90e-01 | -1.36e-10
3 37 19 3 4 3 0 -2.57e-09 | -2.82e-09 | -2.83e-09 | -2.82¢-09
4 4 40 2 2 5 4 -3.42e-10 | 1.58e-04 | 1.61e-04 | -4.50e-10
5 39 19 4 4 4 0 -2.90e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09
6 1 1 1 1 1 0 0.00e4+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00
7 39 19 4 4 4 0 -2.90e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09 | -3.91e-09
8 9 20 3 3 10 8 3.11e-12 | 2.61e-01 | 2.61e-01 | -2.04e-11
9 11 7 5 5 14 10 -2.32e-10 | 7.20e-03 | 7.20e-03 | -3.62e-10

Tabla 6.16: Resultados obtenidos para el caso con pesos

Cuando la solucién irrestricta coincide con la solucién sobre €2, los métodos de Newton pro-
yectado son mucho mas eficientes que el método de Weiszfeld proyectado, pero esto se debe a que
ambos algoritmos realizan iteraciones del método irrestricto, en el cual ya demostramos la mayor
velocidad de el método de Newton. Cuando el método de Newton se detiene antes de tiempo, el
algoritmo hibrido encuentra la solucién utilizando iteraciones de Weiszfeld proyectado en aproxi-
madamente el total de las iteraciones, y demora al menos tantas iteraciones como (WP). Luego, el
hibrido resulta una versién costosa de (WP) cuando (NP1) falla, y coincide con (NP1) cuando éste
funciona.

Cantidad de iteraciones Diferencia con (WP) en valor funcional

Q Hibrido

(WP) | (WPA) | (NP1) | (NP2) (WPA) | (NP1) (NP2) | Hibrido

Tot. | Weis.

1 47 24 4 4 4 0 -1.16e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09
2 7 25 1 1 7 7 -3.39¢-12 | 5.04e-02 | 5.04e-02 | -3.27e-11
3 18 6 7 7 22 16 -4.93e-10 | 1.54e-03 1.54e-03 | -4.07e-10
4 7 34 1 1 7 6 2.15e-11 7.03e-02 | 7.03e-02 | 0.00e4-00
) 47 24 4 4 4 0 -1.16e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09
6 1 1 1 1 1 0 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00
7 47 24 4 4 4 0 -1.16e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09 | -1.44e-09
8 8 16 2 2 8 7 2.72e-12 | 2.35e-03 | 2.35e-03 | -1.36e-11
9 9 9 3 3 11 9 -9.52e-11 | 2.40e-03 | 2.40e-03 | -8.46e-11

Tabla 6.17: Resultados obtenidos para el caso sin pesos

Entre los métodos (WP) y (WPA), es dificil destacar uno por sobre el otro. Ambos métodos
encuentran la solucién independientemente de la caja. La tnica diferencia notable entre ambos es
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que el método de Weiszfeld proyectado es méas veloz cuando la solucion irrestricta no coincide con la
solucién sobre €2, mientras que el método acelerado es mas veloz cuando la solucién coincide con la
irrestricta. Promediando la cantidad de iteraciones para cada ejemplo de cada método, obtenemos
que para el caso ponderado,(WP) toma en promedio 20.778 iteraciones y (WPA) 18.333 iteraciones,
y en el caso sin pesos, el promedio es 21.222 para (WP) y 18.111 para (WPA). Esto pareciera senalar
que el método acelerado es en general mejor que el método de Weiszfeld proyectado. Sin embargo,
debido a que se ejecutaron muy pocos ejemplos, no podemos asegurar que esto sea asi.

6.2.2. EIl problema en R?
Para todos los ejemplos en R3, utilizamos los siguientes nodos:
ay = (0,0,0), as — (0,0,1), az — (0,1,0), ay — (0,1,2),

as = (1,0,0), ag=(1,0,1), a7=(1,1,0) y ag=(1,1,3).

En la Figura 6.2, puede verse una representacién de los nodos y su céapsula convexa.

Figura 6.2: Representacién de los nodos del problema en R3.

Al igual que para el caso irrestricto, analizamos por un lado el caso sin pesos y por otro lado el
caso ponderado, utilizando los siguientes pesos: w; = 10, wy = 2, w3 =5, wy = 3, ws = 4, wg = 8,
wr =1y wg = 7. Ademsds, se construyeron 7 cajas, de distintos tamanos y ubicaciones, dadas por:

1. ©; = R? que es el caso irrestricto.
2. Q9 =10.1,0,9] x [0.1,0,9] x [0.1,0,9]
3. Q3 =[-2,2] x [-1,5] x [-3,5]

4. Q4 =[0,1] x [0,1] x [0,0.5]
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5. Q5 =1[2,3] x [1,2] x [3,5]
6. Qg = [0.25,0.75] x [0.25,0.75] x [1,2]
7. Q7 =[2,00) X (—00,00) X (—00,00)

Al igual que en el caso en R?, los métodos (NP1) y (NP2) se detuvieron en pocas iteraciones
pero no en todos los casos encontraron la solucién. En las cajas 4 a 7 la solucion irrestricta no se
encontraba dentro de la caja. Para la quinta caja, la solucién sobre §2 coincidia con el punto inicial,
por lo que todos los métodos hallaron la solucién exacta. Sin embargo en los otros tres casos, los
métodos (NP1) y (NP2) no hallaron la solucién, como podemos ver en la comparacién en valor
funcional con el método (WP). En estos casos, el método hibrido realizé al menos tantas iteraciones
como (WP), utilizando iteraciones de Weiszfeld proyectado en la mayoria de los casos. Al igual que
para el caso en R?, esto nos lleva a concluir que el hibrido una versién costosa de (WP) cuando
(NP1) falla, y coincide con (NP1) cuando éste funciona.

Cantidad de iteraciones Diferencia con (WP) en valor funcional

Q Hibrido .
(WP) | (WPA) | (NP1) | (NP2) (WPA) (NP1) (NP2) Hibrido

Tot. | Weis.

1 21 27 3 4 3 0 -1.64e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09
2 21 27 3 4 3 0 -1.64e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09
3 21 27 3 4 3 0 -1.64e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09 | -2.16e-09
4 11 18 4 4 13 10 -1.56e-09 | 2.93e-02 | 2.93e-02 | -1.81e-09
5 1 1 1 1 1 0 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e4-00 | 0.00e+400
6 12 5 2 2 12 11 -9.29e-10 | 7.74e-03 | 7.74e-03 | -1.45e-09
7 7 7 1 1 7 7 9.48e-11 | 8.65e-02 | 8.65e-02 | -1.45e-10

Tabla 6.18: Resultados obtenidos para el caso con pesos

Cantidad de iteraciones Diferencia con (WP) en valor funcional

Q Hibrido

(WP) | (WPA) | (NP1) | (NP2) (WPA) (NP1) (NP2) Hibrido

Tot. | Weis.

1 13 13 2 3 2 0 -9.17e-11 | -1.43e-10 | -1.48e-10 | -1.43e-10
2 13 13 2 3 2 0 -9.17e-11 | -1.43e-10 | -1.48e-10 | -1.43e-10
3 13 13 2 3 2 0 -9.17e-11 | -1.43e-10 | -1.48e-10 | -1.43e-10
4 9 13 2 2 8 7 -2.08e-10 | 4.50e-04 | 4.50e-04 | -2.58e-10
5 1 1 1 1 1 0 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00
6 10 12 4 4 11 8 -9.55e-11 | 8.73e-04 | 8.73e-04 | -1.43e-10
7 7 45 2 2 7 6 -1.88e-11 | 1.69e-02 | 1.69e¢-02 | -6.81e-11

Tabla 6.19: Resultados obtenidos para el caso sin pesos

En cuanto al método (WPA), prob¢ ser eficiente en todos los ejemplos, resolviéndolos en pocas
iteraciones. Sin embargo, en general el método (WP) fue més veloz. Algo llamativo es que si
bien en la mayoria de los ejemplos ambos métodos tuvieron rendimientos similares, en la caja
Q7 = [2,00) X (—00,00) X (—00,00) el método (WPA) tomé 77 iteraciones para el caso ponderado
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y 45 en el caso sin pesos, contra 7 iteraciones que precisé (WP). Hacer pasos més largos hacia la
solucién irrestricta podria causar que el paso proyectado se exceda de la solucién sobre €2, debiendo
realizar més pasos para corregir esta situacion, lo cual podria justificar que en este caso aumente
tanto la cantidad de iteraciones.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron distintas variaciones del problema de Fermat-Weber, y se exten-
dieron los resultados de convergencia del método acelerado de Brimberg, Chen y Chen [BCC98] a
R"™. Ademas se analiz6 la efectividad de distintos métodos para resolver estas variantes: el algoritmo
de Weiszfeld, el algoritmo acelerado, el método de Newton sugerido por Gérner y Kanzow [GK16]
y las modificaciones de los mismos para resolver las distintas variantes del problema.

El algoritmo de Weiszfeld es el método mas utilizado para resolver el problema de Fermat-Weber,
pues es el método méas antiguo y ha sido estudiado en profundidad por diversos autores. Ademas,
es un método sencillo de programar y aplicar, y su convergencia puede garantizarse realizando
pequenas modificaciones, por lo cual es una manera segura de hallar la solucién. Otra gran ventaja
de este método es que puede generalizarse para resolver otros problemas similares, como el problema
de Fermat-Weber con restricciones de tipo caja y el problema en norma p < 2. Sin embargo para
este ultimo resulta necesario el desarrollo de una estrategia similar a la dada por el método SP de
Beck y Sabach [BS15], que permita evitar que las iteraciones del método coincidan con puntos de
los hiperplanos H;;.

Por otro lado, la variacién propuesta por Brimberg, Chen y Chen mostré ser efectiva para
acelerar el método en norma p < 2 y para generar un método convergente para el problema en
norma p > 2. Ademas, el método acelerado para norma 2 demostré ser compatible con la proyeccion
a cajas, permitiendo usarlo para acelerar el método de Weiszfeld proyectado. Para esta aplicacion
sin embargo, resta realizar una demostracion de convergencia y en todas las aplicaciones es necesario
estudiar en mayor profundidad la eleccién de los valores de A.

El algoritmo de Newton propuesto por Gérner y Kanzow es digno de resaltar, pues es un método
eficiente y con una muy buena tasa de convergencia. Ademds, gracias a las caracteristicas de f,
como que sea estrictamente convexa y que f, Vf y V2f tengan estructuras similares, el algoritmo
no consume tanta memoria ni requiere tantas operaciones como el método de Newton aplicado a
otras funciones. Un posible trabajo a futuro podria ser generalizar el método de Newton al problema
en norma p.

Los algoritmos desarrollados mediante la proyeccién del método de Newton para el problema
con restricciones no fueron efectivos, pues en la mayoria de los casos los pasos realizados fueron
muy cortos generando que el método se detenga. El método hibrido formulado para resolver este
problema no fue eficiente, pues no realizé una combinacién real entre ambos métodos sino que realizé
en algunos casos Newton irrestricto y en otros casos Weiszfeld proyectado. Algo a destacar de los
experimentos realizados es que se descubrié que el método de Weiszfeld proyectado es méas veloz
cuando la solucién irrestricta no se encuentra en la caja. Esto sugiere una posible reformulacién para
el método hibrido que consista en hallar la solucién irrestricta mediante el algoritmo de Newton
irrestricto, y si esta no se encuentra en la caja, utilizar el método de Weiszfeld proyectado para
hallar la solucién restringida a la caja. De este modo, el método hibrido tomaria alrededor de cuatro
iteraciones si la solucién irrestricta coincide con la solucién restringida, como el método de Newton,
y cuando esto no ocurre toma sélo alrededor de cuatro iteraciones mas que el método de Weiszfeld
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proyectado. Esto generaria en general un método mas veloz, pero sélo para valores pequenos de m,
pues vimos que Weiszfeld es mas veloz para valores grandes de m. Luego, ain resta encontrar una
variacién eficiente del método de Newton para hallar la solucién del problema de Fermat-Weber
restringido a cajas.



Apéndice A

Tablas de resultados para el problema
irrestricto en norma 2

A.1. Resultados para n =2

Método ) Cantidad de Tteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | Kmax | Fsoo | fos | to7s | tmax

(WTI) — 20 | 51.50 | 87.00 | 166.00 | 500 9 0.010 | 0.019 | 0.060
1.25 | 15 | 40.00 | 68.50 | 132.00 | 500 8 0.008 | 0.015 | 0.059

1.5 11 | 32.50 | 56.00 | 109.50 | 500 7 0.006 | 0.012 | 0.059

(WIA) | 1.75 8 27.00 | 47.50 | 93.00 | 500 7 0.005 | 0.010 | 0.061
2 6 22.50 | 41.50 | 81.00 | 500 6 0.005 | 0.009 | 0.058

% 6 22.50 | 41.50 | 81.00 | 500 6 0.005 | 0.009 | 0.059

(NT) — 3 4.00 | 5.00 5.00 6 0 0.001 | 0.002 | 0.003

Tabla A.1: Caso con pesos, tomando m =3y n = 2.

i Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | Fmaz | F500 | tos to.7s | tmax
(WD) — 22 29.50 | 36.00 | 66.50 500 2 0.004 | 0.007 | 0.060

1.25 17 | 22.50 | 27.50 | 52.50 | 500 1 0.003 | 0.006 | 0.056

1.5 13 18.00 | 22.00 | 43.00 | 500 1 0.002 | 0.005 | 0.055

(WIA) | 1.75 9 14.00 | 18.00 | 36.50 | 500 1 0.002 | 0.004 | 0.055
2 7 11.50 | 15.00 | 31.50 | 489 0 0.002 | 0.003 | 0.054

nil 7 11.50 | 15.00 | 31.50 | 489 0 0.002 | 0.003 | 0.055

(NI) — 3 4.00 | 4.00 | 5.00 5 0 0.001 | 0.001 | 0.002

Tabla A.2: Caso sin pesos, tomando m =3y n = 2.
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Mébodo A Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | ko7s | Kmaz | Fso0 | tos | to7s | tmaax

(WI) — 20 35.00 | 42.50 | 59.00 | 164 0 0.013 | 0.018 | 0.051

1.25 | 14 | 27.00 | 33.00 | 46.00 | 131 0 0.010 | 0.014 | 0.040

1.5 11 21.00 | 26.00 | 37.00 | 108 0 0.008 | 0.012 | 0.033

(WIA) | 1.75 | 8 | 17.00 | 21.00 | 31.00 | 92 0 | 0.007 | 0.010 | 0.029

2 6 13.00 | 18.00 | 26.00 | 80 0 0.006 | 0.008 | 0.026

2 6 13.00 | 18.00 | 26.00 | 80 0 0.006 | 0.008 | 0.025

(NI) 3 4.00 | 4.00 | 5.00 6 0 0.003 | 0.004 | 0.004
Tabla A.3: Caso con pesos, tomando m = 10 y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmas

(WI) - 22 30.00 | 35.50 | 46.00 | 193 0 0.011 | 0.014 | 0.061

1.25 | 17 | 23.00 | 27.00 | 35.00 | 154 0 0.009 | 0.011 | 0.052

1.5 13 | 18.00 | 21.50 | 28.50 | 127 0 0.007 | 0.009 | 0.041

(WIA) | 1.75 9 15.00 | 17.00 | 23.50 | 109 0 0.006 | 0.007 | 0.038

2 6 12.00 | 14.00 | 20.00 | 95 0 0.004 | 0.006 | 0.030

2 6 12.00 | 14.00 | 20.00 | 95 0 0.004 | 0.006 | 0.030

(NT) — 3 4.00 4.00 5.00 5 0 0.003 | 0.004 | 0.008
Tabla A.4: Caso sin pesos, tomando m = 10y n = 2.

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | kozs | Kmaz | Fsoo | tos | tors | tmas

(WTI) 24 | 30.00 | 33.00 | 37.00 | 268 0 0.048 | 0.054 | 0.388

1.25 18 22.00 | 25.00 | 28.00 | 213 0 0.036 | 0.041 | 0.307

1.5 11 | 17.00 | 19.00 | 22.00 | 177 0 0.027 | 0.032 | 0.259

(WIA) | 1.75 | 10 | 13.00 | 14.50 | 18.00 | 151 0 |0.022 0026 | 0218

2 6 10.00 | 11.50 | 14.00 | 132 0 0.017 | 0.020 | 0.193

2 6 10.00 | 11.50 | 14.00 | 132 0 0.017 | 0.020 | 0.192

(NT) — 4 4.00 4.00 4.00 500 1 0.013 | 0.013 | 16.187

Tabla A.5: Caso con pesos, tomando m =50y n = 2.
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Mébodo N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | Kmaz | Fsoo | tos | to7s | tmaax

(WI) — 20 26.50 | 29.00 | 32.00 71 0 0.043 | 0.047 | 0.107
1.25 | 14 | 20.00 | 22.00 | 24.00 | 56 0 0.032 | 0.036 | 0.082

1.5 11 15.00 | 17.00 | 19.00 46 0 0.024 | 0.028 | 0.067

(WIA) | 1.75 | 8 | 11.00 | 13.00 | 15.00 | 39 0 |0.019 | 0.022 | 0.057
2 5 8.00 | 10.00 | 12.00 | 33 0 0.015 | 0.017 | 0.048

2 5 8.00 | 10.00 | 12.00 | 33 0 0.015 | 0.017 | 0.048

(NI) - 4 4.00 | 4.00 | 4.00 5 0 0.013 | 0.013 | 0.017

Tabla A.6: Caso sin pesos, tomando m =50y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmaas

(WI) - 22 29.00 | 31.00 | 34.50 | 113 0 0.088 | 0.099 | 0.323
1.25 | 16 | 21.00 | 23.00 | 25.50 | 89 0 | 0.066 | 0.074 | 0.254

1.5 12 | 16.00 | 17.50 | 20.00 | 73 0 | 0.051 | 0.057 | 0.210

(WIA) | 1.75 8 12.00 | 13.00 | 15.50 62 0 0.037 | 0.045 | 0.177
2 5 9.00 | 10.00 | 12.50 | 54 0 | 0.029 | 0.036 | 0.154

2 5 9.00 | 10.00 | 12.50 | 54 0 | 0.029 | 0.037 | 0.155
(NT) — 4 4.00 4.00 4.00 500 2 0.025 | 0.025 | 37.423

Tabla A.7: Caso con pesos, tomando m = 100 y n = 2.

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | Kkos | kors | Kmaz | Fsoo | tos | tors | tmaa

(WD) - 22 | 26.00 | 28.00 | 30.00 | 81 0 0.080 | 0.086 | 0.232
1.25 16 19.00 | 20.50 | 22.00 64 0 0.059 | 0.064 | 0.185

1.5 11 | 14.00 | 16.00 | 17.00 | 53 0 0.046 | 0.049 | 0.151

(WIA) | 1.75 | 8 | 11.00 | 12.00 | 13.00 | 45 0 |0.034 | 0.038 | 0.128
2 5 8.00 9.00 | 10.00 39 0 0.026 | 0.029 | 0.113

2 5 8.00 | 9.00 | 10.00 | 39 0 0.026 | 0.029 | 0.112

(NI) — 3 4.00 4.00 4.00 4 0 0.025 | 0.025 | 0.026

Tabla A.8: Caso sin pesos, tomando m = 100 y n = 2.
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A.2. Resultados para n =3

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s | kos | kors | Kmax | Fsoo | tos | tors | tmax
(WI) — 26 | 53.00 | 78.50 | 191.00 | 500 6 0.009 | 0.021 | 0.057

1.25 | 20 | 41.00 | 61.50 | 152.00 | 500 4 0.007 | 0.017 | 0.057

1.5 15 | 33.00 | 50.00 | 125.50 | 500 4 0.006 | 0.014 | 0.057

(WIA) | 1.75 12 | 27.50 | 42.00 | 107.00 | 500 4 0.005 | 0.012 | 0.057
3

6

0

2 9 23.00 | 36.50 | 93.50 500 0.004 | 0.011 | 0.059
2 26 | 53.00 | 78.50 | 191.00 | 500 0.009 | 0.021 | 0.056
(NT) — 3 5.00 | 5.00 6.00 7 0.001 | 0.002 | 0.002

Tabla A.9: Caso con pesos, tomando m =3 y n = 3.

Método \ Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | Kkos | kozs | Kmaz | Fsoo | tos | tors | tmaa

(WI) — 22 | 27.00 | 32.00 | 59.50 | 500 1 0.004 | 0.007 | 0.055
1.25 | 16 | 21.00 | 24.00 | 47.00 | 500 1 0.003 | 0.005 | 0.055

1.5 12 | 16.00 | 19.00 | 38.00 | 500 1 0.002 | 0.004 | 0.057

(WIA) | 1.75 9 13.00 | 15.50 | 32.00 | 500 1 0.002 | 0.004 | 0.056
2 6 10.00 | 13.00 | 28.00 | 500 1 0.001 | 0.003 | 0.056

% 22 | 27.00 | 32.00 | 59.50 | 500 1 0.004 | 0.007 | 0.055

(NT) — 3 4.00 | 4.00 | 5.00 5 0 0.001 | 0.001 | 0.002

Tabla A.10: Caso sin pesos, tomando m =3 y n = 3.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | koa2s | kos | kors | Kmaz | F500 | tos | tors | tmax
(WD) — 17 | 25.00 | 29.00 | 38.50 | 112 0.009 | 0.012 | 0.035

0
1.25 12 18.00 | 21.50 | 29.50 89 0 0.007 | 0.009 | 0.029
1.5 9 14.00 | 17.00 | 23.50 73 0 0.005 | 0.007 | 0.024
0
1

(WIA) | 175 | 11 | 18.00 | 22.00 | 28.00 | 62 0.007 | 0.009 | 0.020

2 18 | 33.00 | 48.50 | 80.00 | 500 0.015 | 0.025 | 0.155

2 17 | 25.00 | 29.00 | 38.50 | 112 0 | 0.009 | 0.012 | 0.036
0

n—1
(NI) — 4 4.00 4.00 4.00 5 0.003 | 0.003 | 0.004

Tabla A.11: Caso con pesos, tomando m = 10 y n = 3.



A.2. RESULTADOS PARA N =3

Mébodo N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | ko7s | Kmaz | Fsoo | tos | to7s | tmaax

(WI) — 15 20.00 | 23.00 | 28.00 65 0 0.007 | 0.009 | 0.020

1.25 | 10 | 14.00 | 17.00 | 21.00 | 51 0 0.005 | 0.007 | 0.016

1.5 6 11.00 | 13.00 | 16.00 42 0 0.004 | 0.005 | 0.013

(WIA) | 175 | 10 | 13.50 | 16.00 | 19.50 | 35 0 0.005 | 0.006 | 0.011

2 15 | 23.00 | 30.00 | 42.50 | 119 0 0.010 | 0.014 | 0.037

—2- | 15 | 20.00 | 23.00 | 28.00 | 65 0 0.007 | 0.009 | 0.020

(NT) - 4 4.00 | 4.00 | 4.00 5 0 0.003 | 0.003 | 0.005
Tabla A.12: Caso sin pesos, tomando m = 10y n = 3.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmas

(WI) — 17 20.00 | 21.50 | 23.00 57 0 0.032 | 0.033 | 0.083

1.25 12 14.00 | 15.00 | 16.00 45 0 0.022 | 0.024 | 0.065

1.5 7 9.00 | 11.00 | 11.00 | 36 0 0.016 | 0.016 | 0.052

(WIA) | 1.75 10 13.00 | 14.00 | 16.00 30 0 0.021 | 0.023 | 0.043

2 16 | 21.00 | 23.50 | 27.00 | 69 0 0.034 | 0.039 | 0.101

—2- | 17 | 20.00 | 21.50 | 23.00 | 57 0 0.032 | 0.033 | 0.082

(NT) — 4 4.00 4.00 4.00 4 0 0.013 | 0.013 | 0.015
Tabla A.13: Caso con pesos, tomando m = 50 y n = 3.

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Emin | ko2s | Kkos | kors | Kmaz | Fsoo | tos | tors | tmaa

(WD) - 15 | 18.00 | 19.00 | 20.00 | 26 0 0.027 | 0.029 | 0.038

1.25 10 12.00 | 13.00 | 14.00 19 0 0.019 | 0.020 | 0.027

1.5 6 8.00 | 9.00 | 10.00 | 14 0 0.013 | 0.014 | 0.020

(WIA) | 1.75 | 9 | 11.00 | 12.00 | 14.00 | 16 0 |0.019 | 0.020 | 0.023

2 14 18.00 | 20.00 | 22.00 31 0 0.029 | 0.032 | 0.045

2 15 | 18.00 | 19.00 | 20.00 | 26 0 0.027 | 0.029 | 0.037

(NI) — 3 4.00 4.00 4.00 4 0 0.013 | 0.013 | 0.014

Tabla A.14: Caso sin pesos, tomando m =50 y n = 3.
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Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin k0.25 k0.5 k0.75 kma:z: F500 t0.5 t0.75 tmam

(WI) — 16 | 19.00 | 20.00 | 21.00 | 26 0 | 0.057 | 0.060 | 0.074
1.25 | 11 | 13.00 | 14.00 | 15.00 | 19 0 | 0.040 | 0.043 | 0.054
1.5 6 8.00 | 9.00 | 10.00 | 15 0 | 0.026 | 0.029 | 0.043
(WIA) | 1.75 | 11 | 13.00 | 13.00 | 14.50 | 19 0 | 0.039 | 0.042 | 0.054
2 17 | 20.00 | 21.00 | 24.00 | 33 0 | 0.063 | 0.069 | 0.094
0
8

2 16 19.00 | 20.00 | 21.00 26 0.058 | 0.060 | 0.076
(NI) — 4 4.00 | 4.00 | 4.00 500 0.025 | 0.026 | 37.459

Tabla A.15: Caso con pesos, tomando m = 100 y n = 3.

, Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kozs | Emaz | Fsoo | tos | tors | tmaa
(WI) - 15 17.00 | 18.00 | 18.00 23 0 0.052 | 0.054 | 0.070
1.25 10 11.00 | 12.00 | 13.00 17 0 0.034 | 0.037 | 0.052

1.5 6 7.00 8.00 9.00 13 0 0.023 | 0.026 | 0.040

(WIA) | 1.75 9 11.00 | 12.00 | 12.50 15 0 0.034 | 0.037 | 0.046
0

0

2 15 17.00 | 18.00 | 20.00 25 0.053 | 0.057 | 0.073
nzl 15 17.00 | 18.00 | 18.00 23 0.052 | 0.054 | 0.070
(NT) — 3 4.00 | 4.00 | 4.00 500 1 0.025 | 0.026 | 32.554

Tabla A.16: Caso sin pesos, tomando m = 100 y n = 3.

A.3. Resultados paran =5

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
Kmin | ko.25 ko5 kozs | kmaz | Fs00 | tos | fors | tmax
(WI) — 23 53.00 | 92.00 | 212.50 | 500 10 | 0.010 | 0.024 | 0.058

1.25 17 41.00 | 72.50 | 169.00 | 500 10 | 0.008 | 0.019 | 0.057
1.5 13 33.00 | 59.50 | 140.00 | 500 9 0.007 | 0.016 | 0.058
(WIA) | 1.75 10 27.00 | 50.00 | 119.50 | 500 7 0.006 | 0.013 | 0.059

2 7 23.00 | 43.00 | 103.50 | 500 7 0.005 | 0.012 | 0.056
nzl 52 112.00 | 189.00 | 429.50 | 500 20 | 0.022 | 0.049 | 0.059
(NI) — 3 5.00 5.00 5.00 7 0 0.001 | 0.002 | 0.002

Tabla A.17: Caso con pesos, tomando m =3 y n = 5.



A.3. RESULTADOS PARA N =5

Mébodo N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | Kmaz | Fsoo | tos | to7s | tmaax
(WI) — 22 25.00 | 28.00 | 32.00 | 231 0 0.003 | 0.004 | 0.026
1.25 16 19.00 | 21.00 | 24.00 | 185 0 0.002 | 0.003 | 0.021
1.5 12 15.00 | 16.50 | 19.00 | 153 0 0.002 | 0.002 | 0.017
(WIA) | 1.75 | 9 | 11.50 | 13.00 | 16.00 | 131 0 | 0.001 | 0.002 | 0.015
2 6 9.00 | 11.00 | 13.00 | 116 0 0.001 | 0.001 | 0.013
% 49 56.00 | 61.00 | 69.00 | 466 0 0.007 | 0.008 | 0.052
(NI) — 4 4.00 5.00 5.00 ) 0 0.001 | 0.002 | 0.002
Tabla A.18: Caso sin pesos, tomando m =3y n = 5.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko.25 ko.5 ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmas
(WI) - 14 18.00 21.00 23.50 44 0 0.007 | 0.007 | 0.014
1.25 9 13.00 15.00 17.00 34 0 0.005 | 0.005 | 0.011
1.5 12 16.00 17.00 18.00 27 0 0.005 | 0.006 | 0.008
(WIA) | 1.75 21 31.00 34.50 38.00 41 0 0.011 | 0.012 | 0.013
2 58 129.50 | 210.50 | 339.00 | 500 18 | 0.065 | 0.106 | 0.161
% 35 44.00 | 49.00 54.50 94 0 0.015 | 0.017 | 0.029
(NT) — 4 4.00 4.00 4.00 5 0 0.003 | 0.003 | 0.004
Tabla A.19: Caso con pesos, tomando m = 10 y n = 5.
Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos kozs | Emaz | Fso0 | tos | tors | tmaa
(WI) — 12 15.00 | 17.00 18.50 31 0 0.005 | 0.006 | 0.010
1.25 8 10.00 | 12.00 13.00 24 0 0.004 | 0.004 | 0.007
1.5 11 13.00 | 14.00 15.00 19 0 0.004 | 0.005 | 0.006
(WIA) | 1.75 21 25.00 | 28.00 31.00 37 0 0.009 | 0.010 | 0.013
2 52 83.00 | 116.50 | 194.00 | 500 4 0.037 | 0.061 | 0.166
nil 32 37.00 | 40.00 | 43.50 66 0 0.013 | 0.014 | 0.022
(NI) — 3 4.00 4.00 4.00 4 0 0.003 | 0.003 | 0.004

Tabla A.20: Caso sin pesos, tomando m =10y n = 5.
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Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmae
(WT) — 12 14.00 | 15.00 | 16.00 19 0 0.022 | 0.023 | 0.028
1.25 7 8.00 | 9.00 | 10.00 13 0 0.013 | 0.014 | 0.019
1.5 12 14.00 | 14.00 | 15.00 17 0 0.020 | 0.022 | 0.025
(WIA) | 1.75 | 21 | 24.00 | 25.00 | 27.00 | 33 0 |0.036 | 0.040 | 0.051
2 40 49.00 | 55.00 | 63.00 89 0 0.080 | 0.092 | 0.128
% 33 37.50 | 39.00 | 41.00 47 0 0.057 | 0.059 | 0.068
(NI) - 3 4.00 | 4.00 | 4.00 500 3 0.013 | 0.013 | 19.038
Tabla A.21: Caso con pesos, tomando m = 50 y n = 5.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmaas
(WI) — 11 13.00 | 13.00 | 14.00 16 0 0.020 | 0.021 | 0.025
1.25 6 8.00 | 8.00 | 9.00 11 0 0.012 | 0.013 | 0.016
1.5 10 12.00 | 13.00 | 13.00 14 0 0.019 | 0.020 | 0.022
(WIA) | 1.75 18 20.00 | 22.00 | 23.00 26 0 0.032 | 0.035 | 0.040
2 35 41.50 | 46.00 | 51.00 64 0 0.068 | 0.077 | 0.092
nzl 31 34.00 | 35.00 | 36.00 40 0 0.052 | 0.054 | 0.060
(NT) — 3 3.00 4.00 4.00 500 1 0.013 | 0.014 | 17.862
Tabla A.22: Caso sin pesos, tomando m =50 y n = 5.
Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kozs | Kmaz | Fsoo | tos | tors | tmas
(WI) — 12 14.00 | 14.00 | 15.00 16 0 0.040 | 0.043 | 0.046
1.25 7 8.00 8.00 9.00 10 0 0.023 | 0.026 | 0.030
1.5 12 14.00 | 14.00 | 15.00 16 0 0.040 | 0.043 | 0.046
(WIA) | 1.75 20 23.00 | 25.00 | 26.00 28 0 0.071 | 0.074 | 0.080
2 39 46.00 | 49.50 | 54.00 62 0 0.142 | 0.155 | 0.179
% 34 38.00 | 39.00 | 40.00 42 0 0.112 | 0.115 | 0.121
(NT) — 3 4.00 4.00 4.00 500 11 0.025 | 0.026 | 37.362

Tabla A.23: Caso con pesos, tomando m = 100 y n = 5.




A.4. RESULTADOS PARA N =10

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | kmaw | Fso0 | tos | tors | tmaa

(WT) — 12 12.00 | 13.00 | 13.00 15 0 0.037 | 0.038 | 0.047
1.25 6 7.00 | 7.00 | 8.00 9 0 0.021 | 0.023 | 0.028

1.5 11 12.00 | 12.00 | 13.00 14 0 0.035 | 0.037 | 0.042

(WIA) | 1.75 | 18 | 20.00 | 21.00 | 22.00 | 25 0 | 0.060 | 0.065 | 0.072
2 34 | 38.00 | 41.00 | 45.00 | 52 0 0.118 | 0.129 | 0.154

2| 32 | 34.00 | 35.00 | 36.00 | 38 0 0.100 | 0.103 | 0.122

(NT) - 3 3.00 | 3.00 | 4.00 | 500 2 0.019 | 0.025 | 37.871

A.4. Resultados para n = 10

Tabla A.24: Caso sin pesos, tomando m = 100 y n = 5.

Método A Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Emin | ko.25 ko.5 kors | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmas

(WT) — 24 47.50 76.50 | 212.50 | 500 8 0.009 | 0.024 | 0.058

1.25 | 18 36.50 | 60.50 | 168.50 | 500 6 0.007 | 0.019 | 0.058

1.5 14 29.50 49.50 | 140.00 | 500 ) 0.006 | 0.016 | 0.058

(WIA) | 1.75 10 24.00 41.50 | 119.00 | 500 4 0.005 | 0.013 | 0.056

2 7 20.00 | 35.50 | 104.00 | 500 4 | 0.004 | 0.012 | 0.056

2| 130 | 234.00 | 365.00 | 500.00 | 500 37 | 0.041 | 0.056 | 0.058

(NT) - 4 5.00 5.00 5.00 6 0 0.002 | 0.002 | 0.002
Tabla A.25: Caso con pesos, tomando m = 3 y n = 10.

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Emin | ko.25 ko.5 ko7s | kmaz | Fs00 | tos | to7s | tmaw

(WI) - 22 25.00 | 27.00 | 29.50 57 0 0.003 | 0.003 | 0.007

1.25 16 19.00 20.00 22.50 45 0 0.002 | 0.003 | 0.005

1.5 12 14.00 | 16.00 | 18.00 37 0 0.002 | 0.002 | 0.004

(WIA) | 1.75 | 9 11.00 | 12.00 | 14.00 | 31 0 | 0.001 | 0.002 | 0.004

2 6 9.00 10.00 11.50 27 0 0.001 | 0.001 | 0.003

—2- | 119 | 131.00 | 138.00 | 150.00 | 273 0 0.016 | 0.017 | 0.031

(NI) — 4 4.00 5.00 5.00 ) 0 0.001 | 0.002 | 0.003

Tabla A.26: Caso sin pesos, tomando m =3 y n = 10.
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. Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

Emin | ko.25 ko.5 ko7s | kmaz | Fs00 | tos | tors | tmaa

(WI) — 12 15.00 16.00 19.00 29 0 0.005 | 0.006 | 0.009

1.25 | 9 10.00 | 11.00 | 13.00 | 22 0 | 0.003 | 0.004 | 0.007
1.5 | 15 | 17.00 | 18.00 | 18.00 | 20 0 | 0.006 | 0.006 | 0.007
(WIA) | 175 | 33 | 38.00 | 39.00 | 40.00 | 44 0 |0.012 | 0.013 | 0.015

2 | 500 | 500.00 | 500.00 | 500.00 | 500 | 100 | 0.156 | 0.157 | 0.160
2| 79 | 91.50 | 99.50 | 108.50 | 153 0 | 0.031 | 0.034 | 0.048

(NI) - 3 4.00 4.00 4.00 4 0 0.003 | 0.003 | 0.004

Tabla A.27: Caso con pesos, tomando m = 10 y n = 10.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

Kmin | ko.25 ko5 kos | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmaa

(WI) — 10 12.00 | 13.00 | 14.00 18 0 0.004 | 0.004 | 0.006

1.25 8 9.00 9.00 9.00 13 0 0.003 | 0.003 | 0.004
1.5 14 15.00 | 16.00 | 16.00 17 0 0.005 | 0.005 | 0.006
(WIA) | 1.75 | 30 33.00 | 35.00 | 36.00 38 0 0.011 | 0.011 | 0.012

2 351 | 500.00 | 500.00 | 500.00 | 500 95 | 0.155 | 0.156 | 0.161
2 67 77.00 | 80.50 | 85.00 104 0 0.025 | 0.026 | 0.033

(NT) — 3 3.00 4.00 4.00 4 0 0.003 | 0.003 | 0.003

Tabla A.28: Caso sin pesos, tomando m = 10 y n = 10.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko.25 ko5 kozs | Kmaz | F500 | tos | tors | tmaz
(WI) — 10 10.00 11.00 11.00 13 0 0.016 | 0.017 | 0.019

125 9 10.00 | 10.00 | 10.00 | 11
1.5 | 16 | 18.00 | 18.00 | 19.00 | 20
(WIA) | 175 | 33 | 36.00 | 37.00 | 39.00 | 42

2 | 116 | 159.50 | 180.00 | 209.50 | 280
2| 75 | 79.00 | 82.00 | 84.00 | 89

0.014 | 0.015 | 0.016
0.026 | 0.027 | 0.029
0.054 | 0.056 | 0.061
0.262 | 0.303 | 0.410
0.119 | 0.122 | 0.131

N OO |Oo OO

0.010 | 0.013 | 17.756

(NT) — 3 3.00 3.00 4.00 500

Tabla A.29: Caso con pesos, tomando m = 50 y n = 10.



A.4. RESULTADOS PARA N =10

Método \ Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko.25 ko.5 ko7s | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmaa
(WI) — 9 9.00 10.00 10.00 11 0 0.014 | 0.015 | 0.016
1.25 8 9.00 9.00 9.00 9 0 0.013 | 0.013 | 0.014
1.5 15 16.00 16.00 16.00 17 0 0.023 | 0.024 | 0.025
(WIA) | 175 | 29 30.50 | 32.00 | 32.00 34 0 0.046 | 0.047 | 0.050
2 97 | 121.50 | 133.00 | 154.50 | 229 0 0.193 | 0.223 | 0.333
2| 68 71.00 | 73.00 | 74.00 7 0 0.106 | 0.108 | 0.113
(NI) - 3 3.00 3.00 3.00 4 0 0.009 | 0.010 | 0.013
Tabla A.30: Caso sin pesos, tomando m = 50 y n = 10.
Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Kmin | ko.25 ko.5 kozs | Emaz | Fso0 | tos | tors | tmaa
(WI) — 10 10.00 | 11.00 | 11.00 12 0 0.031 | 0.032 | 0.035
1.25 9 10.00 10.00 10.00 11 0 0.029 | 0.030 | 0.033
1.5 17 18.00 | 19.00 | 19.00 20 0 0.054 | 0.055 | 0.058
(WIA) | 1.75 | 33 35.00 | 37.00 | 38.00 40 0 0.106 | 0.109 | 0.116
2 98 123.50 | 136.00 | 143.00 | 172 0 0.391 | 0.412 | 0.496
% 7 81.00 82.00 84.00 89 0 0.238 | 0.242 | 0.257
(NI) - 3 3.00 3.00 4.00 500 1 0.019 | 0.025 | 32.633
Tabla A.31: Caso con pesos, tomando m = 100 y n = 10.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko.25 ko.5 kors | kmaz | Fso0 | tos | tors | tmas
(WI) - 9 9.00 9.00 10.00 10 0 0.026 | 0.029 | 0.030
1.25 8 9.00 9.00 9.00 10 0 0.026 | 0.026 | 0.030
1.5 15 16.00 | 17.00 | 17.00 18 0 0.049 | 0.049 | 0.051
(WIA) | 1.75 28 31.00 32.00 33.00 35 0 0.092 | 0.094 | 0.100
2 80 | 100.00 | 107.00 | 114.00 | 146 0 0.308 | 0.329 | 0.419
217 72.00 | 74.00 | 75.00 78 0 0.212 | 0.216 | 0.226
(NT) — 3 3.00 3.00 3.00 4 0 0.019 | 0.019 | 0.025

Tabla A.32: Caso sin pesos, tomando m = 100 y n = 10.
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Apéndice B

Tablas de resultados para el problema
irrestricto en norma p

B.1. Resultados parap=1.1

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | koas | kos | kozs | kmax | Fs00 | tos | tors | lmaax
(WI) — 114 144 | 154.5 | 500.0 | 500 29 | 0.031 | 0.098 | 0.106
1.5 74 92 101.0 | 500.0 | 500 30 | 0.021 | 0.101 | 0.106
2 62 72 107.0 | 500.0 | 500 30 | 0.022 | 0.101 | 0.103

(WIA) | 10.000 8 500 | 500.0 | 500.0 | 500 91 | 0.101 | 0.101 | 0.109
20.000 | 40 500 | 500.0 | 500.0 | 500 90 | 0.100 | 0.101 | 0.109
11.000 7 500 | 500.0 | 500.0 | 500 86 | 0.101 | 0.101 | 0.107

Tabla B.1: Caso con pesos, tomando p =11, m =3y n = 2.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kKors | kmax | F500 | tos | tors | tmaa
(WI) — 127 500 | 500.0 | 500.0 | 500 99 0.100 | 0.102 | 0.110
1.5 79 500 | 500.0 | 500.0 | 500 99 0.104 | 0.105 | 0.112
2 320 500 | 500.0 | 500.0 | 500 97 | 0.101 | 0.101 | 0.111
(WIA) | 10.000 | 323 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 0.100 | 0.101 | 0.106
20.000 | 241 500 | 500.0 | 500.0 | 500 82 0.100 | 0.101 | 0.105
11.000 | 308 500 | 500.0 | 500.0 | 500 83 0.100 | 0.101 | 0.107

Tabla B.2: Caso sin pesos, tomando p =11, m =3y n = 2.
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Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kos | kmax | Fs00 | tos | fo7s | tmax
(WI) — 133 148 | 172.0 | 489.0 | 500 25 0.058 | 0.164 | 0.173
1.5 81 96 | 110.5 | 406.0 | 500 24 | 0.038 | 0.138 | 0.175
2 64 73 96.0 | 302.0 | 500 24 0.033 | 0.103 | 0.179
(WIA) | 10.000 | 11 500 | 500.0 | 500.0 | 500 96 | 0.169 | 0.169 | 0.178
20.000 | 40 500 | 500.0 | 500.0 | 500 97 | 0.168 | 0.169 | 0.177
11.000 9 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 | 0.169 | 0.169 | 0.178

Tabla B.3: Caso con pesos, tomando p =11, m =10y n = 2.
Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | kmax | Fso0 | tos | to7s5 | tmax
(WI) - 109 | 165 | 206.5 | 258.0 | 500 4 0.070 | 0.088 | 0.169
1.5 70 102 | 132.5 | 169.0 | 500 3 0.045 | 0.057 | 0.172
2 57 74 97.0 | 125.5 | 500 2 0.033 | 0.043 | 0.171
(WIA) | 10.000 | 11 500 | 500.0 | 500.0 | 500 83 | 0.168 | 0.170 | 0.186
20.000 11 500 | 500.0 | 500.0 | 500 90 0.168 | 0.169 | 0.182
11.000 9 500 | 500.0 | 500.0 | 500 86 0.168 | 0.169 | 0.182

Tabla B.4: Caso sin pesos, tomando p =1.1, m =10y n = 2.
Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko5 | kmax | F500 | tos | to7s | tmas
(WI) — 141 164 | 184.5 | 214.0 | 500 10 0.390 | 0.456 | 1.082
1.5 91 104 | 119.0 | 140.5 | 500 10 | 0.252 | 0.299 | 1.088
2 66 78 90.0 | 103.0 | 500 10 | 0.190 | 0.220 | 1.080
(WIA) | 10.000 8 500 | 500.0 | 500.0 | 500 82 1.056 | 1.059 | 1.109
20.000 | 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 1.037 | 1.039 | 1.087
11.000 7 500 | 500.0 | 500.0 | 500 90 | 1.045 | 1.057 | 1.113

Tabla B.5: Caso con pesos, tomando p=1.1, m =100 y n = 2.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | kmaz | Fs00 | tos | tors | tmaz
(WT) — 113 144 | 166.5 | 183.5 | 500 9 0.352 | 0.395 | 1.143
1.5 80 92 | 105.0 | 120.0 | 500 9 0.228 | 0.255 | 1.136
2 59 68 81.0 88.5 500 9 0.171 | 0.194 | 1.122
(WIA) | 10.000 8 500 | 500.0 | 500.0 | 500 76 | 1.058 | 1.063 | 1.110
20.000 | 19 500 | 500.0 | 500.0 | 500 98 | 1.039 | 1.044 | 1.135
11.000 7 500 | 500.0 | 500.0 | 500 80 1.056 | 1.060 | 1.145

Tabla B.6: Caso sin pesos, tomando p = 1.1, m =100 y n = 2.




B.1. RESULTADOS PARA P =1.1

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | koas | kos | kors | kmax | F500 | tos | tors | tmax
(WI) — 134 148 | 194.0 | 500.0 | 500 41 0.055 | 0.138 | 0.148
1.5 86 96 | 128.0 | 500.0 | 500 40 | 0.037 | 0.140 | 0.148
2 63 74 109.0 | 500.0 | 500 36 0.031 | 0.140 | 0.145
(WIA) | 4.000 | 30 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 93 | 0.140 | 0.141 | 0.145
5.000 | 34 500 | 500.0 | 500.0 | 500 93 | 0.140 | 0.141 | 0.143
4.400 26 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 | 0.140 | 0.141 | 0.145

Tabla B.7: Caso con pesos, tomando p =11, m =3y n =>5.
Método \ Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | to7s | tmax
(WI) - 126 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 88 | 0.141 | 0.142 | 0.151
1.5 81 500 | 500.0 | 500.0 | 500 88 0.143 | 0.145 | 0.153
2 95 500 | 500.0 | 500.0 | 500 89 | 0.140 | 0.141 | 0.150
(WIA) | 4.000 | 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.140 | 0.141 | 0.148
5.000 | 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 0.140 | 0.141 | 0.150
4.400 | 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 0.140 | 0.141 | 0.150

Tabla B.8: Caso sin pesos, tomando p =1.1, m =3y n = 5.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | Kmaz | Fs00 | fos | to7s | tmaz
(WI) - 142 | 161 | 176.5 | 500.0 | 500 32 | 0.106 | 0.297 | 0.306
1.5 87 104 | 116.5 | 500.0 | 500 34 | 0.070 | 0.300 | 0.306
2 66 78 90.5 | 500.0 | 500 31 | 0.055 | 0.300 | 0.305
(WIA) | 4.000 34 500 | 500.0 | 500.0 | 500 94 | 0.301 | 0.302 | 0.306
5.000 | 27 500 | 500.0 | 500.0 | 500 98 | 0.301 | 0.302 | 0.305
4.400 | 29 500 | 500.0 | 500.0 | 500 95 | 0.301 | 0.301 | 0.308

Tabla B.9: Caso con pesos, tomando p=1.1, m =10y n = 5.
Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | fo7s | tmax
(WI) — 126 138 | 146.0 | 155.0 | 274 0 0.088 | 0.094 | 0.164
1.5 79 88 95.0 | 101.0 | 183 0 0.057 | 0.062 | 0.114
2 59 65 69.5 74.5 137 0 0.042 | 0.045 | 0.082
(WIA) | 4.000 | 28 35 | 500.0 | 500.0 | 500 59 | 0.300 | 0.301 | 0.321
5.000 | 24 38 | 500.0 | 500.0 | 500 63 | 0.300 | 0.301 | 0.322
4.400 26 32 500.0 | 500.0 | 500 65 0.300 | 0.302 | 0.318

Tabla B.10: Caso sin pesos, tomando p=1.1, m =10y n = 5.
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B.2.

APENDICE B. TABLAS PARA NORMA P

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s | kos | kors | kmaz | F500 | to.s to.rs | tmaz

(WI) — 154 165 | 169.0 | 500.0 | 500 29 | 0.798 | 2.343 | 2.376

1.5 97 | 107 | 110.0 | 500.0 | 500 | 28 | 0.521 | 2.344 | 2.386

2 70 78 | 80.5 | 500.0 | 500 | 26 | 0.381 | 2.342 | 2.370
(WIA) | 4.000 | 32 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 77 | 2.348 | 2.355 | 2.458
5.000 | 26 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 86 | 2.351 | 2.361 | 2.505
4400 | 29 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 82 | 2.351 | 2.356 | 2.500

Tabla B.11: Caso con pesos, tomando p = 1.1, m = 100 y n = 5.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

Emin | ko2s | kos | Kors | kmaz | Fs00 | tos to7s | tmax

(WI) — 135 145 | 152.0 | 161.5 | 500 23 | 0.717 | 0.764 | 2.380

1.5 85 94 98.0 | 105.0 | 500 23 | 0.463 | 0.498 | 2.453

2 61 70 73.0 | 115.0 | 500 20 | 0.346 | 0.541 | 2.408
(WIA) | 4.000 | 29 500 | 500.0 | 500.0 | 500 85 | 2.354 | 2.363 | 2.496
5.000 | 23 500 | 500.0 | 500.0 | 500 89 | 2.355 | 2.364 | 2.515
4.400 | 26 500 | 500.0 | 500.0 | 500 88 | 2.355 | 2.366 | 2.499

Tabla B.12: Caso sin pesos, tomando p = 1.1, m = 100 y n = 5.

Problema en norma p = 1.5

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko.2s | kos | kors | Emaz | Fso0 | tos | to7s | tmax

(WI) - 24 46 70.5 | 126.0 | 500 6 0.014 | 0.025 | 0.100

1.5 15 29 44.5 | 81.0 | 500 2 0.009 | 0.016 | 0.103

2 9 20 31.5 58.5 500 1 0.006 | 0.012 | 0.101

(WIA) | 2.000 9 20 31.5 | 58.5 500 1 0.006 | 0.012 | 0.101
4.000 | 12 57 | 500.0 | 500.0 | 500 55 | 0.101 | 0.102 | 0.106
3.000 8 17 33.0 | 500.0 | 500 29 | 0.007 | 0.101 | 0.105

Tabla B.13: Caso con pesos, tomando p=1.5, m =3y n = 2.



B.2. PROBLEMA EN NORMA P =1.5

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | Kmaz | F500 | fos | to7s | tmax
(WI) — 23 30 33.0 45.5 500 1 0.007 | 0.009 | 0.099
1.5 12 17 19.0 | 29.0 | 500 1 0.004 | 0.006 | 0.101
2 8 11 13.0 21.0 500 1 0.003 | 0.004 | 0.103
(WIA) | 2.000 | 8 11 | 13.0 | 21.0 | 500 1 | 0.003 | 0.004 | 0.103
4.000 | 31 500 | 500.0 | 500.0 | 500 91 | 0.101 | 0.102 | 0.107
3.000 10 18 500.0 | 500.0 | 500 61 0.101 | 0.102 | 0.109
Tabla B.14: Caso sin pesos, tomando p =15, m =3y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko.2s5 | kos | kors | Kmax | Fsoo | tos | tors | tmas

(WI) — 31 47 | 545 | 72.0 | 199 0 0.019 | 0.024 | 0.067
1.5 17 28 34.0 | 45.5 130 0 0.012 | 0.016 | 0.044

2 11 19 | 23.0 | 32.0 96 0 0.008 | 0.011 | 0.033

(WIA) | 2.000 | 11 19 | 23.0 | 32.0 96 0 0.008 | 0.011 | 0.033
4.000 9 28 79.0 | 500.0 | 500 46 0.027 | 0.171 | 0.175

3.000 7 12 17.0 | 23.0 500 12 0.006 | 0.008 | 0.172

Tabla B.15: Caso con pesos, tomando p=1.5, m =10y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fsoo | tos | tors | tmas

(WI) — 25 40 | 49.5 | 67.0 | 262 0 0.017 | 0.023 | 0.089
1.5 14 24 | 31.0 | 42.0 173 0 0.011 | 0.014 | 0.059

2 9 17 | 21.5 | 30.0 128 0 0.007 | 0.010 | 0.044

(WIA) | 2.000 9 17 | 21.5 | 30.0 128 0 0.007 | 0.010 | 0.044
4.000 7 20 | 37.0 | 500.0 | 500 39 | 0.013 | 0.171 | 0.176

3.000 6 10 | 13.0 | 22.5 | 500 12 | 0.004 | 0.008 | 0.173

Tabla B.16: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m =10y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Foo | tos | to7s | tmax

(WI) — 35 44 49.0 | 54.0 500 1 0.104 | 0.116 | 1.052
1.5 20 26 | 29.0 | 33.0 | 500 1 0.063 | 0.070 | 1.052

2 12 17 20.0 | 22.0 | 472 0 0.042 | 0.047 | 0.997

(WIA) | 2.000 | 12 17 ] 20.0 | 22.0 | 472 0 | 0.042 | 0.047 | 0.997
4.000 12 16 19.0 | 25.0 | 500 12 | 0.041 | 0.053 | 1.131

3.000 5 8 9.0 | 11.0 | 500 1 0.019 | 0.024 | 1.054

Tabla B.17: Caso con pesos, tomando p = 1.5, m =100 y n = 2.
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Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s5 | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | fos | tors | tmax
(WI) — 30 39 42.0 | 46.0 65 0 0.090 | 0.098 | 0.137
1.5 16 23 | 25.0 | 28.0 41 0.054 | 0.060 | 0.086
2 11 15 17.0 | 18.5 28 0.036 | 0.039 | 0.059

(WIA) | 2.000 | 11 15 | 17.0 | 185 28
4.000 | 11 14 | 18.0 | 23.5 | 500
3.000 5 7 8.0 | 9.0 | 500

0.036 | 0.040 | 0.061
0.038 | 0.050 | 1.074
0.017 | 0.020 | 1.056

= |00 | o | o | o

Tabla B.18: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m = 100 y n = 2.

, Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | Kkmaz | Fs00 | tos to.7s | tmax
(WI) - 35 51 | 80.0 | 187.5 | 500 | & | 0.022 | 0.051 | 0.142
1.5 19 | 31 | 51.0 | 1225 | 500 | 4 | 0.014 | 0.034 | 0.145

2 14 22 | 425 | 905 | 500 | 4 | 0.012 | 0.026 | 0.141
(WIA) | 0.800 | 45 65 | 102.5 | 236.5 | 500 | 10 | 0.029 | 0.067 | 0.142
1.000 | 35 51 | 80.0 | 187.5 | 500 | 8 | 0.022 | 0.053 | 0.144
1.200 | 27 | 41 | 65.5 | 155.0 | 500 7 10.019 | 0.044 | 0.142

Tabla B.19: Caso con pesos, tomando p = 1.5, m =3y n =25.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s | kos | ko5 | kmaz | Fsoo | tos | tors | tmax
(WI) — 22 29 | 345 | 41.5 | 113 0 0.010 | 0.011 | 0.032

1.5 12 17 | 21.0 | 25.0 72 0 0.006 | 0.007 | 0.021

2 8 11 14.0 | 19.5 | 111 0 0.004 | 0.006 | 0.032

(WIA) | 0.800 29 38 | 45.0 | 54.0 | 143 0 0.013 | 0.015 | 0.040
0

0

1.000 | 22 29 | 345 | 415 | 113 0.010 | 0.012 | 0.033
1.200 18 23 | 275 | 33.0 93 0.008 | 0.010 | 0.026

Tabla B.20: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m =3 y n = 5.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | ko2s5 | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | fos | tors | tmax
(W) — 27 33 36.0 | 40.0 58 0 0.022 | 0.024 | 0.034

1.5 14 19 | 21.0| 240 | 36 0 | 0.013 | 0.014 | 0.022
2 9 12 | 13.0| 16.0 | 167 | 0 | 0.008 | 0.010 | 0.104

(WIA) | 0.800 | 36 43 | 475 | 52.0 | 74 0 | 0.029 | 0.031 | 0.044
0

0

1.000 | 27 33 | 36.0 | 40.0 98 0.022 | 0.024 | 0.035
1.200 | 21 26 | 29.0 | 32.0 47 0.017 | 0.019 | 0.028

Tabla B.21: Caso con pesos, tomando p =15, m =10y n = 5.



B.2. PROBLEMA EN NORMA P =1.5

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko5 | kmaz | Fo0 | tos | to7s | tmax

(WI) — 24 28 30.0 | 34.0 48 0 0.018 | 0.020 | 0.030
1.5 13 16 | 17.0 | 20.0 30 0 0.011 | 0.012 | 0.019

2 8 10 11.0 | 13.0 92 0 0.007 | 0.008 | 0.057

(WIA) | 0.800 | 31 | 37 |39.0| 445 | 62 0 | 0.024 | 0.027 | 0.037
1.000 | 24 28 | 30.0 | 34.0 48 0 0.018 | 0.020 | 0.029

1.200 18 22 24.0 | 27.0 39 0 0.014 | 0.016 | 0.024

Tabla B.22: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m =10 y n = 5.

Método \ Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | ko5 | kmax | F00 | tos | tors | tmax

(WI) - 28 30 | 31.0 | 32.0 34 0 0.147 | 0.151 | 0.161
1.5 16 17 | 17.0 | 18.0 19 0 0.081 | 0.085 | 0.090

2 8 9 10.0 | 10.0 12 0 0.047 | 0.048 | 0.056

(WIA) | 0.800 | 38 41 | 41.5 | 42.0 45 0 0.197 | 0.199 | 0.213
1.000 | 28 30 | 31.0 | 32.0 34 0 0.147 | 0.151 | 0.161

1.200 | 22 24 | 24.0| 25.0 27 0 0.115 | 0.118 | 0.127

Tabla B.23: Caso con pesos, tomando p = 1.5, m =100 y n = 5.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | ko7s | kmaz | Fso0 | tos | to7s | tmax

(WI) — 25 27 28.0 | 28.0 30 0 0.131 | 0.133 | 0.141
1.5 14 15 | 15.0 | 16.0 17 0 0.072 | 0.075 | 0.081

2 7 8 9.0 9.0 10 0 0.042 | 0.043 | 0.047

(WIA) | 0.800 | 33 | 36 |37.0| 38.0 | 39 0 | 0.174 | 0.178 | 0.184
1.000 | 25 27 | 28.0 | 28.0 30 0 0.131 | 0.133 | 0.141

1.200 19 21 22.0 | 22.0 23 0 0.103 | 0.104 | 0.111

Tabla B.24: Caso sin pesos, tomando p = 1.5, m = 100 y n = 5.
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B.3. Problema en norma p = 2.5

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

kmin | ko2s | kos | kors | kmaz | Fs00 | tos | to7s | tmaz
(WI) — 13 33 59.0 | 138.0 | 500 3 0.012 | 0.028 | 0.102
1.5 7 24 61.5 | 500.0 | 500 29 0.012 | 0.101 | 0.103
2 10 500 | 500.0 | 500.0 | 500 83 0.101 | 0.102 | 0.107
(WIA) | 0.667 24 53 92.0 | 211.0 | 500 ) 0.019 | 0.043 | 0.104
1.333 8 23 42.5 | 104.0 | 500 2 0.009 | 0.021 | 0.101
1.667 9 40 500.0 | 500.0 | 500 54 | 0.101 | 0.101 | 0.104

Tabla B.25: Caso con pesos, tomando p=2.5, m =3y n = 2.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | kmaz | Fso0 | tos | to7s | tmaz
(WI) — 12 19 23.5 43.0 500 2 0.005 | 0.008 | 0.101
1.5 6 12 18.0 37.5 500 10 0.004 | 0.008 | 0.103
2 15 37 224.0 | 500.0 | 500 47 | 0.045 | 0.101 | 0.107
(WIA) | 0.667 22 32 39.0 67.5 500 2 0.008 | 0.014 | 0.103
1.333 7 12 16.0 30.0 500 2 0.003 | 0.006 | 0.106
1.667 8 14 26.5 | 107.0 | 500 20 0.005 | 0.022 | 0.106

Tabla B.26: Caso sin pesos, tomando p =2.5, m =3y n = 2.

Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos

Método A
kmin | koas | kos | kozs | kmax | Fso0 | tos | tors | tmax
(WI) — 16 26 33.5 | 53.5 331 0 0.012 | 0.018 | 0.112
1.5 7 16 22.0 | 37.5 500 3 0.007 | 0.013 | 0.176
2 7 30 117.0 | 500.0 | 500 46 | 0.040 | 0.171 | 0.174

(WIA) | 0.667 | 27 43 54.0 | 84.5 489 0 0.019 | 0.029 | 0.167
1.333 9 17 23.0 | 38.0 247 0 0.008 | 0.013 | 0.084
1.667 6 16 26.0 | 71.5 500 16 | 0.009 | 0.024 | 0.173

Tabla B.27: Caso con pesos, tomando p=2.5, m =10y n = 2.



B.3. PROBLEMA EN NORMA P = 2.5

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s5 | kos | kors | Kmax | Fsoo | tos | tors | tmaax

(WT) — 13 22 30.0 | 43.0 192 0 0.010 | 0.015 | 0.066
1.5 5 13 | 18.0 | 28.0 | 500 3 0.006 | 0.009 | 0.178

2 9 27 92.5 | 500.0 | 500 31 0.031 | 0.170 | 0.181

(WIA) | 0.667 | 24 | 36 |485| 68.0 | 292 | 0O | 0.017 | 0.023 | 0.100
1.333 7 14 |20.0 | 31.0 | 142 0 0.007 | 0.011 | 0.048

1.667 6 14 23.5 | 39.0 500 8 0.008 | 0.013 | 0.178

Tabla B.28: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m =10y n = 2.

Método ) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | Ko7s | kmaz | Fsoo | tos | tors | tmax

(WI) — 14 21 | 23.0 | 26.0 78 0 0.048 | 0.055 | 0.164
1.5 7 10 | 11.0 | 14.0 97 0 0.024 | 0.030 | 0.204

2 11 16 | 19.0 | 27.5 | 500 3 0.041 | 0.058 | 1.061

(WIA) | 0.667 | 27 36 | 39.0 | 44.0 | 120 0 0.083 | 0.093 | 0.253
1.333 9 13 | 14.0 | 17.0 57 0 0.030 | 0.036 | 0.122

1.667 4 9 11.0 | 14.0 | 500 1 0.023 | 0.030 | 1.055

Tabla B.29: Caso con pesos, tomando p = 2.5, m =100 y n = 2.

Método 5 Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko.2s | kos | ko5 | kmaz | Fs00 | tos | to7s | tmaz

(WI) — 14 18 | 20.0 | 21.5 95 0 0.042 | 0.046 | 0.202
1.5 6 8 10.0 | 11.0 | 500 1 0.021 | 0.024 | 1.056

2 9 14 | 17.0 | 24.0 | 500 4 0.036 | 0.051 | 1.079

(WIA) | 0.667 | 25 32 | 34.0 | 37.0 | 146 0 0.072 | 0.078 | 0.307
1.333 8 11 | 12,5 | 14.0 69 0 0.027 | 0.030 | 0.145

1.667 4 8 9.0 | 12.0 | 500 2 0.019 | 0.025 | 1.061

Tabla B.30: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m = 100 y n = 2.

Método N Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
kmin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | fo7s | tmax

(WI) — 19 37 73.0 | 168.0 | 500 7 0.020 | 0.046 | 0.140
1.5 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.141 | 0.141 | 0.144

2 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 0.140 | 0.141 | 0.147

(WIA) | 0.267 | 82 156 | 292.0 | 500.0 | 500 32 | 0.082 | 0.140 | 0.145
0.333 | 65 124 | 232.5 | 500.0 | 500 26 | 0.065 | 0.140 | 0.143

0.667 29 59 113.0 | 255.0 | 500 9 0.032 | 0.072 | 0.142

Tabla B.31: Caso con pesos, tomando p = 2.5, m =3y n=>5.
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) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | Kmae | F500 | tos | to.7s | tmac
(WI) - 16 18 | 195 | 27.5 | 500 1 | 0.005 | 0.008 | 0.140
1.5 | 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.141 | 0.141 | 0.144

2 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.140 | 0.141 | 0.144
(WIA) | 0.267 | 54 70 | 90.0 | 122.5 | 500 2 | 0.025 | 0.035 | 0.140
0.333 | 43 56 | 71.0 | 97.0 | 500 2 | 0.020 | 0.027 | 0.141
0.667 | 19 24 | 32.0 | 45.0 | 500 2 | 0.009 | 0.013 | 0.141

Tabla B.32: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m =3y n = 5.

, Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kKors | kmax | F500 | tos | tors | tmax
(WI) — 12 16 18.0 19.0 49 0 0.011 | 0.012 | 0.029
1.5 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 0.301 | 0.302 | 0.308
2 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 0.301 | 0.302 | 0.312
(WIA) | 0.267 42 63 69.5 86.0 208 0 0.042 | 0.052 | 0.125
0.333 33 49 54.0 67.5 164 0 0.032 | 0.041 | 0.099
0.667 13 20 23.0 30.0 78 0 0.014 | 0.018 | 0.048

Tabla B.33: Caso con pesos, tomando p = 2.5, m =10y n = 5.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | Kmaz | F500 | tos | to.rs | tmac
(W) - 10 13 | 15.0 | 16.0 | 27 0 | 0.009 | 0.010 | 0.016
1.5 | 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.301 | 0.302 | 0.306

2 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 0.301 | 0.302 | 0.305
(WIA) | 0.267 | 43 51 | 56.0 | 62.5 | 121 0 | 0.034 | 0.038 | 0.073
0.333 | 33 40 | 43.0 | 485 | 96 0 | 0.026 | 0.029 | 0.058
0.667 | 13 16 | 18.0 | 21.0 | 44 0 | 0.011 | 0.013 | 0.026

Tabla B.34: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m =10y n = 5.

) Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Método A

kmin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | to7s | tmax
(W) — 8 10 10.0 11.0 13 0 0.048 | 0.052 | 0.061
1.5 52 72 81.0 95.0 162 0 0.384 | 0.449 | 0.767
2 500 500 | 500.0 | 500.0 | 500 100 | 2.353 | 2.357 | 2.437
(WIA) | 0.267 43 49 51.0 52.5 58 0 0.240 | 0.250 | 0.274
0.333 33 38 39.0 40.0 45 0 0.184 | 0.191 | 0.212
0.667 12 14 15.0 15.0 17 0 0.070 | 0.074 | 0.080

Tabla B.35: Caso con pesos, tomando p = 2.5, m = 100 y n = 5.



B.3. PROBLEMA EN NORMA P = 2.5

Método \ Cantidad de Iteraciones Tiempo en segundos
Emin | ko2s | kos | kors | kmax | F500 | tos | tors | tmax

(WI) - 7 8 9.0 10.0 11 0 0.042 | 0.047 | 0.052
1.5 42 56 66.0 | 75.5 137 0 0.310 | 0.359 | 0.644

2 500 | 500 | 500.0 | 500.0 | 500 | 100 | 2.352 | 2.356 | 2.467

(WIA) | 0.267 | 37 | 43 | 45.0 | 46.0 | 49 0 | 0211 | 0.216 | 0.233
0.333 | 28 33 34.0 | 35.0 37 0 0.160 | 0.165 | 0.178

0.667 | 10 12 13.0 | 13.0 14 0 0.061 | 0.061 | 0.067

Tabla B.36: Caso sin pesos, tomando p = 2.5, m = 100 y n = 5.
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