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Caṕıtulo 1

Introducción

La estabilidad de la métrica de Kerr es uno de los problemas aún sin resolver
más importantes dentro del marco de la relatividad general.

La métrica de Kerr, fue descubierta en 1963 por el matemático neozelandés
Roy Patrick Kerr. Dicha métrica es una solución de las ecuaciones de Einstein
en vaćıo con momento angular no nulo. Esta solución representa el campo gravi-
tatorio de un agujero negro o el del exterior de un cuerpo en rotación que tengan
masa M y momento angular J . Por esto, la métrica de Kerr se ha convertido
en el modelo ideal para describir la gravedad de los cuerpos celestes observados.

Como toda solución matemática la métrica de Kerr no tiene por qué ser
f́ısicamente real. Para que pueda considerarse como una solución f́ısica debe ser
estable ante perturbaciones. Por lo cual, el análisis de la estabilidad de Kerr
ha sido el trabajo y dedicación de muchas personas, que durante las últimas
décadas han logrado considerables progresos.

El análisis de la estabilidad consiste en tomar una métrica gab que sea so-
lución de las ecuaciones de Einstein y sumarle alguna perturbación, digamos
hab. Reemplazando esta construcción en las ecuaciones de Einstein obtendre-
mos un sistema de ecuaciones para la perturbación hab. Luego, de este conjunto
de ecuaciones se trata de obtener información sobre el comportamiento de la
perturbación hab. Este comportamiento puede darse de dos formas. Caso esta-
ble, la perturbación permanece acotada para todo tiempo. Caso inestable, la
perturbación crece indefinidamente con el tiempo.

A lo largo de los años el estudio de la estabilidad de agujeros negros, no
solo el de Kerr, ha brindado un amplio campo de investigación en distintas
direcciones.

Nuestro trabajo se desarrolla en este campo de investigación y está motivado
por los siguientes tres aspectos relacionados al problema de la estabilidad de
agujeros negros.

(i) Estabilidad no modal de perturbaciones gravitacionales lineales
La estabilidad no modal para perturbaciones gravitacionales lineales del agu-

jero negro de Kerr sigue siendo un problema abierto. En los trabajos de Regge,
Wheeler [40], Zerilli [49] [50] y Moncrief [37] se determina la estabilidad modal
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de perturbaciones gravitacionales para el agujero negro de Schwarzschild descar-
tando la posibilidad de crecimiento exponencial en el tiempo para cada modo
individual. La estabilidad modal del agujero negro de Kerr fue probada por
Whiting [48] usando la ecuación de Teukolsky [45]. Sin embargo, la estabilidad
modal no alcanza para excluir el hecho de que las perturbaciones gravitacio-
nales lineales puedan crecer indefinidamente con el tiempo (ver la discusión al
respecto en [46] y [14]). El estudio de la estabilidad no modal comenzó con los
trabajos de Kay y Wald [46] [33]. Estos trabajos prueban que la solución a la
ecuación de ondas sobre Schwarzschild permanece acotada para todo tiempo por
una constante. Lo importante de esta prueba es el uso de enerǵıas conservadas
para controlar la norma de la solución. En cuanto al caso del agujero negro de
Kerr, existe un resultado análogo al de Kay y Wald demostrado por Dafermos
y Rodnianski en [15]. Para un repaso completo sobre estos resultados puede
verse [14] [13] [28]. Todos estos resultados son referidos a la ecuación de onda.
En cuanto a las perturbaciones gravitacionales el único resultado de estabilidad
no modal es el obtenido por Dotti [26] para el agujero negro de Schwarzschild.
Aclaramos, que aun, no hay resultados no modales para el agujero negro de Kerr
ante perturbaciones gravitacionales.

(ii) Estabilidades e inestabilidades de los agujeros negros extremos
La relevancia de los agujeros negros extremos viene del hecho de que son la

frontera entre los agujeros negros y las singularidades desnudas, por lo que se
espera que su estudio de un mayor entendimiento sobre la conjetura de censura
cósmica. En los trabajos [2] y [3] Aretakis ha descubierto un tipo de inestabi-
lidad para agujeros negros extremos. Estas inestabilidades están relacionadas
con derivadas transversales de la perturbación sobre el horizonte de eventos:
existe una ley de conservación que asegura que la primera derivada transver-
sal de la perturbación sobre el horizonte no siempre decae, esto implica que la
segunda derivada transversal comúnmente crece con el tiempo en el horizon-
te. Estas inestabilidades fueron descubiertas primero para la ecuación de onda
en el agujero negro de Reissner-Nordström extremo, también existe un resul-
tado similar para el agujero negro de Kerr extremo [5] [4]. Estos trabajos se
ampliaron en diferentes direcciones: para agujeros negros extremos comunes y
perturbaciones gravitacionales lineales [36], para cierto tipo de agujeros negros
extremos en dimensiones más altas [38], para campos escalares masivos y para
perturbaciones gravitacionales lineales y electromagnéticas acopladas [35], para
un campo escalar con auto interacción no lineal en la métrica de Kerr extremo
[6]. En [8] Bizon y Friedrich estudian una interesante relación entre estas ines-
tabilidades y la constante de Newman-Penrose. Esta relación fue observada, de
forma independiente, por Lucietti, Murata, Reall y Tanahashi [35]. Por último,
mencionamos el estudio numérico para la evolución no lineal de este tipo de
inestabilidad para perturbaciones con simetŕıa esférica en el agujero negro de
Reissner-Nordström extremo realizado por Murata, H. S. Reall, y N. Tanahashi
en [39].

Una cuestión importante respecto a la dinámica de los agujeros negros extre-
mos es saber si un agujero negro no extremo puede evolucionar hacia uno extre-
mo. Reiris [41] probó que existe una perturbación arbitrariamente pequeña para
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un agujero negro extremo inicial que no decae a ningún agujero negro extremo.
Por otro lado, en [39] se construye de modo sutil un dato inicial que decae en un
agujero negro de Reissner-Nordström extremo. Estos trabajos no están en con-
tradicción siendo que utilizan distintos tipos de datos iniciales. Es interesante el
hecho de que la construcción en [41] se basa en desigualdades geométricas entre
área y carga en superficies atrapadas (véase [19], y las referencias en el mismo),
por el contrario en el espacio usado en [39] no hay superficies atrapadas.

La discusión anterior hace referencia a inestabilidades de agujeros negros
extremos. Sin embargo, también hay resultados de estabilidad para este tipo de
agujeros negros. El más importante de ellos es que la solución de la ecuación de
onda está acotada punto a punto en la región exterior de un agujero negro [2]
(ver además [22]).

(iii) Estabilidad no lineal
El problema de la estabilidad no lineal de agujeros negros sigue estando en

gran parte sin solución (ver la discusión en [14] y las referencias que alĺı se citan).
Se espera que los estudios de perturbaciones lineales discutidos anteriormente
provean alguna idea para abordar el problema no lineal. Esto seŕıa posible solo si
los argumentos de estabilidad lineal pueden ser extendidos al régimen no lineal.
Uno de los métodos más importantes de estas técnicas es la estimación mediante
enerǵıas conservadas. Este es el método que utilizaremos en este trabajo.

El resultado principal que hemos obtenido es el siguiente

Para perturbaciones gravitacionales lineales con simetŕıa axial de la
métrica de Kerr extremo, existe una enerǵıa que es positiva definida
y conservada. Además, esta enerǵıa provee estimaciones integrales
para la perturbación.

La primer parte de este resultado está descripto de modo preciso en el Teo-
rema 4.1.1 y la segunda en el Teorema 4.2.1. A continuación discutiremos su
relación con los puntos (i), (ii) y (iii) anteriores.

(i) La enerǵıa conservada para perturbaciones lineales tiene una estructura
similar a la de la enerǵıa correspondiente a la ecuación de onda: ésta es una
integral sobre una superficie espacial de términos que involucran los cuadrados
de las primeras derivadas de la perturbación. Esta enerǵıa esta relacionada con
la expansión a segundo orden de la masa ADM. Sin embargo, es importante
mencionar que la positividad de la esta enerǵıa no puede ser deducida fácilmente
de la positividad de la masa de ADM. De hecho, como veremos, este resultado
es consecuencia de identidades no triviales. Además es notable el hecho de que
esta enerǵıa es positiva incluso dentro de la ergo-esfera.

La expresión de la enerǵıa y su conservación no requiere ninguna expansión
en modos de la perturbación. Esta enerǵıa conservada da un criterio básico
de estabilidad no modal para las perturbaciones lineales con simetŕıa axial en
Kerr extremo. Como las ecuaciones son lineales y sus coeficientes no dependen
del tiempo, se puede construir un número infinito de enerǵıas conservadas de
orden más alto. Por similitud, es posible que estas enerǵıas den una estimación
puntual parecida a la dada en [22]. En ese trabajo se prueba que la solución
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de la ecuación de onda sobre Reissner-Nörstrom extremo está acotada punto a
punto utilizando estimaciones con enerǵıas de distintos órdenes. Por el momento
no pudimos extender ese resultado al caso de Kerr extremo. Por otro lado,
en el caso de Minkowski probamos una cota puntual para las perturbaciones
lineales de un modo que destaca por su simpleza. Comparando con Minkowski,
las dificultades que se presentan en el caso de Kerr son las siguientes: en primer
lugar, las ecuaciones para la norma del vector de Killing axial y de su potencial
de twist son acopladas (veremos las definiciones de estas funciones en el siguiente
caṕıtulo, también veremos que estas funciones representan los dos grados de
libertad que poseen las perturbaciones con simetŕıa axial), este acoplamiento
hace imposible separarlas como en el caso de Minkowski. En segundo lugar, los
coeficientes de las ecuaciones son singulares en el horizonte y por lo tanto no se
pueden usar desigualdades de Sobolev normales.

Esta enerǵıa conservada está estrechamente relacionada con la enerǵıa es-
tudiada por Hollands y Wald en [31] (ver también [34]). Esperamos que las
técnicas usadas en nuestro trabajo para probar la positividad de la enerǵıa sea
útil en el contexto de la referencia anterior. Además, las condiciones de borde en
el horizonte propuestas en [31] parecen ser útiles para generalizar los resultados
al caso no extremo.

(ii) La existencia de esta enerǵıa conservada y el criterio de estabilidad
que provee no están en contradicción con las inestabilidades de Aretakis. La
situación es similar a la discutida en [22] para el caso de la ecuación de onda. La
enerǵıa está definida solo en la región exterior del agujero negro, por lo tanto
no controla ninguna derivada transversal al horizonte.

(iii) Como hemos dicho, la enerǵıa conservada esta relacionada con la masa
ADM la cual es conservada incluso en el régimen no lineal (puede verse la
discusión al respecto en [24]). Esto quiere decir, que las estimaciones de enerǵıa
usadas en este trabajo pueden ser útiles para el caso no lineal.

Con respecto a la segunda parte del resultado principal, podemos decir que
las estimaciones integrales obtenidas incluyen términos que contienen los cua-
drados de la perturbación y de sus dos primeras derivadas espaciales. Por lo tan-
to, estas estimaciones contienen, en principio, todos los ingredientes necesarios
para utilizar las desigualdades de Sobolev y dar cotas puntuales. Sin embargo,
las integrales mencionadas, contienen también coeficientes que dependen de la
métrica de fondo. En particular, uno de estos coeficientes es nulo en el horizonte,
lo que indica que las estimaciones degeneran en el horizonte y por lo tanto no es
posible encontrar una cota puntual mediante desigualdades de Sobolev norma-
les. Aun aśı es esperable encontrar algún tipo de desigual de Sobolev con peso
que permita realizar una estimación puntual de la perturbación. Aśı mismo, la
degeneración se da solo en el horizonte, por lo que las estimaciones brindan una
cota puntual para las perturbaciones lineales en toda la región exterior del agu-
jero negro de Kerr extremo. Este último resultado se expresa de forma precisa
en el Corolario 4.2.2.



Caṕıtulo 2

Descomposición de las
ecuaciones de Einstein

Para describir las ecuaciones de las perturbaciones usaremos una descompo-
sición particular para espacios con simetŕıa axial llamada formalismo (2+1)+1.
Esta descomposición fue desarrollada por Geroch [29] y hace uso de la exis-
tencia de un vector de Killing axial. También haremos uso del gauge maximal
isotérmico.

En este caṕıtulo revisaremos el formalismo (2+1)+1 y el gauge maximal
isotérmico, dando como resultado las ecuaciones de evolución, v́ınculo y gauge
para espacios con simetŕıa axial. Seguimos el desarrollo dado en [24] (para más
información de este formalismo ver [17, 10, 42]).

2.1. Formalismo (2+1)+1

Sea (M, gµν) una solución de las ecuaciones de Einstein en vaćıo de signatura
(-+++) con simetŕıa axial. Llamemos ηµ al vector de Killing axial. Se definen
la norma y el twist de ηµ como

η = ηµηνgµν , (2.1)

ωµ = εµνλγη
ν∇ληγ . (2.2)

Debido a que gµν es solución de vaćıo tenemos que

Rµν = 0, (2.3)

y de esta ecuación se puede demostrar, en particular, que el twist es el gradiente
de una función escalar

ωµ = ∇µω. (2.4)
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10CAPÍTULO 2. DESCOMPOSICIÓN DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN

Descomponemos la métrica gµν del siguiente modo

ηgµν = hµν + ηµην , (2.5)

donde hµν es la métrica inducida sobre la 3-variedad N que representa la colec-
ción de todas las posibles trayectorias de ηµ.

Las ecuaciones de Einstein para esta descomposición son

�η =
1

η
(∇a∇aη −∇aω∇aω), (2.6)

�ω =
2

η
∇aω∇aη, (2.7)

(3)Rab =
1

2η2
(∇aη∇bη −∇aω∇bω), (2.8)

donde (3)Rab es el tensor de Ricci de hab, y las letras en lat́ın a, b denotan los
ı́ndices 3-dimensionales para la métrica hab, además∇a es la derivada covariante
asociada a la métrica hab y � = ∇a∇a.

Ahora realizamos la foliación estándar con superficies a t = cte.

hab = −nanb + qab, (2.9)

donde qab es la métrica inducida y na es el vector normal a las superficies a
t = cte.

De (2.8) se obtienen las siguientes ecuaciones de v́ınculo

(2)R− χABχAB + χ2 = µ, (2.10)

DAχAB −DBχ = JB , (2.11)

donde (2)R es el escalar de Ricci para qAB , χAB es la segunda forma fundamen-
tal y χ = qABχAB su traza, DA es la derivada covariante de qAB , las letras
mayúsculas A,B representan los ı́ndices 2-dimensionales para la métrica qAB .
La densidad µ y la corriente Jb están definidas por

µ = 2(3)Rabn
anb +(3) R, (2.12)

Jb = −qcbna(3)Rca, (2.13)

siendo (3)R =(3) Rabh
ab la traza de (3)Rab. Usando la ecuación (2.8) se reescriben

estas cantidades como

µ =
1

2η2
(η′2 + ω′2 + |Dη|2 + |Dω|2), (2.14)

JA = − 1

2η2
(η′DAη + ω′DAω), (2.15)
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donde definimos la siguiente notación |Dη|2 = DAηDAη y la prima es la derivada
en la dirección de na

η′ = na∇aη =
1

α
(∂tη − βADAη), (2.16)

siendo α es el lapso y β es el vector de corrimiento dados por

ta = αna + βa. (2.17)

Las ecuaciones de evolución para la métrica y la segunda forma fundamental
vienen dadas por

∂tqAB = −2αχAB + £βqAB , (2.18)

∂tχAB = £βχAB −DADBα+ ατAB , (2.19)

donde

τAB = χχAB +(2) RAB −(3) RAB − 2χACχ
C
B , (2.20)

(3)RAB =
1

2η2
(∂Aη∂Bη + ∂Aω∂Bω) (2.21)

y £ es la derivada de Lie. Las ecuaciones (2.10)-(2.11) y (2.18)-(2.19) son la
descomposición de la ecuación (2.8). Las ecuaciones para η y ω se obtienen de
la descomposición de (2.6) y (2.7)

− Σ′′ + ∆qΣ +DAΣ
DAα

α
+ Σ′χ =

1

η2

(
ω′2 − |Dω|2

)
(2.22)

− ω′′ + ∆qω +DAΣ
DAα

α
+ ω′χ =

2

η2

(
DAωD

Aη − ω′η′
)

(2.23)

donde Σ = log η y ∆q es el Laplaciano para la métrica qAB .

2.2. Gauge maximal isotérmico

Ahora pasaremos al gauge maximal isotérmico el cual fija el lapso α y el
vector corrimiento βA. Este gauge consiste de dos condiciones: primero, la con-
dición de maximalidad que fija al lapso α mediante el requerimiento de que la
traza de la curvatura extŕınseca sea nula

χ = 0, (2.24)

la segunda condición fija el vector de corrimiento β mediante la imposición de
que la métrica qAB tenga la siguiente forma

qAB = e2uδAB , (2.25)

donde u es una función suave que definiremos luego, y δAB es la métrica plana
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δ = dρ2 + dz2, (2.26)

cabe aclarar que toda métrica de dos dimensiones es conforme a la métrica
plana.

La parte relevante de la geometŕıa que resulta de la descomposición y gauge
descriptos antes, son los semiplanos R2

+ (definido por −∞ < z <∞, 0 ≤ ρ <∞)
para el caso de Minkowski o R2

+ \ {0} si el espacio presenta un agujero negro.
En este último caso el origen representa la ubicación del horizonte. Para ambos
casos ρ = 0 representa el eje de simetŕıa.

Los grados de libertad dinámicos del campo gravitacional están comprendi-
dos en las funciones η y ω. Debido al comportamiento en el eje, en vez de η, α
y u es mejor trabajar con las funciones auxiliares σ, ᾱ y q definidas por

η = ρ2eσ, α = ρᾱ, u = logρ+ σ + q. (2.27)

Para escribir las ecuaciones vamos a utilizar frecuentemente los siguientes ope-
radores. El Lapaciano 2-dimensional δ definido por

∆q = ∂2
ρq + ∂2

zq, (2.28)

y el operador (3)∆ definido por

(3)∆σ = ∆σ +
∂ρσ

ρ
. (2.29)

Este último operador es el Laplaciano plano en tres dimensiones escrito en coor-
denadas ciĺındricas aplicado a funciones con simetŕıa axial.

Las ecuaciones de Einstien para espacios con simetŕıa axial en el gauge ma-
ximal isotérmico son:

Ecuaciones de evolución
Las ecuaciones de evolución para σ y ω

− e2uσ′′+(3) ∆σ+ ∂Aσ
∂Aᾱ

ᾱ
− 2e2u(log ρ)′′+ 2

∂ρᾱ

ᾱρ
=

(
e2uω′2 − |∂ω|2

)
η2

, (2.30)

− e2uω′′ +(3) ∆ω + ∂Aω
∂Aᾱ

ᾱ
=

2
(
∂Aω∂

Aη − e2uω′η′
)

η
. (2.31)

Las ecuaciones de evolución de la métrica qAB y de la segunda forma χAB vienen
dadas por

2u̇ = ∂Aβ
A + 2βA∂Au, (2.32)

χ̇AB = £βχAB − FAB − αGAB − 2αχACχ
C
B , (2.33)

donde el punto indica derivada respecto del tiempo y hemos definido
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FAB = ∂A∂Bα−
1

2
δAB∆α− 2∂(Aα∂B)u+ ∂Cα∂

CuδAB , (2.34)

GAB = (3)RAB −
1

2
δAB

(3)RCDδ
CD, (2.35)

(3)RAB =
1

2η2
(∂Aη∂Bη + ∂Aω∂Bω). (2.36)

Ecuaciones de v́ınculo
Las ecuaciones para los v́ınculos del momento y del Hamiltoneano son

∂BχAB = − e
2u

2η2
(η′∂Aη + ω′∂Aω) , (2.37)

(3)∆σ + ∆q = − ε

4ρ
, (2.38)

en donde definimos la densidad de enerǵıa ε

ε =

(
e2u

η2

(
η′2 + ω′2

)
+ |∂σ|2 +

|∂ω|2
η2

+ 2e−2uχABχAB

)
ρ. (2.39)

Notar que ε es positivo definido.
Ecuaciones de gauge
Las ecuaciones para el lapso y el corrimiento son

∆α = α

(
e−2uχABχAB + e2u 1

2η2
(η′2 + ω′2)

)
, (2.40)

(Lβ)AB = 2αe−2uχAB . (2.41)

donde el operador L esta dado por

LβAB = ∂AβB + ∂BβA − δAB∂CβC (2.42)

La propiedad mas importante de este gauge es que la masa ADM viene dada
por la siguiente integral en el plano R2

+ de la densidad de enerǵıa positiva ε

m =
1

16

∫
R2

+

ε dρdz, (2.43)

además, como se demuestra en [17] es conservada a lo largo de la evolución.
Aclaramos que el dominio de integración es R2

+ incluso para el caso de un
agujero negro.

Para seguimiento de las cuentas, mencionamos que los ı́ndices son movidos
con la métrica plana δAB .

Condiciones de borde
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Para el infinito espacial asumimos las condiciones de decaimiento usuales
para espacio-tiempos asintóticamente planos para r →∞

σ, βA, χAB , σ̇, β̇
A, χ̇AB = o1(r−1/2), ᾱ− 1 = o1(1), (2.44)

donde definimos que f = oj(r
k) si f satisface ∂αf = o(rk−|α|), para |α| ≤ j, sien-

do α un multi-́ındice, donde r es el radio esférico r =
√
ρ2 + z2. En los siguientes

caṕıtulos también haremos uso de una notación similar para f = Oj(r
k). La di-

ferencia entre las dos definiciones es la siguiente. Para f = oj(r
k) tenemos que

ĺım
r→0,∞

f

rk
= 0, mientras que para f = Oj(r

k) tenemos que ĺım
r→0,∞

f

rk
= C, con

C 6= 0.
En el eje se satisfacen las siguientes condiciones de paridad [24]

η, ω, ᾱ, u, q, σ, χρρ, β
z son funciones pares de ρ, (2.45)

α, χρz, β
ρ son funciones impares de ρ. (2.46)

Por lo tanto las funciones impares se anulan en el eje, mientras que para las
funciones pares es su derivada según ρ la que anula en el eje.

En el caso del agujero negro de Kerr extremo tenemos una condición extra
en el origen. Para este caso asumimos las siguientes condiciones para r → 0

σ, βA, χAB , σ̇, β̇
A, χ̇AB = o1(r−1/2), ᾱ− 1 = o1(1). (2.47)

Estas condiciones abarcan toda la información sobre el comportamiento asintóti-
co ciĺındrico t́ıpico de un agujero negro extremo en el horizonte (para una dis-
cusión respecto de este tema, puede verse [18] y [23]).

El comportamiento del twist es más sutil ya que contiene información sobre
el momento angular. Este comportamiento es explicado en el Caṕıtulo 4.

2.3. Ecuaciones lineales

En esta sección linealizamos las ecuaciones obtenidas en la sección anterior.
Para generalizar llamamos ψ a cualquiera de las funciones anteriores (σ, ω, α,

β, etc.). Considere una familia mono-paramétrica de soluciones ψ(λ). Lineali-
zamos las ecuaciones tomando derivada respecto de λ y evaluando en λ = 0.
Usamos la siguiente notación para el fondo y el primer orden de la linealización

ψ0 = ψ(λ)|λ=0 , ψ1 =
dψ(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

. (2.48)

Asumimos que la solución de fondo es estacionaria, es decir

ψ̇0 = 0. (2.49)

También asumimos las siguientes condiciones para el corrimiento y la segunda
forma fundamental de la métrica de fondo
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βA0 = 0, χ0AB = 0. (2.50)

La condición (2.50) se cumple para la solución de Kerr para cualquier elección
de los valores de la masa y el momento angular, ver Apéndice A. Esta condición
simplifica considerablemente las ecuaciones. En particular, de (2.49) y (2.50) se
deduce que

ψ′0 = 0. (2.51)

Como primera consecuencia importante de estas suposiciones (2.50) tenemos
que el primer orden de la ecuación para el lapso es trivial. Es decir, el lado
derecho de la ecuación (2.40) es de segundo orden en λ, de lo que tenemos

∆α0 = 0, ∆α1 = 0. (2.52)

Como la condición de contorno para el lapso α es independiente de λ, se
deduce que la perturbación a primer orden α1 satisface condiciones de borde
homogéneas tanto en el eje como en el infinito, y por lo tanto de la ecuación
(2.52) obtenemos

α1 = 0. (2.53)

Por otro lado, el orden cero del lapso α0 satisface condiciones de borde no
triviales. El valor de α0 depende de la métrica de fondo elegida. Notablemente,
para Minkowski y Kerr extremo se cumple que α0 = ρ.

De (2.53), (2.50) y (2.49) obtenemos las siguientes formulas

ψ′1 =
1

α0

(
ψ̇1 − βA1 ∂Aψ0

)
, (2.54)

ψ′′1 =
1

α2
0

(
ψ̈1 − β̇A1 ∂Aψ0

)
. (2.55)

Además, como consecuancia de la definición (2.27) tenemos las siguientes
relaciones

η0 = ρ2eσ0 , η1 = η0σ1. (2.56)

Con todas estas suposiciones y definiciones, obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones linealizadas.

Ecuaciones de evolución
De (2.30) y (2.31) tenemos las ecuaciones de evolución para σ1 y ω1

− e2u0

α2
0

ṗ+(3) ∆σ1 +
∂Aσ1∂

Aᾱ0

ᾱ0
=

2

η2
0

(
σ1|∂ω0|2 − ∂Aω1∂

Aω0

)
, (2.57)

− e2u0

α2
0

ḋ+(3) ∆ω1 +
∂Aω1∂

Aᾱ0

ᾱ0
= 4

∂ρω1

ρ
+ 2∂Aω1∂

Aσ0 + 2∂Aω0∂
Aσ1, (2.58)
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donde definimos

p = σ̇1 − βA1 ∂Aσ0 + 2
βρ

ρ
, (2.59)

d = ω̇1 − βA1 ∂Aω0. (2.60)

Para las ecuaciones de evolución (2.32) y (2.33) de la métrica y la curvatura
extŕınseca tenemos

2u̇1 = ∂Aβ
A
1 + 2βA1 ∂Au0, (2.61)

χ̇1AB = − (F1AB + α0G1AB) , (2.62)

donde

F1AB = −2∂(Aα0∂B)u1 + δAB∂Cα0∂
Cu1, (2.63)

y

G1AB =
1

2η2
0

(∂Aη1∂Bη0 + ∂Aη0∂Bη1 + ∂Aω1∂Bω0 + ∂Aω0∂Bω1)

− σ1

η2
0

(∂Aη0∂Bη0 + ∂Aω0∂Bω0)

− δAB
2

[
1

η2
0

(
∂Cη0∂

Cη1 + ∂Cω0∂
Cω1

)
− σ1

η2
0

(
|∂η0|2 + |∂ω0|2

)]
. (2.64)

Ecuaciones de v́ınculo
La ecuaciones de v́ınculo (2.37) y (2.38) del momento y del Hamiltoneano

son

∂Bχ1AB = −e
2u0

2α0

(
p

(
∂Aσ0 + 2

∂Aρ

ρ

)
+
∂Aω0

η2
0

d

)
, (2.65)

(3)∆σ1 + ∆q1 = − ε1

4ρ
, (2.66)

donde ε1 es el orden lineal de la densidad de masa

ε1 =

(
2∂Aσ0∂

Aσ1 +
2∂Aω0∂

Aω1

η2
0

− 2σ1|∂ω0|2
η2

0

)
ρ. (2.67)

Ecuaciones de gauge
Ya vimos que el primer orden del lapso es cero. Para el vector corrimiento

tenemos

(Lβ1)
AB

= 2e−2u0α0χ
AB
1 . (2.68)
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Este es el sistema de ecuaciones a primer orden para perturbaciones gravitacio-
nales con simetŕıa axial en el gauge maximal isotérmico.

La enerǵıa conservada para este sistema de ecuaciones es la integral de la
segunda variación de la densidad, y se obtiene del siguiente modo. Asumimos
que ψ(λ) tienen la forma

ψ(λ) = ψ0 + λψ1 (2.69)

Es decir, asumimos que la segunda derivada respecto de λ de ψ(λ) evaluada en
λ = 0 es cero. Para este tipo de perturbaciones lineales definimos la segunda
variación de ε como

ε2 =
d2ε(λ)

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

. (2.70)

Entonces de (2.39) obtenemos

ε2 =

(
2e2u0

α2
0

(
p2 +

d2

η2
0

)
− 8

σ1∂Aω0∂
Aω1

η2
0

+

+2|∂σ1|2 + 4e−2u0χAB1 χ1AB + 2
|∂ω1|2
η2

0

+ 4
|∂ω0|2
η2

0

σ2
1

)
ρ, (2.71)

notar que a diferencia de ε, ε2 no es definida positiva.
Para tener mayor referencia, escribimos la densidad de masa a orden cero

ε0 =

(
|∂σ0|2 +

|∂ω0|2
η2

0

)
ρ, (2.72)

y las masas asociadas a los diferentes órdenes de la densidad de masa

m0 =
1

16

∫
R2

+

ε0 dρdz, (2.73)

m1 =
1

16

∫
R2

+

ε1 dρdz, (2.74)

m2 =
1

16

∫
R2

+

ε2 dρdz. (2.75)

Más adelante probaremos que m1 es cero y que m2 es conservada y positiva.
Como estamos interesados en el estudio de la estabilidad lineal, es importante
para nuestro presente propósito (y también para trabajos futuros en el mismo
tema), probar estas afirmaciones utilizando solo las ecuaciones lineales, sin hacer
referencia al sistema original no lineal. En los siguientes caṕıtulos probaremos de
ese modo dichas afirmaciones. Sin embargo, desde un punto de vista conceptual
y para posibles aplicaciones al problema de estabilidad no lineal, es importante
deducir las propiedades mencionadas de m1 y m2 usando las ecuaciones origi-
nales. Discutimos esto a continuación.
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Considere una familia mono-paramétrica de soluciones exactas ψ(λ) (es de-
cir, que no asumimos la forma particular (2.69)). Para esta familia calculamos la
masas exacta m(λ) dadas por la ecuación (2.43). Esta cantidad es conservada,
o sea

dm(λ)

dt
= 0, (2.76)

esta ecuación vale para todo λ. Tomando derivadas respecto de λ de la ecuación
(2.76) y evaluando en λ = 0 obtenemos

d

dt
m|λ=0 = 0, (2.77)

d

dt

dm

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 0, (2.78)

d

dt

d2m

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

= 0. (2.79)

Por supuesto, podemos tomar mas derivadas, pero esto no da ninguna cantidad
conservada útil para las ecuaciones lineales.

Las ecuaciones (2.77) y (2.78) son precisamente

dm0

dt
= 0, (2.80)

dm1

dt
= 0, (2.81)

donde m0 y m1 vienen dadas por (2.73) y (2.74) respectivamente.
La ecuación (2.80) nos dice que la masa de la métrica de fondo es conservada.

Esto también es válido incluso cuando la métrica de fondo no es estacionaria.
En nuestro caso, como la métrica de fondo es estacionaria, no solo m0 es conser-
vada sino también el integrando ε0 dado por (2.72), por lo que la conservación
implicada por la ecuación (2.80) es trivial.

Como m1 solo depende de la solución de fondo ψ0 y del primer orden de
la perturbación ψ1 definidas en la ecuación (2.48), entonces la ecuación (2.81)
afirma que m1 es una cantidad conservada para las ecuaciones lineales. O sea
que, de la ley de conservación global (2.76) hemos deducido la conservación de
m1 para las ecuaciones lineales.

En general m1 es distinto de cero. Sin embargo, usando la formulación Hamil-
toniana de la Relatividad General, es posible demostrar que la primera variación
de la masa ADM es nula para soluciones estacionarias (ver [7] y las referencias
citadas en el mismo). En el caṕıtulo 4 haremos el calculo expĺıcito de esto adap-
tado a nuestra configuración.

Para la ecuación (2.79) la situación es diferente. Esta ecuación nos indica
que la cantidad
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m̂2 =
d2m

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

(2.82)

es conservada,

dm̂2

dt
= 0. (2.83)

De todas formas, m̂2 depende de la solución de fondo ψ0, la perturbación lineal
ψ1 pero también de la perturbación a segundo orden

ψ2 =
d2ψ(λ)

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

, (2.84)

por lo tanto m̂2 no puede ser calculada solo en términos de ψ0 y de ψ1, entonces
no puede ser utilizada para las ecuaciones lineales.

A diferencia, la m2 definida en (2.75) se calcula usando solo el primer orden
de la perturbación (donde asumimos (2.69) para calcularla). En principio, m2 y
m̂2 son distintas. Entonces la ley de conservación

dm2

dt
= 0, (2.85)

no se puede deducir directamente de (2.83). Pero, como probaremos, si el fondo
es estacionario (por lo que la primera variación m1 se anula) tenemos que m2 =
m̂2.

Calculamos m̂2 expĺıcitamente. Definimos

ε̂2 =
d2ε(λ)

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

. (2.86)

Notar que (2.86) es distinto de (2.70) ya que no estamos asumiendo (2.69). La
diferencia entre ε̂2 y ε2 es

ε̂2 − ε2 =

(
2∂Aσ0∂

Aσ2 +
2∂Aω0∂

Aω2

η2
0

− 2σ2|∂ω0|2
η2

0

)
ρ. (2.87)

Para este calculo hemos asumido que el fondo es estacionario en este gauge.
Notar que el lado derecho de (2.87) es igual a la primera variación ε1 (2.67)
reemplazando σ1 y ω1 por σ2 y ω2. Por lo tanto, como m1 es nula para soluciones
estacionarias, tenemos que m̂2 = m2 (es decir, la integral de (2.87) es cero). De
hecho, este resultado es sabido del calculo de variaciones con variaciones no
lineales (véase por ejemplo [30] p. 267).

Por último, vamos a discutir el signo de la segunda variación m2. En Min-
kowski, el teorema de la positividad de la masa implica que la segunda variación
de la masa debe ser positiva ya que el espacio plano es un mı́nimo global de
la masa. Mientras que para el caso de Kerr extremo no existe una conexión
obvia entre la positividad de la masa y de su segunda variación. Aun aśı, ha
sido probado que la masa tiene un mı́nimo en Kerr extremo para variaciones
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con momento angular constante [16][18]. Para probar la positividad de la se-
gunda variación m2 en Kerr extremo haremos uso de técnicas similares a las de
las dichas referencias. Como dijimos anteriormente, para nuestro propósito, es
importante probar esto en términos de las ecuaciones lineales.



Caṕıtulo 3

Perturbaciones axiales en
Minkowski

Naturalmente, la primer aplicación de las ecuaciones lineales obtenidas en el
caṕıtulo anterior es el estudio de la estabilidad lineal de Minkowski ante pertur-
baciones con simetŕıa axial. El problema de la estabilidad lineal de Minkowski,
sin asumir ninguna simetŕıa para las perturbaciones, fue resuelto en [11] y la
estabilidad no lineal de Minkowski fue probada en [12]. En este caṕıtulo va-
mos a dar una prueba alternativa de la estabilidad lineal de Minkowski para
perturbaciones con simetŕıa axial. Este resultado está dado en el Teorema 3.0.1.

En comparación con los resultados de [11], el Teorema 3.0.1 tiene la desven-
taja de que únicamente vale para perturbaciones con simetŕıa axial. Además
en este teorema sólo se prueban cotas punto a punto para la perturbación y
no decaimiento para las mismas como en [11]. De todos modos, la ventaja de
nuestro resultado es que sólo hace uso de estimaciones de enerǵıa, por lo que
puede ser generalizado para el caso de un agujero negro como se muestra en el
caṕıtulo 4.

Este sistema de ecuaciones lineales ha sido estudiado numéricamente en [24]
y anaĺıticamente en [25]. La principal dificultad es que el sistema es formal-
mente singular en el eje de simetŕıa donde ρ = 0. El Teorema 3.0.1 es una
generalización de estos trabajos, en el sentido de que incluye el twist y, aun más
importante, da una cota punto a punto de la perturbación en términos de las
enerǵıas conservadas.

Para Minkowski tenemos las siguientes cantidades de fondo

ω0 = q0 = σ0 = 0, u0 = ln ρ, η0 = ρ2, α0 = ρ. (3.1)

Las ecuaciones lineales para Minkowski son
Ecuaciones de evolución
Las ecuaciones de evolución de σ1 y ω1 son

− ṗ+ (3)∆σ1 = 0, (3.2)

21
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− ω̈1 + (3)∆ω1 = 4
∂ρω1

ρ
, (3.3)

donde

p = σ̇1 −
2βρ1
ρ
. (3.4)

Las ecuaciones de evolución para la métrica y la curvatura extŕınseca son

2u̇1 = ∂Aβ
A
1 + 2

βρ1
ρ
, (3.5)

χ̇1AB = 2∂(Aq1∂B)ρ− δAB∂ρq1. (3.6)

Ecuaciones de v́ınculos
Las ecuaciones de v́ınculo del momento y del Hamiltoniano están dadas por

∂Aχ1AB = −p∂Aρ, (3.7)

∆q1 +(3) ∆σ1 = 0. (3.8)

Ecuaciones de gauge
Como hemos visto en el caṕıtulo anterior el primer orden del lapso es cero.

El corrimiento a primer orden está dado por la ecuación

(Lβ1)AB =
2

ρ
χAB1 . (3.9)

Para las densidades y las masas encontramos que

ε0 = ε1 = 0, m0 = m1 = 0, (3.10)

mientras que para el segundo orden de la densidad de masa tenemos

ε2 =

(
2p2 + 2

ω̇2
1

ρ4
+ 2|∂σ1|2 + 2

|∂ω1|2
ρ4

+ 4
χAB1 χ1AB

ρ2

)
ρ. (3.11)

Notar que para el caso de Minkowski, ε2 es positiva definida.
Antes de presentar el resultado principal discutiremos dos propiedades im-

portantes de este conjunto de ecuaciones. La primer propiedad (que solo es
válida en Minkowski) es que la ecuación para el twist (3.3) está totalmente des-
acoplada del resto de las ecuaciones 1. Por lo tanto, es útil separar la densidad
ε2 en dos partes

ε2 = εσ + εω, (3.12)

siendo

1Agradecemos a O. Rinne por mostrarnos esta propiedad antes de comenzar nuestro tra-
bajo.
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εσ =

(
2p2 + 2|∂σ1|2 + 4

χAB1 χ1AB

ρ2

)
ρ, (3.13)

εω = 2
ω̇2

1

ρ3
+ 2
|∂ω1|2
ρ3

, (3.14)

tenemos las correspondientes masas

m2 = mσ +mω, (3.15)

donde

mσ =

∫
R2

+

εσ dρdz, mω =

∫
R2

+

εω dρdz. (3.16)

Notar que todas las densidades son positivas.
La ecuación (3.3) es equivalente a la ecuación de ondas

− ¨̄ω1 +(7) ∆ω̄1 = 0, (3.17)

donde (7)∆ es el Laplaciano de 7-dimensiones actuando sobre funciones de si-
metŕıa axial 2

(7)∆ω̄1 = ∆ω̄1 + 5
∂ρω̄1

ρ
, (3.18)

donde definimos

ω̄1 =
ω1

ρ4
. (3.19)

Entonces la dinámica del twist está determinada por una ecuación de onda,
por lo que es claro como obtener estimaciones de decaimiento para la solución,
discutiremos luego este punto. A diferencia, las ecuaciones de σ1 son acopladas y
tienen un comportamiento singular en el eje (puede verse la discusión al respecto
en [24] y [25]).

La ecuación (3.17) es una ecuación de ondas para ω̄, por lo tanto tiene
asociada la correspondiente densidad de enerǵıa

εω̄ = 2
(

˙̄ω2
1 + |∂ω̄1|2

)
ρ5, (3.20)

y enerǵıa

mω̄ =

∫
R3

εω̄ dρdz. (3.21)

El factor ρ5 viene del elemento de volumen en 7-dimensiones expresado en coor-
denadas ciĺındricas dx7 = ρ5dρdz.

2El método de escribir la ecuaciones 2-dimensionales que resultan en simetŕıa axial (las
cuales son singulares en el eje) como ecuaciones regulares en dimensiones más altas es muy
útil. De hecho ha sido utilizado en contextos similares en [47] y [1].
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En principio mω y mω̄ no tienen porque ser las mismas, pero, su diferencia
está dada por un término de borde

εω̄ − εω = −4∂ρ

(
ω1

ρ4

)
, (3.22)

entonces, asumiendo que ω1 satisface condiciones de borde apropiadas, al inte-
grar (3.22) tenemos

mω̄ = mω. (3.23)

La segunda propiedad que discutiremos (la cual es válida también en Kerr
extremo y en general para toda métrica estacionaria) es la siguiente. Los coefi-
cientes de la ecuaciones no dependen del tiempo, entonces si derivamos respecto
del tiempo todas las ecuaciones obtenemos un nuevo conjunto de ecuaciones
para la derivada temporal de las perturbaciones a primer orden (es decir para
todas las funciones con sub́ındice 1) que formalmente son iguales a las origina-
les. O sea, las funciones σ1, ω1, u1, β1, χ1 satisfacen las mismas ecuaciones que
las funciones σ̇1, ω̇1, u̇1, β̇1, χ̇1. Y por supuesto lo mismo es válido para cual-
quier cantidad de derivadas temporales que tomemos. En particular, si m es
una cantidad conservada, entonces de este modo obtenemos un número infinito
de cantidades conservadas que tienen la misma forma que m pero en términos
de la enésima derivada temporal de σ1, ω1, u1, β1, χ1. Por ejemplo, consideremos
la masa definida por (3.12) y (3.16). Ésta depende de las funciones p, σ1 y χ1,
para enfatizar esta dependencia usaremos la notación mσ[p, σ1, χ1]. Por lo tanto
definimos mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] por

mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] =

∫
R2

+

(
2ṗ2 + 2|∂σ̇1|2 + 4

χ̇AB1 χ̇1AB

ρ2

)
ρdρdz. (3.24)

Por lo tanto, simσ[p, σ1, χ1] es conservada durante la evolución entoncesmσ[ṗ, σ̇1, χ̇1]
también es conservada. Todo este argumento también se aplica para mω[ω1] y
mω̄[ω̄1], por ejemplo

mω̄[ ˙̄ω1] =

∫
R2

+

(
¨̄ω2

1 + |∂ ˙̄ω1|2
)
ρ5dρdz. (3.25)

Ahora presentamos el resultado obtenido para Minkowski

Teorema 3.0.1. Considere una solución suave del sistema de ecuaciones li-
neales (3.2)-(3.9) que satisface las condiciones de borde (2.44)-(2.47). Suponga
además que

˙̄ω1, ω̄1 = O1(1) (3.26)

en el eje y

˙̄ω1, ω̄1 = o1(r−5/2) (3.27)
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en el infinito, donde definimos

ω̄1 =
ω1

ρ4
. (3.28)

Entonces, se cumple lo siguiente

i) Las masas mσ, mω y mω̄ definidas en (3.16) y (3.21) son conservadas a
lo largo de la evolución y mω = mω̄. Y todas las masas provenientes de
derivadas temporales de la perturbación también son conservadas.

ii) La solución σ1, ω1 satisface las siguientes cotas (independientes del tiem-
po)

C|σ1| ≤ mσ[p, σ1, χ1] +mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1], (3.29)

C
|ω1|
ρ4
≤ mω[ω̈1] +mω[

...
ω 1], (3.30)

donde C > 0 es una constante.

El momento angular esta determinado por el valor de ω en el eje [18], la
condición de borde (3.26) implica que la perturbación no afecta al momento
angular de la métrica de fondo.

La conservación de mσ está probada en [24], aqúı daremos una prueba di-
ferente que es la forma apropiado para el caso de Kerr extremo tratado en el
siguiente caṕıtulo.

Como vimos la ecuación para ω1 está desacoplada y puede llevarse a una
ecuación de onda en 7 dimensiones, por lo tanto la dinámica de ω1 es bien
conocida. En particular se tiene la siguiente estimación punto a punto para la
solución de la ecuación de ondas en 7 dimensiones |ω̄1| ≤ t−3C, siendo C una
constante que depende solo del dato inicial (ver [44]). Nosotros damos la cota
(3.30) que es más débil pero puede probarse usando solo las enerǵıas conservadas,
además en el caso de Kerr extremo no es posible reducir la ecuación de ω1 a
una ecuación de ondas, por lo tanto es de esperar que el uso de las corrientes
conservadas sea el método apropiado para dar una cota a ω1 en Kerr extremo.

El resultado mas relevante del Teorema 3.0.1 es la estimación (3.29). En el
trabajo [25] fue probada la existencia de solución para el sistema de ecuaciones,
en el mencionado trabajo se utilizó una representación expĺıcita de la solución
en términos de transformadas integrales. En contraste, la estimación (3.29) es
probada en términos de las masas conservadas de un modo notablemente simple.
Además se espera que esta estimación sea útil para el análisis no lineal.

Demostración. (i) Como las ecuaciones son desacopladas vamos a tratar la con-
servación de mσ y mω por separado. Comenzamos con mσ. Tomamos la derivada
respecto del tiempo de εσ
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ε̇σ = 4ρpṗ+ 4ρ∂Aσ1∂
Aσ̇1 + 8

χAB1 χ̇1AB

ρ
. (3.31)

La estrategia es usar las ecuaciones lineales para probar que el lado derecho
de (3.31) se puede escribir como la divergencia de un vector y entonces su
integral es cero debido a condiciones de borde apropiadas las cuales asumimos.
Trataremos por separado cada término de (3.31).

Para el primer término usamos la definición de p dada por (3.4), obtenemos

4ρpṗ = 4ρσ̇1ṗ− 8βρ1 ṗ (3.32)

El segundo término puede reescribirse como

4ρ∂Aσ1∂
Aσ̇1 = 4∂A (ρσ̇1∂Aσ1)− 4σ̇1∂

A (ρ∂Aσ1) , (3.33)

= 4∂A (ρσ̇1∂Aσ1)− 4ρσ̇1
(3)∆σ1, (3.34)

= 4∂A (ρσ̇1∂Aσ1)− 4ρσ̇1ṗ, (3.35)

para obtener (3.34) usamos la definición de (3)∆ dada por (2.29), luego hicimos
uso de (3.2) para llegar a (3.35).

Para el tercer término tenemos

8
χAB1 χ̇1AB

ρ
= 4(Lβ1)ABχ̇1AB , (3.36)

= 8∂AβB1 χ̇1AB , (3.37)

= 8∂A
(
βB1 χ̇1AB

)
− 8βB1 ∂

Aχ̇1AB , (3.38)

= 8∂A
(
βB1 χ̇1AB

)
+ 8ṗβρ1 , (3.39)

donde usamos (3.9) para obtener (3.36), la ecuación (3.37) se deduce del hecho
de que χ1AB tiene traza cero, por último usamos la (3.7) para obtener (3.39).

Entonces sumando los tres términos tenemos

ε̇σ = ∂At
A, (3.40)

donde

tA = 4ρσ̇1∂Aσ1 + 8βB1 χ̇1AB . (3.41)

Integramos (3.40) en el el medio disco DL de radio L en R2
+, siendo CL el

semicirculo de radio L, ver figura 3.1. Luego, usando el teorema de la divergencia
obtenemos



27

L

−L

z

ρ

CL

Figura 3.1: Dominio de integración en R2
+.

∫
DL

ε̇σ dρdz =

∫
DL

∂At
A dρdz, (3.42)

=

∫
∂DL

tAnA ds, (3.43)

= −
∫ L

−L
tρ|ρ=0 dz +

∫
CL

tAnA ds. (3.44)

donde nA es el vector unitario normal saliente y ds es el elemento de linea de
CL.

El integrando del primer término de (3.44) viene dado por

tρ = 4ρσ̇1∂ρσ1 + 8βρ1 χ̇1ρρ + 8βz1 χ̇1ρz. (3.45)

El primer término claramente se anula en el eje ρ = 0, el segundo y tercer
término se anulan debido a las condiciones (2.46) las cuales implican que βρ1 y
χaρz se anulan en el eje.

Para el segundo término de (3.44) tomamos el ĺımite L → ∞ y usamos las
condiciones (2.44) con lo que obtenemos que el integrando se anula, por lo tanto
llegamos a que ṁσ = 0 (notar que en CL tenemos ds = rdθ, donde tan θ = z/ρ
y r2 = ρ2 + z2).

La conservación de mω se demuestra de forma similar. Tomamos la derivada
temporal de εω

ε̇ω = 4
ω̇1ω̈1

ρ3
+ 4

∂Aω1∂
Aω̇1

ρ3
. (3.46)

Usando (3.3) obtenemos para el primer término
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4
ω̇1ω̈1

ρ3
= 4

ω̇1

ρ3

(
∂A∂Aω1 −

3∂ρω1

ρ

)
, (3.47)

mientras que el segundo término se puede escribir como

4
∂Aω1∂

Aω̇1

ρ3
= 4∂A

(
ω̇1∂Aω1

ρ3

)
− 4

ω̇1

ρ3

(
∂A∂Aω1 −

3∂ρω1

ρ

)
. (3.48)

Entonces tenemos

ε̇ω = ∂At
A, (3.49)

donde

tA = 4
ω̇1∂Aω1

ρ3
. (3.50)

Luego, integrando en el mismo dominio que antes y usando las condiciones
(3.26) en el eje y (3.27) en el infinito se deduce que ṁω = 0. Por último, la
igualdad mω = mω̄ se deduce a partir de (3.22) y la condición (3.26).

(ii) Para probar la cota (3.29) notamos que de (3.16) y (3.24) tenemos la
siguientes estimaciones

mσ[p, σ1, χ1] ≥
∫
R2

+

|∂σ1|2ρ dρdz, (3.51)

mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] ≥ 2

∫
R2

+

ṗ2ρ dρdz = 2

∫
R2

+

(
(3)∆σ1

)2

ρ dρdz, (3.52)

donde en (3.52) usamos (3.2) para obtener la última igualdad. El lado derecho
de (3.52) se puede escribir del siguiente modo

∫
R2

+

(
(3)∆σ1

)2

ρ dρdz =

∫
R3

(∆σ1)2 dx3, (3.53)

=

∫
R3

|∂2σ1|2 dx3. (3.54)

En (3.53) cambiamos de coordenadas ciĺındricas (ρ, z) a cartesianas (x, y, z)
en R3, siendo x = ρ cosφ, y = ρ sinφ. Para funciones con simetŕıa axial, es decir
que no dependen de φ, tenemos que dx3 = ρdρdz. El Laplaciano en coordenadas
cartesianas viene dado por

(3)∆σ1 = ∂2
xσ1 + ∂2

yσ1 + ∂2
zσ1. (3.55)

En (3.54) integramos por partes, los términos de borde se anulan debido a las
condiciones de decaimiento asumidas para σ1. El śımbolo |∂2σ1| se entiende
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como la suma del cuadrado de todas las segundas derivadas en coordenadas
cartesianas, es decir

|∂2σ1|2 = (∂2
xσ1)2 + (∂2

yσ1)2 + (∂2
zσ1)2 + (∂x∂yσ1)2 + (∂x∂zσ1)2 + (∂y∂zσ1)2.

(3.56)
Entonces, de (3.51), (3.52) y (3.54) obtenemos la siguiente estimación

mσ[p, σ1, χ1] +mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] ≥
∫
R3

(
|∂2σ1|2 + |∂σ1|2

)
dx3. (3.57)

Notamos que en el lado derecho de (3.57) no hay términos con σ2
1 por lo tanto

no podemos usar directamente las desigualdades de Sobolev estándar para dar
una cota punto a punto de σ1. Sin embargo, usando la estimación dada por el
Lema B.0.1 con n = 3 y k = 2 obtenemos el resultado (3.29) del Teorema 3.0.1.

La estimación (3.30) para ω̄1 se obtiene de modo similar. De la definición de
mω̄ tenemos

mω̄ ≥
∫
R2

+

|∂ω̄1|2ρ5 dρdz =

∫
R7

|∂ω̄1|2 dx7, (3.58)

donde hemos usado que dx7 = ρ5dρdz. De (3.25) obtenemos la siguiente esti-
mación

mω̄[ ˙̄ω1] ≥
∫
R2

+

¨̄ω2
1ρ

5 dρdz, (3.59)

=

∫
R7

((7)∆ω̄1)2 dx7, (3.60)

=

∫
R7

|∂2ω̄1|2 dx7, (3.61)

donde en (3.60) usamos la ecuación de onda (3.17) y para obtener (3.61) in-
tegramos por parte y usamos el decaimiento de ω̄1 en el infinito. Del mismo
modo obtenemos que las enerǵıas con n-derivadas temporales de ω̄1 controlan
la n+ 1-derivadas espaciales de ω̄1, en particular

mω̄[¨̄ω1] ≥
∫
R7

|∂3ω̄1|2 dx7, (3.62)

mω̄[
...
ω̄ 1] ≥

∫
R7

|∂4ω̄1|2 dx7. (3.63)

De estas dos últimas estimaciones obtenidas y del Lema B.0.1 con n = 7 y k = 4
se obtiene el resultado (3.30) del Teorema 3.0.1.
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Caṕıtulo 4

Perturbaciones axiales en
Kerr extremo

4.1. Positividad y conservación de la masa

Ahora estudiaremos las perturbaciones lineales en Kerr extremo. La principal
diferencia con el caso de Minkowski es que las cantidades de fondo q0, σ0, ω0 no
son cero. Aun aśı, seguimos teniendo (como se ve en el Apéndice A)

α0 = ρ, (4.1)

ésta es la primera simplificación considerable del caso de Kerr extremo respecto
del no extremo.

La forma expĺıcita de q0, σ0, ω0 puede verse en el Apéndice A, estas funciones
dependen de dos parámetros, la masa m0 (la cual está dada por la ecuación
(2.73)) y el momento angular por unidad de masa a del agujero negro. Más
adelante haremos uso de las siguientes ecuaciones estacionarias

(3)∆σ0 =
|∂ω0|2
η2

0

, (4.2)

∂A
(
ρ∂Aω0

η2
0

)
= 0. (4.3)

Notar que (4.2) es equivalente a

(3)∆(ln η0) = −|∂ω0|2
η2

0

, (4.4)

donde hicimos uso de que

(3)∆(ln ρ) = 0. (4.5)

31
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Además las funciones de fondo satisfacen las condiciones de decaimiento
(2.44)-(2.47). En [16] se demuestra que se satisfacen las siguientes desigualdades
en R2

+ (incluido tanto el origen como el infinito)

|∂ω0|2
η2

0

≤ C

r2
, (4.6)

|∂σ0|2 ≤
C

r2
, (4.7)

e−2(σ0+q0) |∂ω0|2
η2

0

≤ C, (4.8)

e−2(σ0+q0)|∂σ0|2 ≤ C, (4.9)

donde C es una constante que depende solo de m0. Por último, en el eje tenemos

∂ρω0

η0
= O(ρ). (4.10)

Las ecuaciones lineales para Kerr extremo son las siguientes
Ecuaciones de evolución
Las ecuaciones de evolución para σ1 y ω1 son

−e
2u0

ρ2
ṗ+(3) ∆σ1 =

2

η2
0

(
σ1|∂ω0|2 − ∂Aω1∂

Aω0

)
, (4.11)

−e
2u0

ρ2
ḋ+(3) ∆ω1 = 4

∂ρω1

ρ
+ 2∂Aω1∂

Aσ0 + 2∂Aω0∂
Aσ1, (4.12)

donde definimos

p = σ̇1 − 2
βρ1
ρ
− βA1 ∂Aσ0, (4.13)

d = ω̇1 − βA1 ∂Aω0. (4.14)

A diferencia de Minkowski en este caso no ocurren simplificaciones impor-
tantes en las ecuaciones de evolución de la métrica y de la segunda forma fun-
damental con respecto a las generales (2.61) y (2.62), además no haremos uso
de estas ecuaciones, por lo tanto no las escribimos.

Ecuaciones de v́ınculos
Las ecuaciones de v́ınculo del momento y del Hamiltoneano están dadas por

∂Bχ1AB = −e
2u0

2ρ

(
p

(
2
∂Aρ

ρ
+ ∂Aσ0

)
+
∂Aω0

η2
0

d

)
, (4.15)

(3)∆σ1 + ∆q1 = − ε1

4ρ
, (4.16)
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donde ε1 esta dado por

ε1 =

(
2∂Aσ0∂

Aσ1 +
2∂Aω0∂

Aω1

η2
0

− 2σ1|∂ω0|2
η2

0

)
ρ. (4.17)

Ecuaciones de gauge
Para el vector corrimiento tenemos

(Lβ1)
AB

= 2e−2u0ρχAB1 . (4.18)

Para la densidad de enerǵıa ε2 tenemos

ε2 =

(
2
e2u0

ρ2
p2 + 2

e2u0

ρ2η2
0

d2 + 4e−2u0χAB1 χ1AB+

+2|∂σ1|2 + 2
|∂ω1|2
η2

0

+ 4
|∂ω0|2
η2

0

σ2
1 − 8

∂Aω0∂
Aω1σ1

η2
0

)
ρ (4.19)

Notar que esta densidad de enerǵıa no es definida positiva y por lo tanto no
podemos deducir directamente que m2 sea positiva.

Damos a continuación nuestro primer resultado para Kerr extremo

Teorema 4.1.1. Considere una solución suave de las ecuaciones lineales des-
criptas antes, tal que satisfaga las condiciones de decaimiento en el infinito
(2.44), las condiciones de decaimiento en el origen (2.47) y las condiciones de
paridad en el eje (2.45) y (2.46). Asuma además que ω1 satisface las siguientes
condiciones. En el eje tenemos que

˙̄ω1, ω̄1 = O1(1), (4.20)

además para el infinito y el origen imponemos que

˙̄ω1, ω̄1 = o1(r−1/2), (4.21)

donde hemos definido

ω̄1 =
ω1

η2
0

. (4.22)

Entonces, se cumple lo siguiente

(i) La masa a primer orden m1 definida en (2.74) con ε1 dado por (4.17)
se anula m1 = 0. La masa a segundo orden m2 definida en (2.75) con
ε2 dado por (4.19) es igual a la siguiente expresión, la cual es definida
positiva

m2 =
1

16

∫
R2

+

ε̄2 dρdz, (4.23)

donde
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ε̄2 =

(
2
e2u0

ρ2
p2 + 2

e2u0

ρ2η2
0

d2 + 4e−2u0χAB1 χ1AB+

+
(
∂σ1 + ω1η

−2
0 ∂ω0

)2
+
(
∂
(
ω1η

−1
0

)
− η−1

0 σ1∂ω0

)2
+

+
(
η−1

0 σ1∂ω0 − ω1η
−2
0 ∂η0

)2)
ρ. (4.24)

(ii) La masa m2 es conservada durante la evolución.

Notar que la condición de borde (4.20) en el eje (fuera del origen) es la
misma que la impuesta para el caso de Minkowski, ya que η0 se comporta como
ρ2 cerca del eje.

Demostración. (i) Primero probaremos que m1 = 0.
Para el primer término de ε1 tenemos

2ρ∂Aσ0∂
Aσ1 = 2∂A (ρσ1∂Aσ0)− 2σ1∂

A (ρ∂Aσ0) , (4.25)

= 2∂A (ρσ1∂Aσ0)− 2ρσ1
(3)∆σ0, (4.26)

= 2∂A (ρσ1∂Aσ0)− 2ρσ1
|∂ω0|2
η2

0

, (4.27)

donde en (4.26) usamos la definición de (3)∆ dada por (2.29) y en (4.27) usamos
la ecuación estacionaria (4.2).

Para el segundo término tenemos

2ρ∂Aω0∂
Aω1

η2
0

= 2∂A
(
ρω1∂Aω0

η2
0

)
− 2ω1∂

A

(
ρ∂Aω0

η2
0

)
, (4.28)

= 2∂A
(
ρω1∂Aω0

η2
0

)
, (4.29)

donde en (4.29) hicimos uso de la ecuación estacionaria (4.3). Sumando los
términos tenemos

ε1 = ∂At
A, (4.30)

siendo

tA = 2ρσ1∂Aσ0 + 2ρω1
∂Aω0

η2
0

. (4.31)

Ahora integramos (4.30) en el dominio mostrado en la figura 4.1 para algún δ
y algún L finitos tales que 0 < δ < L. El primer término de (4.31) es claramente
nulo en el eje. El segundo término también se anula debido a la suposición (4.20)
y por la propiedad (4.10) en el eje. Por lo tanto, en la integral solo quedan los
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L

−L

z

ρ

CL
Cδ

−δ

δ

Figura 4.1: Dominio de integración en R2
+ para el agujero negro de Kerr extremo.

términos de borde Cδ y CL. Ahora tomamos los ĺımites δ → 0 y L → ∞.
Usando las suposición (4.21) para ω̄1, las condiciones (2.44) y (2.45) para σ1

y el decaimiento (4.6), se obtiene que estas integrales son cero. Por lo tanto,
tenemos que m1 = 0.

A continuación probaremos la positividad de m2. Esta prueba es igual a la
dada en la sección 3 de [16], la cual se basa en la identidad de Carter [9]. Los
últimos cuatro términos en (4.19) son iguales al integrando de la ecuación (24)
de [16] (identificamos la notación con la mencionada referencia, σ1 = α, ω1 = y,
η0 = X and ω0 = Y ). Luego, la identidad de Carter dada por la ecuación (57)
de [16] la podemos escribir con nuestra notación como

ε̄2 − ε2 = ∂At
A, (4.32)

donde

tA = 2ρ

(
2σ1∂Aσ1 + ω1

∂Aω1

η2
0

− 2σ1ω1
∂Aω0

η2
0

+
ω1

η0
∂A

(
ω1

η0

))
(4.33)

y ε̄2 está dado por (4.24).

Integrando (4.32) y usando las condiciones de decaimiento en el infinito y en
el eje se ve que esta integral es cero, por lo tanto m2 está dada por la ecuación
(4.23).

(ii) Para probar la conservación de m2 tomamos la derivada temporal de la
densidad de masa (4.19)
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ε̇2 = 4
e2u0

ρ
pṗ+ 4

e2u0

ρη2
0

dḋ+ 8e−2u0ρχAB1 χ̇1AB+

+4ρ∂Aσ1∂
Aσ̇1+4ρ

∂Aω1∂
Aω̇1

η2
0

−8ρσ1
∂Aω0

η2
0

∂Aω̇1+8ρ
|∂ω0|2σ1σ̇1

η2
0

−8ρσ̇1
∂Aω0

η2
0

∂Aω1.

(4.34)

Al igual que en el caso de Minkowski usaremos las ecuaciones lineales para
demostrar que el lado derecho de (4.34) se puede escribir como la divergencia
de un vector y luego que su integral es cero debido al las condiciones de borde,
la diferencia es que en este caso las cuentas son un poco más extensas. En este
caso también calculamos cada término por separado.

Para los dos primeros términos usamos las definiciones de p y d dadas en
(4.13) y (4.14) respectivamente, obtenemos

4
e2u0

ρ
pṗ = 4

e2u0

ρ
ṗ

(
σ̇1 −

2βρ1
ρ
− βA1 ∂Aσ0

)
, (4.35)

4
e2u0

ρη2
0

dḋ = 4
e2u0

ρη2
0

ḋ
(
ω̇1 − βA1 ∂Aω0

)
. (4.36)

Para el tercer término tenemos

8e−2u0ρχAB1 χ̇1AB = 8χ̇AB1 ∂Aβ1B , (4.37)

= 8∂A(β1Bχ̇
AB
1 )− 8β1B∂Aχ̇

AB
1 , (4.38)

= 8∂A(β1Bχ̇
AB
1 ) + 4

e2u0

ρ

(
ṗ

(
2
βρ1
ρ

+ βA1 ∂Aσ0

)
+ ḋ

βA1 ∂Aω0

η2
0

)
,

(4.39)

donde en la linea (4.37) usamos la ecuación (4.18) y que la traza de χAB1 es nula,
para obtener la (4.39) usamos la derivada temporal de la ecuación (4.15).

Para el cuarto término obtenemos

4ρ∂Aσ1∂
Aσ̇1 = 4∂A(ρσ̇1∂

Aσ1)− 4σ̇1∂
A(ρ∂Aσ1), (4.40)

= 4∂A(ρσ̇1∂
Aσ1)− 4σ̇1ρ

(3)∆σ1, (4.41)

= 4∂A(ρσ̇1∂
Aσ1)− 4

σ̇1ṗe
2u0

ρ
+ 8

σ̇1

η2
0

ρ∂Aω1∂
Aω0 − 8

σ̇1σ1ρ|∂ω0|2
η2

0

,

(4.42)

en (4.41) usamos la definición de (3)∆ dada por (2.29), para llegar a la ecuación
(4.42) hemos usado la (4.11).

Para el quinto término obtenemos
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4ρ
∂Aω̇1∂

Aω1

η2
0

= 4∂A
(
ρω̇1∂Aω1

η2
0

)
− 4ω̇1∂

A

(
ρ∂Aω1

η2
0

)
, (4.43)

= 4∂A
(
ρω̇1∂Aω1

η2
0

)
− 4

ρω̇1

η2
0

(
(3)∆ω1 −

4∂ρω1

ρ
− 2∂Aω1∂

Aσ0

)
,

(4.44)

= 4∂A
(
ρω̇1∂Aω1

η2
0

)
− 4

e2u0

ρη2
0

ḋω̇1 − 8
ρω̇1∂Aω0∂

Aσ1

η2
0

, (4.45)

donde en (4.44) usamos la definición del operador (3)∆ dada en (2.29) y la
definición de η0 dada por (2.56). En (4.45) usamos la ecuación de evolución
(4.12).

Por último para el sexto término tenemos

−8ρσ1
∂Aω0∂

Aω̇1

η2
0

= −8∂A
(
ρω̇1σ1

∂Aω0

η2
0

)
+ 8ω̇1∂

A

(
ρσ1

∂Aω0

η2
0

)
, (4.46)

= −8∂A
(
ω̇1σ1

∂Aω0

η2
0

)
+ 8ρω̇1

∂Aω0∂
Aσ1

η2
0

+ 8ω̇1σ1∂
A

(
ρ∂Aω0

η2
0

)
,

(4.47)

= −8∂A
(
ω̇1σ1

∂Aω0

η2
0

)
+ 8ρω̇1

∂Aω0∂
Aσ1

η2
0

, (4.48)

donde para obtener (4.48) usamos la ecuación estacionaria (4.3).
Sumando estos seis términos junto con los últimos dos de (4.34) que no

hemos modificado, obtenemos

ε̇2 = ∂At
A, (4.49)

donde

tA = 4ρσ̇1∂
Aσ1 + 8β1Bχ̇

AB
1 + 4

ρω̇1∂
Aω1

η2
0

− 8ω̇1σ1
∂Aω0

η2
0

. (4.50)

Al integrar la ecuación (4.49) en el dominio mostrado en la figura 4.1, se ve
que los términos de borde en el eje se anulan debido a la hipótesis (2.46). Luego
tomamos los ĺımites δ → 0 y L → ∞, los otros dos términos de borde también
se anulan a consecuencia de las condiciones (2.44)-(2.47) y (4.20)-(4.21).

4.2. Estimaciones

En esta sección daremos cotas para las perturbaciones utilizando las masas
conservadas de la sección anterior. Cabe remarcar que en el caso de Kerr las
estimaciones obtenidas no son cotas punto a punto para las funciones σ1 y ω1
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como lo eran para Minkowski, en este caso el resultado es más débil dando
estimaciones integrales para los cuadrados de las mismas y sus dos primeras
derivadas espaciales. La razón de esta diferencia, como se mencionó al final de
la introducción, es debida a la presencia del horizonte de eventos, en el cual las
estimaciones degeneran y no es posible encontrar una cota puntual mediante
desigualdades de Sobolev usuales.

Para estas estimaciones usaremos la masa m2 definida en (4.23) y la masa
m̄2 que se obtiene de tomar la derivada temporal de las ecuaciones lineales

m̄2 =
1

16

∫
R2

+

ε̄2 dρdz, (4.51)

estando ε̄2 dado por

ε̄2

ρ
= 2e2(σ0+q0)ṗ2 + 2

e2(σ0+q0)

η2
0

ḋ2 + 4e−2u0 χ̇AB1 χ̇1AB+

+
(
∂σ̇1 + ω̇1η

−2
0 ∂ω0

)2
+
(
∂
(
ω̇1η

−1
0

)
− η−1

0 σ̇1∂ω0

)2
+
(
η−1

0 σ̇1∂ω0 − ω̇1η
−2
0 ∂η0

)2
.

(4.52)

Damos a continuación nuestro segundo teorema obtenido para Kerr extremo

Teorema 4.2.1. Considere una solución de las ecuaciones lineales descriptas
en la sección anterior que cumple con las hipótesis del Teorema (4.1.1), entonces
se satisfacen las siguientes desigualdades

∫
R2

+

(
1

2
η2

0 |∂ω̄1|2 + |∂η0|2ω̄2
1 + |∂σ1|2 +

σ2
1

r2

)
ρdρdz ≤ Cm2, (4.53)∫

R2
+

((
(3)∆σ1

)2

+ η2
0

(
(7)∆ω̄1

)2
)
e−2(q0+σ0)ρdρdz ≤ C (m̄2 +m2) , (4.54)

donde C es una constante que depende solo de la masa m0 de Kerr extremo.

La masa m2 involucra primeras derivadas espaciales de σ1 y ω1, mientras que
m̄1 involucra además derivadas segundas. Notar que estos términos aparecen de
forma complicada, por lo cual no es obvio que m2 y m̄2 satisfagan las cotas
(4.53) y (4.54).

Como hemos visto, las perturbaciones gravitacionales involucran más funcio-
nes además de σ1 y ω1 (el vector β1, la función q1, etc.). Estas otras funciones en
principio pueden ser calculadas a partir de σ1 y ω1 usando las ecuaciones linea-
les. Es notable que las estimaciones (4.53) y (4.54) pueden escribirse puramente
con las cantidades σ1 y ω1 (las cuales son justamente los grados de libertad del
sistema) sin involucrar las otras funciones.

Como sabemos las funciones σ1 y ω1 satisfacen las ecuaciones (4.11) y (4.12).
Estas ecuaciones tienen la conocida estructura de un mapa de onda acoplado
con una métrica de fondo no trivial. Recientemente en [32] se ha estudiado
un problema análogo de mapa de onda sin acoplamiento. Es notable que las
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estimaciones del Teorema 4.2.1 hacen uso solo de la estructura de mapa de onda
pero valen para el sistema acoplado completo. Además estas estimaciones son
robustas en el sentido de que hacen uso de enerǵıas que también están presentes
para las ecuaciones no lineales.

Como las estimaciones (4.53) y (4.54) esencialmente controlan hasta segun-
das derivadas de las funciones σ1 y ω1, entonces en principio usando desigual-
dades de Sobolev podŕıamos obtener cotas punto a punto. Por supuesto, esa
es la principal motivación para obtener las estimaciones del Teorema 4.2.1. Sin
embargo, aqúı no es tan obvia la deducción debido a la presencia de las funcio-
nes que dependen de las cantidades de fondo. Principalmente importante es el
factor e−2(σ0+q0) presente en (4.54). Esta función es positiva, tiende a 1 en el
infinito pero decae a cero como r2 en el origen (donde se encuentra el horizonte
de eventos). O sea, la estimación (4.54) degenera en el origen y por lo tanto no
podemos controlar punto a punto las funciones σ1 y ω1 en el origen usando solo
estas estimaciones. Por otro lado, en un dominio que no contenga el origen śı es
posible dar cotas punto a punto, como demuestra el siguiente corolario.

Primero damos la definición de los dominios usados para el corolario. Sea
δ > 0 un número arbitrario pequeño. Definimos los siguientes dominios

Ωδ =
{

(ρ, z) ∈ R2
+, tal que 0 < δ ≤ r

}
(4.55)

Γδ =
{

(ρ, z) ∈ R2
+, tal que 0 < δ ≤ ρ

}
(4.56)

Corolario 4.2.2. Asumiendo la mismas hipótesis del teorema 4.2.1, valen las
siguientes cotas punto a punto

sup
Ωδ

|σ1| ≤ Cδ (m̄2 +m2) , (4.57)

sup
Γδ

|ω̄1| ≤ Cδ (m̄2 +m2) , (4.58)

donde la constante Cδ depende de δ y m0.

Las cotas del Corolario 4.2.2 son un ejemplo del tipo de cotas que se pueden
deducir a partir de las estimaciones (4.53) y (4.54). Sin duda es esperable que
de las estimaciones (4.53) y (4.54) se puedan deducir cotas con algún peso,
pero también es claro que no se pueden deducir cotas punto a punto en el
horizonte, debido a que el factor e−2(σ0+q0) se anula alĺı. La situación es muy
similar a la estudiada en [22]. En ese art́ıculo se analiza la ecuación de onda en
Reissner- Nordström extremo usando enerǵıas conservadas. En dicho art́ıculo, se
necesitó más que las dos primeras enerǵıas para probar cotas punto a punto en
el horizonte, fue usada una enerǵıa extra que involucra un mecanismo llamado
integración en el tiempo. Es una cuestión relevante y aún abierta el hecho de si
es aplicable la misma estrategia en el caso de Kerr extremo, el cual es mucho
más complicado.
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Demostración. Comenzamos con la estimación (4.53) que es la más importan-
te del teorema 4.2.1. Los términos del integrando del lado izquierdo de (4.53)
contienen hasta primeras derivadas de σ1 y ω1. La integral está acotada solo
por la enerǵıa m2, la enerǵıa de orden más alto m̄2 no es necesaria para dar
esta estimación. Aun más, para probar la cota (4.53) usaremos solo los últimos
tres términos de la densidad de enerǵıa ε2 dada por (4.24). Notar que en ε2

aparecen los mismos términos que en el integrando del lado izquierdo de (4.53).
Sin embargo, no aparecen exactamente del mismo modo (hay varios productos
cruzados) por lo que no es obvio como deducir la cota (4.53).

La prueba de (4.53) puede ser dividida en dos partes. La primer parte consiste
en estimaciones integrales, ésta es la parte sutil de la prueba. La segunda parte
consiste en estimaciones punto a punto. En la deducción haremos repetidamente
uso de distintas formas de la desigualdad de Cauchy, las cuales resumimos a
continuación.

Sean a1 · · · an números reales arbitrarios, entonces tenemos

a2
1 + a2

2 ≥
1

2
(a1 + a2)2 (4.59)

y en general

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n ≥

1

n
(a1 + a2 + ... + an)

2
. (4.60)

Sea λ > 0, entonces

a1a2 ≤ λa2
1 +

a2
2

4λ
. (4.61)

En los siguientes dos lemas probamos las estimaciones integrales relevantes.
En el Lema 4.2.3 se prueba la cota para el cuarto término de (4.53). Esta cota
integral es la clave para probar las cotas para el segundo y tercer término de
(4.53). Como veremos más adelante, para probar estas cotas necesitaremos la
estimación integral del Lema 4.2.4 con v = ω̄1.

Lema 4.2.3. Para la masa m2 dada por (4.23) vale la siguiente desigualdad

m2 ≥
∫
R2

+

σ2
1

r2
ρdρdz. (4.62)

Demostración. Como sabemos m2 dada por (4.23) es la segunda variación de
la masa ADM. Los tres primeros términos de (4.24) corresponden a la parte
dinámica de la masa (estos términos desparecen para soluciones estacionarias),
los últimos tres términos corresponden a la parte estacionaria de la masa. Estos
términos son precisamente la segunda variación del funcional de masa estudia-
do exhaustivamente en conexión con las desigualdades entre masa y momento
angular (ver [18], [19] y las referencias dadas alĺı). En el art́ıculo [43] se ha pro-
bado una importante estimación para la segunda variación de dicho funcional
en términos de la función distancia en el plano hiperbólico. Del Lema 2.3 de [43]
deducimos la siguiente desigualdad
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m2 ≥ 2

∫
R2

+

|∂d((η1, ω1), (η0, ω0))|2 ρdρdz, (4.63)

donde d es la función distancia en el plano hiperbólico entre los puntos (σ1, ω1)
y (σ0, ω0), siendo aqúı η1 = ρ2eσ1 (la forma expĺıcita de d puede verse en [18]).

Para obtener la cota inferior necesaria para el lado derecho de la desigualdad
(4.63) primero usamos la siguiente desigualdad de Poincaré con peso probada
en [16] (ecuación (31) de [16] con δ = −1/2)

2

∫
R2

+

|∂d|2 ρdρdz ≥
∫
R2

+

d2

r2
ρdρdz (4.64)

y luego usamos la siguiente cota para la función distancia d probada en [18] (ver
ecuación (138) de esa referencia)

|d| ≥ |σ1|. (4.65)

Lema 4.2.4. Sean η0 y ω0 la norma del vector de Killing axial y el twist del
agujero negro de Kerr extremo, y sea v una función suave arbitraria con soporte
compacto fuera del eje. Entonces se cumplen las siguientes desigualdades∫

R2
+

|∂ω0|2v2ρdρdz ≤ 3

∫
R2

+

|∂η0|2v2ρdρdz +

∫
R2

+

η2
0 |∂v|2ρdρdz. (4.66)

Demostración. Usaremos que las funciones de fondo η0 y ω0 satisfacen la ecua-
ción (4.4). Multiplicamos (4.4) por η−2δ

0 v2 (donde δ es un número arbitrario) e
integramos, se obtiene

∫
R2

+

η−2δ
0 v2(3)∆(ln η0)ρdρdz = −

∫
R2

+

|∂ω0|2
η2

0

η−2δ
0 v2ρdρdz. (4.67)

Integrando por partes el lado izquierdo de (4.67) obtenemos la siguiente igualdad

∫
R2

+

|∂ω0|2η−2δ−2
0 v2ρdρdz = −2δ

∫
R2

+

η−2δ−2
0 |∂η0|2v2ρdρdz+

+ 2

∫
R2

+

η−2δ−1
0 v∂v∂η0ρdρdz (4.68)

Tomando δ = −1 en (4.68) obtenemos

∫
R2

+

|∂ω0|2v2ρdρdz = 2

∫
R2

+

|∂η0|2v2ρdρdz + 2

∫
R2

+

η0v∂v∂η0ρdρdz, (4.69)

≤ 3

∫
R2

+

|∂η0|2v2ρdρdz +

∫
R2

+

η2
0 |∂v|2ρdρdz, (4.70)
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donde para obtener la desigualdad (4.70) usamos la desigualdad (4.61) en el
segundo término de (4.69) con a1 = η0∂v, a2 = ∂η0v y λ = 1/2.

Continuamos con la prueba del Teorema 4.2.1. Por simplicidad denotaremos
por C a una constante general positiva que solo depende de m0.

Comenzamos con el primer término del integrando de (4.53). De la expresión
explicita de ε̄2 dada en (4.24) tenemos

ε2

ρ
≥
(
∂
(
ω1η

−1
0

)
− η−1

0 σ1∂ω0

)2
+
(
η−1

0 σ1∂ω0 − ω1η
−2
0 ∂η0

)2
, (4.71)

= (η0∂ω̄1 + ω̄1∂η0 − η−1
0 σ1∂ω0)2 + (η−1

0 σ1∂ω0 − ω̄1∂η0)2, (4.72)

para obtener (4.72) usamos la definición de ω̄1 dada en (4.22). Usando la de-
sigualdad de Cauchy (4.59) en (4.72) obtenemos

ε2

ρ
≥ 1

2
η2

0(∂ω̄1)2. (4.73)

Para el segundo término de (4.53) nos quedamos con el último término de
ε̄2 de (4.24), es decir

ε2

ρ
≥
(
∂ω0

η0
σ1 − ∂η0ω̄1

)2

, (4.74)

=
|∂ω0|2
η2

0

σ2
1 + |∂η0|2ω̄2

1 − 2σ1ω̄1
∂ω0

η0
∂η0, (4.75)

≥ −|∂ω0|2
η2

0

σ2
1 +

1

2
|∂η0|2ω̄2

1 , (4.76)

≥ −C
r2
σ2

1 +
1

2
|∂η0|2ω̄2

1 , (4.77)

donde usamos la desigualdad (4.61) con λ = 1 para obtener (4.76), luego en la
linea (4.77) hemos usado la cota (4.6). Por lo tanto tenemos

ε2

ρ
+
C

r2
σ2

1 ≥
1

2
|∂η0|2ω̄2

1 . (4.78)

Integrando las estimaciones (4.73) y (4.78), y usando la cota (4.62) obtene-
mos la siguiente desigualdad∫

R2
+

(
1

2
η2

0 |∂ω̄1|2 + |∂η0|2ω̄2
1 +

σ2
1

r2

)
ρdρdz ≤ Cm2. (4.79)

Entonces para probar (4.53) solo resta acotar el término |∂σ1|2. Para esto
usamos el cuarto término de (4.24), obtenemos
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ε2

ρ
≥
(
∂σ1 + ω1η

−2
0 ∂ω0

)2
, (4.80)

= (∂σ1 + ω̄1∂ω0)2, (4.81)

= |∂σ1|2 + ω̄2
1 |∂ω0|2 + 2ω̄1∂σ1∂ω0, (4.82)

≥ 1

2
|∂σ1|2 − |∂ω0|2ω̄2

1 , (4.83)

donde usamos la definición de ω̄1 para obtener (4.81), en la linea (4.83) usamos
la desigualdad (4.61) con λ = 1/4. Entonces, hemos obtenido

ε2

ρ
+ |∂ω0|2ω̄2

1 ≥
1

2
|∂σ1|2. (4.84)

Ahora integramos la estimación (4.84), luego para el segundo término del
lado derecho usamos la desigualdad del Lema 4.2.4 con v = ω̄1. De este modo
queda probada la estimación (4.53).

Continuamos con la demostración de la cota (4.54) la cual involucra deriva-
das segundas de las funciones σ1 y ω̄1 y por lo tanto es necesario hacer uso de
la masa de orden superior m̄2.

Empezamos por el término con (3)∆σ1. Haciendo uso de la ecuación de evo-
lución (4.11) obtenemos

(
(3)∆σ1

)2

=

(
e2(σ0+q0)ṗ+

2

η2
0

(
σ1|∂ω0|2 − ∂ω1∂ω0

))2

(4.85)

=

(
e2(σ0+q0)ṗ+

2

η2
0

(
σ1|∂ω0|2 − 2η0ω̄1∂η0∂ω0 + η2

0∂ω0∂ω̄1

))2

(4.86)

≤ 4e4(σ0+q0)ṗ2 +
16

η4
0

σ2
1 |∂ω0|4 +

64

η2
0

(∂η0∂ω0)
2
ω̄2

1 + 16 (∂ω0∂ω̄1)
2

(4.87)

≤ 4e4(σ0+q0)ṗ2 + C
|∂ω0|2
η2

0

σ2
1

r2
+

64

η2
0

|∂η0|2|∂ω0|2ω̄2
1 + 16|∂ω̄1|2|∂ω0|2,

(4.88)

donde en (4.86) usamos la definición de ω̄1 (4.22), para obtener (4.87) usamos
la desigualdad (4.60) y por último la linea (4.88) resulta de la cota (4.6) y de la
desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Multiplicando la desigualdad (4.88) por e−2(σ0+q0) tenemos
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e−2(σ0+q0)
(

(3)∆σ1

)2

≤ 4e2(σ0+q0)ṗ2 + e−2(σ0+q0) |∂ω0|2
η2

0(
C
σ2

1

r2
+ 64|∂η0|2ω̄2

1 + 16|∂ω̄1|2η2
0

)
(4.89)

≤ 2
ε̄2

ρ
+ C

(
σ2

1

r2
+ |∂η0|2ω̄2

1 + |∂ω̄1|2η2
0

)
(4.90)

donde en la desigualdad (4.90) hemos usado (4.24) y la cota (4.8).
Integrando (4.90) y usando las cotas anteriores obtenemos finalmente

∫
R2

+

e−2(σ0+q0)
(

(3)∆σ1

)2

ρdρdz ≤ C (m̄2 +m2) . (4.91)

La estimación del término con (3)∆ω̄1 se realiza de forma similar. Primero
reescribimos la ecuación de evolución (4.12) en términos de ω̄1, lo que da

η2
0

(7)∆ω̄1 = e2(σ0+q0 ḋ− 2η2
0ω̄1

(3)∆σ0 − 2η2
0∂σ0∂ω̄1 + 2∂ω0∂σ1. (4.92)

para llegar a esta igualdad hemos usado la expresión de η0 en términos de σ0

dada por (2.56), también las definiciones de los operadores dadas en (2.29) y
(3.18), la ecuación (4.5) y la siguiente relación entre ω̄1 y ω1

η2
0

(7)∆ω̄1 = (3)∆ω1 −
4

ρ
∂ρω1 − 4∂ω1∂σ0 − 2ω1

(3)∆σ0 + 8
ω1

ρ
∂ρσ0 + 4ω1|∂σ0|2.

(4.93)
Elevando al cuadrado la ecuación (4.92) y usando la desigualdad de Cauchy
(4.60) tenemos

η4
0

(
(7)∆ω̄1

)2

≤ 4e4(σ0+q0)ḋ2 + 16η4
0

(
(3)∆σ0

)2

ω̄2
1 + 16η4

0 (∂σ0∂ω̄1)
2

+ 16 (∂ω0∂σ1)
2

(4.94)

≤ 4e4(σ0+q0)ḋ2 + 16|∂ω0|2
(
|∂ω0|2ω̄2

1 + |∂σ1|2
)

+ 16η4
0 |∂σ0|2|∂ω̄1|2,

(4.95)

en la linea (4.95) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la ecuación es-
tacionaria (4.2). Multiplicamos la desigualdad (4.95) por el factor e−2(σ0+q0)

η2
0e
−2(σ0+q0)

(
(7)∆ω̄1

)2

≤ 4
e2(σ0+q0)

η2
0

ḋ2+16e−2(σ0+q0) |∂ω0|2
η2

0

(
|∂ω0|2ω̄2

1 + |∂σ1|2
)

+ 16e−2(σ0+q0)|∂σ0|2η2
0 |∂ω̄1|2, (4.96)
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Luego, acotamos el primer término del lado derecho de (4.96) con la densidad
de enerǵıa (4.24), para los otros términos usamos las desigualdades (4.8) y (4.9),
obtenemos

η2
0e
−2(σ0+q0)

(
(7)∆ω̄1

)2

≤ 2
ε̄2

ρ
+ C

(
|∂ω0|2ω̄2

1 + |∂σ1|2 + η2
0 |∂ω̄1|2

)
. (4.97)

Integrando esta última desigualdad y usando la cota (4.53), obtenemos final-
mente ∫

R2
+

η2
0e
−2(σ0+q0)

(
(7)∆ω̄1

)2

ρdρdz ≤ C (m̄2 +m2) . (4.98)

Ahora damos la prueba del Corolario 4.2.2, para probarlo necesitamos de
una variante apropiada de la desigualdad de Sobolev y de una función de corte.

Demostración. Sea χ : R→ R una función suave tal que χ ∈ C∞(R), 0 ≤ χ ≤ 1,
χ(r) = 1 para 0 ≤ r ≤ 1, χ(r) = 0 para 2 ≤ r. Sea χδ(r) = χ(r/δ).

Considere la siguiente función

σ̄1 = (1− χδ)σ1. (4.99)

Notar que σ̄1 = 0 en Bδ y σ̄1 = σ1 en Ω2δ, donde Bδ es la bola de radio δ y
Ω2δ = R2

+ \B2δ.
La función σ̄1 es suave y decae a cero en el infinito, por lo que satisface las

hipótesis del Lema B.0.1. Entonces, vale la siguiente estimación∫
R2

+

((
(3)∆σ̄1

)2

+ |∂σ̄1|2
)
ρdρdz ≥ C sup

R2
+

|σ̄1| (4.100)

donde C es una constante númerica independiente de σ̄1, también hemos usado
las ecuaciones (3.53) y (3.54) para obtener (4.100).

Como σ1 = σ̄1 en Ω2δ tenemos

sup
R2

+

|σ̄1| ≥ sup
Ω2δ

|σ̄1| = sup
Ω2δ

|σ1|. (4.101)

Entonces, si podemos acotar la integral del lado izquierdo de la desigualdad
(4.100) con las enerǵıas m2 y m̄2, obtendŕıamos el resultado (4.57). Para acotar
esta integral procedemos como sigue.

Dividimos el dominio de integración R2
+ en tres partes R2

+ = Ω2δ+A2δ+Bδ,
donde A2δ = B2δ \Bδ.

Definimos la constante Cδ como

Cδ = mı́n
Ωδ

{
e−2(σ0+q0)

}
. (4.102)



46 CAPÍTULO 4. PERTURBACIONES AXIALES EN KERR EXTREMO

En la región Bδ tenemos, por construcción, que σ̄1 = 0, entonces la integral
(4.100) es trivial en Bδ. Para la región Ω2δ tenemos que σ̄1 = σ1. Para el término
con derivadas primeras obtenemos

Cm2 ≥
∫
R2

+

|∂σ1|2 ρdρdz, (4.103)

≥
∫

Ω2δ

|∂σ1|2 ρdρdz, (4.104)

=

∫
Ω2δ

|∂σ̄1|2 ρdρdz, (4.105)

donde en (4.103) usamos la estimación (4.53). Para el término que contiene al
Laplaciano, tenemos

Cm2 ≥
∫
R2

+

e−2(q0+σ0)
(

(3)∆σ1

)2

ρdρdz, (4.106)

≥
∫

Ω2δ

e−2(q0+σ0)
(

(3)∆σ1

)2

ρdρdz, (4.107)

≥ Cδ
∫

Ω2δ

(
(3)∆σ1

)2

ρdρdz, (4.108)

= Cδ

∫
Ω2δ

(
(3)∆σ̄1

)2

ρdρdz, (4.109)

donde en la linea (4.108) hemos usado la definición (4.102).
Ahora solo queda acotar la integral en la región intermedia A2δ. Para la

primer derivada tenemos

∂σ̄1 = (1− χδ)∂σ1 − σ1∂χδ, (4.110)

de lo que obtenemos la siguiente estimación

|∂σ̄1|2 ≤ 2(1− χδ)2|∂σ1|2 + 2σ2
1 |∂χδ|2, (4.111)

≤ Cδ
(
|∂σ1|2 + σ2

1

)
, (4.112)

donde usamos que las derivadas de χδ son acotadas por una constante Cδ que
solo depende de δ. Integrando (4.111) en A2δ y usando la cota (4.53) obtenemos

Cδm2 ≥
∫
A2δ

|∂σ̄1|2 ρdρdz. (4.113)

Para el término con el Laplaciano tenemos

(3)∆σ̄1 = (1− χδ)(3)∆σ1 − 2∂σ1∂χδ − σ1
(3)∆χδ, (4.114)
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de lo que se deduce la siguiente estimación(
(3)∆σ̄1

)2

≤ Cδ
((

(3)∆σ1

)2

+ |∂σ1|2 + σ2
1

)
, (4.115)

donde hemos usado, de nuevo, que todas las derivadas de χδ son acotadas por
una constante Cδ. Integrando (4.115) en A2δ, usando la definición (4.102) y las
cotas del Teorema 4.2.1, obtenemos

Cδ

∫
A2δ

(
(3)∆σ̄1

)2

ρdρdz ≤ m2. (4.116)

Finalmente hemos probado que

Cδ

∫
R2

+

((
(3)∆σ̄1

)2

+ |∂σ̄1|2
)
ρdρdz ≤ m2. (4.117)

Del mismo modo se obtiene el resultado (4.58) para ω̄1.
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Caṕıtulo 5

Estimaciones para q y βA

En este caṕıtulo mostraremos un conjunto de resultados preliminares de
nuestros últimos trabajos. Dichos resultados no son suficientes para alcanzar el
objetivo que describiremos luego, por lo cual no han sido publicados (nuestros
art́ıculos [20] y [21] son anteriores y no contienen los resultados de este caṕıtulo).
Los resultados que aqúı se muestran conciernen a cotas integrales para la función
q1 y el vector βA1 en el espacio de Minkowski. Nos enfocamos en Minkowski por
una cuestión de simplicidad, con la intención de extenderlos a Kerr extremo.

Si bien las funciones σ1 y ω1 comprenden todos los grados de libertad de las
perturbaciones, estimar el resto de las funciones es importante por una cues-
tión de completitud. Además q1 y βA1 son dos variables igualmente válidas para
describir el sistema (ver [24] y las referencias citadas alĺı), por lo cual es intere-
sante desarrollar para este par de variables un estudio similar al realizado en los
caṕıtulos anteriores para σ1 y ω1 .

La principal motivación de obtener estas estimaciones puede describirse del
siguiente modo. Queremos estudiar la posibilidad de usar en Kerr extremo el
mecanismo de integración en el tiempo desarrollado en [22], en el cual se obtiene
una cota puntual para la solución de la ecuación de onda en fondo de Reissner-
Nordström extremo. Para esto, como se muestra en [22], es fundamental dar
una estimación integral del cuadrado de la derivada temporal de la onda, en
nuestro contexto esto se traduce a la necesidad de dar una estimación integral
de los cuadrados de σ̇1 y ω̇1. Como dijimos antes, por una cuestión de sencillez
y para formarnos una idea de como encarar el desarrollo para Kerr extremo, nos
enfocamos en el caso de Minkowski.

Integrando la ecuación de la definición de p (3.4) (notar la similitud de
esta ecuación con la correspondiente para Kerr extremo (4.13)) obtenemos la
siguiente desigualdad∫

R2
+

|σ̇1|2ρdρdz ≤ mσ[p, σ1, χ1] + 8

∫
R2

+

(
βρ1
ρ

)2

ρdρdz, (5.1)

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy como aśı también la definición de
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mσ[p, σ1, χ1] dada por (3.16). Entonces, notamos la necesidad de deducir una

cota para
βρ1
ρ

y en general para βA1 .

La ecuaciones (3.5) y (3.6) forman un sistema completo acoplado para las
variables βA1 y q1. Nuestros esfuerzos, se han dirigido hacia la obtención de esti-
maciones para βA1 y q1, con la esperanza de obtener una cota como la descripta
anteriormente.

Nuestro resultado no es lo suficientemente categórico en el sentido de que no
damos estimaciones punto a punto para βA1 y q1. Aun aśı, damos estimaciones
integrales para los cuadrados de las derivadas espaciales de las mismas.

A continuación presentamos el resultado obtenido

Teorema 5.0.1. Considere una solución suave del sistema de ecuaciones li-
neales (3.2)-(3.9) que satisface las condiciones de borde (2.44)-(2.47). Entonces
valen las siguientes desigualdades∫

R2
+

|∂q1|2
ρ

dρdz ≤ Cmσ[ṗ, σ̇1, χ̇1], (5.2)

∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz ≤ Cmσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] (5.3)

∫
R2

+

|∆βB1 |2ρ3dρdz ≤ Cmσ[p, σ1, χ1] (5.4)

donde C > 0 es una constante numérica, mσ[p, σ1, χ1] y mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1] están
dadas por (3.16) y (3.24) respectivamente.

Además (5.2) y (5.3) implican la siguiente estimación para las derivadas
segundas de q1 ∫

R2
+

|∂2q1|2ρdρdz ≤ Cmσ[ṗ, σ̇1, χ̇1], (5.5)

donde |∂2q1|2 = ∂A∂Bq1∂
B∂Aq1.

Demostración. Comenzamos demostrando la estimación (5.2). Haciendo uso de
la ecuación para la segunda forma fundamental (3.6) obtenemos

2|∂q1|2 = χ̇AB1 χ̇1AB , (5.6)

dividiendo (5.6) por ρ, integrando en R2
+ y usando la definición (3.24) se obtiene

la desigualdad deseada.
Para obtener la desigualdad (5.3) observamos que de (3.2) y (3.8) tenemos

la siguiente relación

∆q1 = −ṗ, (5.7)

entonces elevando la ecuación anterior al cuadrado, integrando en R2
+ y usando

la definición (3.24) se obtiene la cota (5.3).
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La cota (5.4) que contiene al Laplaciano de βB1 se obtiene del siguiente modo.
Tomando la divergencia de (3.9) tenemos

∂A (Lβ1)
AB

= ∂A

(
2

ρ
χAB1

)
, (5.8)

∆βB1 =
2

ρ

(
∂Aχ

AB
1 − χρB1

ρ

)
, (5.9)

∆βB1 = −2

ρ

(
p∂Bρ+

χρB1
ρ

)
, (5.10)

donde en la linea (5.9) hemos usado la definición del operador L dada por
(2.42), para obtener la ecuación (5.10) usamos la ecuación de v́ınculo (3.7).
Multiplicando la (5.10) por ρ podemos reescribirla como

∆βB1 ρ = −2

(
p∂Bρ+

χρB1
ρ

)
, (5.11)

luego elevando al cuadrado la ecuación (5.11) tenemos

|∆βB1 |2ρ2 = 2

(
p∂Bρ+

χρB1
ρ

)2

(5.12)

≤ 4

(
p2 +

χAB1 χ1AB

ρ2

)
, (5.13)

para obtener (5.13) usamos la desigualdad de Cauchy y el hecho de que χρB1 χ1ρB ≤
χAB1 χ1AB . Luego, integrando en R2

+ y haciendo uso de (3.16) se obtiene la esti-
mación (5.4).

Por último para demostrar la estimación (5.5) notamos la siguiente relación

|∆q1|2ρ = ∂A∂Aq1∂
B∂Bq1ρ = ∂A(∂Aq1∂

B∂Bq1ρ)− ∂B(∂Aq1∂
A∂Bq1ρ)

+∂A(∂Aq1∂Bq1∂
Bρ)+∂A∂Bq1∂

B∂Aq1ρ−2∂A∂Aq1∂Bq1∂
Bρ−∂Aq1∂Bq1∂

A∂Bρ,
(5.14)

integrando (5.14), vemos que los tres primeros términos se anulan debido al
teorema de la divergencia y a las condiciones de decaimiento. El último término
se anula debido a que ∂A∂Bρ = 0. Entonces obtenemos

∫
R2

+

|∂2q1|2ρdρdz =

∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz + 2

∫
R2

+

∆q1∂ρq1dρdz, (5.15)

elevando al cuadrado (5.15) y usando la desigualdad de Cauchy, tenemos
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(∫
R2

+

|∂2q1|2ρdρdz
)2

≤ 2

(∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz
)2

+ 8

(∫
R2

+

∆q1∂ρq1dρdz

)2

,

(5.16)

= 2

(∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz
)2

+ 8

(∫
R2

+

∆q1ρ
1/2 ∂ρq1

ρ1/2
dρdz

)2

(5.17)

≤ 2

(∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz
)2

+ 8

∫
R2

+

|∆q1|2ρdρdz
∫
R2

+

|∂ρq1|
ρ

dρdz,

(5.18)

≤ 10C (mσ[ṗ, σ̇1, χ̇1])
2
, (5.19)

donde en la linea (5.17) multiplicamos y dividimos por ρ1/2 el integrando del
segundo término. La linea (5.18) resulta de la desigualdad de Hölder. Por último
la desigualdad (5.19) se obtiene de las cotas (5.2) y (5.3).

Luego, tomando la ráız positiva de (5.19) resulta la estimación (5.5).



Caṕıtulo 6

Comentarios finales

Hemos dado el conjunto completo de ecuaciones lineales para perturbaciones
con simetŕıa axial espećıficamente para los casos de Minkowski y Kerr extremo.
Para ambos casos se encontró un conjunto infinito de cantidades conservadas
que en esencia son funcionales de las perturbaciones o de sus derivadas tem-
porales. Estas cantidades son positivas y están estrechamente relacionadas con
la masa ADM. La conservación de las enerǵıas es demostrada a partir de las
ecuaciones lineales (Teorema 3.0.1 y Teorema 4.1.1), mientras que la positivi-
dad de las mismas en el caso de Kerr extremo (para Minkowski es trivial) es
resultados de desigualdades no triviales adaptadas de trabajos anteriormente
citados. El hecho de que estas enerǵıas sean positivas y conservadas son el re-
sultado principal de nuestro trabajo, ya que otorgan un criterio de estabilidad
para las perturbaciones. En el caso de Minkowski la estabilidad es expĺıcita, es
decir que las enerǵıas controlan la norma de las perturbaciones. Por el contrario,
en Kerr extremo el resultado es menos contundente. El Teorema 4.2.1 limita el
comportamiento de las perturbaciones, o sea, implica que las perturbaciones no
pueden tener cualquier tipo de comportamiento sino que deben ser tales que las
cotas (4.53) y (4.54) valgan. Dichas cotas implican la estabilidad para la región
exterior, como lo demuestra el Corolario 4.2.2. Por lo tanto, el Teorema 4.2.1
demuestra la estabilidad lineal de la región exterior de Kerr extremo ante per-
turbaciones gravitacionales con simetŕıa axial. La limitación del Teorema 4.2.1
se encuentra en el horizonte, como hemos mencionado las enerǵıas degeneran
en el horizonte dando lugar a un posible crecimiento indefinido para las pertur-
baciones, es decir las enerǵıas no controlan la perturbación en el horizonte. Es
posible que alguna adaptación de desigualdades de Sobolev con peso para las
cotas (4.53) y (4.54) dé indicios sobre la conducta de las perturbaciones en el
horizonte.

Notamos además, la diferencia de dificultad entre los casos de Minkowski
y Kerr extremo. En el primero las ecuaciones para el twist resultaron comple-
tamente desacopladas del resto, lo que llevó a la posibilidad de tratar el twist
como la solución de una ecuación de ondas (aunque en más dimensiones). Las
enerǵıas obtenidas no degeneran (ya que no hay horizonte) y proporcionan cotas
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puntuales para las perturbaciones. Cabe aclarar que la forma de las ecuaciones
es mucho más simple que en el caso de Kerr extremo.



Apéndice A

Agujero negro de Kerr en el
gauge maximal isotérmico

En este apéndice describimos la métrica de Kerr en el gauge maximal isotérmi-
co descripto en la Sección 2.2. En particular, mostramos que la métrica satisface
las condiciones (2.50).

La métrica de Kerr, con parámetros (m, a), en las coordenadas de Boyer-
Lindquist (t, r̃, θ, φ) viene dada por

g = −V dt2 + 2Wdtdφ+
Σ

Ξ
dr̃2 + Σdθ2 + ηdφ2, (A.1)

donde

Ξ = r̃2 + a2 − 2mr̃, Σ = r̃2 + a2 cos2 θ (A.2)

y

V =
Ξ− a2 sin2 θ

Σ
, (A.3)

W = −2mar̃ sin2 θ

Σ
, (A.4)

η =

(
(r̃2 + a2)2 − Ξa2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θ. (A.5)

El momento angular está dado por

J = ma. (A.6)

La métrica (A.1) es estacionaria y tiene simetŕıa axial debido a que posee
los siguientes dos vectores de Killing

ξµ =

(
∂

∂t

)µ
, ην =

(
∂

∂φ

)ν
, (A.7)
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donde ξµ es temporal fuera de la ergo-esfera y ηµ es espacial y se anula en el eje
de simetŕıa. Los escalares (A.3), (A.4) y (A.5) pueden escribirse en términos de
los vectores de Killing del siguiente modo

V = −ξµξνgµν , η = ηµηνgµν , W = ηµξνgµν . (A.8)

Como muestra la segunda ecuación, η es el cuadrado de la norma del vector
de Killing axial ηµ. En estas ecuaciones estamos usando ı́ndices 4-dimensionales
µ, ν · · · .

El potencial del twist ω del vector de Killing axial ηµ viene dado por

ω = 2ma(cos3 θ − 3 cos θ)− 2ma3 cos θ sin4 θ

Σ
. (A.9)

La métrica Lorenziana 3-dimensional h de la variedad cociente N (vea ecua-
ciones (26) de [24]) está definida como

ηgµν = hµν + ηµην . (A.10)

Usando la forma expĺıcita de la métrica de Kerr (A.1) y el vector de Killing ηµ

obtenemos que la métrica h está dada por

h = −(V η +W 2)dt2 +
ηΣ

Ξ
dr̃2 + ηΣdθ2. (A.11)

En la métrica de Kerr vale la siguiente notable relación

V η +W 2 = Ξ sin2 θ. (A.12)

Usando (A.12) se puede simplificar la expresión para la métrica h

h = −Ξ sin2 θdt2 +
ηΣ

Ξ
dr̃2 + ηΣdθ2. (A.13)

Esta métrica es estática. La foliación t = constante tiene curvatura extŕınseca
nula, por lo cual es una foliación maximal. El vector corrimiento de esta foliación
también es nulo, por lo que la condición (2.50) se cumple. De todos modos, las
coordenadas (r̃, θ) no son isotérmicas ya que no satisfacen la condición (2.25).

Para introducir las coordenadas isotérmicas asumimos que m ≥ |a|, es decir
la métrica de Kerr describe un agujero negro. Sea r la ráız positiva de la ecuación

r̃ = r +m+
m2 − a2

4r
, (A.14)

o sea

r =
1

2

(
r̃ −m+

√
Ξ
)
, (A.15)

tenemos

dr̃ =

√
Ξ

r
dr. (A.16)
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Definimos las coordenadas ciĺındricas (ρ, z) en términos de las esféricas (r, θ)

ρ = r sin θ, z = r cos θ. (A.17)

La métrica h en coordenadas (t, ρ, z) viene dada por

h = −α2dt2 + e2u(dρ2 + dz2), (A.18)

donde

α =
√

Ξ sin θ = ρ

(
1− (m2 − a2)

4r2

)
(A.19)

y

e2u =
ηΣ

r2
. (A.20)

La métrica inducida en las superficies t = constante es

q = e2u
(
dρ2 + dz2

)
. (A.21)

Esto significa que el sistema de coordenadas es isotérmico.
La función σ está definida en términos de η como

eσ =
η

ρ2
, (A.22)

la función q está dada por

e2q =
sin2 θΣ

η
, (A.23)

tenemos la relación

u = q + σ + log ρ. (A.24)

Notar que el lapso satisface la condición de gauge maximal

∆α = 0. (A.25)

Para el caso extremo m = |a|, vemos que de (A.19) tenemos

α = ρ. (A.26)
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Apéndice B

Estimación tipo Sobolev

En este apéndice probaremos la siguiente estimación de tipo Sobolev

Lema B.0.1. Existe una constante C > 0 tal que para toda función u ∈
C∞0 (Rn), con n ≥ 3, vale la siguiente desigualdad

C

(∫
Rn

(
|∂ku|2 + |∂k−1u|2

)
dxn

)1/2

≥ sup
x∈Rn

|u(x)|, (B.1)

donde k > n/2

Demostración. La estimación (B.1) es un resultado de las dos siguiente estima-
ciones clásicas.

La primera es la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev: asuma que
1 ≤ p < n, entonces existe una constante C, que depende solo de p y n, tal que

||u||Lq(Rn) ≤ C||∂u||Lp(Rn), (B.2)

para toda u ∈ C∞0 (Rn), donde

q =
pn

n− p . (B.3)

La segunda estimación es la desigualdad de Morrey: asuma que n < p ≤ ∞,
entonces existe una constante C, que depende solo de p y n, tal que

sup
x∈Rn

|u(x)| ≤ C||u||W 1,p(Rn). (B.4)

Vea [27] para una presentación clara de estas estimaciones y una discusión
sobre los espacios funcionales Lp(Rn), W 1,p(Rn) involucrados en estas desigual-
dades.

Primero observamos que la estimación (B.2) puede ser iterada del siguiente
modo
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||u||Lpk (Rn) ≤ C||∂ku||Lp(Rn), (B.5)

donde 1 ≤ k ≤ n/p, 1 < p y pk está dado por

pk =
pn

n− pk . (B.6)

Para probar (B.5) usamos inducción en k. Para k = 1 la desigualdad (B.5)
se reduce a (B.2). Asumimos que (B.5) es válida para k. Si ∂k+1u ∈ Lp(Rn),
entonces por (B.2) obtenemos que ∂ku ∈ Lq(Rn) con q dada por

q =
pn

n− p . (B.7)

Por hipótesis inductiva tenemos que u ∈ Lqk(Rn) siendo

qk =
qn

n− qk . (B.8)

Sustituyendo (B.7) en (B.8) se obtiene

qk =
pn

n− (k + 1)p
. (B.9)

Con lo que queda probada la (B.5).
Continuamos con la prueba de (B.1), notar que el lado izquierdo de (B.1)

implica que ∂k−1w, ∂k−1u ∈ L2(Rn) donde w = ∂u. Entonces, aplicamos la
desigualdad (B.5) a w y a u, para obtener que w, u ∈ Lp(Rn) con p dado por

p =
2n

n− 2k + 2
. (B.10)

Por hipótesis k > n/2, entonces obtenemos que p > n. Por lo tanto, probamos
que u ∈ W 1,p(Rn) con p > n. Luego usando la desigualdad de Morrey (B.4) se
obtiene el resultado del Lema B.0.1.
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