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Resumen

Presentamos un shape analysis con garantias de terminacién para programas
que manipulan estructuras de datos no lineales como arboles binarios. El anali-
sis se basa en una ejecucion simbolica de los programas sobre estados abstractos
compuestos por férmulas de un conjunto restringido de la Separation Logic. Da-
da una precondicién, calcula automéaticamente una postcondicién e invariantes
concisos para los ciclos del programa. El uso de un nivel de relevancia para las
variables segun el tipo de manipulacion que sufren permite lograr un balance
entre precision y abstracciéon en las féormulas. Mostramos los resultados obte-
nidos por un prototipo que implementa nuestro andlisis sobre una variedad de
ejemplos.

Abstract

We present a terminating shape analysis for programs manipulating non-
linear data structures such as binary trees. The analysis is based on symbolic
execution of programs over abstract states composed by formula of a restricted
subset of Separation Logic. Given a precondition, it automatically calculates
concise postconditions and invariants for program loops. The use of relevan-
ce level of program variables depending on the manipulations applied on them
gives us a balance between precision and abstraction in the formulse. We re-
port experimental results obtained from running a prototype implementing our
analysis on a variety of examples.

Palabras claves: Separation Logic, shape analysis, memoria dinamica, verifi-
cacion, arboles binarios, fallo de memoria, memory leak, analisis estatico.

ACM CCS 2012: Theory of computation~Program reasoning, Theory of
computation~Separation logic, Theory of computation~Program verification.
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Capitulo 1

Introduccion

La obtencién de programas correctos, es decir, aquellos que terminan nor-
malmente y realizan la tarea deseada, es de suma importancia en este mundo
cada vez mas dependiente de los procesos computacionales. Los errores en los
programas pueden resultar costosos para sistemas que cada vez tienen un mayor
componente de software.

Un enfoque cominmente utilizado en la industria del software con el obje-
tivo de obtener programas correctos es el uso del testing. Que un programa se
comporte de acuerdo a lo esperado para un conjunto de casos de prueba incre-
menta la confianza en su correctitud, pero no permite demostrarla. El testing
solo puede probar la existencia de errores en un programa, no su ausencia.

Otro enfoque posible para obtener programas correctos (y bastante menos
utilizado en la industria del software) consiste en la verificacién formal de los
mismos, mediante el uso de légicas. En este trabajo se sigue este enfoque para
demostrar, al menos parcialmente, la correctitud de programas sobre un lenguaje
imperativo con uso explicito de la memoria dinamica.

La 16gica de Hoare [I3] es uno de los formalismos mds antiguos para el
razonamiento y la verificacion de programas imperativos. El concepto clave que
presenta es la terna de Hoare: {p}c{q}, que relaciona las aserciones p y g,
llamadas precondiciéon y postcondiciéon respectivamente, con un programa c.
Las aserciones son férmulas que describen en l6gica de primer orden un estado
del programa. Cuando una terna es valida se cumple que siempre que se ejecute
el programa c partiendo de un estado que satisface la precondicion p, si la
ejecucién termina, lo hace en un estado que satisface la postcondicion g. Esto se
llama correccién parcial, ya que no establece nada sobre los programas que no
terminan, a diferencia de la correccién total que ademds exige que el programa
termine. En la 16gica de Hoare se presentan reglas axiométicas para la derivaciéon
de las ternas, de manera que una terna que se obtenga mediante la aplicacion
de esas reglas siempre resulta valida.

Originalmente el lenguaje imperativo simple de Hoare no tenia comandos
para el uso de la memoria dindmica, sino que toda la memoria que se usaba
estaba dada solamente por las variables de programa. Al extender el modelo
de estados con el fin de incorporarla, el espacio de memoria queda dividido en
dos partes: el stack, que contiene registros estaticos asociados a las variables
de programa y el heap, con una cantidad arbitraria de registros dinamicos que
siendo anénimos, pueden ser referenciados indirectamente por variables del stack
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o por otros registros del heap, llamados punteros.

El uso de la memoria dindmica, mas alld de las facilidades que otorga al
poder representar y manipular estructuras de datos arbitrarias, tiene una di-
ficultad extra para el razonamiento sobre programas, causada por el aliasing.
Dos punteros que referencian al mismo registro de memoria del heap se denomi-
nan alias. Si uno de los punteros modifica el registro que referencia, el registro
referenciado por el otro puntero se modifica igualmente, ya que son el mismo.
Esto podria suceder inadvertidamente para el segundo puntero, posiblemente
invalidando alguna propiedad expresada en términos de dicho registro.

La logica de primer orden alcanza un limite practico en el razonamiento so-
bre programas que manipulan la memoria dindamica. El problema del aliasing
evidencia la dificultad de expresar el efecto de comandos simples, como la mo-
dificacién de un registro en la memoria. Supongamos que el predicado = — v
expresa que en el heap existe un registro referenciado por la variable z cuyo valor
es v. Supongamos que [33] representa el contenido de este registro de memoria
y que [z] := w es un comando de mutacién que le asigna el valor w al registro
referenciado por z. Es de esperar que la siguiente terna de Hoare sea valida:

{z = v}z] =w{z— w}

Sin embargo, el efecto del comando de mutacién ya no puede expresarse
facilmente en un contexto mas global, donde haya otras variables. La terna:

{r—vAy—=v}z]l=w{z—wAy— v}

pierde su validez ya que no evita el caso del aliasing que se podria dar si x
e y referenciaran al mismo registro de memoria. Este caso particular se puede
resolver si se fortalece la precondicién con el predicado z # y. A pesar de ello,
esta solucién no resulta tan sencilla de aplicar en el caso general ya que, ademés
de las multiples variables de programa que pueda haber, el aliasing se puede
dar también con los valores de los registros de la memoria, que son andnimos.
Este ultimo caso se evidencia en el uso de predicados que describen estructuras
de datos enlazadas, como listas o arboles. Supongamos por ejemplo que el pre-
dicado list.z establece que hay una lista enlazada que comienza con el registro
apuntado por la variable x y termina con un registro con el valor especial nil,
como en la figura Supongamos que tenemos un programa que necesita
combinar de alguna manera dos listas list.z y list.y, como por ejemplo en el ca-
so tipico del merge de dos listas ordenadasﬂ Para el correcto funcionamiento del
programa, probablemente se deberia establecer como precondicién que las lis-
tas no comparten registros. Necesitarifamos un predicado auxiliar reach.i.j que

1 En la representacién grafica de un estado de la memoria usamos rectdngulos con uno o mas
campos para representar registros del heap. Los campos pueden contener valores que cuando
no nos interesan se omiten. Una variable del stack se representa con su nombre. Cuando son
punteros distintos de nil, tanto las variables como los valores de un registro, se grafican con
una flecha que se dirige al registro del heap que apuntan o a la nada, si tienen una direccién
de memoria que no estd definida. Una flecha discontinua representa una cantidad arbitraria
de registros enlazados.

2 Usualmente las listas enlazadas representarian una secuencia de valores abstractos que
para el caso de un programa de merge estarfan ordenados. El algoritmo de merge generaria
en la memoria una lista enlazada que represente la concatenacién de ambas secuencias, pero
con sus valores ordenados. Por el momento, no mencionamos estos valores abstractos para no
desviar el foco de lo que se pretende justificar. Al final del capitulo @ volvemos sobre el tema
de representacion de valores abstractos.
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(a) Representacién de list.z

(b) Caso con sharing entre list.z y list.y

Figura 1.1

establezca que la direcciéon de memoria j es alcanzable directa o indirectamente
por la variable i. Pedirfamos entonces como precondicién que:

list.z A list.y A (Vk - reach.z.k A reach.y.k = k = nil)

Esto evitarfa que se presenten situaciones como la de la figura Mais atn,
supongamos que hay alguna otra lista list.z que no tiene nada que ver con las
dos listas anteriores y por lo tanto deberia permanecer invariante durante la
ejecucion de este programa. Para garantizar que efectivamente no sea afectada,
deberiamos establecer como precondicién:

list.z A list.y A list.z A (VE - reach.z.k A reach.y.k = k = nil)
A (Vk - reach.z.k A(reach.x.k V reach.y.k) = k = nil)

Claramente se ve que, aun en situaciones elementales como la anterior donde
todo tipo de sharing estd prohibido, esta forma de razonamiento no escala. Una
manera efectiva de solucionar este problema es con la introduccién del operador
de conjuncién de separacién * (también llamado conjuncién espacial), elemento
clave de la Separation Logic. El predicado p * g establece que los predicados p
y ¢ se satisfacen en porciones disjuntas de la memoria. De esta forma, cualquier
celda efectivamente referenciada en p es necesariamente distinta a cualquier
celda referenciada en ¢g. Asi es como las precondiciones de nuestro hipotético
programa sobre las listas referenciadas por z, y (y z en el segundo caso) pueden
simplemente expresarse como:

list.z * list.y y list.x * list.y * list.z

sin necesidad de agregar predicados extra para evitar el sharing.

Ademas, el sistema de prueba de la Separation Logic permite verificar una
terna {p} ¢{q} mencionando en la precondicién p unicamente aquella porcién
de la memoria manipulada por el comando ¢, denominada footprint. Luego,
mediante una importante regla de frame, se puede extender su validez a un
contexto de memoria mas amplio dado por un invariante 7, estableciendo la
terna:

{pxric{gxr}
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Esto vuelve completamente innecesario mencionar la lista referenciada por z
en el caso anterior. La demostracién del programa deberia enfocarse solamente
en su footprint, dado por list.z y list.y. De esta manera, cuando se necesite
mencionar a la lista list.z en un contexto mas general, podremos usar la regla
de frame para establecer su validez e invarianza durante la ejecuciéon de la parte
del programa que no la referencia. De la misma forma, para el ejemplo del
comando de mutacién mencionado anteriormente, podemos establecer la validez
de la siguiente terna:

{z—v*xy—=vlz]l=w{z—w=*y— v}

donde reemplazamos el operador de conjuncién de la légica clasica A por el
operador de conjuncién espacial *, garantizando ahora que x e y referencian a
registros distintos de la memoria.

La posibilidad de que una légica formal para el razonamiento sobre progra-
mas como la Separation Logic, ain considerando todos los beneficios expresivos
y metodolégicos que introduce, escale a sistemas reales, depende de la existencia
de herramientas que faciliten su uso en la practica. Dada la gran complejidad
de las verificaciones de los programas que manejan dindmicamente la memoria,
resulta conveniente poder llevarlas adelante automaticamente, aunque sea en un
marco de aplicacién reducido.

Un shape analysis es una forma de andlisis estdtico de codigo para programas
imperativos que usan memoria dindmica que trata de verificar autométicamente
propiedades sobre estructuras de datos enlazadas, como listas, arboles, etc. Un
shape analysis tiene como objetivo no solo reportar accesos a direcciones de me-
moria invalidas o memory leaks, sino también analizar la validez de propiedades
no triviales sobre la forma de las estructuras dindmicas en memoria.

Existen ciertas clases de shape analysis que se basan en un tipo de ejecucién
simbdlica del programa sobre estados abstractos especificados por férmulas de un
subconjunto restringido de la Separation Logic. Un estado abstracto se compone
de un conjunto de férmulas llamadas symbolic heaps y representa todos los
estados concretos que satisfacen alguna de ellas. La ejecucién simbdlica remite
a las ternas de Hoare en el sentido de que partiendo de un estado abstracto
como precondicién, genera un estado abstracto como postcondicién.

Los symbolic heaps normalmente incluyen predicados para describir estruc-
turas de datos lineales, posiblemente combinadas de formas complejas, como
listas enlazadas, listas doblemente enlazadas, etc. En [9], se define un predicado
Is(E, F) para representar caminos aciclicos en la memoria (o segmentos de listas
segin nuestra terminologia de la seccién que comienzan con un registro
apuntado por la variable E' (que no puede ser nil) y terminan en la variable
F. Con este predicado, los autores definen un andlisis que les permite verificar
propiedades sobre la memoria para distintos programas sobre listas, como por
ejemplo algoritmos para revertir o destruir una lista.

En este trabajo presentamos una extensién del antes mencionado shape ana-
lisys a dominios que soportan estructuras de datos no lineales. Utilizamos un
modelo de memoria con registros de tres campos, de los cuales dos se usan como
punteros a otros registros, para asi poder describir estructuras de datos como
arboles binarios. Definimos un predicado trees.C.D donde tanto C como D son
multiconjuntos de expresiones que, en este caso, pueden contener valores nil.
Este predicado representa estructuras multiligadas con multiples punteros de
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entrada dados por los elementos de C y punteros de salida dados por los ele-
mentos de D. A diferencia del predicado ls, que representa caminos aciclicos,
nuestro predicado trees puede representar en su generalidad grafos dirigidos
aciclicos y su importancia radica en que permite especificar las estructuras par-
ciales que ocurren en los puntos intermedios de la ejecucién de un programa.
Nuestro analisis define una semantica ejecutable y con garantias de terminacion
que implementamos en Haskell y usamos para verificar, en lo que respecta a
la estructura de memoria, una variedad de algoritmos sobre drboles. Nuestro
andlisis toma una precondicién y genera automdaticamente invariantes para los
ciclos y una postcondicién del programa.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En el capitulo [2] presenta-
mos la Separation Logic, que usamos como marco tedrico para este trabajo, y
mostramos algunos ejemplos de verificaciones de programas. En el capitulo
presentamos el andlisis propuesto que es, salvo diferencias menores, el resultado
del trabajo [8], realizado en conjunto con Renato Cherini y Javier Blanco. En el
capitulofd] mostramos los resultados experimentales y discutimos la contribucién
de nuestro trabajo. Finalmente, en el apéndice mostramos algunas diferencias
entre lo presentado aqui y el trabajo originalmente realizado en [g].
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Capitulo 2

Separation Logic

En este capitulo se presenta el formalismo de la Separation Logic para razo-
nar sobre programas imperativos con un manejo explicito de la memoria dinami-
ca. Nos basamos en el trabajo [22], con la diferencia de que en él, Reynolds usa
un modelo de estado de memoria de mas bajo nivel, con direcciones de memoria
dadas por los nimeros enteros y con la posibilidad de realizar aritmética de
punteros. Acéa, sin embargo, presentamos una Separation Logic cldsica, con un
modelo de memoria estructurada con registros de diferente tamano. Se presenta
un lenguaje de programacién imperativo, con comandos especificos para crear,
acceder, modificar y liberar una porcién de memoria. Se introduce el lenguaje
de férmulas, con el operador de conjuncién espacial * y con un operador de im-
plicacién espacial —, relacionado a aquel. Se presentan reglas para el cédlculo
de férmulas y para la verificacién de especificaciones, redefiniendo la validez de
una terna de Hoare para exigir también que el programa que se ejecuta no ter-
mine anormalmente por un fallo de memoria. Finalmente, se muestran algunos
ejemplos de aplicacién y derivaciones de programas.

2.1. El lenguaje de programacion

En la Separation Logic, los estados sobre los que corren los programas se
componen de dos partes: un stack que asigna valores a las variables y un heap que
asigna a las direcciones de memoria dindmica definidas, un registro de tamano
arbitrario. Los valores de las variables y de los campos de los registros pueden
ser valores elementales o direcciones de memoria. Cuando una variable o un
campo de un registro tiene un valor que resulta ser una direccién de memoria,
decimos que es un puntero. Si esa direccién de memoria esta definida en el heap
decimos que es wvdlida, y en caso contrario que es invdlida. El valor distinguido
nil representa una direccién de memoria invalida y decimos que un puntero con
una direccién de memoria invalida que no sea nil es dangling.

Definiciéon 1 Dado un conjunto de valores elementales Atoms, un conjunto in-
finito de direcciones de memoria Locations, con un elemento particular nil €

15
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Locations, y un conjunto Var de variables, definimos los estados States como:

Values = Atoms U Locations con Atoms N Locations = )
Stacks = Var — Values

Heaps = (Locations — {nil}) —; Values"

States = Stacks x Heaps

Notacion: A —¢ B es el conjunto de funciones parciales de A a B con dominio finito
y AT es el conjunto de tuplas sobre A de tamano arbitrario

Definicion 2 La sintaxis de las expresiones Expr y las expresiones booleanas
BExp estan dadas por las siguientes gramdticas:

x|mnil| ...
e=e|-b|bVb|bAD]|...

Expr e::
BExp b

donde x© € Var

Las expresiones Exp y las expresiones booleanas BExp dependen de los valores
elementales Atoms, son completamente estandar, y por lo tanto no damos una
sintaxis, ni una semantica completa. Por ejemplo, si el conjunto Atoms fuera
el conjunto de los nimeros naturales, en las expresiones se podrian incluir los
ntumeros 1, 2, etc y operaciones como la suma o la multiplicacién de expresiones.
En la expresiones booleanas se incluirian relaciones de orden como < o <y
posiblemente otros operadores de la 1égica proposicional. La tnica restriccion es
que la seméantica sélo dependa del stack.

Definicion 3 La semdntica de las expresiones Expr y las expresiones booleanas
BExp estan dadas por las funciones:

[ Je € Expr — Stacks — Values
[ v € BExp — Stacks — {true, false}

definidas de la manera estandar:

[x]e-s = s.x

[nil]..s = nil

[er = eallp.s = [e1]e.s = [ez]e-s
[—b1]p-s = no [b1]e.s

[b1 V ba]p-s = [b1]b-s J [ba]s-s

[b1 A ba]lp.s = [b1]-s v [b2]ls-s

donde x € Var, ey, e € Expr, by,by € BExp y s € Stacks.

Se extiende el lenguaje de programacion imperativo simple, originalmente
axiomatizado por Hoare [I3], con comandos que manipulan la memoria dindmi-
ca. Notar que las condiciones en los comandos de alternativa y de ciclo son
expresiones booleanas BExp, por lo que no dependen del heap y no generan
efectos secundarios.
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Definiciéon 4 Gramdtica de comandos Comm:

Comm c=skip|z:=e]|c¢;c|if b then ¢ else ¢ fi | while b do ¢ od
| z := new(€) (Construccidn)
|z =z (Consulta)
|zi:=e (Mutacién)
| free(z) (Destruccion)

donde x € Var, e € Expr, b € BExp, € € Expr™, i € N

El comando de construccién z := new(ey, ...,e,_1) crea un nuevo registro
de tamano n en el heap con los valores de los campos dados por las expresio-
nes eg, ...,e,—1 y asigna al puntero x su direccién de memoria. El comando de
consulta x := y.i asigna a la variable = el valor dado por el i-ésimo campo del
registro apuntado por y. El comando de mutacién z.i := e modifica el valor
del i-ésimo campo del registro apuntado por x con el valor de la expresién e.
Por ultimo, el comando de destruccién free(z) elimina el registro de memoria
apuntado por z y por lo tanto lo convierte en dangling.

Para formalizar el significado de los comandos usamos una seméantica opera-
cional small step, mediante una relacién de transiciéon entre configuraciones. Si
bien en el lenguaje imperativo simple los comandos siempre se pueden ejecutar
exitosamente, los comandos de manipulacién del heap pueden fallar. Esto sucede
cuando se pretende acceder a la direccién de memoria de un puntero invalido
0 a un campo inexistente de un registro del heap. En este caso decimos que el
programa termina anormalmente con un fallo de memoria y lo denotamos con
la configuracion abort.

Definicién 5 Definimos el conjunto de las configuraciones Conf como:
Conf = (States x Comm) U StatesU {abort}
Una configuracion ¢ € Conf puede ser:
= no terminal, cuando ( € States x Comm
= terminal normal, cuando ( € States

» terminal anormal, cuando ¢ € {abort}

Definiciéon 6 La semdntica operacional de los comandos se define con la rela-
cion de transicion ~» C Conf x Conf, sequn las siguientes reglas:

Skip:
(s,h), skip ~ (s,h)
Asignacién:

(s,h), x:=e1 ~ (s|lz— [ei]e-s,h)
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Construccion:

I ¢ dom.h
(s,h), x:=new(eg,....n—1) ~ (slz =, k]l = (Jeo]e-S, s [€n—1]e-9))

Notar que | se elige de forma no deterministica
Consulta:

[yle.s =1 hd=(vo,....,vm—1) 0<i<n
(s,h), z:=y.i ~ (slx = v, h)

[yle.s =1 hl=(vo,...;vn—1) i>n
(s,h), x:=y.i ~ abort

[y]e.s & dom.h
(s,h), z:=y.i ~ abort

Mutacién:

[¥le-s =1 Jei]e.s=v hl= (vy,..c,vp_1) 0<i<n
(s,h), yi:=e1 ~ (8,h|l = (V, ey Vi1, 0, Vig1y ey Up—1))

[yle.s =1 hd= (vg,...,Vn—1) i>mn
(s,h), y.i:=e; ~ abort

[y]e.s & dom.h
(s,h), yi:=e; ~ abort

Destruccidn:

[x]e.s =1 1€ dom.h
(s,h), free(z) ~ (s,h—1)

[2]e.s & dom.h
(s,h), free(z) ~ abort

Secuenciacién:

(s,h), c1 ~ (s',h), ¢
(Sah)7 C1;C2 ™ (S/ah/)a 6/1;02

(s,h), c1 ~ (s',h)
(S7h)a C1;C2 ™~ (3/7h/)7 C2

(s,h), ¢4 ~ abort
(s,h), c1;¢c2 ~ abort

Alternativa:

[b1]5
(s,h), if by thenc; elsecs fi ~ (s,h), ¢

no [b1]s
(s,h), if by thenc; else co fi ~ (s,h), ¢




2.2. FORMULAS 19

Ciclo:

[b1]s
(s,h), while by docod ~» (s,h), ¢;while b; do ¢ od

no [b1]s
(s,h), while by docod ~ (s,h)

Notacién: Con dom.f denotamos el dominio de la funcion f, con flz — y denotamos
a la funcion f donde se actualizé el valor de la variable x con el valor y. f —x denota
la funcion f restringida en su dominio a los valores que no son x

Con la relacién ~»* representamos secuencias de una o més transiciones
dadas por ~» .

Definicién 7 Definimos la relacion ~* C Confx Conf como la clausura tran-
sitiva de ~» . Es decir, para todos (1,2, (3 € Conf:

G ~ G
G ~" ¢

Gl ~" G G ~* (3
G ~" (3

2.2. Formulas

El lenguaje de férmulas resulta de extender las formulas usuales de la 16gi-
ca de primer orden (con expresiones booleanas y cuantificadores) para incluir
aserciones referidas a la memoria.

Definicién 8 El conjunto de formulas Form estd definida por la siguiente gramdti-
ca:

Form pu=blpVop|-p|Vr - p

| emp (Heap vacio)

|z — € (Heap singleton )
|pxp (Conjuncién espacial)
[p —p (Implicacidn espacial)

donde b € BExp, x € Var, &€ Expr'

Notar que definimos un conjunto minimal de férmulas del cédlculo de pre-
dicados. Los otros operadores y cuantificador (A, =, 3, etc) se derivan de los
primeros. Cuando no nos interese el nombre de una variable cuantificada, usa-
remos —, como en r — —, que significa Jy - = — y.

A diferencia de las expresiones y las expresiones booleanas, las férmulas
dependen tanto del stack como del heap. El predicado emp se satisface en
los estados con el heap vacio. En estos casos, no hay registros en la memoria
dinamica y por lo tanto, tampoco direcciones de memoria vélidas. Por otro lado,
el predicado x +— € se satisface en un heap que contiene solamente una direccién
de memoria valida dada por el valor de z, con un registro con campos dados
por los valores de €, segun el stack.
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X
[oi]
(a) (b) (c) (d)

Figura 2.1: Estados de v — 3,1,4 (a) yde z — y (b, cy d)

X X y=5 y=nil X Y

X y X Yy

He g

(a) (b)

Figura 2.2: Estados de z — y A y—x (a) yde x — y *x y — x (b)

Ejemplo 9 La formula x — 3,1,4 se satisface en un heap que contiene un
dnico registro (3,1,4) cuya direccion de memoria no estd explicita pero cumple
que es igual al valor dado por el stack a la variable x (fig. .

Ejemplo 10 La féormula x — y se satisface cuando el puntero x referencia a
un registro de un solo campo con el valor dado por el stack a la variable y. Este
valor podria ser un valor elemental (fig. 0 un puntero, que a su vez podria
sernil (fig. , o un puntero dangling (fig. o una direccion de memoria
valida. En este ultimo caso, no hay otra opcion mds que, que tanto x como y
referencien al mismo (y dnico) registro del heap y por lo tanto tengan el mismo
valor. De esta forma, el estado también satisfaria la formula y — x (fig. .

El operador de conjuncién espacial (o conjuncién de separacién) * permite
unir heaps disjuntos. El predicado p * g se satisface en un heap que se pueda
dividir en dos subheaps disjuntos tales que p se satisface en uno y ¢ se satisface
en el otro.

Ejemplo 11 La formula x — 3,1,4 * emp se satisface en un estado como el de
la figura[2.1d. Notar que emp es entonces el elemento neutro de la conjuncidn
espacial * .

Los operadores de la légica de primer orden clasica mantienen su seméantica
estandar. Es interesante comparar el comportamiento de la conjuncién de la
légica clasica A con el de la conjuncién espacial .

Ejemplo 12 La formula x — 7 x y — 7 se cumple en un heap que contiene dos
registros (7) en las direcciones de memoria dadas por los valores en el stack de x
e y. Notar que, por mds que el valor de los registros sea el mismo, la direcciones
de memoria de x ey deben ser necesariamente distintas, ya que el operador *
erige la separacion del heap en dos subheaps disjuntos.
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Ejemplo 13 La formula x — y A z — w se satisface en un modelo que satis-
faga tanto x — y como z — w, por lo que debe tener un heap con una unica
direccion de memoria vdlida apuntando a un unico registro. Entonces los valores
dados por el stack a x y z deben ser iguales, de la misma manera que los valores
dey yw.

Ejemplo 14 De los dos ejemplos anteriores podemos inferir que las formulas
T T7xx — 7 yx— 5Nz~ 9 son ambas insatisfactibles. En la figura
podemos ver cémo son los estados que satisfacen la conjuncion clasica y la
conguncion espacial de los predicados x — y e y — .

El operador de implicacién espacial — tiene una semantica dificil de en-
tender intuitivamente. El predicado p — ¢ se satisface en un heap siempre que
cualquier heap disjunto que satisfaga p se pueda extender con el heap original
de manera que satisfaga q.

Ejemplo 15 Supongamos que la formula p se satisface en un estado cuyo stack
le asigna a la variable x una direccion de memoria l a la que el heap le asigna
un registro con un unico campo con valor 11. Entonces la formula (x — 11) — p
se satisface en el mismo estado pero con el heap que resulta de eliminar | de
su dominio. Mds ain, la formula x — 15 % ((x +— 11) — p) se satisface en el
mismo estado pero en cuyo heap se cambid de 11 a 15 el valor del campo del
registro asignado a .

A continuacién damos la semdantica formal de las férmulas, segin los estados
que la satisfacen.

Definicién 16 La semdntica de las formulas Form estd dada por la relacion de
satisfaccion =:
=C States x Form

definida de la siguiente manera:

(s,h) E b siy sdlo si [b1]p-s

(s,h) EpVq sty sdlo si (s,h) E=p o (s,h) Eq

(s,h) = -p si y sdlo si no se cumple (s,h) = p

(s,h) =Vz - p si y sdlo si para todo v € Values, (sl — v,h) = p

(s,h) = emp siy sdlo si h =1

(s,h) Exreg,.en_1 sty solo si h={([x]e.s, ([eo]e-S; s [En—1]c-9))}

(s,h) Epx*gq st y solo si existen hi, ho € Heaps tales que hy 1 hso,
h=hiUhg,(s,hi) Epy (s ha) =q

(s,h) Ep = q 81 y solo si para todo hy € Heaps tal que hy L h,

vale que (s, h1) = p implica (s, (hU h1)) = ¢

donde f 1 g denota que las funciones f y g tienen dominios disjuntos.

Ademds, decimos que una formula p € Form es valida si para todo estado
(s,h) € States se cumple que (s,h) = p. Lo denotamos simplemente con = p
(omitiendo el estado).

Presentamos reglas de inferencia para el calculo de féormulas. Las reglas de
la 1égica de primer orden clasica permanecen vélidas para los operadores here-
dados. Ademas:
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Lema 17 Las siguientes son reglas de cdlculo vdlidas de la Separation Logic:
Conmutatividad:
Fp1 ok p2 & p2xpr
Asociatividad:
= (p1 * p2) * p3 & p1 *(p2 * p3)
Elemento neutro:
= p*emp < p

Distributividad con V:

= (p1Vp2) * g (p1r+q) V(P2 *q)
Semidistributividad con A:

= (pr A p2) x g = (p1 % q) Ap2 * q)

Distributividad con 3:
z ¢ FV(q)
EQ@r - p)xqge(Gr - pxg)
Semidistributividad con V:

z ¢ FV(q)
F Mz - p)xqg=(Vr - px*q)
Monotonia:
Epn=qa Ep=>q¢
EpL*p2 = quxq2
Adjuntividad:

= (p1 = (p2 — p3)) & (p1 * p2 = p3)

donde p, p1,p2, 3, q,q1,q2 € Form. Con FV (q) denotamos el conjunto de las
variables libres de q.

Se pueden validar otras reglas referidas a ciertos tipos de féormulas especiales.
Una férmula es pure si no depende del heap. Existe una caracterizacién sintactica
para las férmulas pure: son aquellas que no contienen emp, ni +—.

Definiciéon 18 Decimos que una formula p € Form es pure si para todos s €
Stacks, hi, ho € Heaps se cumple que:

s,h1 = p siy sélo sis hy =p

Ejemplo 19 La féormula x = nil es pure. Es independiente del heap, ya que
solo impone una condicion sobre el stack s que debe cumplir que s.x = nil.

Lema 20 Las siguientes son reglas de cdlculo vdlidas de la Separation Logic:
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P €s pure o py es pure
= p1 A p2 = p1*po

p1 Y p2 son pure
Ep1xp2 = p1 A2

p1 es pure
= (p1 A p2) * p3 < p1 A(p2 * p3)

p1 es pure
= (p1 = p2) = (p1 = p2)

P1 Y P2 Sson pure
E (p1 = p2) = (p1 — p2)

Otra clase importante de féormulas son las domain-exact, que caracterizan el
dominio de los heaps que la satisfacen.

Definicién 21 Decimos que una formula p € Form es domain-exact si para
todos s € Stacks, hy, ho € Heaps se cumple que:

s,h1 Ep y s, he = p implican que dom.hy = dom.hs

Ejemplo 22 La férmula x — y *y — nil es domain-exact pues dado un
stack s, el heap queda completamente determinado: {(s.z, (s.y)), (s.y, (nil))}.
Ademds, la férmula mds débil x — — *x y — — también es domain-exact ya
que, si bien los valores de los registros del heap no estin determinados, su do-
minio st lo estd: {s.x,s.y}.

Para las férmulas domain-exact, las reglas de semidistributividad del lema
se vuelven completas.

Lema 23 Las siguientes son reglas de cdlculo vdlidas de la Separation Logic:
Distributividad con A:

q es domain-exact
= (1 Ap2) *q & (pr*q) Ap2 * q)

Distributividad con V:

q es domain-exact x ¢ FV(q)
E (Ve - p)xqge (Vo prq)

2.3. Especificaciones

Para razonar sobre programas usamos el concepto de ternas de Hoare en
la especificacién de los comandos con la Separation Logic como lenguaje de
aserciones. Usamos una interpretacion de correccion parcial que asegura que los
comandos no abortan, pero que no impone requerimientos sobre la terminacion
de los mismos.



24 CAPITULO 2. SEPARATION LOGIC

Definicién 24 FEl conjunto de especificaciones Spec estd definido por la siguien-
te gramdtica:
Spec su=F{p}c{p}

donde p € Form y ¢ € Comm

Definicién 25 Decimos que una especificacion & {p}c{q} es vdlida si para
todos estados (s, h), (s, h') € States se cumple que

s, h = p implica que  —((s,h),c ~* abort)
y si(s,h),c ~* (s, h') entonces s', I |=q

Las formulas p y q se denominan precondicidon y postcondicion del comando ¢
respectivamente.

Notar que las especificaciones estan implicitamente cuantificadas sobre los
estados y, como el comando de construccién es no deterministico, también sobre
todas las posibles ejecuciones. Ademds, cualquier ejecucién que resulte en un
fallo de memoria falsifica la validez de la especificaciéon. Por lo tanto, una espe-
cificacién como + {p} c{true} no es vélida en general para cualquier comando
c. Pero si logramos establecer su validez, sabremos que el comando ¢ no puede
generar fallos de memoria cuando se ejecuta a partir de cualquier estado que
satisfaga p.

Las reglas de inferencia de la légica de Hoare para los comandos simples
siguen siendo vélidas para nuestro marco.

Definicion 26 Reglas de inferencia de especificaciones para los comandos del
lenguaje imperativo simple

Skip:
- {p} skip {p}
Asignacién:
FAPjo et = e{p}

Secuenciacién:

F{p}ei{et F{gtea{r}
F {p} C1;C2 {7”}

Alternativa:

F{pAbra{qr F{p A —biea{g)
F {p}if b then ¢, else ¢; fi{q}

Ciclo:

F{p A b} cip}
F {p} while b do c od {p A —b}

donde p,q,r € Form, x € Var, e € Expr, b € BExp, ¢,c1,co € Comm. La
formula p en la regla de ciclo se denomina invariante de ciclo
Notacion: pjs«+ . es p con las ocurrencias libres de la variable x sustituidas por e.
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Los comandos de manipulaciéon de la memoria pueden caracterizarse por
especificaciones locales, que incluyen solamente las variables y las partes del
heap que son creadas, accedidas, mutadas o destruidas por el comando. Esta
caracterizacién minima se denomina el footprint del comando.

Definicion 27 Reglas de inferencia de especificaciones para los comandos de
manipulacion de la memoria:

Cronstruccién (local):

F{emp}z:=new(e){3z' - 2= €/pc o}

Consulta (local):

€= (6(), ...,€n,1) 0<i<n
F{y»—)é’}x:yz{ﬂx’ . (yHé»)/a:%f /\xzei/zex’}

Mutacién (local):

0<i<n
F{y— (egy..,en—1)}ty.i:=e{y— (€0, ..-s €i—1,€,€i41,--s€n—1)}

Destruccién (local):

F {z — €} free(z) {emp}

La mayoria de las reglas estructurales también siguen siendo vélidas, con la
excepcién de la regla de constancia:

F{ptc{q} FV(r)nMod(c)=0
F{pArtc{gAnr}

Notacidn: Mod(c) es el conjunto de las variables modificadas por c.

En el contexto del lenguaje imperativo simple de Hoare, esta regla es im-
portante para la escalabilidad ya que permite extender especificaciones locales
sobre un comando, agregando aserciones sobre variables que no se modifican
por dicho comando y preservando su constancia en la ejecuciéon. Lamentable-
mente, pierde su validez en el contexto de la Separation Logic ya que no evita
la presencia de aliasing, como en el siguiente caso:

F{z— —}2.0:=3{zx— 3}
F{xt——-ANy—T7}20:=3{z—3Ay—T}

La precondiciéon de la conclusion garantiza que x e y estén apuntando a la misma
direccién de memoria y la postcondicién es insatisfactible.

La validez de la regla se puede asegurar si pedimos que la aserciéon r sea
pura, aunque su importancia para extender especificaciones locales sea limitada
en este nuevo contexto.

Definicion 28 Reglas estructurales sobre especificaciones:

Consecuencia:

Er=p F{pjc{dd EFa=4
F{p'}c{d'}
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Eliminacién de variables auxiliares:

F{ptc{at ¢ FV(c)
F{3z - p}c{3z - ¢}

Sustitucion:
Fip}c{q} 2" ¢ FV(p)UFV(c)UFV(q)
= ({r}c{a}) a o

Constancia pura:

F{p}c{q} 7 espure FV(r)N Mod(c) =0
F{pArtcelgnry

Las especificaciones locales presentadas en la definicién [27] cobran sentido
cuando podemos extender su aplicacién a un contexto mas general. La habilidad
de extender especificaciones locales se puede recuperar usando la conjuncién
espacial, en lugar de la conjuncién de la légica de predicados clasica. De esta
forma, podemos trasladar el razonamiento sobre un comando enfocado en su
footprint a estados mas generales, agregando predicados sobre variables y partes
del heap que no son modificadas por el comando.

Definicién 29 Regla de frame:

F{p}c{q} FV(r)nMod(c)=10
Fipxrie{gxr}
Eliminando la restriccién impuesta por la condicién de no interferencia entre

las variables modificadas por ¢ y las variables libres en v, podemos obtener la
siguiente:

Definicion 30 Regla de frame interferente:

F{p}c{q} = Mod(c) ZN(FV()UFV(p)UFV(q)UFV(r))=10
Flp*rjc{3d - qxr/zem}

donde, abusando de la motacion, vemos a & como una lista de variables y

como un conjunto. ¥ es una lista de variables frescas y vz z denota la sus-

titucion de cada variable de T por su correspondiente en ¥, en la férmula .

La regla de frame nos permite extender las reglas de especificaciones lo-
cales de los comandos de manipulacién de la memoria dindmica para obtener
especificaciones globales.

Definicion 31 Reglas de inferencia de especificaciones para los comandos de
manipulacion de la memoria:

Construccién (global):
Fi{p}z:=new(&){32' - 2= €/p o *P/zca}
Consulta (global):

€= (ep,...,n-1) 0<i<n
Flym expla=yi{32 - (y= €% p)joeaw NT=Cijpe o)
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Mutacién (global):

0<i1<n
+ {y — (607 "'7en—1) * p} yl = e{y = (607 <y €i—1,6, €441, "'7671—1) * p}

Destruccién (global):
F{z — éx p}free(z) {p}

Ejemplo 32 Demostraremos un programa que construye un estado como el de
la ﬁgum (pdyg. @) De la regla de especificacion local del comando de cons-
truccion y de la regla de consecuencia para la eliminacion del 3 en la postcon-
dicion, se derivan las siguientes ternas:

F {emp} = := new(nil) {z — nil}

F{emp}y :=new(z) {y — z}

Por la regla de especificacion local del comando de mutacion tenemos:
F{z—nil}z.0 .=y {z — y}

Aplicando la regla de frame con emp, x — nil e y — = respectivamente en
las ternas anteriores y usando la regla de consecuencia y elemento neutro para
eliminar un emp de la precondicion en la primera terna, nos queda:

F {emp} = := new(nil) {z — nil x emp}

F {z + nil x emp}y := new(z) {z — nil x y — x}
F{z—nilxy—z}z0:=y{z—y*xy—z}

Finalmente, aplicando dos veces la regla de secuenciacion, obtenemos:

{emp}
x := new(nil);
F y:=new(x);
z.0:=y
{r—y*xy—z}

Teorema 33 Sit {p}c{q} se deduce utilizando las reglas del sistema deductivo

dadas por las definiciones entonces = {p} c{q}

2.4. Estructuras de Datos

Los punteros y la memoria dindmica nos permiten definir estructuras de
datos mutables, ya sean en los datos que contengan o también en el tamano o
forma de la misma. Para especificar un programa completamente, se necesita no
solo describir la forma de sus estructuras, sino también relacionar los estados del
programa con los valores abstractos que representan. Para esto, normalmente se
definen los valores abstractos de manera algebraica y se los relaciona con nuevos
predicados de la Separation Logic definidos de manera recursiva sobre aquellos
valores abstractos.
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2.4.1. Listas

Las listas enlazadas son una de las estructuras de datos mas simples y utili-
zadas y se usan para representar secuencias de valores abstractos.

Definicion 34 El conjunto de expresiones de secuencias de valores Sequence
se define por la siguiente gramdtica:

Sequence es=]]|eves

donde e € Expr. Denotaremos con [e1, ...,e,] a la secuencia e; > ... > e, > ]

Para razonar sobre programas con estructuras que representan secuencias de
valores es necesario definir ciertas operaciones sobre ellas.

Definiciéon 35 Las operaciones de insercion al final de una secuencia <, de
concatenacion de secuencias H y de borrado de elementos con cierto valor &
se definen como sigue:

< € [Values| — Values — [Values]
[]<v=[v]
(eves)<dv=eb (es<dv)

+ € [Values| — [Values| — [Values|
[]4#vs = vs
(e>es)Hvs =eb (esHvs)

6 € [Values| — Values — [Values]
[lev=[]

(ebes)@v'{

e>(es©v) sie#v

esov en caso contrario

Una forma tipica de representar a una secuencia de valores es mediante
una lista enlazada a partir del puntero x. Bédsicamente, la secuencia vacia se
representaria con el puntero x = nil y una secuencia no vacia se representaria
con el puntero x apuntando a un registro de memoria de dos campos, donde el
primero se usa para representar el primer valor de la lista y el segundo como un
puntero a la representacion del resto de la lista.

Definicion 36 Una lista enlazada que comienza en x se define con el siguiente
predicado recursivo:

list.z.[ ]

=z = nil A emp
list.xz.(e>es) = (Jy - x> e,y * list.y.es)

Llamaremos nodo a cada registro referenciado por punteros de la lista enlazado.
En el caso de la definicion recursiva el par (e,y) representa un nodo.
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X

Figura 2.3: Estado de list.z.[2,7, 2]

Ejemplo 37 El predicado list.x.[2,7,2] representa una lista enlazada de tres
elementos 2, 7 y 2 y los estados que los satisfacen son como los representados

en la figura [2-3

Ejemplo 38 Para demostrar el uso de este predicado en la verificacion de pro-
gramas, consideremos el siguiente ejemplo sencillo de borrado del primer ele-
mento de una lista enlazada. Como precondicion se establece que la secuencia
representada no puede ser vacia.

{list.z.(e>es)}

< (definicion de list)

{37 - z— e, 2 x list.2".es}
y:=ux.l;

{3y - (32 - z— e 2 xlist.z/.es Ny=2')}

< (eliminacion de los 3)

{z — e,y * list.y.es}
free(z);

{list.y.es}
Ti=y

{list.z.es}

Una desventaja del predicado list es que, en muchos casos, no nos permite
representar estructuras parciales que ocurren en la ejecucién de un programa
sobre listas. Tomemos como ejemplo el programa de borrado de todas las ocu-
rrencias de un valor particular en una lista enlazada de la figura

Durante la ejecucién del ciclo, en la memoria habria una parte de la lista
enlazada que ya fue recorrida y de la que ya se eliminaron los valores iguales a v
y otra parte que resta recorrer. Esta ultima parte se puede especificar facilmente
con el predicado de lista que definimos maés arriba, pues efectivamente tenemos
una lista enlazada que comienza en la variable y y que termina en nil. Sin
embargo, el segmento de lista ya recorrido no es una lista que termina en nil.
Entonces necesitamos un predicado mas general para poder hablar de estos
segmentos de listas. Una solucion es tomar dos variables para especificarlo, una
para determinar el comienzo y la otra para el final del segmento.

Definicién 39 Un segmento enlazado de lista que comienza en x y termina en
y se define con el siguiente predicado recursivo:

Iseg.z.y.[] =2 =y A emp
Iseg.z.y.(epes) =x#y A(Jz - ©— e,z x Iseg.z.y.es)
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{list.z.es}
y =
while y # nil do
w = y.0;
t:=y.1;
if w = v then
free(y);
if z = y then
Ti=1
else
p.l:=t1
fi
else
pi=
fi;
y:=t
od

{list.z.(es©v)}

Figura 2.4: Algoritmo de borrado de las ocurrencias de un valor en una lista

Una lista tipica se podria expresar como un segmento de lista con la segunda
variable igual a nil, como quedard explicitado en la propiedad 1 del lema

Ejemplo 40 El predicado 1seg.x.y.[1,4,1] representa un segmento de lista en-
lazada con tres elementos 1, 4 y 1 y los estados que los satisfacen son como los
representados en la figura (2.5, El primero con y = nil y el sequndo con y un
puntero dangling.

Lema 41 Las siguentes son formulas vdlidas sobre los predicados list y lseg:
1. 1seg.x.nil.es < list.x.es
2. list.z.es A x #nil & (3e',y/,es’ - x> e,y *list.y'.es’ Nes=¢e >es)
3. list.z.es A x = nil = emp A es =[]
4. list.z.(es<e) & (Fy' - lseg.x.y'.es x y' > e, nil)
5. lseg.x.y.(es<e) x y—a,z < (Jy - lsegwy.esxy — ey x y+—a,z)

Notar la ocurrencia de predicado y + a, z en la propiedad 5 del lema anterior.
Si no estuviera, solo valdria la implicacion = y perderiamos la validez de la
vuelta, ya que para obtener un segmento de lista entre x e y, la variable y no
puede apuntar a ningun registro del segmento. Con ese predicado aseguramos
entonces que la variable y es un puntero que estéd definido en una porcién disjunta
del heap del segmento de lista y por lo tanto no puede apuntar a ningin nodo
del mismo.

Para verificar el programa de borrado hay que tener en cuenta algunos de-
talles. La variable de puntero p referencia al nodo anterior al que se estard
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X y=nil

(a) cuando y = nil

EN e KN g EV I e

(b) cuando y es un puntero dangling

Figura 2.5: Estados que satisfacen lseg.z.y.[1,4, 1]

recorriendo en el cuerpo del ciclo. Esto es necesario para poder actualizar la
referencia al nodo siguiente en la lista en el caso en que el nodo actual sea elimi-
nado de la memoria. Como el primer nodo no tiene nodo anterior, al comienzo
y mientras se borren todos los nodos iniciales (por tener un valor igual a v) p
en realidad no estard inicializado, pero valdra que = = y. El comando if méas
interno esta para separar estos dos casos. Notar entonces que el invariante del
ciclo es un poco complejo, ya que debe contemplar estas dos situaciones.
Recordemos la precondicién y postcondicién del programa de la figura [2.4

PRE: {list.z.es}
POST: ({list.z.(es©v)}

El invariante del ciclo sera:
list.y.es” x (I V I5)

donde I; e Is son férmulas para describir los dos casos mencionados antes y
es” es una variable cuantificada existencialmente para la secuencia de valores
representada por la lista enlazada que comienza en y. A continuacién mostramos
la verificacién del programa.

Ejemplo 42 Usaremos L1,11,Ls e I3 para denotar predicados segun las si-
guientes ecuaciones:

Ly =vsev=[] Aes=vs'Hes”
I =emp Az =y A L
Ly=e v ANvsd6v=][]Aes=es4[e]4H#vsHes”

I, =lseg.x.p.(es’ ©v) x pr= e,y A Ly

donde las variables primadas o doblemente primadas estardn cuantificadas exis-
tencialmente de manera implicita. Los predicados Ly y Lo son pure y hacen
referencia a los valores abstractos representados. La variable de secuencia vs'
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representa una secuencia con todos sus wvalores iguales a v, por eso siempre
estard junto con vs' ©v = [].

Veamos que el invariante presentado list.y.es” x (I; V I3) se cumple al co-
mienzo del ciclo:

{list.z.es}
=
{list.z.es A x = x}
y =
{list.y.es A x =y}
< (definicion de © y )
{list.yes Nz =y A[]ov =[] Nes=[]Hes}
= (doble introduccion de 3 y elemento neutro de *)
{list.y.es” xemp ANz =y Avs'©v =[] A es=uvs'4es"}
= (distributividad de * sobre V)
{list.y.es” (I V 1)}

Veamos que la conjuncion del invariante con la negacion de la guarda del
ciclo implica la postcondicion del programa:

{list.y.es” *(I; V I2) A y = nil}
= (propiedad 3 lema[{1)

{emp *(I; V I3) Aes” =[] Ay =nil}
= (distributividad con V , cdlculo elemental de secuencias)
{(emp Az =nil Avs'6v =[] A es=wvs)

V (Iseg.z.p.(es’ ©v) x pr—> e/ nil A Ly Aes” =[])}

= (definicion de list, propiedad 4 lema[{1])
{list.z.(es©v) V (list.z.((es’ ©v)<e’) A Ly ANes” =[])}
= (cdlculo sobre secuencias, idempotencia de V)
{list.z.(es© v)}

Por dltimo, en la figura[2.6, podemos ver que, con la conjuncidn de la guarda,
se mantiene el invariante luego de una ejecucion del cuerpo del ciclo. Notar que
list.y.es” x Iy = x # y, por lo que efectivamente el if mds interno distingue
entre 11 e Iy. Debido a la extension de la especificacion, no se incluyen todos
los detalles. En repetidas ocasiones, se aplican varias operaciones por vez.

2.4.2. Arboles binarios

Dentro de las estructuras de datos no lineales, una de las més simples y de
las més utilizadas son los arboles binarios. Como hicimos con las secuencias de
valores abstractos y el predicado list, presentamos primero los drboles de valores
abstractos y luego cémo representarlos en la memoria dindmica.

Definicion 43 El conjunto de expresiones sobre drboles binarios Tree se define
por la siguiente gramdtica:

Tree t={()](telt)

donde e € Expr. Denotaremos con {(€) al drbol binario {{ ),e,{)) y en un drbol
(It,e,rt) diremos que It es el sub-drbol izquierdo, rt es el sub-drbol derecho y
que e representa la raiz del drbol.
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{list.y.es” « (I, V Is) A y # nil}
= (propiedad 2 lema [1))
{y— e’y xlist.y'.es] Nes”" =e">es! «(I1 V I2)}
w = y.0;
t:=y.1;
{y — w,t x list.t.es] Nes”" =wpes] x(I; V 1)}
if w = v then
{y— w,t x list.t.es! Nes”" =wpes] x(I; V I2) AN w=v}
= (célculo sobre secuencias, renombre de variables cuantificadas)
{y = w,t = list.t.es” *(I; V I2)}
free(y);
{list.t.es” x(I; V I3)}
if © = y then
{list.t.es” = I}
=1
{list.t.es” A Ly A x =t}
else
{list.t.es” = I}
pl:=t
{list.t.es”  Iseg.z.p.(es’ ©v) * pr>€e',t A Lo}
fi
{(list.t.es” Nz =t A Lq)
V (list.t.es” « lseg.xz.p.(es’ ©v) x pr— e/t A La)}
else
{y— w,t = list.t.es! Nes" =wpes] x(I; V Iz) AN w # v}
= (cdlculo de secuencias, definicién de lseg, propiedad 5 lema [41))
{y— w,t x list.tes! Nw#vAvs Qv=][]=*
((1seg.z.y.(vs' ©v) A es = vs' 4 [w]4 [ ]Hes)) vV
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(Iseg.x.y.((es’4[e']4#vs") ©v) A es = (es’H[e/]Hvs’ )4 [w]4[ |4 es)))}

= (introduccién de 3, idempotencia de V y renombre de variable)

{y > €', t x list.t.es” * Iseg.z.y.(es’ ©v) A Lo}
b=y
{p— € t x list.t.es” * Iseg.x.p.(es’ ©v) A Lo}
fi;
{(list.t.es” ANz =1t A L)
V (list.t.es” * lseg.x.p.(es’ ©v) x p— €/, t A La)}
y:=t
{list.y.es” * (I; V I3)}

Figura 2.6: Verificacién del invariante del ciclo para el programa de borrado de

todas las ocurrencias de un valor en una lista enlazada (ejemplo
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‘nil‘ 2 |m|‘ ‘nil‘4 |m|‘ ‘nil‘ 6 |m|‘

Figura 2.7: Estado de tree.z.((((), 1, (2)),3, (4),5, (6))),7, ({},8, (9)))

Definiciéon 44 Un drbol binario que comienza en x se define recursivamente
por las siguientes ecuaciones:

tree.z.() =z = nil A emp

tree.x.(lt,e,rt) = (3l,r - = — l,e,r * tree.l.lt x tree.r.rt)

Llamaremos nodo a los registros referenciados por los punteros que ocurren en
el drbol binario. FEs el caso de la tripla (I,e,r) en la seqgunda ecuacion de la
definicion recursiva.

Ejemplo 45 La férmula tree.x.((((),1,(2)),3, ({4),5,(6))),7,((),8,(9))) repre-
senta un drbol binario de biusqueda. Esto significa que para cada sub-drbol no
elemental se cumple que los valores del sub-drbol izquierdo son menores al valor
de la raiz que a su vez es menor a los valores del sub-drbol derecho. En un drbol
con estas caracteristicas, la busqueda de un valor particular v se puede realizar
comparando v con el valor del nodo raiz y, mientras no sean iguales, siguiendo
sucesivamente hacia el nodo del sub-drbol izquierdo o derecho segun v sea me-
nor o mayor. En la figura[2.7] se muestra una representacion de los estados que
satisfacen la formula presentada.

Similarmente a lo que ocurria con el predicado de listas enlazadas list, el
predicado tree encuentra su limite en la representacién de estructuras parciales
que ocurren durante la ejecucién de algoritmos iterativos sobre drboles. Sin em-
bargo, en este caso no resulta tan sencillo extender su definicién como lo hicimos
con los segmentos de lista Iseg para el caso de list. La principal complicacion es
el hecho de que estamos ante una estructura de datos no lineal. De todas mane-
ras, en el préximo capitulo presentamos un predicado general que nos permite
razonar sobre programas sobre drboles, aunque verificando propiedades sobre la
forma de la estructura de memoria, mas que sobre los valores que representan.



Capitulo 3

Shape Analysis

En este capitulo se presenta un shape analysis que permite verificar la va-
lidez de propiedades sobre estructuras de datos no lineales en memoria, como
arboles binarios. Es una extensién de andlisis de [9] que también se basa en
la ejecucién simbdlica de programas sobre estados abstractos compuestos por
férmulas particulares de la Separation Logic, llamadas symbolic heaps. En nues-
tra extension, que considera estructuras de datos no lineales, podemos prever
algunas dificultades:

= El uso de un predicado naive para describir las estructuras, como el usual
para drboles en Separation Logic (definicién [44] de la seccién daria
lugar a una proliferacién de ocurrencias del predicado por la recursiéon
multiple inherente a la estructura de datos.

= Los algoritmos sobre drboles (y grafos) suelen ser mas complejos que sus
pares sobre listas. Usualmente involucran una intensa manipulacién de
punteros y estructuras de control anidadas. Algoritmos como el Schorr-
Waite de marcado de un grafo, suelen proponerse como desafios para cual-
quier nueva metodologia de verificacién de programas con punteros. Esta
complejidad impone un fuerte requisito de precision en los invariantes de
ciclo para ser capaz de verificar propiedades interesantes.

= Cada recorrido particular de una estructura suele ser relevante para la
validez de propiedades interesantes de un algoritmo. Los multiples enla-
ces caracteristicos de los nodos de estructuras no lineales hacen crecer
exponencialmente las opciones de recorrido de las mismas. Esto plantea
la necesidad de un equilibro entre precisién y abstraccién para evitar un
crecimiento exagerado en el niumero de symbolic heaps que conforman un
estado abstracto.

En este capitulo presentamos un shape analysis con garantias de terminacién
que, dada una precondicién sobre un programa, computa autométicamente una
postcondicién e invariantes para cada ciclo del programa. El analisis adapta para
cada variable de programa el nivel de abstraccién en el cdlculo de invariantes,
teniendo en cuenta los requisitos de informacion segin la manipulacion que tenga
sobre la misma a lo largo del programa. De esta forma los invariantes calculados
resultan compactos y lo suficientemente precisos en la mayoria de los casos

35
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préacticos. Como parte del andlisis, introducimos un predicado recursivo lineal
para la descripcion de familias de drboles binarios que nos permite especificar
de manera concisa las estructuras de datos parciales que ocurren en puntos
intermedios en la ejecucién de algoritmos iterativos.

Para explicar el andlisis, primero presentamos el marco semantico, intro-
duciendo un modelo de memoria concreto y semantica operacional que define
nuestro lenguaje de programacion. Es una variante del marco del capitulo ante-
rior para considerar algoritmos que manipulan arboles binarios. Posteriormente
presentamos una semantica intermedia ejecutable que considera los programas
como transformadores de estados abstractos compuestos por symbolic heaps.
Esta seméntica se extiende luego con la introduccién de una fase de abstrac-
cion para el computo de invariantes de ciclo, definiendo una seméntica abstracta
ejecutable y con garantias de terminacion. Finalmente presentamos resultados
experimentales del andlisis para una variedad de algoritmos sobre arboles bina-
rios.

3.1. Semantica Concreta

Para la semdntica del lenguaje de programacién usamos un modelo de me-
moria similar al de la definicién [1} considerando a Zy, el conjunto de los enteros
entre 0y k—1, como el conjunto de valores elementales y limitando la imagen del
heap a registros de un tamano fijo de tres campos. Esto nos permite representar
la estructura de un arbol binario donde en cada nodo (registro) se guardan un
dato y punteros a los subarboles izquierdo y derecho. Para las variables hace-
mos una distincién entre un conjunto finito de variables de programa Var y un
conjunto infinito de variables de especificaciéon Var' que estardan cuantificadas
existencialmente de manera implicita y no podran aparecen en los comandos.

Definicion 46 Dado un entero positivo k, un conjunto infinito de direcciones
de memoria Locations, con un elemento distinguido nil € Locations, un conjunto
finito Var de variables de programa y un conjunto enumerable Var' de variables
logicas, el conjunto de estados States, se define como:

Values, = Z;, U Locations con Zy N Locations = ()

Stacks, = (VarU Var’) — Values, con VarN Var' = ()
Heaps, = (Locations — {nil}) —; Values, x Values, x Values,
States,, = Stacks, x Heaps,

Usamos un lenguaje de programacién imperativo simple con comandos de
manipulacién del heap, similar a lo presentado en las definiciones 2] y [4 con la
diferencia de que las expresiones booleanas se limitan a disyunciones de con-
junciones de relaciones de igualdad o desigualdad (o sea, una Forma Normal
Disyuntiva) y el comando de construccién toma tres expresiones (para la crea-
ci6n de un registro de tres campos).

Definicion 47 La sintaxis de las expresiones Expr,, las relaciones Rel,, las ex-
presiones booleanas BExp, y los comandos Comm, estdn dadas por la siguientes
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gramdticas:
Expr, ex=x|nil|0|1]|... |k—1
Rel, ruo=e=ele#e
BExp, b= A...AP)V...V(rA...AT)
Comm, cu=skip|z:=e|z:=new(e,e,e) |z :=x.i|x.i:=e|free(x)

| ¢; ¢ | if b then c else ¢ fi | while b do ¢ od
donde x € Vary 0 <1 < 2.

La seméntica concreta del lenguaje de programacion esta dada por funciones
continuas [p]. : D, — D, para cada comando p sobre el reticulado completo D,
definido a continuacién:

Definicién 48 Dado el conjunto de estados States, y un elemento distinguido
abort ¢ States,, definimos el reticulado D, como:

D, = (P(States,) U {abort}, C)

con C la relacion de inclusion de conjuntos que ademds cumple que para todo
d e D., dC abort

El elemento distinguido abort representara una ejecucién que termina anor-
malmente con un fallo de memoria.

La semdntica de cada comando atémico (i.e. skip, asignacién, construccion,
consulta, mutacién y destruccién) se puede definir segin la seméntica operacio-
nal presentada en la definicién[6} Notar que, para cualquier comando atémico a,
~ relaciona una configuracién ((s, h),a) € States, x Comm, con configuracio-
nes terminales ¢ € States, U {abort}. Entonces, la semdntica de cada comando
primitivo a puede extenderse facilmente a una funcién sobre D..

Definicién 49 La funcion o' : D, — D., con a € Comm, un comando atdmico
se define como:

abort sid = abort o existe (s,h) € d tal que ((s,h),a) ~ abort
al.d = { {(s', W) € States, | existe (s,h) € d tal que ((s,h),a) ~ (s',h')}
en caso contrario

Si usamos una semdntica estdndar para las expresiones booleanas [ [, que
solo dependen de stack, como en la deﬁniciény usamos a! para la seméntica de
los comandos atémicos a, la semantica denotacional de los comandos compuestos
se extiende de forma usual.

Definicién 50 La semdntica concreta de los comandos [ ]. € Comm, — D. —
D., se define como:

[a]c = a'
les; ca]e = [ea]e o [ea]e
[if b then c; else ¢ fi]. = ([e1]. o filter..b) U, ..
[while b do ¢; od ]|. = Ad - filter,. = b.(ud' - d U

([e2]c o filter.. — b)
([e1]e o filter..b).d)

abort
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donde a representa los comandos atomicos, y denotamos con p el operador de
minimo punto fijo, con o la composicion funcional, y con — la meta-operacion
que transforma una expresion booleana en su negacion en FND:

(g A AT Y V(T A A Tig)) =
RIS AL A i,
1<iy <k
1<t <km

donde ~r denota la relacion de igualdad o desigualdad negada de r. La funcion
U :D. x D, — D, es la union con abort:

abort

di Uabort dgy =

abort sid; = abort o dy = abort
di Uds en caso contrario

La funcion filter..b; : D. — D. remueve los estados que no son consistentes
con el valor de verdad de la expresion booleana by :

. . Jabort st d = abort
filterc.by.d = .
{(s,h) € d| [b1]s-s} en caso contrario

3.2. Semantica Intermedia

En nuestro andlisis consideramos los programas como transformadores de
estados abstractos. En esta seccién introducimos una seméantica intermedia eje-
cutable que opera sobre conjuntos de férmulas restringidas de la Separation
Logic llamadas symbolic heaps. Intuitivamente un estado abstracto representa
al conjunto de estados concretos que satisfacen alguna de las férmulas que lo
componen.

Un symbolic heap I11Y se compone de una férmula pure II con predicados
sobre igualdades y desigualdades de variables, y una férmula espacial ¥ con pre-
dicados sobre el heap. En este nuevo contexto, dentro de las expresiones tenemos
que incluir a las variables primadas, que serdn necesarias para las especificacio-
nes de programas.

Definicion 51 Las sintazis de las expresiones Expr’,, de las relaciones Rel’y, de
los multiconjuntos constantes Multiset, de las férmulas puras Pure, de las féormu-
las espaciales Space y de los symbolic heaps SH estin dadas por las siguientes
gramdticas:

Expr’, ex=x|z' |nil|0]1]|... k-1
Rel’, ru=e=ele#e
Multiset m={e, ..., e}

m

Pure I ::=true|r|IIAII

Space Y :=emp | true | junk |y — e, e, e | treesm.m | X x &
SH sh =115

donde x € Vars, ' € Vars', y € VarsU Vars'.
Notacidn: Denotamos con @ al multiconjunto vacio {}
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La semantica de los symbolic heaps respecto a los estados concretos sigue la
presentada en la definicién El predicado junk especifica que existe alguna
cantidad de celdas asignadas pero inaccesibles. Tiene el proposito de establecer
que hay basura en el heap, tal vez generada por memory leaks. El predicado del
heap true es valido en situaciones en las que junk es valido, pero también en las
que emp es valido, por lo que sélo indica la posibilidad de existencia de basura
en el heap. Definimos a continuacién la semantica formal para los symbolic heaps,
con la excepcién del predicado trees que se presenta mas adelante.

Definicién 52 La semdntica de los symbolic heaps SH estd dada por la relacion
de satisfaccion = :

k= C States, x (PureU SpaceU SH)

definida de la siguiente manera:

(s,h) =7 sty sdlo si [r]p.s

(s,h) [ true siempre

(s,h) ETI ATI sty sdlo si (s,h) E y (s,h) I

(s,h) = emp sty sdlo si h =10

(s,h) E junk sty sdlo si h £

(s,h) ExrLuvr siysdlosih={([z]es, ([[]e-5, [V]e-s, [r]e-s))}

(s,h) EX x X/ st y solo si existen hyi, ho € Heaps, tales que hy L ha,

]’L:h1Uh2,(S,]’L1) ': b)) Y (S,hg) ':E/
(s,h) ETI|X sty sdlo si existe U tal que ((s|& — U),h) E IO
y ((s|2 — 0),h) = %

donde T € Var™* es la secuencia de variables primadas que ocurren en I1|3.
Extendemos la notacion f|Z — U para denotar a la funcion f con la actualiza-
cion del valor de cada campo de T con el valor del correspondiente campo en .
Notar que definimos la relacion |= sobre los predicados en Pure y en Space, pero
debido a la presencia de variables primadas, solo nos interesa la relacion sobre
SH. Si en algin momento hablamos solo de la parte pura o de la parte espacial
de una fomula, asumiremos que se trata de un symbolic heap en SH donde la
parte no mencionada es igual a true.

La intencién del predicado trees es definir una familia de arboles binarios. En
toda su generalidad trees.C.D define familias de arboles posiblemente parciales
con raices o punteros de entrada en C' y punteros de salida en D. Los punteros
de salida pueden referenciar a nodos internos de otros arboles (o del mismo arbol
siempre que no se generen ciclos) o ser dangling. Muchos drboles pueden tener
punteros de salida que apunten al mismo nodo o, que atn siendo dangling tengan
la misma direccién (invélida) de memoria. Incluso un mismo predicado trees
podria tener multiples ocurrencias del mismo puntero de salida. En este sentido,
trees especifica grafos dirigidos aciclicos (dags) con posibilidad de sharing que
quedard restringida a los registros referenciados por los punteros de salida. Por
otro lado, para un predicado trees.C.D, un puntero distinto de nil que no ocurra
en D no puede ocurrir multiples veces en C sin dar lugar a una inconsistencia.

Definicién 53 Dado un estado (s, h) € States,, decimos que se cumple (s, h) =
trees.{ci,...,cnlt{d1, ..., dn ]} sty sdlo si:
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(s,h) E emp y [di]e.s = nil para todo 1 <i<m  sin=0
(s,h) = trees.{ca, ...;cnt{d1, ..., dm |} si [e1]e-s = nil
(s,h) = trees.{ca, ...;cnlt{d1, ..y dic1, dig1y s din b st [e1]e.s = [di]e-s
para algin 1 <i<m
h.([e1]e-s) = (vi,v2,v3) ¥y
(s',h) | trees U, 1", ca, ..., cr} {d1, ..., dm ]}
donde s’ = s|(I';7") = (v1,v3), K’ =h — [e1]e.s
ylU',r" son variables frescas en caso contrario

Se puede ver que la satisfacciéon de un predicado trees.C.D en un estado se
mantiene al intercambiar el orden en que ocurren las expresiones en C'y en D,
por lo que efectivamente podemos considerarlos multiconjuntos, en el sentido de
una colecciéon de elementos sin ningin orden particular.

Lema 54 Sea P, el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,r}, es decir
funciones biyectivas del conjunto {1,...,r} en si mismo. Se cumple que:

(s,h) Etrees{ci,...,cyt {d1, ..., dn]} siy solo si
(s,h) = treeS.ﬂCﬂ.l(l), R Cﬁl(n)[}.ﬂdﬂ.z(l), . 7dﬂ.2(m)|}

para todos (s, h) € States,, m € P, y ma € Py,

En el primer caso de la definicién de satisfaccion de trees tenemos un arbol
vacio, es decir sin punteros de entrada. El predicado trees.(). D serd valido en un
heap vacio y cuando todos los punteros de salida validos hayan sido alcanzados
y por lo tanto los punteros en D sean todos nil. Esto, junto con el segundo caso,
nos permite eliminar ocurrencias de punteros nil tanto en C' como en D, ya que
no influyen en la estructura definida. El tercer caso de la definicién caracteri-
za la parcialidad y el sharing entre arboles. Para un predicado trees.C.D, un
puntero que ocurra tanto en C' como en D representa un corte en la definicién
recursiva del drbol y una vez alcanzado, se elimina una instancia (por si ocurre
multiples veces) de dicho puntero en ambos multiconjuntos C' y D. El registro
al que referencie, si fuera un puntero valido, podria quedar definido en otro
predicado que se combine con el predicado trees.C.D mediante la conjuncién
espacial *. El ultimo caso de la definicién permite, para un puntero ¢; distinto
de nil y que no ocurren en el multiconjunto de salida, especificar el registro de
memoria al que apunta y hacer recursiéon en la parte del heap sin este regis-
tro, con el predicado trees al que se le agregaron al multiconjunto de entrada
expresiones que representan los punteros a los sub-arboles izquierdo y derecho
del nodo apuntado por c;. Representa el caso recursivo donde trees.x & C.D se
puede reemplazar por x — I, v/, 7" x trees.l’ @1’ & C.D y donde @ representa
la insercién de un elemento en un multiconjunto.

Ejemplo 55 El predicado trees.{z,y[}.0 se satisface en estados como el de
la figura [3:1 Como el multiconjunto de punteros de salida es vacio, no hay
posibilidad de sharing o de estructuras parciales. Notar la independencia entre
drboles referenciados por x e y.
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() O o O 1 B

Figura 3.1: Estado de trees.{z,y[}.0

Ejemplo 56 En la figura[3.9 tenemos dos ejemplos de estados que satisfacen la
férmula trees {zf} {z[}. En la figura[3.2d vemos como la variable z es un puntero
dangling que indica parcialidad. Cuando en el recorrido del drbol referenciado
por x llegamos al puntero z simplemente dejamos de avanzar. Sin embargo,
podria ocurrir que el puntero z sea alcanzado dos veces por caminos distintos de
la estructura con raiz en x. Como z ocurre una sola vez en el multiconjunto de los
punteros de salida, en la definicion recursiva del predicado trees, la primera vez
que se alcance a z ocurrird un corte en la recursion al eliminarse de los punteros
de salida, pero la segunda vez se continuard libremente determinando el drbol
que tiene a z como raiz. Es el caso en el que z referencia un registro valido y se
puede observar en la figura[3.28 Notar que la estructura global definida es un
grafo dirigido aciclico.

Ejemplo 57 En la figura[3.3d se representa un estado que satisface la férmula
trees.{z, y}.{z[}. En este caso, el puntero z indica el sharing entre los drboles
referenciados por x ey, apuntando a un registro vdlido que es la raiz de un nue-
vo drbol. Si considerdramos la formula trees. {z,y}.{z, z[}, con una ocurrencia
extra de la variable z en los punteros de salida, podriamos tener un estado como
el de la figura[3.3Y En este caso z se vuelve dangling y no tenemos el sharing
que teniamos antes, sino solo parcialidad en las estructuras.

El predicado trees resulta 1til para especificar las estructuras parciales que
ocurren durante la ejecucion de los ciclos y tiene buenas propiedades sintacticas.
Su importancia es similar a la del predicado 1seg en la verificaciéon de programas
sobre listas enlazadas. La relacién con el predicado tree definido en la seccién
242] es bastante directa:

Lema 58 Dado un estado (s, h) € States se cumple que:
(s,h) = trees.{xy,...,z,}.0
sty solo si existen ty,...,t, € Tree tales que

(s,h) E tree.x1.t; x ... x tree.x,.t,
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Figura 3.2: Estados de trees.{z[.{z]}

Para dar seméantica a los comandos, procedemos de forma similar a la seménti-
ca concreta, aunque sobre el dominio de los symbolic heaps. La semantica inter-
media se define sobre un reticulado completo D,:

Definiciéon 59 Dado el conjunto de symbolic heaps SH y un elemento distin-
guido T ¢ SH, definimos el reticulado D, como:

Do = (P(SH)U{T}, ©)

con C la relacion de inclusion de conjuntos que ademds cumple que para todo
de Dy, dCT

Definiciéon 60 Para cada comando atdémico se define una relacion de transicion
~» C SH x SH segun las siguientes reglas:

Skip:
II}%, skip ~ II'Y
Asignacién:
Y, z:=e ~ ' ANx =€/ Y
Construccién:

LY, z:=new(€) ~ II'|Y * x> €5 o
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(b) Estado de trees.{z, y[}.{z, z[

Figura 3.3
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Consulta:

Y * y = e, e1,6, ©:=y.i ~ I /\xzei/wex'lzl *(y = €0, €1,€2) /2 ¢ o

Mutacién:

| . |
II'Y « x+— eg,e1,e2, zi:=e ~ I[| X *xx+—eq,...,6_1,€,€i41,...,€2

Destruccidn:
MY x x+— ¢, free(z) ~ |2

donde x' € Var' es una variable fresca, 1I' denota 11, . ,» y ¥’ denota
Z/x(—x/'

Los comandos de consulta, mutacién y destruccién requieren que el pre-
estado explicite la existencia de la celda a ser dereferenciada. Para asegurar
esto, definimos una funcién rearr.xz que dada una variable de interés x aplica
reglas de reescritura a cada symbolic heap que conforma el estado abstracto,
intentando revelar la celda de memoria apuntada por z. En el caso que eso no
sea posible, devuelve T. Las reglas de reescritura intentan revelar una celda de
memoria a través de igualdad de variables y el unfolding del predicado trees:

Definicion 61 El sistema de reescritura = se define por las siguientes reglas:

Eq:

IX-z=y
IYXx«xy—é = IE*xz—¢

Unfold:

MX-axz=yAy#nil A\y&D
I3 * trees.y®C.D = I|X x x— ', v/, r" x trees.l’ r' ¢ C.D

donde I',v',r" son variables frescas.

Para dicho sistema de reescritura, la funcion rearr.x € D, — D, se define como:

rearr.z.d es T cuando d = T o cuando existe algun symbolic heap sh € d
tal que no es posible aplicar ninguna regla. En caso contrario, rearr.x.d es el
conjunto de todos los sh € d a los que se les aplico alguna de las reglas y por lo
tanto quedaron con la variable x revelada.

Las condiciones de aplicacién de estas reglas requieren la habilidad de decidir
sobre la validez de ciertos predicados, denotado con . A continuaciéon damos
una gramatica para estas condiciones.

Definicion 62 La sintaxis de los predicados Cond estd dada por la siguiente
gramdtica:

Cond cu=r|e€m]|e&m|noDangling.e|cAcleV c

i
a’

donde r € Rel’y, e € Expr',, m € Multiset.
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Con la condiciéon noDangling.x se intenta expresar que x es un puntero
correcto, es decir que o bien tiene asignada una direccién de memoria vélida o
bien tiene asignado el valor especial nil. La semantica del resto de las condiciones
es estandar.

Definicién 63 La semdntica de |= de la deﬁnicio’n se extiende para incluir
a las condiciones Cond[T]

(s,h) Ee€fer,....,en siysdlosi(s,h)Ee=e;, para alginl <i<n
(s,h) Eed{er,....en}} siysdlosi(s,h)Eee;, paratodol <i<n
(s,h) = noDangling.ex  siy solo si [e1]e € dom.h o [e1]e = nil

(s,h) EcAnc siy sdlo si (s,h) Ecy(s,h) =
(s,h)EcVv sty sdlo si (s,h) Eco(s,h)ECd

A continuacién, presentamos un pequeno y simple theorem prover sintactico
paras las condiciones Cond.

Definicién 64 El theorem prover + se define de la siguiente manera:

IXke =ey sieg=ey 0 (II=II' Ney=e3 yII'| Xt e3=ey)

MXke#n si DF(e,n) o II|X F e = nil
o(M|Xt+e=n"ynoesn=n')

I Y F 2 # nil si DF(z,nil) o (X =Y xy—eyll|¥ Fax=y)

mXrz#£y si DF(z,y) o (X =% % X"

y II'Y' + noDangling.x y 113" + noDangling.y
y Y+ 2 #nil V y # nil)
MYk ecfer,..en]f sill|Xte=e; para algin i tal que 1 <i<n
MY Fed{er,..,en]f siIl|Xte#e; para todo i tal que 1 <i<mn
IXFec Ac sill|Y ke yIIXE e
Ik e Ve stlll|¥ e oll|XF ey
II|X F noDangling.e sill|XFe=nilo (X =Y xax—eyll|X Frx=¢)
o (=Y xtrees.C.D ylI|!¥Fe€eCANe&D)
donde n y n' representan constantes numéricas, DF(z,y) denota
M=I1'Az#y
oM=TNe=zyll'\SFy#z)
oM=TANy=zyll'!SFa#z)
y donde = es la igualdad sintdctica (salvo conmutatividad en los casos de 11 o
Y y simetria para las expresiones de igualdad y desigualdad).

Todos los términos que ocurren libres en la parte de la definicion y que no
ocurren en lo que se estd definiendo estan cuantificados existencialmente de
manera implicita. Por ejemplo, la sequnda parte de la disyuncion de la defi-
nicion de I + ey = eq, debe interpretarse como: existen ez y II' tales que
M=T"Ae;=e3 yII'| X+ e3 =ces.

Se puede ver que el algoritmo definido para F es consistente y que las re-
glas de reescritura que definen rearr.x representan implicaciones semanticamente
validas.

Lema 65 (Consistencia de =)

1. SiTI| X F P, entonces (s,h) E I implica (s,h) = P para todos s, h.

1Notar que la seméntica para las relaciones Rel’q ya fue dada y por lo tanto se omite.
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2. 811X = II'|Y, entonces (s,h) | I1|X implica (s,h) = II'|Y para
todos s, h.

Para la definicién de la semdantica intermedia de los comandos seguimos
el mismo esquema que para la semdantica concreta, adaptado las definiciones
al nuevo dominio de symbolic heaps. Para los comandos atémicos de consulta,
mutacién y destruccion, que son los que podrian fallar en la seméntica concreta
debido a la manipulacién de una direcciéon invalida dada por el valor de una
variable x, ahora solo se ejecutan sobre estados que la funcién rearr.z transformo
para que quedara explicito que z referencia a una direccién valida, por lo que
no fallan en este contexto. Quien podria fallar ahora es rearr.x.

Definicién 66 La funcion al : D, — D,, con a € Comm, un comando atdmico
se define como:

ol d = T sid=T
" | {sh' € SH| existe sh € d tal que (sh,a) ~ sh'} en caso contrario

Definicién 67 La semdntica intermedia de los comandos [ |; € Comm, —
D, — D,, se define como:

[a]; = a!
laz]i = al orearr.x
fers ea]li = [ea]li o [er]
[if b then c; else cofi]; = ([e1]s o filter,.b) U, ([e2]; o filter,. = b)
[while b do ciod |; = Ad - filter,. = b.(ud’ - d U+ ([er]; o filter,.b).d)

Donde a es el comando de skip, asignacion o construccion, a, es el comando de
consulta, modificacion o destruccion de la variable x, la funcion U, : Dy x D, —
D, es la union con T y se define de manera andloga a U de la semdntica
concreta.

La funcion filter,.b : D, — D,, con b=cnj; V ... V e¢nj, donde cada cnj; es
una conjuncion de relaciones, se define como:

abort

T std=T

filter, .b.d = U {TAenj; (S| U S edyl|S —cnj;}  en caso contrario
1<i<n

Si bien establecimos en el lema que el algoritmo para - es consistente,
claramente no es completo. Por lo tanto en algunas ocasiones rearr.x no es capaz
de revelar la existencia de una celda de memoria particular con la consecuencia
de que ciertas ejecuciones de la seméantica intermedia dan como resultado T atn
cuando no existe una violacién de memoria segin la seméantica concreta.

Ejemplo 68 En el symbolic heap sh:
z # nil | trees.{z}.{y[} * trees.{y[}.0

rearr.x no puede revelar la variable x, ya que por un lado no hay ningun predicado
— en la parte espacial de sh (i.e. no puede aplicar la regla Eq) y por el otro
para aplicar la regla Unfold necesitaria:
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» para aplicar en trees{zf}.{y}, poder probar que x @{yl}, pero esto no
sucede, ya que hay estados que satisfacen sh pero no la condicion.

= 0 bien, para aplicar en trees.{y[.0, poder probar que x =y, que tampoco
es cierto.

En la semdntica concreta es claro que una de las dos condiciones anteriores
es vdlida y por lo tanto cualquier estado concreto que satisfaga sh cumple que
el puntero x tiene una direccion de memoria vdlida. Una posibilidad para resol-
ver esta limitacion seria enriquecer el estado sh reemplazdndolo por el conjunto
de dos estados equivalente a sh dado por filter,.(x =y V © # y).{sh} y donde
en ambos estados se puede revelar x. Este tipo de predicados aparece recurren-
temente en la especificacion de los programas y como veremos en la proxima
seccion, una regla de abstraccion puede transformar la parte espacial de sh en
trees.{z[}.0. Curiosamente éste es un estado abstracto en donde si se pueden
probar las condiciones para la aplicacion de la regla de Unfold y por lo tanto
revelar la variable x. Queda como moraleja que no siempre las formulas mds
débiles resultan en mayor dificultad para garantizar las condiciones de prueba
impuestas por rearr.

Para establecer formalmente la relacién entre las semanticas concreta e in-
termedia, definimos una funcién de concretizacién.

Definicién 69 La funcion de concretizacion v : D, — D, se define como:

d= abort sid=T
re= {(s,h)|FUIZ €d - (s,h) EII|X} en caso contrario
Teorema 70 La semdntica intermedia es una sobre-aprorimacion consistente
de la semdntica concreta:

[ple-(v-d) € ~-([pli-d)

para todo p € Commg,d € D,,.

3.3. Semantica Abstracta

La semantica intermedia es ejecutable pero no posee ningin mecanismo que
facilite el calculo de invariantes de ciclos y garantice la terminacién. En general,
la ejecucién de un ciclo que dereferencia una variable x genera estados abstractos
que contienen una cantidad arbitraria de symbolic heaps con un nimero cada
vez mayor de términos de la forma =’ — 3/, 2/, w’.

Ejemplo 71 En un algoritmo que iterativamente recorre el vinculo izquierdo
de los nodos de un drbol binario de busqueda con el objetivo de encontrar su
minimo valor:

pi=;

while p # nil do
m:=p.1;
p:=p.0

od
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la ejecucion de la semdntica intermedia, partiendo de la precondicion esperada
{true|trees.{z[}.0}, genera estados de la formaﬂ

{p = z|trees.{z[}.0,

true|x — p,m, 7] * trees.{p, | }.0,

true|z — If,v],r] * 1] — p,m,rh * trees.{p,r},75}.0,

true|z — If, 01,77 * U] — 15,05, rh x 15 — p,m, 1} « trees.{p,r}, 5, r5}.0,

causando la divergencia en su computo.

Para manejar esta situacion, definimos una funcién de abstraccién, abs :
D, — Dg, que intenta simplificar las férmulas que componen un estado, reem-
plazando informacién concreta sobre la forma del heap, por otra mas abstracta
pero también util. El objetivo de esta funcién es facilitar la convergencia del
célculo de punto fijo que representa la seméantica de un ciclo. Nuestra seméanti-
ca abstracta [ ], entonces, aplica la funcién abs a la entrada y luego de cada
iteracién de un ciclo.

Definicién 72 La semdntica abstracta de los comandos [ o € Comm, —
D, — D,, se define como:

[Pl = [Pl
[while b do ¢ od ], = (\d - filter,. = b.(ud’ - abs(d U, ([c]q o filter,.b).d'))) o abs

donde p representa a los comandos atémicos, la secuenciacion y la alternativa.

De esta forma, aunque el dominio de la seméantica abstracta sigue siendo
D., la semantica de un ciclo se calcula sobre un subconjunto de estados con
caracteristicas que, como veremos mas adelante, aseguran la convergencia del
calculo de punto fijo.

La funcién abs depende de la aplicacion, sobre cada symbolic heap que com-
pone un estado abstracto, de un conjunto de reglas de reescritura organizadas
en tres etapas.

Definicion 73 Las reglas de reescritura de la primera etapa son:
ReduceNull1:

MY Fe=nil
II}Y « trees.(e®C).D = II|X x trees.C.D

ReduceNull2:
MY Fe=nil
II}Y « trees.C.(e®D) = II|X * trees.C.D

2 En rigor de verdad, la parte pura de los estados contendrian igualdades entre las variables
z, p y m con variables primadas, asi como otras igualdades y desigualdades entre nil y varia-
bles primadas que representaban relaciones sobre p y m, anteriores a que le fueran asignados
nuevos valores. La parte espacial contendria, en el lugar de las variables p y m, sus variables
primadas relacionadas por igualdad en la parte pura. Para simplificar la exposicién, se elimi-
naron variables primadas irrelevantes y se sustituyeron por p y m las de la parte espacial. De
hecho, este procedimiento es uno de los pasos que contiene la definicién de abs que veremos
mas adelante.
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ReduceTree:

mxke=¢
II'Y « trees.(e®C).(e! D) — II|X « trees.C.D

DivideTree:

cuando € # 0
II'Y * trees.(e ®E).) = II|Y * trees.{ef}.0 * trees.E.0

AbsPointer:

Y=Y xax—lv,r IIXkz#£lAz#r
Iy = II|Y * trees.{z}.{I,r}

AbsTree:

MIXFe=¢ II|XF noDangling.e” para todo ¢’ en F

II'Y * trees.C.(e® D) * trees.(¢/ ®E).F = II|X « trees.(CWE).(DWF)

Las reglas ReduceNull1l-2 y ReduceTree eliminan puntos de entrada y salida
que no aportan informacién sobre el heap. La regla DivideTree normaliza un
arbol con varios puntos de entrada pero sin puntos de salida, en varios arboles
con un solo punto de entrada. Estas primeras reglas no pierden informacion,
0 sea, representan equivalencias, mas que implicaciones semanticas. La regla
AbsPointer abstrae predicados +— en predicados trees, olvidando asi el niimero
de nodos que conforman la estructura arbérea. La regla AbsTree combina drboles
olvidando puntos intermedios.

Ejemplo 74 Retomando el ejemplo [71, si aplicamos las reglas AbsPointer, Di-
videTree y AbsTree, en la sequnda iteracion del cdlculo del punto fijo obtenemos
el invariante:

{p = x|trees.{z[}.0, true|trees.{z[}.{p[ * trees.{p[.0}

Las condiciones de aplicacion de las reglas impiden la formacién de ciclos
dentro de la estructura, preservando la caracteristica de arbol. En el caso de
AbsPointer esto es trivial ya que se exige que II|X -z # [ A x # r. En el caso
de AbsTree, la condicién sobre las expresiones e” de F es que en la parte espacial
que no incluye a los predicados trees que se van a combinar, se cumpla que e’
representa un puntero con una direccién valida o que sea nil. Esto asegura
que todos los punteros de la estructura arboérea generada a partir de C en el
predicado trees son distintos a los elementos de F, pues aquéllos referencian
registros en un heap disjunto al heap en que éstos referencian registros o son
nil. Notar que la condicién no excluye la posibilidad de que, ademas de los nils,
haya elementos con valores repetidos en F.

3.3.1. Relevancia de variables y abstraccién

Comencemos definiendo una terminologia. Usamos T.C.D para referirnos a
un predicado trees.C.D o a un predicado = — I, v,7 con C = {z[t y D = {I,r[}.
Decimos que dos términos 71.C.D y T5.£.F de un symbolic heap forman un
enlace de cadena si existe z € D tal que x € £. Una sucesién de términos
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11,15, ...,T, forman una cadena si T; y T;41 forman un enlace de cadena, para
todo 0 < i < n.

La aplicacion de las dos ultimas reglas de abstraccién presentadas en la defi-
nicién [73|implican pérdida de informacién sobre el heap de dos formas distintas:
por un lado la informaciéon concreta sobre una celda referenciada por cierta
variable (en el caso de la variable z en la regla AbsPointer), y por otro, la in-
formacién sobre una variable que hace de nexo en un enlace de cadena (en el
caso de la expresion e en la regla AbsTree). Esta pérdida de informacién puede
resultar en la imposibilidad de continuar con el andlisis si la variable abstraida
es dereferenciada en un punto de ejecucién posterior, ya sea porque no es posible
garantizar las condiciones de las reglas de rearr, o porque se pierde todo rastro
de la variable como punto intermedio de la estructura.

En general, en los shape analysis derivados de la Separation Logic, las reglas
de abstraccion se aplican sobre una variable siempre que esté cuantificada exis-
tencialmente, pero un criterio andlogo resulta inadecuado en nuestro caso. Por
un lado puede resultar muy fuerte, causando demasiada pérdida de informacién.
Por otro lado, puede resultar muy débil, dando lugar a férmulas innecesariamen-
te precisas y por lo tanto, invariantes grandes. Llevar la cuenta de una cadena
con dos, tres o mas enlaces de cadena no parece un problema si se trata de
estructuras lineales. Pero en estructuras multiligadas, dadas las multiples com-
binaciones posibles, el nimero de férmulas necesarias para describir esta cadena
crece exponencialmente. Aunque desde el punto de vista de la correccién ésto
no es un problema, mantener estados reducidos agiliza el andlisis y permite una
mejor comprension sobre los invariantes y postcondiciones obtenidos.

En nuestro andlisis, la aplicacién de las reglas de abstraccién son relativas
a un nwel de relevancia asignado a cada variable. El nivel de una variable en
cierto punto de ejecuciéon depende del tipo de comandos que la incluyen y que
van a ser ejecutados a partir de este punto. Se lleva a cabo un un analisis estatico
simple relev sobre un programa que devuelve una funcién f : Var — Z que asigna
a cada variable de programa un valor que representa la informacién que se va a
necesitar de ella. Si el primer comando en el que ocurre una variable y es, por
ejemplo, el de consulta = := y.i, la necesidad de informacion sobre y es alta, ya
que se requiere poder acceder a un registro de la memoria apuntado por y. Sin
embargo, si el comando anterior es el primero en el que ocurre la variable z, la
necesidad de informacién sobre x es nula, ya que el valor que tuviera antes se
pisard con uno nuevo después de este comando.

Definicion 75 Pensando un programa como una Secuencia de comandos, la
funcidn relev € [Comm,| — (Var — Z) — (Var — Z) actualiza una funcion
inicial f, de la siguiente manera:
relev.(skip; cs

relev.(z := e;cs

relev.(z := y.i;cs

)-
)-
)-
relev.(z.i := e;cs).
)-
)-
)-

relev.cs.fs

(relev.cs.fs|xz — 0)Ty — 2 para todo y € e
(relev.es.f |z — 0)Ty — 3

(relev.cs.ftz — 4)Ty — 2 para todo y € e
"

(

elev.cs.ftx — 3
relev.cs.f |z — 0)Ty — 2 para todo y € €

relev.(free(z); cs
relev.(z := new(€); cs
relev.(if b then cs;else csofi; cs
(relev.(csi4cs).f méax relev.(cse4-cs).f)Ty — 2 para todo y € b
relev.(while b do c¢s10d ;cs).f =
(relev.(csi4-cs).f méax relev.cs.f)Tty — 2 para todoy € b
relevie.f = f

f=
f=
f=
f=
f=
f=
f=



3.3. SEMANTICA ABSTRACTA 51

donde € es la secuencia vacia, 4 es concatenacion, y los operadores T y max
se definen como:

(ny%n).x;{ fx siz#yofa>n

n en caso contrario

) | fx sifx>gx
(f méxg).x = { g.x  en caso contrario

Entonces, el nivel de relevancia de x para I Y estd dado por el mayor valor
de la funcién de relevancia aplicada a las variables de programa de la clase de
equivalencia de x, dada por las relaciones de igualdad en II. El nivel 1 se reserva
para las variables de la precondicién y las variables cuantificadas tendrian un
nivel de -1, siempre que no estén en la misma clase de equivalencia que alguna
variable de programa con valor mayor.

Definicién 76 Dado un programa con su precondicion PRE € SH. Sea Vprp C
Var el conjunto de variables (no primadas) libres de la precondicion del progra-
ma. La funcion g € Var — 7 se define como:

gx eslsixe Vprr, yes0 en caso contrario

Dados un symbolic heap sh € SH, una secuencia de comandos cs € [Commy],
una variable x € VarU Var', una expresion e € Expr’ , el nivel de relevancia

a’

individual (denotado como n.r.i.) de e en cs se define como:
n.r.i.(e) es relev.cs.g.e sie € Vary es —1 en caso contrario
el nivel de relevancia de x en cs para sh se define como:
méx({n.r.i.(z) | existe z que cumple sht+ x = z})

Antes de aplicar las reglas de abstraccién sobre cada symbolic heap que
conforma un estado abstracto, se calcula el nivel de relevancia de cada variable
respecto a los comandos que resten ejecutar. En nuestro andlisis, el nivel de
relevancia requerido por las reglas queda parametrizado, permitiendo graduar
el nivel de abstracciéon. En nuestra implementacion, para la regla AbsPointer,
el pardmetro p establece el nivel de relevancia de la variable x a partir del que
la regla deja de aplicarse. Con niveles de relevancia menores a ese limite p si
se aplica la regla. Para AbsTree, el parametro ¢ indica que la regla se aplica
solamente cuando todas las variables que podrian definir un enlace de cadena
entre los dos predicados trees a abstraer tienen un nivel de relevancia menor
a t. En los experimentos obtuvimos los mejores resultados con un valor de 2
para ambos parametros, aunque algunos algoritmos permiten limites més altos,
logrando invariantes mas compactos y menores tiempos de ejecucién.

3.3.2. Terminacion

Las variables cuantificadas tienen un rol determinante en la terminacién
del andlisis inducido por [ Ja, ya que permiten generar un conjunto infinito de
férmulas como imagen de abs. El predicado trees también podria ser responsa-
ble de una cantidad arbitraria de férmulas, atin solo con una cantidad finita de
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variables de programa, debido a que los multiconjuntos pueden contener ocu-
rrencias multiples de una misma expresiéon. En circunstancias donde ¢mg.abs es
infinito, el minimo punto fijo que representa la seméntica de un ciclo no siempre
puede computarse efectivamente.

Sin embargo, abs consta de ciertas reglas, en la segunda y tercera etapa,
que acotan el niimero de variables cuantificadas y garantizan la finitud de su
imagen, y por lo tanto la convergencia del anélisis.

Definicion 77 Las reglas de reescritura de la sequnda etapa son:

EqEliminationl:

cuando n.r.i.(z) <1
Ohnzr=e¥ = (I1|¥)/,c

EqElimination2:

cuando no ocurren variables en eq, ey
II A ey 262:2 - H:Z

NeqgElimination:

cuando n.r.i.(e1) < 1 y n.r.i.(ea) < 1 o alguna es cuantificada
II A e 7562:2 — H:E

Garbagel:
Y « 2’ — l,u,r = II|X x junk
Garbage2:
cuando ' no ocurre en predicados de — en X
IT}Y * trees.(2' ®C).D = II|X * true
Garbage3:
cuando ' no ocurre en predicados de — en X
I1}Y * trees.C.(x' ®D) = II|X * true
Garbage4:
II|Y « trees.C.(e@e®D) = II|3 * true
Garbageb:

II)Y « trees.(e®e®C).D = |3 * true
donde x € VarU Var' y como es usual x’' € Var'.

La regla EqEliminationl substituye en un symbolic heap, variables cuantifica-
das o variables de programa para las que no hay necesidades de informacién en
el programa que resta ejecutar, por su igual segtin alguna relaciéon de igualdad
en la parte pura. Notar que luego de la aplicaciéon exhaustiva de esta regla, no
deberian quedar variables cuantificadas en relaciones de igualdad de la parte
pura de un symbolic heap. La regla EqEliminationl simplemente elimina igual-
dades triviales entre constantes y la regla NeqElimination elimina desigualdades.
Es importante que esta ultima regla se aplique después de EqEliminationl, ya
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que de esta manera las variables eliminadas en las desigualdades no ocurren
en ninguna igualdad de la parte pura y por lo tanto no perdemos informacién
importante.

Como las reglas de aplican exhaustivamente por etapas, las reglas de la
segunda etapa Garbagel-3 eliminan los punteros y predicados trees que involu-
cran variables cuantificadas y que quedaron sin ser abstraidas por las reglas de
la primera etapa, por la imposibilidad de garantizar una estructura de arbol.
De la misma misma manera, las reglas Garbage4-5 eliminan predicados trees
que contienen multiples ocurrencias de expresiones, ya sea entre los punteros de
entrada o los punteros de salida. Que no se hayan abstraido en la primera etapa
implica que no pudieron probarse iguales a nil o a alguna otra expresién del
otro multiconjunto del predicado. En el caso de las ocurrencias miltiples entre
los punteros de salida, esto podria indicar que el predicado trees representa
en realidad un dag y nuestro andlisis encuentra un limite en el manejo de este
tipo de estructuras. Por otro lado, en el caso de las ocurrencias multiples de
una expresion e entre los punteros de entrada, para que la férmula sea consis-
tente deberia suceder que e sea nil o que sea igual a alguna expresién entre los
punteros de salida, pero no pudo probarse ninguna de las dos opciones en la
etapa anterior, por lo que no hay mucho mas para hacer. Estas reglas generan
predicados junk o true indicando la posible presencia de basura en el heap

Finalmente, en la tercera etapa se aplican reglas que acotan el tamano de
los symbolic heaps, eliminando términos repetidos por propiedades de elemento
neutro, nilpontencia o idempotencia. Se acumula toda la basura en un solo
predicado junk o true y se limita la cantidad de términos puros. También se
eliminan multiples ocurrencias de trees.C.D ya que la Unica circunstancia en
que ello no incurre en una inconsistencia es cuando, ignorando los valores nil,
los valores representados por los multiconjuntos C y D son los mismos y por lo
tanto trees.C.D = emp.

Definicién 78 Las reglas de reescritura de la tercera etapa son:
AndZero:

IT A true|Y = I|¥

SpatialZero:
II'Y «xemp = II|X
TreesNilpotence:

IT} ¥ * trees.C.D x trees.C.D — II|X

Andldempotence:

OArATE = IIArE

Spatialldempotencel:

II|Y % true * true = II|¥ * true

Spatialldempotence2:

I1|Y * junk * junk/true — II|X * junk
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Como 1ltimos pasos de abs, se unifican los symbolic heaps que solo difieren en
el nombre de las variables cuantificadas y se eliminan los que se pueden probar
inconsistentes. Si bien en términos de correctitud esto no es necesario ya que un
symbolic heap inconsistente no pude ser satisfecho por ningin estado concreto,
su eliminaciéon nos permite obtener una semantica mas ajustada y asegurar la
finitud de la imagen de abs.

Definicién 79 Decimos que un symbolic heap II|¥ € SH es inconsistente si
sucede alguna de las siguientes opciones:

1. Existen e1,es € Expr’, tales que IIIX - e; = ey A e1 # e
2. Eziste n constante numérica tal que I} X F noDangling.n

Notar que el primer punto de la definicién anterior garantiza que no pueden
haber multiples ocurrencias de términos x +— —, —, — con la misma variable x
en la parte espacial del symbolic heap.

Con todas las reglas de abstraccién de cada etapa presentadas, podemos
finalmente definir la funcién abs.

Definicion 80 La funcion de abstraccion abs € D, — D, se define como:

T sid=T
abs(d) = { rmEq({II'|Y | 3! ed - II!Y =—* 1'%
y 'Y no es inconsistente }) en caso contrario

donde =>* consiste en la aplicacion de cero o mds reglas de reescritura —>
presentadas en las definiciones[73,[71y[78, de manera ezhaustiva en cada etapd’]
antes de continuar con la siguiente, y donde rmEq es una funcion que para un
conjunto de symbolic heaps S C SH devuelve un conjunto con un representante
de cada clase de equivalencia dada por renombre de variables cuantificadas de los
elementos en S, donde en el representante se hizo un renombre de manera que
sdlo ocurren las primeras j variables primadas i, . .. ,x; de una enumeracion
fija de Var': o', ... N TR

Vimos que en la parte pura de un symbolic heap no pueden quedar variables
cuantificadas luego de la aplicacién de las reglas EqEliminationl y NegElimina-
tion de la segunda etapa. Junto a la aplicacién de la regla Andldempotence de
la tercera etapa y debido a que tenemos una cantidad finita de variables de
programa y de constantes numeéricas, la cantidad de posibles partes puras que
pueden tener los symbolic heaps que queden luego de la aplicacién de abs estd
acotada. Por otro lado, la regla Garbagel de la segunda etapa garantiza que no
aparecen variables cuantificadas como puntero de términos de +, por lo que,
junto con el chequeo de no inconsistencia segin la definicién [f9} tenemos una
cantidad acotada de términos — en la parte espacial de cualquier symbolic heap
sh de la imagen de abs. Si E., es el conjunto de expresiones que ocurren en
términos de +— de sh, las reglas Garbage2-3 aseguran que no ocurren variables

3Y de manera deterministica también. Aunque no se haya explicitado el orden y la forma
exacta de aplicar las reglas, el algoritmo que implementa las reescrituras es deterministico, de
manera que =" es, ademds de una relacién, una funcién. Enseguida se discute respecto al
orden de aplicacién de las reglas.
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cuantificadas en predicados trees que no estén en E,_,, por lo que la cantidad de
variables cuantificadas que ocurren en la parte espacial de sh estd acotada. Lue-
go, debido a aplicacién de la funcién rmEq, el conjunto de expresiones de Expr’,
que pueden ocurrir en sh es finito y por consecuencia el conjunto de términos
de — también. Las reglas Garbage4-5 garantizan que no aparezcan expresiones
repetidas en los multiconjuntos de un predicado trees y por tanto que el con-
junto de términos trees que pueden ocurrir en sh es finito. Finalmente, junto
con las reglas TreesNilpotence y Spatialldempotencel-2 se evita la presencia de
términos repetidos en la parte espacial y, con lo que vimos de la parte pura,
demostramos la finitud de la imagen de abs.

Lema 81 (Terminacién de abs)
1. img.abs es finita.

2. El conjunto de reglas de abstraccion es fuertemente normalizante, es decir,
cualquier secuencia de reescrituras eventualmente termina.

Las reglas de abstraccién no son confluentes, i.e. la forma normal obtenida
después de una secuencia de reescrituras no es unica. El orden de aplicacién de
las reglas de la primera etapa es relevante pues la aplicacién de la regla AbsTree
podria causar mayor o menor pérdida de informacién cuando se aplica antes o
después de la regla DivideTree y esto podria conllevar a que no se cumplan las
condiciones necesarias para la aplicacién de otras reglas. Ademés tiene sentido
que se aplique AbsTree después de las reglas ReduceNull1-2 y ReduceTree para
que la expresion e (o €’) no se pueda haber simplificado de manera trivial y forme
realmente un enlace de cadena de los predicados trees a abstraer. En la segunda
etapa es importante la aplicacién de la regla EqEliminationl antes que las demés,
en especial NegElimination y Garbagel-3, que se refieren a variables cuantificadas.
En conclusion, nuestro andlisis sigue el orden presentado, pero, mas alla de la
importancia de aplicar la regla AbsTree al final de la primera etapa y la regla
EqEliminationl al comienzo de la segunda, no notamos diferencias significativas
al cambiar el orden de las otras reglas dentro de cada etapa.

La consistencia de las reglas de reescritura de la seccién previa se pueden
extender para incluir las reglas de abstraccion:

Lema 82 (Consistencia de =)
Si 1Y = 1II'|Y, entonces (s,h) = II|X implica (s,h) = II'|Y’ para
todos s, h

Estos resultados garantizan que el analisis dado por la ejecucion de la seméanti-
ca abstracta es consistente y siempre termina:

Teorema 83 La semdntica abstracta es una sobre-aproximacion consistente de

la semantica concreta:
[ple-(v-d) € ~.([pla-d)

para todo p € Commg,d € D,. Mds ain, el algoritmo definido por [ . termina.
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Capitulo 4
Discusion

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos de la implementacién
del andlisis para distintos algoritmos, se mencionan los trabajos relacionados al
nuestro y las contribuciones del mismo a modo de resumen final.

4.1. Resultados experimentales

Implementamos nuestro analisis en Haskell como una forma de validarlo. Con
esta implementacion realizamos experimentos sobre una variedad de algoritmos
iterativos sobre drboles binarios de busqueda adaptados de la GNU libavl [1],
y sobre una adaptacién del algoritmo de marcado de Schorr-Waite tomado de
[24]. Nuestra implementacién aplica una fase de abstraccién sobre el estado final
para obtener una postcondicién més compacta, tratando a las variables que no
ocurren en le precondicidon somo si fueran cuantificadas.

Recordemos del final de la seccién [3.3.1]los pardmetros p y ¢ para decidir si se
aplican las reglas AbsPointer y AbsTree segtin el nivel de relevancia de la variable
de puntero en un término +— o de las expresiones que forman enlaces de cadena.
Las reglas se aplican cuando el nivel de relevancia de las variables a abstraer
es menor al limite indicado en el parametro. Los posibles niveles de relevancia
van de -1 (para variables cuantificadas) a 4. En los ejemplos presentados se
corrié el andlisis para todos los posibles valores de p y t desde 0 hasta 5 y
se eligieron los valores que no daban como resultado T (posiblemente por un
exceso de abstraccién) y que menor cantidad de y més compactos symbolic
heaps generaban en menor cantidad de iteraciones de los ciclos. En la figura [
se presenta un resumen de los resultados obtenidos. Las columnas p y t tienen los
valores de los pardmetros que aseguran mejores resultados. Cuando se presenta
un rango significa que se obtuvo el mismo resultado del andlisis para todos los
valores en el rango. La columna Inv. expone la cantidad de symbolic heaps que
conforman el invariante de los ciclos y la columna It. el nimero de iteraciones
necesarias para alcanzar el punto fijo.

El algoritmo del minimo (andlogo al méximo) fue analizado en el ejemplo
para la obtencién del invariante del ciclo. En el algoritmo de busqueda search
se agregd a la precondicion la variable f con el solo objetivo de diferenciar en
la postcondicién los casos en que se encontré el valor buscado (f = 1) de los
que no (f =0). Claramente el caso que no se puede dar es f =1 A z =nil. Los

o7
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Algoritmo Precondicién / Postcondicién p t Inv. It
min/max  true|trees.{z[}.0 25 03 2 2
2 = nil|emp
z # nil|trees.{z[}.0
search f =0trees.{z[}.0 45 03 4 3
f=0A z=nillemp
=0 A z #nil|trees.{z]}.0
f=1A z#nil|trees.{z]}.0
insert f=0An=nil|t— x,0,0 x trees.{z[}.0
f=0Az=nil{t— n,0,0  trees.{n[}.0
F=0Az#niljt— z,0,0 x trees.{z}.0
f=1Az#nillt— 2,0,0 * trees.{z[.0

delete true|t — z/,0,0 x trees.{z'[}.0 0-3 05 10 4
true|t — nil 0,0 0 2
true|t — 2/,0,0 * trees.{z'[}.0

destroy  true|trees.{z[.0 5 25 3 2

2 = nil|emp
x # nil|emp

tree to  true|t+— 2/,0,0 x trees.{z’'[}.0 04 1-5 6 4
vine true!t — nil, 0,0
true|t — 2/,0,0 x trees.{z'[}.0
Schorr-  r = x|trees.{z[.0 5 25 13 4
Waite z=nil A r=nil|emp

x # nil | trees.{z[}.0
r # nil|trees.{r[}.0

Figura 4.1: Resultados del shape analysis sobre diferentes ejemplos

mismo se hizo con el algoritmo de insercién insert: se agregaron las variables
f, que se usa en el programa para marcar que se encontré el valor a insertar en
el arbol y por lo tanto ya no es necesaria ninguna operacion, y n, que representa
el nodo que se creard con el valor a insertar en el arbol. Ademas, la variable
del predicado trees no esta cuantificada. Esto nos permite que aparezcan en la
postcondicién y podamos ver en el primer symbolic heap que, cuando el drbol
original estaba vacio, se tuvo que crear el nuevo nodo a insertar y es ahora el
nodo raiz del &rbol (el del primer campo del registro referenciado por t). Los
otros dos symbolic heaps son similares y muestran el caso en que el arbol no era
vacio (z # nil) y se encontré o no un nodo con el valor a insertar. Si no nos
interesara el valor de estas variables de programa, podriamos haber ejecutado
el analisis con la precondicién

t— 2',0,0 * trees.{z'}.0

y habriamos obtenido como postcondicién un tinico symbolic heap con exacta-
mente la misma férmula.

Notar que los algoritmos insert, delete y tree to vine tienen en la pre-
condiciéon un puntero ¢t a un registro que, en el primer campo, tiene la variable
puntero a la raiz del drbol. Esto es asi debido a la estructura de arbol de la GNU
libavl y tiene sentido ya que de esta forma la referencia t no cambia nunca de
valor y se mantiene ain cuando el arbol queda vacio. Si bien la estructura es la
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misma para los algoritmos sobre BST's, los otros no usan la variable ¢ en sus co-
mandos, por lo que se puede obviar facilmente, resultando en una presentacién
mas clara.

En la figura[f.2] se muestra la adaptacién del algoritmo de delete. La guarda
p # nil en el primer ciclo y en el if posterior se usa para simular un return que
aparecen en el cuerpo del ciclo en el codigo original. La guarda undef denota
una condicién que no podemos representar en nuestro lenguaje y no agrega
informacion a ninguna de las ramas de if . Se utilizan variables temporales pval,
pleft, y las tmps para codificar operaciones mas complejas de lo que permite
nuestro lenguaje, como los comandos de consulta y mutacién juntos en uno
solo, o la presencia de referencias a registros del heap en las guardas de los
comandos if o while. Ademads, el valor booleano representado por found se
codifica con enteros y los if' s que tienen como guarda dir = 0 representan lo que
en el cédigo original eran comandos de mutacién del campo nimero dir de un
registro, que en nuestro lenguaje tiene que ser una constante. Mas alla de estas
adaptaciones, se conserva el estilo original del cédigo, incluso con los mismos
nombres de variables.

Similarmente al algoritmo de insercién, que tiene comandos posteriores a
su ciclo, el algoritmo de borrado representa un gran desafio ya que manipula
fuertemente la estructura de datos luego del primer ciclo y por lo tanto requiere
un invariante lo suficientemente preciso. En la figura podemos ver que el
primer ciclo alcanza su punto fijo luego de cuatro iteraciones y que su invarian-
te se compone de diez symbolic heaps, mientras que para el segundo ciclo solo
se necesitan dos iteraciones para llegar a un invariante de diez symbolic heaps
también. Un caso interesante al correr el andlisis con un valor del pardmetro p
de 4 es que el resultado es T debido a que rearr.p no puede revelar la variable
p en un estado en que la parte espacial contiene, entre otras cosas, los términos
trees.{p[t.{r[} * r — tmpi, 2], 2}, y en la parte pura aparece p # nil. Como re-
cordaremos del ejemplo enriqueciendo el estado con los casos p=ry p#r
se podria, en cada uno por separado, revelar la variable p como puntero a un
registro del heap. Una forma sencilla de lograr esto sin cambiar la implementa-
ci6n ni la definicién de rearr.p, es agregando después del segundo ciclo (que es
donde se produce la falla al querer ejecutar tmpj := p.0) el comando:

if p = r then skip else skip fi

Entonces, corriendo de esta manera con el pardmetro p con valor 4 y cual-
quier valor de 0 a 5 para t se obtienen invariantes mas compactos. De hecho, en
el segundo ciclo se alcanza el punto fijo con solo una iteracién y el invariante se
compone de cinco symbolic heaps. El invariante del ciclo principal sigue teniendo
diez symbolic heaps cuya parte espacial es de la forma:

t+— p,0,0 * trees.{p}.0 6
t+—q,0,0 x g p,z, 75 * trees.{p[.0 * trees.{z5}.0 6
t— x%,0,0 * trees.{z5} {q} * ¢ — p, 2}, x} x trees.{p[}.0 * trees.{z4[}.0

con variaciones intercambiando los valores de p y x4 en el registro apuntado por
q en los tltimos dos casos. Més alld de los invariantes un poco més concisos por el
mayor nivel de abstraccion, la postcondicion sigue siendo la misma claramente.

El algoritmo destroy realiza la liberaciéon de toda la memoria ocupada por
un arbol de manera iterativa mediante rotaciones. En este caso, las rotaciones
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=1
p:=1.0;
found = 0;
dir := 0;
while p # nil A found = 0 do
pval = p.1;
if pval = v then
found :=1
else
q:=p;
if undef then
dir :=0; p:=p.0
else
dir :==2; p:=p.2
fi
fi
od;
if p # nil then
ri=p.2;
pleft := p.0;
if r = nil then

CAPITULO 4. DISCUSION

if dir =0 then ¢.0 := pleft else q.2 := pleft fi

if dir =0 then ¢.0 :=relse ¢.2:=rfi

else
s :=1.0;
if s = nil then
r.0 := pleft;
else
tmp = s.0;
while tmp # nil do
ri=s;
s :=r1.0;
tmp := s.0
od;

tmpi == s.2; 1.0 :=tmpi;
tmpj = p.0; s.0:=1tmpy;
tmpk = p.2; 5.2 :=tmpk;

if dir =0 then ¢q.0:=selseq2:=sfi

fi
fi;

free(p);
else skip fi

Figura 4.2: Adaptacion del algoritmo de borrado de un elemento de un BST
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q:=1
p = t.0;
while p # nil do
pright ;= p.2;
if pright = nil then
q:=D;
p:=p.0
else
r=p.2;
tmp :=1r.0; p.2:=tmp;
7.0 := p;
pi=7;
q.0:=r
fi
od

Figura 4.3: Adaptaciéon del algoritmo de transformacién de drbol a vine

consisten en mover nodos desde el subarbol izquierdo de la raiz hacia el subéarbol
derecho. Eventualmente la raiz queda con un subéarbol izquierdo vacio y por lo
tanto se puede liberar el nodo raiz para luego proceder al subarbol derecho.
Partiendo de un arbol referenciado por la variable z, la postcondiciéon que se
obtiene es la esperable:

{z = nillemp, = #=nillemp}

El algoritmo tree to vine usa un método similar al destroy para, median-
te rotaciones, transformar un arbol binario de bisqueda arbitrario en un wvine.
Un wine es un arbol binario degenerado parecido a una lista, donde todos los
nodos tienen a lo sumo un solo subarbol no vacio. En este caso se obtiene un
vine con nodos que no tienen subdrbol derecho (i.e. que esta vacio). Este algo-
ritmo se usa para el balanceo de drboles binarios de busqueda: luego de obtener
el vine se realizan otras transformaciones que lo van comprimiendo hasta obte-
ner un drbol binario de altura minima. En la figura [1.3] se muestra el algoritmo
de transformacion a wvine, en donde la Unica adaptacion necesaria fue el uso de
las variables auxiliares pright y tmp. Se obtiene un invariante, luego de cuatro
iteraciones, con seis symbolic heaps cuya parte espacial resulta de combinar con
el operados de conjuncién * de todas las formas posibles los elementos de los
siguientes conjuntos:

{t = p,0,0, t+q0,0x*q+— p,a), nil
t— x§,0,0 * trees.{z5[}.{q} * ¢ — p, 2, nil}

{trees.{p}}.0, pr> 2}, ah,a% x trees.{z|[}.0 * trees.{z}[}.0}

Finalmente, presentamos el algoritmo de marcado de Schorr-Waite en la
figura[f.4] Este algoritmo realiza el recorrido de un grafo de manera iterativa sin
el uso extra de estructuras de datos mas complejas como stacks o queues, sino
simplemente con los registros de la misma estructura de grafo. Cada registro
tiene, ademas de los dos punteros que representan aristas a otros nodos de la
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P := nil;
if r # nil then
rval :=r.1; if rval =1V rval =3 thenrm :=1elserm:=0fi
elserm:=11
while p # nil V (r # nil A rm = 0) do
if r =nil V rm = 1 then
pval :=p.1; if pval =2 V pval = 3 then pc :=1 else pc :=0 fi
if pc =1 then
q:=r;
= p;
p = p.2;
r2:=q
else
q:=r;
ri=p.2;
pl .= p.0;
p.2 := pl;
p.0:=gq;
if pval = 0 then pval := 2 else pval := 3 fi;
p.1 := pval

q:=Dp;
pi=r
r:=r.0;
p.0:=q;
p.l:=1;
fi;
if r # nil then
rval :=r.1; if rval =1V rval =3 thenrm :=1elserm :=0fi
elserm:=11f
od

Figura 4.4: Adaptacion del algoritmo Schorr-Waite
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estructura, dos campos booleanos: check y mark. Al comienzo el campo mark
estd en false para todos los nodos y al terminar quedan marcados con true.
El campo check, junto con la reutilizacién de los dos punteros del registro es lo
que permite hacer el recorrido. La tnica adaptacién del cédigo tomado de [24]
consiste en combinar y codificar los campos check y mark en nuestro campo
de valor del registro para adecuarlo a nuestro modelo de memoria. De esta
forma, cuando check sea true el valor de nuestro registro serd 2 o 3, y cuando
mark sea true serd 1 o 3. De ahi la necesidad de agregar varios if s extra, que
se presentan en una sola linea para no ensuciar el resto del cédigo. Si bien el
algoritmo funciona para grafos en general, lo probamos con arboles partiendo
de la precondicion:
r = x|trees.{z[.0

La postcondicién obtenida es:
{z=nil A r=nillemp, z # nil|trees.{z[}.0, r # nil|trees.{r[}.0}

Se puede apreciar que se termina con un arbol vacio y sin nada en la memoria
(predicado emp) cuando = = nil o con un drbol no vacio que comienza en el
registro referenciado por x o por r. Sin embargo, si bien la variable r estd en
la precondicién, es una variable que se usa en el programa y cuyo valor puede
cambiar, a diferencia de la variable x que no se modifica en el algoritmo. Debido
a las varias verificaciones formales del algoritmo de Schorr-Waite, una postcon-
dicion valida es que se mantiene el mismo arbol de la precondicién y referenciado
por la misma variable x que no fue modificada. Nuestro andlisis encuentra un
limite al no poder establecer x = r en el segundo symbolic heap, por méas que
se cumpla en cualquier ejecucién de la semdantica concreta. Més alld de esto, si
logramos establecer como postcondicién que en la memoria hay una estructura
de arbol, como al comienzo. El invariante se alcanza en cuatro iteraciones y se
obtienen trece symbolic heaps cuya parte espacial es esencialmente:

trees.{p[}.0 * trees.{r[}.0

combinada con casos donde p = nil y/o r = nil. Esto resulta en que, ademds
de la férmula anterior, la parte espacial puede ser alguna de las férmulas emp,
trees.{p[}.0 o trees.{r[}.0. Este es un buen ejemplo de la precisién que puede al-
canzar nuestro andlisis. Si usdramos por ejemplo un valor de 2 para el parametro
p, en vez de 5, obtendriamos una postcondicién equivalente, pero con un inva-
riante alcanzado luego de diez iteraciones y compuesto por 118 symbolic heaps.

4.2. Trabajos Relacionados

Los principales trabajos relacionados son [5l 2 25], que al igual que el nues-
tro, derivan de [9]. Estas extensiones estdn implementadas en la herramienta
Spacelnvader y buscan verificar sistemas de cddigo real, soportando estructuras
lineales combinadas de maneras complejas. Nuestro trabajo extiende el dominio
de aplicacién de estos métodos para soportar estructuras de datos no lineales.
El trabajo [3] es predecesor de [9] y se basa en un tipo diferente de ejecucién
simbdlica aunque soporta arboles binarios. Introduce la herramienta Smallfoot
que reduce la verificacién de ternas de Hoare a implicaciones légicas entre los



64 CAPITULO 4. DISCUSION

symbolic heaps, pero no soporta ciclos. El predicado de drbol usual (tree) pa-
rece adecuado para los programas recursivos contemplados en este analisis. En
[21], [I1] se presentan andlisis similares al de [9] tanto en los aspectos técnicos
como en sus limitaciones.

La herramienta Xisa [7] también se basa en Separation Logic para describir
estados abstractos, pero usa predicados inductivos generalizados en la forma de
verificadores de invariantes de estructuras provistos por el usuario. Las opera-
ciones de fold y unfold de los predicados guian las estrategias automaticas de
materializacién (rearr en nuestro trabajo) y abstraccién. La extensién [6] agrega
poder expresivo para especificar relaciones entre regiones del heap, como in-
variantes de ordenacién, punteros back y cross, etc. y presenta como caso de
estudio la insercién de un elemento en un arbol Red-Black.

La herramienta Verifast [I4] también se basa en Separation Logic y permite
la verificacién de ternas de Hoare que utilizan predicados inductivos para es-
pecificar las estructuras y funciones recursivas puras sobre esos tipos. Genera
condiciones de verificacién resueltas por un SMT solver. No se proveen me-
canismos de abstraccion, sino que deben anotarse manualmente invariantes e
instrucciones que guien el fold y unfold de los predicados. Es capaz de verificar
una implementacién recursiva de una libreria sobre arboles binarios y el patron
composite (con su estructura de grafo subyacente) [15].

El sistema PALE [20] [I6] permite la verificacién de programas especificados
con aserciones en Weak Monadic Second-order Logic of Graph Types. Los ciclos
deben anotarse con invariantes y las condiciones de verificacién son descargadas
en la herramienta MONA [12]. La extensién [10] hace més eficiente la verificacién
de algoritmos sobre estructuras de arboles.

El andlisis de [I7] usa shape graphs y grammar annotations para especificar
estructuras de datos aciclicas y permite descubrir automaticamente descripcio-
nes para las estructuras que ocurren en los puntos intermedios de la ejecucién de
programas. Este andlisis verifica los algoritmos de Schorr-Waite, de destrucciéon
de un arbol y de construccién de un heap binomial.

El shape analysis paramétrico [23, [4] basado en 3-valued Logic, junto con
su implementacién TVLA [I8], conforman el marco de trabajo més general,
poderoso y utilizado en la verificacién de propiedades sobre la forma de estruc-
turas dindmicas en programas que involucran complejas manipulaciones de las
mismas. Este marco de trabajo debe ser instanciado para cada caso particular
a través de predicados de instrumentacion provistos por el usuario para defi-
nir el tipo de estructuras soportadas y las formas de abstraccién. En [I9] se
presenta una instancia que permite la verificacién de correccién total (i.e. con
terminacién) del algoritmo de Schorr-Waite sobre arboles.

4.3. Palabras finales sobre el shape analysis

El anilisis definido por la seméntica abstracta presentada en la seccién [3.3
permite verificar propiedades interesantes sobre la forma de las estructuras de
datos manipuladas por programas sobre arboles binarios. Para un programa con
su precondicidn, el andlisis calcula automéaticamente invariantes para cada ciclo
y una postcondicién. Esta semantica es una sobreaproximacion de la semantica
operacional sobre un modelo de memoria estandar, por lo que puede reportar
falsos fallos de memoria y memory leaks. Sin embargo, los experimentos mues-
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tran un buen nivel de ajuste entre los estados abstractos computados y aquellos
esperados seglin la seméantica concreta.

Para definir el analisis, introdujimos un novedoso predicado lineal trees que
describe estructuras de datos no lineales con multiples puntos de entrada y
de salida. Este predicado nos da la posibilidad de expresar de forma sencilla
las complejas estructuras que normalmente aparecen en los puntos intermedios
durante la ejecucién de programas. Las buenas propiedades sintacticas que posee
permiten una caracterizacién simple de la fase de abstraccién del andlisis.

La utilizacién del andlisis estatico que determina el nivel de relevancia de las
variables para la fase de abstraccién, aunque es una idea muy sencilla, introduce
una mejora significativa en cuanto a invariantes de ciclo mas compactos, sin
perjudicar la precision necesaria para obtener postcondiciones relevantes. En
algunos casos se consigue una reduccién dramaética en la cantidad de férmulas
que componen un estado abstracto, agilizando el proceso completo del analisis,
y ayudando a la computacion de invariantes comprensibles e intuitivamente
correctos. Nos permite ademds prever un buen comportamiento del analisis sobre
programas de mayor tamano.

Como consideracién final, al basar nuestro anélisis en el trabajo [9], hereda-
mos todas las ventajas de la Separation Logic. Nuestras reglas de reescrituras
son implicaciones validas cuya verificacion semantica es muy sencilla, mientras
que las reglas de ejecucion simbdlica se derivan directamente de las ternas de
Hoare. De esta manera el analisis resulta intuitivo y su correccién facilmente
comprobable.
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Apéndice

La realizacion de este trabajo se llevé a cabo en dos etapas, en momentos
diferentes. En la primera etapa hubo un proceso de aprendizaje sobre Separa-
tion Logic y lectura de diferentes articulos basados en ella referidos a distintos
shape analysis, ejecuciéon simbolica, etc. Con este conocimiento se emprendié
un camino de investigacién con la intencién de poder describir estructuras de
datos no lineales y verificar propiedades sobre algoritmos que las manipulan.
Este proceso dio como frutos la realizacién del articulo [§], conjuntamente con
Renato Cherini y Javier Blanco, y del que se basa la presentacién del capitulo
Bl Finalmente, en la segunda etapa se realizé una revisién de ese articulo y la
escritura final de este trabajo. En la actual presentacion, se opté por cambiar
algunas de las reglas de la fase de abstraccién y se corrigié un error referido a la
terminacién del andlisis descubierto en la revisién del articulo. Estas diferencias
se presentan a continuacién.

Para empezar, se reemplazaron algunas reglas de la primera etapa de la
funcién de abstraccién abs por dos reglas més simples, AbsPointer y AbsTree,
junto con la regla de normalizacién de arboles sin punteros de salida DivideTree,
presentadas en la definicién[73] Las otras reglas de esa etapa, las de eliminacién
de punteros nil y de expresiones iguales en los multiconjuntos de entrada y
salida, estdn de igual manera en el trabajo original.

La mayoria de las reglas sustituidas se pueden expresar con la aplicacion de
las reglas actuales. La regla AbsTree2 del trabajo original:

MXFxz=y II|XF Cell(e) Ve=nil paratodoeen F
II}Y « trees.C.(z@D) * T.(yPE).F = II|Y¥ * trees.(CWHE).(DWYF)

es igual a nuestra nueva regla AbsTree para el caso en que T represente un
predicado trees, teniendo en cuenta que la condicién Cell(e) es igual a nuestra
condicion noDangling.e, solo que esta ultima también incluye el caso e = nil,
por lo que no hace falta explicitarlo aparte. Cuando T representa un predicado de
—, esta regla se puede expresar usando en primer lugar la regla AbsPointer para
abstraer el predicado de — en un predicado trees, que gracias a la condicién de
que todas las expresiones de F representan punteros a registros validos en un
heap disjunto al del predicado T o son nil, se puede establecer su condicién de
que y sea distinto a los elementos de F, y en segundo lugar directamente con la
regla AbsTree.

La regla original AbsTreel se puede obtener componiendo las nuevas reglas
DivideTree para separar la variable y del resto de los punteros de entrada de £
en su propio predicado trees y la regla AbsTree para unir este predicado trees
resultante con trees.C.x @ D.
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Y =% xtrees.C.x®D * trees.ydED IMTkz=y
Y = MY * trees.C.D * trees.£.()

De la misma forma, la regla original AbsArrowl, que no presentamos aci,
tanto para el caso de abstraccién del link izquierdo como para el andlogo caso
del derecho, se puede expresar con la combinacién de las tres nuevas reglas
AbsPointer, DivideTree y AbsTree.

En general, las reglas en el trabajo original son méas complejas porque se
pretendia asegurar que con su aplicacién se redujeran de alguna manera las ex-
presiones involucradas en los predicados de — o trees. Asi es que en esas reglas
siempre hay un enlace de cadena que se abstrae y desaparece. Un posible proble-
ma del nuevo conjunto de reglas es que se podria aplicar la regla AbsPointer sin
que ello conlleve a una aplicacién de la regla AbsTree. Esta ultima regla es la de
mayor importancia en la abstraccién ya que permite unir estructuras parciales
entre si, olvidando informacién concreta innecesaria. En el mencionado caso, la
abstraccion de un predicado de — habria sido en vano y ademaés podria generar
inconvenientes para continuar con el analisis en caso de que se intente acceder
a la variable asbtraida. Afortunadamente, esto no sucede gracias al cdlculo del
nivel de relevancia de las variables y a la posibilidad de abstraerlas cuando no se
va a requerir un dereferenciamiento de las mismas en los comandos posteriores.

La tnica regla del trabajo original que no se puede expresar con el conjunto
de reglas nuevas es AbsArrow2, que presentamos a continuacién para el caso
izquierdo, ya que el derecho es andlogo:

Y=Y sxzx—lLuorxTy®dCD IEZHl=yANz&r&DAy&D
MY = MY * treesa®Cr®D

El caso en que T represente un predicado de —, se puede abstraer con la
regla AbsPointer en un predicado trees ya que tenemos la condicién de apli-
cacién asegurada con y & D. Por lo tanto, asumiremos que T representa un
predicado trees. En el conjunto de reglas nuevas la combinacion de estructuras
se da siempre sobre predicados trees, por lo que podriamos intentar abstraer
el predicado de puntero = +— [, v,r en un predicado trees. La condicién y & D,
junto con T.y @ C.D implica que podemos probar que = # [ (I es igual a y que
es un puntero valido o es nil). También podemos probar x # r (es implicado
por x & r @ D) por lo que efectivamente podemos abstraer el predicado de — a
trees.{z}.{I,r[}. Ahora es cuando se plantea el problema de tener condiciones
de aplicacion de la nueva regla AbsTree mas fuertes de lo que exige la regla ori-
ginal AbsArrow2. La condicién x & D es realmente necesaria para mantener la
estructura de arbol (sin ciclos) si se pretende combinar los dos predicados trees,
pero no es suficiente. Al perder la informacién de que el 4rbol trees.{z}.{i,r}
en realidad representaba un solo registro apuntado por z, la simple condicién
x @ D ya no alcanza para asegurar que ningin elemento de D referencie a algin
registro del otro drbol. Sin embargo, la manera en que usualmente se establece
la validez de una condicién como x & D, sabiendo que x referencia un registro
valido, es con los elementos de D referenciando otros registros o siendo iguales
a nil, es decir, siendo noDangling, que es precisamente la condicién de aplica-
cion de la regla AbsTree. Entonces, en los casos préacticos generalmente se puede
lograr la abstraccién y asi es como con el nuevo conjunto de reglas se pudieron
verificar los mismos algoritmos analizados en el trabajo original.
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En la revisién del articulo original para la escritura de este trabajo se descu-
brié un error referido a la terminacién del anélisis. Para asegurar la terminacién
en el céomputo del punto fijo de los invariantes, se usaba (y se sigue usando) que
la imagen de la funcién abs era finita. Sin embargo, esto no era cierto. Habia
algunos detalles menores, como considerar al conjunto de los nimeros naturales
como los valores elementales en la definicion del estado y como constantes del
conjunto de expresiones. Entonces, las reglas de abstraccion de la segunda y
tercera etapa no prohibian que términos de la forma z # n con z variable de
programa con un nivel de relevancia mayor a 0 y n cualquier constante numeérica
entre los naturales ocurran en los symbolic heaps de la imagen de abs, por lo que
dicha imagen no podia ser finita. Por otro lado, las condiciones de aplicacién
de las reglas que eliminaban variables cuantificadas de la parte espacial de un
symbolic heap impedian que férmulas como:

trees. |z }.{yi[ * trees.{a} [} {us[ * trees.{ab[ . {yi [} * trees. Jzb [ {v4 )

pudieran ser abstraidas, para cualesquiera variables cuantificadas x, x5, y1, 5,
causando infinitas férmulas posibles en la imagen de abs. Esta férmula, si bien
debe necesariamente ser equivalente a emp o a una férmula de la forma
trees. {2’} {y'[} * trees.{y'[}.{2'[} para que sea vélida, cumple con su objetivo
de refutacion.

Los casos anteriores motivaron que en este trabajo, por un lado se use el
conjunto Zy, de los ntimeros enteros entre 0 y £ — 1 como valores elementales y
constantes de las expresiones, y por el otro se usen las reglas Garbagel-3 de la
segunda etapa (definicién como forma efectiva para limitar la proliferacion
de variables cuantificadas.

Si bien los casos anteriores son medio rebuscados y dificilmente se puedan ob-
tener como resultados de la ejecucién de un programa real, un tema importante
es que en los multiconjuntos de los predicados trees podrian ocurrir expresiones
una cantidad arbitraria de veces. Ya no hablamos de variables cuantificadas, sino
de una misma variable de programa. Mas atin, el siguiente algoritmo muestra
una construccién donde se consigue generar un estado abstracto con una canti-
dad no acotada de symbolic heaps en la ejecucién del ciclo, usando las reglas del
trabajo original, de manera que no solo se evidencia la no finitud de la imagen
de abs, sino que representa un ejemplo para el que el andlisis no termina:

while x # p do
k:=new(z,0,d);

2.2 1= p;

T =2z

z:=k
od

El programa anterior, partiendo de la precondicién:
true|p— p,0,p x z— 2,0,d x trees.{z[}.0
genera, luego de la ejecucion del cuerpo del ciclo, formulas como las siguientes:

true|p+— p,0,p * z — x,0,d * trees.{z[}.{p[}
true|p— p,0,p x z — z,0,d * trees.{z[}.{p, p[t
true|p— p,0,p x z — 2,0,d * trees.{z[}.{p, p, p|}
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donde cada vez hay una mayor cantidad de expresiones p en el multiconjunto
de los punteros de salida del iltimo predicado trees.

Vemos a continuacién como se van modificando los symbolic heaps en el
cuerpo del ciclo, partiendo del segundo ejemplo de arriba con la guarda x # p

{z#pip—=p,0,p* 2= 2,0,d * trees{z}.{p, p[ }
k :=new(z,0,d);

{z#plp—p,0,p*x k> 2,0,dx*z— x,0,d x trees.{z[.{p, pl} }
2.2 :=p;

{z#plp—p,0,p*xk— 2,0,dx*z— x,0,p x trees.{z[.{p, p[t }
T =z

{z' #plp—p,0,px k—2,0,d*x— 2',0,p x trees.{z'[}.{p, p[}
z:=k

{' #plp—p,0,p* 2+ 2,0,d * x> z',0,p * trees.{z’'[}.{p, p} }

En el dltimo symbolic heap podemos aplicar la regla del trabajo original Ab-
sArrow2 (usando que =’ # p para establecer y & D) o las nuevas reglas AbsPointer
(usando que z’ # p para demostrar que z # z’) y AbsTree para combinar los
ultimos dos términos en trees.{z[}.{p, p, p}.

Notar que el ejemplo es de un ciclo infinito que construye dags cada vez
mayores. Como no es la intencién del trabajo especificar dags, se incluyen en
la segunda etapa las reglas Garbage4-5 que evitan que ocurran situaciones asi.
Ademis en el trabajo se presenta una justificacién detallada de la finitud de la
imagen de abs.
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