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Resumen

Michel Vergne inici6 el estudio de la geometria de la variedad algebraica de todas las dlgebras o
corchetes de Lie nilpotentes mostrando el rol distintivo de las dlgebras de Lie nilpotentes filiformes,
aquéllas de nilindice maximo. Un concepto fundamental en este marco, es el de rigidez. Un algebra
de Lie p se dice rigida si todas las dlgebras de Lie en algtin entorno de pu, son isomorfas a .

Esta tesis est4 motivada por el problema conocido como Conjetura de Vergne, abierto desde
1970, que afirma que ningtan corchete de Lie nilpotente es rigido y sobre el que se sabe muy poco
al dia de hoy.

Una deformacion lineal de un corchete de Lie p es una familia de corchetes de Lie y; de la forma

pt = o+ tp,

donde ¢ es un corchete de Lie que es un 2-cociclo de pu.

Si para todo t pequenio u; no es isomorfo a u, entonces la deformacién es no trivial y p no es
rigido.

En esta tesis abordamos el problema de rigidez de algebras filiformes complejas. En primer
lugar presentamos un método general para construir deformaciones lineales de &lgebras de Lie,
que se adapta muy bien y resulta efectivo en el caso de algebras filiformes. Usando este método
construimos deformaciones lineales para cualquier filiforme. Para dimensiones < 11, en las que es
posible describir las variedades de filiformes de manera accesible, mostramos que las deformaciones
construidas son no triviales en un abierto denso, para luego deducir el resultado principal de la tesis:

Teorema. No existen dlgebras de Lie filiformes complejas rigidas en dimension < 11.

Para probar este resultado recurrimos a algunas herramientas de la geometria algebraica y en
particular a la descomposiciéon en componentes irreducibles de las variedades consideradas. Este
punto es la principal dificultad para poder avanzar en dimensiones mayores y en el caso general.

Palabras claves: édlgebras de Lie filiformes, deformaciones lineales, rigidez, componentes irre-
ducibles, variedad.
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Abstract

Michele Vergne started the study of the geometry of the algebraic variety of all nilpotente Lie
algebras or brackets showing the distinctive role of the filiform nilpotent algebras, those of nilindice
maximal. A fundamental concept in this frame is that of rigidity. A Lie algebra p is said to be rigid
if all other Lie algebra in a p neighborhood are isomorphic to p.

This thesis is motivated by the problem known as Vergne’s Conjecture, open from 1970, about
wich very little is know up to date, that states that no nilpotent Lie bracket is ever rigid.

A linear deformation of a Lie bracket u is a family of Lie brackets p;, of the form

pe = p+te

where ¢ is Lie bracket which is a 2-cocycle of pu.

If for all small ¢, y; is not isomorphic to p, then the deformations is non trivial and p is not
rigid.

In this thesis we approached the problem of rigidity of complex filiform Lie algebras. First,
we present a general method for constructing linear deformations of Lie algebras that adapt very
well and result effective in the case of filiform algebras. Using this method we constructed linear
deformations for any filiform. For dimension < 11, in which it is possible to describe the variety of
filiforms in an accessible manner, we showed that the deformations constructed are non trivial in a
open dense, to deduce later the main result of the thesis:

Theorem. There are not complex filiform Lie algebras of dimension < 11.

To prove this result we resorted to some tools of algebraic geometry and in particular to the
decomposition in irreducible components of the considered varieties. This point is the main difficulty
that we encountered to be able to advance in larger dimensions and in the general case.

Key words: filiforms Lie algebras, linear deformations, rigidity, irreductible components, va-

tiety.
2010 Mathematics subject Classification: 17B30, 17B56, 17B40.
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Introduccion

Este trabajo se inscribe en el estudio de la variedad algebraica £" de todas las algebras de Lie
complejas de dimensiéon n, esto es el conjunto de todos los productos o corchetes de Lie en un espacio
vectorial fijo V' de dimensiéon n sobre el cuerpo C. Asi £" es una subvariedad de la variedad afin
Hom(V x V, V), de mapas bilineales que son alternantes y satisfacen la identidad de Jacobi. Fijada
una base de V', un corchete de Lie queda determinado por sus constantes de estructura.

Los conjuntos de corchetes de Lie nilpotentes 21" y solubles G™ son subvariedades algebraicas de
interés propio.

Cabe destacar que la variedad £ posee la topologia Zariski.

La accion natural de GL(V') en V induce una accién en Hom(V x V, V), dada por

1

geu(z,y) = gu(g 'z, g 'y)

para g en GL(V), pen Hom(V x V, V) y z,y en V. Los espacios de corchetes de Lie £", " y G™
son invariantes por esta accion. La orbita de O(u), de un corchete pu, es exactamente la clase de
isomorfismo de Lie de . La comprension de estas variedades es de mucho interés en la actualidad,
entre otras cosas, por su intima relaciéon con el problema de clasificacién de algebras de Lie.

Un algebra de Lie u € £" es rigida si su orbita O(u) es abierta en £7, es decir si todas las
algebras de Lie en un entorno de p son isomorfas a u. Cabe mencionar que para cuerpos mas
generales la tnica topologia presente es la de Zariski y entonces p es rigida si su oérbita O(u)
es un abierto Zariski. Los primeros resultados de algebras de Lie rigidas se deben a Gerstenhaber,
Ninjenhuis y Richardson |[NR], que transformaron los problemas topolégicos relacionados con rigidez
en problemas cohomolégicos.

Un concepto relevante al de rigidez es el de deformacion. En un sentido general, una deformacion
de un corchete de Lie es una modificacién continua de sus constantes de estructura. Asi se pueden
considerar deformaciones de p dadas como una curva u; en £" con t € C, que comienza en pg =
u. Definiciones mas generales de deformaciones fueron dadas por Gerstenhaber en el ano 1964 y
desarrolladas por Ninjenhuis y Richardson.

Una deformacion py de p es trivial si ps es isomorfa a p para todo ¢t en un entorno de 0, caso
contrario se dice que es no trivial. Asi un algebra de Lie con una deformacién u; no trivial, no es
rigida.

A lo largo de nuestro trabajo consideraremos deformaciones lineales para mostrar que ciertas
familias de algebras nilpotentes, no son rigidas. Una deformacion lineal de € £" es una deformaciéon
e tal que

pt = p+tp

donde ¢ es un corchete de Lie y un 2-cociclo de p.
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Esta tesis est4 motivada por un problema abierto por casi 50 afios conocido como Conjetura de
Vergne:

No existen dlgebras de Lie nilpotentes rigidas en la variedad £".

Michel Vergne [VMI] inici6 el estudio de la variedad 0™ de algebras de Lie nilpotentes, mostrando
el rol distintivo que tienen aquellas de nilindice maximo o filiformes. El espacio de filiformes §" es
un abierto (Zariski) de la variedad 91", luego una variedad en si mismo, que es denso en todas las
componentes irreducibles de 9™ a las que corta.

En 1984 Carles [CRIL [CR2| probo esta conjetura para algebras nilpotentes con un ideal de
codimensiéon 1 de rango > 1, es decir con un ideal que admite al menos una derivaciéon semisimple.
Este mismo resultado se sigue también del trabajo de Grunewald y O’Halloran [GO] en el que
construyen explicitamente deformaciones lineales no triviales para esa misma familia de algebras.
Estas deformaciones son siempre solubles no nilpotentes.

Por un lado se sigue que todas las élgebras nilpotentes de dimension < 7 tienen deformacio-
nes no triviales, pues todas las de dimensién < 6 tienen derivaciones semisimples. Por otro lado,
estos resultados no abarcan a todas las algebras nilpotentes ya que existen algebras nilpotentes
sin derivaciones semisimples, denominadas caracteristicamente nilpotentes. Mas atun, hay algebras
nilpotentes con todos sus ideales de codimension 1 sin derivaciones semisimples. Las algebras ca-
racteristicamente nilpotentes fueron introducidas por Dixmier y Lister en el ano 1957. En [DIL]
exhibieron un &dlgebra de Lie nilpotente de dimension 8 sin derivaciones semisimples, mostrando que
el reciproco del teorema de Jacobson: “Toda dlgebra de Lie (sobre un cuerpo de caracteristica 0) con
una derivacion semisimple, es nilpotente”, es falso.

El objetivo principal de esta tesis es la construccion sistemética de deformaciones no triviales de
algebras filiformes, para asi avanzar en la demostracion de la Conjetura de Vergne para esta clase
distinguida de algebras nilpotentes.

Algebras filiformes

Un primer ejemplo de dlgebra de Lie filiforme de dimensiéon n, llamada filiforme estdndar, es el
del algebra f presentada en una base {zo,...,,x,_1} con corchete pg:

/’LO(‘TOaxj):xj-i-la .7:177”_2

Michel Vergne mostré que toda élgebra de Lie filiforme compleja p, de dimension n, se puede escribir
en una base llamada estdndar como
p=po+ Y,

donde W es un 2-cociclo de la cohomologia de Chevalley de pg de la forma

U= Z ak,swk,s

(k,s)eA

para ciertos 2-cociclos ¥y, s especificos, a s € Cy A = {(k,s)/1 <k < [(n—2)/2],2k+1 < s < n—1}.

A partir de esta descripcion, la ecuacion de Jacobi para u se escribe como un sistema de ecua-
ciones polinomiales en los coeficientes {ay s}, resultando asi una parametrizacion de la variedad
de filiformes. Esta parametrizaciéon es accesible para dimensiones bajas y permite, por ejemplo,
descomponer la variedad de filiformes en sus componentes irreducibles.
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El problema de clasificacion de las dlgebras de Lie filiformes ha sido abordado por varios au-
tores en muchos trabajos. Sin embargo esta lejos de ser entendido y mucho menos completado.
Esencialmente han sido clasificadas solamente para dimensiones bajas. Estas clasificaciones estédn
disponibles como largas listas de algebras presentadas exhibiendo explicitamente sus corchetes en
alguna base.

En el ano 1988, Ancochéa-Bermudez y Goze [AGI] clasificaron las algebras de Lie filiformes de
dimension < 8, sin embargo esta lista estaba incompleta y los mismos autores la rectifican en 1992
JAG3| al mismo tiempo en que lo hizo también Seely [S]. En el ano 1991 Gomez y Echarte |GE]
clasificaron las algebras de Lie filiformes de dimension 9, mientras que las de dimensién 10 fueron
clasificadas en 1994 por Boza, Frediani y Nuniez [BEN]|. En 1993, Gémez, Jiménez-Marchan y Kha-
kimdjanov [GJK2| presentan una clasificacion de todas las algebras de Lie filiformes de dimension
< 11. Las de dimensiéon 12 fueron clasificadas en el afio 1997 por Boza, Fedriani y Nuniez [BEN2].
Cabe mencionar que ellos presentan una lista con 496 entradas, de las cuales 386 son familias,
algunas con varios parametros.

Un resultado maés relevante a nuestro trabajo que las clasificaciones completas, es la descompo-
sicién de la variedad de filiformes §™ en sus componentes irreducibles. Khakimdjanov las describe
en [KY] para 4 < n < 11. Debemos mencionar que en ese trabajo las componentes irreducibles
estan solamente presentadas. A pesar de haber intentando con insistencia no hemos encontrado en
la literatura y ni a través de ningin autor una prueba completa. Por esto hemos incluido una prueba
completa en el Capitulo 6, relegando al Apéndice alguna de las muchas cuentas necesarias.

Resultados principales y contenido de la tesis

El resultado principal de esta tesis es la construccién de deformaciones no triviales para algebras
filiformes de dimensiones bajas, del cual se puede deducir la no existencia de dlgebras de Lie filiformes
rigidas de dimension < 11, tal como lo asegura la Conjetura de Vergne. Vale la pena notar que,
dado que las deformaciones construidas son filiformes (en dimensiones > 7), se sigue que no hay
filiformes rigidas en la subvariedad de filiformes, un resultado mas fuerte que el anterior.

Para dimensiones muy bajas < 6 la situacion es especial, pues hay solo una cantidad finita de
algebras nilpotentes (salvo isomorfismo) y no hay ninguna rigida como mencionamos més arriba.
Por lo tanto consideramos solamente filiformes de dimensién > 7.

En todo el trabajo las algebras filiformes se describen en una base estandar y las variedades de
filiformes en las distintas dimensiones, entre 7 y 11 inclusive, se consideran con la parametrizacion
descripta mas arriba.

Como primer paso proponemos un método para construir deformaciones lineales y; = p+tpp de
un algebra de Lie filiforme p a partir de su conmutador, un ideal de codimensién 2, y una derivacién
D de éste. Eligiendo una derivacion nilpotente estandar del conmutador, obtenemos deformaciones
lineales filiformes para cualquier filiforme dada. Una gran cantidad de experimentos muestran que
éstas son siempre no triviales, sin embargo no podemos exhibir ningtn invariante conocido que lo
pruebe.

Para probar la no trivialidad de las deformaciones construidas, mostramos que no es posible
la existencia de un isomorfismo entre la filiforme considerada y su deformacién estudiando detalla-
damente las ecuaciones correspondientes. Primero observamos que un tal isomorfismo tendria una
forma particular escrito en las bases estandar de las filiformes involucradas para luego probar que,
para casi todo el espacio de parametros, las ecuaciones de isomorfismo solo tienen solucién para
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t = 0. Més precisamente probamos que esto sucede en un abierto Zariski. Luego mostramos que
este abierto corta a todas las componentes irreducibles de la variedad de filiformes, resultando asi
denso en toda la variedad, para finalmente deducir que no hay filiformes rigidas en la variedad de
filiformes

Capitulos 1 y 2

El Capitulo 1 contiene los preliminares basicos sobre algebras de Lie y una breve introduccién al
problema de clasificaciéon. Se definen las clases de dlgebras de Lie solubles y nilpotentes, y también
nilpotentes filiformes con las que trabajaremos. También se presentan las herramientas bésicas que
utilizaremos en el resto de la tesis. Entre ellas derivaciones e isomorfismos y algo de cohomologia,
especialmente de grado 2 y con coeficientes en la representacion adjunta.

En el Capitulo 2 incluimos los preliminares de geometria algebraica que necesitamos. Repasa-
remos las definiciones de variedades algebraicas, componentes irreducibles y bases de Groebner,
incluyendo el algoritmo de Buchberger para calcular bases de Groebner y el enunciado del Teorema
de Lasker-Noether de descomposicién primaria de ideales.

Capitulo 3

En este capitulo presentamos la variedad algebraica de algebras de Lie complejas de dimensién n,
L™y las subvariedades de nilpotentes 91" y filiformes §". Damos la definicién de algebra de Lie rigida
e introducimos las deformaciones lineales y presentamos la construccién de Grunewald-O’Halloran
mostrando como construir deformaciones lineales solubles no nilpotentes de ciertas algebras nilpo-
tentes.

En este capitulo introducimos un nuevo método bastante general para la costrucciéon de defor-
maciones lineales que se adapta muy bien a algebras de Lie filiformes (Teorema 3.6).

Teorema. Sea g un dlgebra de Lie con corchete p y sea R ideal de g de codimension 2 tal que
w(g,g) C K. Sea (xg,z1) complemento directo de & con g = (xg,x1) & K.
Si D € Der(R) es tal que Doad,, = ady, oD, entonces el mapa bilineal antisimétrico pp definido
por,
@D(xoa xl) =0, @D(x07 k) =0, @D(xla k) = D(k)a @D(ka k/) =0,

para todo k, k' € R, es un corchete de Lie y un 2-cociclo de g. Por lo tanto uy = p+ tep es una
deformacion lineal de p.

Capitulo 4

En este capitulo presentamos la variedad de &lgebras de Lie filiformes, escribiendo varios de los
resultados de M. Vergne dados en [VMI], entre ellos: descripcion del algebra de Lie filiforme estandar
1o, definicién de base estandar para una algebra filiforme dada, y la descripciéon de cualquier filiforme
en términos de g y un 2-cociclo especial de pyg.

Presentamos también la parametrizacion de las variedades de filiformes de dimension 7 < n < 11
dadas en [GJKI] y las componentes irreducibles de estas variedades descriptas por Khakimdjanov
en [KY].

Luego, dada una filiforme f con corchete p, consideramos el conmutador £ = u(f, f) y mostramos
la existencia de una derivacion estdndar de R en las condiciones del Teorema 3.6 del Capitulo 3.
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Teorema. Sea f un dlgebra de Lie filiforme con base estindar {xg,x1,...,xn_1} y corchete u, y sea
R =pulf,f) = (x2,...,xn-1) €l conmutador de §, ideal de codimension 2. La transformcion lineal D
de R definida por

Dxo = xp_3

D3 =y, o

Dzxy =2y

Dx; =0, 5<i1<n-1

es una derivacion de K que satisface D o ady, = ady, oD. Luego us = p+teop es una deformacion
lineal de p.

Capitulos 5, 6 y 7

Estos capitulos constituyen el nicleo de esta tesis. En ellos en conjunto se prueba el siguiente
resultado:

Teorema. No existen dlgebras de Lie filiformes rigidas de dimension n < 11 en la variedad de
dlgebras de Lie £". Mds atun, no hay dlgebras de Lie filiformes de dimension 7 < n < 11 que sean
rigidas en la variedad de dlgebras de Lie filiformes §".

En el Capitulo 5 tratamos los casos de dimension n = 7,8 y 9; paran = 7y n = 9 las variedades
de filiformes §" son irreducibles y para n = 8 tiene 2 componentes irreducibles. En todos estos
casos la descripicion de las variedades o sus componentes es mas o menos sencilla y accesible para
trabajar. Estos resultados se muestran en los Teoremas 5.2, 5.3, 5.4 y Corolario 5.5. En el Capitulo
6 tratamos solamente el caso de dimension n = 10 y en el Capitulo 7 el caso de dimensiéon n = 11.
Cuyos resultados se muestran en los Teoremas 6.4, 7.1 y los Corolario 6.5 y 7.2.

En primer lugar mostramos que en un cierto abierto de los parametros {ay s}, un isomorfismo
entre la deformacién lineal u; construida anteriormente y u tiene una forma particular.

Lema. Sean n > 7, g un isomorfismo dado entre p; y . Sea U el abierto de §" dado por U =
{a1,4 # 0}. Entonces, en el abierto U y respecto de bases estdndar de p; y p respectivamente, g es
de la forma

mi 1 0 0 0 0
ma1 m%@ 0 0 0
3
m31 M3z My 0 0
= 4
g my 1 My 2 My, 3 m1,1 0 (1)
Mp1 Mp2 Mp3 Mpa -0 MYy

En la subvariedad de §" dada por ai 4 = 0 consideremos, el abierto U = {a15 # 0}. Entonces,
en el abierto U, y respecto de bases estandares de py y p respectivamente, g es de la forma

mai 0 0 0 0
ma 1 mi’,l 0 0 0
4
m31 M3z My, 0 0
9= Mg Myg2 My3 m?,l 0 (2)
n+1
Mp,1 Mp2 Mp3 Mpg - myq

B
)
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Utilizando este resultado estudiamos en detalle las ecuaciones de isomorfismo para g:

gue(xi, x;) — plgai, gx;) = 0.

En todos los casos encontramos distintos abiertos Zariski U, de cada componente irreducible para
los cuales se sigue que g es isomorfismo si y solo si t = 0. Por ejemplo para n = 7 la variedad §*
es irreducible y el abierto mencionado es U = {a1 4 # 0}. Para n = 9 también la variedad F° es
irreducible y el abierto referido es U = {a1 4 # 0,a26 # 0,a15 # 0,a26 # 0,a38 # 0,3az26a1,5(a1,4—
ase) —2a277a%7 4 # 0}. Estos abiertos son densos Zariski y luego densos euclideos en cada componente
irreducible, de lo que se deduce el Teorema enunciado mas arriba.

La dificultad para n = 10 y n = 11 crece enormemente, resultando dificil identificar abiertos U
adecuados, lo que se ve reflejado en la descripcion de los mismos. En el caso de n = 10, por ejemplo,
encontramos un abierto U de F'°, que corta a sus 3 componentes irreducibles, mientras que para
n = 11, encontramos un U; y un Uy abiertos respectivamente de cada una de las 2 componentes
irreducibles de F'!.

Debemos mencionar que el resultado para n = 7 y n = 8 fue probado por Felipe Herrera-
Granada en su tesis, siguiendo una estrategia caso por caso, utilizando alguna de las clasificaciones
disponibles para filiformes en esas dimensiones. Las demostraciones estan contenidas en los trabajos
[HT1, [HT2].

Por dltimo, en el Capitulo 6, Teorema 6.1 y Corolario 6.3, estan descriptos los argumentos que
muestran que las componentes irreducibles presentadas anteriormente para F'°, en efecto lo son.
Algunas de las muchas cuentas necesarias fueron relegadas al Apéndice.

X1V



Capitulo

Preliminares de algebras de Lie y el problema
de clasificacion.

Las algebras de Lie se originaron en la geometria y las ecuaciones diferenciales, estas
iltimas, modelan fenémenos fisicos y sts métodos de resolucion fueron estudiados por
numerosos cientificos, entre ellos el matematico Sophus Lie (1842 - 1899). Este mate-
matico cre6 gran parte de la Teoria de simetria, manteniendo contacto con importantes
matematicos de la época (Klein, Poincaré, Killing, Cartan, entro otros).

Lie tropezé con los trabajos de Evariste Galios (1811 - 1832), encontrando ciertas seme-
janzas entre la teoria de Galois sobre la resolucién de ecuaciones y sus conclusiones de
como resolver ecuaciones diferenciales. En esta técnica establecida por ambos matema-
ticos, los grupos juegan un rol importante.

En Alemania, el matematico Killing (1847 - 1923) discipulo de Weierstrass, define el
concepto de algebras de Lie. Killing mantuvo contacto con Lie y Engel (1861 - 1944) los
cuales animaron a Killing a acometer la clasificacion de las algebras de Lie simples de
dimensién finita.

En Francia, los trabajos de Sophus Lie tuvieron gran aceptacion, fué alli donde Cartan
(1869 - 1951) conoce los intentos de clasificacion de Killing, ordena los trabajos realizados
por Killing y Engel, obteniendo la clasificaciéon completa de las algebras de Lie simples
complejas. Fué alli el punto de partida del estudio de las algebras de Lie.

Debido a sus aplicaciones, los cientificos de diferentes disciplinas han utilizado ejemplos espe-
cificos de algebras de Lie en diferentes campos y en diferentes dimensiones, cada uno segin sus
necesidades. Sin embargo los matematicos estdn més interesados en generalidades que en ejem-
plos. Por eso surgié un gran interés en la comunidad mateméatica por la aparente complejidad y la
elegancia de esta nueva estructura algebraica.

Existen cientos de publicaciones sobre los intentos de clasificar estas algebras, este objetivo se
ha logrado en pocas familias de algebras de Lie.

En 1963, Dozias [DJ| clasifico en su tesis de doctorado las algebras de Lie solubles reales de
dimensiones menores a seis. En el mismo ano Mubarakzjanov también clasifico estas algebras de Lie
hasta la dimension seis.
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Graaf [GW]| en 2005 ilustr6 algunas ideas para obtener una clasificacion de algebras de Lie
solubles de dimensiones pequenas y obtuvo la clasificacion de tales dlgebras de dimensién 3 y 4 sobre
cuerpos de cualquier caracteristica. Sin embargo las técnicas de Graaf no son aplicables para una
completa clasificacion en dimensién 5, y el problema de clasificar todas las &lgebras de Lie solubles
continda en la actualidad sin resolver aunque existen muchos autores que contintian trabajando en
tal clasificacion.

Malcev, en 1945, redujo la clasificaciéon de las algebras de Lie solubles complejas a la clasificacion
de un subconjunto, las algebras de Lie nilpotentes. La primera clasificacién de las algebras de
Lie nilpotentes fué dada por Umlauf, alumno de Engel, quien clasificé todas las algebras de Lie
nilpotentes complejas de dimension 6.

En 1957, Dixmier [DIJ] clasifico las algebras de Lie nilpotentes sobre un cuerpo conmutativo
hasta dimension 5.

Vergne y Safiullina fueron quienes hicieron en la década de los sesenta los mayores esfuerzos
en la busqueda de la clasificacién de estas dlgebras nilpotentes, consiguiendo resultados notables.
En 1964, Safiullina [SE]| clasifico todas las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimension 7,
aunque fue Vergne [VM2], en 1966, quien dio un gran impulso al estudio de estas algebras en su
tesis de doctorado. De hecho, Vergne no solo obtuvo la clasificacion completa de las dlgebras de Lie
nilpotentes reales y complejas de dimension inferior a siete sino que introdujo una nueva subclase
de &algebras nilpotentes, las dlgebras de Lie filiformes [VMI], las cuales constituyen la subclase mas
estructurada de las algebras de Lie nilpotentes. Mas atn, Vergne estudi6 la variedad de las algebras
nilpotentes y mostr6 que las algebras de Lie filiformes forman una clase muy amplia por lo que no
es facil clasificarlas.

En la década de los setenta varios autores trabajaron en la clasificacion de estas algebras de Lie
nilpotentes Favre, Gauger, Harpe, entre otros.

Magnin [ML] en el afio 1986 estudio la clasificacion de algebras de Lie nilpotentes reales de
dimension 7 y dos anos después, Romdhani [RM| obtuvo la clasificacion de las algebras de Lie
nilpotentes complejas de la misma dimension. Para tal fin Romdhani utilizé técnicas elementales de
algebra lineal y descart6 todas aquellas dlgebras que se descomponen como suma directa de factores
de menor dimension.

En 1989 Ancochea y Goze [AG2|, utilizando un nuevo invariante de algebras de Lie filiformes,
introducido por ellos, el de sucecién caracteristica, dieron una clasificaciéon incompleta de las algebras
nilpotentes de dimensién 7. Cabe destacar que Seely también clasifico las dlgebras de Lie nilpotentes
complejas de dimensiéon 6 y 7, siguiendo la misma técnica usada por Grunewald y O’Halloran para
clasificar las algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon 5 y ademas utilizé la descomposiciéon de
Iwasawa para GL(6,C). Algunos afios méas tarde, Goze y Remm corrigieron la clasificacion dada
anteriormente por Ancochea y Goze.

Carles [CR3| introduce en 1989 un nuevo invariante y comparando la clasificacion de las dlgebras
de Lie nilpotentes dadas por Safiullina, Romdhani y Seely presentaban algunos errores. En 1993
basandose en su tesis y en estas observaciones de Carles, Seely publica su clasificaciéon en el cuerpo
de los ntimeros complejos.

Es importarte notar que todas las listas nombradas anteriormente de clasificacién de algebras
de Lie nilpotentes se obtuvieron mediante el uso de diferentes invariantes.

Muchos mateméticos trabajaron en estas algebras, pero hasta la actualidad no se conoce la
clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes reales y complejas de dimensién mayor e igual a 8, el
cual es un problema abierto.
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Por su parte existen varios trabajos que siguieron los pasos de Vergne [VM2] y clasificaron las
algebras de Lie filiformes sobre el cuerpo de los complejos, entre estos podemos citar; en 1988,
Ancochea y Goze [AGI] alcanzaron la clasificacion de las algebras filiformes complejas de dimension
8, sin embargo esta lista estaba incompleta y los autores la rectificaron en 1992, al mismo tiempo
Seeley publicoé también una clasificacion de estas algebras. En 1991, Gomez [GE| clasifico las de
dimension 9. En 1994, Boza, Echarte y Nutniez [EN] listan las algebras filiformes de dimension 10
y en 1996, Gomez, Jiménez y Khakimdjanov |[GJK2| dieron la clasificacion de estas algebras en
dimension 11.

En 1998, Boza, Fedriani y Nunez [BEN2] clasificaron las algebras de Lie filiformes de dimension
12 y mostré en 2001 una clasificacion explicita de tales dlgebras de dimensiéon 11 de una manera
diferente a como la clasifico Gomez, Jiménez y Khakimdjanov. Aunque existe una método valido
para encontrar estas algebras en cada dimensiéon sobre el cuerpo de los complejos, los calculos que
implica son demasiado dificiles de hacer por lo que se considera un trabajo poco probable de lograr.

En esta tesis se trabajaréa sobre el cuerpo C de los nimeros complejos.

1.1. Algebras de Lie

Los resultados de esta seccion y de las dos siguientes se pueden encontrar en [HJ].

Definicion 1.1. Un dlgebra de Lie g, es un espacio vectorial junto a un producto bilineal p : gx g —
g, llamado corchete que satisface las siguiente propiedades,

» Antisimetria, pu(x,y) = —p(y, x), Vo, y € g.

= La identidad de Jacobi, O p(p(z,y),2) = p(u(z,y),2) + p(u(y, 2), ) + p(p(z,2),y) = 0,
Vr,y,z € g.

Definiciéon 1.2.
1. Una subdlgebra de Lie de un &lgebra de Lie g es un subespacio vectorial h C g tal que,
u(r,y) €h,  Vryeh
2. Un ideal I de un élgebra de Lie g es un subespacio I de g tal que,
w(z,y) €1, Veeguyel
La suma e intersecciéon de ideales proporciona nuevos ideales. La interseccién de subalgebras es

una subélgebra.

Definicion 1.3. Si g y go son édlgebras de Lie entonces diremos que la aplicaciéon ¢ : g1 — g es
un homomorfismo de dlgebras de Lie, si ¢ es lineal y

p(u(z,y) = ple(@), e(y)) Yo,y em
Un homomorfismo de un algebra de Lie en si misma se denomina endomorfismo. Un isomorfismo

es un homomorfismo biyectivo.

La composicién de tranformaciones lineales de un espacio vectorial V' en si mismo, no es un
corchete de Lie. Sin embargo el conmutador, si. El algebra de Lie gl(V') es el espacio vectorial de
endomorfismos de V' con corchete dado por:

[T,S] =TS — ST.




1. Preliminares de algebras de Lie y el problema de clasificacion. 4

1.1.1. Algebras solubles y nilpotentes

Se definen dos sucesiones de ideales de g denominadas serie de derivada y serie central descen-
dente respectivamente,

g9 =g, oW =pu(g9), ¢?=pe®,¢Y) ... g

=9, g =ugg), ¢®=pn(g9) ... g"=u

Definicién 1.4.
1. Si g®) = 0 para algtn k, g es denomina dlgebra de Lie soluble.

2. Si g* = 0 para algin k, g se llama dlgebra de Lie nilpotente.

Notemos g¥) c g¥, por lo tanto todas las algebras nilpotentes son solubles, pero soluble no
implica nilpotente.

Enunciaremos algunas propiedades de las algebras de Lie nilpotentes;

Proposicion 1.5. Sea g un dlgebra de Lie

i. Si b es un ideal nilpotente de g y g/b es nilpotente, entonces g es nilpotente. En particular, si
9/Z(g) es nilpotente, entonces g también lo es.

. Si b y K son ideales nilpotentes de g, entonces también lo es h + R.

1. g es nilpotente si y solo si ad g es nilpotente.

La condicién para que g sea nilpotente se puede reescribir de la siguiente manera: para algtn
numero natural 7 y cualquier conjunto de vectores z1,xo,...,Z,,y € ¢, tenemos

ady, adg, ---ad; . (y) =0

En particular, (ad,)” = 0, es decir, si g es nilpotente, entonces ad g consiste de operadores nilpo-
tentes.

Diremos que un elemento x € g es ad-nilpotente si ad, es nilpotente.

Existen ciertos critérios que nos permiten darnos cuenta cuando un algebra de Lie es nilpotente
uno de los mas importante es el dado por Engel.

Teorema 1.6 (Engel). Si todo elemento de g es ad-nilpotente, entonces g es nilpotente.

Para la demostraciéon, necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.7. Sea g una subdlgebra de gl(V'), con V un espacio de dimension finita. Si g consiste de
operadores nilpotentes y V # 0, entonces existe un vector no nulo v € V' para el cual g.v = 0.

Demostracion. (Teorema de Engel) La subalgebra ad g de gl(g) consiste de operadores nilpotentes,
y por el Lema 1.7 existe z # 0 en g tal que p(g,x) = 0, es decir, x € Z(g). Ahora, g/Z(g) consiste
de elementos ad-nilpotentes y tiene dimension menor que g. Por hipdtesis inductiva, g/Z(g) es
nilpotente y por la Proposicién 1.5 esto implica que g es nilpotente. O
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1.2. Derivaciones

Definicion 1.8. Sea g un algebra de Lie con corchete p. Una aplicacion lineal D : g — g es
derivacion si para todo x,y € g se verifica;

Du(z,y) = p(Dz,y) + p(z, Dy)
El conjunto de todas las derivaciones de g, Der(g), es una subélgebra del algebra de Lie gl(g).
En efecto,
(D1, Dop(z,y) = DiDa(p(x,y)) — D2Di(u(,y))
= Di(u(Dax,y) + (@, Day)) — Da(p(D1rz,y) + p(x, D1y))
= pw(D1Dax,y) + p(Daex, D1y) + p(D1x, Doy) + pu(z, D1 Day)
—(D2D1z,y) — p(Drz, Day) — p(Dax, Dvy) — p(x, D2Dyy)
= w(D1D2x,y) + p(w, D1Day) — (D2 D1, y) — pu(w, DaDry)
= w([D1, Do]z,y) + p(z, [D1, Da]y).

Definicién 1.9. Dada un algebra de Lie g, se dice que una derivacion D es derivacion interior si
existe un elemento x € g tal que

D(z) = p(z,y) Yy € g.
En este caso denotaremos D = ad,.

Notamos que la identidad de Jacobi implica que ad, es siempre una derivacién.

El conjunto de derivaciones interiores de g es un ideal de Der(g). En efecto, si D es una derivacion
y x € g entonces u(D,ad,) es una derivacion interior, pues

u(D,ad;)(y) = Dady(y) — ads(Dy)
= Du(z,y) — u(z, Dy)
= p(Dz,y) + p(z, Dy) — p(x, Dy)
= adp.(y).

A partir de un algebra de Lie b dada con corchete p y una derivacion D de ella, es usual
considerar la siguiente extensién g de b, de dimensién igual a dimbh + 1, dada como sigue. Sea
g = C ® b como espacio vectorial, sea z una base de C, y sea el corchete ' de g dado por:

W (x,h) = D(h), p'(h1,h2) = pu(h1,hs), paratodo h,hi,hs €H.

Si b es nilpotente, es muy fécil verificar que g es soluble. Mas atun, g es nilpotente si y s6lo si D es
nilpotente como transformacién lineal. Equivalentemente, si D es semisimple o tiene un autovalor
no nulo, entonces g es soluble no nilpotente, de lo contrario g es también nilpotente.

Una clase particular de 4lgebras de Lie respecto a sus derivaciones es la de algebras caracteris-
ticamente nilpotentes.

Definiciéon 1.10. Un algebra de Lie g es caracteristicamente nilpotente si y solo si dim(g) > 2y
el algebra de derivaciones Der(g) de g es nilpotente o equivalentemente, todas las derivaciones de g
son nilpotentes como transformaciones lineales de g.

Dixmier y Lister [DL] fueron los primeros en estudiar este tipo de algebras de Lie, quienes dieron
el primer ejemplo de un algebra de Lie nilpotente con todas sus derivaciones nilpotentes, mostrando
que el reciproco del teorema de Jacobson, el cual establece que toda dlgebra de Lie sobre un cuerpo
de caracteristica cero con una derivacion no singular es nilpotente, es falso.
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1.3. Algebras Filiformes

Esta seccion esté basada en la tesis de M. Vergne, se pueden encontrar en [VMI].

Sea g algebra de Lie nilpotente con corchete u, definimos sobre g una filtraciéon canénica dada
por la serie central descendente g° = gy g° = u(gi~!,g) para i < 1 que verifica u(g’, g’) C g'*/.
Por lo tanto al algebra de Lie g le podemos asociar el dlgebra de Lie graduada gr(g). Se dice que g
es de tipo {s1,s2,..., 8.} si dimg’ /gt = s;.

Si g es de tipo {s1, s2,...,8,}, el algebra de Lie gr(g) es del mismo tipo.

Si g es nilpotente, dim g* /g! > 2.

Definicién 1.11. Un algebra de Lie g es filiforme si es de tipo {2,1,1,...,1}.

Ademas si g es filiforme entonces gr(g) es filiforme graduada.

1.4. Cohomologia de algebras de Lie

Sea g un algebra dimension finita, y sea (p, V') una representacion de g. Para cada entero n se
define el espacio vectorial C"(g, V') de n-cocadenas por;

C"(g,V) = Hom(A"g, V)
donde Hom(A™g, V') es el espacio de todas las aplicaciones n- multilineales alternantes;
p:gxXgxX...xg—>V

Definicién 1.12. Definimos el operador coborde 6, : C™(g,V) — C"*1(g,V), como

n+1
(0nd) (@1, 22,y Tng1) = 3 (=1 p(2i)($(@1, - By oy 1)) +
i=1
+ Z (_1)i+j¢(u(xiaxj)7x17”'7@7"'7@7"'7:1;71-"-1)-
1<i<j<n+1

Para = € g denotaremos por 6,(x) la accién sobre C™(g, V);

On : g x C"(g,V) = C"(g,V)
(z,0) = On(z)0

donde;

n

(On(z)d) (21, ... xn) = p(x)(D(21, ..., 20)) — Zgb(xl, coop(myx)y . xn).

=1
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En efecto,
On(@) (P +¥)) (@1, 20) = p(@) (0 + V) (@1, 20))— Y (D + ) (@1, ., (@, i), . .. )
=1
= p(x)(d(x1, .. ., Tn) + (21, 2p))— Z(ﬁb(%‘l ----- Tn) +Y(T1, ... Tp))
=1
= (P@)(@@1,- - s@0) = 3 Blar,e @) )+ (Ve o) = Y (e 20)
i=1 1=1
= (On(2)0)(x1, ..., Zn) + (On(x)Y) (21, . . ., Tn)
y
On (1(2,9)0) (@1, 2n) = p(p(, ) (D(21, ) = > dlar, (@, y), i), - . 2n)
=1
= (p(x)p(y) — p(y)p(x))(D(21, .. 2n)—
- Z(l)(xla"-vﬂ('xaﬂ(y?xi)) —,u(y,,u(x,a:z)), axn)
=1
= ((p(@)p(W)(@(z1, s 20) = (p(Y)p(x)) (P21, - - -, 20)) —
- Z(‘b(ml 77777 ,u(x :U’(yaxi)) 7777 'rn) - (b(ml 77777 ,u(y ,U/(x x%)) 7777 'rn))
=1
= (o)) G(@1, - 20) = 3 b, ol ply, 20)), ) ) -
=1
~ ((Wp@N@(@r,..w0) = 3 dlar,. ply ple,2), )
=1

A 6, (z)¢ la llamaremos la derivada de Lie de ¢ relativa a x.

Definicion 1.13. El operador producto interior,
in(z) : C"(g,V) — C" (g, V)

esta definido por,

Mostraremos algunas propiedades importantes;

Lema 1.14. Para cada x € g los operadores cobordes 6, y dpy1 satisfacen;

6nin+1($) + Z.n—&-Q(ZL')dn—H = Qn—l—l(x)
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Demostracion. Sean ¢ € C" (g, V), x € g entonces;

n+1
Bnin1(2)d) (@1, s wng1) = Y (1) p(@:) ((ing1 (2)) (@1, - T, Tns1))
i=1
+ Y () (g (@)0) (i, ), 1, T T
1<i<j<n+1
n+1

_Z z+1 i) (o, @1, Ty Tpy1))

~

+ Z (—1)Z+](¢(SL',/L(ZL'Z',ZE]'),IL‘1,...,@,...,xj,...,$n+1)

1<i<j<n+1
Por otro lado;
(in+2(2)0n+10) (@1, -« ., n) = (On410) (T, T1,s -+ oy Tt1)
n+1
= p($)(¢<$1’ ces 7xn+1)) - Z (_1)Z+1p(xi)(¢(x7$17 SRR @7 ces
i=1
n+1

—Z D (i), 1, ... Ty oy Tot1)

~

+ Z (—1)Z+](¢(w,u(xi,xj),x1,...,xAZ-,...,xj,...,xn_H)

1<i<j<n+1
n+1
= p(l’)(¢($1, s ,.%'n+1)) - Z ¢<$1, cee 7:“’(3}71'1')7 cee 7xn+1>
=1
n+1

_Z H'l i) (p(z, 1, Tiy e oo Tng1))

- Z (_ )H_]gb(xa,u(xi?xj)awl?-"7@7-"7:{3\]‘7"->$n+1)
1<i<j<n+1

por lo tanto;

I x'fl"rl)

’ .’L'n_t,_l)

(Onins1(m)P) (@1, -+, Tpt1) + (In+2(2)0n+10) (21, Tny1) = (Ons1(2)P) (21, - -+, Tpg1 ).

Lema 1.15. Para x,y € g los operadores de Lie y producto interior satisfacen;

On(2)int1(y) — in+1(¥)0nt1(2) = ins1(p(z,y))-
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Demostracion. Si ¢ € C" (g, V), entonces;

(int1(¥)Ons1(2))P(z1, 22, . . s T0) = (Opy1(2)0)(y, 21, .., Tn)
p( )(d’(y?‘rh oo 7‘Tn)) - d’(:u’(xay)vxl? R l‘n)

— Zgby,xl,... (x, i), ..., op)

= - (Zn+1(u(w,y))¢(fﬁ1,---,wn) + p(@)((tn1(y)o(21, .-, 2n)

n

- Z(Zn-ﬂ(y))d)(xh ceey M(I’, xi)? L) xn)

=1
= - (in-i-l(/vL(x’ y))¢($1, R .Z'n) + (Hn(x)in+1(y))¢(w1, e 7$n>
de donde,
(int1(p(z, 9))o(z1, . - 20) = (0(2)ing1(y))d(21, - - s 2n) = (int1(y)0nt1(2)) D21, - - o Tn).

yen consecuencia,

in+1(1(@,Y)) = On(@)in41(y) = int1(y)Ons1(2).

Lema 1.16. Para todo x € g, los operadores cobordes y derivada de Lie satisfacen;
nbn(x) = Opy1(x)dp

Demostracion. Consideremos el operador U, = 6,,0,,(2)—0,,+16,. Usaremos un argumento inductivo
para probar que U, ¢ = 0 para todo ¢ € C™(g,V), por lo tanto U,, = 0. Siv € C%g, V) =V
tenemos,

(6000 (x)v)(y) = p(y)(Oo(x)v) = p(y)(p(x)v)

Ademas,
(01()dov)(y) = p(x)(dov(y)) — dov(p(z,y)) = p(z)(p(y)v) — p(p(z,y))v
por lo tanto,

(Bov)(y) = p(y)(p(w)v) z)(p(y)v) + p(p(x, y))v

p(p(z,y))v
(z,

= p(p(y,z))v + p( y))v  (p es morfismo de Lie)

para todo y € g. Asi Yov = 0 para toda v € C%(g, V) = V. Ahora,

int+1(Y)0nbn(z) = 0,(v)0n(z) — dp—10n(y)0n(x) (Lema 1.14)
= 0,(¥)0n(z) — 0pn—10n-1(2)in(y) — On—1in(p(z,y)) (Lema 1.15)
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in41(Y)0n41(2)0n = On(2)int1(y)d — int1(u(z,y))0n  (Lema 1.15)

= 0n(2)0n(y) — On(2)0n—1in(y) + int1(u(z,y))0n  (Lema 1.14)
Luego

in+1(Y) (0n0n(2) — Ont1(2)0n) = (On—10n—1(x) — Op(2)6n—1)

+ 0n(y)0n(z) — On(2)0n(y)

+ On—1in(p(z, ))+in+1(u($,y))5n

= —(0n-10n-1(x) — On()0n-1)in(y)

+ 1(0n(y), 0n(2)) + On(p(z,y))  (Lema 1.15)

= —(0n—10n-1() — On(x)6n-1)in(y)
+9n( (4, @) + On (2, y)
)

x,y (p es morfismo de Lie)
( n— len 1(1’) en(x

)
On—1)in(y)
es decir, ip+1(y)Un = —Vp—_1in(y).
Sea ¢ € C'(g, V) entonces i1(y)p € C°(g,V) =V, por lo tanto,
i2(y)Bo¢ = —Voi1(y)¢ = 0
Luego, se sigue que
(zz(y)ﬁlqb)(z) =0 Vze g = %1¢(y72) =0 Vy,z €9

Asf V14 = 0 para toda ¢ € C'(g, V). Continuando de esta forma, obtenemos que U, ¢ = 0 para
¢ € C"(g,V), con lo cual ¥,, = 0y por lo tanto,

0nOn () = Opt1(x)0n.

Lema 1.17. El operador coborde satisface;

5n o 5n71 =0

Demostracion. Sea x € g, entonces por el Lema 1.14 tenemos que 0y,— 10, () 4 in410, = On(x), luego
InOn—1in(z) + Opin+1(x)dy = 6,0, ()

= 0p11(x)d, (Lema 1.16)
= nin—‘rl(m)én + in+2 ($)(5n+1(5n (Lema 114)

lo cual implica,

5n5n71in(x) = in+2(x)5n+15n (*)
Para todo z € g. Si v € C%(g, V) entonces,
(61000)(z,y) = p(x)(dov(y)) — p(y)(dov(z)) — dov(u(z,y))

)
p()(p(y)v) — p(y)(p(x)v) — p(u(z,y))v
= pu(p(x), p(y))v — p(p(z, ) (p es morfismo de Lie)
p(p(z,y))
0
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para todo z,y € g. Asi §169 v = 0. Haciendo uso de (*) y de un argumento inductivo, se sigue que
(Sn o 5n71 =0. ]

Definicién 1.18.

1. Sea ¢ € C™(g,V). Se dice que ¢ es un n-cociclo si d,¢ = 0.

El conjunto de cociclos es un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas C"(g,V) y se
define por
Z"(g,V) = Ker o,

2. Sea ¢ € C™(g,V). Se dice que ¢ es un n-coborde si existe 1 € C" (g, V) tal que ¢ = 5, 9.

El conjunto de cobordes es también un subespacio vectorial del conjunto de cocadenas C" (g, V)
y definido por
B"(g,V)=1m 6,1

Como 9, 0 0p,—1 = 0, entonces B"(g,V) C Z"(g,V).

Podemos por lo tanto construir el siguiente cociente,

Definicion 1.19. Se define el n- ésimo espacio de cohomologia del &dlgebra de Lie g como el espacio
cociente de n-cociclos y n-cobordes,

H"(g,V) =
Veamos en los casos elementales como son los cociclos y los cobordes
Un cociclo de orden cero es un elemento del espacio V' que verifica:
p(z)v =0

para todo x € g, es decir, se trata de un elemento invariante de la accién del dlgebra sobre el espacio
V.

Hablar de cobordes de orden cero, no tiene sentido por lo tanto se tiene H%(g, V) = Z%g,V) =
Ve,

Un 1-cociclo es una aplicacion lineal de g en V' que verifica;
019 = 0= o(u(z,y)) = 2.0(y) —y.¢(x) Vr,yeg
En cuanto a los 1-cobordes, si ¢ € Bl(g, V), existira v € V tal que
¢ = d1v

luego, la accién de ¢ es:

¢(z) = dro(z) = p(x)v

En el caso de los 2-cociclo, si consideramos la accién trivial, estos son

(52¢)(x7y> Z) = ¢(M(~T7 y)v z) + ¢(M(ya Z)a .%') + gb(u(z,w),y) =0
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Pero si V = g y la accién considerada es la representaciéon adjunta,

(020)(2,y, 2) = p(d(,y), 2) + p(P(y, 2), 2) + (@2, 2),y) + d(u(x, y), 2) + ¢z, 2),y) + ¢(u(y, 2), )
= (nod+dopu)(z,y,z) =0
(1.1)
Por lo tanto, esta es la condicién que toda aplicaciéon bilineal antisimétrica de g X g en g debe
cumplir para ser un 2-cociclo.
En este caso podemos deducir facilmente que Z'(g,g) = Der(g) y B'(g,g) = Der Inn(g), donde
Der Inn(g) es el conjunto de derivadas interiores de g.




Capitulo

Preliminares de geometria algebraica

Este capitulo se basa en resultados extraidos de [HR] y [CLO].

2.1. Variedad Algebraica

Definicion 2.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Se define el n-espacio afin, denotado
por A™, como el conjunto de todas las n-uplas de elementos de K,

A" :={(a1,...,a,)/a; € K}

Sea A := K[z1,...,x,] el anillo de polinomios en n variables sobre K. Se pueden ver los elementos
de A como funciones del n-espacio afin A™ en K, es decir

A" - K
(a1,...,an) — f(ay,...,an), para f € K

Por lo tanto, si f € A es un polinomio podemos hablar del conjunto de ceros de f, es decir
Z(f):={PeA": f(P)=0}.

En forma maés general, si T C A, se define el conjuntos de ceros de 7 como los ceros en comun
de todos los elementos de T, es decir;

Z(T)={PeA": f(P)=0 para feT}

Claramente, si a es un ideal de A generado por T, entonces Z(a) = Z(T).

Definicion 2.2. Un subconjunto Y C A™ es un conjunto algebraico, si existe un subconjunto 7 C A
tal que Y = Z(T).

Ejemplo 2.3.

1. El n-espacio afin A" = Z(0) es algebraico.

13
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2. El conjunto vacio es algebraico, & = Z(1).

3. Cualquier punto en A" forman un conjunto algebraico de la siguiente manera;
(a17"' 7an) = Z(xl — a1, " , T _an)

Proposicién 2.4.
i. Sean Ti, T2 subconjuntos de A tal que T1 C Ta, entonces Z(T2) € Z(T1).

it. Si {Ti}icr es una familia de subconjuntos de A, entonces;
Mict Z(Ti) = Z (Vier Ti)
iii. Si 1, T2 son subconjuntos de A entonces Z(T1)U Z(T2) = Z(T1.72).
Demostracion.

i. Sea P € Z(7Tz) , entonces f(P) = 0 para toda f € T2, como 71 C T3 entonces f(P) = 0 para
toda f € T1 , por lo tanto P € Z(T7).

ii. Es clara.

iii. Sea P € Z(T1)UZ(T2) , entonces f1(P) = 0 para toda fi € T1 o fa(p) = 0 para toda fy € Ta,
asi (f1f2)(P) =0 para toda fi1 € T1 y fo € Tz; por lo tanto f(P) = 0 para f € T1.7T2. Luego
P e Z(Ti.T2).
Inversamente, si P € Z(T1.72) y P & Z(T1) , entonces existe un f; € Ty tal que fi1(P) # 0.
Por lo tanto para algin fo € Ta se tiene (f;f2)(P) = 0, lo que implica que fa(P) = 0 asi
P e Z(T3).

O

Definicion 2.5. Se define la topologia Zariski sobre A™, como la topologia cuyos cerrados son los
conjuntos algebraicos. Es claramente una topologia, ya que la Proposicién 2.4 nos muestra que la
interseccion de conjuntos cerrados es cerrada y que las uniones finitas de cerrados son cerrados,
ademaés en el Ejemplo 2.3 vimos que el conjunto vacio y A" son cerrados.

Observacion 2.6. Observemos que esta toplogia no es Hausdorff.

Definicion 2.7. Un espacio topologico X se dice irreducible, si no puede escribirse como la unién
X = X1 U X5 de dos subconjuntos propios cerrados de X. Caso contrario se llama reducible.
El conjunto vacio no se considera como un conjunto irreducible.

Ejemplo 2.8.

1. A! es irreducible.
2. Todo subconjunto abierto no vacio de un espacio irreducible, es irreducible.
3. Si Y es un subconjunto irreducible de X, entonces su clausura Y en X es también irreducible.

Definiciéon 2.9. Una variedad algebraica afin (o variedad afin) es un subconjunto cerrado e irre-
ducible de A™.
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Existe una relacion entre ideales propios de A y subconjuntos cerrados de A". Sea Y C A" se
define el ideal de ) en A como;

IY)={feA|f(P)=0,VPe)}

El radical del ideal I se define por

r(I)={f € A| f° €I para algin s> 0}

Enunciaremos una proposicién que involucra el ideal I, cuya prueba no haremos ya que se realiza
de manera similar a la demostraciéon de la Proposicién 2.4.

Proposicion 2.10.

i. Sean Y1, Yo subconjuntos de A™ tal que Yy C Yo, entonces 1(Ya) C I(Y1).
it. St Y1, Yo son subconjuntos de A", entonces I(Y1 U YVo) = I1(V1)NI(Va).
iii. Si T es un ideal de A, entonces I(Z(T)) =r(T).

En los siguiente lemas enunciaremos otras propiedades importentes del ideal I.

Lema 2.11. Euxiste una correspondencia uno a uno entre subconjuntos algebraicos en A" e ideales

radicales en A, dada por I — I(Y) y T — Z(T).

Lema 2.12. Un conjunto algebraico es irreducible, si y solo si, su ideal es primo.

Demostracion. Supongamos que ) es irreducible, mostraremos que ()’) es primo. Sean fg € 1()),
entonces Y C Z(fg) = Z(f)U Z(g). Asi, Y = (YNZ(f))U(YNZ(g)), siendo ambos subconjuntos
cerrados de Y, pero Y es irreducible, por lo tanto Y = YN Z(f) 0 Y = YN Z(g) entonces Y C Z(f)
oY C Z(g). Luego, f € I(Y) o g € I(Y).

Inversamente, supongamos que p es un ideal primo, supongamos también Z(p) = Yy U Vs, asi
p=r(p) = I(Z(p)) = I(Y1 UY) = I(D1) N I(Y2) pero p es primo, por lo tanto p = I()1) o
p = I1()2), entonces Z(p) = Y1 o Z(p) = Va. Luego Y es irreducible. O

2.2. Componentes irreducibles

Estudiaremos la topologia en la variedad algebraica. Para ello introduciremos una clase impor-
tante de espacios topologicos que incluyen todas las variedades.

Definicion 2.13. Un espacio topolégico X se llama noetheriano si satisface la condiciéon de ca-
dena descendente de subconjuntos cerrados, esto es, para una secuencia Y7 2 Yo D Y3 D .-, de
subconjuntos cerrados, existe un entero r tal que Y, =Y, 11 =Y, 0=---.

Es facil ver que A" es un espacio topoldgico noetheriano. En efecto, si Y1 O Yo D Y3 D ---
es una cadena descendente de subconjuntos cerrados, entonces [(Y;) C I(Ye) C I(Y3) C --- es
una cadena ascendiente de ideales en A = K|z, z9,...,2,]. Como A es anillo noetheriano, esta
cadena es estacionaria. Por lo tanto, para cada i, Y; = Z(I(Y;)) entonces la cadena Y; es también
estacionaria.
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Definicion 2.14. En un espacio topoldgico noetheriano X todo subconjunto cerrado no vacio Y
se puede escribir como unién ¥ = Y; UYs U ... U Y, de subconjuntos cerrados irreducibles Y;
univocamente determinados tales que Y;  Y; para i # j. Estos subconjuntos reciben el nombre de
componentes irreducibles de Y.

Teorema 2.15. Todo conjunto algebraico de A" puede expresarse de manera unica como union de
componentes irreducibles.

Vimos que los conjuntos cerrados forman la base de la toplogia Zariski, los conjuntos abiertos
Zariski (complemento de conjuntos cerrados) tiene una propiedad muy importante dentro de una
variedad algebraica irreducible.

Teorema 2.16. Todo conjunto abierto Zariski no vacio dentro de una variedad algebraica irreducible
es denso.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto Zariski. Supongamos que U no es denso, entonces existe
otro abierto V' de A" tal que U NV # (). Entonces el complemento de la interseccion (U NV)¢ =
UcuVe=A" pero U¢y V¢ son cerrados asi probamos que A" es unién de dos conjuntos cerrados,
lo cual es absurdo ya que A" es irreducible. Por lo tanto U es denso. Ul

Se sabe que un conjunto X es denso en la topologia euclidea compleja es denso Zariski. Ahora
nos preguntamos ; Todo conjunto denso Zariski es denso en la topologia euclidea 7 la respuesta es
afirmativa.

Lema 2.17. Sea A" variedad algebraica sobre el cuerpo de los nimeros complejos. A C A™ denso
Zariski, entonces A es denso en la topologia euclidea sobre C.

Demostracion. Sea A = {p € A" /Vf e T: f(p) =0}, donde T C Clzy,2z2...,x,]. Para toda
a € A veamos que existen puntos muy cerca de a que no estan en A. Sea b € A" pero b € A, entonces
f(b) # 0 para toda f € 7. Entonces el polinomio g(a+ (b —a)Y) € C[Y] no es el polinomio nulo.
Por lo tanto su raiz en cero esta aislada, asi g(h) # 0 para toda h muy cerca de cero. Entonces
a+ h(b—a) ¢ A para tal h. Lo cual prueba lo deseado. O

2.3. Bases de Groebner

En esta seccién estudiaremos bases de Groebner las cuales son de gran importancia a la hora de
trabajar con ideales de polinomios ya que nos permiten simplificar varias cuentas. Introduciremos
algunas definiciones previas.

2.3.1. Orden monomial e ideal monomial

Definicién 2.18. Un orden monomial sobre K[z, za,...,xy] es una relacion > sobre ZZ, o equi-
valentemente, una relacién sobre el conjunto de monomios z¢, a € ZZ, que satisface;

1. > es un orden total sobre ZZ,.

2. Sia>byceZ, entonces a+c>b+c.




17 2.3. Bases de Groebner

3. > es bien ordenado sobra ZZ,. Esto es, que todo subconjunto de ZZ, tiene un menor elemento
mediante >.

Definicién 2.19 (Orden lexicogréfico). Sea a = (a1,a2,...,an) y b = (b1, ba,...,by) € Z%,. Se
dice que a > b si, el vector diferencia a —b € Z™ y la primer entrada de dicho vector, que sea distinta
de cero, debe ser positiva. Dirémos que % > z° si a > b.

Ejemplo 2.20.
1. (1,2,0) > (0,3,4), pues a — b = (1,—1, —4).
2. Las variables x1, x2, . .., x, tienen orden lexicografico, pues
(1,0,0,...,0) > (0,1,0,...,0) > --- > (0,0,0,...,1)
asi 1 > x9 > -+ > Ty,
No es dificil ver que el orden lexicografico verifica la primera definicion.

Proposicién 2.21. El orden lexicogrifico sobre ZZ, es un orden monomial.

A la hora de ordenar lexicograficamente los polinomios, debemos tener en cuenta lo siguiente.

Definicion 2.22. Sea f =), c,z® un polinomio en Kz, x9, ..., ,] distinto del polinomio nulo,
y sea > un orden monomial.

1. El grado de f es,
MD(f) =maz(a € Z%y : ca # 0)

(es maximo con respecto a >).

2. El coeficiente principal de f es,

3. El monomio principal de f es,

(con coeficiente 1).

4. El término principal de f es,

TP(f) = CP(f).-MP(f).

Ejemplo 2.23. Sean f = 4ay?z + 42% — 523 4+ 72222 y > el 6rden lexicografico. Entonces,

MD(f) = (3,0,0),
CP(f) = -5,
MP(f) =2,
TP(f) = —b5x>.

Consideraremos a continuacion un tipo especial de ideal de polinomio, el cual es de gran interés
para nuestro trabajo y estudiaremos algunas de sus propiedades.
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Definicién 2.24. Un ideal I C K[z, z2,...,2,] es un ideal monomial si existe un subconjunto A C
Z%, tal que I estd formado por polinomios de la forma Y aca haz®, donde hq € Klz1, 22, ..., 25].
En este caso, se dice I = (z% : a € A).

En primer lugar es necesario caracterizar todos los monomios que estan en un ideal monomial.

Lema 2.25. Sea I un ideal monomial, y sea f € K[x1,za,...,x,]. Entonces son equivalentes:

I fel.
II. Todo término de f estdn en I.
III. f es una combinacion K - lineal de monomios en I.

Teorema 2.26 (Lema de Dickson). Un ideal monomial I = (z® : a € A) C K[z, z2,...,24],
puede escribirse de la siguiente manera I = (z¢1) 292 200y donde a(1),a(2),...,a(n) € A.
En particular, I tiene una base finita.

2.3.2. Bases de Groebner

Cada f € K[z1, z2,...,x,] tiene un tnico término principal T'P(f). Entonces para cada ideal I,
se puede definir el ideal de términos principales como sigue

Definiciéon 2.27. Sea I C K[z1,x9, ..., x,] ideal distinto de {0},

1. Se denota por T'P(I) el conjunto de términos principales de I,

TP(I)={cx® : 3f €I, TP(f) = cz}
2. Se denota por (T'P(I)) el ideal generado por los elementos de T'P([).

Mostraremos que el ideal (T'P(I)) es un ideal monomial y que estd generado por un nimero
finito de elementos.

Proposicion 2.28. Sea I C K[z1, o, ..., x,] un ideal,

i. (TP(I)) es un ideal monomial.

ii. Existen g1,92,...,9n € I tal que (TP(I)) = (T'P(¢g1),TP(g2),...,TP(gn))-

Demostracion. i. Los monomios principales M P(g) de elementos g € I — {0} general el ideal
monomial (MP(g):g € I—{0}). Como MP(g)y TP(g) difieren por una constante no nula,
entonces (T'P(g) : g € I — {0}) = (I'P(I)). Entonces, (I'P(I)) es un ideal monomial.

ii. Como (T'P(I)) es generado por MP(g) para g € I — {0}, por el Lema de Dickson se

tiene (T'P(I)) = (MP(g1), MP(g2),..., MP(g,)), para un namero finito g1, 92,...,9n €

I. Pero M P(g;) difieren de T'P(g;) por una constante no nula. Por lo tanto, (T'P(I)) =
(TP(q1),TP(g2),--.,TP(gn))-

O

Ahora estamos en condiciones de definir bases de Groebner.
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Definicién 2.29. Fijado un orden monomial. Un subconjunto finito G = {g1,92,...,9»} de un
ideal I es una base de Groebner si,

(T'P(g1), TP(g2), -, TP(gn)) = (TP(I)).

Equivalentemente, un conjunto {g1,92,...,gn} C I es una base de Groebner de I, si y solo si,
el término principal de algin elemento de I es divisible por uno de los T'P(g;).

Enunciaremos el teorema de las bases de Hilbert el cual tiene una consecuencia muy importante:
Todo ideal no nulo tiene una base de Groebner.

Teorema 2.30 (Teorema de las bases de Hilbert). Todo ideal I C K[x1,xo, ..., x,] tiene un nimero
finito de generadores. Esto es I = (g1, g2, ...,gn) para algunos gi,92,...,gn € 1.

Corolario 2.31 (del teorema de las bases de Hilbert). Fijado un orden monomial. Todo ideal no
nulo, I C K[z1,x9,...,xy,] tiene una base de Groebner. Ademds, una base de Groebner para un ideal
I es una base de I.

A continuacion daremos algunas propiedades de las bases de Groebner y aprenderemos a detectar
cuando una base determinada es base de Groebner.

Proposicion 2.32. Sea G = {g1, 92, - - -, gn} una base de Groebner para un ideal I C Klz1,xo, ..., zy]
y sea f € Klzq,z2,...,xy,]. Entonces, existe un inico r € Klxy,xa,. .., z,] que cumple las siguientes
propiedades;

i. Ningun término de r es divisible por alguno de los TP(g1),TP(g2),...,TP(gn).
1. Existe g € I tal que f =g+ .

En particular, v es el resto de la division de f por G, sin importar el orden de los elementos de G
al utilizar el algoritmo de la division en K[z, za, ..., x,).

FEl siguiente corolario nos da un criterio para darnos cuenta cuando un polinomio pertenece a
un ideal.

Corolario 2.33. Sea G = {g1,92, ..., 9n} una base de Groebner para un ideal I C K[z1,x2,...,zy]
y sea f € K[xy,xa,...,x,]. Entonces f € I, siy solo si, el resto de la division de f por G es cero.

Demostracion. Si el resto es 0, es claro que f € I. Inversamente, dado f € I, entonces f = f + 0,
por la condicién (ii) de la Proposicion 2.30 se sigue que el resto de la division de f por G es 0. [

La propiedad dada en el Corolario 2.31 suele ser considerada como la definicién de una base de
Groebner, ya que es facil darse cuenta que este es trivial si y solo si (T'P(g1),TP(g2),...,TP(gn)) =
(TP(I)).

Daremos una notacion para identificar los restos,

Definicion 2.34. Se denota 7G al resto de la division de f por la n-upla ordenada G = (f1, fa, ..., fn)-

Ejemplo 2.35. Sea F = (f1, f2) = {(xy + 1,4%> — 1) € K[z, y] con el orden lexicografico. Dividiremos
f=zy* —x por G = (f1, f2).
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Se observa que TP(f1) = zy, TP(f2) = y*> y TP(f) = xy?. Como f; es el primero de la lista,
dividiremos xy? con zy obteniendo vy, es decir TP(f) = y.TP(f1), asi

(2 —z) — (2’ +y) = —z —y

Ahora, TP(—x—y) = —x, claramente T P(f;) = 2y no divide a —x y tampoco lo hace T P(f2) = 32,
asi el resto de la divisiéon es —x — y, por el algoritmo de la divisién;

wy’ —x = y.(zy + 1) + 0.0 + 1) + (~z — y)
——F
Por lo tanto, zy2 — 2 = —x —y.
Definiciéon 2.36. Sean f,g € K[z1,z2,...,z,] polinomios no nulos,

1. SSMD(f)=ay MD(g) =b,sead = (dy,...,dy) donde d; = max(a;, b;) para todo i. Se llama
2% al minimo comtn maltiplo de M P(f) y M P(g), se escribe ¢ = MCM (M P(f), M P(g)).
2. El S- polinomio de f y g es la combinacion,
d d

tp(f) 1 T TP ¢

S(f,9) =

Ejemplo 2.37. Sean f = z3y? — 2%y3 + v y g = 32*y + % en R[z,y] con el érden lexicografico.
Entonces d = (4,2) y

4,2 4,2
zty zty
S =2 5 - =
(f,9) eI f 3uty 9
1
=z.f - 3y.9
1
— 23S 4 a? - §y3'

2.3.3. Algoritmo de Buchberger

Teorema 2.38. Sea I un ideal polinomial. Una base G = {g1,92,...,9n} de I es una base de
Groebner, si y solo si, para todo i # j, el resto de la division de S(gi, gj) por G es cero.

Muchas veces nos preguntamos si dado un ideal I C K[z, 2, ..., x,] se le puede encontrar una
base de Groebner. La respuesta es si y uno de los métodos para realizar este trabajo nos lo da el
siguiente algoritmo.

Teorema 2.39. (Algoritmo de Buchberger) Sea I in ideal en K[z1,x2,...,x,] y sea F un sistema
de generadores de I. Entonces podemos contruir una base de Groebner de I a partir de F' en un
nimero finito de pasos, con el siguiente algoritmo. Sea G el conjunto obtenido de forma inductiva
a partir de F,

1. Para cada g;,9; € G, define Sij = S(gi,gj)G
2. Se define un nuevo G como G U {Si; | Sij # 0}.

3. (a) Sien (2),G= G se acaba el algoritmo y G := G es una base de Groebner de I.
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(b) Sien (2)G es estrictamente mayor que G, se comienza nuevamente desde (1) utilizando

G.

El algoritmo de Buchberger puede producir bases de Groebner muy grandes (pues, siempre se
le anade elementos a G) en el sentido de que algunos elementos sean irreducibles. Por eso conviene
eliminar algunos generadores.

Lema 2.40. Sea G una base de Groebner para un ideal de polinomios I. Sea p € G un polinomio
tal que TP(p) € (TP(G) — {p}). Entonces, G — {p} es también una base de Groebner de I.

Demostracion. Sabemos que (T'P(G)) = (T'P(I)). Si TP(p) € ((G — p)), entonces (T'P(G — p)) =
(T'P(Q)). Por definicion se sigue que G — p es base de Groebner para 1. O

Haciendo los coeficientes principales igual a 1 y quitando algin p con T'P(p) € ((G — p)) para
G, obtenemos una nueva base denominada base de Groebner minimal.

Definicion 2.41. Una base de Groebner minimal de un ideal de polinomios I es una base de
Groebner G de I tal que:

1. CP(p) =1, para todo p € G.
2. Para todo p € G, TP(p) ¢ (TP(G — {p})).

Al trabajar las constantes para obtener la base minimal, podemos tener muchas bases de Groeb-
ner minimales, pero se puede destacar una de estas bases minimal la cual es mejor que las otras. La
definicién de esta base es la siguiente.

Definicién 2.42. Una base reducida de Groebner para un ideal polinomial I es una base de Groeb-
ner G de I tal que:

1. CP(p) =1, para todo p € G.

2. Para todo p € G, no hay monomios de p en (I'P(G — {p})).

Las bases de Groebner reducidas son importantes ya que son tinicas.

Proposicion 2.43. Sea I un ideal de polinomios no nulo. Entonces, dado un orden monomial, I
tiene una unica base reducida de Groebner.

Ejemplo 2.44. Sea I = (f1, fo) = (2% — 22y, 2%y — 2y> + x) € K[z,y] y consideremos el orden
lexicografico. En primer lugar observemos que G = {f1, f2} no es una base de Groebner, en efecto

S(fi, f2) = y(a® = 2ay) — a(a®y = 29° + 2) = —2® £ 0,

ademés, TP(S(f1, f2)) = —2% & (TP(f1),TP(f2)) = (23,2%y). Por lo tanto, encontraremos una
base de Groebner para I usando el algoritmo de Buchberger. Como

G
S(fi,fo) = =2 #0 y S(fi.fo) =—a?#0,
consideraremos f3 = —22 y asi G = {f1, f2, f3}. i Es G una base de Groebner para I?, calculamos
-G
S(fi.fo) =-2"=fs = S(fi,fa) =0
G
)

S(f1. f3) = 1(a® — 2zy) — (—a)(—2°) = =22y = S(fi.f3) = —2ay#0
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por lo tanto G no es una base de Groebner de I, sea fi = —2zy y (:? ={f1, f2, f3, fa}. Veamos si é
es base de Groebner de [;

S(fi.fo) = —a* = fs = S, f2) =0
S(f1, fs) = 1(z* — 2ay) — (—2)(—22) = —2wy = fa = S(f1, f5) =0
S(f1, f1) = y(@® — 22y) — (—1,/2)a*(~22y) = —209> = yfs = S(f1, fa) =0

S(fa, f3) = 1($2y — 22 +x) — (—y)(—xQ) =272 +2 = S(fo, f3) = 22+ #£0

Qu —

entonces, é~no es una base de Groebner. Consideremos f5 = —2y2 +zy G = {f1, f2, f3, fa, f5}

Probaremos si G es una base de Groebner de I;

S(f17f2)é:0
S fs) =0
5(f17f4)G =0

S(f1, f5) = 1(z® — 2zy) — 22(=a2) = —2ay + 20%® = (1 +ay)fs = S(f1, f5) =0

S(fafs) = 1Py — 22 +2) — (~y)(~22) = ~2P +x = f5 = S(fa. f5)" =0

S(fo, fa) = Uy — 29 +2) — (-1 2)z(—2zy) = -2 +a = f5 = S(f27f4)G =0

S(fa, f5) = 1@y — 2y* + ) —ay(2y* + ) = —2y* + 2 — 22° = f5+v*f1 = S(f, fs)é =0
S(fs, f1) = (=y)(=2%) — (=1,/2)2(=22y) =0 = S(f5, fa) =0

S(fs f5) = (—1)(=2?) —2(~22 +2) = 222 = yfs = S(fs, f5) =0

S(fa, f5) = (=1/2)(=2zy) —y(=2¢* + 2) = 2" — 2zy = —yf5s + (=L 2)fs = S(fu, f5)é =0

n

Por lo tanto G es una base de Groebner de I. Por tltimo convertiremos a G en una base de
Groebner minimal, claramente TP(f1) = 2% y TP(f3) = —a2, asi TP(f1) = —x.TP(f3), por
Lema 2.24 podemos prescindir de fi. Similarmente TP(f2) = 2%y y TP(fs) = —2zy, entonces
TP(f2) = (—1,2)x.TP(fs), podemos asi eliminar f5. Como no existe otro caso donde el término
principal de un generador divida al término principal de otro generador. Por lo tanto,

Fy=2% Fi=zy, Fi=y>—(1/2)z

es una base de Groebner minimal de I.

2.4. Suma, interseccién y cociente de ideales

Los ideales son objetos algebraicos, entonces podemos definir operaciones algebraicas entre ellos.
En esta seccion definiremos alguna operaciones binarias de ellos, suma, interseccién y cociente.
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Mostraremos que dados los generadores de un par de ideales podemos calcular los generadores de
un nuevo ideal el cual resulta de aplicar estas operaciones, ademas veremos el significado geométrico
de cada una de ellas.

2.4.1. Suma de ideales

Definiciéon 2.45. Si I y J son ideales del anillo K[z, z2,...,x,], entonces la suma de I y J,
denotada por I + J, es el conjunto,

I +J=A{f+g: fel NgelJ}

Proposicion 2.46. Si I y J son ideales in K[z1,x9,...,xy,], entonces I + J es también un
ideal de K[x1,xa,...,2,]. En efecto, I + J es el menor ideal que contiene a I y J. Ademds, si

I = <f1af27"'afn> yJ = <gl7927"'7gm>7 entonces I + J = <f17f2>"'7fn791792>"->gm>-

2.4.2. Interseccion de ideales

Definicién 2.47. La interseccion I N J de dos ideales I y J de K[z1,za,...,2,] es un ideal de
K[z1,x2,...,x,]| generado por elementos que pertenecen tanto a I como a J.

Un caso especial de la interseccion de ideales es el siguiente,

Lema 2.48.

I. Si I es un ideal de K[z1,x2,...,x,] generado por fi(z), fa(x),..., fm(x), entonces g(t)I es
un ideal en Klz1, 2, ..., zp,t] generado por g(t) f1(x), g(t) fa(x),. .., g(t) fm(x).

II. Sig(x,t) € f(x)] ya €K, entonces g(x,a) € 1.
Teorema 2.49. Sean I y J ideales de K[z, za,...,2,] yt € K. Entonces,

InNnJ =@+ 1 —t)J)n Kz, 2, ... 2]

Demostracion. En primer lugar notemos que por el Lema 2.48 y la Poposicion 2.46, (tI + (1 — t)J)
es un ideal de K[z, xa, ..., 2y, t]. Para demostrar la igualdad probaremos una doble inclusion.

Supongamos f € I N J, por lo tanto f € I, entonces tf € tI. Similarmente, como f € J
implica que (1 —¢t)f e 1 —¢t)J. Asi f = tf + (1 — ¢)f etl + (1 — t)J. Como I,J C
Klz1,22,...,2y), se tiene que f € (tI + (1 — ¢)J) N Klz1,x2,...,2,]. Esto muestra que
InJc (tI + (1 — t)J) N K[wl,xg,...,xn].

Sea ahora f € (tI + (1 — t)J) N Klzy,x9,...,x,], escribiremos f(z) = g(x,t) + h(z,t),
donde g(z,t) € tI y h(z,t) € (1 —t)J. Consideremos primero ¢ = 0. Sabemos que los elementos de
tI son multiplos de t, por ende g(x,0) = 0. Entonces, f(z) = h(z,0), por Lema 2.48 f(x) € J. Sea
ahora t = 1, asi f(z) = g¢g(z,1) + h(z,1). Pero todo elemento de (1 — t).J es multilpo de 1 — ¢,
por lo tanto h(z,1) = 0. Entonces f(x) = g(x, 1), por Lema 2.48 f(xz) € I. Luego f(z) € I N J.
Lo que implica (¢ + (1 — t)J) N K[z, 2z2,...,2,) C I N J, asi se completa la prueba. O

Ejemplo 2.50. Sean I = (x?y) y J = (zy?) ideales en K[z, y]. Calcularemos I N .J, por el Teorema
2.49
tI + (1 —t)J = (ta’y, xy® — tay?)
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Probaremos si G = (f1 = tz?y, f» = 2y? — twy?) es una base de Groebner, en caso de no serlo
usaremos el algoritmo de Buchberger para encontrar una base. Consideremos el orden lexicografico
t>x>.

S(f1, f2) = —y(ta?y) — a(wy? — tay?) = 22 = S(fi, o) = a%y® £ 0

Asi G no es una base de Groebner de tI + (1 —t)J. Sean f3 = 22y? y G = (ta?y, zy? — tay?, %y?),
veamos si G es una base de Groebner;

S(fif2) = e = f = SO Ja)° =0
S(f1, f3) = —y(ta2y) — tz%?) =0 = S(f1, f5) =0
S(fa, f3) = —x(zy? — tay®) — (—t)(2%y®) = —2°y* = f3 = S(fQ,fs)G =0

Entonces, G = (tz%y, vy? — tzy?, 2%y?) es una base de Groebner, més atin es una base de Groebner
minimal de ¢t + (1 —¢)J. Asi

tI + (1 — t)J) N Klz,y] = {z%)°}

Luego I NJ = (x?y?).

2.4.3. Cociente de ideales en K[z, xo, ..., z,]

Definicién 2.51. Sean I y J ideales de K[z1,z2,...,2,], el cociente entre I y J, denotado por
(I :J), definido por,
(L:J) = {feKzr,22,....2,] + fJC T}

es un ideal de Kz, za, ..., zy].
Enunciaremos algunas propiedades de los cocientes de ideales.
Proposicion 2.52. Sean I, J y L ideales en K[z, xa,. .., x,]. Entonces:
i. (I:K[zy,z9,...,2,])=1.
it. IJC L siysolosilC (L:J).
iii. J C I siysolosi(I:J)=Klxy,xe,... o]

Si f es un polinomio e I un ideal, podemos calcular (I : (f)) de la siguiente manera:

r

(I (fi, for- s f)) = (U : fi)

=1

La cual es un caso especial de la Definiciéon 2.51.

Veamos a continuacion como calcular el ideal cociente (I : J) dados los generadores de I y J.

Teorema 2.53. Sea I un ideal y g un elemento de K[z, zo, ... ,x,]. Si {f1, fo,..., fn} es una base
de I N {(g), entonces {f1,/9, f2/9,---, [n/g} es una base de (I : (g)).
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Demostracion. Sea h € (g), entonces h = pg para algin polinomio p. Por lo tanto, si f €

<f1/g’f2/gvafn/g>)
h’f:pgfe <f17f277fn>:Im<g> cl.

Asi hf € I, entonces f € (I : (g)). Inversamente, supongamos f € (I : (g)), entonces fg € I,

ademés fg € (g). Por lo tanto fg € IN{(g). SiIN{g) = (f1, fo,..-, fn); fg =D pifi para algunos
polinomios p;. Como cada f; € (g), cada f; /g es un polinomio. Por lo tanto, f = > pi(fi/g), de

donde f € (f1,/9, fo/ G- » fn/ 9)- =

Este teorema nos proporciona un algoritmo para calcular una base de un ideal cociente.

Dado I = (f1, fo,..., fr) vy J ={(91,92,---,9s) = (g1) + (92) + ... + (gs), para calcular una base
de (I : J) seguiremos los siguientes pasos,

1. Calcular una base de (I : (g;)) para cada i.

2. Calcular una base de (f1, f2, ..., fr)N{g;) para cada i. Recordemos que en este paso obtenemos
una base de Groebner usando el Teorema 2.53.

3. Usando el algoritmo de la divisiéon se divide cada uno de los elementos de la base obtenida en
2, por g; obteniendo una base para (I : (g;)).

4. Finalmente, se calcula una base para (I : J) aplicando la interseccion de este algoritmo s — 1
veces, calculando primero una base de (I : (g1,92)) = (I : {(g91)) N (I : (g2)), luego una base
para (I:{(g1,92,93)) = (I : {g1,92)) N (I :)g3)) vy asi sucesivamente.

2.5. Descomposicién primaria de ideales

Definicion 2.54. Un ideal I en K[z, xo,...,x,] es primario si fg € I implica que f € I o para
algin entero m > 0, g™ € I.

Lema 2.55. Si I es un ideal primario, entonces su ideal radical \/T es primo. Mas ain, es el menor
ideal primo que contiene a 1.

De acuerdo al Lema 2.55 se obtiene la siguiente definicion.

Definicién 2.56. Si I es primario y VI = p, entonces se dice que I es p-primario.

La interseccién de ideales p-primarios es p-primario.

Lema 2.57. Si ¢;(1 <1i < n) son p- primarios, entonces ¢ = (\;_, ¢; €s p - primario.

Demostracion. En efecto, \/q = v/(i=1 @ = ie1 /& = p- Sea xy € ¢, y & ¢, entonces para algin
i se tiene xy € ¢; e y € ¢q;, por lo tanto x € p, ya que ¢; es primario. ]

Veamos que todo ideal de polinomios puede escribirse como interseccion de ideales primarios.

Teorema 2.58. Todo ideal I C K[z1, 9, ...,x,] se pueden escribir como una interseccion finita de
1deales primarios.
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Demostracion. Diremos que un ideal I es irreducible, si I = I1 NI implica que I =1; o I = I>. Es
claro que todo ideal es interseccién de ideales irreducibles. Por lo tanto, para probar este teorema,
basta con probar que todo ideal irreducible es primario. Supongamos que [ irreducible y que fg €
con f & I, probaremos que existe una potencia entera positiva de g que esta en I. Consideremos el
ideal (I : g") para n > 1, es facil ver que (I : g") C (I : g"*') para todo n. Por lo tanto, tenemos
una cadena ascendiente de ideales

(I:g)Cc(I:¢g®)cC--.

Por condicién de cadenas ascendente, existe un entero N > 1 tal que (I : gV) = (I : gVt = ...,

Ademas, (I : (gN))N (I :{f)) =1, pues fg € I. Como I es irreducible, se sigue I = (I : (¢")) o
I = (I:(f)), este tltimo caso no puede ocurrir ya que f ¢ I, asi I = (I : (¢"V)). Lo cual prueba
que g%V € I, por lo tanto I es primario. O

Como en el caso de las variedades, esta descomposicion puede ser minimal.

Definicion 2.59. Una descomposicion primaria de un ideal I es una expresion de I como inter-
seccion de ideales primarios: I = ();_; ¢;. Esta descomposicion se llama minimal, si /g; son todos
distintos y ﬂi#j 9 Z -

Para poder demostrar la existencia de una descomposicién minimal, se necesita el siguiente lema.
Lema 2.60. Si I y J son primarios y I = \/J, entonces I NJ es primaria.

Teorema 2.61 (Lasker-Noether). Todo ideal I C K[zy,z2,...,x,] tiene una descomposicion pri-
maria minimal.

Demostracion. Por Teorema 2.58 sabemos que todo ideal I tiene una descomposicién por ideales
I = ﬂ?zl gi, mas aln, esta descomposicién es primaria. Supongamos que ¢; y ¢; tienen el mismo
radical para algin ¢ # j. Entonces, por el Lema 2.59, ¢ = ¢; N ¢; es primario. Reemplazando ¢; y g¢;
por ¢q en la descomposicién de I, y continuando este procedimiento, todos los g;’s tendran distinto
radical y por lo tanto la intersecciéon de ellos sera primaria.

Ahora, supongamos ﬂ# ;4 C i Entonces, omitirémos g; y escribiremos a I como la interseccién
de g;’s con j # i. Con esta misma idea, tomaremos a I = ﬂj# ¢;- Continuando de esta manera, se
puede reducir al caso ¢; 2 ) i Qi para toda 1. O




Capitulo

Deformaciones lineales en la variedad de
algebras de Lie

3.1. La variedad £"

Llamaremos £" al conjunto de corchetes p de C™. Si {xg,x1,...,Zn—1} es una base fija de C™,
identificamos a u € £™ con sus constantes de estructura, los ntimeros complejos cfj dados, para
0<4,7<n—1, por:

n—1
(i, xy) = Z cf“‘jxk
k=0

éstos satisfacen las siguientes ecuaciones polinomiales, para 0 < i,j,k <n — 1:

ij - —cé?i (Antisimetria)
n—1
Z Cé‘iclsk; + Cé‘kcfi + cf,m.c;?l =0 (Identidad de Jacobi)
=0

Asi resulta que el conjunto £" es una subvariedad algebraica de la variedad afin C”g, que llamamos
variedad algebraica de las algebras de Lie complejas de dimensién n. Consideramos a £", en primer
lugar, con la topologia (relativa) euclidea; aunque también consideraremos de manera secundaria la
topologia Zariski.

El grupo GL(n, C) actia naturalmente en £" por cambio de base:

1

(go )z, y) =g ulg 'z, g7 'y).

Luego la orbita de p, O(u), es la clase de isomorfismo de p.
Dada p € £", si consideramos el subgrupo de Lie de GL(n,C)
Gy ={f € GL(n,C): f o p = p}
GL(n,C)

I

podemos identificar, como variedad diferenciable, a la érbita O(u) con el espacio homogéneo
Ademaés, como el dlgebra de Lie de G, es el algebra de derivaciones Der(u), se sigue que

dim O(p) = n? — dim Der(p).

27
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3.2. Algebras de Lie rigidas y deformaciones lineales

Definiciéon 3.1. Un élgebra de Lie p € £" es rigida si su 6rbita O(u) es abierta en £7.

Un concepto relevante al de rigidez es el de deformaciéon. En un sentido general, una deformaciéon
de un corchete de Lie es una modificacién continua de sus constantes de estructura. Asi se pueden
considerar deformaciones de p dadas como una curva y; en £", con t € C, que comienza en pg =
. Definiciones mas generales de deformaciones fueron dadas por Gerstenhaber en el afio 1964 y
desarrolladas por Ninjenhuis y Richardson. Una deformacion u; de p es trivial si p; es isomorfa a
para todo t en un entorno de 0, caso contrario se dice que es no trivial. Asi un algebra de Lie con
una deformacién p; no trivial, no es rigida.

Definicion 3.2. Una deformacion lineal de p € £" es una deformaciéon uy tal que

pe = p+tp
donde ¢ es una aplicaciéon bilineal y alternante.

Dados dos mapas bilineales y alternantes p y ¢, denotamos poy a la aplicacion trilineal definida
por:

pop(r,y,z) = O ple(z,y),z)
= wle(z,y),2z) + ey, 2), ) + ple(z, ), y)
Es inmediato que p o ¢ es lineal en p y en .
Observacion 3.3. Notar que pou = 0 es la identidad de Jacobi para p y que fijada p, pop+pou =0

es la ecuacion que define a los 2-cociclos de p (ver (1.1)).

Proposicion 3.4. p, = p+1t ¢ es una deformacion lineal de v si y sdlo si p es un corchete de Lie
y un 2-cociclo de .

Demostracion. ps es corchete de Lie si y solo si uy o uy = 0 para todo ¢t. Ahora, como po pu = 0,
pues u es algebra de Lie,

p o =t(mop+popu)+t*(poyp).
Se sigue entonces que si p; o iy = 0 para todo t, entonces pop+@ou =0y pop = 0. La reciproca
es obvia. O

3.3. Construccion de Grunewald-O’Halloran

Presentamos a continuacién la construccion de deformaciones lineales de Grunewald-O’Halloran,
de la cual se sigue que cierta familia de algebra nilpotentes no son rigidas.

Sean g un algebra de Lie con corchete v b un ideal de codimension 1 de g. Sea D una derivaciéon
de b y sea x € b, de manera que g = (x) @ h. Entonces la aplicacion bilineal ¢p definida por

ep(x,h) = D(h) para todo h € b
¢ep(h,h) = 0 para todo h,h’ € b,

es un corchete de Lie y un 2-cociclo de p.
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En efecto, por un lado

¢popp(hi,he,x) = oplep(hi,h2),z) + ¢p(ep(he, ), M) + ¢p(ep(z, h), h2)
= ¢p(0,2) —pp(D(h2), h1) + op(D(h1), h2)
= 0

es decir, ¢p es algebra de Lie. Por otro lado,

(howp+epop)(hi,he,z) = plep(hi, he),x) + u(ep(he, ), k1) + p(ep(z, hi), ha)
+ep(p(hi, ha), 2) + ep(p(he, ), hi) + op(p(z, ha), ha)
= p(0,2) — pu(D(h2), h1) + p(D(h1), he) — ¢p(z, p(h1, ho))
= p(h1, D(h2)) + p(D(h1), h2) — ¢p(z, p(h, ha))
=0 (pues D es derivacion)

para hi, hy € b; y como claramente (uo@p+@pop)(hy, ha, hs) = 0 para hy, ha, hy € b, resulta que
(pp es un 2-cociclo para pu.

Por lo tanto

pe = p+tep

es una deformacion linea de p.

Si el algebra g es nilpotente y la derivacion D del ideal b es semisimple no nula (basta que tenga
un autovalor no nulo), en p; la transformacion lineal ad,, no es nilpotente. Por lo tanto p; no es un
algebra de Lie nilpotente (es soluble no nilpotente) y la deformacion g es no trivial. Notamos que
tener una derivacién con un autovalor no nulo es equivalente a tener una derivacién semisimple no
nula (la parte semisimple). Estos son los argumentos que prueban el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Grunewald-O'Halloran). Si g es un dlgebra de Lie nilpotente, b un ideal de codi-
mension 1 de g y D una derivacion semisimple no nula de by, entonces g tiene una deformacion
lineal no trivial.

3.4. Una nueva clase de deformaciones lineales

En esta seccion introducimos un nuevo método para construir deformaciones lineales de algebras
de Lie, el cual se adapta muy bien a las algebras de Lie filiformes.

Teorema 3.6. Sea g un dlgebra de Lie con corchete p y sea R ideal de g de codimension 2 tal que
wu(g,9) C R. Sea (xo,x1) complemento directo de R con g = (xg,x1) ® K.

Si D € Der(R) es tal que Doad,, = ady, oD, entonces el mapa bilineal antisimétrico pp definido
por,
¢p(w0, 1) =0, @plzo,k) =0, ¢p(x1,k)=D(k), ¢p(k,k)=0,

para todo k, k' € R, es un corchete de Lie y un 2-cociclo de g. Por lo tanto puy = p+ top es una
deformacion lineal de p.

Demostracion. Probaremos que ¢opowp =0y popp + ¢popu=0.
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Por un lado, si k, k' € & entonces

O wp(ep(T0,71), k) =

= ¢p(pp(z0,21), k) + ¢p(¢p(21, k), 70) + D (PD(K, 20), 21)
= ¢p(0,k) —¢p(D(k),z0) — vp(0,21) = 0;

O ¢p(ep(xo, k), k') =
= op(ep(x0, k). k') + op(ep(k, k'), 20) + ©p(pp(K', 20), k)
= ¢p(0,k") +¢p(0,20) + ¢p(0,k) = 0;

O ¢p(ep(z1, k), k') =
= ¢p(ep(x1,k), k') + op(pp(k, k), 21) + wp(ep (K, 21), k)
= op(D(k), k") + ¢p(0,21) — pp(D(K'), k) = 0.

Por lo tanto ¢p o pp = 0.

Por otro lado, si k, k' € & entonces

O w(ep(wo, 21),k)+ O op(p(ze, 21), k) =
= p(pp (20, 1), k) + p(ep (21, k), 20) + 1wk, 20), 1)+
+ op (w0, 21), k) + pp(u(z1, k), 20) + w0 (1(k, T0), 71)
= 11(0, k) + p(D(k), z0) + p(0,21) + 04 0 — pp(z1, u(k, o))
= —u(zo, D(k)) + D(pu(zo, k)
—0;
O plep(xo, k), k') + O wp(p(ze, k), E') =
= (o, k), k') + p(pp(k, k'), 20) + n(ep (K, x0), k)+
+ @p(p(xo, k), K') + wp(u(k, k), x0) + wp(u(k', z0), k)
= (0, k") + (0, z0) + p(0,k) + 0+ 0+ 0
O plep(r1, k), )+ O ep(p(z, k), k') =
= w(pp (w1, k), k') + p(ep(k, k'), 21) + plep (K, 21), k) +
+op(u(@1, k), k') + op(u(k, k'), 21) + op(u(k', 21), k)
= u(D(k), k") + p(0, 1) — p(D(K'), k) +0 — D(u(k, k")) +0
=0.

Por lo tanto, ppowp + ¢pou =0.

Observacion 3.7. Esta construccion no solo se aplica a las algebras de Lie nilpotentes.
La hipotesis de nilpotencia se utiliz6 en la prueba solo para asegurar que p(zg,z1) € 8 ® (o).

Por ejemplo, la construccion se aplica al siguiente ejemplo. Sea g = (xg, 1) ®C" 2, con corchete
i, la suma directa del algebra de Lie soluble de dimension 2, p(xg,x1) = z¢ y el algebra de Lie
abeliana de dimension n — 2. Elegimos & = C" 2 y sea D una derivacién de &, es decir, un
endomorfismo de R Como pu(xo,z1) = o9, D conmuta con ady, in K siempre, entonces podemos
elegir cualquier D. Por lo tanto, el ¢p dé& lugar a una deformacion lineal u; = u + tpp de p dada
por:

pe(xo, x1) = w0, pe(xo, h) =0, pe(z1,h) =tD(h), p(h,h') =0.
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Observacion 3.8. Nuestra construccion esté inspirada en la construccién de Grunewald-O’Halloran
dada en |[GO]| y enunciada en la Seccion 3.3.







Capitulo

La variedad algebraica de algebras de Lie
filiformes

En la década de los sesenta Michéle Vergne, en su tesis de doctorado, introdujo y presté especial
atencion a las algebras de Lie filiformes las cuales forman una subclase de las édlgebras de Lie
nilpotentes.

Demostroé que la variedad de las dlgebras de Lie nilpotente de dimensiéon n tienen una componente
irreducible de dimensién mayor a n? constituida por algebras filiformes, mostrando asi la gran
importancia de esta subclase de algebras de Lie nilpotentes.

Ademas mostré que toda algebra de Lie filiforme es isomorfa una filiforme estdndar més un
2-cociclo especial de la representacion adjunta de la cohomologia de Chevalley.

Michéle Vergne fué quien puso mayor énfasis en la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes
y estudié con profundidad la variedad de las dlgebras de Lie. Existe una conjetura abierta desde el
ano 1970, la cual lleva su nombre, que inspira nuestro trabajo.

Conjetura: No existen algebras de Lie nilpotentes rigidas en la variedad £" de algebras de Lie
de dimensién n.

En las tres primeras secciones mencionaremos algunos resultados obtenidos por Michéle Vergne
[VMI], fundamentales para esta tesis.

4.1. Teorema de Vergne

El primer resultado importante sobre la estructura de las filiformes, clasifica las filiformes natu-
ralmente graduadas.

Teorema 4.1 (Vergne). Sea f un dlgebra de Lie compleja filiforme naturalmente graduada de di-
mension n con corchete p; es decir f = f1+fa+...+fn—1, condimf; =2, dimf; =1, 2<i<n-—1
y 1(fi,fj) C fitrj. Entonces existe una base {xo,x1,...,xn—1} de f, con xg,x1 € f1 y x; € f; para
1> 1, tal que

w(wo, vi) = xi1, (1<i<n-—2)

p(xo, Tn-1) = 0.

33
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Mads ain, u también satisface que:
:u(xlaxj) st 1,7 > 1, yz—l—]#n—l,

=0,
(i, tn ) = (=1)" a x,_1, con a=0 sinespar.

Demostracion. Sean yi,y2, . ..,Yn—1 elementos no nulos de f; (1 <i¢ < n — 1), entonces si f € fi,

w(fri) = Ni(f)yitr

la aplicacion f —— A;(f) es lineal respecto a f1, no idénticamente nula, pues p(f1,f;) = fir1. Asi,
existe un elemento xg tal que \;(zg) # 0, para 1 < i < n — 2, por lo tanto, eligiendo los z; como
multiplos de los y;, los x; forman una base adaptada de f.

Para la segunda parte usaremos recurrencia inductiva sobre la dimension de f. Sea {zg, z1,...,Zp_1}
una base adaptada de f, entonces {xg,x1,...,Tp—2} es una base adaptada de §,/Czp_1.

Supongamos n impar. Entonces
p(zi,z;) =0, si i+j<n-—2
pero p(x;, Tp—1—;) = a;Ty—1, usando Jacobi tenemos,
p(p(zo, x;), Tn—2—i) + p(p(@i, Tn—2—i), ¥0) + p(p(Tn—2-i, o), i) =
= p(Tit1, Tn—2-i) — M(Tn—1-i,T;) =
= (i1, Tno1—(i-1)) + 1(Tiy Tpn-1-i) =
= Qi 1Tp—1 + QTp_1 = (0 + QG 1)Tn1
por lo tanto, a; = —a;41, entonces a; = (—1)%av.
Sea ahora n par. Entonces A
(i, Tp—2-;) = (1) azy_2,
(T, Tpi) = Ty,
Usando Jacobi, tenemos:
p(p(o, 3), Tn—2—i) + p(p(ws, Tn_2—i), x0) + p(p(Tn—2-3,70), ;) =
= w(Tit1, Tp—2-i) + p((=1)'azp_2,20) + p(=Tp-1-4, ;) =

= aip1Tp—1 — (=1)'azp_1 + jxp_1 =0

Por lo tanto, (—1)'c = o 4 aiy1, es decir, oy = (=1)" (a1 + (i — 1)a), pero a,,/ = 0, entonces;

n
] = (1 — 5) a,
A S i P
a; = (1) (2 2) a.
Aplicando nuevamente Jacobi,
M(M(‘TO’ l‘n/Q—l)v xn/2) + M(u(xn/2—17 $n/2)7 330) + M(M(ﬂ?n/27 xo), In/Q—I) =

= N(xn/% xn/2) + N((_l)ia‘rn—l) $0) + /J’(xn/ZJrl) xn/Qfl) =
= (—Dfax,—1 =0

Por lo tanto, o = 0, en consecuencia, a; = 0. O
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La base {xo,z1,...,2Zn—1} del Teorema se denomina base adaptada o estandar.

Corolario 4.2. Sea § un dlgebra de Lie filiforme naturalmente graduada de dimensionn con corchete
w y base adaptada {xo,x1,...,Tn—1}.

Sin es impar, entonces | es igual a pg o ,u(l), donde:

po(xo, ;) = xip1, 1<i<n—2,
MO(xhxj) = Oa 2)] <1

u(l)(xo,a:i) =xiy1, 1<i<n-—2
,u(l)(:niwn,i) = (—1)i:nn,1 1<n—2,
u(l](a:i,xj) =0, 1,7 <1
Sin es par, entonce p es igual a fig.

El algebra de Lie filiforme f con corchete pg recibe el nombre de filiforme estindar.

Si f es una algebra de Lie filiforme arbitraria, con corchete p, se sigue del Teorema [4.1] conside-
rando el dlgebra de Lie naturalmente graduada asociada a la filtraciéon de la serie central descendente
de f, que existe una base {zg,x1,...,z,—1} tal que

p(xo,x) =xip1 (1<i<n-—2)
(w0, Tn—1) =0
w(xy,x9) € Cxy 4+ Cxs + -+ - 4+ Caxpyy.

Una tal base de § se llama adaptada.

4.2. Descripcion de los corchetes filiformes

Teorema 4.3 (Vergne). Sean f dlgebra de Lie filiforme con corchete . de dimensionn y {xo, z1,...,Tn—1}
una base adaptada de §. Entonces p es isomorfo a una dlgebra de la forma po+ ¥ donde ¥ es una
aplicacion bilineal tal que

W(xo, a:z) =0

ST/(a:i,:z:j) € C$i+j+1 4+ 4+Cxpy si i+j<n-—1

W(:ci,arn_i):(—l)ia@l_l o a=0 si n es par

Como pp + ¥ es un corchete de Lie debe verificar (g + %) o (o + ¥) = 0 esto es equivalente a
resolver
po¥+W¥opu=_0 Y YoV =0.

El conjunto L(ug) de 2-cociclos ¥ de pg que verifican las condiciones del teorema y ademaés
satisfacen ¥ o ¥ = 0 es un conjunto algebraico de Z2(ug, fi0).
El siguiente resultado explicita la descripicion anterior. Se lo puede encontrar en [KY].

Teorema 4.4 (Kakimjanov). Sea A un conjunto de pares enteros (k,s) tales que 1 < k < [(n —
2)/2],2k +1 < s <n—1. Para cada par (k,s) € A, sea s € Z*(uo, pto) definido por

—1 L
k )(adxo)z—i-j—Qk—lxs

—1

) = (-1 (7
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para 1 <i<k<j—1<n—-12k+1<s<n—1ys(z;x;) =0 en otros casos.

Entonces para todo corchete de Lie filiforme p existe pardmetros {ay s} tales que p es isomorfo
a po + ¥, donde pg es el corchete filiforme estandar y

U= Z ak,swk,s

(k,s)eA

4.3. Parametrizaciéon de algebras filiformes de dimensiones bajas

Ya hemos visto que podemos describir a una filiforme cualquiera como p+ ¥, donde los posibles
¥ dependen de un conjunto de parametros {ay s}. Como ¥ es un 2-cociclo de p y p es filiforme,
se sigue que p + ¥ es filiforme si y sélo si ¥ es dlgebra de Lie, es decir si y sélo s ¥ o ¥ = (. Esta
tltima identidad es equivalente a un sistema de ecuaciones polinomiales en los prametros {aj s} y
éstas describen a la variedad de filiformes.

A continuacién presentamos los sistemas de ecuaciones que describen las correspondientes va-
riedades de filiformes para dimensiones entre 7 y 11. Aunque para estas dimensiones no es dificil
escribirlas, y dado que las cuentas no son relevantes, solo las presentamos tal como en [GJKI].

Algebras filiformes de dimension 7

U = a149¥14 + a1,591,5 + a1,6¥1,6 + a2,6v2,6, sin restricciones en los parametros.

Algebras filiformes de dimension 8

U = a1 4914+ a1 5015 + a16¢1,6 + a1,791,7 + az 626 + az 727 + az 7137, donde

as7(2a1,4 + azp) =0

Algebras filiformes de dimensién 9

U = a1 4Y14 + a15U15 + a1,6¥1,6 + a1,7901,7 + a1,8901,8 + a2,6¥2,6 + a2 7027 + az g g + a3 g3 g,
donde

_3a§,6 +azeasg + 2a14a38 =0

Algebras filiformes de dimensién 10

U =aia14 + a159015 + a16¥1,6 + a1,791,7 + a18918 + a1,9Y1,9 + as 626 + az 7Pa 7 + azgiPag
+ ag 9129 + a3 g3 g + a39Y39 + 44,9149, donde

2
—3a36 + azea3s + 2a1,4a38 = 0,

2a1 4039 + 3a1 5a38 — Tazeaz 7 + a26a39 + 3ag7a3g — as9(azg + 2a16) = 0,
as9(2a1,4 —asg —azg) =0
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Algebras filiformes de dimensién 11

U =a14914+ a1 5015 + a1,6¥1,6 + a1,7901,7 + a1 8018 + a1,9¢1,9 + a1,10¥1,10 + a2,6¥2,6 + a2 7927
+ aggiag + a2 9tha g + a2 102,10 + +a3 838 + az 939 + a3 109310 + a4,10¥4,10, donde

—3a%,6 + az6a3,s + 2a1 4a38 = 0

—4dageasg + 6a3 g + 2a1,4a4,10 — a3804,10 = 0

—Taggaz 7 + 3a15a38 + 3ag rasz s + 2a1 4a39 + azeazg =0

—4a%’7 — 8ag gaz g + 4ay ga3s + 6asgas g + 3a1 5a39 + 3az 7as g + 2a1 4a3,10
+az6a3,10 — 2a1,6a4,10 — a2,804,10 = 0

4.4. Las componentes irreducibles de la variedades §"

El resultado que se enuncia en esta secciéon estd dado por Khakimdjanov, lo podemos encontrar
en [KY]. Los mismos estan solo enunciados por tal motivo en el capitulo 6, con la ayuda de singular
y realizando cuentas manualmente se pudo encontrar las componentes irreducibles de §'°, en caso de
dimensién 11 el trabajo es mucho mas complejo por lo que no pudo demostrarse que las componentes
dadas en [KY] son realmente las componentes irreducibles de F*!.

Teorema 4.5. Las componentes irreducibles de §", 7 <n < 11 son
1. §7 es irreducible, es decir contiene solo una érbita abierta.

2. 8 es la union de dos componentes irreducibles;

azg7 =0 2014+ a26 =0

3. FY es irreducible: —3@%76 + azpa3g + 2a1 4a38 = 0.
4. 10 es la union de tres componentes irreducibles;

a49 = 07

7 -3 2.-3 2. —3a2 =0
2,602,738 a1,503 8 2,703 8 a2 63,9 = U,

Tag gaz7 — 3a1,5a38 — 3az7a38 — 2a1 4039 — azeasg = 0,

2
3a276 — 2a1 4a38 — azeazg = 0.

aze —azg = 0,
3a15a38 — 4az raz g + 3azgaz g — 2a1,6a4,9 — azga49 = 0,

a1,4 — a378 =0.

3aze —aszg =0,
9a15a38 + 16az 7a3 s + azgasg — 6ay 6a4,9 — 3azgasg = 0,

3(11,4 —a3g| = 0.
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5. Y es la union de dos componentes irreducibles;

a1,5 = 0
a6 = 0
ayr = 0
aig = 0

aia—1=0

az7—1=0

Sag,ﬁ —azpasg — 2a3g =0

2(2a2,6 + 3as g)ass — (2 —aze — ass)as,10 =0
Taze — (2+ aze)azo — 3azs =0

4+ 2(4&276 - 3(133)&2,8 — 30,379 — (2 + a276)a3,10 + a2,804,10 = 0

a1.4 = 0
ayr = 0
a2.6 = 0
azg = 0
az,0 =0
ays — 1=0

4@%}7 — 3(0,277 + 3)@2’9 + (2@1)6 + a278)a4’10 =0

asg9 —azg =0

4.5. Construcciéon de deformaciones lineales de algebras filiformes
En esta seccion adecuaremos el Teorema 3.6 a las algebras de Lie filiformes.

Teorema 4.6. Sea f un dlgebra de Lie filiforme con base estindar {xo,x1,...,Tn—1} y corchete p,
y sea R = u(f,f) = (x2,...,zn_1) el conmutador de f, ideal de codimension 2. La transformcion
lineal D de K definida por

Dxo = x5

Dzx3 = x,_9

Dzy=x,_1

Dx; =0, 5<i<n-—1

es una deriacion de K que satisface D o ady, = ady, oD. Luego us = p+top es una deformacion
lineal de p.

Demostracion. Sea 8 = u(f,f) = (z2,x3,...,2,_1) ideal de codimension 2. En este caso u se define
por
n—i—j—1

(i, xj) = Z C%$i+j+k 2<i<ji<n-—1
k=1
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D definida en el teorema es una derivacion de K, pues

.

n—i—j—1
D(u(x,x5)) = D ijfci+j+k>
k=1
i1 (4.1)
= > iD(@igun) =0
k=1
por otro lado

p(rn—g,x;) si i=2

Tp—2,Tj) st =3
w(D(x;), x) = #lan—2,2;) =0 Vj=23,...,n—1 (4.2)

,U,(I‘nfl,.’ﬁj) st 1=

(@i, xp—2) si j=3
p(zi, D(z5)) = < p(wi, xn—1) st j= =0 Vi=23,...,n—1 (4.3)
0 si j>5
Luego, de (4.1), (4.2) y (4.3) D es una derivacion de &. Claramente es nilpotente, pues D? = 0.

Veamos que efectivamente D o ad,, = adxgo D. Sea x; € Rcon j =2,3..., 7,1

Tp_o St jJ =2
Dady,(z)) = D(xj41) = { Tp—1 si j=3 (4.4)
0 st j=>4

por otro lado

. _3 Tp—o S J=
adg, D(z;) = D st j= (4.5)
0  si j>4

Por lo tanto, de (4.4) y (4.5) se verifica lo solicitado.

Como D verifica las condiciones del Teorema 3.6 entonces p; = p + top es una deformacion de
O

Observacion 4.7. Los endomorfismos del ideal 8,

Dxoy = 24,9, Dzx3 = x5 1

Do =y

son derivaciones de K y cumplen con todas las condiciones del Teorema 4.6, pero analizar la trivia-
lidad de py es muy dificultoso.







Capitulo

Deformaciones de algebras de Lie filiformes de
dimension 7, 8y 9

En este capitulo y los siguientes usaremos la deformacién p; construida en 4.6 y probaremos
que es no trivial para toda t no nulo, para luego concluir que no existen algebras de Lie filiformes
rigidas en la variedad £", méas atn en §" para 7 < n < 11.

Para probar la no trivialidad de p; se realizaron los siguientes pasos:

1.

Suponemos jy ~ p, es decir, 3g € GL(n,C) tal que g (x4, z;) — p(gxi, gxj) = 0 para toda
i <.

. Encontramos abiertos Zariski donde g es un isomorfismo solo para ¢ = 0.

Probamos que tales abiertos cortan las componentes irreducibles de cada variedad filiforme.
En una variedad irreducible todo abierto es denso Zariski y por lo tanto es denso euclideo.

Por lo tanto en cada componente irreducible tenemos abiertos densos euclideos donde u; % 1
para toda t # 0.

A lo largo de este capitulo y los siguientes utilizaremos la siguiente notacion,

Eij = gﬂt(xiymj) — u(gmi,ng)

para toda 0 < i < j <n —1.Y denotaremos con EZ(];) al coeficiente de zy, esto es:

k
E;j = gp(zi, zj) — plgei, gzj) = E Ez-(,j)ka
k

paratoda0<i<j<n—-1y0<k<n-1.
Si g es un isomorfismo entre p; y p entonces E; j = 0 y por lo tanto El(];) =0para0<i<j<n-—1
vyO<k<n-1.

41



5. Deformaciones de algebras de Lie filiformes de dimensiéon 7, 8 y 9 42

En el siguiente lema mostraremos que en un abierto de los parametros {ay s}, un isomorfismo
entre la deformacion lineal py y p tiene una forma particular.
Lema 5.1. Sean n > 7, g un isomorfismo dado entre puy y p. Sea U el abierto de §" dado por

U = {a14 # 0}. Entonces, en el abierto U y respecto de bases estindar de iy y pu respectivamente,
g es de la forma

mi1 0 0 0 0
mo1 M, 0 0 0
/ 3
m31 M3z2 ml,l 0 0
9= mMy1 Mg M43 mzll_rl 0 (51)
Mp1 Mp2 Mp3 Mpa -0 MY,

En la subvariedad de " dada por a14 = 0 consideremos, el abierto U = {a15 # 0}. Entonces,
en el abierto U, y respecto de bases estdndares de p y p respectivamente, g es de la forma

mi 0 0 0 e 0
ma1 m‘i’ﬁl 0 0 0
m371 m372 m‘il O e O
g = my 1 My 2 my.3 mil 0 (52)
Mp,1 Mp2 Mp3 Mpa - m?,lel
Demostracion. Sea {xg,z1, - ,zn—1} base adaptada de p. Supongamos que existe g € GL(n,C)

tal que g ® s = .
1y e son algebras de Lie filiformes, tienen la misma serie central ascendente;

Cl = <xn—1>7
Cy = (p—1,Tn-2),

C3 = (Tp—1,Tn—2,Tn—3),

C’n,—? - <xn—17 Tn—2,Tn—3,""" ,x5,a:4,x3,x2>,

Crn—1 = (Tn-1,Tn—2,Tn-3, - , L5, T4, T3, T2, T1, L)

Como ¢ es un isomorfismo debe preservar la serie central por lo tanto g es de la forma,

mia mi,2 0 0 L 0
m271 m272 0 0 0
mg1 mg2 mgz 0 - 0
9= | ma1 mMmuz Masz Mas 0
Mnp1 Mp2 Mp3 Mpg - Mpn

Resolveremos las ecuaciones E; ; = gui(xs, x;) — p(9xs, gx;) = 0 para algunos 4, j, y considera-
remos las coordenadas de la misma, El(l;) = 0 para ciertos i, j, k.

Considerando E[()jfl) = 0 obtenemos m;{2 j+2 = mi1Mjt1,;+1 (1) paratodo j =1,2,...,n—2.
Por otro lado E&H) = 0 = miomjs1,4+1 = 0 pero entonces mios = 0 0 mjy1,41 = 0 para
2 <j<n-—3, por lo tanto
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a) Simjy1 41 =0 por (1) my, =0y por lo tanto g no es isomorfismo.

b) Sea de ahora en adelante m; o = 0.

» Supongamos aj 4 # 0 y consideramos E&JFQ) = 0 para todo j > 2, entonces aj 4mj43 43 =

a1,4mz2m;jy1 j+1 para 2 < j <n — 3, como a4 # 0 tenemos m;{3 43 = M22M;j41j4+1, para
2<j<n-3(2)
. _ _ 2
Ademas por (1), mys = my1ma3z y maz = mi1Mmg2 entonces mgq = mima o (3), ade-
mas ms5 = mq,1M44 por lo tanto, mss = m$ 1m2,2(4). Continunado de esta forma, m;; =
. .
mi, mag para toda j > 3 (5).

Luego, de (2) y (4), obtenemos

2 2 2
ms5s5 = m1’1m373 = m22M3.3 = (le — mgyg)m&g =0 = ma o = le 0 Mm33 = 0

Por lo tanto,

1. Si mg 3 = 0, el determinante de g es cero y por lo tanto g no es un isomorfismo.

2. Simggo = m%l, por (5) m;; = m{’l, para todo j > 2, asi el isomorfismo ¢ es de la forma
(5.1)
» Siaiy = 0y a5 # 0 utilizando Eij;rg) = 0 obtenemos a1 smji4jra = a1,5M22M;j11 j+1
(3 <j<n—3)como ars # 0 obtenemos M4 j14 = Mo 2m;i1,j+1(6)

De (1) se sigue my4 = mi.1ms33 ¥ M3.3 = M1.1M2.2, eNtoNces ms s = ms ;ma.o or lo tanto
g ) ) ) y ) ) 34 ) 1,1 ) y p
4
me = mjma2 (7).

Continuando de esta forma obtenemos m; ; = m{_12m2,2 para toda j > 3 (8).
Luego de (6) y (7) se tiene

me.6 = m:{’71m3,3 = maoomss = (m}; —ma2)msz =0
entonces

1. Si mg 3 = 0, el determinante de g es cero y por lo tanto g no es un isomorfismo.

2. Simgo = mil, por (8) m;; = m]ﬁl para todo j > 2, entonces el isomorfismo g es de la

forma (5.2).

5.1. Deformaciones de algebras filiformes de dimensién 7

En esta seccién y en las que siguen utilizaremos la parametrizaciéon de Khakimdjanov enunciada
en el Capitulo 3.

Teorema 5.2. No existen dlgebras de Lie filiformes rigidas en la variedad £7. Mds atin, no existen
dlgebras de Lie filiformes rigidas en .
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Demostracion. Sea f algebra de Lie filiforme de dimension 7 con base adaptada {zg, z1, x2, 3, x4, 5, T6 },
en la Seccion 4.4 vimos que los corchetes de | son;

w(zo, ;) = xj41, paraj=1,2,...,5
(@i, x5) = a1 a4z, 25) + a1 591,5(2i, 25) + a1,6¥1,6(2i, ) + az6¥2,6(zi, ;)

es decir;
/‘L(‘roa :E]) = Tj+1, para j = ]-7 27 s 75
p(z, x2) = a1424 + a1 55 + a1 626
(w1, 23) = a1,475 + a1 576
p(zr, 24) = (@14 — az6)xe
p(ze, x3) = as 66
p(zi, z;) =0, para los demés 1, j
Sean R = (x9, x3, x4, T5,26) y D € Der(R) definidos en el Teorema 4.6, donde
DiL'Q = T4
D333 =I5
D1‘4 = T6

Dzx; =0, parai = 5,6
Sea u; la deformaciéon de p definida por el Teorema 4.6. Es decir,

:u’t($051“j) = Tj+1, pa‘ra‘j = 1727 s 75

pe(x1, 2) = a1,4%4 + a1 575 + a1,626 + tay
pi (1, x3) = a1405 + a15T6 + trs

(1, 334) = (a1,4 - a2,6)336 + txg

Mt($2, 1’3) = a2,6%6

pe(zi, x;5) = 0, para los demas i, j.

Probaremos que p; es una deformacioén no trivial de pu para toda t # 0. Supongamos p y iy isomorfas,
es decir, 3g € GL(7, C) isomorfismo tal que E; ; = 0 para toda 4,j = 0,1,...,6. Por el Lema 5.1, si
ai4 # 0, g tiene la forma;

mia 0 0 0 0 0 0
ma 1 mil 0 0 0 0 0
m31 M32 m:{’,l 0 0 0 0
g = myg1 M42 M43 m‘ll,l 0 0 0
ms1 Ms2 Mmsz msa mi,; 0 0
me1 Me2 Me3 Mea Mmes mS, 0

m7i1 My72 M73 Mrye Mrs Mr7e 14

Resolveremos algunas ecuaciones F; ; = 0 y consideraremos los coeficientes Ez( j) = 0 para ciertos
I
1,7, k.

4 L
Sea E§ ) = 0 entonces a1,4m?,1 + tm‘il = a1,4m%71m§’71, lo cual implica tm3 ; = 0.
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Asi mil =006t =0. Los cual no es posible ya que si m; 1 = 0 entonces g no es isomorfismo y
si t = 0 debe ser yy = p. Por lo tanto p; no es isomorfa a p en el abierto aj 4 # 0.

En el Teorema 4.5 vimos que §' es irreducible. Ademés a1 4 # 0 es un abierto Zariski, por el
Teorema 2.16 es denso Zariski en ', por lo tanto, por el Lema 2.17 es denso euclideo.

Luego, tenemos una deformacion no trivial p; de g en un conjunto denso euclideo de §’. Por lo
tanto, p no es rigida en las variedades algebraicas £7, " y §'.

O]

5.2. Deformaciones de algebras filiformes de dimensién 8

Al igual que en la seccion anterior utilizaremos la parametrizacion dada en la Seccion 4.4.
Teorema 5.3. No existen dlgebras de Lie rigidas en la variedad £8. Mds ain, no existen dlgebras

de Lie filiformes rigidas en F°.

Demostracion. Sea f algebra de Lie filiforme de dimension 8 con base adaptada {xg,x1,...,27} y
corchete u definido por;

w(zo, ;) = xj41, paraj=1,2,...,6
(i, z5) = arat a(xs, ) + a1501 5(xi, 25) + a1,6901,6(T4, 5) + ar7¢17(xi, x5) + a2,602.6(zi, T5)
+ ag 72 7(xi, x5 + a3 7v3.7(z4, 5)

es decir;

p(zo, ) = xj41, paraj=1,2,...,6

(21, v2) = 1,424 + a1,575 + a16T6 + a1,727
p(ze, x3) = a145 + a1 56 + 1,627

p(z1, 24) = (2014 — az6)x6 + (2015 — az7)x7
w1, w5) = (14 — 2a2,6)T7

p(1, x6) = —azrey

w2, x3) = a2,626 + az,727

(w2, v4) = azer7

p(r3, z4) = azray

p(zi, z;) = 0, para los demés i, j

Sean R = (x9, x3, T4, x5, T, 7) ideal de codimension 2 de f, D € Der(R) y u; definidos como en el
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Teorema 4.6. Entonces,

pe(xo, ) = xj41, para j=1,2,...,6

pe(x1, x2) = a1,424 + a15T5 + a1,626 + 41,707 + tas
pe(x1, x3) = a1axs + a15T6 + a1,627 + txe
pe(w1,24) = (2a1,4 — ag,6)T6 + (2015 — az7)7 + tay
pe(x1, w5) = (a14 — 2a26)27

pe(w1,6) = —ag 77

pi (w2, 23) = ag,6w6 + ag,7r7

pe(xe, x4) = agex7

pe(xs, x4) = ag a7

pe(xi, x;) = 0, para los demas i, j

Probaremos que p y 1y no son isomorfos si ¢ # 0. Supongamos que si lo son, es decir, 3g € GL(8,C)
isomorfismo entre p; y u, por lo tanto F; ; = 0 para toda ¢, = 0,1,...,7. Por el Lema 5.1, si
aia # 0, g es de la forma;

mi1 0 0 0 0 0 0 0
mei m2, 0 0 0 0 0 0
ms1 mza mi; 0 0 0 0 0
. Mg MMy 143 m‘il 0 0 0 0
9= ms1 M52 Ms3 Mmsa mi; 0 0 0
me1 Mg2 Mes Mea Mes mi; 0 0
m71 mra Mgz mra mzs mzg mi; 0
ms1 Mg2 sz Msa Mgs Mse Mgy My

Para la demostracién del teorema utilizaremos la descomposiciéon en componentes irreducibles vista
en el Teorema 4.5 y trabajaremos en cada una de ellas.

a) Primera componente ag7 = 0. El corchete p en esta componente es de la forma,

,LL(JZ’(),JZ'J’ = Tj+1, j:1727"‘77
p(z, x2) = a1 424 + a1,525 + 1,626 + a1,727
p(z1,23) = a1,425 + a15T6 + 1,627

(2a14 — azp)xe + (2a1,5 — az7)x7

w2, x3) = a6 + as7x7
M($2, T4) = Q2,6%7
(i, ) =0, para los demas i, j

Redefinimos fi;, resolveremos las ecuaciones E; ; = 0 para algunos casos particulares de 7, j y
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: . k
consideraremos algunos coeficientes EZ( j) =0.

=my3—miim32 =0

)

3
=Mms4 — mi1My3 — apamymz1 =0

4
=Mep5 — M1,1M5 4 — A1 4M] 1M21 = 0
=g - ~ (14— azg)mi mas =0
4 = m7,6 m1’1m6’5 a174 a2’6 lemQ’l =

6
=mg7 — my1mze — (a14 — 2a2,6)my yma1 =0

®» NS o e W
P
w [N} ot w [V —_

4= (2014 — age)ms 7 + (2015 — az7)mi | +tmf | — (2015 — az7)mi ; — (a1,4 — 2a2)

2 5
mimes — azemi jmg2 =0

(7) 8 7 3
9.3 = 2,6M87 + a2 7M1 — A27M 1 — G2,6Mm7 M54 =0

S

9.

. 7 . . ., . 4 3
Mirando Eég) = 0, realizando sustituciéon con las ecuaciones Eé2) =0y E(()l) = 0 obtenemos
7 8 5 6
ag,6Ms7 = A27M] 1 — a27My 1 + a2,6My M43 + a1,4026M7 1M21 (E1).
. 7 . . sz . 6 5
Consideremos ahora E(()g = 0, haciendo sustitucion con las ecuaciones E((] 2 = O,E(()?z =

0, E((fg) =0y E(()31) = 0 llegamos al siguiente resultado mg 7 = mi’,lm473—i—(4a174—3a276)m?71m2,1

(E2).

Suponiendo ag ¢ # 0, multiplico ambos miembros de (E2) por ag¢ e igualandola a (E1) obte-
nemos 3a2,6(a1’4 — a276)m271 = a2,7m1,1(1 — le)(EE).

: 5 . .

Mirando E§2) = 0 y despejando el término con ¢, obtenemos tm?l = a1,5m?,1 — a175m?’1 —
2 4

2a7 4my 1ma1 (E3).

: : 6
Trabajando con las ecuaciones Eg = 0, obtenemos tm;1 = a175m?71 —a1,5m11 +a1,4m‘1171m3,2—

a%,4m?,1m2,1 (E4), multiplicando (E3) por m;; e igualando con (E4) obtenemos mgo =
—ai ym11ma, (E5).

Utlizando EQ = 0, despejamos el término con t, haciendo sustitucién con las ecuaciones
obtenidas, tenemos tm%l = (2a15 — a277)m;1 — (2a15 — a277)m§"71 + (—5a‘11?4 + 6aj 4a26 —
3a%16)m?71m271 (E6). Multiplicamos (E4) por m%’l e igualamos con (E6), llegando a 3(aj4 —
az,6)°ma = (a15 — az7)mi1(1 —ma1) (E7).

Trabajando con (E7) y (EE) obtenemos, 3a14(a1,4 — ag6)ma1 = a1 smi,1(1 —mq 1) (ES).
De (E8), suponiendo a5 # 0 y como ai4 # 0, 3(a1.4 — ag6)ma1 = %ml’l(l —my ) (E9)

)

y de (EE) suponiendo a7 75 0 Yy a26 75 0 tenemos 3(0,174 - a276)m271 = %le(l — m171)
a2 6
(E10).

Igualando (E9) y (E10), suponiendo a; 5a2,6 — aj 4a2,7 # 0 debe ser mj 1 =0 0 my; = 1, pero
si mi1 =0, g no es un isomorfismo. Si my; = 1 por (EE) y a;4 —ag6 # 0 entonces mo 1 = 0,
luego por (E3), t = 0, lo cual es absurdo, pues t # 0.
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Como estamos trabajando en una componente irreducible por el Teorema 2.16, el abierto

U={a14 #0,a15 # 0,a26 # 0,a27 # 0,a15a26 — a14a27 # 0,a14 — a2 # 0} es denso
Zariski y por lo tanto, por el Lema 2.17 es denso euclideo. Asi u; es una deformacion no trivial
de p en esta componente.

b) Segunda componente 2a; 4 + a2 = 0. En este caso p es de la forma,

p(zo, z;) = xjr1, paraj=1,2,...,6
(1, r2) = a1,4%4 + 01,575 + a1,6T6 + a1,727
pu(z, x3) = a1425 + a1 526 + a1,627
p(zr, x4) = 4day a6 + (2a15 — ag7)x7
p(zr, x5) = 4ay a7

w(x1,r6) = —az 77

p(w2, x3) = —2a1 476 + az 77

(e, x4) = —2a1 427

(o, x5) = —az 7y

(s, x4) = azrry

p(zi, z;) = 0, para los demés i, j

Redefinimos p; utilizando la derivacion dada por el Teorema 4.6, resolveremos las ecuaciones
FE; ; = 0 para algunos casos particulares de i, j y consideraremos algunos coeficientes E k) _ o

’J ) l?j ’
con las cuales obtenemos las siguientes ecuaciones:

(3)
1. EO,I =My3 —MM1,1M32 = 0
2. E\) = ms4— — ay4m? =0
- g o = M54 — M1 1M43 — A14M7 1M21 =
3. E§) = mes — — ay4mi ymay =0
- L3 = Mes — M1 1M54 — Q141 121 =
4. ES) = myg — — 3y 4m} =0
<Ly = M7 — M11ME 5 aiamyma;1 =
(5) 6 6 5 2
5. E1,2 = a14me5 + a1 smy +tmyy —aismy; —aramimaz =0
(6) 7 7 6 4 4
6. By 3 = aiamre + a15my; +tmyy —a1,5my; — 3a1,4my 1m32 + aramymg2 =0
(7) 8 8 7 2 2
7. E1,4 = 3a1’4m877 + (2&175 — a2,7)m1’1 + tml,l — (20,175 — a2’7)m171 — 3a1,4m1’1m6,5 + ag,;7mi mzs
5 2
+ a174m1’1m372 — a377m171m472 =0
(7) 8 9
8. E1,6 = —ag,7mj + az;rmy = 0
9 8 3 5
9. BY) = —a14my ) +a1amy ) — m3rmy Mes — az7my 1ma3 =0

Utilizando E;SZ = 0 y haciendo sustitucién con E(()53) = O,E((f‘z) = O,E((f’l) = 0, suponiendo
(7)

ademaés agz 7 # 0 concluimos que mg 1 = 0. Mirando E; ¢ = 0 debe ser m1; =00 my; = 1. Si

. . 7 . .
m1,1 = 0 entonces g no es isomorfismo. Si my; = 1, de Ef 2 = 0 y haciendo sustitucién con

las ecuaciones anteriores obtenemos ¢t = 0 lo cual es absurdo.

Por lo tanto, existe un abierto V' = {as7 # 0,a14 # 0} donde p; no es isomorfa a p. Pero
como estamos trabajando en la componente irreducible, por el Teorema 2.16, este abierto es
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densos Zariski y por lo tanto, por el Lema 2.17, denso euclideos. Asi para todo € > 0 existe
un |t| < e tal que py; es deformacion no trivial de p en la segunda componente.

Luego se puede concluir que no existen algebras de Lie rigidas en las variedades algebraicas
,88, mS y 3'8‘

5.3. Deformaciones de algebras filiformes de dimensién 9

Teorema 5.4. La deformacion p; construida en el Teorema 4.6 es no trivial en un conjunto de
abiertos densos de £°.

Demostracion. Sea f algebra de Lie filiforme de dimension 9 con base adaptada {xo,z1,...,28} y
corchete p definido por;

M(a’hvxj) = Tj+1, para ] = ]-7 27 sy 7
(i, xj) = arara(zi, ) + a1 5901 5(zi, ) + ar,691,6(zi, 25) + ar,791 7(zi, 25) + a1,8¢n 8(i, z5)
+ az62,6(zi, ) + a7 7(zi, x5) + ag g2 8(zi, ) + a3 g3 g(xi, z5)

es decir;

(o, x;) = xjr1, paraj=1,2,...,6

p(zr, x2) = a1424 + a1 55 + a1,6%6 + 41,727 + a1 8T8
p(z, x3) = a1425 + a1 526 + 41,627 + 1,728

(w1, 24) = (@14 — agp)xe + (a15 — az7)x7 + (a1,6 — a2,8)Ts
p(zr,x5) = (@14 — 2a26)x7 + (a15 — 2a2,7)xs
p(z1,z6) = (a1,4 — 3aze + azg)rs

(2, 3) = a,6r6 + a2,7T7 + 2,878

p(w2, v4) = azer7 + a2,77s

p(wa, z5) = (az2,6 — azg)rs

(s, z4) = a3z sxs

p(zi, z;) =0, para los demas 1, j.

Sean R = (x9,x3, T4, x5, T, T7,xg) un ideal de codimension 2 de u, D € Der(R) y p; definidos por
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el Teorema 4.6;

pe(xo, xj) = xj41, paraj=1,2,...,7

pe(x1, 2) = a14%4 + a1 575 + a1,626 + a1,727 + a1 878 + txg
pe(z1, x3) = a14xs5 + a1 526 + a1,627 + a1708 + tay

pe(w1, 24) = (a14 — az6)xe + (a1,5 — az,7)x7 + (a1,6 — az2,8)xs + tag
pe(w1,25) = (1,4 — 2az,6)x7 + (a1,5 — 2a2,7)7s

pt(x1, w6) = (1,4 — 3az,6 + a3 g)rs

pt(x2, r3) = a2,626 + a2,777 + a2,878

pt (w2, T4) = azer7 + az77s

pt(z2, 5) = (a2,6 — a3g)rs

pe(x3, v4) = a33xs

pe(x;, x5) =0, para los demaés i, j

Probaremos que p y p¢ no son isomorfos si ¢ # 0. Supongamos que si lo son, es decir que dg €
GL(9,C) isomorfismo entre p; y p por lo tanto E; ; = 0 para toda i,j = 0,1,...,8. Como la serie
central descendente de ;v y p; es la misma, por el Lema 5.1 si a1 4 # 0, g es de la forma;

mi1 0 0 0 0 0 0 0 0
may mi, 0 0 0 0 0 0 0
m31 M32 mil 0 0 0 0 0 0
mg1 M42 M43 méll,l 0 0 0 0 0
g = ms1 M52 Mp53 M54 mil 0 0 0 0
me1 Me2 Mes Mea Mes mi, 0 0 0
mr1 mrz Mmzs mra mrs Mg mi; 0 0
mg1 Mg2 1Mg3 7MMg4 1MMgs 1Tge 71187 m?J 0
Mo Mg2 TMMg3 TMg4 TMMgs5 1Tge TN97 71938 m%1

Resolveremos las ecuaciones E; ; = 0 para algunos casos particulares de 4,j y consideraremos

algunos coeficientes El( j) = 0, con los cuales obtenemos las siguientes ecuaciénes:
3)
1. E((),l =My 3 — MmM1,1M32 = 0
2. ESY) = msy — - 2 =0
< L1 =Ms3 = M11Mg 2 — A14M21M3,2 + a1,4M7 1M3,1 =
3. ESY = msa — — aym? —0
- Ligo = M54 — M11M43 — A1 47 M2 =
4. ES) = meq — — ayzm? - —0
- Lipg =Me4 — M1,1M53 — A1,5M] 1M21 — A14M2,1M43 =

(5) 4
5. E0,3 =Mes5 — M1,1M54 — a174m171m271 =0

)

)

(6) 4 4
6. Eps =mr5—miimea — a15my 1m21 — (@14 — ag,6)me1ms a4 — a2 emi ;msz1 =0

(6) 5
7. By, =mz6—miimes — (a1,4 — aze)mi ymay =0

)

(7) 5 5
8. Eyq =mse—miimrs — (a5 — az7)my yma — (a1,4 — 2az,6)me1mes — azemi yms1 =0

)

(7 6
9. Eys =msg7—miimre — (a4 — 2az6)m7 ;ma1 =0
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8
10. Eég = mg7 —my1mgg — (a1,5 — 2a9,7)mS ;o1 — (a14 — 3az,s + azg)ma1mre — (az,6 — a3 g)

6 —
m171m3,1 — O

(8) 7 _
1. Eyg =mgs —mi1msz7 — (a1,4 — 3az6 + azs)mi yma1 =0

(6) 7 5 2 2 3
12. Ej 5 =tm{; —a16m7  — a1,5Mm7 143 — (a1,4 — G2,6)MT 1M53 — A2,6M3,2M4 3 + A2,6M7 17042

T _
+aismre + arames +aiemy ;= 0
(6) 6 2 4 7T _
13. By 3 =aiamye — aismyq — (@14 — agvg)m171m574 —agemij M3z +aismi; =0

7
14. B} = (a14 — az6)msz + (ars — azg)m$y — (a15 — asr)m] | — (a1.4 — 2a2,6)m3 yme s

5 _
—azemy ymz2 =0

(8) 7 3 3 9
15. Ey3 = azemor + az7mos — azsmij — (a26 — a38)my ;Mea — ag,7m7 M5 4 + az28m

4 _
— aggmazms 4 + aggmi ms3 =0

Utilizando E@ = 0, haciendo sustitucién con E(()Eg =0, Eéﬁ, E(()gl) =0, como a; 4 # 0 la igualamos

a a1,4E(()?2 = 0 y obtenemos 2a%74m271 =a1smi1,1(1 —my1)(ELD).

Trabajando de igual forma con Efi =0y E(SQ = 0, suponiendo a;4 — azs # 0 tenemos
(—2a%74 + 3ay 4026 — 3(1%76)m2’1 = (a1 5 —az7)m11(1 —my 1) (E2).

Realizando la operacion 72a%74+3a174a2’673a%’6)m2,1(E1)72a%4(E2) obtenemos (3ag ¢a1,5(a1,4—
a2,6) — 20,277@%4)771171(1 - m171) =0.

Luego, si 30/2,6@175(@1,4 - a276) - 20,277@%74 75 0 debe ser mi1= 1.

Reemplazando este resultado en (E1) o (E2), ma; = 0.

. 6 :
De la ecuacion E£2) = 0 despejamos t, t = a1 sma 3+ (a1,4—az6)ms 3+ a2,6ms 2ma 3 —as M —

a1 sm7e — a;.amy 5(ED), realizando sustitucion en los valores que correspondan con ecuaciones an-
teriores (E5) se reduce a t = ag,ﬁmgz — 2ag,6ma4,2(ET).

Ahora, usando Eégg = 0, realizando las respectivas sustituciones y la condiciéon de la variedad
m? obtenemos que si C7L3’8 # 0 debe ser m§’2 —2my 2 = 0(E8); por lo tanto, por (E7) si az # 0 debe
ser t = 0, lo cual es absurdo.

Luego ¢ no es isomorfo a p en el abierto U = {aj4 # 0,a26 # 0,a15 # 0,a26 # 0,a38 #
0,3az26a15(a14 — aze) — 2a2,7a%’4 # 0}.

O

Corolario 5.5. No existen dlgebras de Lie rigidas en la variedad £°. Mds aiin, no evisten dlgebras
de Lie filiformes rigidas en 3°.

Demostracion. En el Teorema 4.5 vimos que §° es irreducible, es decir tiene una tnica componente
irreducible C definida por la ecuacién —3@%76 + az6a38 + 2a1 4a38 = 0 (A). Analizaremos distintos
casos donde el abierto U = {a14 # 0,a26 # 0,a15 # 0,a26 # 0,a38 # 0,3a26a15(a14 — az6) —
2a2,7a%74 # 0} corta tal componente, es decir, encontraremos puntos pertenecientes a U N C.

(i) Veamos que siempre que aj 4 # 0,a15 # 0y agg # 0 existe az g # 0.
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(iii)

€ ., .
Supongamos azg = CYR la ecuacion (A) se convierte a la forma; _3“%,6 +aze % +e=0
b 174
que es una ecuacién de segundo grado en as g, resolviéndola tenemos;
2
€ €
a 2a1,4 4a3 4 12¢
2,6 =
6
Claramente existe ag ¢ 7 0.
2
€ €
) 55 T/ 1z — 12 €
Por lo tanto, podemos concluir que el punto | w,w,0,0,0, 5 ,w, 0, %0 per-

tenece a U NC.

Siaja #0yaze # 0 veamos que ocurre con asg.

Supongamos az ¢ = €, reemplazando en la ecuaciéon obtenemos,

3e2

azg = ——p——
’ 6—{—2&174

Por lo tanto si aj4 # 0y aze # 0 existe azg # 0 que verifican la ecuacion (A), es de-
cir existe un punto de la variedad que estda también en el abierto U; por ejemplo el punto
(,1,0,0,0,€,1,0,€) es un punto C, es decir, verifica la ecuacion (A) y a la vez pertenece al
abierto U.

Siase # 0y azg # 0 probaremos que existe aj 4 # 0.

Supongamos aze # 0y azg = —3az6 + €, veamos que existe aj 4 # 0.

Como estos puntos deben verificar la ecuacion (A) tenemos; 2(—3a2,6+e)a1,4+a2,66—6a%76 =0,

resolviendo )
6a276 — az6€

a4 =
—6a276 +2€’

entonces existe aj 4 7# 0 que verifica (A), por lo tanto existe un punto en la variedad que esta

5
en el abierto U. Por ejemplo, el punto (—46, 1,0,0,0,¢,1,0, —2€> e UncC.

Ademas, por el Teorema 2.16, sabemos que todo abierto en una variedad irreducible es denso Zariski
y por lo tanto, por el Lema 2.17, es denso euclideo.

Asi, el abierto U encontrado donde p; y p son no trivial es densos euclideo. Por lo tanto p no es
rigida en las variedades &7, M y £°.

O




Capitulo

Deformaciones de algebras de Lie filiformes de

dimension 10

6.1. Las componentes irreducibles de §'

En el capitulo 4 se estudié que todo corchete de Lie p € F'° es isomorfa a ug + ¥, donde pg es
el corchete de Lie filiforme estandar y ¥ un 2-cociclo que es corchete de Lie si,

2
—3ay6 + azeass + 2a1,4a38 = 0,
I =¢ 2a14a39+ 3a15a38 — Taz a7 + a26a39 + 3a27a38 — as9(azgs + 2a16) =0,
as9(2a14 —asg —azg) =0

Ademas por Teorema 4.5 sabemos que F'0 tiene 3 componentes irreducibles.

En esta seccion se demostrara el Teorema 4.5 para F'0, algunas cuentas se encontraran en esta
seccidn y otras en el apéndice.

En primer lugar encontraremos la descomposiciéon primaria del ideal I generado por las condi-
ciones dadas por ¥ oV, para luego concluir que tal descomposicién nos proporciona las componentes

irreducibles de la variedad F'°.

Teorema 6.1. I = I; NI N I3 es la descomposicion primaria de I, donde

J1=asy,

I = fo = —3a3 ¢ + 2a1,4a38 + az6a38,
f3 = —Tageaz7 + 3a15a38 + 3az,7a38 + 2a1,4a39 + az,6a39,
f4 = —7a276a277a378 + 3a175a§78 + 3(12,7@%,8 + 3@%76(1379

g1 = a26 — 3.8,
I, = { g2 = 3a15a38 — 4az a3 g + 3a3gasg — 2a1,6a4,9 — a28049,

g3 =a14 —a3sg

hi1 = 3az6 — azg,
I3 = { ho = 9a15a38 + 16as 7a38 + azgas g — 6ai gasg — 3azga4,9,

hs =3a14 — a3zg

53
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Demostracion. Probaremos lo siguiente,

(1). I =1 NIyN I3, para ello se probaran los siguientes casos

(1) Ichinlpnlis,
(11) LNnhhbnIzCl.

(2). Los ideales Iy, I3, I3 son primos.
En efecto;
(1)(i). I C I1, pues

— 3a%76 + az6a38 + 2a1,4a38 = fo,

2a14a39 + 3a1 5038 — Tas a7 + a26a39 + 3az 7asg — as9(azs + 2a1,6)
=azofr — f1— (azs + 2a16) f1,

as9(2a14 —aze —azg) = (2a1.4 — age — asg) fi.

I C Iy, pues

- 3a§76 + ag6ass + 2a1,4a38 = —39; — a2,6a3,891 + 23,893,

2a1 4039 + 3a1 5a38 — Tageaz,7 + a2,6a39 + 3az7a38 — as,9(azs + 2a16)
= g2 — Taz 791 + 2a3.993 + as 991,

as9(2a14 — az6 — azg) = (—g1 + 2g3)as 9.

I C I3, pues

— 3a%76 + a2,603,8 + 2a174a3,8 = (—3h% — a3,8h1 + 2a378h3),

2a14a39 + 3a1 5a38 — Tazea7 + a2,6a39 + 3az 7a3g — as9(azg + 2a1,6)

1
= §(a3,9h1 + 2a3 9hg — Taz 7hy),

1
a479(2a174 — a6 — ag,g) = §a4,9(ah3 + 4h3 — th).

Por lo tanto queda demostrado (1)(z).

(1)(ii). I1NIaN I3 C I, utilizando el Teorema 2.49 mostraremos los puntos (a) y (b) cuyas demostra-
ciones estan en el apéndice.
(a) J=LNIl = (t]l—i—(l—t)IQ) N R
(b) JNIs = (tJ+ (1 —t)I5) N R
donde R = Clai 4, a1,5,a1,6,01,7,01,8,01,9, 02,6, 42,7, A2,8, 42,9, 43,8, 13,9, 4,9)-

(a) La prueba de esta interseccion estéd dada en el apéndice, Teorema 8.1. Se utiliz6 el Algoritmo
de Buchberger y se obtuvo la siguiente base de Groebner,

{ag,6a4,9 — a3 gas9,a1 4049 — a38a49,ta49,7a26a27 — 301 5038 — 3027038 — 214039 — A2,603.9

+ 2a1 6aa,9 + a28a49, 303 g — 21,4038 — A2,603,8, ta2,6 — tazs — Az + azs, tar s — tags — ai 4 + azgs,
3a1,503,8049—4a2,7a3,804,9+303,803,904,0— 201,603 g— 2,803 9, 63a1,502,603,8—98a1 4a2,7a3,8+6a1 503 g
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+ 6a277a§78 +42a1 402 6039 + 18a1 4a38a3,9 + Yaz 6azgas,g — 46a1 gas gas g — 23a28a38a4,9, 3ta1 5038
— 4ta2,7a3,8 + 3ta378a3,9 — 3&175CL3,8 + 40,2770,378 — 3a2,6a3,8 + 2a176a479 + azga4.9, 98alj4a§77a3,8 — 27&%,5
ag’g — 330’175@277@%,8 — 6a%77a§,8 — 360,174&175@3’8&379 — 50@174a277a378a379 — 3a1’5a§y8a379 — 3a175a§78a3,9
- 3612,7@%,8&3,9 - 12@%,46@,9 + 70a1 6a2,7a3804,9 + 35a2 7a2 803 8a4,9 — 10a1 ga3 gaz 9as9 — Has gaz gasg
asg9 — 5a2’8a378a379a479 + 12a%76ai79 + 12@1,6a278a279 + 3@%78%21’9}

Por el Teorema 2.49 se eliminaron los polinomios que contienen términos con ¢ y obtuvimos,

J =11 N1y = (az6a4,9 — 38049, 01,4049 — A3804,9, 3a%,6 — 2a1,4a38 — A2,603,8, 341,503 804,9 — 4a27
a38a4.9 + 3a3,8a379a479 — 2a176ai79 — a278a42179, 63(1175@,6@3’8 — 98@17461277(13,8 + 6&15@%78 + 6a277a§78 + 42
a1,402,603,9 + 1841 403 8a3,9 + 9a2,6a3,803,9 — 4601 603 804,9 — 230,803 84,9, 98a1,405 7a3,8 — 2707 503 g
— 33a175a277a§78 — 6@%77(1%78 — 36@1,4a1,5a3,8a3,9 — 50@1,40'2,7@3,8@3,9 — 3a175a§78a3,9 — 3@1’561%780,3,9 -3
a,703 gaz — 12a7 4a3 g + 70a1,6a2 703 804,9 + 35az,702,803 84,9 — 10a1,603,803,904,9 — 5a2,803,803,904,9
— 5a278a3’8a3,9a4,g + 120,%,6@42179 + 12@1,6(12,8@421,9 + 3@%78a42179>

(b) La base para esta intersecciéon también esta probada en el apéndice, teorema 8.2.

Sea tJ+ (1 —t)[3 = (ta276a479 —ta3’8a4,g, ta1’4a4,g —ta378a479, 3ta%76 —2ta1,4a378 —tag’ﬁag,g, 315(1175&3’8&4’9
— 4ta2,7a3,8a4,9 + 3ta3,8a3,9a479 — 215(1176@2179 — ta2’8a42179, 63ta1,5a276a378 — 98ta1,4a2,7a378 + 615(115&:2),78
+ 6ta2,7a§78 + 4275&174&2’6&3,9 + 1875&174@3,8&3,9 + 9ta2,6a3,8a3,9 — 46ta1’6a3,8a4,9 — 23ta2’ga3,8a4,9, 98t
a1,4a%77a378 — 27tai5a§78 — 33ta1,5a2,7a§78 — 6tagv7a§78 — 3615&1,4(1175&378@3’9 - 5Ota1,4a2,7a3,ga379 - 3ta1’5
a§,8a379 — 3ta175a§78a3,9 - 375&277@%78&3,9 — 1275&%74@%79 + 70ta176a277a3,8a4’9 + 3575@277&2’8&3,8&4,9 — 10t
a1,603,803,944,9 — 5ta278a378a3,9a4,9 — 5ta278a378a3,9a4,9 + 12ta%76aig + 12ta1,6a2,gaig + 375&%786@2179, 3&2,6
—agg—3tase+tasg, 9a1 5a3 8+ 16a2 a3 8+ a3 gasz g —6a1 6a4,9 —3a2ga49—tay a3 8 — 16taz gaz g —
ta378a3,g + 6ta1,6a4,g + 3ta2,8a4,9, 3(11,4 —asg — 3ta1,4 + ta3,8>

Utilizando el Algoritmo de Buchberger se obtiene la siguiente base de Groebner,

{2a1,4049 — az 6049 — az gas g, Taz 6a2 7 — 3a1 503 8 — 3a2 703 8 — 241, 403,9 — (2,643 .9 + 201 604,902 8049,
3a%76 —2a1,4a3 8 — a2,603,8, 3taz 6 +tazs —3az6 —azg, ta; 4 —tazg —3a1 4 +asg, 4taz gas g — 3a2 6049
—a3.80a4,9, 63@1,5a2,6a378 — 980,1740,277@378 + 6@1,5a§78 + 60’2,7@%,8 + 42@1,4a2,6a379 + 180,1740,378@379 + 9&2,6
a3,8a3,9—42a1,6a2,6a4,9—21as a2 gas9—4a1 6038049 —2a2 8038049, 9ta1 5a38+16tas 7azs+1tazgaszg
— 6ta1 6449 — 375&2 8449 — 9a1 5038 — 16@2 7438 + 6@1 6049 + 3&2 8044, 9, 56ta1 GCLZ 9 + 2875&2 8%21 9 —
63ay 5a2, 6a4 9+ 64az 7as, 8a4 9— —39a2 603,804,9 — 9a38a3 9aq9 — 24ay 6G4 9 — 12as 8a4 9, 98as 661% 7038
— 27&1 5a3 8 33&1 502 7a3 8 6a2 7a3 8 36a1 ,401, 503 843 9 — —50&1 402 703 8039 — 3&1 5&% 83,9 — 3&2 7
ag,ga:s,g —12a 4a3 g+ 36a1,501,603,804,9 +22a1 602,703 804,90+ 18a1 502,803 8049+ 1 1a2 702,803,804,9+ 12
a1,602,603.904.9 + 602,602 83 9049 + 14a1 a3 803 904.9 + Taz 8a3 gaz 9as9 — 12a3 664 9 — 12a gas 8%21 9
- 3“3,8%21,9}

Por el Teorema 2.49, eliminando los polinomios que contengan términos con t se obtiene la siguiente
base,

{2a1,4049 — az6a49 — azgas g, Taz 6a27 — 3a1 5038 — 3427038 — 2414039 — A2,603.9

+ 2a1,6a4,9a2,8a479, 3&%’6 — 2a1,4a3,8 —a2,6038, 63@175a276a3,8 — 98&1,4(12,7(13,8 + 6@15&%78 + 6&2’7(1%78 + 42
a1,4a2 6a39+18a1 4a38a3 9+9a2 6a3 gas 9 —42a1 gaz 6a4,9—21as gas gas9—4a1 a3 gas,9—2a28a38a49,
98&25&%77&3,8—27(1%75(138—33(1175(1277&:2),’8—6&%77(1%78—36(11,4(1175(1378&379—50&174a2’7a378a3’9—3(117561?))’8&3’9
—3ag,7a3 gaz 9 —12a7 4a3 g+36a1 501,603 804,0+22a1 602,703 804,9+18a1 502 803 804,09+ 1 Lag, 702,803 84,9
+12a1 6a2,6a3,904,0+6a2 602,803,004 9+ 1401 6a3 8030049+ Taz 8a3,8a39a19— 1207 gai g—12a1 saz8a3 o
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2 2
- 3a2,8a4,9}

Se puede observar que los 3 primeros polinomios son los que generan I, asi I C I1 N Iy N I3 por
lo tanto de (1)i) y ii) [ =11 N Io N I5.

(2). Veamos que Iy, I, I3 son primos y por lo tanto irreducible.

En cada caso probaremos que R/I; para j = 1,2,3 es dominio integro entonces I; es primo y por
lo tanto irreducible.

Sea
‘l:,“)/‘[2 = R/<gl7927g3>

donde g1 = a2 — asg, g2 = 3a1 5038 — 4az 7a3g + 3a3gas g — 2a1,6a4,9 — A2804,9,93 = A1 4 — A3 8.
Haciendo cambio de variables, sean

S = a6 —asg,
p=a14 — a3y,

zazg — yasg = (3a15 — 4as 7+ 3azg)azs — (2a1,6 + a2,8)as9
por lo tanto,

R/Iy = Clz,y,s,p,a38,a49]/(s, za3 8 — yasg, p)
= Clz,y,a38,a49]/(za3 s — yasg)

asi basta con probar que Clz,y, az g, as9]/(za38 — yas9) es dominio integro y por lo tanto R/I5 es
dominio integro, para ello demostraremos que (zagg — yas,9) es primo.

Supongamos que zaszg — Yas 9 NO es primo, es decir que se puede escribir como producto de
polinomios de grado 1 y 2,

zazg — yasy = (bi1z+ 1y + diazg + erasg)(baz + c2y + daaz s + e2a49)

= b1ba2” + c1o9y® + didaas g + ereaal g + (bica + c1ba)zy + (bida + bady)zazg
+ (b162 + elbg)za479 + (Cldg + dlcg)ya&g + (6162 + elcg)ya479 + (d162 + eldg)a378a479

luego, bida+d1bs # 0, c1ea+e1ca # 0y b1by = ci1co = dida = ejea = bica+c1ba = biea+e1bs = c1do
+ dico = dieg + e1ds = 0.

Trabajando estas condiciones se puede ver claramente que es imposible que esto ocurra. Asi (zaz g —
yasg) es primo entonces Clz,y,asg, as9]/(zasg — yasg) es dominio integro, por lo tanto R/l es
dominio integro, asi I» es primo y por lo tanto irreducible.

Sea ahora,
R/I3 = R/<h17 h27 h3>

donde hy = 3as — agzg, ho = 9a1 5038+ 16az ga3 g +azgasz g — 6ai gasy —3az,8a49, h3 = 3a1 4 — azg.
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I3 se trabaja de manera similar a Io. Haremos un cambio de variables,

T = 3a26 — 38,
Yy =3a14 — asg,

pass — 37“(1479 = (9&175 + 16a2,6 + a379)a378 — 3(2&1,6 + ag,g)a4,9

por lo tanto,

R/I3 = Clx,y,p,r,a3g,as9]/(x,pazs — 3rasg, y)
= Clp,r,a38,a49],/(pass — 3rasy)

Probaremos que Clp, 7, a3 g, as9]/(pasg —3rasg) es dominio integro, para ello basta con probar que
(pas g — 3rasg) es primo. Supongamos que no lo es, es decir que se puede escribir como producto
de polinomios de grado 1 y 2,
pasg — drasy = (blp +cr+ d1a3’8 + 61@479)(52]9 + cor + d2a3,8 + €2a479)

= blb2p2 + 61627“2 + d1d2a§’8 + 6’162(142179 + (b102 + C1bg)p7“ + (b1d2 + bgdl)pag,g

+ (bieg + e1ba)pas g + (c1de + dica)raz s + (crea + erca)rasg + (dieg + erda)as gaq g
luego, bideo+di1bs # 0, c1ea+e1ca # 0y biba = cico = dida = e1ea = bica+c1bs = biea+e1bs = c1do
4+ dico = dies + e1do = 0.
Trabajando con estas condiciones se puede ver al igual que en el caso anterior que es imposible que

esto ocurra. Por lo tanto, (paz s — 3rasg) es primo. Asi C[p,r, as g, as9]/(pass — 3rasg) es dominio
integro entonces R/I3 es dominio integro, por lo tanto I3 es primo y por ende irreducible.

Por ultimo, trabajaremos con I,
R/ = R/{f1, f2, f3, fa)

2 2 2
donde f1 = a9, f2 = —Tazeaz7a38+3a1 5035 g+3a2,7a3 g+3a3 ¢as 9, f3 = —Tageaz,7+3a1 5038+
2
3agrazs + 2a1,4a39 + a26a39, f4 = —3a3 ¢ + 2a1,4a38 + azasg . Claramente fo = azsf3 — asof4,
por lo cual podemos no considerar a fo, asi

‘R/‘[1 = R/<f17 f27 f37f4> = R/<f17 f37 f4>
Haciendo cambio de variables como en los casos anteriores,

—Taseas7 + xazg + yasg = —Tazeas 7 + (3a15 + 3az7)azs + (2a14 + aze)asyg

_30’%,6 + yass = _BG%,G + (2(1174 + a276)a3,8
Asi

2
R/ = Clx,y,a26,a27,a38,039,a4,9]/(a4,9, —Tazeaz 7 + vazs + yaszg, —3a3 ¢ + yazg)

2
= Clr,y, a26,a2,7,a38,a39]/(—Taz a7 + razs + yas g, —3a3 ¢ + yazs)

7 2
Denotaremos Iy = {—Taggaz,7 + rass +yasg, —3a34 +yazs}t y A= Clr,y,a26,a277,a38,a39].
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Se puede observar que en este caso no es posible trabajar como en I e I3. En primer lugar notemos
que z € A no es divisor de cero. Para ello, supongamos que zf € I; para algtn f € A, entonces
f e (I, : (z)). Probaremos entonces que f € I, para ello basta ver que (I; : (z)) = I;. Para ello
usaremos bases de Groebner y el teorema 2.53. Como A es dominio integro,

(B @) = (00 (@) =+ ((t + (= 0)(@)) N Cli, g, 4z, a7, a5, a5.])

Utilizando el Algoritmo de Buchberger se encuentra una base de Groebner para tI; + (1 —t)(z),
{tx—=, 7xa2,6a2,7—x2a378—:):ya3,9, Ttas gao7—tyas 9—xass, 3xa%76—:rya3,g, 3ta%76—tya378, Ttyas 7as g
— 3tyas 6a3.9 — 3ra26038, 3$2a2,6a3,8 — Tzyas 7a3 8 + 3ryas 6as.g, 49xya§77a3,8 — 3x3a§78 — 6x2ya3,8
asg — 3xy2a§79}
Por el Teorema 2.49, eliminaremos los polinomios que contengan términos con ¢,
{7xa2,6a2,7 — $2a3,8 —xTyasyg, Bxa%ﬁ —xyasg, 3x2a276a37g —Txyas ra3g+3xryasas.g, 49xya%,7a378 —323
aig - 6x2ya37ga379 — 3xy2a§’9}

Luego dividimos la base anterior por 2 y obtenemos que una base para (I, (z)) es,
{Tazeazr — vass — yase, 3a3 5 — yass, 3razeass — Tyaz,7ass + 3yaz,ease, 49ya3 a3s — 3x’aj3 g
— 6ryas gazg — 3y2a§79}

Lema 6.2. Una base de Groebner para I es,
2 2 2 2
{Taz6a27 — zazs — yas g, 3a3 ¢ — yass, 3razeass — Tyaz7azs + 3Yyaz6as9,49yas razs — 3r°a3 g —
2 2
6zyaszgazg — 3y-az g}

Por el lema, claramente (I3, (z)) = I; por lo tanto, = no es divisor de cero de A. Consideremos
S = {xo, ', 2%, .. .}. Recordemos que A es dominio integro, si y solo si, Ag es dominio integro. Con
el fin de eliminar variables, probaremos ahora que y no es divisor de cero en A, para ello usaremos la
misma técnica usada para probar que z no es divisor de cero, es decir probaremos que (I : (y)) = I,
en efecto

(I1 : (y)) = (Taz,gas,7 — xass — yasyg, 3a§,6 — yasg, 3rageass — Tyaz7ass + 3yazas.g, 49ya%,7a3,8
— 3$2a§78 — b6zyasgazg — 3y2a§79> =1

Supongamos ahora, yf = 0 € Ag, multiplicando ambos miembros por z*, se tiene (fz*)y = 0 en A,
como y no es divisor de cero en A, debe ser ka = 0, pero x tampoco es divisor de cero, asi f = 0.
Por lo tanto % no es divisor de cero en Ag. Consideramos ahora S1 = {3°, 3!, %,...}.

Notemos que Ag es dominio integro, si y solo si, A= (Ag)s, =2 Ass,. Como x,y son invertibles en
A, llamaremos A3 g = —3ag76y_1 + azg, asi

>~

A =Clz,y,a26,a27,a38,a39,a19]55, /155, = (Clz,Y])ss,[az6, a27, A3 s,a39]/Iss,
de esta forma eliminando variables, tenemos;

Iss, = (—Taggazr — w(Ass + 3a3 6y~ ") — yasg, —3a3 6 + y(Ass + 3az ey "))

Tasea27 — xA378 — Sxag’ﬁyfl + yas g, —3CL%76 + yA37g + 3ya§,6y*1>

(—

(—

(—=Taggas7 — 3waz gy~ " — yasg, yAss)
(—

2 2
Tyaz eaz7 — 3ray g — y~asg, Asg)
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Haciendo el cociente,

A= (Clz,y))ss, [az,6, az,7, as o/ (—Tyaseazr — 3xa3 s — y?asg, Ass)

2

= (Clz,y, az6, a2,7, a3,9] /(= Tyazgazr — 3wa3 s — y*az g, Azs))ss,

Por lo tanto, A es dominio integro, si y solo si, Clz,y,a26,a2,7,a39]/(—Tyaz saz,7 — 3:ca§76 — y2a3,9>
es dominio integro. Para ello basta con probar que —7yasgaz 7 — Sxa%ﬁ — y2a3,9 es primo. Como
C es cuerpo, entonces Clz,y, az 6, a2 7, azg] es dominio de factorizacién tnica. Por lo tanto, veamos
que —7yasea27 — 3xa§76 — y2a379 es irreducible. Supongamos que no lo es, es decir, que se puede
escribir como producto de polinomios de grado 1 y 2.

—Tyaz a7 — 3xa§76 - y2a379 =(a1z + agy + asaze + asasz7 + a5a3,9)(blx2 + boy + bgag’ﬁ + b4a§77
+ b5a§’9 + bezy + brzas e + bgraz s + boxas g + bioyase + br1yas,z

+ biayasz g + bizas a7 + biaas gasg + bisaz 7azy)

Realizando el producto, asbig + asbi1 + asbig # 0, a1bs + azbry # 0, asbis + asbs 75 0y aiby = agsbs
= azbz = aqby = asbs; = 0, a1bs + aobg = 0, agbs + azbig = 0,a1b4 4+ a4bg = 0, a1b5 + asbg = 0, a1bg
4+ asb; = 0,a1b7 + azby = 0,a1bg + agb1 = 0,a1bg + asb; = 0, a1b19 + agbg + a2b7 = 0, a1b11 + asbr +
asbg = 0, a1b12 + asbg + asbg = 0, a1b13 + asb7 + asbg = 0, a1b14 + asb7 + agbg = 0, a1b15 + a4bg + asbs
= 0, asbg + agb11 = 0, asbs + asbio = 0, asbig + azbs = 0, asb11 + agbs = 0, asby + asb11 = 0, azbis
+ agbs = 0, agbig + aszbs = 0, agbs + asbis5 = 0, agb13 + agby = 0, agbi5 + asby = 0, agbs + asb14 = 0,
azb14 + azbiz + asbio = 0, azbis + asbi2 + asbia = 0,a3b15 + agbi1a + asbiz = 0

es facilmente ver que esto es una contradiccion. Luego —Tyag gaz 7 — 3ma§76 — y2a3,9 es irreducible y
por lo tanto primo. Entonces, C[z,y, as¢,a2,7,a3,9]/(—Tyazea27 — 3:(}@%76 — y2a3,9, Asg) es dominio
integro, asi (Clz,y,a26,a27,a39]/(—Tyazea27 — Sxa%ﬁ — y2a379, Asg))ss, es dominio integro, por
lo tanto A es dominio integro, luego R/I; es dominio integro. Entonces I; es primo y por ende es
irreducible.

O
Corolario 6.3. Z(I1), Z(I), Z(13) son las componentes irreducibles de F'°, donde

ag9 = 07
P
Z(I ) —3(12’6 + 2a1,4a378 + az6a3.8 = 0,
1 pr—
—Tagpas7 + 3a15a38 + 3az 7azg + 2a1 4a39 + azazg = 0,
P 2 P

—7a2,6a2,7a378 + 3a1,5a378 + 3a277a378 + 3a276a379 =0

ase — azg = 0,

Z(Iy) = < 3a15a38 — 4az 7a3 8 + 3a3 gaz 9 — 2a1 60449 — a2,8a49 = 0,

ay 4 —agg =0

3aze —azg =0,

Z(I3) = ¢ a1 5a38 + 16az 7az s + azgaz g — 6a1 6049 — 3azgasy = 0,

3a174 —a3g8 = 0

Demostracion. Por el teorema I = I N Iy N I3, por la Proposicion 2.4, Z(I) = Z(I1 N I; N I3) =
Z(I) U Z(I2) U Z(I3). Ademas por el Lema 2.12, sabemos que como Iy, I3, I3 son primos, entonces
Z(11), Z(I2), Z(I3) son irreducibles, por lo tanto se prueba lo deseado. O
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6.2. Deformaciones de algebras filiformes de dimensién 10

Teorema 6.4. La deformacion py construida en 4.6 es no trivial en un conjunto de abiertos densos

de £10.

Consideraremos la clasisficaciéon de Khakimdjanov enunciada en 4.3 donde vimos que u esté
definida por

(o, Tj) = Tj41
p(i, x5) = ara a(xs, x5) + a1,501,5(xi, 5) + a1,6901,6(Ts, 25) + ar,7¢1,7(2i, x5) + a1 801,8(x4, T5)
+ a1,9U1,9(xi, ) + az62,6(Ti, 5) + a7 7(xi, ) + a2 ga 8(xi, ;) + a9t g(xs, ;)

+ a2 9¥2.9(zi, ) + az g3 g(zi, ) + az o3 9(zi, ) + as9tba (i, z5),

es decir;
p(xo, x;) = xj11 para j =1,2,...,8
p(z1, x2) = a1424 + a1 575 + a1,6%6 + a1,727 + a1 8T8 + a1,9%9
p(z, x3) = a1425 + a1 526 + a1,627 + 1,728 + a1 8Ty
p(zr,24) = (@14 — age)re + (@15 — az7)x7 + (@16 — azg)rs + (a1,7 — azg)xy
p(zr,x5) = (@14 — 2a26)x7 + (a15 — 2a2,7)x8 + (a1,6 — 2a2,8)xg
p(zr,x6) = (@14 — 3aze + azg)rs + (a1,5 — 3az,7 + asg)xy
p(z1,z7) = (a1,4 — 4daze + 3as g)xg
(1, r8) = —ag9Ty
(2, 3) = ag6T6 + a2,707 + 2,878 + +a2,9%9
p(w2, 24) = ag,677 + az,778 + +azgTg
(w2, w5) = (az,6 — azg)rs + (az27 — az9)To
(w2, z6) = (az,6 — 2a38)T9
p(ze, x7) = as,99
(23, 4) = azgrs + az 9Ty
p(zs, x5) = asz gy
p(zs, x6) = —aq,9z9
(e, x5) = as,99
p(zi, z;) = 0 para los demaés 1, j

cuyas parametros {ay s} deben cumplir las ecuaciones del ideal I. Consideraremos el ideal de co-
dimension 2, 8 = u(g,9) = (v2, x3, 24, 5, Tg, T7, T3, Tg) v la derivacion definida en el Teorema 4.6
definida por;

D‘TQ = 7,
Dwg = I3,
DJ,'4 = Ty,

Dxz; =0, parad<j <9
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ademés ps = p + tD es una deformacion de p donde;

pe(zo, xj) = xj41 paraj=1,2,...,8

pi (w1, T2) = a1,474 + a1,5%5 + a1,676 + a1,777 + a18Ts + ai 9Ty + t7
pe(x1,3) = a1,425 + 01,576 + a1,6T7 + a1,728 + 1,879 + LT3

pe(x1, x4) = (@14 — azp)re + (@15 — az7)rr + (a1,6 — azg)rs + (a1,7 — azg)xry + txg
pe(x1, x5) = (@14 — 2a26)x7 + (a1,5 — 2a27)xs + (a1,6 — 2a28)Ty
pe(x1, z6) = (a1,4 — 3aze + azg)rs + (a15 — 3az7 + az9)ry

pe(x1, x7) = (a1,4 — 4ase + 3az g)xg

pe(x1, x8) = —aa,99

pe(x2, x3) = ag,6x6 + a2,707 + a2.8%8 + +a29Ty

pi(xe, x4) = ag 627 + az,718 + +ag gxg

pi(w2, 25) = (az6 — azg)rs + (a7 — azg)rg

pi(w2, 26) = (a2,6 — 2a38)T9

(T2, T7) = a4,9m9

pe (w3, 24) = azgrs + azgTo

pe(x3, r5) = azgxg

pe(x3, ) = —a4,9T9

pe (x4, T5) = aa,99

pe(xi, x;) = 0 para los demaés i, j

Demostracion. (del teorema)

La prueba del teorema consiste en probar que p vy u: no son isomorfas. Para ello supondremos que
si lo son, es decir que existe g € GL(10, C) isomorfismo tal que E; ; = 0 para toda i,j = 0,1,...,9.
Por el Lema 5.1 sabemos que si a1 4 # 0 el isomorfismo g es de la forma;

mi1 0 0 0 0 0 0 0 0

may mi; 0 0 0 0 0 0 0

m31 ms32 m:f)l 0 0 0 0 0 0

may 1 my2 my.3 m‘il 0 0 0 0 0

. ms.1 ms 2 ms5.3 ms.4 m‘i’,l 0 0 0 0
9= me1 Me2 Mes Mea Mgs  mS, 0 0 0
7 0 0

mr1 M7z My3  Mrg4  Mrs  Mre My,
mg1 Mgz Mg3 Mg4 Mgs5 Mge Mgy My,

Mmg1 Mgz Mg3 Mgg Mgs Moge Mo7 M9y m%l 0
mio,1 ™Mi0,2 ™Mi10,3 ™M10,4 ™M10,5 ™MM10,6 M10,7 ™M10,8 1210,9 m%?l

o]
o

Utilizaremos algunos coeficientes El( j) = 0 para ciertos %, j, k y obtenemos las siguientes ecuaciénes,

(3)
1. EO,I = M43 —MM1,1M32 = 0

(4) 2
2. By =ms3 —miima — a1,4me1mg2 + aiamiymsy =0
3. ESY = msa— — ay4m} —0
- Eyy =ms 4 —miimag —aramyjme =
4. E) = meq — — arzm} - =0
- Eyy =mea—miims3 —aismy ;men — aiame1maz =
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5 4

3. E(();)? =me5 — M1,1M54 — a1amyma1 =0

- L3 = M75 —M1,1M6,4 — Q1,571 1121 (a1,4 az,ﬁ)m2,1m5,4 2,617 11M3,1 =
7 E(ﬁ) _ _ _ _ 5 =0

- Ey 4 =mr6—miimes — (a1,4 — aze)mi ;ma,1 =

- By =mse —miamrs — (a15 — az7)my yma1 — (a1,4 — 2a2,6)M2,1Me 5 — A2,6M] 1M3,1 =
9. ES? = mgq — — (a14—2 ¢ =0

. Egs =ms7—miimre — (a14 — 2a26)my 1ma =

(8) 6 6
10. Ey g = mo7—mii1mse—(a1,5—2a2,7)my 1ma,1 — (a1,4—3az,6+ a3 s)me,1mze+(az,e —ass)mi ;

mg1 =0
7
11. E((),ﬁ = mgg — M1,1M87 — (a174 — 2a2,6 + ag,g)ml,lmu =0
(5) 6 5 2
12. EL? = a14Me5 + a1,5M7 1 — A15M7 | — A1,4M7 M43 = 0

(6) 7 5 2 2
13. E}3 = a1amzp + a15m76 + a1,6Mmq 1 — a1,6M7 1 — a1,5M7 14,3 — (@14 — A2,6)™M7 1M53 — A2,6

3
mgamas + azemy jma2 =0

(7 8 8 5 2 2
14. E} g = a14mgs+a15ms 6+ a1,7my 1 +tm3i  — a1 7my  —a1,6my 1mas — (@15 — a2,7)mi 1ms 3

2 3 3
—(a1,4—2a2,6)my ;Mg 3 — a2,7M3 214 3 — A2,6M3 2M5 3+ a2,6M7 1M52+a27m7 ;M4 =0
15 E(G) —a T 6 _ 2 o 4 =0
- Ey3 = aramrg+aismyy —a1smyy — (@14 — a26)my ms g — agemy ms 2 =

(8) 9 9 6 2
16. Ey 5 = aiamoe + a15mo7 + a1,6mes + a1,7my ; +1imy; —airmy — (a1,6 — a278)m1’1m574
2 2 4
— (a1,5 — 2a2,7)m1,1m6’4 — (CL174 — 3&2,6 + a378)m171m774 — a2,8m171m3,2 — a2,7m3,2m5,4

4
— (a2,6 — asg)msame 4 — azggmao2msa + aggmi ;ms2 = 0

7
17. EQ = (a14 — age)ms7 + (a15 — ag7)m¥ | — (a15 — ag7)miy — (a14 — 2a26)Mm3 ;M6 5 —
5

a276m1,1m3,2 =0
(8) 9 7 3 3
18. Ey 3 = azemo,7+az,7mgs+azsmy | —azsmy 1 —a2,7m7 1M 4 — (a2,6 —a3,8)MY 16,4 —A3,8M4,3

4
ms4 + aggmy ;ms 3 =0

9) 10 8 3 3
19. Ey 4 = az6miog+azrmiog+azsmyy —azsmy  — (a2 —aso)my 1me s —(az,6—2a3s)mi 1mz,5
3 5 5
— Q4,917 118,503,970 1714,3—A3,87114,31106,5 14,9714 317 5 — (4,9T105 31106,5 14,977 11716,3
=0

Mirando Eg = (0 y haciendo sustitucién con E((LS) , (()2’ Eégl) = 0, como aj4 # 0 la igualamos

a a1,4E(()’62 = 0 obtenemos 2ai4m271 =a1smi1(1 —my1)(EL).

Trabajando de igual forma con EQ =0y E[SQ = 0, suponiendo aj4 — azs # 0 tenemos

(=247 4 + a1 4a2,6 — a5 6)ma 1 = (a1,5 — agr)ma 1 (1 —ma 1) (E2).
Realizando la operacion —2a%74+3a174a276—3a%76)m271(El)—2ai4 (E2) obtenemos (3ag 6a1,5(a1,4—
az6) — 2az,7af 4)m1 (1 —my1) = 0.
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Luego, si 3as6a15(a1,4 — asp) — 2a277ai4 # 0 debe ser my; = 1.
Reemplazando este resultado en (E1) o (E2), mg; = 0.
. 6 .
Utilizando Ei; = 0, se tiene a1 4m75 = a15m43 + (a1,4 — a276)m573 + ag6ms2my 3 — ag 6M42 —
. . . o . 3 4
a15mr7e realizando en el mismo las respectivas sustitucion con las ecuaciones E(()l) = O,ESQ) =

0, E(()’s?z = 0 obtenemos 2my o = m§72 (E3) siempre que a6 # 0.

(8)
De E5 5 = 0, obtenemos —ag Mg 7 + a2 7ms 4 + (a2,6 — a3,8)Me 4 + A38M43M54 — A38M53 —
az7mg g = 0, de la cual trabajandola algebraicamente, sumandole a276E(() 58) = 0 y haciendo susti-
.. . . . . . 6
tucion con ecuaciones anteriores se obtiene que si azg 7# 0 debe ser m3 1 = 0. Asi por E(()g =0y

EiGQ) = 0 usando también el hecho que a1 4 # 0,a26 # 0 se llega a m3 2 = 0 y por lo tanto por (E3)
debe ser my4o = 0.

De las ecuaciénes Eg) =0y EQ = 0 se despeja t e igualamos y obtenemos my4; = 0. Ahora,

9 : s . .
usando Eé i = 0, realizando sustitucién con las ecuaciones anteriores, obtenemos ms2 = 0 de donde

es facil deducir usando Eg) =0o0 Efsg = 0 que t = 0 lo cual es absurdo.

De esta forma obtenemos el siguientes abierto donde u; es una deformacién no trivial de p;
U={a14#0,a15 #0,a26 # 0,a38 # 0,3az6a1,5(a14 — az,6) — 2az 7af 4 # 0}. O

Corolario 6.5. No existen dlgebras de Lie rigidas en la variedad £'°. Mds ain, no existen dlgebras
de Lie filiformes rigidas en §'°.

Demostracion. Probaremos que el abierto encontrado en el teorema corta cada componente irredu-
cible, es decir, mostraremos que en cada componente que existen puntos del abierto U.

Luego, utilizando el Teorema 2.16 el cual nos dice que en una variedad irreducible todo abierto es
denso Zariski y el Lema 2.17 que nos afirma que es denso ecuclideo, podremos concluir lo deseado.

Primer componente,

fi =as9 =0,

o1 — fo = —3a3g+2a14a38 + azpazg = 0, (6.1)
fz = —Tazgaz 7 + 3a15a38 + 3az7a3g + 2a1 4a39 + azeasg = 0,
fi = —7a276a277a3,8 + 3a175a§78 + 3a277a§78 + 3a§76a37g =0,

se tiene los siguientes casos,

, reemplazando en f5, obtenemos

€ F \/€? 4 48af 4e

12(1174

€
i). Sea a ==
(1) 3,8 2.

)

a6 =

luego, reemplazo en f3,

/ 2 3 / 2
11ay 4a2,7€ £ Tay ga2,74 /€ + 48a7 4€ — 24ay 4a39 — a1,4a39€ * a1,4a3,9 €2+ 48a7 4€

18e€

ays =

Por lo tanto el punto,
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( 1lag 7 + Taz7v/1 + 48¢ — 24eaz g — asg £+ az 9v/1 + 48¢ 0.0.0.0 17 +/1+48€
€, sy Uy Uy Uy Uy /"

18 12

1
, 2.7, 07 07 57 az9, 0>

es un punto del abierto U y verifican las ecuaciones de la componente C'1.

(ii). Siage = €y veremos que ocurre con las demés constantes, para ello encontraremos un valor
de azg y ag g distintos de cero. Usando f> tenemos,

3e2

a3g = 5————
’ 2a14 + €
de f3 y con los resultados anteriores,

140,1,40,2776 — 90,1756 — 20,2,762
azg =
82a174 + 6)2

Usando fy;
_ 4 2 2 4
airs = —27e a7 — 84e a174a2,7 — 27¢

los cuales claramente pertenecen al abierto U y verifican los polinomios que forman C'1.

see . 6
(iii). Siays = 3. Y 26 = 9, entonces
3,8

)

—3&277 + \/9a2,7 — 1252(13,9(—7(12,75 + E)
—14(1277(5 + 2e

asg =

—Ta70(—14a276 + 2€) + e(—14az 76 + 2€) — 9a%77 T 3a2’7\/9a2,7 —1262%a39(—7az,70 + €)
—28a277a3795 + 4ag g€

a14 =

(iv). Siazg = 3az e + €, entonces;
€

4= "7
6az + 2¢

—3a2,7(a276 + 36)(3&276 + 6) — 2a3’96 — 26039
9as 6 + 3¢

ais =
En estos ultimos dos casos también obtenemos un punto de C'1 que estan en U.
Segunda componente,

g1 = a26 — G338,
C2=1¢ g2 =3a15a38 — 4azrazs + 3438039 — 2a1,604,9 — 42,8049, (6.2)
g3 =ai4 — azg-

Trabajaremos de igual forma que en C1.

4a277e - 3a3796 - (6(11,6 - (12,8)a4,9
3e

(i). Siai14 =€, entonces azg =€, agg =€y ar5 = Claramente

se obtiene el punto (e, %, 0,0,0,0,,¢,1,0,0,¢,1,1) € U N C1.
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(2a1,6 + az8)aso
—4&277 + 3&3’9

(ii). Siajq=aze=asg = + € , entonces

—(9a3 g + 1643 ; — 24as 7a39)e

Qa =
15 3(2a176 + ag,g)a479 + 3(—4(1277 + a379)6
1 8 1 1
Por lo tanto, el punto (—2, —3(17i26, 1,0,0,0, —5 1,0,0, —5,0, 1> e UnNC(Cs.

Tercera componente;

h1 = 3az6 — ass,
3= hg = 9a175a3,8 + 16@277013,8 + a378a3,9 - 6a176a4,9 — 3a2,8a479, (63)
h3 = 3&174 — a378.

trabajando como en las otras componentes obtenemos,

—16(12,76 — asz g€ + 2(11,6CL479 + a2.804.9
¢

(). Siaj4 =€, entonces azg = 3¢, azp =€y a1 5 = Por lo

16
tanto, el punto (e, —6,0,0,0,0,6, 1,0,0,36,0,0) e UNCs.

(6a1,6 — 3azg)asy
16(1277 — a3,9

(6a1,6 — 3azg)asy
16&2,7 — a379

+ e> entonces

(ii). Si a1,4 = Q26 = +eyazg = 3 (

—((4&176 + 20,2,8)@4,9 + (16@277 + a379)6)(16a277 + a379)
9(6&176 — 3CL2’8)CL4’9 + 9(16&277 + a37g)6

als =

16(1 4 4 3 9
(+€%LQQQ+QLQQ+&QJ>EUNB

3
Por lo tanto existe un punto ( + €, —m 6 8

8

Luego p no es rigida en Cy, Cy y C3 y por lo tanto no es rigida en las variedades £10, M0 y
310. ]







Capitulo

Deformaciones de algebras Filiformes de
dimension 11

7.1. Deformaciones de algebras filiformes de dimension 11

De acuerdo a la clasificaciéon dada por Khakimdjanov dada en la Seccién 4.3, todo corchete
p € ' es isomorfo a py + ¥, donde ¥ es corchete de Lie si

_BG%,G + az6a3g + 2a1 4a38 =0

—2(2a26 + 3azg)asg + (2a14 — azpe — azg)as10 =0

—Tazeas7 + (2014 + asg)asg + 3(ai1s + az7)aszs — (a2 + 2a16)as9 =0
—4a%77 —2(4az6 — 3azg)asg + 4aigaz g + 3(a1 5 + az7)asg

+(2a1,4 + az6)az10 — (2a1,6 + azg)as,10 =0

Ademas estudiamos en el Teorema 4.5 que F'!' tiene dos componentes irreducibles;

ar5 =0

a6 =0

a7 =0

arg =0

ajs—1=0

C1= az7—1=0

—3a§’6 +azeass +2a38 =0

—2(2a26 + 3as,g)azs + (2 — az6 —azg)as,10 =0

—Tase + (24 az6)as g +3ass =0

—4 —2(4ag,6 — 3ass)azs +3as g + (2 + az6)as 10 — 2,804,100 =0

67
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aia=0

ar7 =0

aze =0

azg =0

cz= az 10 =10
a5 —1=0

—4a§77 +3(az,7 + 3)az,o — (2a1,6 + az,8)as,10 =0

a9 —azg =0

Usando estos resultados, probaremos el siguiente teorema;

Teorema 7.1. No existen dlgebras de Lie rigidas en €Y. Mds ain, no existen dlgebras de Lie
filiformes rigidas en F''.

Demostracion. Los corchetes de §'! se definen por;

p(zo, xj) = xj11, para j =1,2,...,9

(i, x5) = a1a¥1.4(xi, 75) + a1,5915(2i, 5) + a1,6¥1,6(2i, v5) + a1,791,7(2i, 5) + a1,8¢1,8(xi, 75)
+ a1,991,9(xi, x5) + a11001,10(%i, T5) + a2e2,6(xi, 15) + az 72 7(Ti, 25) + az g2 s(wi, ;)
+ a2, 9v2,9(i, 75) 4 az 100210 (i, 75) + az gz s(xi, 5) + a3 9¥3.9(xi, x5) + a3 10v¥3,10(2i, ;)
+ as1004,10(24, ;)

para 1 < 5 < j < 10. Es decir;

p(zo, x5) = xj41, para j =1,2,...,9,

p(x1, 2) = a1,474 + 41575 + a1,6T6 + 1,777 + a1,828 + a1,9T9 + a1,10%10,

p(z1, x3) = a1425 + a1 576 + a1,627 + 1,728 + a1 8T9 + +a1, 910,

(1, z4) = (@14 — ag6)xe + (15 — az7)xr + (a6 — azg)xs + (a1,7 — az9)r9 + +(a1,8 — az,10) 10,
p(z1,x5) = (a1,4 — 2a26)x7 + (a1,5 — 2a2.7)x8 + (a1,6 — 2a2,8)T9 + (a1,7 — 2a29)x10,
p(x1,6) = (a1,4 — 3aze + azg)rs + (a1,5 — 3az,7 + az9)rg + (a1,6 — 3azg + a3,10)710,
p(x1, w7) = (a1,4 — 4az6 + 3a38)rg + (a15 — 4az 7 + 3azg)z1o,

pw(x1, x8) = (a1,4 — Bage + 6azg — a4,10)Z10,

p(x2, r3) = ag,6x6 + a2,707 + a2,8T8 + 2,979 + A2,10T10,

w(x2, v4) = a2,627 + a2,778 + a2,8T9 + a2,9710,

w(xe, x5) = (a26 — asg)rs + (az,;7 — azg)xe + (azg — as 10)x10,

p(ze, x6) = (a26 — 2a38)xg + (az7 — 2as9)x10,

p(w2, x7) = (a2,6 — 2a38 + as,10) %10,

p(xs, x4) = aggxs + asgrg + as 10210,

u(xs, r5) = azgre + azgrio,

p(zs, z6) = (asg — aa,10)x10,

w4, 5) = aq10710,

p(zi, z;) = 0 para los demaés i, j
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donde los parametreos {aj s} deben cumplir las ecuaciones del siguiente ideal;

2 _
—3a3 + az6a3 8 + 2a1 4038 = 0,

2
—4az6azg + 6azg + 2a1 404,10 — a3ga4,10 = 0

—Tag a7 + 3a1 5038 + 3az 7a38 + 2a1 4a39 + azeazg =0
—4a%,7 — 8ag gas g + 4ay gas s + 6aggasz s + 3ai5a39 + 3az 7asz g + 2a1 4a3,10

+a2,6a3,10 — 2a1,604,10 — 0280410 = 0

Consideraremos el ideal de codimension 2, & = u(f,f) =

derivacion definida en el Teorema 4.6,

Dx? = s,
D.%'g = To,
Dzy = x10,

Dzx; =0, paraj>>5

entonces p; = p + tD es una deformaciéon de p dada por;

(22,3, x4, x5, T6, L7, T8, T9, T10) ¥ la

pe(wo, Tj) = xj11, para j=1,2,...,9,

pi (21, 2) = a1,4%4 + a1,5T5 + a1,6T6 + 41,777 + 41878 + a1,9T9 + a1,10210 + ts,

pe(x1,w3) = a1,475 + a1,576 + a1,6T7 + 1,778 + a1,8T9 + +a1,9710 + two,

pe(x1,4) = (@14 — a2,6)r6 + (15 — az7)xr + (a1 — azg)rs + (a1,7 — az9)rg + (a18 — az,10)%10
+ txqp,

pi(z1, 25) = (@14 — 2a2,6)x7 + (a1,5 — 2a2.7)x8 + (@16 — 2a28)x9 + (a1,7 — 2a29)z10,

= (a1,4 — bage + 6as g — a410)T10,
a26T6 + A2 7T7 + A2 8T8 + A2 9T9 + A2 10X10,

Q2,627 + a27x8 + a2.8%9 + a2 910,

(a2,6 — 2a38)xg + (az7 — 2az9)x10,
(az,6 — 2a38 + a4,10)T10,

a3 8rg + a3 9xg + as 10210,

a38T9 + a3 910,

(az,g — aa,10)%10,

a4,10%105

0 para los demas %, j

= (a14 — 3az6 + azg)rs + (a1,5 — 3a2,7 + az9)rg + (a16 — 3az s + a3 10)x10,
= (a1,4 —4ase + 3azg)rg + (a1,5 — a7 + 3as9)x10,

)
)
)
)
)=
)=
pe(w2,25) = (a2,6 — asg)rs + (az2,7 — asg)rg + (a2, — a3 10)T10,
)=
) =
)=
) =
)=
) =
) =

La prueba del teorema consiste en probar que p y py no son isomorfa. Trabajaremos en cada

componente irreducible.
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1.- Primera componente C'1. El corchete en esta componente es de la forma,

p(zo, ;) = xj41, paraj=1,2,...,9,

(1, r2) = T4 + a1,979 + a1,10710,

w1, x3) = T5 + a1,9710,

w(z1,4) = (1 — ag)r6 — 7 — a28T8 — G2,97T9 — A2,10T10,
p(zr, x5) = (1 — 2ag6)r7 — 228 — 2a2 8379 — 202,910,
p(z1,z6) = (1 — 3age + azg)rs + (—3 + asg)rg + (—3azg + as.10)x10,
p(z1,27) = (1 — 4dage + 3asg)rg + (—4 + 3az9)x10,
p(z1,z8) = (1 — bag e + 6az g — as10)x10,

(e, x3) = ag6x6 + x7 + A28 + a2,929 + a2,10T10,

(w2, T4) = azx7 + T8 + a2,879 + az,9T10,

p(xe, 5) = (a2,6 — azg)rs + (1 — azg)rg + (azg — as 10)710,
(w2, z6) = (az,6 — 2a38)w9 + (1 — 2a39)z10,

w2, x7) = (az2,6 — 2azg + a4,10)T10,

(w3, T4) = azgrs + az 9T + az 10710,

p(r3,5) = azgrg + as 910,

p(s, x6) = (a3g — as,10)x10,

w(xa, 5) = aq10710,

p(zi, zj) = 0 para los demaés i, j

Suponemos que i ~ (1, es decir 3g € GL(11,C) tal que E; j = 0 para 0 < ¢ < j <10y por lo
tanto By =0 para 0 < i< j <10y 1 <k < 10,
Como ay 4 = 1 consideraremos al isomorfismo g del Lema 5.1.

(k)

Daremos a continuacién algunos coeficientes E; i = 0. Con los mismao formaremos ciertas
ecuaciones con las cuales trabajaremos algebraicamente y asi probaremos el teorema.

=

5

22
I

my3 —mi1ms2 =0

ISR
N
I

2
ms3 — mMi1Ma2 + maimsz +mjmsi =0

iR
=2
I

2
me,3 — M11M52 — M2 1Ma2 +mjma1 =0

ISR
e
Il

3
ms4 —mi1mag —mymz; =0

ISR
N
Il

me4 — M1,1M53 — Mo 1mM43 =0

3
mz4 —mi1me3 — (1 — aze)ma1ms 3 — azemsimas + azemy yma1 =0

.@.00.\1.@91%.00&
iSh
o2
I

5 4
Egs=me5 —mi1msa —myma1 =0
B = 1 1 -0
0.3 =m75 —mi1mea — (1 — az6)me1ms 4 — azemy 1ms1 =
E — 4
By =ms5 —mi1mra+mo1msa — (1 — 2a,6)m21me 4 — My 1M31 — az26m31ms54 =0
E© _ 5
10. E 0,4 = mre —Mi11Mes5 — (1 — a276)m171m2,1 =0
11. B\ = mgg — 3 —(1-2 - 3 =0
. Eyq =mse —miimrs +mi ma — ( a2,6)M2,1M6,5 — A2,6M] M3 1 =
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8
12. E((LZ = Mg —m11mg 5+ ag,gm] Mo, —2mg 1me 5 — (1 — 3ag,6+azg)ma,1mrs —ms ;ms
5 _
— (az2,6 — az;g)ms1mes — azgmy yma1 =0
13. B\ = ms7 — mim — (1 —2ag,6)m$ yma1 =0
- Bys =mgr 1,1M7.6 2,6)M7 1M21 =
(8) 6 6
14. E075 =My 7—M11Mge— 2m171m2,1 — (1 - 3a2,6 +a3,8)m2,1m7,6 - (a276 _a3,8)m1,1m371 =0
(8) 7
15. EO,G = mgg — M1,1M87 — (1-— 3az6 + a378)m1’1m271 =0
9) 7
16. EO,G = mip,8 — M11M97 — (—3 + ag,g)m1,1m2,1 — (1 — 4a276 + 3a3,g)m271m8,7
7
— (ag6 — 2az;g)my ymg1 =0
9) 8
17. EO,? = m1079 — ml,lmg,g — (1 — 4&276 + 3a3,8)m171m2,1 =0
(10) 8
18. Ey ;" =mi19 —miimios — (—4 + 3azg)my ymae1 — (1 — Saze + 6aszs — as,10)ma,1mg 8
8
— (a26 — 3azg + ag10)my ymz1 =0
(5) 2
19. ELQ = MmMe5 — m171m473 =0
(6 2 3
20. El,Q) =my5 — (1 —aze)mims3 — azem3z2mag + agemy 1ma2 =0
21. B\Y) = mg5 +m? — (1 — 2as6)m? - - n 3
- Ly =mgs +myms3 a2,6)M7 1M6,3 — M32M4,3 — A2,6M3,2M5.3 + A2,6M7 1152
+mi ymas =0
(8) 9 2 2 2
22. By, =mgs+tmyq+agsmimss+2mi 1me3— (1 —3ag6+ass)mi 1mr3 —az,sms2ma,3
3
_m3,2m5,3_(a2,6_a3,8)m3,2m6,3+a3,8m472m5,3+a3,8m5,2m4,3+(a276_a3,8)m1,1m6,2
3 3
+mi1ms2 + aggmy ymap =0
(6) 2 4
23. E173 = m776 — (1 — a276)m1’1m5,4 — a276m1,1m372 = 0
24. E\7) = 2 — (1 = 2a.6)m> —m? - =0
- By g =mge + My M54 a2,6)1M7 11M6,4 — MM 11M3,2 — A2 613 2M5 4 =
(8) 2 2 2 4
25. E173 = Myg,6 +a2,8M7 1M54 + 2m1’1m674 —(1- 3az6+ a378)m171m774 —Qa2,8M1 1M32 —M32
4
ms.4 — (a2,6 — a3,8)M32Me 4 — A38M42M5 4 + a38M] 1M52 =0
(7) 8 7 2 5
26. E1,4 = (1 —age)ms7 — myq +myq — (1- 2a2,6)m1,1m6,5 — a2,6M11M3,2 = 0
(10) _ 11 9 4 4
27. B3, = azgmi1,9+as9mii10+as10my, —as10m 1 +a3omy 1mes—(a38—a4,10)my 1M7,5

5
— @4,10M54M6 5 + a4,10m7 ;M5 = 0

. 5 . . . .
Usando mg 5 obtenidos en Eg’g =0y E£2) = 0 igualandolos y trabajando algebraicamente
obtenemos m‘ilmg’l = 0 entonces, mi1 = 0 0o mi2 = 0, si m;; = 0 entonces g no es
isomorfismo, supongamos a partir de ahora m;j 2 = 0.

Consideremos EQ = 0, utilizando E(()Q =0, E((]iz =0, E873 =0, Eég =0, E(()31) = 0y realizando

sustitucion se llega a mgf’l - mil =0= ng(ml,l —-1)=0,

I. Simy;1 = 0, entonces g no es isomorfismo,

II. Supongamos ahora, my 1 =1

2 3 : 6)
Sea m75 = (1 — aze)mims3 + azem3z2mas — azemy Mma2 obtenida en E£2 0,

W

trabajando algebraicamente, haciendo sustitucion, llegamos a que si azg 7# 0, m
2m472.

2
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Igualando mg ¢ obtenido en E{Q =0y E(()Q = 0, tenemos m3 1 = 0si az 6 # 0. Realizando

el mismo trabajo con mgs obtenido en Eyj9 = 0y Eg3 = 0, y suponiendo azg # 0y
az.6 2
m3’2.

az,e 7 2 debe ser 2my 1 = 5 aye

Utilizando nuevamente mg 5 despejada de EYQ) =0y E(()Q = 0 y los resultados obtenidos,
debe ser ms2 = 0.
Luego de Eé’l?) =0, Eé’lf) = 0 y suponiendo azg # 0 debe ser m32 = 0, pero entonces

ma2 = my,1 = 0. Asi utilizando E£82) =0 se llega a t = 0, lo cual es absurdo.

Por lo tanto existe un abierto Uy = {ase # 0,a26 # 2,a38 7# 0} donde p; 2 p.
0(1), —2(2az.6-+
— 2(40,276 —

Veamos que el abierto encontrado corta las ecuaciones —3a%,6+a2’6a3’8 +2a38 =
3613,8)@3,8 + (2 — a2,6 — agvg)a4710 =0 (2), *7012,6 + (2 + a276)a379 + 3&3,8 =0 (3), —4
3azg)azg + 3azg + (24 age)as 10 — azgaq,10 = 0 (4). En efecto,

(i) Siage = €. Reemplazando en cada una de las ecuaciones obtenemos,

_ 3¢e?
asg = 2+ ¢
_ —6€*(1 + 2e)
N C =) 1O )
—2¢e(e —T)

gag = e 1)
3.9 (2+¢€)?
—16 — (16 — 4azg)e + (54 + 30az8)€% + (10 + 6azs)e® + (6 + Saz )€’ + 44az ge*
a =
s (1—e2)(2+e)

Por lo tanto, existe un punto:

2 16— 2 3 5 _6e2(142
(1,0,0,0,0,0,0,6,1,0,0,0, 3, frac—2e(e = 7)(2 + ¢)2, 6=10et3lo102 068 S0 30 )
que pertenece a Uy N C'1.

(ii) Siasg = €. Resolviendo cada ecuacion obtenemos,

€ £ 9+ 24e
6
_36€? — de + /9 + 24e
0 = T e+ /0 1 24c
_ —25e++/0+ 24
O 10 e+ VO 1 2e
288 + (495 — 168agg)e + 178az8€® £ (42 + 53az ge + 96az g)v/9 + 24e
3,10 = (12 + € + /9 + 24¢)?

Por lo tanto, el punto:

a6 =

1.0.0.0.0.0.0 e£+/9+24¢ 1.0.0.0. ¢ —25e++/9+24e 2884495¢4+421/9424¢ 36> —4eter/9F24€
9y Yy Uy Uy Uy Uy Uy 6 9y Yy Yy Uy 712+6:|:\/9+24E7 (12+6+\/9+24E)2 I 12—76:|:\/9+246

estd en Uy N C1.
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Por lo tanto, el abierto U; encontrado corta la componente C1.

2.- Segunda componente C2. El corchete en esta componente es de la forma,

p(zo, ;) = xj41, paraj=1,2,...,9,
p(x1, x2) = x5 + a1,6T6 + a1,828 + 41,929 + a1,10Z10,
p(z1,23) = x6 + a1,627 + a1,8%9 + a1,9%10,

= (1 —az7)r7 + (a1,6 — a28)rs — az9x9 + +(a18 — az.10)10,
= (

1 —2ag7)zs + (a1,6 — 2a2,8)r9 — 2a2 910,

)
)
)
)
)
)
)
) = —a4,10%10,
w2, T3) = a2,707 4+ 2878 + a2,9%9 + a2,10%10,
)
)
)
)
)
)
)
)
)

p(zo, x4) = az 78 + az g9 + az 910,
p(z2, z5) = (az7 — az9)xg + az 810,
p(z2, z6) = (a7 — 2a29)x10,

p(x2, 7) = a4,10%10,

= 2979,
= 42,9710,
= —04,10710,

= 4,10710,

Suponemos que iy ~ 1, es decir 3g € GL(11,C) tal que E; j = 0 para 0 < ¢ < j <10y por lo
tanto By =0 para 0 <i < j <10y 1 <k < 10,

Se puede observar que aj 4 = 0, pero a; 5 # 0, por lo tanto usaremos el segundo isomorfismo
g del Lema 5.1.

Describiremos a continuacién algunas coordenadas El( j) = 0 con las cuales trabajaremos de
9,
manera algebraica.

(3)
1 E071 = m4,3 — m171m372 =0
2. ES) = mss — —0
<L = M3 —miimy2 =
3. ES) = mes— - 3 —0
- Bg = Mme3 — M1 1Ms52 — M2 1M32 + M7 1M31 =
4 ESY =ms, - —0
c Lo = M54 —Mmy1my3 =
(5) 4
5. EQ2 =Me4 — M1 1M53 — My 1M2] = 0
6. ESY =my— 3 — aygmy - 3=0
- B9 = Mr4 —M11Me3 — 1,671 1M2,1 — M2,1M4,3 =
7. BS) = mes — =0
- B3 =Mmes5 — M1,1M54 =
(6) 5
8. E073 = m7,5 — m171m674 — m171m2,1 =0
9. B = mgs — —aygmf ymay — (1 - — agrm} =0
- Eg3 =mss —miimra — aremy yme — (1 — ag,7)mo1ms g — agrmy yms1 =
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

26.

Igualando m7 ¢ obtenida en E§

0,

6
E((),zi =mre—mi1mes =0
7) 6
E(()A =ms,6 —miimrs — (1 —az7)my yme1 =0
E) = mg — — (are — 6 mag — (1—2 — ag7mb may =0
0.4 =Mo6 —mi1mss — (a1,6 — azs)my 1ma1 — ( ag,7)Ma,1Me 5 — A2,7M M3 1 =
(7)
Eys =mg7 —miimre =0
E® —mgr — —(1-2 7 =0
05 =mo7 —miimse — (1 — 2ag,7)my ymay =
8)
E(()76 =mgg —mi1mgr =0
ES) = - ~(1-3 : =0
0.6 = M108 — m1,1mg 7 — ( ag;7 + azg)my ymay =
(9)
Ey 7 =mio9 —miimgg =0
g0 _ _ —(1—4as7+3 9 - i =0
0.7 = mi1,9—m1,1m1o,s— (1 —4az 7+3az,9)my 1ma21+a4,10m21mg s —a4,10my 1m31 =
10 10
E&g) = M11,10 — M1,1M10,9 + da10Mmy 1M21 =0

(6) 8 7 3
Ey 5 =mre+aiemi; —aiemy; —mijmaz =0

(7 3 3 4
Ey 'y = mgg+aiemsr—a1emymaz—(1—az7)my 1ms3—az7ms2ma3+az7mi yma =0
(8) 10 10 7 3
Eyy =moe+aiemor+aigmyy +imyy —aigmyy — (a1,6 — azg)mymsz — (1 —2az7)
3 4 4
My 1Me,3 — A2,8M3 2143 — A2, 7M3,2M5 3 + A2,7M M52 + ag8My 1Ma2 =0
(7) 9 8 3 5
E1,3 =mgy7 +aiemy — a1,6M7 1 — (1—- CL2,7)m1,1m5,4 —azymimg2 =0
2E _ _ _ 3 _(1_2 3 _ 5 _
13 =mo7+aiemog — (a1 —azg)my msa— (1 —2ag7)my yme4 — azgmy ;m3 2 —aaz

m3oms 4 =0

Eilg) = (1—-3ag7+az,0)mi110+ (a1,6 —3ag,s)mis — (a16 —3agg)miy — (1—4ag7+3az)

3 3 8 8
m1,1m8,7+a4,10m171m9,7—(a2,7—a2,9)m171m3,2—a4,10m3,2m8,7+a4,10m171m4,2 =0
(9) 11 9 4 4
By 3 = ag7mio,s+a2,8m10,9+0a2,9mM 1 —a2,9M7 1 —a2,8Mm7 1M54—(a2,7—02,9)M7 ;M6 4—a2,9

5
mq3ms4 + azg9mi yms3 =0

62) =0y Eéiz = 0, realizando sustituciéon con E(()iz = 7Eé??2 =
8?2) =0, E(()?l) = 0 y suponiendo a6 # 0 se llega a mil(mm — 1) =0, entonces

I.- my1 = 0 por lo tanto g no es isomorfismo.

IL.- my1 =1, de ahora en adelante supondremos este caso.

Entonces de Eg) = 0, trabajando algebraicamente, realizando las sustituciones corres-
pondiente y suponiendo ag 7 # 0 se tiene (3 — ag7)mea1 + 2my 2 — m%z =0 (E1).

Y Efg ) =0 trabajando algebraicamente de igual forma que en el caso anterior y supo-
niendo a4 109 # 0, debe ser (4 — 3az 7)ma 1 + 2ma o — m§72 =0 (E2).
Igualando (E1) y (E2) mo; =0si 1 —2ag7 # 0y por lo tanto m%yQ =2myp.

Por tltimo utilizaremos E§82) = 0, de la cual despejaremos ¢, haciendo los reemplazos ne-

cesarios con las ecuaciones anteriores y los resultados que fuimos obteniendo, trabajando
algebraicamente se llega a ¢t = 0, lo cual es absurdo.
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1
Por lo tanto se concluye que en el abierto Uy = {a16 # 0,a27 # 504,10 # 0}, ¢ y p no son

isomorfas.

Veamos que el abierto encontrado corta las ecuaciones —4a§,7 +3(az2,;7 + az9) — (2a16 + azg)
ag10 = 0,a29 —azg =0

En efecto,

(i) ¢ Qué ocurre en las ecuaciones deseadas si a1 6 = 07 Deberia ser

—3&279 + \/96%79 + 1440,279 — 32@2,8@4,10
8

a7 =

Como ay 6 debe ser distinto de cero. Supongamos,

—3a279 + \/9a%79 + 144&2,9 — 32a278a4,10 + 8¢

8
y veamos si existe un valor para a; ¢ # 0. En efecto,

a7 =

2(730,2,9+85)2+18a5,9+179a2797246763(1278044’10i(3*12a2,9+326) \/9a§’9+144a279732a278a4,10

a16 = 16a4,10
Considerando a4,10 = 1 y a2g = —1, tenemos el punto:
128¢2 — 24€e — 63 + (3 4 32¢)v/32 V32
(0,1, € ‘ " (3 +32€) ,0,0,0,0,0,8,—1,0,0,0,0,0,1> € Uy N O2.

9az,9 — az,8a4,10

(ii) Ahora nos preguntamos; ;qué pasa si ag7 = 0?7 Entonces a1 6 = %
4,10

Como az 7 no debe ser cero. Supongamos,

9az,9 — az8a4,10 + 2a4,10€
2a4.10

aie =

probaremos que existe un valor de as 7 # 0 que verifica las ecuaciones deseadas. Asi,

3a2,9 + \/Qa%g + 32@47106
8

a7 =

En este caso también existen puntos,

32
(O, 1,¢0,0,0,0,0, \/;, 0,0,0,0,0,0, 1) eUynC2.

3as,9 & 34/ a279(a279 +16)
8

Como a4 10 debe ser distinto de cero. Sea e muy préximo a cero y supongamos,

3&2’9 + 3\/61279(&279 + 16) + 8¢
8

(iii) ; Y si as,10 = 07 Entonces as 7 =

ag7 = y aie#0
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veamos que existe a4 19 # 0. En efecto,

36ag,9 — 18a3 g + 64€® & 48¢+/ag 9(az,y + 6)
2(20,176 + ag’s)

Q4,10 =

Por lo tanto, (0,1,1,0,0,0,0,0,€,0,0,0,16¢%) € U N C2.
1
(iv) (Qué ocurre si ag7 = 5? Entonces,

21&279 —2— 20,278@4710

(A)

aip =
das 10

2lagg — 2

—— (B
2(2a1,6 + azg) B)

a4,10 =

Como a1,6 y a4,10 no deben ser cero. Veamos que ocurre con az 7. Sien (A)

2lagg — 2 — 2az8a4,10 + 4a4,10€

aie = con € # 0

dayg 10

entonces

Gag,g + \/36a%79 — 32(3a2,9 — 2 — 2a410¢)
16

a7 =
En el caso (B) supongamos,

21&279 — 24 26(2(11,6 + CLQ,B)
2(2a1,6 + azg)

as,10 = con € # 0

asi

6ag,o + \/36(1%79 — 96ag,g + 64 — 64¢(2a16 + ass)
16

a7 =
En ambos casos existe un punto en Us N C2.

Por lo tanto se puede concluir que en cada componente irreducible, existen abiertos densos
euclideos donde p; es una deformaciéon no trivial para todo ¢ pequeno y no nulo, entonces, podemos
concluir que p no rigida en la variedad €.

Ademaés podemos observar que u; es también filiforme, por lo que en sentido méas general se
concluye que j no en rigida en la variedad §''. O
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Capitulo

Apéndice

En este capitulo mostraremos las cuentas realizadas para encontrar bases de groebner utilizadas
en el Capitulo 6 para mostrar que el ideal I = (—3@%76 + aspasg + 2a1 4a38,2a1,4a3 9 + 3a1,503 8 —
Taz 6a2,7+a26a3,9+3a2,7a38 —a4,9(a28+2a16), a4,9(2a14—a26—asg)) esta contenido en la intersec-
cién de los ideales Iy = a4,9, —Tas gas,7a3,8 + 3a175a§’8 + 3a2,7a§78 + 3a3’6a3,9, —Tageaz,7+3a1 5038 +
3ag 7az s + 2a1,4a39 + az6as, —361%76 +2ay14a38 + azgazg), lo = (a2 — azg, 3a1,5a38 — 4az rasg +
3a3,.8a3,9—2a1,604,9—A2804,9,01,4—038), I3 = 3az6—a33s,9a1 5038+ 16a2 7a3 8+ a3 8a3.9—6a1 6a4,9—
3a2,.8a49,301,4 — a38).

Cabe destacar que dichas cuentas pueden hacerse de manera sencilla en el software Singular, el
mismo consta de un paquete que permite calcular bases de Groebner.

Teorema 8.1. La base de Groebner para Iy N 1o = tI1 + (1 —t)I5 es

J =11 NIy = (azea4,9 — a3804,9, 01,4049 — 038049, 3a§76 — 2a1 4038 — a2,6a3,8, 341,503 804,9 — 4az 7
a3.804.9 + 3a378a379a479 - 20/1,6@42179 — a27ga42179, 63@175(12,6(13,8 - 98a174a277a378 + 6&175(1:2;,78 + 6a277a§78 + 42
a1,402,603,9 + 18a1 4a38a3.9 + 9as ¢azsasyg —46a1 gazgas9 — 23az 8a3 gas, 98@1,46L§,7a3,8 - 27&%,5@%,8
— 33a175a277a§’8 — 6a§’7a§’8 —36a1 4a1 5a38a39 — 50a1 402 7038039 — 3a175a§78a379 — 3a175a§’8a3,9 -3
a2,7a§,ga3,9 - 12@%,46@,9 + 70a1,6a2,7a3,804,9 + 35a2 702 ga3 gas9 — 10a1 6a3,8a3 9049 — Sa28a3 8039049
- 5a278a378a379a4,9 + 120’?,6%21,9 + 12@1,6(12,8@421,9 + 3“%,8(1421,9>

Demostracion. Para calcular esta base se utilizd los S- polinomios y el algoritmo de Buchberger.
Consideremos el siguiente orden lexicogéfico t > a1 4 > a15 > a16 > aze > a7 > azg > azg >
azg > a49
Asi
t[l—i-(l—t)fg = <ta479, —7ta276a277a378+3ta175a§,8+3ta2,7a§’8+3ta§76a3’9), —7ta2,6a277+3ta175a378+
2
3tazraz s + 2tay aa39 +tazasg, —3las ¢ + 2tay saz s +tazeass, a2 —azs —tage +tasg, 3a1 5a38 —
das 7a3 8+3a3,803,9—2a1,604,9—02-804,9—3ta1 503 8+t4as 7a3g—3taz saz g+2tay gas9+tas gas g, ar4—
azg —tai 4+ ta378>

2 2 2
Sea B={f1 = tayy, fo = —Ttagsgas rasg + 3ta1,5a378 + 3ta277a378 + 325(1276(1379, f3 = —Ttas gaz,7 +

2
3tay sa3 s + 3tagrazs + 2tayaasg + tazeas g, f4 = —3tas ¢ + 2tay gazs + tazeass, f5 = aze —azs —
tase + tassg, fo = 3ai1sa38 — 4asrazg + 3a3gas g — 2a16a49 — a28a49 — 3taisazg + tdagrazg —

7



8. Apéndice 78

3tasgasg + 2tai gaa9 + tasgaasy, fr = a14 —azg —tara +tasg}

tenemos,
—3 P 2 2 IR
S(f1, f2) = 7(—7501,5613,86%4,9 + ag7a3 gas9 + a3 gasoasg = S(f1, f2) =0.
— B

S(f1, f3) = —3tai sazgas9 — 3tag 7azgasg — 2tay sazgasg — tazcazgasy = S(f1, f3) =0.

— B
S(f1, fa) = —taraaz gas g — tasgazgasy = S(f1, fr) =0.

— B
S(f1, f5) = azpas9 — azgasy + taggasy = S(f1, f5) = azeas,9 — azgasg.
Por lo tanto fg = agea4,9 — azgas g esté en la Base de Groebner de tI; + (1 —t)I

2 2

S(f1, fo) = —a15a38a49 + dag 7a3 gasg — 3a3 a3 9as9 + 2a1,6ay g + az8ay g — 4taz 7a3gasg + tazs

—— B
as9as9—2tay eaj g—tazsai g = S(f1, fo)

= 3a1 503,804, 9+4a2 7038049 —303803,904,9
2 2
+ 2a1,6a39 + az8aj 9

Entonces, fq = 3a1,5a3,8a479 + 4a2,7a3,8a479 — 3a378a3,9a479 + 2(11,6@421,9 + ag,gaig pertenece a la base
de Groebner de tI; + (1 —t)Is.

—B
S(f1, fr) = a1,4a49 — azgasy + taggasy = S(f1, fr) = a1,4a4,9 — azgas.

Entonces, fio = a14a49 — a3gas9 esta en la Base de Groebner de tI; + (1 —t)Is.

— B
S(fa, f3) = 3taj gasg — 2tai sasgasg — tageassase = S(f2, f3) = 0.

2 2 2 < B
S(fa, f1) = 9tay sas,6a3 g + 2tasgas,;raj g + a3 gasy — 1day gazra3 g = S(fa, f1) = 63a15a26a38

3 2
— 98ay 4a2,7a38 + 6ai1 5a3 g + 6ag,7a3 g + 42a1 4a2 6a3,9 + 18a; 4a3 8a39 + 9a2,6a3,803,9
— 46a1,6a3,804,9 — 23028038049

2 2
Entonces f11 = 63a175a276a3,8 — 98a174a2,7a378 + 6&1750378 + 6a277a3,8 + 42@174@76@3,9 + 18@1740,378&379 +
9as saz gas g — 46a; 6as gas9 — 23a28a3 8049 esta en la base de Groebner de tI7 + (1 — t)Is.
S =7 Tag 702 g+3tar a2 +3tad gazo—Atas 7als = S b
(f2, f5) = —Tagpaz razs+Taz 7a3 g+3tay a3 g+3tas gaz g —4taz raz 5 = S(f2, f5)
a15a3g — 3tag raz s — 2a1 4a39 — azeasg + 2a1 6a49 + a28a49

= 7a276a277 -3t

Entonces, f12 = 7a276a277 — 3a175a378 — 3a277a3,8 — 2@1’4CL3,9 — 26039 + 20,176@479 + a2.804.9 esta en la
Base de Groebner de tI; + (1 —t)I>.

2
S(fa2, fo) = —21a15a2,6a2,7a3 8+28a2,603 703 8 —21az 6a2 703 8a3,9+14a1 602 602, 704,9+7a2 602,702,804,
—|—9ta%75a§78 +9ta1,5a277a§78 —|—9ta175a%76a3,g —28150,2,6&%77&378 +21ta2,6a2,7a378a379 — 14ta1,6

" B
ag6a2,704,9 — Ttag ea2 7028049 = S(f2, f5) =0.
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— B
P P P P
S(f2, fr1) = —Tazgazrass + Tag raz s + 3ta1 sa3 g — 4tagraz g + 3taz gazo = S(f2, fr) =0
) — B
S(f3, fa) = 9ta1 5a2 603 s+2taz gaz ra3 s+6tay saz 6as 9+2tas gazg—14tay yaz razs = S(fs, f1) =0
— B
S(fs, f5) = —Tag a7 + Tazrazs + 3a15a38 + 2tay gas g + tageazg — 4tagrazs = S(f3, f5) =0
P
S(f3, fo) = —2lai 5026027038 + 28a2,6a3 703 8 — 21az 6az 7a3 8039 — 14a1 6a2,6a2,7049 — Ta2,602,702 8
ag9 + 9tai5a§78 + 9ta1,5a2,7a§78 + 6tay 4a1 5a38a39 + 3ta 5a2,6a38a39 — 28tas e
— B
2
a3 7038 + 21taz gaz 7azgas g + 14tas gaseaz rasg + Ttageaz razgasy = S(f3, fo) = 0.
2
S(f3, f1) = —Ta1aaz6a2,7 + Tazeaz 7a3 s + 3tai sa1 5038 + 3tai saz 7a3 8 + 2tay 4as g + tay 4a2,6a39
B
— Ttaggazrasg = S(f3, fr) =0
S 2 S P 342
(fa, f5) = —3az 6 + Bageass + 2targazg — 2taggasg = S(fa, f5) = 3as6 — azeazg — 2a1,4a38
Por lo tanto fi3 = 3a§76 —ageasg — 2aj 4a3g estd en la Base de Groebner de t1; + (1 —t) 1>
S = —3a1 503 4a2 — 3a? 2a1 a3 2 2t 2
(f1, f6) = —3a1,5a3 6a3 s + 4a3 ga2 7a3 8 — 303 603,8a3,9 + 201,603 64,9 + a5 6A2,804,9 + 2ta1 401 503 g
— B
2 P p 2
+ tay 5a2 6a3 g + 3tas gassazg — 2tay 6a; gas,9 — tas gazgasg = S(fa, f6) =0
S _ 2 2 2 2 75, B .
(f1, f2) = —3a1,403 6 + 303 gaz g + 2taj 4a38 + taiaaz6a38 — 3tas gaz g = (fs, fr) =0
P 2
S(f5, fo) = —3a15a3 g + dagpaz 7ass — 3a2,6a38039 + 201,602,604,9 + a2,602,804,9 + 3ta1 5038
B
— 4dtag gag ras g + 3tas eas gaz g — 2tal 6az6a4,9 — taseazgasy = S(fs, f6) =0

— B
S(fsfr) = —a14a38 + azgas g + tay aasg — taggass = S(fs, fr) =0

2
S(fs, f7) = 3a15a35 g — 4ay saz7a3 8 + 3a1,4a3 8039 — 2a1,401,604,9 — 1,402,8049 + 4ta) saz 7038

I

— Btaysazsasy + 2taiaaeasg + taraareasy — 3tarsazg = S(fs, fr) =0

S
S(fs, f1) = —tazgasg = S(fs, f1) =0
) B
S(fs, f2) = 4tagrazgase = S(fs, f2) =0
— B

S(fs, f3) = —4tas a3 8a49 + 3tar 5038049 + 2tay a3 9as9 + tageazgasg = S(fs, f3) =0

R
S(fs, f1) = 2tagsasgasg — 2taj sazgasg = S(fs, fa) =0
B
)

S(fs, f5) = aspaa9 — azgasy = S(fs, f5) =0

2 2
S(fs, fo) = —3a1,5a2,6a3 8049 + 4a2,6027a3 8049 — 302,603 8039049 + 201,602,607 g + (2,602,807 9
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2 2 2

+ 3ta1 a3 gas 9 — 4taz gas 7as gasg + 3lageas sasgasg — 2tay gazeay g — taz6a2,8a; 9
— B

= S(fs, fs) =0

S(fs: fr) = —a1,402,604,9 + 026038049 + ta1 4038049 — T
7 B
as6a3gas9 = S(fs, fr) = —a14a26a49 + azea3gasg =0
2 2 < B
S(fo, f1) = —4tagrazsasg + 3tazgazgasg — 2tay gay g — 2tazgagg = S(fo, f1) =0

2 9 2 2 2
S(fo, f2) = 9tay 5a3 gas g + tay 5a27a3 gasg + tay 503 a3 9as,9 + 12tag 6a; 7azgasg — 21tazgaz 7
— B
as gasga49 + 6tal gas ea 7a49 + Ttag gaz razgasg = S(fo, f2) =0
S(fo, f3) = 9ta? sa2 9t 2 6t 3t —21¢
9, J3) = Jtay 5a3 g4 9+9tay 502,703 g04,91+0ta1,401,503803,904,9+51a1 5026038039049 a2,602,7
—— B
2 2
a3,8a3,904,9+28taz 6a; 703 84,9+ 14tas gaz eaz 7ay g+ 7tas gaz raz gasg = S(fo, f3) =0
S =2t 2 t 2 4ta} — 3ta} 2tay 6a3 gaj
(fo, fa) = 2tay 4a1 503 gas9 +tay 502,603 ga4,9 +4tas gaz 7a3 8a4,9 — 3tas 6az 8as 9a4,9 +2tay 6a3 60y g
— B
2 2
+ ta276(1278a4,9 = S(fg, f4) = O
2
S(fo, f5) = 3a1,5a2,6a38a4,9 — 3a1,503 5049 + 4tag gag 7azgas9 — 3taz 6a3gasz9as 9 + 2tai az6
— B
2 2
ayg +tazgeazgayg = S(fo, fa) =0
2 2
S(fo, f6) = 3a15a38a49 — 4az 7azgas9 + 3a38a3,9a4,9 — 201,603 g — A2,8a] 9 + Stag 7az gasg — 6t

—F B
a3.803,904,9 + 4ta1,6ai’9 + 2ta2,8ai,9 = S(fg, fﬁ) =0

2 2
S(fo, f7) = 3a1,401 5a38a4,9 — 3a1,503 gaa,9 — 3tay 503 ga4,9 + 4tas 4az 703 8a4,9 — 3tay 4a38a39
2 4 T NP
as9 — 2tay 4a16ay 9 — taysazsay g = S(fo, fr) =0
2 2 2

S(fo, fs) = —3a1,5a3 8049 — 4az 6027038049 + 302,603 8039049 — 201,602,604 g — (2,602,801 9 =

— ' B

S(fo, fs) =0

)7 =0

S(fi0, f1) = —tazgasg = S(fo, f1

2 2 2 2
S(f10, fo) = Ttageaz7as gasyg — 3tay 4a1 503 gas9 — 3tay 4a27a3 gas,9 — 3ta1 4a3 5039049 =

- B

S(f97 f2) =0

2
S(f10, f3) = Ttageaz 7as sasy — 3tay4a15a38a4,9 — 3tayaaz 7038049 — 2taj 4a39a49 — tay 4a2,6a39
- B
asy = S(fo, fo) =0
2 2 TR
S(fr0, f4) = 3tay gazgasg + 3tar aa; gasg — taysazeazsasy = S(fo, fa) =0
B

S(fi0, f5) = a1,4a26a4,9 — a1,4a3 8049 — tas asgasg + tai sasgasg = S(fo, fs) =0
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2 2
S(f10, f6) = —3a1,4a1 503 8a4,9 +4a1,4a2,703 8049 — 301,403 803 904,9 + 241,401 604 g + A1,402,807 g — 41
— B
2 2
1,402,703 804 9+3ta1 403 8a3 904 9—2tay 401,605 g—tay sazsay g = S(fo, f5) = —3ai4a1s
2 2
asgaq,9 +4a1,4a2,703 8049 — 3a1,403803904,9 + 241,401,607 g + 1,402,807 9
— B
S(fi0, f7) = —a14a4,9 + azgasg = S(fo, fr) =0
— B
S(fi0, fa) = —as6a3ga49 + a1 aa3gas9 = S(fo, fs) =0
P P
S(f11, f1) = —98tay saz7a3gas9 + 6tas sa3 gaq 9 + 6tas 7a3 gas g + 42tas gaz a3 9as,9 + 18ta sa3
— B
2 2
azoaq9 + tazeasgasgasy — 46tay gas say g — 23taz ¢azgay g = S(fio, f1) =0.
2 2 9
S(f11, f2) = —98tay 4a3 7az s + 6tas a3 g +42tay gaz 602 7a39 + 18tay yaz 7a3 gas g + taz eaz 7a3 8as3 9

—46ta1’6a2,7a378a479—23ta2,7a278a378a479+27ta%75a§’8+33ta175a277a§’8—{—27ta175a%’6a3’9 =
—— B
S(fr0, f2) =0

2 2 2 2
S(fu, fg) = —9875&1’4&277&3,8 + 3375@1’5&2,7&378 + 6ta277a378 + 42ta1,4a2’6a2,7a379 + 18ta1,4a2,7a378a379
2 2

+ 9ta276a277a3,8a3,9 — 46ta1,6a2’7a3,8a479 — 23ta2,7a278a378a4,9 + 2775@175&378 + 18ta1,4a1,5
—B

as gazg + 9tay saz 6az gas g = S(fio, f3)

2 2 2 2 2
—6a2’7a3’8—36@174a175a3,8a379—50a1,4a2,7a3,8a379—3a1,5a378a379—3(1175@3’8@3,9—3a277a3’8

2 2 2 2
— 98(1/]_74042’7@3,8 - 270’1,5&378 - 33&17561277(13’8

2 2

as9—12a7 4a3 9+ 70a1 saz 7a3 8a4,9+35a2,7a2 803 8a4,9—10a1 a3 8a3 9a4,.9—5Haz,8a3 8a3.9
2 2 2 2 2

a49 — 9028038039049 + 12a176a4’9 + 12a1,6a2,8a479 + 3a2’8a4’9

Entonces f14 = 98a1’4a%77a3,8—27(1%75(1%78—33@175a277a§78—6(1%77@%78—36a1,4a175a378a3,9—5Oa1,4a2,7a3,8a379
- 3a175a§78a3,9 — 3a1,5a§78a379 — 3&2’761%78&3,9 — 12a%74a§79 + 7Oa176a277a3,8a4,9 + 35@2,7612,8@3,8@4,9 —
10@1,603,8613,9@4,9 - 5a278a3,8a3,9a4,9 — 5a278a378a3,9a4’9 + 12@%,6@21,9 + 12&1,(;&278(142179 + 3ag78a421’9 esti en

la base de Groebner de tI; + (1 —t)1.

2 2 2
S(fll, f4) = —9875&174&2’6(12,7(1378 + 27ta175a276a378 + 6ta276a277a3’8 —|—42ta1,4a276a3,9 + 1815(1174(1276&378&3’9
— B
2 2
+9taj gas gas o —46tas gaz eas sasg —23taz saz sazgas9+42tay ga1 sa35 = S(fio, f4) =0
2 2
S(f11, f5) = 63a1,5a2,6a3 8 — 63a1 a3 g — 98tay gaz 7az g — 6taz a3 g — 42tay gaz 6as 9 + 18tay 4asgas g
— B
3

+ 9tas gasgazg — 46tay gazgasg — 23tas gaz gas g + 57ta175a3’8 = S(fi0,f5) =0

S(f11, f6) = 63a1 5a2,6a3 8 — 84az gaz rass + 63az 6assasg — 42a1 gaz,ea4,9 — 21as gaz sasg — 98t

a1,4a2 7038 + 6ta175a§78 + 6ta277a§78 + 42ta174a276a3,9 + 18ta174a378a3,9 — 42ta176a378a4,9
— 23tas gas gas 9 — Hdtas gasgas g + 84tas gas ras g + 42tay as gaqg + 21tas gas gas 9 =

S(flOafG)B =0

2 2 2 2
S(fu, f7) = 63@1,4611,5@2,6@3,8 — 63@1,50'2,60!3,8 — 98ta174a277a378 + 6ta174a1,5a3,8 + 6ta1,4a2,7a378 + 42t
a%74a276a3,9+18ta%74a378a3,9 +9ta1,4a2,6a3,8a379—46ta1,4a1,6ai9—23ta1,4a2,8a479+63ta1,5
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- B
P
azeazg = S(fi1, fr) =0
2
S(f11, fs) = —98a1 402 7a3 8a4,9 — 6az 7a3 ga4,9 + 42a1 402,603 904,9 + 18a1 403 803 9049 + a2 603803 9
2 2 2 TR
a4,9 — 46@1’6a3,8a479 — 23a278a378a479 + 69@1,50{’),80’4,9 = S(fl(), fg) =0
2 p 2 2 2
S(f11, f10) = —98a7 4a2 703 8a4,9 +60a1 401 503 3049 + 601 402 703 ga4,9 + 4207 4a2,603 9049+ 18a7 4a38

2
a3 9a4,9 + 901,402,603 803 904,9 — 4601 401 603 803 g — 231,402,803 8049 + 6301 5026

—_ ' B
a3gaso = S(fi1, fo =0

P
S(fi2, f1) = 3tay sa1 5a3 8049 + 3tar saz 7a3 8as9 + 2taj 4a3gas9 +tay 4a2,6a39a49 — 2tay 4a1 6
— B
2 2
ajg — aisaz8ay9 = S(fi2, f1) =0

)’ =0

2 TR
S(fi2, f2) = 3tas gas o — 2ta1 sa3 gas 9 —tas ¢azgas o+ 2tay gas sas g +tazgasgasg = S(fiz, f2
— B
S(fi2, f3) = 2tayeaag + tasgasg = S(fi2, f3) =0
2
S(f12, fa) = 14tar gaz 7azs — 9ta1 5a2 6a38 — 2tageaz rass — 6tar sazeazg — 3taz gas g + 6tar gas,e
— B
as9 + 3tazgaz gasg = S(fi2, f4) =0
S(fi2, f5) = Tageas 7 — Tasrasg + 4tas 7as g — 3tay sas g — 2tay saz 9 — taseasg + 2tai gasg +t
B
asgasg = S(fi2, f5) =0
2 2 2
S(fi2, f6) = —21a1 5a2 6a2,7a3s + 9a 5a3 5 + 9a1 5az,7a3 g + 6a1 401 503 8as 9 + 3a1 502,603 8a39 — 6
2 % 2
a1,401,603,8049 — 301,502,803,8a4,9 — Itaj sa3 g — ay sa27a3 g — 6laj aa15a38a39 — 3t
2
a1,502,603,8039 + 6tay 4a1,6a38a4,9 + 3ta1 5a2,8a3 8049 + 28tag gas ras s — 21taz gaz ras s
— B
asg + 14ta gag eaz,7a49 + Ttag gas razgasg = S(fi2, f6) =0
2
S(fi2, fr) = Ttay sazeaz 7 — 3tay4a1 5a38 — 3tay gaz7a3s — 2tay 4a39 — tay 4a2,6a39 + 2tay 4a1,6a4,9
— B
+taygaz8aa9 = S(fi2, f7) =0

2 2
S(fi2, fs) = —4dazrazgasg + 3a1 5038049 + 201,403 9049 + 2,603 9049 — 201,607 g — A2,805 g =
— B
S(fiz; fs) =0

2 2 2
S(fi2, fo) = 28az6a3 7a3 8a4,9 — 21az saz 7a3 a3 9a4,9 + 14ay gaz ¢az 7ay ¢ + Tageaz 7azgay g + 9
2 9 2
aj 5a38a4,9 + 9a1,5a27a3 ga4,9 + 601,401 503 803 904,9 + 301,502 6038039049 — 6a1 5
— B
2 2
a1,6a3,8a5 9 — 341502803805 9 = S(f12,fo) =0
2

S(fi2, fi0) = —Tazpaz7a38a49 + 301,401,503 84,9 + 301,402,703 84,9 + 207 4039049 + A1,402 6039

- B
as9 — 201,401,603 g — a1,402,805 9 = S(f12, fio) =0
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2 2 2 9
S(fi2, f11) = —98a1 405 7a3 8 +6a1 5a2 703 g +6a3 7a3 5 +42a1 402 6a2 7039+ 18a1 4a2 7a3 sa3.9 —46a1 6
2 2 2
a2,703,804,9—23a2 702,803 804912707 sa3 g+27a1 502,703 g+18a1 401 503 8a3,9+9a1 5026
- B
asgazg — 18a1 5a1 6a38a49 + 9a1 a2 8a38a49 = S(fi2, f1) =0
>B

S(fis, f1) = —2tai aa38 — tasgasg = S(fi3, fi) =0

— B
S(flg, fz) = —9ta175a276a§78 — 2ta276a277a§78 — 9ta§76a379 + 14@1,4a2,7a§,8 = fis, fg) =0

— B
S(fi3, f3) = 9ta1 5a2,6a3,8 + 2taz gas, rass + 6tar aas,asy + 2taj gase — 14tay sasrass = S(fi3, f3)
=0

S(f13,f1) =0 ij =0

)’ =0

S(fi3, f5) = 3a3 6 — 3az6ass — 2taysazs + 2tazgass = S(fis, f5

2 2 2 2 2
S(f137 f6) = 3a1,5a276a3,8 - 4a2,6az,7a3,8 + 302,6a3,8a3,9 - 2(11,6(12,6@4,9 — Q9502,8049 — 2ta1,4a1,5

——— B
2 2 2 2 2
azg — ta15a2,6a3 5 — 3tas ga3 sas 9 + 2ta16as gaa g + tas gazgase = S(fi3, f5) =0

— B

S(f137 f7) = 3a1,4a§76 + 3@%’6(1378 — 2tai4a378 — ta1,4a276a378 + 3ta§76a378 = S(fl?n f?) =0
— B

S(f13, fs) = 2a26a3.804,9 — 2a1 4a38a49 = S(fi13,fs) =0

2 2 2 2 2 2
S(flg, fg) = 20,1,4@175@378(14’9 + 1,502,603 g(14,9 + 4&276(12’7&3,80,4,9 — 3@276(13’8@3,9@4,9 + 2&1’6(127661479

2 2 B
+ a3 gazgagg = S(fi3, fo) =0
S =3 2 3 2 o 573 —0
(f13, f10) = 3a3 gasgas o + 3a1,4a3 gas,9 — a14a26a38a49 = S(f13, f10) =
_ 2 2 2
S(f137 fll) = —98a1,4a2,6a2,7a3,8 + 27a175a2,6a3,8 + 6a2,6a277a3’8 + 42a174a276a3,9 + 18@174a276a378a379

S ———
2 2
+9a3 a3 8as,9 — 46a1,6a2,6a3,8a4,9 — 23a2,6a2,8a3 8a4,9 + 42a1 4a1 5055 = S(f13, f11) =0

P

S(f13, fi2) = 14ay saz7a3 8 — 9a1 502,603 8 — 202,602 7038 — 6a1 4026039 — 3a3 gasg + 6a1 gaze
.

asg + 3aza28a49 = S(f13, fiz) =0

2 2 2 2 2
S(f14, fl) = —t27a175a3’8a479 — 33ta175a277a378a479 — 6ta277a378a4’9 — 36ta174a175a378a379a479 — 50ta1,4a2,7
2 2 2 2 2
a3,803,904,9 — 3ta1,5a3’8a3,9a4,9 — 3ta175a378a379a4,9 — 3ta2,7a378a379a479 — 12ta174a3’9a479
+ 70ta176a2’7a378ai9 + 35ta277a278a378ai79 — 1Ota1,6a3,8a3,9ai9 — 5ta2,8a378a3,9aig — 5ta278

2 2 3 3 2 3 Q£ £
a3780379a479 + 12t(1176014’9 + 12t(11,6(1278a4’9 + 3ta278a4’9 = S(f14, fl) =0

2 2 2 2 9

S(f14, f2) = —127a7 5a2,603 s —33ta1 saz a2 7a3 s —6tag 6as 7a3 s —36tay 4a1 a2 6a3 8as 9 —50tar sa26
2 2 2 2 2

az7a38a39 — 3ta1,5a276a378a379 — 3ta175a276a378a3,9 — 3ta277a2’6a3,8a379 — 12ta174a276a379

+70tay gas,6a2,7a3804,9+35tas eas 7a2 8a3 gas9 — 10tay gaz 6a3 8az9a4,9 — dtas a2 8a3 .8
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2 2 2 2 2
as3.904,9— 5ta276a278a318a3,9a4,9 + 12ta1’6a276a479 + 12ta1,6a276a278a4,9 =+ 3ta2’6a2,8a4’9 —42t

—F B
2 2 2 2
a1,4a1502703 g — 42tay 403 7a3 g — 42tay 405 gaz 7as9 = S(fia,f2) =0

S(f14, f3) = —t27a%v5a2,6a§78 — 33ta1’5a2,6a277a§78 6ta2 6@% 7@3 8 — 36ta1 4&1 5@2 6a3 80,3 9 — 64ta1 4
a2,602,703.803,9 — 3ta1,5a2,6a§78a3,9 - 3ta1,5a2,6a§,8a3,9 - 3ta2,7a2,6a§,8613,9 - 12ta1,4a2,6
a3 g + T0tay 6a2,602,7a3,8049 + 35taz 6a2,7a2,803,8a49 — 10ta1 6az,6a3,8a39049 — Stasg
2,803 8039449 — 5ta2,6a278a378a3,9a4,9 + 12ta%76a2,6aig + 12ta176a2,6a2,8aig + 3ta2’6

—— B
2 2 2 2 2 2
a3 803 g — 42tay ga1 saz7a3 g — 42tay 4a3 7a3 g — 28taj 4az 7azgaz e = S(fia, f3) =0

S(fia, fa) = _t81a%,5a%,6a§,8 - 99ta1,5a%,6a2,7a§78 - 18ta%,6a%,7a§78 - 10815@1,4@1,5@%,6@3,8@3,9
— 19275@174@%,6@2,7@3,8“3,9 — 9ta1,5a%76a§78a3,9 — 9ta175a%76a§78a3’9 - 9ta%76a2,7a§78a379 —36
ta%Aa%,Ga%?g =+ 210150,1,60,%76&277&3’8&4,9 + 10575@%76@2,7612,8@3,8@4,9 — 30ta176a§76a3,8a3’9a4,9
— 15ta%’6a278a378a379a4,9 — 15ta%76a278a3,8a3,9a4,9 + 36ta%76a%76ai79 + 36ta1,6a%76a2,8a12179

—F B
+ 9ta§76a§78aig + 196ta%,4a§’7a378 + 98ta1,4a276a§77a378 = S(fis,fa) =0

(f14, f5) = 98@1 402 6&% 7@3 8 — 98@1 4a% 7a3 8 + 98ta1 4&% 7a3 8 t27a1 5(12 6a3 8 3375&1 502,602 70% 8
— 6ta2 6@% 7@3 8 3675&1 401,502 603 8439 — 64ta1 402602703 843 9 — 3ta1 ,5a2 60,% 80,3 9— 3t
a175a2,6a§78a3,9 — 3ta2,7a276a§78a3’9 — 12ta174a276a379 + 7Ota1,6a276a277a3,8a4,9 + 3575@276
ag,7a28a38049 — 10tay gaz 6a3 8039049 — Stas a2 8a3 8039049 — Stas a2 8038039
a9 + 12ta%6a276aig + 12ta1,6a276a278a19 + 3ta276a§’8a421’9 = S(f14,f5) =0

S(f14, fﬁ) = 294&1,461,1,50,%77&378 — 392@1,40'%,7@3,8 + 294@1,4a§,7a3,8a3,9 — 196@1,4a1,6a%77a4,9 — 98&1,40,%77
ag gay, 9—1—392ta1 4&% 7G3.8 —294ta1 4&% 7043 8(13 9+196ta1 401 6@% 704, 9+98ta1 4&% 732804 9

t81a1 5@3 8 99ta1 50,2 7@3 8 1875&1 5&% 7a3 8 108ta1 40,% 5a3 83 9— 19275&1 441, 502 743 8

as39— 9ta175a§78a379 — 9ta1,5a§’8a379 — 9ta1,5a2,7a§78a379 — 36ta174a1,5a379 +210ta1,5a1’6a2,7
agga4,9+105tay sa2 7as gas gas9—30ta 5a1 603803904 9—15tal sa2 8a3 8az 9as9—15tay 5

— B
2 2 2 2 2
02,803,803 9049 + 36ta175a176a4’9 + 3675&175611760,278&479 + 975&175&2,80,479 = S(f14, fﬁ) =0

2
S(f14, f?) = 98@1}4@2&3@277@3’8 98@2 7a3 8+98ta2 70/3 8 t27a1 50/3 8 33ta1 52 70/3 8 6ta2 70/3 8 36t
2 2 2
aj4a1 503839 — 64ta1’4a2,7a378a379 — 3ta175a378a3,9 - 3ta1,5a3’8a3,9 — 3ta2,7a378a379 —12t
2 2
aj 4a3 9+ 70tay gaz 7as saq,9 +35taz raz gaz sas,9 — 10tas sas gas 9as9 —Htaz gas gas a9

——F B
— 5ta278a378a379a4,9 + 127&&%6&19 + 1215@176&278&421’9 + 375@%78(1421’9 = S(f14, f7) =0

S(fia, fs) = —27a3 5a2,6a3 gaa,9 — 33a1,502,602,703 gaa,9 — 602,605 703 84,9 — 36a1,401,502,603,803,904,9
— 64a1,402,602,703,803,004,9 — 301,502,605 803,904,9 — 301,502,603 803,904, — 302,702,603 g
as9asg — 1243 42,603 gasg + 70a1,602,602,703,805 g + 35a2,6a2,702,803,803 9 — 10a1 6as,
a378a3,9a42179 — 5a276a2,8a318a3,gai9 — 5a2,6a2’8a3,8a3,9ai79 + 12@%7(5@2,66&,9 + 12@1,6a2,6

3 2 3 2 2
01278(14’9 + 3@276CL2780J4’9 + 98@1’4042’701378@479 = S(f14, f8) =0

3 2 2 2 2 2 2
S(f14, fo) = —81ay 5a3 gas9 —99a7 5az 7a3 gas9 — 18a1 505 7a3 ga4.9 — 108a1 401 5038439049 — 19201 4
2 2 2 2 2 2
a1,502,703,803,904,9 — 907 503 gA3,904,9 — 907 503 gA3,904,9 — 901,502,703 803,904,9 — 3647 4
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2 2 2
a1,503 9a4,9 +210a1 501,602,703 801 9+ 105&1 502,702,803 8a4 9 —30a1 501 ¢as, 8a3 9a4 9—15
2 2
1,502,803 843 9a4 9— 15a1 ,502,803. 803 9@4 9 —|—36a1 5a1 6CL4 9 +36CL1 501,602 8“4 9 +9a1 5&2 ]
3 2 2 2
a479—392a174a2,7a378a419+294a174a277a3’8a379a479—196@1’4a176a277a479—98a174a277a2,8a4,9

= S(f14,f9)B =0

2 2 2 2 2
S(f14, f10) = —27a7 503 ga4,9—33a1,502 703 ga4,9—60a3 703 ga4,9—36a1 401 503 803 9049 —64a1 4a2 703 8
2 2 2 2 2
a3,904,9 — 301,503 g03,904,9 — 301,503 g43944,9 — 302,743 gA3,904,9 — 12a7 4a3 ga4,9 + 70a1 6
2 2 2 2 2
a2,7a3.80% o + 3daz 7a2,8a3 80 g — 10a1,6a3 843907 g — 5a2 843,803,907 g — DA2,803,803901 g

2 3 3 2 3 2 2
+ 12@1760479 + 12&1’604278014,9 + 3@2’80,4’9 + 98&2’7671378@479 = S(f14, fll) =0

S(f14, fn) —81@1 5a2 6a3 8 99a1 5a2 60a2 7&3 8 18&1 ,5a2 6&% 7a3 8 108@1 4@% 502, 6a§ 8a3 9— 192@1 4
a1,5a2,6a2,7a§,8a3,9 - 961175@2,6@%,8013,9 - 9611,5@2,6@%,8&3,9 - 9a1,5a2,6a2,7a§78a3,9 - 36a1,4
a1,502,603,803 9+210a1 501 602,602,703 ga4,9+105a1 502,602,702,803 ga4,9—30a1 501,602,603 8
a3,904,9 — 15@1,5a2,6a2,8a;2:,,8a3,9a4,9 - 15@1,5@2,6@,8a§,8a3,9a4,9 + 36@1,5a%76a2,6a3,8a421,9 +
36@1’5a1,6a276a278a318aig + 9011,5@2,6@%78@3,8@421,9 — 980,%,4@%77&378 + 60,1,40,175@%77&%78 + 6
a174a§’77a§78 + 42@%74a2’6a%77a379 + 18a%’4a%77a378a319 + 9&1’40,2760,%’7@378@3’9 — 46@174611’6&%,7

) 2 g
a3g8aa,9 — 2301405 7028038049 = S(f14, f11) =0

S(fua, fr2) = —27a] sazea3 g — 33a1 502,602,703 g — 6a2,6a3 703 g — 3641441 502,603,803,9 — 64a1 4026
a2,7038039 — 3611,5@2,6&%,8@3,9 - 301,5a2,6a§,8a3,9 - 3a2,7a2,6a§,ga3,9 - 12011,4@2,6@379 +70
a1,602,602,703,804,9 + 3502 602,702 843 8049 — 10a1 602,603 803,904,9 — A2 602,803 803,904,9

— 5a2,6a2,ga3,8a3,9a479 + 12@%76(12,6@421,9 + 12a1,6a276a278aig + 3a2,6a%78aig - 42@1’4611,5

B
2 2 9 2
az7a3 g — 42a1 405 703 g — 28a7 4az 7a3gazg = S(f14, f12) =0

S(f14, flg)B = —81&%75(1%76&%78—99&17561%76&2,7&%78—18&%76(1%77&%78—108&1}4(115&%76&3’8&3,9—192@1’461%76
a2,703,8039 — 9a1,5a%76a§78a379 — 9a1,5a%76a§78a379 — 9a%76a2,7a§78a3,9 — 36a%74a%,6a§79 +210
a1,6a%76a2,7a3,8a4,9+105ag,6a2,7a2,8a3,8@4,9_3001,661%76@3,8@3,9@4,9_15@%,602,8613,803,9@4,9
—15a3 a2 803 803 904,0+36a7 503 a7 g+36a1 605 6a2,807 9+9a3 a5 ga] g+196a7 4a5 7az g

"B
+ 98a1,4a2,6a3 7azs = S(fia, f1z) =0

Luego {fh f27 f37 f4> f57 fﬁv f7a f87 f97 f107 flla f127 f13} forman una base de Groebner para tIl +
(1 —1t)I5, intersectando este resultado con Clay 4,a15,...,a26,-..,0a338, 039, a49] obtenemos la base

de Groebner deseada para I N I
d

Teorema 8.2. Una base de Groebner de (Iy N 1I3) N I3 es

{2a1,4049 — az6a4,9 — azgas g, Taz 6a2 7 — 3a1 5038 — 3427038 — 2a1.4a39 — A2,603.9

+ 2a1,6a4,9a2,8a479, 3&%76 — 2@1’4(13,8 —a260a38, 63&15@2’6&3,8 — 98a1,4a2,7a3,8 + 6&15&%78 + 6(12,70,%78 + 42
a1,4a26a39+18a1 4a38a3 9+9a2 6a3 gas 9 —42a1 ga 6a4,9—21as gas gas9—4a1 a3 8a4,9—2a2 8038049,
98a2,6ag,7a3,8—27(1%75&%78—33aly5a277a§78—6a§77a§78—36a1,4a1,5a378a3,9—5Oa1,4a2,7a3,8a3,9—3a175a§78a3’9
—3ag,7a3 gaz 9 —12a7 4a3 9+36a1 501,603 804,0+22a1 602,703 8049+ 1801 502 803 804,09+ 1 Lag, 7as,8a3 84,9
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2 2 2

+12a1 602 6a3,904,91+6a2,602 803904 911401 sa3 3a3 904 9+ Ta28a3 8a3 9a4,9—12a7 gay g—12a1 a2 gag o
2 9

- 3612,8@4,9}

Demostracion. Como en el teorema anterior utilizamos el algoritmo 2.39 y el teorema 2.49 para
encontrar las bases de Groebner de I1 NIy N I3.

Sea (Il ﬂ[g) NI = t(]l ﬂlg) N (1 —t)Ig = <gl = ta276a4,9 —ta3,8a479, go = ta1,4a479 —ta378a479, g3 =
Ttageazy — 3taisass — 3tagrass — 2taisasg — tazeasy + 2ta1asy + tasgase,gs = 3tajs —
2taysass — tazeass, gs = 3taysazsasy — Atagrassasy + 3tasgasgase — 2ta1 gal g — tassal g, ge =
63ta175a276a3,8—98ta1,4a277a378+6ta1,5a§78+6ta2,7a§78+42ta1,4a2,6a3,9+18ta174(13,8613,9+9ta276a3,8a3,9—
46ta176a378a4,9 — 2375&278&3’8&4,9,.97 = 9875&1’4&%,70,3,8 - 27tai5a§78 — 33ta1’5a2,7a§78 — 6ta%77a§78 -
36ta174a175a3,8a3’9 - 50ta1,4a277a378a3’9 — 3ta1,5a§78a379 — 3ta1’5a§’8a379 — 3ta2,7a§,8a3,9 — 12150,%,4&%79 +
70tay 6as,7a38a4,9 + 35tas ras gaz gas g — 10ta sas gas gas g — dStas gas gaz gas g — Htas gaz gaz gas g +
12tai6aig + 12ta1,6a278a42179 + 3ta%78a42179, gs = 3ag,6 —as g — 3tase +tasg, g9 = 9ai sa3 g+ 16azeas g+
azgazg — 6aigasg — 3asgasg — 9taysazg — 16tasgas g — taggasg + 6taigasg + 3tasgasy, g1o =
3a14 —azg — 3tar 4 + tasg). Entonces,

— B
S(g1,92) = —taisazgasg + tasgasgasy = S(g1,92) =0
— B
S(g1,93) = —4tasrazgasg + 3tai sa3ga4,9 + 2tai 4a39a4,9 — 215@1,6(142;79 — 75@2,8@421,9 = S(g1,93) =0
— B
S(g1,94) = —2tasasgasg + 2tai sasgasg = S(g1,94) =0

2 2 2
S(91,95) = —3ta1 5a3 ga49 + dtaz eaz 7a3 sa4,9 — 3taz 6a3 a3 9a4,9 + 2tay 6azeay g — tazeazsay g
— B
= S(g1,95) =0

P P
S(91,96) = —69tay 503 sa4,9+98tay 402 7a3 sas,9—6tas 7a3 sa4.9—42tas 402 6a3,9a4,9—18tar 4a38a3 9049

——B
— Otageassas9aag + 46tar gassai g + 23tazgasgai o = S(g1,96) =0

2 2 2 2 2 2 2
S(gl, g7) = —98ta174a277a378a4,9 + 27ta175a276a378a479 + +33ta1’5a276a277a378a479 + 6ta276a277a378a4,9 +
2
36ta1,4a1,502,6a3,804,9+50ta1 402,602 703803 904,9+ 3ta1,502,603 g43,904,9 1 3ta26a2,703 8
2 2 2 2 2 3
a479—35ta276a2,7a278a3’ga479+10ta176a276a3,ga379a4’9+5ta2’6a276a378a3,9a479—12ta176a276a479

— B
3 2 3
— 12ta1,6a2,6a27ga4’9 — 325(1276&2’8&479 = S(gl, g7) =0
— B
S(g1,98) = —3az6a4,9 + azgasg — 4tazgasg = S(g1,98) = —3ageaag + a3gasy — 4tasgasgy
Por lo tanto, g11 = —3a2,6a4,9 + a3,.8a4,9 — 4ta3,8a4,9 esté en la base de Groebner de (Il N IQ) NIs.
2 2 2
S(91,99) = 9a15a2,6a3,8a4,9 + 1603 a3 8049 + a2,603 8039049 — 601 6a2,6a5 g — 3az,6a28a7 9 — It

2 2 2 2
a175a378a3,9a4,9 — 16ta276a3’ga4,9 — ta2,6a378a3,9a4,9 + 6ta1,6a2,6a479 + 3ta2,6a2,8a479

——B
:3(91799) =0
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- B
S(91,910) = 3a1,4a2,6a4,9 — a2,6a38049 — 3tai 4a38a49 + tazeazgasg = S(g1,910) = 2a1,.4049
— A2,604,9 — 43,8049

Por lo tanto g12 = 2a1 4a4,9 — a2,6a4,9 — az gas,g esta en la base de Groebner de (I3 N I3) N Is.

2 2
S(92,93) = —Ttaseaz ras3ga49 + 3tay aa1 503 8a4,9 + 3tay aas 7a38a4.9 + 2tay 4a39a4.9 — 2tay 401,607 g

———B
— tay sa2,8a3 9 = S(g2,93) =0
———B
S(g2,94) = _Sta§,6a3,8a4,9 + 2ta%4a3,8a4,9 + tay gaz 6a3gasy = S(g2,94) =0

2 2 2
S(g2,95) = —3tai 503 ga4,9 + 4tay 4az 703 8a4,9 — 3tay 4a38a39a4,9 + 2tay 4a1 6ay g + tay 402 8aj g
— B
= S(927 95) =0

2 2 2 2
S(QQ, 96) = 763ta1,5a276a378a479 + 98ta1’4a277a378a479 - 6ta174a175a3,8a4,9 - 6ta1,4a277a378a479 — 42t
2 2 2
a1 402,603,904,9 — 18ta174a378a3,9a4,9 — 9ta1,4a276a378a379a479 + 4675@1,4@1,6@3,8@4’9 + 23t

———B
2
a1,402,803,805 9 = S(g2,96) =0

2 2 2 2 2
S(g2, g7) = 92tas 7a3 gas,0 — 27tay 5a3 gas,g — 33tay 5a2,7a3 ga4,9 — 36tay 4a1 5a38a3 9a4,9 — 50tay 4az 7
2 2 2 2 2
a38G3 9049 — 3ta175a378a379a479 - 3ta277a3’8a379a4,9 — 1275@174&3’9@479 + 7Ota176a277a378a4’9
2 2 2 2
—|—35ta277a2,8a3,8a479—1Ota1,6a3,8a379a479—5ta27ga378a3,9a4,9—|—12ta1’6a§,9+12ta176a278ai9

— B
+ 3ta%78a279 = S(g2,97) =0

N
S(g2,98) = 3a1,4a2,604,9 — 1,403 84,9 — 3tas6a38a4,9 + tai sazgasyg = S(g2,98) =0

2 2
S(g2,99) = 9a1 401 503 8a3,9+16a1,4a2 603 84,9+ 01,403 803 904,90 — 601 401 607 g — 301 402 87 g —9ta1 5
2 2 2
a378a479 — 16ta1,4a276a378a4,9 — ta1,4a3,ga3,9a479 + 615&174@176&479 + 3ta174a2,8a479 =

——F— B
S(QQ?QQ) =0

B
S(92,910) = 3a14a49 — azgasg — 2tazgas g = S(g2,910) =0

S(93,94) = —9tai sas26a38 — 2tas gas a3 g — 6tal aas gasg + 6tar gas eas g + 3tassa gasg + 14t

S
ai4az7a38 = S(93,94) =0

2 2 2
S(93,95) = —9tay 5a3 ga4,90—9ta1 saz,7a3 ga4,90—6tar 4a1 503 sa4,9+6ta1 501,603 8a; g+3tar 502,803 8a4,9
— B
2 2
+ 28ta2,6a277a378a379a4,9 + 14ta176a276a2,7a4’9 + 7ta276a277a2,8a479 = S(gg, 95) = 5675@1,6
aig + 56ta176a2,8a12179 + 28ta278a121’9 — 63a1 5a2,6a4,9 + 64az 7a3 gas9 — 39a2 ¢azga4,9 — 9
2 2
a378a379a479 — 24a176a4,9 — 240/1,6632,8@4,9 — 12a278a4,9

Por lo tanto g13 = 56ta1,6aig + 56ta1,6a278a19 + 28ta278a421’9 — 63a1 5a26a4,9 + 64az7a3 8049 —
39a2 6a3 8a4,9 — 9a3 8039049 — 24@1,6%2;,9 — 2401 6a2,804,9 — 12&25&3 g esta en la base de Groebner de
(II N IQ) N1s.
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2 2
S(gg, gg) = —27ta1 5a3 8 33ta1 502 7@3 8 — 18ta1 441,503 843 9 + 18ta1 ,501,603,804.9 +9ta1 502803 9a4 9
+98ta1’4a%77a378 —6ta277a378 —4275&1’4&2,60,2, 7&3’9 — 18ta1,4a277a378a3,9 —975&276&2’7@3,80,3,9

— B
+ 46taq gaz 7a3 ga49 + 23tas raz gas gasg = S(g3,96) =0

S(gg, g7) = —42tay 4a1 502 7a3 s — 42tay 4(1% 7a3 ] — 28ta1 ,402,703.803,9 + 28tay 4a1,6a2,703 8049 + 14¢
41,402 702 803 8449 + 27ta1,5a2,6a378 + 33ta1,5a276a277a378 + 6ta2,6a§77a378 + 36ta1,4a1’5a2,6
@3,8039 + 5Ota1,4a276a277a3,8a3,9 + 375&175(12’6&%780,3,9 — 3ta2,6a2,7a§78a379 + 1275@%74@2,60'%,9
—T70tay 6az6a2,7a38a4,9 — 35tas gaz 7a3 gas g+ 10ta sas a3 gas3 9as,9 —dtas gas gaz gasg

" B
2 2 2 2 2
as9 — 12ta gageay g — 12tay gazeazgay g — 6tageas gayg = S(g3,97) =0

S(g3,98) = 2lageasr — Tasrasg — 9tay sas s — 2tas 7as g — 6tay saszg + 6tai gas 9 + 3tasgasy =

— " B
S(g3,98) = 2a14a39+ 3a15a38 — Tageaz7 + a2,6a39 + 3027038 — a4,902 8 — 201 6049

Por lo tanto g14 = 2a174a3,9 + 3a175a378 - 7a2,6a2,7 + az6a3,9 + 3&27761378 — Q49028 — 2a1y6a4,9 esta en
la base de Groebner de (I3 N I3) N I3.

2
S(g3, 99) = 63a1 502,602,703 8+112a3 gaz 7a3 8+7a2 6a2,7a3 803 9—42a1 602,602,704 9—21a2 642,702 8049
— 112ta§76a277a378 — 7ta276a277a378a3,9 —|—42ta1,6a2,6a277a4,9 + 21ta2,6a277a278a479 — 27ta%,5
2 2
azg — 27Ttaysaz 7az g — 18tay ga15a3 8a39 + 18tay sa1 6a3,8a4,9 + 9tay saz gassas g =

" 5
S(g3.99) =0

2
S(g3, 910) = 21ay 402 6a2,7 — Tazeaz7a3 s + Ttaz gaz 7azg — Iay sa1 5a38 — Mtay aaz ras s — 6tai a3

— B
+ 6tai 4a1,6a4,9 + 3tai sazgasg = S(g3,910) =0

2 2 2 2 2 2 2
S(g4,g5) = —2ta174a1,5a378a4,9—ta1,5a276a378a479+4ta276a277a378a4,9—3ta2’6a378a3,9a479+2ta176a2’6a479

——B
+ ta%,ﬁawaig = S(94,95) =0

2 2 2 2
5(94796) = —42ta174a175a378—27ta1,5a276a3,8+98ta1,4a276a277a378—6ta276a2,7a378—42ta174a276a379—18t

—— B
2
a1,4a2,6038039 — 9tas ¢a3 saz g +46tas a2 a3 sas,9 + 23taz 6a2 sa3 sas9 = S(g94,96) =0

S(g4, g7) = 196ta? 4a§ 7a3 g +98tai 4as 6a§ 7a3 s —81ta? 5a% 6a3 s—99%ay 503 602, 703 8= 18ta3 6a% a3 8
— 108ta1,4a1?5a%76a378a379 — 15Ota1’4a%76a277a378a3,9 + 9ta175a§76a§,8a379 — 9ta276a2,7a§78
a3 9— 36ta%74a%,6a§79 + 21075@1,6@%76@2,7@3,8@4,9 + 10575@%76@2,7@2,8@3,8@4,9 — 30ta1,6a%,6a378
a3,9a4,9 — 15ta§76a2’8a3’8a379a479 + 36ta%76a%76ai79 + 36ta1,6a%76a278a12179 + 9ta%,6a§78aig

B
= S(ga,97) = 0.
—F— B
S(ga, gs) = a3 — azeass — 2tay sass = S(ga, gs) = 3azs — 2014038 — a2,6038

Por lo tanto g15 = Sa%ﬁ — 2a14a38 — az6a38 esta en la base Groebner de (I1 N 12) N Is.
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2 3 2 2 2 2
S(94,99) = 9a1,505 gaz s + 16a;3 gaz g + a3 a3 gasg — 6a1,6a5 gas,9 — 303 ga2,8a4,9 — 6tar 4a1 503 5 — 3t

— B
2 3 2 2 2
1,502,603 8 — 16ta276a378 — ta2’6a3,8a3,9 + 6ta1,6a276a479 + 3ta276a278a479 = S(g4, gg) =0

2 2 2 2 <o B
S(94, 910) = 3a14a5 6 — a3 a3 s — 2taj 4azs — ta1aazeazs + taygazs = S(g4,g10) =0

2 2
S(gs,96) = —84ta276a2,7a378a479+54ta2,6a3,8a379a479—42ta1,6a2,6a4’9—21ta276a2,8a4,9+98ta174a277a378a4,9
2 2 2
— 6ta175a3’8a4,9 — 6ta277a378a4,9 —42tay ga2 6a3 9049 —18tay 4a38a3 9049 — 46ta176a378a4’9

—— B
+ 23ta2,8a3,8a2,9 = 5(95796) =0

S(gg,, g7) = 392750/1,4@%77@3,8@4,9 — 294ta1,4a§77a378a379a4,9 + 196?50,174&176(1%77(1421’9 + 98ta1,4a§77a2,8a42179
- 81ta?’5a§78a4,9 - 99tai5a277a§,8a4,9 - 18ta175a§,7a§78a479 - 1O8ta1,4ai5a3,8a379a479
—150tay 4a1 502,703 803 9049 — 9tai5a§’8a3,ga4,9 — 9ta1,5a2,7a§78a379a479 — 36tai4a175a§’9
a4,9+210ta175a176a277a378ai9 + 10575@175@2,7@2,8 _3, 8(1421,9 —30ta1,5a176a37ga379ai9 - 1575(11,5

— B
2 2 3 3 2 3
a2,803803904 o + 36tay 501 gay g + 36ta1 a1 6a2,8ay g + 9tai 5a3gay 9 = S(gs,97) =0

2 2
S(g5,9s) = 3a1,5a2,603 8049 — Q1503 8049 — dtaz 6a27a3 8049 + 3taz a3 8a39a49 — 2tay 6a2,6a4 g

— B
2 2
— tazgazsayy + tarsa5gasg = S(gs,9s) =0

2 2
S(95,99) = 9a1 5a3 8a49 + 16a2 6a38a49 + azgas gasg — 6a1 gay g — 3azsayg — 12tas a3 gas g + 8

— " "p
azgasgasg — 16tasgasgasg = S(gs,99) =0

2 2
S(95,910) = 3a1,4a1 5a3 8049 — a1,503 gas,9 — 4tay 4az 7a38a49 + 3tay 4a3 gazgas g — 2tay 4a1 6aj g

- B
2 2
— tayaa28a5 g + tay5a3 8049 = S(gs5, 910) =0

S(g6,97) = 1372ta%,4a3,7a378 — 84ta174a1,5a§’7a§78 — 84ta174a%77a§78 — 588ta%74a276a§77a379 — 252tai4a§’7
a3.8a39 — 126ta174a2,6a%’7a378a379 + 644ta174a176a§77a378a4,9 + 322ta174a%77a278a379a4,9 —
297ta%75a276a277a§78—198ta1,5a2,6a%77a§78—324ta174@%75@76@378(1379—450ta174a175a2,6a277a3,8
a379—27tai5a276a§,8a379—27ta175a276a277a§78a379—108tai4a175a2,6a§79+630ta175a1,6a276a277
a3,.8a4,9+315ta1 5a2 6a2 702,803 8a49—90ta1 501 6a2,6a3,803,904,9—45ta1 502 6028038039049
+ 1081&@1,5@%6&2,6@42179 + 10825&175&176&2’6&278(112179 + 27ta1,5a2,6a%78a279 = S(gﬁ, g7)B =0

S(gﬁ, gg) = 630,17561,276@378 — 21@175a§78 — 98ta174a277a378 + 27ta1,5a§78 -+ 6ta277a§78 + 42ta174a276a379 + 18t
— B
a14a38a39+9tas gasgas g—46tas gaz gas9—23tazgazgasy = S(gs,gs) = 63a15a2,6a38
—98ay 4a2 7a3 8+ 6a1,5a§78 + 6a2,7a§,8 +42a1 402 6039+ 18a1 4a3,803,9+9a2 6038039 —42
a1,602,604,9 — 21as ga28a4,9 — 401,603 8049 — 202 803 84,9

Por lo tanto ¢g156 = 63a1’5a2,6a378—98a1,4a277a378+6a1,5a§,8+6a2’7a§,8+42a1,4a2,6a379+18a1,4a378a379+
9a276a3,8a379 - 42(11,6@2,6@4,9 - 21@27602,8(14,9 - 4(1176(1378(14,9 - 2a278a378a479 esté en la base de Groebner

de (Il N Ig) N I3.

2
S(g6,99) = 63a15a2,6a38+112a5 gas s+ Taz 6azgas g —42ay az 6a4,9 —21as gaz sasg —98tay gaz 7as g
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+ 6ta175a§,8 + 6ta2,7a§’8 + 42ta174a2,6a3’8 -+ 18ta1,4a378a379 + 2ta276a378a379 — 46ta1?6a3,8

——B
ag,9 — 23ta,ga3 8a4,9 — 11275@%,6@3,8 +42ta; gageasg + 21tagsaz sasg = S(gs,99) =0

S(g(j, glo) = 63a1 401,502 63,8 — 21a1 ,402 6@3 8 — 98ta1 4@2 7438 + 6ta1 4041 5&3 8 + 6ta1 442 70,3 8 + 42t
2
a3 4az,6a3,9+18ta] 4a3 sas9+9tar 4az 6assase—A46tar a1 6a3,8a4,9—23ta1 4a2 8038049+

—— B
2175&175&276(1%’8 = 5(96,910) =0

S(g7, gg) = 294a1 ,402 6&% 7438 — 98&1 4&% 7a3 8 81ta1 5a2 6a3 8 99ta1 52,602 7a3 8 18ta2 Ga% 7a§ 8
108tay 4a1 5a2 6038039 — 150tay 4a2 6az2,7a38a3,9 — 975&1,5@2,6@%,8&3,9 - 9ta2,6a2,7a§,8a3,9
— 36tai4a2,6a§79 + 210ta176a276a2,7a3,8a4,9 + 10575&276&277&2’8&3,80,4,9 - 3075&176&2’6&3,80,3,9
a4.9— 15ta276a278a3’8a3,9 Q4.9 +36ta%76a2,6 aig +36ta1’6a2,6 a2 8 aig +9ta2,6a%78aig +98ta1,4

— B
2 2
a3 zazs = S(g7,98) =0
S( =144 2 9ay 403 —54 2 ay9—27ay 403 —243ta? 2
97,99) = 1,402,605 703,8+901,405 703803,9 a1,401,602 704,9 1,402 702,804,9 a1 502,703 8
— 54ta1’5a%77a§78 — 32475@1,4@%75@3,8@3,9 — 450150,1,4@175@277(13’8@3,9 — 2775&%75@;2;,78@3’9 — 27t

2 2 2
ai 5a2 7a3 {39 — 108ta1 4(11 5a3 9+630ta1 501, 6(13 83 904, 9—45ta1 502,803,803 904 9 — 108t
2 2 2
ay,5a7 6a4 g+ 108tay 501,602 8a4 9+ 2Ttay 505 8(14 9— 144ta1 402 602 7038 — 9tay 405 7038

azo + 54ta1,4a1,602,7a4,9 + 2775(11,4@277612,8@4,9 = S(gr, 99) =0

2 2 2
S(gg, gg) = —3a1,5a378 — 16@2,(5@3,8 — a2,60a3,843,9 + 6a1,6a276a479 + 3a2,6a2,8a479 + 3ta1,5a378 + 16¢

— B

2

a3 6038 +tazeazgasg — 6tay gazeasg — 3tageazgasy = S(gs,99) =0
— B

5(987 910) = a26a38 — 01,4038 + tay 4038 — tascass = S(g& 910) =0

2
S(99, g10) = 16a1 sa26a3s + a1,4a38a39 — 6a1 4016049 — 3a1 402 8a4,9 + 3a1 503 g — 16tay 4as 6azs —

" p
tay a3 gas g + 6taj 4a1 6a4,9 + 3tay a2 8a49 = S(g9,g10) =0

B

2 T
S(g11,91) = —3a3 gas9 + az6a3sas,9 — 4tageazgasg = S(g11,91) =0
) — B
S(g11,92) = —3a14a26a4,9 + a1,4a3 8049 + 4ta3 gas g = S(g11,92) =0
P 2 2
S(g11,93) = —21a3 gaz 7a4,9+7a2 6a2,7a3 8049 +12tay 5a3 gaq 9+ 12tag 7a3 a4, 9 +8ta1 4a3 saz 9as g+

— B
2 2
dtagsas gazoasg — Stay gasgay g + tazsazgage = S(g11,93) =0

——F B
S(g11.94) = —9a3 gaun + 3a3 gassasg + 8tar 4a3 gasg + dtaz 6a3 gasy = S(g11,91) =0
S(g11,95) = —9a1 5a2,6a4,9+3a1 503 8049+ 16tas a3 gasg—12taz gaz gas g +8ta1,6a421,9 —|—4ta2,8a42179 =
— B
S(g11,95) =0
S(gn,gﬁ) = —189a175a%76a4vg+63a175a2,6a378a47g—392ta174a277a3,ga4,9+24ta175a§78a479+24ta277a§,8a479

+ 168ta174a2’6a379a479 — 72ta174a378a3’9a479 +36ta276a378a379a479 — 18415@1,6@3,8@421,9 —92ta278
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—F— B
asgajg = S(gi1,96) =0

S(g11,97) = — 147alv4a2,6a§,7a479 —|—49a174a§77a378a4,9 - 54ta%75a§78 —33ta175a277a§,8a4,9 - 12ta§77a§’8a4,9
—T2tay 401 5a3,8a39a4,9—100tay 4a2 7a3 803 9049 — 6ta1,5a§,8a3,9a4,9 - 6ta1,5a§,8613,9a4,9
- 675&2770,%,80,379&479 - 2475&%4&%90/4,9 + 14Ota1,6a277a378ai9 + 7Ota2,7a2,8a378a42179 - 2075&1’6
a378a379ai9 - 1075@2,8@3,8@3,9@2,9 — 10ta278a378a3,9ai9 + 2475&%,6@2,9 + 2475@1,6@2,8@2’9 +
12ta%,8a279 = S(gn,g7)B

39@276a3,8a4,9 - 9a3’8a3,9a479 - 24@1,60/12;79 - 12@2,8%21,9

= 56ta1,6a42179 + 28ta278ai79 — 63@1’561276@479 + 64a277a378a479 —

— B
2 2 2
S(g11,98) = 9a3 gas,9 — 3a2,6a3 8049 + 1202 6a3gas9 — 4azgas g + taz gaso = S(g11,98) =0
2 2
S(g11,99) = —27a1 sa2 6a4,9+45a1 503 8a4,9+64a2 6a3 sas 9+4a3 8az 9as,9—24a; gag g—18az say g—64
— B
2 2
ta276a378a4,9 — 4ta3,8a3,9a479 + 24ta1,6a4’9 + 12ta2,8a4,9 = S(gll, gg) =0
s —9 " ta2 5 B0
(911, 910) = 9a1 4026049 — a3 gas9 + tazgasg = S(g11,910) =
2 B
S(g12,91) = 2tay gazgasg — tas gas9 — tazeassasy = S(g12,91) =0
— B
S(g12,92) = —t_a2,6a49 + tazgasg = S(gi2,92) =0
2 2
S(g12,93) = —Ttas gaz 7a4,9 — Ttaz 6a2 7a3 8a4,9 + 6ta1 4a1 503 84,9 + 6tar 4az 7a3 8049 + 2tay 4a3 9049
— B
2 2
+ 2tay 4az 6a39a49 — dtay 4a1 6a5 9 — 2tay gaz gayg = S(g12,93) =0
S = —3ta3 — 3ta? 4ta? 2t S P_o
(912,94) = a3 604,9 a5 6038049 + 4taj 4a3gas g + 2tar a2 6azgasg = S(g12,94) =
2 2
S(g12, 95) = —3ta1 5a2,6a3 8049 —3tar 503 ga4,9+8tar gaz 7a3 gas 9 —12tas ya3 gas 9as9+8tay aai gay g
— B
2
+ 2tay gazgaj g = S(g12,95) =0
2 2 2
S(g12,96) = —63tay 4a1 5a2 603 8a4,9 —63tar sa a3 gas g+ 196tay 4as 7azgas g — 24tay 4a1 503 gaa.9 —

2 2 2
24ta174a277a378a479 — 84ta174a2’6a379a479 — 36ta174a378a379a479 — 36ta174a276a378a379a479 +

9 —— B
92tay 401 6a3 803 g + 46tar gazgazgasg = S(g12,96) =0

2 2 2 2 2 2
S(glg, g7) = _4975@2,6@277@3,8@4,9 — 43ta277a3,8a479 + 27ta175a378a4,9 + 3375@1’5@2’7@3780,4,9 + 36ta1,4a175
2 2 2
a3,803,904,9 + 50tay 4a2 743 803,904,9 + 3lay 5a3 ga3,9a4,9 + 3lay 5a3 ga3,9a4,9 + lag 7az gas 9
a4,9 + 12tai4a§’9a4,9 — 70ta1’6a277a378a12179 — 35ta2,7a278a378a42179 + 10ta176a378a3,9a?1,9 + 5ta2,8

—— B
2 2 2 3 3 2 3
a3,8a379a479+5ta2,8a3,8a3,ga479—12ta1’6a4’9+12ta1,6a2,8a479+3ta278a479 = S(glg, g7) =0

) —— B
S(912, gs) = 6a1,4a2,6a49 — 201,403 94,9 + 3ta3 g9 — taz 6a3 a9 + 2014038049 = S(g12,98) =0

2 2

S(g12, 99) = 18a1,401 503 804943201 402 603 804,9+201 403 803 94,9 — 1201 401 a7 g—6a1 4a2,8a] g—32
2 2

ta14a2,6a38a4,9 — 2tay gas3gaz 9aq 9 + 12tay a1 6ay g + 6tas ga28ay g — tay 562,603 8a4,9
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—F— B
- 9“1175“%,8@4,9 = S(g12,99) =0

S
S(g12, g10) = 6014049 — 2a38a4,9 — taggasg — 3t_a2,6as9 = S(g12,910) =0

-~ B
S(g12, g11) = —3a1,4a2,6a4,9 + a14a3 8049 — 2t_a2,6a35a49 — 2ta3 gase = S(g12,911) =0

2 2 2
S(g13,91) = —63a1 505 gaa 9 + 64az gag 7a3 gasg — 39a; gaz sas9 — 9a2,6a38a39a4,9 — 24a1,6a2,607 9
2 2 2 2
24‘11,6‘12,6@2,8@4,9 — 12ag76a2,8a4,9 + 56ta176a2,6a278a4’9 + 28ta276a278a4’9 + 56ta176a378a4,9

S
= S(g12,91) =0

2
S(913,92) = —63a1 401 502 6a4,9+64a1 4a2 703 804, 9—39a1 402 603 804,9—9a1 403 83 904 9—24a1 401,607 o
2 2 2
— 24a1’4a176a2,8a4,9 — 120,174@1’4&278&4’9 +56ta174a1,6a2,8a479 +28ta174a278a479 +56ta176a378

' B
aig = S(g13,92) =0

2 2 2
S(913,93) = —63a1,503 ga2,7a4,9 +64a2 603 7a3,8a4,0 — 3905 02,703 804,90 — V02,602,703 803 904,9 — 2401 6
a2,6a277aig_24a1,6a2,6a2,7a2,8a4,9_12@2,6a2,7a2,8az21,9+56ta1,6CL2,6a2,7a2,8az2179+28ta2,6a2,7
2 2 2 2
az8ay g + 24tay sa1,6a3 803 g + 24tay saz 7azgay g + 12tas gar4as9a; g + 8tayeazeas.9

— "B
2 3 3
ayg — 16tar gaieay g — 8tai gazsayg = S(g13,93) =0

3 2 3 2 2 2
S(913, 94) = —189a1 5a5 ga4,9+576a3 ga2 7a3 8a4,9— 15605 gaz gas.9—27a3 a3 8039049 — 7201605 601 o
—72a176a§76a278a479—36a%76a278a12179+168ta176a§76a2,8ai79+84ta§76a2,8ai9+112ta174a176a378

——F B
a3 g+ 56tar gazgassai g = S(gis,94) =0

2 2 2 2 2
S(glg,g5) = —1890,1750,276&378@4’9 =+ 576@1,5@2,6602,7@3,8@4,9 — 156@1,5“2,661378@4,9 — 270'1,50’3,8@3,9@4,9
2 2
—T2a1,501,6a3,801 g — 1201501 ,602,602,803 804,9 — 3001 502,602,803 80% g+ 168la; 5a1,6a2,6
2 2 2 2
a218a378a479 + 8475@1’5@2’6@2780,3,80,479 + 224ta1,6a2,7a378a4,9 — 16875@1’6@3’8@379&479 + 112

— B
ta%’ﬁaig + 56ta1,6a2,8ai79 = 5(913, g5) =0

S(glg, g6) = _5670'%,5@%,6@3,8@4,9 =+ 567a1,5a276a277a§78a4,9 — 1566"1,5&%,6@%78@4,9 — 81a175a276a§78a3’9a4,9
—216a1 5A1, 6(12 6Aa3 8%21 9—216a1 5a1, 6a2 602,803,804, 9—1080,1 542, 6&2 843 8GZ 9+55O4ta1 5416
a 62803 8a4 9 +252ta1 502602803 8@4 9 +784ta1 ,401.60A2,703 8a4 9— 4875&1 541 6&% Sai 9—
48ta176a2’7a§78a4’9+42ta174a1,6a2’6a3,9a4,9—144ta174a176a3,8a3’9a479—72ta176a2,6a3,8a379ai9

————B
+ 276ta176a1’6a3,8a279 + 20775&1,6@,8&3,8&2,9 = S(g13,96) =0

S(glg, g7) = —63a174a175a2,6a%y7a3,8a479+64a174a%77a§78a4,9—39a1,4a2,6a%77a§78a4,9—9a1’4a%77a§78a379a4,9
—24@1 401 6@% 7043, 86@% 9—24a1 40a1 6@% 7&2 8a3,804, 9—12a1 4a1 6&% 72 843 86& 9+56ta1 4016
a% 7@2 sas 8a4 9 + 2875&1 4@% 742 843 8@4 9 27ta1 5a1 60,% 8a4 9 — 33ta1 ,5a1,602 7&% 8&?1 9 —
6ta2 7CL§ 8a4 9— 3675@1 401 501 643 843 9&4 9— 50tCL1 401,602,703 803 gaZ 9 3ta1 5a1 6CL§ 839
ai 9 — 3ta1 ,5a1 6&% {3, QCLZ 9 375&1 602 7@% 8a3 9@4 9 — 12ta1 4CL1 60% 9@4 9 + 70ta1 6@2 7438
a4 9 + 35ta1 602702803 8@4 9 — 10ta1 6a3 843 9@4 9 — 5ta1 ,602.803 803 gai 9 — 5ta1,6a278a3,8

01379014’9 “I— 127‘:@176@4’9 + ].2ta,176a2780/479 + 375&176(12’8&4’9 = 5(9137 g?) - 0
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2 2

S(913,9s) = —189a1 5a2,604,9+576a2 6a2,7a3 804,90 — 15605 ga3 8049 —2Taz 603803 904,9— 7201602601 9
2 2 2

— 72&15@276(12’8@4,9 — 360,2,6&278&479 - 56150,1,6&276@479 + 56@1’6613,8@4,9 + 168ta a2 6a2.8

—B
aig + 84ta2,6a2,8a29 — 56ta1y6a3,8aig = S(glg, gg) =0

S(glg,gg) = —567&%5612,6&3,8&479 + 567@17561277@%78&4,9 — 156@1,5612,6@%,8@4,9 — 81@175(1%,8@3,9@4,9 —
216&175611’6&3,80,279 — 216@1,5@1,6612,8@3,8@4,9 - 108a1,5a2,8a378aig + 550475&175&176@2’8&3,8
aj o + 252ta1 502,803,803 g + 504a1 501,603 804,90 + 144a1 gas,eas sasy + 56a1,603,8a3,904,9
— 54@%,6@2179 — 27@1,6612,80/42179 — 16ta1 6a2,6a3 8049 — 56ta1 6a3 8039049 + 54ta%’6aig

—— B
—+ 2775(11760,2,8042179 = 5(913, 99) =0

S(913,910) = —189a1 4a1 502 6049 + 192a1 402 7a3 8049 — 117a1 402 603 8a4,9 — 2701 403803 9049 — T2
2 b 2
a174a176a4’9 — 72(1174@1760,278&479 - 132&17461176&278@479 - 56a1,6a3,8a479 + 16875(1174@1760,278

— '
aig + 84ta1,4a2,8a?;,9 + 56ta1,6a3,8az21,9 = S(g13,910) =0

2 2 2 2
S(g913, 911) = —63a1 502 6a38a4,9 + 64az 7a3 ga4,9 — 39az,6a3 54,9 — 9a3 5039049 — 24a; 603 8aj g
2 2 2
— 24a1,6a27ga378a479 — 12@2,80/3,865479 — 301,6(12,6@479 + a176a3,8a479 + 56ta176a2,8a37g

— B
ai9 + 28ta2,8a3,8a?1,9 = S(g13,911) =0

S(913, 912) = —63a1,401 502 604946401 402 703 804,9—39a1 402 603 04,9 — 901 403 803 904,9 —24a1 401 6
2 2 2 2
ajg —24a1 401,602,804.9— 12a174a1,4a2,8a479+56ta174a1,6a27ga4’9+28ta174a278a479 +a16a26

' B
2 2
ajg + a16a3say9 = S(g13,912) =0

S(g14,g1) = 2ta1 4038039049 + 3ta1 502,603 8049 — Tta3 a2 7049 + tas 4439049 + Stas a2 7038049
9 b

S
2 2
—taggazgay g — 2tayeazeayg = S(g14,91) =0

2
S(g14,92) = 3ta15a38a4,9 — Ttageaz 7a49 + tazeasgasg + 3taz 7azgas g + 2taggas gasg — tazgay g
—— B
2
—2taygagy = S(g1a,92) =0
2 2 2 2
S(g14,gg) = 21ta1,5a276a277a378 - 4975&276@277 + 7ta276a277a3,9 + 2175&276&2’7(13’8 - 775&278&4,9 — 14t
2 2 2
a1,602,602,7044,9 + 6tai 4a1 503 8a3 9 + 6tay saz 7az gas g + 4tay 4a3 g — 2tay gaz 6asz 9 — 4

——F B
ta,401,6a3,904,9 + 2tay ga2ga3 9049 = S(914,93) =0

2 2 3 3 2
S(g14, g4) = 475@174@3,8(13,9 — 275&174@2760,3,8&379 + 9ta1,5a276a378 — 21ta2’6a277 + 3ta276a379 + 9ta276a277

2 2 PR
azg — 3tas gaz gas9 — 6tai 6as gasg = S(g14,94) =0

2 2 9 2
S(914,95) = 9a 5a3 803 9 — 21a1 502,602,703 8049 + 301,502,603 803904,9 + 91 502,703 549 — 3
2 2 2
a1,502,8a3801 g — 6a1 501 603807 g — 8tay 402,703 8a43,904,9 — 2tay 443803 ga4,9 + 4tas 4

2 2 < B
1,603,903 g + 2ta1 4azgaz9ay g = S(g14,95) =0
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2 2 2
5(914, gﬁ) = 189ta1 502, 6@3 ] — 441taq 502 602,703 8 + 63tay 503 603,803,9 + 189taq 502,602,703 g
— 63tay 5a2 6a2,8a38a4,9 — 126tay 5a1,6a2,603804,9 + 196ta1,4a2,7a3,8a3,9 — 12tay ya1 5
2 2 2 2 2 2 2
a378a379 — 12ta174a2’7a378a379 — 8415@174@2’6@379 — 36ta174a3,8a379 — 18ta174a2,6a3,8a379 +

- B
92ta; 4a1 603,803 9049 + 46ta; 4a2 gaz gaz9asg = S(g14,96) =0

S(g14, 97) = 294ta; 5@% 7a3 s — 686tag gas 7038 + 98tag 603 7038039 + 294ta2 7a3 ¢ — 9843 7028038
(4,9 — 196a1,6a%77a378a4,9 + 54ta175a§78a3,9 - 66ta1,5a277a§78a3,9 + 12ta277a§,8a3,9 +72tai 4
a1,5a3,8a§79 — 100ta174a277a318a§,9 + 6ta1,5a§78a§79 + 6ta1,5a§,8a§79 + 6ta277a§78a§79 + 24t
a%Aagg—14Ota176a2,7a378a379a4 9—70ta2 742, 8a3 83 9a4, 9+20ta1 6a3 8@3 9&4 9+10ta2 80438
a§79a4,9 + 10ta278a3,8a§79a479 24ta1 6@3 9a4 9 2475@1 602803 9a4 9 — 6ta2 8a3 9a421 9

3
= S(g14,97) =0

S(g14, g8) = 6a14a2,6a3,9 + 201 4038039 — 2ta1 4a35a3,9 + 9tay sazeass — 21ta3 gaz7 + 3tas g

— B
as g + 9Ytas gaz 7as g — 3tag eaz8a49 — 6tay gazeas9 = S(gia,98) =0

2

S(914, go) = 18a1 401 5a3 8a3,9 + 32a1 402 6038439 + 201,403 803 9 — 1201401 603 9049 — 6a1 4028039
Q4.9 + 27150,%75@%78@379 63ta1 52,602 703 8 + 975&1 ,502,603,803.9 + 27ta1 ,5a2 7a3 8 7ta1 5

aggassasy — 14tar 5a1,6a38a19 — 32ta1 4a2,6a3,8a39 — 2ta1 4a38a3 g + 12tay 41 6as

B
a9 + 6tay gaz a3 9as9 = S(g14,99) =0

2
S(914, g10) = 6a7 4a39 — 2a1,4a3 8039 + 2tay 4a38a3 9 + tay 4a1 5a38 — 21ta1 4az 6027 + 3a1,4a2,6039

— B
+ 9tay gaz 7a3 8 — 3tar aaz gas g — 6tay 4a1 6a49 = S(g14,910) =0

2
S(g14, g11) = —6a1,4a2,6a3 9049 + 201,403 8039049 + 6tar 5a3 gas 9 — 14tag gaz 7a3 sas9 + 2tageass

— B
2 2 2
azoaq9 + 6taz 7a3 gasg — 2taggas gay g — 4tay gasgay g = S(g14,910) =0

2
S(914, g12) = 3a1,503,8a4,9 — Ta2,602704,9 + 2026039049 + 302,703 8049 + 038039049 — Q2,807 g — 2016

— B
aig = S(g14,912) =0

2 2 2 2
5(914, 913) = 56ta1,4a1,6a278a379a479 + 2825&174&278&3’9&479 — 84ta175a1,6a3,ga479 + 19625&176&276&2’7(1479
2 2 2
— 28ta1,6a2,6a379a4’9 — 84ta1,6a277a378a479 + 28&2,8(119 + 5675&176&279 — 63(11,4&1,5@276
2
az9aq,9 + 64ay 402 7a3 803 904,9 — 39a1,402,603,803,904,9 — a1 403,805 94,9 — 24ay 4a1 6

B
2 2
azoay g — 24a1 401,602,803 9049 — 12a1 4a28a3 9a3 g = S(g14,913) =0

2 2 S B
S(g15, g1) = 3tas gtas sasg — 2tay 4a26a3 8049 — tas gasgasy = S(g15,91) =0

2 2 S P
S(g15, g2) = 3tas gasgasg — 2tay 4a3g8as 9 — tay aaz6azgasg = S(g1s,92) =0

S(g15, 93) = Ytas sa2 6a3,8 + 2tas gas 7az g + 6tar saz gaz9 — 6tar gaz eas,9 — 3tas gaz gasg — 14t
"B
aj gaz7a38 = S(g15,93) =0
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——FF B
S(g15,94) =0 = S(g15,94) =0

2 9 2 2 2 2 9
S(915,95) = —2tay4a1 503 gay g—ta1 502,603 gas 9+4tas as 7a3 sas,9—3tas 603 8a3,9a4,9+2ta1,6a3 601 9

—F— B
+ taj gazsai g = S(g15,95) =0

2 2 2 2
S(g15,96) = —42tay ga1 5a3 g—2Ttay saz 6a3 g +98tay 4a2 ¢az a3 s —6tag gas ra3 g —42tay 4a3 gaz 9—181

9 - B
14026038039 —9ta3 a3 8az 9 +46tay gaz 6a3 sas,9+23taseazgas sasy = S(g15,96) =0

S(g15, 97) = 196ta? 4a5 703 s +98tay yaz 6aj 7a3 s —81taf sa3 ga3 s —99tay 5a3 gas 703 s — 18tas sa3 ;a3 g
— 108ta174a175a%’6a3,8a379 — 150ta174a§’6a2y7a378a379 + 9ta1,5a§76a§78a379 — 9ta§’6a2,7a§,8
asg— 3675&%,4@%,60’%,9 + 2107&@1,6@%76@2,7@3,8@4,9 + 105ta§’6a277a278a3,8a4,9 - 30ta176a§’6a3,8
a3 9a49 — 15ta§,6a278a378a379a479 + 3615(1%6(1%’6(1421,9 + 3615(1176&%’6(1278@421’9 + 9ta%,6a§’8aig

——F B
= S(g15.97) =0.

— B
S(g15,98) = 3a3 ¢ — azgass — 2tarsass = S(g15,9s) =0

2 3 2 2 2 2
S(915, 99) = 9a1,5a3 gas s + 16a; gas g + a3 6038039 — 641,603 6a4,9 — 303 gaz,8as9 — 6tay 4a1 5a3 g — 3t

—B
2 3 2 2 2
a175a276a3’8—16ta276a3,8—ta2’6a378a3,g+6ta176a276a4,9+3ta276a278a4,9 = S(g15,99) =0

B

2 2 2 2 TP

S(915, 910) = 3a1,4a3 6 — a5 gass — 2tay 4a3 s — taysaz6a3s + taz gazs = S(g15,910) =0

S = 9a3 gase — 302 — 8tay 402 gasg — Atas ga2 S P—o
(915, 911) = a2 604,9 a3603,804,9 a1,4a3 804,9 2,603 804,9 = (915, 911) =

S — 34} 2 4a? 2 S =
(915, 912) = 3a3 gas 9 + 3a3 gazgas g — 4aj 4a3 8049 — 2a1 4026438049 = S(g15,912) =0

2 2 3 2 3

S(915, 913) = 112a1 401 a3 gaj g + 56a1 6a2,6a38a5 9 — 189a1 505 gas,9 + 576035 gas 7azgase — 156a3 ¢
2 2 9 2 2 2

as.8a4,9+ 27&27661378(13,9&479 — 72a176a276a479 + 72@1,6(1276@2,8614,9 —1—36(1276(12,8@479 —168ta1 6

— " 'p
2 2 2 2
a3 602,807 g — 84taj gasgay o = S(g15,913) =0

2 2 3 3 2
S(g15, 914) = 4a7 4a38a39 — 2a1 402,603 8039 — 91,505 6az s + 21as gaz 7 — 3a; gazg — 9a; gaz 7az s +

——B
2 2
3a3 gazgasg + 6aas gaso = S(g15,914) =0

2 2
S(g16,91) = —69tay 503 gas,0+98tay 4az 703 8as,9—6taz 7a3 gas g —42tar 4az,6a3,9a4,9—18tay 4azgas g
2 2 2 2
as9 —9tas gas gas oas 9+ 42ta176a2’6a3,8a479 + 21ta276a2,8a378a479 + 475@176@3,8&4,9 +2tag g

——B
a%,gaig = S(g16,91) =0

2 2 2 2
3(9167 92) = 76375@175(12’6@3’8@4,9 + 9875&1’4@2,70,378&479 — 6ta174a175a378a479 - 675&174&2’70,3’8&4’9 — 42t
2 2 2
aj 4026039049 — 18tay 4a3gasz 9as 9 — 9tay saz6a38a39a4,9 + 42tay saz eassay g + 23t
— B
2 2 2 2 2
2,602,803 807 g + 4a1 603 3a3 g — 2a28a3 gay g = S(g2,96) =0

2 2 2
3(916,93) = 72775@175&3’8 — 3375&175@277&3’8 — 1875&174@175&378@3,9 + 18ta175a176a3,8a4,9 + 9ta1,5a2,8
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a3,9a379 + 98ta174a§77a3,8 — 6ta§77a§,8 — 4275&174@2’6&2, 7a379 — 18ta1,4a277a378a3,9 — 9t
a2,602,703.8039 + 42tay gaz ras3gasy + 21tas ras gas gas 9 — 4ai gas 7a38a49 — 2a2 7

B
azgazgasy = S(g16,93) =0

2 2 2 2
S(glﬁ, g4) = —42ta1,4a1,5a378 — 27ta1,5a2’6a378 + 98ta1,4a2’6a2,7a378 — 6ta276a277a378 — 42ta174a276
2
azg — 18tay gaz 6a38a39 — 9la; gaz gas g + 42tay saz 6a3 8a4,9 + 21tag gaz gazgas g + 4

— B
a1,602,603804,9 + 202 602 8038449 = S(g16,94) =0

2 2
S(glﬁ, g5) = —84ta2,6a2,7a3,8a479 + 54ta2’6a3,8a379a479 — 42ta1,6a276a479 — 21150,2,6&278&479 + 98150,1,4
2 2
az7a38a4,9 — 6tal sa3 gas 9 — 6tag 7as gas 9 — 42tas gaz6a39a49 — 18tas 4a3 8a3 9a4.9

— B
2 2 2 4
— 42ta1,6a378a479 + 21ta2,8a378a479 + 4a1,6a3,8a479 + 2a278a3,8a4,9 = S(gg,, gﬁ) =0

S
S(g16, 96) = 4a1,6a3.8a4,9 + 2a28a38a49 = S(g16,96) =0

2 3 2 2 3 2 2 2 2 2
5(916,97) = 1372ta1’4a2,7a3,8—84ta174a175a277a378—84ta1,4a277a378—588ta1,4a276a277a379—25275(11’4@2,7
2 2 2
a3z gaz g — 12675@1,4@2,6@2,7@3,8@379 + 644150,174(1176(12’7(1378@4,9 + 322ta1,4a277a27ga379a479 —
2 2 2 2 2
297ta1,5a2,6a277a3’8 — 198ta175a276a277a378 — 324ta174a1’5a276a3,8a3,9 —450tay 4a1 5a2 6027
2 2 2 2 2
a38a3.9— 27ta175a276a378a379 - 27ta1,5a276a277a3’8a379 — 108ta1’4a1,5a276a3’9 + 630ta1,5a1,6
a2,642,743,844,9+315ta1 502,602,702,803 804,9 —I0ta 5a1,6a2,6a3,803,904,9 —45tay 5a2,6a2,8
2 2 2 2 2
a3,843,904,9 + 108ta1,5a176a276a4’9 + 108ta1,5a176a276a278a479 + 27ta175a276a278a4,9 =
——B
S(g16,97) =0
S(glﬁ, gg) = 63a1,5a2,6a378 —21(1175@%78 — 98ta174a2,7a378+27ta175a§78+6ta277a§78 +42ta174a276a379 + 18t

_____ ' p
a1.4a38a3,9 + Ytas gasgaz g — 42tas gas gasg — 21tas gaszgasg = S(gis, g8) =0

2
S(g16, 99) = 63a1502 6a38+112a;3 gaz g+ Tazeazsas 9 —42a1 6026049 —21az 6azgasg—98tay saz 7a3s
+ 6ta1,5a§78 + 6ta2,7a§’8 + 42ta174a2’6a378 + 18ta174a378a379 + 2ta276a378a3’9 — 46ta176a378

- B
asy — 23tassas sase — 112ta3 gas s +42tay gaz gasy +21tas gas sasy = S(gi6, g9) =0

2 2 4 2
S(glﬁ, glo) = 63alj4a175a2,6a378 — 210,174&276@378 — 98ta174a277a378 + 6ta174a175a378 -+ 6ta174a2,7a378 + 42t
2 2
aj 4a2,6a39+18tay yas gas 9+9tay a2 6a3 8a3,9—42ta1 401 6a3,804,9—22ta1,402 803 804,9+

T " 3
2175(1175(1276&%78 = 5(9167910) =0

2 2 2
S(g16, 911) = —189a1 503 5a4,9+63a1 502 603 8a4,9—392ta1 402 703 sa4,9+24ta1 a3 gas 9+24tas 7a3 gas 9
+ 168ta1,4a2?6a3,9a479 — 72ta174a3,8a379a479 + 36150,2,60,378&379@4’9 — 184ta1,6a378ai79 — 92

— B
ta2,8a3,8az21,9 = S(g916,911) =0

2 2 2
S(g16, g12) = 63tay 4a1502 6038049 — 63tar 5a2,6a3 8049 + 196tay 4a2 7038049 — 24ta1 401,503 5049
2 2 2
— 24ta1,4a2,7a378a479 — 84150,1,4@276&379@4’9 — 36ta174a378a3,9a4’9 - 3675@174@2’6&3,80,3,90,479

" "B
+ 92tay 4a1 6assal g + 46tar sazsazsasy = S(gie, g12) =0
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S(glﬁ, 913) = 567@%,50%76@3,8@4,9 — 567a1,5a276a277a§78a4,9 + 156a1,5a%,6a§78a4,9 + 81a1,5a276a§78a3,9a479
+216a1 501,602,603 861421 9+216a1 5a1, 6a2 602,803,804,9+108a1 502, 6a2 8a3 8%21 9—5504m1 501,6
a276a2,8a378a379 252&11 502,602,803 8a4 9 784ta1 401,602,743 8a4 9 +48ta1 501 6@3 8&4 9 +
48ta176a277a§78a479 — 42ta174a176a2,6a379a479 + 144250,1740,176@378@3’9&4,9 + 72ta176a276a3,8a3,9

2 3 3 —— B
ayg — 276tay ga1 6azgay g — 207tas gazgassay g = S(g16,913) =0

2 2
S(glﬁ 914) = 1890,1 5a2 6@3 8 — 441&1 5@2 6&2 7a3 8 + 63a1 5@2 6&3 8@3 9 + 189@1 5CL2 6042 7a3 8 63&1 5
2
az,6a2,8038a49 — 126a1 501, 6a2 6a3,804,9 + 19607 4027038039 — 12@1 401,503 8039 — 12
2 2
1,402 7@3 8a3,9 — 84@1 40,2 6a3 9~ 360,1 4@3 8@3 9 — 18@1 402603 8a3 .9 + 92a1 ,401,603,803 9

S
a4y + 46a; 4a2 8a3gaz 9as9 = S(g16,914) =0

2
S(g16, 915) = —42a140a1503 5 — 27a1,502,603 g + 98a1,4a2,6a2,7a3,8 — 62,602,703 g — 42a1,405 63,9 —
18tay 402,603,803, — 905 603,8a3,9 + 46a1,602,603 84,9 + 23a2,602,803 84,9 =

— B
S(g16,915) =0

Luego, {91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 910> 911, 912, 913, 914, 915, 916 } €s base de Groebner de t(I1 N
I>)NIs, utilizando el lema 4.46 haciendo la interseccion con el anillo Cla; 4,015, ..., a26, . .., 03,8, 43,9, G4,9)

obtenemos la base de Groebner deseada para 11 N Iy N Is.
O

Observacion 8.3. los elementos g12, 91,4, 915 de la base de I1 N Ia N I3 son los que general el ideal I
del capitulo 6.
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