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Abstract: Modeling of few-body quantum systems

This thesis presents a study on systems that can be modeled as few-body
quantum systems, which was motivated by the progress in nanotechnology
and quantum information over the last decades. It consists of three main
parts, each one focusing on systems with different properties. All of the-
se systems accept similar analytical and computational approaches. In the
first one, we study open quantum systems in which electrons are able to
escape (such as quantum dots). In the second part, we concentrate on endo-
hedral compounds constituted by atoms enclosed in fullerene molecules. We
study the valence electron localization of the enclosed atom and the possi-
ble presence of light induced conical intersections. Finally, we focus on three
experimentally observed confined particle systems which exhibit strong corre-
lations: Wigner molecules (the finite-size analogue of Wigner crystals), the
Calogero model (which allowed the explanation of the fractional quantum
hall effect), and systems of non-interacting hard-core particles (basis of the
Tonks-Girardeau gas). For these systems, we calculate the natural orbitals,

their ocuppancies and some entropic entanglement measures.
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Resumen

En este trabajo, motivados por el avance en nanotecnolgia e informacion
cuantica de las tltimas décadas, estudiamos sistemas que pueden ser mo-
delados como sistemas cuanticos de pocos cuerpos, aceptando un abordaje
comun en cuanto a métodos de resolucion y algoritmos computacionales. La
tesis consta de tres partes principales enfocadas a sistemas con distintas pro-
piedades. En la primera parte nos concentramos en sistemas abiertos, que
modelan por ejemplo electrones en puntos cuénticos; los electrones pueden
escapar y el sistema tiene por lo tanto un comportamiento critico en el um-
bral del continuo. En la segunda, estudiamos la localizaciéon electronica y la
posible existencia de intersecciones conicas, inducidas cuando el sistema es
sometido a un campo laser en sistemas compuestos por atomos dentro de
cavidades de fullerenos que presentan estados de disociacion particulares. Fi-
nalmente, la ultima parte estd dedicada a las ocupaciones, orbitales naturales
y entropias de sistemas de particulas confinadas que exhiben correlaciones
fuertes, y que han sido observados experimentalmente. Estudiamos las mo-
léculas de Wigner, analogo en tamano finito de los cristales de Wigner; el
modelo de Calogero, que ha permitido explicar el efecto hall cuantico frac-
cionario mediante cuasiparticulas llamadas anyones y el modelo de esferas

rigidas, base del gas de Tonks—Girardeau.
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CAPITULO 1

Introduccién

Nanotechnology is the idea that we can
create devices and machines all the way
down to the nanometer scale, which is a
billionth of a meter, about half the
width of a human DNA molecule.

Paul McEuen (1963 — presente)

A lo largo de la segunda mitad del siglo XX hemos presenciado el creciente
avance en la capacidad experimental de manipular la materia a escala nano-
métrica, tanto en el contexto de la biologia, como la quimica o la fisica. Este
avance y la inherente manipulaciéon directa de atomos, moléculas o electrones
alcanzada en las ultimas décadas, ha motivado la difusién de la nanociencia
y nanotecnologia cuya escala de trabajo caracteristica las liga indisoluble-
mente a la mecénica cuantica. Esta capacidad creciente de manipulacion de
la materia en la nanoescala, con la esperanza de aplicaciones a tecnologias
electronicas de lo mas diversas, materiales, farmacos, por mencionar solo al-
guna de las posibilidades; foment6 el estudio teérico y numérico de sistemas
tales como: puntos cudnticos (también llamados atomos artificiales), molécu-

las exoticas, particulas atrapadas en distintos tipos de trampas (por ejemplo



Capitulo 1. Introduccion

trampas Opticas de iones), entre otros. Al mismo tiempo, los avances en el
area de Informacion Cuéntica han desplazado el foco de estudio. Ya no solo
se estudia el espectro de energias y los observables de un sistema cuantico,
sino el contenido de informaciéon del estado, la posibilidad de manipularlo
coherentemente y como transmitir dicha informacion.

Todos los sistemas mencionados anteriormente pueden ser modelados en
gran medida como sistemas cuanticos de pocos cuerpos, aceptando un abor-
daje comin en lo que a métodos de resolucion y algoritmos computacionales
se refiere. Este trabajo esta dedicado al estudio de algunos de esos sistemas
cuanticos. Hemos considerado diferentes Hamiltonianos que modelan siste-
mas como atomos, moléculas, iones en trampas, electrones atrapados en pun-
tos cuanticos y particulas confinadas. Estudiamos la estabilidad, ionizacion
y/o disociacion, la localizacion electronica, la posible interaccion con luz, o
el contenido de informacién cuéntica de los estados mediante el calculo de
diferentes entropias.

El abordaje de esta variedad de sistemas cuanticos y sus propiedades,
se hizo siempre utilizando métodos variacionales o exactos, analizando prin-
cipalmente el comportamiento de los autovalores y autoestados del Hamil-
toniano o de las ocupaciones definidas como los autovalores de la matriz
densidad reducida obtenida a partir de la funciéon de onda y las entropias
que en base a estas ocupaciones pueden derivarse.

La tesis consta de tres partes enfocadas a sistemas con distintas propieda-
des. En la primera, apuntamos a sistemas abiertos que modelan, por ejemplo,
electrones en puntos cuénticos. Los electrones pueden escapar y el sistema
por lo tanto tienen un comportamiento critico en el umbral del continuo.
En la segunda parte, tratamos sistemas compuestos por dtomos dentro de
cavidades de fullerenos, estudiando la localizacion electrénica y la existencia
de estados de disociacion particulares, y analizando la posible presencia de
intersecciones conicas inducidas cuando el sistema es sometido a un campo
laser. Finalmente, la tercera parte la dedicamos a las ocupaciones, orbita-
les naturales y diversas entropias de sistemas de particulas confinadas que
exhiben correlaciones fuertes y que han sido observados experimentalmente.
Estudiamos las moléculas de Wigner (analogo en tamano finito de los cris-

tales de Wigner), el modelo de Calogero (que ha permitido explicar el efecto
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Hall cuéntico fraccionario mediante cuasiparticulas llamadas anyones) y el
modelo de esferas rigidas base del gas de Tonks-Girardeau.

Cada uno de los capitulos esté dedicado a uno de los sistemas mencionados
en el parrafo anterior, por lo tanto, se organizaron de forma tal que contienen
una introducciéon y conclusion propia. El capitulo 8 es un resumen de las
conclusiones por capitulo, las perspectivas de investigacion a futuro y las
conclusiones generales.

Presentamos a continuacion los contenidos de cada capitulo. Como men-
cionamos anteriormente, la primera parte esta dedicada a sistemas abiertos,
capitulo 2. En la segunda parte, capitulos 3 y 4, estudiamos &tomos encapsu-
lados en moléculas de fullerenos. Finalmente, en los capitulos 5, 6 y 7, tercera
parte, tratamos distintos sistemas de particulas confinadas.

El capitulo 2 esta centrado en el estudio de criticalidad' en el umbral del
continuo que refiere a lo ocurrido cuando un estado ligado es absorbido o
degenera con el fondo del continuo". En particular, estudiamos sistemas que
presentan estados con vida finita cerca del umbral del continuo que se de-
nominan resonancias o estados resonantes. Los estados resonantes describen
sistemas abiertos en los que una o mas particulas permanecen cuasi-ligadas
durante un intervalo finito de tiempo asociado al tiempo de vida del estado.
Siguiendo el formalismo de Hatano y coautores definimos a las resonancias
como autoestados del Hamiltoniano con condiciones de contorno de Siegert
(onda saliente). Estas condiciones de contorno hacen que el problema de au-
tovalores sea no Hermitiano y por lo tanto se pueden obtener autovalores
complejos, cuya parte imaginaria es la mitad de la inversa del tiempo de vida
del estado. Los estados obtenidos no son de cuadrado integrable. Los métodos
més extendidos para obtener los tiempos de vida de los estados resonantes
involucran calculos de escaleo complejo o métodos variacionales combinados
con una aproximacion de la densidad de estados mediante un ajuste de los
datos numeéricos con una funciéon Lorentziana. En este capitulo proponemos
un método para calcular el tiempo de vida de un estado resonante que in-

volucra tnicamente cantidades reales y una expansiéon variacional con una

'Con punto critico nos referimos a un punto en el espacio de parametros del Hamilto-
niano donde el estado del sistema cambia cualitativamente.
"Esto en la literatura también suele denominarse como near-threshold phenomena
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base finita de funciones reales que si son de cuadrado integrable. El método
propuesto hace uso solamente de algebra real y no compleja, presentando
en consecuencia una ventaja importante en tiempo computacional. Ademés
permite calcular el valor del tiempo de vida con el mismo grado de precision
que el de la energia del estado (por otros métodos en general no se logra una
precision tan alta).

En los capitulos 3 y 4 nos concentramos en un sistema que en los tltimos
anos ha sido muy estudiado junto con el grafeno y los nanotubos de carbono:
las moléculas de fullerenos. Gracias a sus propiedades electronicas y mecé-
nicas unicas, como son el bajo peso, la gran resistencia, la flexibilidad y la
estabilidad térmica, estas estructuras de carbono son especialmente adecua-
das para la creacion de nanodispositivos. Como las moléculas de fullerenos
tienen forma de cascarones esféricos o elipsoidales, pueden albergar dtomos
en su interior formando lo que se conoce como compuestos endohédricos que
son denotados como X@QC'y, donde X es el atomo huésped y C'y es una mo-
lécula de fullereno formado por N atomos de carbono. La principal ventaja
de estos compuestos es que aislan el &tomo huésped del ambiente. Los fullere-
nos endohédricos son producidos en laboratorios y hay un gran esfuerzo por
parte de la comunidad cientifica para incorporarlos a desarrollos tecnolégicos
como agentes transportadores de drogas y para almacenamiento de litio e
hidrégeno con aplicaciones a baterias.

En el capitulo 3, especificamente, estudiamos la localizacion del electréon
de valencia de atomos de hidrogeno, litio y sodio (H, Li y Na) encapsu-
lados en tres moléculas de fullereno distintas. Para obtener la posicién de
equilibrio del niicleo del endoatomo se calcularon los minimos de un poten-
cial de Lennard-Jones clasico de N + 1 cuerpos usando la estructura de tres
moléculas diferentes de fullereno. Una vez que se determiné la posicién del
atomo huésped, se modelo la cavidad del fullereno con un potencial de tipo
cascara atractiva de corto alcance respetando la simetria de la molécula, en
tanto que, el a&tomo alojado en el fullereno se model6 mediante un potencial
efectivo para un tnico electréon. Con el objetivo de estudiar si el compuesto
endohédrico esta formado por un 4tomo neutro dentro de un fullereno neutro
XQCy o si el electron de valencia pasa a localizarse en el fullereno dando

lugar a un estado con la forma X+@C';, analizamos la densidad electrénica,
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las proyecciones sobre los estados del atomo libre y los pesos de las ondas an-
gulares parciales en funciéon de la atraccion que la céscara del fullereno ejerce
sobre el electron de valencia. Encontramos que los electrones de valencia del
Li y Na se localizan en la céscara del fullereno atin cuando la atraccion que
el fullereno ejerce es débil. Por lo tanto, estos elementos forman compues-
tos endohédricos de la forma LitQCy y Nat@CYy. El hidrogeno presenta
un comportamiento diferente, su estado fundamental permanece inalterado
hasta que el fullereno se vuelve lo suficientemente atractivo. Obtuvimos el
valor critico a partir del cual el electron de valencia pasa a estar localizado
en el fullereno y lo comparamos con valores experimentales, concluyendo que
para el caso del hidrogeno, el compuesto endohédrico se presenta como atomo
neutro dentro del fullereno neutro HQCy;.

En el capitulo 4 iniciamos un estudio que tiene por objetivo conocer los
efectos de las intersecciones coénicas inducidas por luz sobre las probabilida-
des de transicion entre lo estados moleculares de LiQCy, teniendo en cuenta
posibles configuraciones de tipo LiT@Cy,. Las intersecciones conicas induci-
das por luz (LICI de sus siglas en inglés, Light induced conical intersection)
hacen referencia a un acople entre los modos nucleares y electronicos que fue
observado inicialmente en fotoquimica de moléculas orgénicas poliatémicas
y han sido recientemente estudiados para moléculas diatémicas homonuclea-
res de sodio por el grupo de Nimrod Moiseyev, Milan Sindelka y Lorenz S.
Cederbaum. En este capitulo desarrollamos las expresiones para el Hamil-
toniano molecular del compuesto endohédrico Li@QCy, sometido a un campo
laser de luz polarizada lineal y explicamos las dificultades encontradas para
el calculo de los espectros moleculares teniendo en cuenta las intersecciones
conicas. Esbozamos ademas, varias perspectivas a futuro ya que esta linea de
investigacion contintia abierta y seguimos trabajando en ella.

Como ya mencionamos anteriormente, en los capitulos 5, 6 y 7 de la
tercera parte, estudiamos las ocupaciones, orbitales naturales y entropias de
sistemas de particulas confinadas que exhiben correlaciones fuertes y que
han sido observados experimentalmente. Para ser méas exactos, en estos tres
capitulos consideramos dos particulas en trampas armonicas bidimensionales
con diversas interacciones.

En el capitulo 5 mostramos céomo las distintas entropias diferencian in-
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teracciones de largo y corto alcance entre las particulas de una molécula de
Wigner. Las moléculas de Wigner son el analogo finito a los cristales de Wig-
ner, es decir, cristales electronicos que se forman cuando la energia potencial
domina sobre la cinética en el régimen de densidades electrénicas bajas. En los
ultimos anos se ha logrado observar experimentalmente moléculas de Wigner
en puntos cuanticos bidimensionales y recientemente se observaron molécu-
las de Wigner de dos electrones en nanotubos de carbono. Esto motivo la
consideracion del problema de dos particulas confinadas en un potencial ar-
monico anisotropico que interacttan via diferentes potenciales que dependen
de la distancia entre las particulas. Primeramente calculamos una expresion
exacta para las ocupaciones del estado fundamental en el limite de interac-
cion fuerte que permite la formacién de moléculas de Wigner. Luego, en base
a las ocupaciones obtenidas, se calcularon diferentes entropias de informa-
cién cuantica en forma cerrada. Nuestro propdésito principal fue determinar
la influencia de la anisotropia de la trampa y del tipo de interacién entre
particulas sobre las entropias lineal, de von Neumann, min-entropy, max-
entropy y entropias de Rényi. Nos interes6 principalmente determinar cuéales
eran las diferencias entre las interacciones interparticula de corto alcance en
comparacion al caso de largo alcance, para el que la formacion de moléculas
de Wigner ha sido ampliamente estudiado. Encontramos que al considerar
interacciones interparticula de largo alcance, las entropias de von Neumann,
min-entropy y la familia de entropias de Rényi son finitas para trampas an-
isotropicas y divergen logaritmicamente para trampas isotropicas. En el caso
de interacciones de corto alcance, las entropias divergen para cualquier para-
metro de anisotropia e interpretamos estas divergencias en forma cualitativa
basandonos en el principio de incertidumbre de Heisenberg.

En el capitulo 6 calculamos las entropias de von Neumman y Rényi para
el estado fundamental del modelo de Calogero de dos particulas en una y
dos dimensiones. Este modelo ha sido muy estudiado en el ambito de la
materia condensada por su relacion con el efecto Hall cuéntico fraccionario
y la estadistica fraccionaria. Nuestro resultado principal en esta linea de
investigacion es que para aquellos valores de los pardmetros del sistema para
los cuales la matriz densidad reducida de una particula tiene un nimero

finito de autovalores no nulos (soporte finito) las entropias de Rényi muestran
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un comportamiento no analitico que expone el soporte finito de la matriz
densidad reducida. En este sentido, profundizamos en la comprension de qué
informacion acerca del sistema provee el analisis de la familia de entropias
de Rényi. Resultados similares habian sido recientemente reportados por el
grupo de Amico y colaboradores para cadenas de spin 1/2.

Finalmente, en el capitulo 7, calculamos las entropias lineal y de von Neu-
mann para dos esferas rigidas unidimensionales distinguibles e indistinguibles
de diametros variables. Los modelos de esferas rigidas confinadas en potencia-
les armonicos aportan a un entendimiento mas profundo de las propiedades
de gases bosonicos unidimensionales que han sido observados experimental-
mente desde el ano 2004. Estos potenciales de soporte compacto de tipo hard
core completan el estudio de los posibles tipos de potencial de interaccion
entre particulas que se comenz6 en los capitulos 5 y 6 al considerar los casos
de interacciones de corto y largo alcance. En este tltimo capitulo mostramos
los principales resultados obtenidos hasta ahora en esta linea de investigacion
y presentamos las perspectivas a futuro como cierre de los capitulos 5 y 6.

Los resultados sobre estados resonantes del capitulo 2 fueron publicados
en el ano 2013 en la revista Journal Of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physics con el titulo The energy and lifetime of resonant states with
real basis sets, que aparece como referencia [1]. Lo desarrollado acerca de fu-
llerenos endohédricos fue publicado en el ano 2016 en la revista International
Journal of Modern Physics B con el titulo Localization of the valence electron
of endohedrally confined hydrogen, lithium and sodium in fullerene cages y
figura como referencia [2|. El trabajo sobre moléculas de Wigner se encuentra
en prensa al dia de hoy en la revista Physics Letters A, referencia [3], mien-
tras que los avances respecto al modelo de Calogero fueron publicados en el
ano 2016 en la revista Physical Review A con el titulo Detecting dimensional
crossover and finite Hilbert space through entanglement entropies, referencia
[4].

En el desarrollo de este trabajo aparecen varios términos acunados origi-
nalmente en inglés, por eso muchas veces se incluye una traduccion al espanol

y entre paréntesis el término en inglés en letra itélica.
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CAPITULO 2

Energia y tiempo de vida de estados resonantes

calculados con una base finita de funciones reales

Resonances are associated with
metastable states of a system which has
sufficient energy to break into two or

more subsystems.

Nimrod Moiseyev (1947-presente)

En este capitulo, partiendo de una interpretacién probabilistica
de los estados resonantes, proponemos un método para el calculo
del tiempo de vida de un estado resonante que involucra dnica-
mente técnicas de expansiéon en una base real de funciones de
cuadrado integrable y no requiere de una estimacion de la den-
sidad de estados. Ilustramos el método calculando la energia y
tiempo de vida de resonancias con funciones de onda de tipo sy

p.
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2.1. Introduccién a las resonancias y motiva-
cién

En el ano 1928, dos anos después de la aparicion del trabajo en el cual
Erwin Schrédinger presentd su famosa ecuacion y en el contexto de pleno
desarrollo de la teoria cuéntica, George Gamow public6 un modelo para el
decaimiento « de nicleos radioactivos basandose en el concepto de estados
resonantes o resonancias [5|. Podemos afirmar entonces que los estados reso-
nantes han sido estudiados desde la segunda mitad de la década de 1920, en
los inicios mismos de la mecénica cuantica hasta la actualidad. Al dia de hoy,
hay muchas maneras rigurosas de tratarlos y son de gran interés en diversas
areas tales como la fisica nuclear |5, 6], la fisica atomica y molecular |7, 8] y
mas recientemente, en nanofisica [9-12].

En el campo de la fisica nuclear, los nucleos inestables son estados reso-
nantes que cuentan con variadas aplicaciones. Son utilizados como generado-
res o disparadores de las reacciones nucleares base de la producciéon de energia
nuclear. También se utilizan como trazadores en investigaciones quimicas y
en medicina y en los métodos més importantes de dataciéon tanto geoldgi-
cos como arqueoldgicos. En fisica atomica y molecular la llamada femtofisica
ha permitido la observacién de una gran cantidad de estados metaestables
(resonancias) en diversos sistemas moleculares; por ejemplo, el Gnico anion
atomico doble que se conoce es un estado resonante del oxigeno. En nanofi-
sica el célculo de la conductancia en puntos cuanticos (quantum dots) puede
ser planteado como un problema de scattering o dispersiéon cuantico involu-
crando estados resonantes.

Las resonancias pueden ser descriptas desde un punto de vista dinamico
o bien desde un punto de vista estatico. Desde el punto de vista dinamico
pensamos que una particula cuéntica o paquete de ondas ingresa en una zona
sobre la cual acttia un potencial dispersor o de scattering, es capturada por un
cierto tiempo, llamado tiempo de vida, en el que podemos pensar que rebota
hacia adelante y hacia atréas en la trampa de potencial para finalmente esca-
par. La evolucion temporal de este proceso estd gobernada por la ecuacion
de Schrédinger dependiente del tiempo. Desde el punto de vista estatico hay

a su vez dos formas equivalentes de definir las resonancia, el método directo e
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indirecto. El método indirecto es quiza el més usado en la literatura e intro-
duce las resonancias como un polo complejo de la matriz de scattering que
relaciona los estados inicial y final implicados en un proceso de dispersion.
El método directo define una resonancia como una autoestado generalizado
de la ecuacion de Schrédinger bajo ciertas condiciones de contorno especiales
llamadas condiciones de contorno de Siegert.

En una serie de trabajos recientes Hatano y colaboradores [13-15] presen-
tan una interpretacion probabilistica de los estados resonantes, sentando las
bases para la unificacién en una sola caracterizacion fisica de las propiedades
de los mismos. En esos trabajos, en el marco del método directo, los autores
definen una resonancia como una autofunciéon de un dado Hamiltonino con
condiciones de contorno de Siegert. Esto quiere decir que lejos de la region
sobre la cual actua el potencial dispersor la funciéon de onda representa una
onda saliente (1) ~ ¢?*" donde r es la distancia al centro dispersor y k es
el vector de onda [16]. Debido a las condiciones de contorno de onda saliente
el momento no se conserva y el problema resulta no Hermitiano, esto tiene
como consecuencia que los autovalores sean complejos y las autofunciones no
estén acotadas.

El estado resonante aparece entonces como una funcién estacionaria mul-
tiplicada por un factor que hace que la amplitud de onda decaiga exponen-
cialmente en el tiempo. Las particulas escapan del volumen sobre el cual
actia el potencial dispersor generando un flujo de momento saliente que con-
lleva una divergencia espacial de la funciéon de onda a distancias grandes de
la region sobre la cual acttia el potencial dispersor [17]. Es por esto que estos
estados sirven para describir sistemas abiertos con tasas de escape no nulas.

En otras palabras, al considerar sistemas cuanticos abiertos los estados
presentan autovalores complejos o sea que el Hamiltoniano no es Hermitiano'
y la funcién de onda no es de cuadrado integrable. Si consideramos un vo-
lumen constante en el tiempo que contiene a la regién sobre la cual actiia el
potencial, al que llamaremos volumen o regiéon central, entonces el nimero de

particulas contenidas en ese volumen decae exponencialmente con el tiempo.

'Notar que el Hamiltoniano total (sistema mas entorno) es Hermitiano y el Hamilto-
niano del sistema en presencia del entorno es no Hermitiano, por eso a este Hamiltoniano
muchas veces se lo denomina Hamiltoniano efectivo.

11
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Al haber una pérdida o flujo neto de particulas escapando del sistema se
puede asociar a los estados resonantes un tiempo de vida del estado que es la
mitad de la inversa del médulo de la parte imaginaria del autovalor mientras
que la energia del estado es la parte real del autovalor (ver el capitulo 2 de
la referencia [17]).

Mostraremos aqui de forma muy sintética por qué al considerar ener-
gias complejas con parte imaginaria no nula puede haber un flujo neto de
particulas. Para una explicacion més detallada ver el capitulo 2 de la refe-
rencia [17]. La solucion de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiem-
po i%\lf (Z,t) = HVY (Z,t) para un Hamiltoniano independiente del tiempo
(en unidades atéomicas), puede escribirse como V¥ (Z,t) = ¢ (Z) e'¥'. Ade-
mas, definimos el nimero de particulas en el volumen € como N, q(t) =
[ 19 (#,8)]>aV.

Si consideramos un autovalor generalizado de la ecuacion de Schrodinger
E = ReE + iImE, entonces el nimero de particulas se reduce a N, o(t) =
eImEt [ 14(r)|2dV. Por lo tanto, si la parte imaginaria de la energfa es ne-
gativa el numero de particulas decae sobre el volumen €2 a medida que trans-
curre el tiempo (flujo neto de particulas salientes); mientras que si la parte
imaginaria es positiva, entonces hay un flujo neto de particulas ingresando
al volumen 2. Para el caso de flujo de particulas salientes se tiene ImFE < 0,
al considerar esto en la expresion N, o(t) = €™ [ [1p(r)[?dV queda claro
que el ntmero de particulas en el volumen 2 disminuye en un factor 1/e
cuando t = 7 = 1/2|ImE| quedando definido de esta forma el tiempo de
vida del estado resonante.

Por otro lado, si pensamos que el sistema esta sujeto a un potencial cen-
tral” que acttia en una region restringida del espacio y tiende a cero fuera de
esa region denotada por €2, entonces la funcion de onda fuera del volumen 2

k7 con la siguiente relacién entre la energia

puede escribirse como ¥ (r) = €’
E = k?/2m y el vector de onda k. Si la energfa es compleja k también lo seré
y podemos escribir 1 (r) = efikre=ImkT Esto quiere decir que si la parte
imaginaria del vector de onda es negativa, la funcion de onda diverge lejos
de la region de interés es decir para r — oo.

Como se puede ver en la figura 2.1, el lugar en el plano complejo que

"Asumimos que el potencial es central solamente por simplicidad.
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Im{f;} Im{E}

Re{k} ; ” Re{E}

m Ligado
o Antiligado
® Resonante

& Antiresonante

Figura 2.1: Representacion de los distintos posibles autoestados generalizados de
la ecuacion de Schrodinger en el plano complejo del vector de onda k y energia E.

ocupan los autovalores de las distintas autofunciones obtenidas al resolver
la ecuacion de Schrodinger en un sentido generalizado determina sus pro-
piedades. Los estados ligados cuya funcién de onda decae exponencialmente
en el espacio tienen energias reales y negativas y vectores de onda imagi-
narios puros. Las soluciones con parte real de £ positiva y parte imaginaria
negativa son los estados resonantes (ondas salientes), cada uno de los cua-
les tiene asociado un estado anti-resonante (ondas entrantes) con la misma
parte imaginaria del vector de onda y parte real de signo opuesto, mientras
que la parte real de la energia es igual y positiva en ambos casos y la ima-
ginaria es opuesta. Finalmente, algunos sistemas pueden tener soluciones en
el eje k imaginario negativo generados cuando un estado resonante y uno
anti-resonante coalescen. Estos estados divergen espacialmente y su energia
es real y negativa.

Existen varios métodos para calcular los autovalores complejos de los
estados resonantes, entre los cuales los més extendidos se basan en trans-
formaciones de tipo escaleo complejo (complez scaling en inglés) que llevan
el estado resonante hacia una funcién de cuadrado integrable [18, 19]. En
particular una modificacion de estos métodos, llamada escaleo complejo ex-
terior, ha sido utilizada recientemente en varios problemas de fotoionizacion
20, 21].

También existen técnicas variadas para calcular la parte real del autovalor
de un estado resonante con una base de funciones de cuadrado integrable. Es-

tos tltimos métodos, denominados en general métodos de estabilizacion [22],
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son mas simples si se los compara con los de escaleo complejo y hacen uso del
cambio abrupto de alguna cantidad fisica cuando una variable “cruza” alguna
resonancia (el término utilizado en inglés es el de crossing). La cantidad fisica
usada para detectar la parte real de la energia de la resonancia varia segin
los autores. Algunos, usan las energias variacionales [23, 24|, la entropia de
von Neumann [12| o propiedades como la condicién de doble ortogonalidad
[25]. Cuando se quiere calcular la parte imaginaria del autovalor del estado
resonante, todos estos métodos se combinan con una aproximacion de la den-
sidad de estados ajustando los datos numéricos con una funciéon Lorentziana
[22, 24, 26].

En este capitulo, basandonos en el formalismo de Hatano [13-15] obten-
dremos una expresion de la parte imaginaria del autovalor de la resonan-
cia que involucra tnicamente cantidades reales que se pueden calcular con
métodos de estabilizacion y sin necesidad de hacer una aproximacion de la
densidad de estados ni trabajar con algebra compleja. Todo lo desarrollado
en este capitulo asi como los resultados mostrados fueron publicados en la
referencia [1].

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la secciéon 2.2, ob-
tenemos una relacion entre la parte real e imaginaria del autovalor de la
resonancia y la densidad de probabilidad en la regién central. En la seccion
2.3 aplicaremos los resultados de la secciéon 2.2 junto con una expansion de
la funciéon de onda en una base real de cuadrado integrable para calcular la
parte imaginaria del autovalor del estado resonante. Finalmente, en la sec-
cion 2.4 presentamos los puntos mas importantes de nuestros resultados y las

conclusiones.

2.2. Obtencion de la parte imaginaria del au-

tovalor del estado resonante

La solucion general de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
(de ahora en adelante usamos unidades atéomicas, h=1,m =1,e = 1) dada

por
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0
obedece la siguiente ecuacion de continuidad
dp(Z,t -
pg;’ ) v T = 0. (2.2)

donde p y J son respectivamente la densidad de probabilidad y la corriente
de probabilidad estandar [27] definidas como

p(E 1) = WEDF T 1) = o [0 V(1) — (7 OV ()]

]

(2.3)
La Ec. (2.2) puede ser escrita en forma integral
a . d 2, g
— [ p(@.t)d'x = — J(Z,t)-dS, (2.4)
ot Jo 0

donde d es la dimension espacial, €2 un volumen arbitrario, y 02 es la frontera
de ese volumen. Siguiendo a Hatano y colaboradores [13-15| definimos el

nimero de particulas dentro del volumen (2, denotado por Ng, como

Naq(t) = / p(Z,t) dz . (2.5)
Q
De la definicion de J [27], la Ec. (2.5) toma la forma

9 No(t) = —Re (

—
Y

V(2 t) Po(dt) - dS) (2.6)

ot

a9(t)
donde j es el operador momento. Esta ecuacion corresponde a la Ec. (15) de
la referencia [14] y expresa la conservacion del numero de particulas dentro
del volumen . Si la funcién de onda tiende a cero mas rapido que r—(¢=1
para valores grandes de r entonces el lado derecho de la Ec. (2.6) también
tiende a cero y la normalizacion se conserva de una forma similar a lo que
ocurre para estados ligados.

Como ya dijimos en la introduccién, los autoestados resonantes son so-
luciones no Hermitianas de la ecuacién de Schrodinger. La funcién de onda

diverge exponencialmente (véase el capitulo 2 de la referencia [17]) y la Ec.
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(2.6) describe un flujo de particulas hacia afuera del volumen genérico €,
incluso en el limite Q — RY. Todo esto indica que el nimero de particulas no
se conserva.

Hatano y coautores sugieren como mantener la interpretacion probabilis-
tica de la funcion de onda de los estados resonantes [13-15]. La resonancia
es interpretada como un estado metaestable localizado en un volumen 2 a
t = 0. Para esto se define un volumen dependiente del tiempo €(t) con la
condicion

DN ) =
di au(t) = 0. (2.7)
La condicioén inicial razonable para esta ecuacion es Ng)(0) = 1 (todas las
particulas inicialmente dentro del volumen central). Esta condicion, junto
con la Ec. (2.7) implican que Now)(t) = 1Vt > 0, esto quiere decir que el
volumen considerado crece con el tiempo de forma tal de contener siempre
todas las particulas.

El valor de expectacion de un operador O es calculado dentro del volumen
Q(t) como

o _ ©]0] 9w
Olot) = 0 T aw

que queda de esta forma bien definido para todo tiempo ¢.

(2.8)

Las Ecs. (2.5), (2.6), y (2.7) dan lugar a la siguiente ecuacion para la
frontera , denotada por 0€(t), de ese volumen variable en el tiempo que

contiene o acompana a todas las particulas que escapan

Re (<¢‘<g—f - *) ¢>aﬂ(t)> =0. (2.9)

Con el objetivo de obtener soluciones de la Ec. (2.9), tenemos que pensar

en un sistema en concreto. Restringimos entonces nuestro estudio a las solu-
ciones de la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo con una dada
energia

Y(Zt) = e Flyp(), (2.10)
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donde E y g (%) son los autovalores y las autofunciones de la ecuacion de
de Schrodinger independiente del tiempo respectivamente. Asumimos que el
Hamiltoniano se puede reducir al de una particula en un potencial central que
tiende a cero en infinito. Como consideramos potenciales centrales entonces
debemos resolver la ecuacion de Schrodinger radial reducida para ondas de

momento angular [

HluE,l(r) :EUEJ(T), (211)

con el Hamiltoniano dado por

L&  1(l+1)

I = 735 3.9

573t e TV Y te(@) = “E;{(” Yim(Q), (2.12)

donde Y;,,(2) son los armonicos esféricos [27].

Como ya dijimos, los estados resonantes obedecen a las condiciones de
contorno de Siegert no Hermitianas [16], es decir que ug,(r) ~ €™ para r —
o0, con k = v/2E. Estos estados no son normalizables, no son funciones de
cuadrado integrable y por lo tanto no corresponden a un espacio de Hilbert.
Los autovalores son complejos £ = £ — il'/2 y son interpretados como
las energias £ e inversas del tiempo de vida, I', de los estados resonantes
metaestables.

Por simetria la solucion de la Ec. (2.7) para el volumen Q(t) es una
esfera de radio R(t) con la condicion inicial Ry = R(t = 0), es decir que
Q(t) = B(R(t)) donde B(R) denota una esfera o bola de radio R. La evolucion
de R(t) esta dada por la Ec. (2.9) de la siguiente manera [17],

M)

wpa(r) (2.13)

R(t) = Im<

r=R(t)
Notar que el lado derecho de esta ecuaciéon no depende explicitamente de t.

La solucion formal es

R(1)
- / L — (2.14)
R(O) _[m <aruE,l (T) )

ug,(r)

Aunque las funciones de onda de los estados resonantes no sean de cuadra-
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Capitulo 2. Energia y tiempo de vida de estados resonantes calculados con
una base finita de funciones reales

do integrable la condicién inicial para Npg fija la constante de normalizacién

arbitraria

Ro
/|¢ 0 diz — /0 s ()P dr = 1. (2.15)

Con esta condicion la expresion para Np( R(t))(t) toma la siguiente forma

R(1)
Naep(t) = ™ [ drfuso) = 1. (2.16)
0

Derivando respecto de t obtenemos

s (R@))P
T dr fugy (r)?

Al combinar esta ecuacion con la Ec. (2.13) [1, 17] se puede escribir

R(t) . (2.17)

1 (uy (RO) Orua(7)], )
J drus 0

Esta formula para I' no es conveniente para célculos numeéricos con una base

(2.18)

real. Para ello es 1til escribir el comportamiento asintético de la funcion de

onda de forma explicita

ug(r) = C etr u(k,r), (2.19)

donde C' es una constante de normalizacién dada por la Ec. (2.15).

Usando la Ec. (2.19) en la Ec. (2.18) queda que

}) UEHGIO) IS
r=R(t) fo dr lug,(r)|

Por definicién k? = 2F = 2€ — i’ quedando

B , Opu(k, )
I = (Im {zk—i— o)

18



Capitulo 2. Energia y tiempo de vida de estados resonantes calculados con
una base finita de funciones reales

1/2

Im(ik) = Re(k) = E? + (2)2—1—5 . (2.21)

Finalmente, usando la Ec. (2.21) en la Ec. (2.20) llegamos a la siguiente

Jusa(R(t))["

expresion |1, 17]
I ’ Lok, )
I = &+ 52+(§) + Im dTT R(t) 2
ulkr) )] pe ) Jo ) drug (7))
(2.22)

Para el caso de potenciales de soporte finito, tratado en las referencias
[13, 14|

V(r) = { Vi(r) sir<mg 7 (2.23)

0 sir > rg
se dispone de la forma explicita de v; para ondas con momento angular [

valida siempre que r > rg

l

(I 1
Z l+—]] )" (2ikr) (2.24)

Jj=

En particular, para ondas s se tiene [ = 0, vo(k,7) = 1 y entonces la Ec.

(2.22) se reduce a una relacién lineal para I'? con la siguiente forma

97 1/2 )
N 5+< iz (R(0) ) usoROI® 55,
2 f dr|u g.0(r)| fo

La ecuacion (2.22) y la (2.25) para el caso [ = 0 relacionan I' con las magni-

D dr lug.o(r)[?

2 . . .
tudes reales £ y |ug,(R)|". Esto convierte estas ecuaciones en herramientas
adecuadas para el calculo de I" usando una expansion de la funcién de onda
en una base real de cuadrado integrable como mostraremos en la siguiente

seccion [1].
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2.3. Resonancias y el método variacional de Ritz

En esta seccion, usaremos las Ecs. (2.22) y (2.25) combinadas con el méto-
do variacional de Ritz con una base real de funciones de cuadrado integrable
para calcular la parte imaginaria del autovalor del estado resonante.

Para ello haremos uso de tres caracteristicas de la expansion variacional:

(1) Existen varios métodos muy precisos para calcular la parte real de los

autovalores o energias £, de los estados resonantes [25].

(11) El método variacional provee de una buena aproximacion a la densidad
exacta p(r) (no normalizable) alli donde los estados resonantes estén

localizados (véase la figura 2.2).

(1) La Ec. (2.22) involucra tnicamente cantidades reales que pueden ser

evaluadas con el método variacional de Ritz sobre la funcién de onda.

Es importante notar que las Ecs. (2.22) y (2.25) son vélidas para R >
ro. En los calculos numéricos tomamos R = Ry = 1y y hacemos uso de la
caracteristica (II) del método variacional. Ademés, debido a esto se tiene
la siguiente normalizacion fORO dr [up(r )!2 = 1. En las siguientes secciones

trataremos por separado los casos [ =0y [ = 1.

2.3.1. Elcasol=0

Empezaremos con el caso de [ = 0, es decir ondas angulares de tipo s. En
esta seccion, en vistas a una notaciéon mas clara, omitiremos los subindices
Eyl=0.

La funcion de onda radial reducida u(r) para un potencial central arbi-

trario V' (r) tiene la forma
us(r) sir < rg
u(r) = { - hr—ro) , (2.26)
u<(rg) e o) sir >y
con lo que la Ec. (2.25) se reduce a

1/2

= |26+ (M) u=(ro)|* . (2.27)
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Esta tltima ecuacion involucra dos cantidades reales: [u<(r)|* y £. Ambas
cantidades pueden ser calculadas en buena aproximacién mediante el método
de Ritz con una base real de cuadrado integrable truncada a orden N. Esto
quiere decir que se consideran las primeras N funciones de la base comple-
ta en el subespacio de momento angular [, {®;}%V. En esta aproximacion, el
Hamiltoniano H; se reemplaza por una matriz Hermitiana N x N cuyo ele-
mento 4, j estd dado por [H;;; = (®;|H;|®;) y a partir de la cual se obtienen
N autovalores E, y autovectores @™. Las correspondientes autofunciones

ortonormales™ son

N N
2
¢7(1N)<T) = E az(‘n) ®;(r) ; con Z (a§”)> =1;n=1,...,N.
i=1 i=1
(2.28)

Para calcular la parte real del autovalor del estado resonante E&) y la apro-
ximacion variacional (que es de cuadrado integrable) a la funcién de onda
del estado resonante, u™(r), usamos el método de doble ortogonalidad (DO)
[25].

El método de doble ortogonalidad asume que el potencial depende de
un cierto parametro A. Cuando se hace variar A sobre un intervalo [Ar, Ag|
y se calculan los autovalores y autovectores mediante el método de Ritz se
observa que un dado autovalor ng cruza la energia de la resonancia a un dado
valor \,, tal y como se ilustra en la figura 2.3. En esta figura se ve un estado
ligado que ingresa al continuo mostrando varios cruces evitados (avoiding-
crossing) de las energias de los distintos estados, como se puede apreciar en
la ampliacion del panel (a) en la figura 2.3(c). Esos cruces evitados se deben a
la ortogonalidad de todas las autofunciones. Los estados son ortogonales a la
resonancia y por eso la “evitan”, ademas, la base intenta aproximar la funciéon
resonante que no es de cuadrado integrable con funciones que si lo son. Esto
hace que la parte real del autovalor del estado resonante o energia de la
resonancia quede expuesta en esos anticruces. Para los valores A\j y Ar los

autovalores y autovectores indizados por ng corresponden a diferentes estados

"La ortogonalidad no es necesaria pero la asumimos para simplificar resultados. La
generalizacion al caso no ortogonal es directa.
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del cuasi-continuo ortogonales al estado resonante. Definimos entonces la

funcién doble ortogonalidad como

D(X) = [(¥n(AL), vn (W) + [(u(Ar), ¥n(A\) [, para Ay < A < Ag.
(2.29)
Notese que como las autofunciones estan normalizadas 0 < D,,(\) < 2.

Para un dado autovalor ng, definimos la localizacion de la resonancia A,
como el valor del parametro A para el cual D, () alcanza su valor minimo.
Dicho en otras palabras, asociamos la resonancia al valor del parametro que
garantice que la proyeccion de la autofuncién sobre los estados del cuasi-
continuo sea minima, como se muestra en las figuras 2.4 y 2.7.

Este método presenta una ventaja significativa respecto de otros méto-
dos de estabilizacion ya que el problema variacional se resuelve una tnica
vez. Notar que el valor del pardmetro A asociado al n—ésimo estado reso-
nante y denotado por A, es un output del método y no podemos elegirlo
arbitrariamente.

En este marco, la mejor aproximacion a la resonancia esta definida como

A = min Dy (A) 5 ENny) = Eng(Any) (2.30)

Ae[Ar,AR]
Una vez que determinamos el valor 6éptimo A, y por lo tanto tenemos la
autofuncién asociada ¥ (r) [25], que obedece la condicién de normalizacion
dada por la Ec. (2.15), podemos obtener la expresion para la funcion de onda

radial reducida

N
W) 2 o ()
uM(r) = T T , (2.31)
T0 N d N
Jo" | (T)’ " ”21 az(-N)ag‘N)Ii,j(To)
donde
R
1;j(R) :/ P, (1) @ (r) dr. (2.32)
0
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Escribiendo esto en la Ec. (2.27) obtenemos la siguiente formula para T'™V)[1]

2 1/2
2 2
() (wﬁf? (r°)> <w7(‘]°V)(T°)> o8
= +

N N

'Zl CLEN)CLE»N)[Z‘J(T()) 2 ‘ZI GEN)GEN)[i’j (7”0)
L,)= L)=

(2.33)

Mostraremos este resultado mediante el calculo de los estados resonantes
para un problema del cual se conoce la soluciéon exacta y que permite por
tanto hacer la comparacién para ver si la precision del método es suficien-
temente buena. Para esto elegimos un potencial que ha sido ampliamente

estudiado: el pozo con barrera [28]

—Vy sir < A
V() =4¢ A SIA<r<ry (2.34)
0 sir > rg

con todos los parametros positivos (Vg, 79, A, A > 0).

Las funciones de onda exactas que constituyen las soluciones de este pro-
blema estan dadas por diferentes combinaciones de funciones exponenciales
en cada sector (0 <r <A, A <r <ryyr>ry) con derivadas logaritmicas
continuas en r = Ay r = 7.

Los autovalores exactos para los estados ligados (energias reales y nega-
tivas, k positivo imaginario puro), virtuales (energias reales y negativas, k
negativo imaginario puro) y resonantes estan dados por las soluciones de tres
ecuaciones trascendentes diferentes obtenidas cuando se aplica la condicion
de contorno correspondiente en r = ry [28].

Los calculos se realizaron en funciéon del alto de la barrera A con valores
fijos para Vy = 0.15, A =5, y o = 6. La base ortonormal utilizada fue

1

(r) = e—r/2 (2)7" D= . .
D;(r) RS L7 (r); 1,...,N (2.35)

donde LZ(-Q) (r) denota a los polinomios de Laguerre de grado i y orden dos

[29]. Todas las integrales para los elementos de matriz del Hamiltoniano se
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Figura 2.2: Densidad de probabilidad p(r) de un estado resonante con momento
angular [ = 0. Curvas exacta (linea negra) y obtenida de la aproximacion varia-
cional por el método de Ritz-DO con N = 100 (linea roja) para el potencial de la
Ec. (2.34). (a) Vista global. (b) Region 0 < r < ry = 6 donde el estado resonante
esta localizado. (c) Regién exterior r > ryg = 6 donde la resonancia diverge y la
expansion variacional da una onda estacionaria.

calcularon analiticamente y solo el calculo de autovalores y autofunciones se
realiz6 en forma numeérica usando rutinas de LAPACK.

En la figura 2.2 mostramos la densidad de probabilidad p(r) de un es-
tado resonante con momento angular [ = 0 obtenida en forma exacta (linea
negra) y calculada mediante una aproximacion variacional por el método de
Ritz y doble ortogonalidad con una base truncada en N = 100 (linea roja),
siempre para el potencial de la Ec. (2.34). La figura 2.2(a) presenta una vista
global de la densidad de probabilidad mientras que la figura 2.2(b) mues-
tra la region 0 < r < ryp = 6 donde el estado resonante esta inicialmente
localizado. La figura 2.2(c) muestra la region exterior r > o = 6 donde la
resonancia diverge, la funciéon no es de cuadrado integrable y por lo tanto la
expansion variacional con una base que si es de cuadrado integrable da una
onda estacionaria.

En la figura 2.3(a) se pueden ver los primeros treinta autovalores obte-
nidos por el método de Ritz con una base truncada hasta N = 100. En la
figura queda expuesta la resonancia en el anticruce de los autovalores como
fue explicado anteriormente. En la figura 2.3(b) hemos superpuesto a los au-
tovalores de la parte (a) la energia de la resonancia obtenida de forma exacta
(linea verde) y los valores calculados con las funciones de doble ortogonalidad

DO,, (puntos azules), mostrando un gran acuerdo entre ambos. Estas funcio-
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Figura 2.3: (a) Primeros treinta autovalores del bloque [ = 0 de la matriz del
Hamiltoniano N x N con N = 100 para el potencial dado por la Ec. (2.34) como
funcion del alto de la barrera A. (b) Igual que (a) con los datos exactos (linea
verde) y la aproximacion de la energia de los estados resonantes (puntos azules).
(c¢) Ampliacion de los cruces evitados del panel (a) en la zona donde el estado ligado
ingresa al continuo.

nes de doble ortogonalidad DO,, para N = 100y n = 2, ..., 30 se pueden ver
en la figura 2.4 donde es posible notar los minimos de cada una de las DO,,.

Una vez que se han obtenido las energias de los estados resonantes, el
ancho de la resonancia I' se calcula con la Ec. (2.33). En la figura 2.5(a)
se pueden ver los valores obtenidos para I'()\,) para dos tamanos de base
diferentes: N = 100 para n = 2,...,30 (puntos turquesa) y N = 500 para
n =2,...,140 (cuadrados negros). Nuestros datos muestran un acuerdo ex-
celente con la curva exacta I'(A) incluida en la figura 2.5(a) como una linea
roja. Esto también puede verse en la figura 2.5(b) donde se muestra el error
AT definido como el valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el ob-

tenido variacionalmente, notar que la mayoria de los puntos para AI' caen

25



Capitulo 2. Energia y tiempo de vida de estados resonantes calculados con
una base finita de funciones reales

1.25 I | I | I | I

i
u'll" l

:||| !

Figura 2.4: Funciones de doble ortogo- =
nalidad D,, con n = 2,...,30 para el blo- 0.75
que ! = 0 del Hamiltoniano N x N con D

N = 100 para el potencial dado por la Ec. 05
(2.34) como funcién del alto de la barrera '
A. El minimo de cada curva es el que de-
fine la localizacion del estado resonante.

por debajo de 107° [1].

2.3.2. Elcasol=1

De la Ec. (2.24), la funcién v;(k, ) para ondas de tipo p toma la forma

vi(k,ro) = 1+ # (2.36)
0

En este caso es conveniente reescribir la Ec. (2.22) en funcién de una

nueva variable © = I'm(k)

1 2 1 2 2
SO (N T PR S N 1 WA )
o 2 2rg 279 2

(2.37)
La definiciéon de resonancias establece que I'm(k) > 0 (ver referencia [17]),
con esto en mente probamos para cada caso estudiado que la Ec. (2.37) tiene

una tnica raiz positiva. Finalmente, I" es obtenido de la definicién de k£ como

['= —22,,/2& + 22, (2.38)

donde z, es la raiz positiva de la Ec. (2.37) [1].
Calculamos la inversa del tiempo de vida I' para un estado resonante con

[ =1, es decir una onda p, para el potencial dado por la Ec. (2.34) en funcion
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Figura 2.5: (a) Valores de I' para el bloque | = 0 del Hamiltoniano N x N
con N = 100 para el potencial dado por la Ec. (2.34) como funcién del alto de la
barrera A. Valores exactos (linea roja) y obtenidos de la aproximacién numérica
con N = 100 (puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros). (b) Error AT
definido como el valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el obtenido
variacionalmente para N = 100 (puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros).

del alto de la barrera \ con valores fijos de los parametros V5 = 0.3, A = 5,
y 19 = 6.

En la figura 2.6 se muestran los primeros treinta autovalores del bloque
p del Hamiltoniano N x N con N = 100 y la energia de las resonancias £
calculadas con el método de Ritz y doble ortogonalidad (puntos azules). Las
curvas de las funciones de doble ortogonalidad D,,()\) para n = 2,...,30 se
pueden ver en la figura 2.7. Las diferencias cualitativas entre las curvas de
DO paral = 0y [ = 1 en las figuras 2.4 y 2.7 se deben a la existencia de
un estado virtual entre el estado ligado y los estados resonantes para el caso
[ = 0 que no esté presente en el caso [ = 1, para el cual el estado ligado se
continua directamente en el estado resonante.

Por ultimo, en la figura 2.8(a) se puede apreciar la curva de la inversa del
tiempo de vida I' en funcién del alto de la barrera A. Se muestran los valores
obtenidos de forma exacta (linea roja) y los aproximados mediante el método
de Ritz y doble ortogonalidad con dos tamanos de base distinta: N = 100
paran = 2,...,40 y N = 500 para n = 2,...,200, en puntos turquesas

y cuadrados negros respectivamente. Al igual que en el caso de momento
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Figura 2.6: Primeros treinta autovalores
del bloque | = 1 del Hamiltoniano N x
N con N = 100 para el potencial dado
por la Ec. (2.34) como funcion del alto
de la barrera A. Las energfas aproximadas
calculadas por el método de Ritz-DO se
muestran como puntos azules.

1.25 1 | 1 | 1
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Figura 2.7: Funciones de doble ortogo- =
nalidad D,, con n = 2,...,30 correspon- 0.75+
dientes al bloque [ = 1 del Hamiltoniano D

N x N con N = 100 para el potencial 05
dado por la Ec. (2.34) en funcién del alto '
de la barrera A. El minimo de cada curva
define la localizacién de la resonancia.

0.25[
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0.001f — - P, ]

I i A le-06 =
0.0005 - - .
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oL i T N T N T T
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Figura 2.8: (a) Valores de I' para el bloque | = 1 del Hamiltoniano N x N
con N = 100 para el potencial dado por la Ec. (2.34) como funciéon del alto de
la barrera A obtenidos en forma exacta (linea roja) y aproximada con N = 100
(puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros). (b) Error AI' definido como el
valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el obtenido variacionalmente para
N =100 (puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros).

angular nulo los resultados aproximados muestran un acuerdo excelente con
los exactos. Esto puede verse en la figura 2.8(b) donde se muestra el error
AT definido como el valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el
obtenido variacionalmente, notar que la mayoria de los puntos para Al caen
por debajo de 107° [1].

2.4. Resumen y Conclusiones

En el marco de la interpretacion probabilistica de los estados resonantes
basada en la conservacion del nimero de particulas dentro de un volumen
que varia con el tiempo [13-15], obtuvimos a una férmula exacta y novedosa
para el calculo de la parte imaginaria del autovalor del estado resonante que
se relaciona directamente con el tiempo de vida o ancho de la resonancia.
Quisiéramos recalcar que la principal ventaja de esta interpretaciéon probabi-
listica de los estados resonantes es que permite trabajar con las resonancias
en una forma similar a la de los estados ligados, calculando probabilidades y

valores de expectacion de una forma més o menos simple.
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El resultado principal al que llegamos es la obtencion de la Ec. (2.22) en
forma exacta, que a su vez se reduce a las Ecs. (2.25) (reescrita como (2.27))
y (2.37) para | = 0 y | = 1 respectivamente (ondas de tipo s y p). Estas
ecuaciones relacionan la inversa del tiempo de vida o ancho de la resonancia,
que hemos denotado a lo largo del capitulo como I', con otras magnitudes
reales como la energia y la densidad de probabilidad del estado resonante.
Baséndonos en estas ecuaciones presentamos un método nuevo para el calculo
del tiempo de vida de los estados resonantes.

En los trabajos previos, una vez que los autores logran obtener la energia
de la resonancia con algiin método de tipo estabilizacién con algebra real,
deben calcular el ancho de la resonancia mediante un ajuste de la densidad
de estados con una funciéon Lorentziana (véase las referencias [24, 25]) o
se valen directamente métodos de escaleo complejo con algebra compleja.
Nosotros, en cambio, gracias a la Ec. (2.22) podemos obtener un valor para
' con la misma precision con la cual obtenemos la energia de la resonancia £
(por otros métodos en general no se obtiene una precision tan alta). Ademaés
nuestro método no necesita ningtn ajuste extra de la densidad de estados y
al utilizar solamente algebra real simplifica el tratamiento computacional del
problema.

Por todo esto hacemos especial énfasis en la simplicidad de nuestros calcu-
los, que basados tinicamente en algebra real, permiten calcular el tiempo de
vida de los estados resonantes sin involucrar algebra compleja ni ajustes de
la densidad de estados.

Cabe aclarar, por un lado, que si bien presentamos los resultados para
potenciales de soporte finito, la Ec. (2.22) es vélida en general y los calculos de
I' pueden realizarse con una expansion perturbativa sistemética de la funcién
de onda. Por otro lado, una pregunta que continta abierta es si la Ec. (2.22)
puede ser generalizada para un sistema de pocas particulas con varios canales
presentes, ya que el caso aqui tratado corresponde a una sola particula con

un solo canal.
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CAPITULO 3

Localizacion del electrén de valencia de hidrégeno, litio y
sodio confinados endohédricamente en cavidades de

fullerenos

Concerning the question of what kind of
60-carbon atom structure might give rise
to a superstable species, we suggest a
truncated icosahedron, a polygon with
60 vertices and 32 faces, 12 of which are

pentagonal and 20 hexagonal.

En abstract de la referencia [30].

En este capitulo estudiamos la localizacion del electréon de valen-
cia de dtomos de H, Li y Na contenidos en tres moléculas de
fullerenos diferentes. A partir de la estructura de las moléculas
de fullerenos calculamos la posicion de equilibrio del nucleo del
atomo endohédrico como el minimo del potencial de Lennard-
Jones clasico de N + 1 cuerpos. Una vez que se ha determinado
la posicion del endoitomo, la cavidad del fullereno es modela-
da por un potencial de tipo cascara atractiva de corto alcance
respetando la simetria de la molécula y el &tomo huésped es mo-
delado por un potencial efectivo de un electron. Con el objetivo
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de determinar si el compuesto endohédrico esta formado por un
4tomo neutro dentro de una molécula de fullereno neutra XQCy
0 si el electron de valencia del atomo encapsulado se localiza en
el fullereno dando lugar a un estado con la forma X+QC' anali-
zamos la densidad electrénica, las proyecciones sobre los estados
atémicos libres y los pesos de las ondas angulares parciales.

3.1. Introducciéon a los fullerenos endohédricos
y motivacion

Los fullerenos son moléculas estables de carbono con forma esférica, elip-
soidal o cilindrica hueca. La existencia de estas estructuras de carbono fue
predicha tedricamente por diferentes autores entre los anos 1965 y 1975 [31—
33|, pero no fue hasta 1985 cuando Kroto, Curl y Smalley observaron la
molécula del Cyg |30, 34-36] por lo que ganaron el premio Nobel de quimica
en 1996.

A modo anecdético, cabe mencionar que al dia de hoy el Cyg es el fullereno
més popularizado por su particular geometria, ya que esté formado por doce
pentagonos y veinte hexdgonos con una estructura igual a la de una pelota
de fatbol o cipula geodésica. Por esta llamativa caracteristica se le denomina
buckminsterfullereno, en honor al arquitecto Buckminster Fuller que fue quien
diseno la ctipula geodésica.

Las moléculas de fullerenos, junto con el grafeno y los nanotubos de car-
bono, han constituido un campo de enorme interés para investigadores de
diversas areas de la ciencia y cuentan con multiples aplicaciones en espe-
cial en nanotecnologia. Debido a sus propiedades mecanicas y electronicas
dnicas, como bajo peso, gran resistencia, flexibilidad y estabilidad térmica,
estas estructuras de carbono son particularmente adecuadas para la creacion
de nanodispositivos [37, 38|.

Como los fullerenos tienen forma de cascarones esféricos o elipsoidales,
una de sus caracteristicas méas importantes es que pueden albergar atomos
en su interior formando lo que se conoce como compuestos endohédricos, de-
notados por XQCYy [39-46], cuya principal ventaja es la de aislar el d&tomo

encapsulado del ambiente. Los compuestos endohédricos son producidos en
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laboratorios [47-54] y hay un gran esfuerzo (y una gran esperanza) por par-
te de la comunidad cientifica para aplicarlos a desarrollos tecnolégicos que
contemplan su uso como agentes transportadores de drogas en la industria
farmacéutica, contenedores moleculares en general, almacenamiento de hi-
drogeno o litio para su uso por ejemplo en baterias, entre otras [55].

Los trabajos previos apuntan sobre todo al estudio de la estructura de
capas electronicas y propiedades espectrales de X@Cyy. En todos estos tra-
bajos el d&tomo encapsulado es localizado en el centro geométrico del Cyy y
la molécula de fullereno se modela por un potencial atractivo de tipo cas-
caron esférico de corto alcance [55-63|. Asi y todo, al considerar moléculas
de fullerenos més grandes, debe tenerse en cuenta que la posiciéon del atomo
confinado no es el centro geométrico de la molécula [64, 65].

Entre las varias preguntas relevantes y que atin no se ha logrado responder

en forma completa acerca de los fullerenos, consideramos tres:
(1) {Coémo pueden ser controlados los endoatomos?

(11) ;Qué nuevas caracteristicas respecto de los fullerenos vacios tienen los

fullerenos endohédricos?

(111) ;Como se modifica la estructura electronica y espectral de los endoéto-

mos por la céscara del fullereno?

Para acercarnos a las respuestas de estas preguntas se necesitan estudios
tedricos y numeéricos para interpretar y predecir los resultados experimen-
tales. En nuestro caso podria decirse que motivados principalmente por las
preguntas (II) y (III) nos propusimos estudiar la estructura electrénica del
atomo confinado.

El proposito de este capitulo es, entonces, calcular y describir las espe-
radas diferencias entre los estados electronicos del d4tomo confinado en la
cavidad del fullereno y los estados del atomo libre. Nos enfocamos en siste-
mas de tipo X@QCy con X = H, Li, Nay N = 80, 180. Los isémeros elegidos
de Cgy fueron Cgy — D2 — 2 y Cyg — D5d — 1' porque esos son los dos tnicos
isomeros del Cgy que han sido preparados y caracterizados como estructuras

pristinas [66].

'La notacién D2 — 2 y D5d — 1 hace referencia a la simetria de la molécula.
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1 +
0 Hydrogen

1.008

3 + . .

Li elipsoidal

Lithium
6.941

11 +

Sodium
22990

esférico

Figura 3.1: Consideramos compuestos endohédricos de hidrogeno, litio y sodio
contenidos en moléculas de Cgg (isdmeros Csg — D2 — 2y Cgg — D5d — 1) y Cisgp.
Cada una de estas moléculas de fullerenos fue modelada por un potencial tipo
cascardn de corto alcance, respetando la simetria de la molécula.

Cada una de estas moléculas de fullerenos fue modelada por un potencial
tipo cascarén de corto alcance, respetando la simetria de la molécula. La
molécula de Cgg fue modelada por un cascarén esférico, mientras que los
dos isomeros de Cgy fueron descriptos por un cascarén elipsoidal con los
parametros adecuados. En la figura 3.1 se muestra un resumen grafico de
nuestro trabajo.

La pregunta fundamental de nuestro trabajo podria ser enunciada de
la siguiente forma: jel compuesto endohédrico estd formado por un atomo
neutro dentro de un fullereno neutro (X@QCYy) o el electron de valencia del
atomo encapsulado se localiza en el cascaréon del fullereno dando lugar a un
estado de tipo zwitterionico (XT@QCy)? "

Con el objetivo de entender la transferencia del electréon de valencia a la

"La palabra zwitterién hace referencia a una molécula que tiene carga positiva en una
parte de la misma y negativa en otra pero que en su totalidad es eléctricamente neutra.
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cascara del fullereno XQCy — X*TQC}, analizamos la densidad electronica,
las proyecciones sobre los estados del &tomo libre y el peso parcial de las ondas
angulares en funcion de la atraccion que el fullereno ejerce sobre el electron de
valencia. Todo lo que desarrollamos en este capitulo asi como los resultados
presentados se basan en lo publicado en la referencia [2].

Es importante recalcar que el modelo basado en un potencial de corto
alcance esférico (o elipsoidal) para la molécula del fullereno es en verdad
un abordaje muy simple, pero atn asi este modelo es capaz de explicar y
proveer de una buena descripcion del sistema y sus propiedades. Hay una gran
cantidad de estudios de la estructura electronica, asi como de la fotoionizacion
de XQCjyo donde la molécula de fullereno se modela como un cascarén esférico
de corto alcance [67-71]. Todos estos estudios muestran un excelente acuerdo
tanto con otros estudios teoricos més complejos (como por ejemplo trabajos
basados en la teoria del funcional densidad, DFT por sus siglas en inglés, o
métodos que combinan DFT para los orbitales de valencia con un potencial
de tipo cascaron para los orbitales internos), asi como con la seccion eficaz de
fotoionizacion o la seccion eficaz de dispersion elastica de electrones obtenida
experimentalmente |72-76].

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la seccion 3.2 hacemos
una descripciéon completa del modelo seguido, la seccién 3.3 esta dedicada a la
presentacion y discusion de los resultados, mientras que en la tltima seccion

(seccion 3.4) resumimos nuestros principales resultados y conclusiones.

3.2. Modelo y métodos tedricos

Nuestro trabajo podria dividirse en dos calculos principales. En un primer
paso, a partir de la estructura de las moléculas de fullerenos obtuvimos la
posiciéon del dtomo confinado como el minimo del potencial clasico de N + 1
cuerpos como se explica en la secciéon 3.2.1.

Una vez que la posicion del endoatomo queda determinada, calculamos
la estructura electronica del atomo encapsulado modelando el fullereno como
un cascaréon con simetria esférica o elipsoidal de acuerdo con la simetria de

la molécula de fullereno, secciéon 3.2.2.
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Tabla 3.1: Parametros de Lennard- X €(X) T(X)
Jones para la interaccion X — C. (a) (@) 8.7488 105 5.820
obtenidos de la referencia [78], (b) de D) =

la referencia [79] y (c) de la referencia Li 1.5921 10 4.668

80]. Na'® 6.574 107° 5.990

3.2.1. Determinacién de la posicién del endoatomo

Modelamos la interaccion entre el atomo huésped X y la estructura de
carbono del fullereno con un potencial clasico de Lennard-Jones no ligado

con cada atomo de carbono del Cly.

N
V@) =D v (F-F)) 5 v () =4ex ((%)u - (%)6) :
- (3.1)
donde 7' es la posiciéon del atomo confinado, Z; es la posicion del i-ésimo dtomo
de carbono sacadas de la referencia [77], y el par €(x), o(x) son los parametros
de Lennard-Jones ajustados para la interaccion X —C' y mostrados en la tabla
3.1 (en este capitulo al igual que en el anterior y en toda la tesis, usamos
unidades atémicas). La posicion de equilibrio #y del atomo confinado X es

calculada minimizando este potencial,

V(@) = min V(@) (3.2
En la figura 3.2 mostramos para el caso del hidrégeno el potencial de

Lennard-Jones V]S,H) calculado a lo largo de una linea entre el centro geomé-

trico de la molécula de Cy y alguno de sus atomos de carbono elegido en
forma arbitraria. Los célculos fueron hechos para N = 60, 80, 180, 320 y las
posiciones de los atomos de carbono se fijaron de acuerdo a la estructura de
las moléculas de fullereno [77|. En la figura 3.2 se puede ver que solo para el
Cgo la posicion del minimo es el centro de la molécula, es decir £y = 0. En
cambio, para fullerenos mas grandes el atomo huésped no esta localizado en

el centro geométrico del fullereno.
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|
, :
’;' Figura 3.2: Potencial de Lennard-Jones
! : de la Eq.(3.1) para un atomo de hidro-
i 7 geno dentro de una molécula de Cy pa-
; ra N = 60 (linea negra), N = 80 (linea
& anaranjada cortada) y N = 180 (linea
: 1 magenta cortada). El tamafio promedio
‘o de las moléculas de fullerenos se muestra
' como una linea cortada del mismo color
5 que las curvas del potencial.

Vy  -0.002

-0.004

1 | | |; ]
75 10 12.
r

3.2.2. Calculo de los estados electréonicos

Como ya mencionamos en la introduccion, la mayoria de los estudios de
compuestos endohédricos del tipo XQC'y han sido realizados con N = 60 y el
endoatomo localizado en el centro de la molécula de fullereno que es modelado
con un potencial esférico [55-63]. Sin embargo, como mostramos en la figura
3.2, para N > 60 la posicién de equilibrio del &tomo confinado no es el centro
del fullereno. En estos casos el sistema no es esféricamente simétrico y por
lo tanto la ecuacién de Schrodinger no es separable en variables angulares y

radiales.
El sistema X QC'y se model6 con el siguiente Hamiltoniano de un electron,

1
Hy = =5V + Va (@) + Ve(@) (3.3)

donde el potencial Vr modela la interaccion electron-fullereno y el potencial
Vx representa la interaccion del electron de valencia con el carozo (core)
multielectronico. Para X = H, Li, Na planteamos un potencial efectivo para

el electron de valencia que incluye el efecto promedio de los electrones de las

capas internas [81-88|,

Vx(r) = —% {(Z=No)+ N (e +pre?)} (3.4)

donde r es la distancia entre el electron externo (de valencia) y el niucleo
cargado positivamente (core multielectronico), Z es el nimero de protones

del ntcleo y N, es el nimero de electrones en el core multielectronico.
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Li Na
Tabla 3.2: Paradmetros del
. . 3 11
potencial efectivo para el
electron de valencia de H, 2 10

Li y Na dado por la Ec.
(3.4), obtenidos de la referen-
cia [85].

1.6559 1.8321
1.6559 1.0591
1.6559 1.3162

2|2 | 2N
olo|o|lo|~|T

Los parametros a, § y 7 (véase la tabla 3.2) fueron tomados de la refe-
rencia [85]. En esta referencia los autores eligen los pardmetros que muestran
el mejor acuerdo entre los niveles de energia del atomo libre obtenidos re-
solviendo la ecuacion de Schrédinger con el potencial de la Ec. (3.4) y los
valores experimentales de las energias de ionizacion del electron de valencia.
En otras palabras, el potencial efectivo de la Ec. (3.4) sirve para calcular los
estados nl del hidrégeno, los estados 1s%nl del litio y los estados 152 252 2p°® nl
del sodio.

En el caso del Lz, los parametros del potencial « = 8 = ~ describen la
carga efectiva del core 1s?. Notese ademas que para el caso del hidrogeno
N. =0y por lo tanto Vi (Ec. (3.4) con X = H) se reduce a la interaccion
Coulombiana entre protéon y electréon con la que se calculan los niveles de
energia del atomo de hidrogeno.

El potencial de interaccion entre el fullereno y el electron de valencia Vg
es modelados por una cascara de corto alcance. El cascarén esférico toma la

forma

—Uy si R—A<r<R+A

0 en otro caso

VesferiCO(f) o {
. =
donde R es la posiciéon radial promedio de los 4tomos de carbono en el fu-
llereno, 2A es el ancho del cascaron, y Uy la profundidad efectiva del pozo
asociado al cascarén.

Los isémeros elipsoidales del Cgy fueron modelados por una céscara elip-

soidal,
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—Uy si RO)—A<r<R@O)+A

. (36)
0 en otro caso

V;lipsoidal(f> _ {

1
donde R(0) = {COZ# + Sin;#}_i para el angulo polar 0 < 6 < 7 (coor-
denadas esféricas), a y b son los semi-ejes del elipsoide, y A y Uy igual que
como fueron definidos més arriba. Los valores de todos estos pardmetros se
muestran en la tabla 3.3. En todos los casos 2A = 1.89, valor sacado de la

referencia [56].

CN Cgo — D2 -2 Cg() — Dbd —1 Clg() -0
R 7.540 7.554 11.305
a 8.84 9.19 1
b 6.94 6.74 1

Tabla 3.3: Parametros de los cascarones esféricos y elipsoidales con los que se
modelaron las distintas moléculas de fullerenos Cy.

Nuestro caballito de batalla es el método variacional de Ritz con una base
de funciones de cuadrado integrable, de soporte compacto y que se adapta a
diferentes condiciones de contorno. Como el hamiltoniano es invariante ante
rotaciones respecto del eje z, la funcion de onda puede escribirse como
u(r, 0)

v = e, () (37)

donde @, es una autofunciéon normalizada de L., la componente z del mo-
mento angular. Para expandir la funcion u(r,#) usamos una base de polino-

mios B-Splines,
u(r,0) = > cij Bik(r) B;(6), (3.8)
i,J

B, x(r), B j7,~€(9) son polinomios B-Splines radiales y angulares de orden k v k&
definidos en los intervalos [0, 7,,q.] v [0, 7] respectivamente. Una vez que se
define el conjunto de funciones usadas como base, la ecuaciéon de Schrédinger

puede ser expresada en forma matricial

He = ESé, (3.9)
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donde FE es la energia, ¢ es el vector de coeficientes del estado electrénico y
S es la matriz de solapamiento (overlap) de la base. Este método permite
calcular la estructura electronica (orbitales y niveles de energia) mediante la
diagonalizacion de la matriz del Hamiltoniano.

Los resultados numéricos son obtenidos definiendo un radio de corte 7,,4,.
Luego, el intervalo [0, 7,,4.] es dividido en I sub-intervalos iguales. Los poli-
nomios B-Splines [89, 90| son funciones a trozos definidas por una secuencia
de knots t; =0 <ty < -+ < togi7-1 = Imas (en castellano se usa la palabra
nodo, en este trabajo usaremos el término en inglés para evitar confusiones)

y la siguiente relaciéon de recurrencia

Bia(r) = { =T b (3.10)
0 en otro caso
r—t bivk — T :
Biy(r) = ﬁBi,k—l(r) + ﬁB@kq(r) (sik>1). (3.11)
itk—1 — U itk — Lit1

En nuestros calculos usamos B-Splines de orden siete en ambas variables.
La secuencia de knots se eligié para satisfacer las condiciones de contorno
de nuestro problema. En la variable angular la secuencia de knots tenia k
multiples knots en § = 0, 7. En la variable radial la secuencia de knots tenia
k multiples knots en r = 0,74 ; k — 2 multiples knots en la posicion del
nicleo del endoatomo (condicion de cuspide o cusp-condition); y sélo en el
caso del modelo esférico, k—3 multiples knots en el radio interno y externo del
cascaron esférico. Esto ultimo no es posible en el modelo elipsoidal debido
a que la definicion del cascarén involucra tanto variables angulares como
radiales.

Un detalle no menor es que en la variable angular la secuencia de knots
se eligié con la distribucion de puntos de la cuadratura de Gauss-Legendre.
Se eligi6 esta distribucién porque al comparar la convergencia de los valores
numeéricos de los niveles de energia de un dtomo de hidrégeno confinado en
una cavidad esférica impenetrable ubicado en diferentes posiciones del eje
z, la distribuciéon de Gauss-Legendre presenta grandes ventajas numéricas

cuando se la compara con distribuciones de otro tipo [64, 65|, ya que la
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convergencia es mas rapida y para un mismo tamano de base la precision es

mayor.

3.3. Resultados y discusion

3.3.1. Posicion del endoatomo

Para obtener la posicion del atomo confinado minimizamos el potencial
de interaccion entre el dtomo X y los atomos de carbono de la molécula
de fullereno, dado por la Ec. (3.1). Como ya se dijo, la localizacion de los
atomos de carbono fueron fijadas de acuerdo a las estructuras de los fullerenos
tomadas de la referencia [77].

Dado que la molécula de Cigy — 0 tiene forma esférica bien definida la
posicion del endoatomo es la norma euclidea del vector del minimo absoluto
Ty obtenido a partir de la Ec. (3.2).

Por otro lado, las moléculas de Csg — D2 — 2 y Cyg — D5d — 1 tienen
forma elipsoidal, simetria que es en realidad ligeramente rota por la natura-
leza discreta del fullereno. Esto quiere decir que la densidad atémica no se
distribuye de forma constante en el elipsoide sino que los &tomos de carbono
se localizan en posiciones definidas. Esto es también valido para el Cgg — 0,
pero como este ultimo tiene forma esférica los efectos se atentan.

Si la densidad atémica sobre el elipsoide asociado a los isébmeros del Cyg
fuera constante entonces, debido a la simetria elipsoidal, esperariamos dos
minimos globales del potencial de la Ec. (3.1) degenerados y ubicados de
manera simétrica respecto del centro geométrico sobre el semi-eje mayor de
la molécula. Sin embargo, como la distribuciéon de los a&tomos de carbono del
fullereno es discreta, el potencial de N +1 cuerpos presenta un minimo global
y un segundo minimo cuasi-degenerado, ambos sobre el semi-eje mayor [2].

Para poder apreciar la simetria de los isdmeros de Cgy, consideramos algin
plano arbitrario que contenga a los vectores del minimo global o absoluto y el
segundo minimo cuasi-degenerado, siempre pensando el cero del sistema de
referencia en el centro geométrico de la molécula. Llamaremos a este plano
como plano de los minimos. Definimos § como el angulo entre el minimo

global y un vector genérico que barre el plano de los minimos (véase figura
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Figura 3.3: (a) Esquema de la definicon de . (b) Minimo del potencial de
Lennard-Jones dado por la Ec. (3.1) para LiQCgy— D2—2 (linea negra) y Li@QCgy—
D5d — 1 (linea gris) sobre una direcciéon arbitraria en el plano que contiene los
vectores del minimo globales y el segundo minimo (cuasi-degenerados). Los minimos
se muestran como lineas cortadas del mismo color que las curvas de potencial.

3.3(a)). Si a medida que ese vector genérico barre el plano calculamos, en
cada una de las direcciones que ese vector va marcando, el minimo local del
potencial VJE,X) de la Ec. (3.1), denotado por V]S,X) (Tmin), v lo graficamos en
funcion de § obtenemos la figura 3.3(b), que se ha realizado para el caso del
Li confinado en moléculas de Cgy — D2 — 2 (linea negra) y Cgo — Dbd — 1
(linea gris). En la figura se puede ver que el minimo global del potencial y
el segundo minimo cuasi-degenerado (indicados con una linea punteada del
mismo color que las curvas del potencial) estan separados por una barrera
de potencial. Gracias a la presencia de esa barrera podemos asegurar que, en
una primera aproximacion, la posicion de equilibrio del endoatomo es la del
minimo global.

Finalmente, mostramos las posiciones de equilibrio |Zy| para cada uno de
los compuestos endohédricos analizados en la tabla 3.4. Ademas, las posi-
ciones del hidrégeno, litio y sodio encapsulados dentro del Csg — D2 — 2 se

muestran en la figura 3.4.
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X Csp — D2 —2 Cso — Ddd —1 Cigo— 0
H 1.214 1.386 5.310
Lq 3.536 3.837 6.622
Na 0.321 0.381 5.127

Tabla 3.4: Posiciones de equilibrio |Zy| para los compuestos endohédricos XQCy
con X = H, Li, Na.

+

'Na

Sodium
22990

3 +
Li
Lithium
6.041

Hydrogen
1.008

Figura 3.4: Posiciones de equilibrio de XQCsy — D2 — 2 con X = H, Li, Na.

3.3.2. Estados electrénicos

Una vez que la posicion del atomo encapsulado ha sido determinada nos
concentramos en los estados del electron de valencia. Con el objetivo de
estudiar como las propiedades espectrales de atomos de H, Li y Na son
modificadas por el cascarén del fullereno nuestros calculos incluyeron valores
para la profundidad del cascaron atractivo de Uy en el rango [0, 1.5].

Los primeros cuatro niveles de energia del endoatomo para cada una de las
moléculas de fullereno consideradas se muestran en la figura 3.5 en funcion
de Uy. Los compuestos endohédricos con Cgg — D2 — 2 en lineas negras,
Cgsp — D5d — 1 en lineas anaranjadas de puntos y rayas y Cigo — 0 en lineas
grises de puntos y rayas.

Incluso cuando las diferencias principales en el espectro pueden observarse
entre los isomeros de Cyg v la molécula de Cigg — 0 esta diferencia es pequena
porque la distancia entre el core del atomo X y la céscara del fullereno esté
determinada por el pardmetro o(x) del potencial de la Ec. (3.1). En la tabla
3.5 puede apreciarse que para cada elemento (H, Li y Na) encapsulado en
las distintas moléculas de fullereno consideradas, la distancia entre el nicleo

del endodtomo y la parte méas cercana del cascaron del fullereno tiene valores
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mas o menos similares entre si y ademds similares al valor de o(x). Notar
que para el caso del Cigp — 0 el acuerdo entre o(x) y la distancia entre el
nicleo del endoatomo y el cascarén es mayor. Esto nos hace pensar que
al considerar fullerenos C'y cada vez mayores a partir de cierto niimero de

atomos de carbono esta distancia seria casi independiente del tamano del
Chn.

X CgO—D2—2 CgO—D5d—1 0180_0 J(X)
H 6.77 6.57 5.995 5.820
Li 5.30 5.32 4.683 4.668
Na 6.93 6.73 6.178 5.990

Tabla 3.5: Distancia entre el nicleo del atomo encapsulado y el cascaréon del
fullereno para los compuestos endohédricos XQCy con X = H, Li, Na. Se inclu-
yen ademas los datos de o(x) a fines comparativos (tiltima columna de izquierda a
derecha).

Al variar la profundidad del pozo del cascarén, incluso para valores de
Uy > 0.6, el estado fundamental del H permanece estable en el valor de la
energia de ionizacion del estado fundamental del atomo libre Ey = —0.5"".
Este comportamiento también fue observado para el Cg en la referencia [61].
Dicho de otra manera, el estado electronico fundamental del hidrogeno esta
fuertemente localizado alrededor del nticleo y por ende no se ve influenciado
por el potencial del cascarén externo de carbono hasta que el fullereno se
vuelve lo suficientemente atractivo. Los otros estados del H, asi como los
estados del Li y Na, son influenciados por el cascarén atractivo del fullereno
incluso para valores de U, pequenos. Esto se debe a que todos estos estados
son estados mas deslocalizados, con energia de ionizacién menor.

El método variacional de Ritz no solo provee de los autovalores de la ma-
triz del Hamiltoniano, sino también de las autofunciones. La probabilidad de
encontrar al electréon de valencia alrededor de una dada posicién determinada
por 7,0 es proporcional a r?p(r,0)dr df = u*(r,0)dr df, donde u(r,0) esta
definida en la Ec. (3.7).

La probabilidad de hallar el electron de valencia en el plano zz para los
estados fundamental (n = 1) y primer excitado (n = 2) de XQCgy — D2 — 2

""Como a lo largo del trabajo usamos unidades atomicas, la energia estd en Hartrees.
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Figura 3.5: Primeros cuatro autovalores para los atomos encapsulados de H, L3
y Na en moléculas de Cgg — D2 — 2 (linea negra), Cgo — D5d — 1 (linea anaranjada
de puntos y rayas), y C1go — 0 (linea gris de puntos y rayas).

se muestran en la figura 3.6. Notar que el endodtomo esté localizado en el
semi-eje positivo del eje z en la posicion dada por la tabla 3.4.

Esta figura muestra varias caracteristicas interesantes. En primer lugar,
la simetria de la localizacion del electron de valencia en la cascara del fulle-
reno depende tanto de la distancia del endoatomo al centro geométrico de la
molécula (origen del sistema de coordenadas) como de la simetria del estado
atomico libre (estado para Uy = 0), es decir, ondas de tipo s para el estado
fundamental y de tipo p para el primer estado excitado.

Fisicamente esperamos que un electréon en una onda s sin una direcciéon
espacial preferencial se localice en la parte del cascaréon del fullereno mas
cercana. En el caso de un electréon en una onda de tipo p, con una preferencia
espacial por el semi-eje positivo y negativo del eje z (que denotaremos por
z+ y z—) esperamos una competencia entre esta preferencia espacial y la
tendencia a localizarse en la parte més cercana del cascarén atractivo del
fullereno. La variable decisiva en esta competencia es la distancia entre el
nicleo del dtomo encapsulado y el centro geométrico del fullereno [2].

En el caso del Na, cuyo niicleo es entre los tres elementos considerados
el que se ubica mas cerca del centro geométrico del fullereno, el electron de
valencia en el estado fundamental se localiza en todo el cascaréon del fullereno

cuando el fullereno se vuelve cada vez més atractivo. Por otro lado, un elec-
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tron en el primer estado excitado del Na se va a localizar mayoritariamente
en los “hemisferios” superior e inferior de la céascara de fullereno, con una
simetria caracteristica de las ondas de tipo p.

En el caso del Lz, cuyo ntucleo es entre los tres elementos considerados
el que se localiza mas lejos del centro geométrico del fullereno, un electron
de valencia en el estado fundamental se localiza en la parte més cercana
del cascardon del fullereno, que es el “hemisferio” superior. Un electrén en el
primer estado excitado del L:i también se localiza en el “hemisferio” inferior
debido a la simetria de tipo p del estado inicial o libre (Uy = 0).

Como dijimos, el estado fundamental del H permanece inalterado hasta
que el cascarén del fullereno se vuelve lo suficientemente atractivo (Uy ~
0.73), y para valores de U por encima de este valor critico el electron pasa
a localizarse en el fullereno.

El primer estado excitado del H presenta un fenémeno muy interesante
que coincide con los valores de U, del anticruce de los niveles de energia,
Up ~ [0.6,0.76] en la figura 3.5. Al aumentar el valor de Uy en el rango
Up ~ [0,0.6] el electron pasa a localizarse en el fullereno mientras que para
los valores del anticruce Uy ~ [0.6,0.76] el electron es confinado en el dtomo
y nuevamente relocalizado en el fullereno con una nueva simetria. Un efecto
similar fue descripto y denominado mirror collapse por Connerade et al. para
el caso del Cg en la referencia [57].

Con el objetivo de clarificar las caracteristicas observadas en la figura 3.6
calculamos en funcion de Uy la probabilidad de hallar el electron en el interior

de la molécula de fullereno,

m prR(O)-A
P = (WD V@), = / / 2(r0)dr sin0do,  (3.12)
0o Jo
donde V7, es el volumen interno del fullereno. También calculamos la proba-

bilidad de encontrar el electrén de valencia en el “hemisferio” positivo superior

del cascaron del fullereno (denotado por pyy )
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H@Cgo—D2—2 Li@080—D2—2 Na@ogo—D2—2
n=1 n =2 n=1 n =2 n=1 n =2

— ejez —

— ejexr —

Figura 3.6: Densidad de probabilidad en el plano zz para el electréon de valencia en
el estado fundamental (n = 1) y primer estado excitado (n = 2) de XQCgy—D2—2
para valores cada vez mayores de Uy desde arriba hacia abajo. Para HQCgy— D2—2
y n = 1 los valores son Uy = 0,0.682,0.736,0.764,0.818,1.364, para n = 2 los
valores son Uy = 0,0.245,0.682,0.709,0.736,0.764. Para Li@QCgsy — D2 -2y n =
1 los valores son Uy = 0,0.191,0.409, 0.491, 0.955, para n = 2 los valores son
Up = 0,0.273,0.382,0.545,0.955. Para Na@Cgy — D2 — 2 y n = 1 los valores
son Uy = 0,0.191,0.273,0.355,0.545,0.818 y para n = 2 los valores son Uy =
0,0.191,0.273,0.682,0.955.

47



Capitulo 3. Localizacion del electron de valencia de hidrogeno, litio y sodio
confinados endohédricamente en cavidades de fullerenos

Pin Pf+ Pf—
| O O O
\
Figura 3.7: Esquema de los volaumenes del fullereno sobre los cuales se definen
las probabilidades pin, pr+ y py—.

—_

T rR(O)+A
pre = (U(@)|¥(D)y,, = / / u?(r,0) dr sinfdf, (3.13)
0 JR(H)-A

donde V. es el volumen del “hemisferio” superior de la molécula de fullereno.
La probabilidad de hallar el electréon en el “hemisferio” inferior del fullereno
pf— se define de una manera similar. Véase la figura 3.7 para una representa-
cion esquematica de los volimenes de los fullerenos sobre los cuales se definen
las probabilidades pin, pry v pr—.

Todas estas probabilidades se muestran en la figura 3.8 para el estado
fundamental y en la figura 3.9 para el primer estado excitado.

En las figuras se puede ver que el electron de valencia del Li y del Na
pasan a estar localizados en el cascaréon del fullereno apenas la interaccion
con el fullereno es no nula. Ademas esta localizacion tiene lugar de forma
suave y monotona.

Los estados electronicos del hidrégeno muestran un comportamiento dife-
rente. La localizacion en el fullereno de un electrén en el estado fundamental
ocurre en forma escalonada para valores de Uy ~ 0.73, como se puede ver de
las curvas tipo escalén de pin, pry y py— en la figura 3.8.

El reconfinamiento del electrén en el primer estado excitado del hidrogeno
en un rango pequeno de Uy se ve reflejado en el agudo pico de p;, (véase figura
3.9(a)) para Uy ~ [0.6,0.76] en el caso de los isdbmeros de Cyy, y en el intervalo

[0.65,0.82] para la molécula de Cig9. Como es de esperar, para esos valores
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de Uy, pfy, y ps— muestran un decrecimiento apreciable.

Como se puede ver en las figuras 3.8 y 3.9, la principal diferencia en la
localizacion del electréon de valencia del atomo huésped se da entre los com-
puestos endohédricos formados con isémeros del Cyg y aquellos formados con
moléculas de C'g9. Comparando los compuestos endohédricos formados por
las distintas moléculas de fullereno consideradas podemos ver que el caso del
Ciso es el que presenta la distancia mas grande entre los niicleos del &tomo
encapsulado y el “hemisferio” inferior del cascarén del fullereno. Como con-
secuencia de esto, un electron en el estado fundamental de cualquiera de los
elementos considerados se localiza solo en f+ (véase figura 3.8) mientras que
el primer estado excitado (onda p para Uy = 0) se localiza mayoritariamen-
te en f+ mostrando una localizacién pobre en f—, como puede verse en la
figura 3.9.

En el caso de los isémeros de Cyg, el niicleo de Na es el que se localiza méas
cerca del centro geométrico del fullereno y por lo tanto sus estados muestran
una localizacion equilibrada en todo el cascarén del fullereno con preferencia
espacial por las puntas de los “hemisferios” en el caso n = 2 (ver figura 3.9(b))
por tratarse de una onda p. Por otro lado, un electrén de valencia en el estado
fundamental del Li muestra una completa localizacién en f+, y como es de
esperar por la simetria del estado del atomo libre, el primer estado excitado
presenta una localizacién mas equilibrada entre f+y f— [2].

A esta altura uno podria preguntarse si el reconfinamiento que presenta
el primer estado excitado del hidrégeno es un reconfinamiento en el a&tomo o
s6lo hacia el interior del fullereno. Para responder esta pregunta calculamos
las proyecciones sobre los estados del atomo libre, es decir, sin interaccién

con el fullereno (Uy = 0),

Ay = (Wn(Uo)[¥n, (Up = 0)), (3.14)

donde ny = 1,2 denota el estado fundamental y primer estado excitado del
atomo libre. La proyeccion sobre el primer estado excitado del H sobre los
estados del atomo libre se muestran en la figura 3.10. En la figura puede
verse que el reconfinamiento del electréon es efectivamente en el atomo con

un estado muy parecido al estado fundamental del atomo libre y no solo el
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Figura 3.8: Probabilidad de hallar el electrén de valencia dentro del fullereno
pin. (primer panel de izquierda a derecha) y localizado en los “hemisferios” superior
e inferior del cascaron del fullereno pry y py— respectivamente (segundo y ter-
cer panel). Todas estas probabilidades corresponden al estado fundamental de los
distintos compuestos endohédricos considerados.

retorno del electron hacia el interior del fullereno.

Para finalizar, hicimos un anélisis de la mezcla de las distintas ondas
angulares parciales. Para esto seguimos a Kang et al. [65] y calculamos el
peso de las distintas ondas angulares para el estado fundamental y el primer
estado excitado.

Partiendo de la condicién de normalizaciéon de la funcién de onda, usando
la Ec. (3.8) y expandiendo el polinomio B-Spline angular en polinomios de

Legendre,

Bia(0) = > AIF Ri(o), (3.15)

es posible definir una matriz de solapamiento de las ondas parciales con

elementos dados por

- Tmaz 2 R
Sg?]},{iaj} = {A Bz’,k (T) BLk(T) dT} {QZ——}—]_ Ag’kA%k} . (316)

Basandonos en esta definiciéon, obtenemos los pesos de las ondas angulares

parciales
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Figura 3.9: Probabilidad de hallar el electrén de valencia dentro del fullereno p;,
(primera columna de izquierda a derecha) y localizado en los “hemisferios” superior
e inferior del cascarén del fullereno pyy y ps— respectivamente (segunda y tercera
columna). El caso del hidrégeno figura en la fila superior y el del litio y el sodio en
la fila inferior. Todas estas probabilidades corresponden al primer estado excitado
de las distintas moléculas consideradas.

1 T T T T
N, 1 0.5f -
B J -
— ]
OO 0.5 1 1.5
UO

Figura 3.10: Proyeccion del primer esta-
do excitado sobre el estado fundamental
del 4tomo libre para el HQCgy—D2—2 (li-
nea gris oscuro continua) H@QCgy— D5d—
1 (linea gris oscuro cortada) y H@QC1g0—0
(linea gris clara cortada).
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W, =¢S ¢. (3.17)

Los pesos parciales de las ondas s, p y d en funcién de Uy se muestran en
la figura 3.11 para los isémeros de Cygy.

Como era de esperar, a mayor distancia entre el nticleo del atomo encap-
sulado y el centro geométrico del fullereno mas mezcladas estan las ondas
angulares parciales. Por lo tanto, los estados del litio endohédrico presentan
una mayor mezcla de las ondas angulares parciales (ver figuras 3.11(c) y (d))
mientras que el sodio endohédrico tiene estados con momentos angulares més
puros o definidos, ya que un electréon en el estado fundamental de valencia
del Na es mayoritariamente una onda s (véase la figura 3.11(e)) y el primer
estado excitado una onda p como se puede ver en la figura 3.11(f).

Todos los pesos de las ondas angulares parciales para el caso del hidrogeno
exhiben un comportamiento cuasi-critico en Uy = Uéc) ~ (.73, como se puede
ver en la figura 3.11(a) y (b). En particular, el primer estado excitado del
H@Cyy cambia su peso parcial principal de s a p caracteristica apreciable en
la figura 3.11(b). Esto significa que al aumentar desde cero los valores de Uy
un electréon en este estado se localiza en el fullereno como una onda s. Luego,
si los valores de Uj siguen aumentando hasta llegar a un intervalo pequeno
alrededor de los valores del anticruce Uéc) el electron se confina en el atomo

y vuelve a localizarse en el fullereno pero esta vez como una onda p [2].

3.4. Resumen y conclusiones

En este capitulo describimos como el electron de valencia de atomos de H,
Li y Na encapsulados en tres moléculas de fullereno distintas Cgg — D2 — 2,
Cso — Dbd — 1 y Cig9 — 0 se localizan en el fullereno cuando la magnitud de
la interaccion atractiva con la estructura de carbono aumenta.

Usamos la estructura de las moléculas de fullerenos para calcular la po-
sicion de equilibrio del 4&tomo endohédrico como el minimo del potencial de
Lennard-Jones clésico de N + 1 cuerpos. Con los pardmetros de Lennard-
Jones dados por la tabla 3.1 obtuvimos que los a&tomos de Li se ubican més

lejos del centro geométrico de la molécula de fullereno que los de H y Na en
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Figura 3.11: Pesos de las ondas angulares parciales s, p, y d para los isdmeros de
Cso. Las columnas pertenecen a los diferentes elementos (H, Li y Na de izquierda
a derecha) y las filas corresponden al estado fundamental y primer excitado (fila
superior e inferior respectivamente).

todos los casos considerados.

Una vez que determinamos la posicion del endodtomo, la molécula de
fullereno fue modelada por un potencial de tipo cascarén atractivo de corto
alcance respetando siempre la forma del fullereno y el dtomo encapsulado
se model6 con un potencial efectivo de un electréon. La molécula de C'gg fue
modelada como un cascarén esférico mientras que los dos isémeros del Cyg
fueron descriptos por cascarones elipsoidales con parametros apropiados.

Encontramos que la localizacion del electron de valencia en el cascarén
del fullereno depende de la distancia entre el niicleo del &tomo encapsulado
y el centro geométrico del fullereno asi como de la simetria del estado del
atomo libre (4tomo sin interaccién con el fullereno). Como se esperaba, las
principales diferencias entre las moléculas de fullereno fueron observadas al
comparar el Cigg con los isémeros del Cy.

El electron de valencia del Li y del Na se localizan en el cascarén del fu-
llereno en forma continua y mondtona, aiin para interacciones con el fullereno

es muy pequenas (Uy casi nulo). Por lo tanto los 4tomos de Li y Na dentro
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de la molécula de fullereno se presentan en un estado de tipo zwitterion, es
decir el compuesto endohédrico tiene la forma LitQC}, y Nat@QCy.

Los estados electrénicos del hidrogeno presentan un comportamiento di-
ferente. Para entender esto, analizamos la densidad de probabilidad electro-
nica, las proyecciones sobre los estados del atomo libre y el peso de las ondas
angulares parciales.

El estado fundamental del H permanece inalterado hasta que la atraccion
que ejerce el fullereno, representada en la profundidad del pozo del cascarén
Uy, es lo suficientemente grande lo que en este caso quiere decir valores ~
0.73 (siempre en unidades atémicas); por encima de este valor el electron
se localiza en el fullereno y las funciones analizadas (como la densidad de
probabilidad) muestran cambios de tipo escalén. Todo esto senala que el
compuesto endohédrico en el caso del hidrogeno esta formado por un atomo
neutro dentro de un fullereno neutro, HQCYy.

El primer estado excitado del H presenta un fenémeno muy interesante
para valores de U, que coinciden con aquellos valores del anticruce de los
niveles de energfa. Si se aumenta el valor de Uy manteniéndose por debajo de
los valores asociados al anticruce, el electron se localiza en el fullereno como
una onda s. Para los valores de Uy en el pequeno intervalo del anticruce, el
electrén es confinado en el &tomo en un estado similar al estado fundamental
del atomo libre, mientras que para valores de Uy ligeramente por encima del
anticruce, el electron se relocaliza en el fullereno pero esta vez como una onda
p. Este intercambio entre los pesos de las principales ondas angulares puede
ser entonces una forma posible de definir el valor de Uy del cruce evitado.
Véase la figura 3.11(b), donde el switch entre la curva de los pesos de las
ondas s y p marcan como valor del anticruce Uy ~ 0.75.

Queremos hacer hincapié en que la variacién experimental del parametro
Uy presenta una gran dificultad. De hecho este pardmetro en general se fija
de acuerdo a la afinidad electrénica, por ejemplo, para el Csg modelado como
una esfera (de radio dado por la tabla 3.3) se tiene Ugfe_ ~ 0.32, y para
el Ciso, U™ ~ 0.29. Para fijar este parametro se debe calcular el estado
fundamental de un tnico electron confinado en la molécula de fullereno (mo-
delada por el cascaron de simetria adecuada) en funcion de Uy. El valor de

U se fija entonces de forma tal que Ey(Up) sea igual a la afinidad elec-
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tronica. Una vez hecho esto se pueden analizar las curvas de probabilidades
alrededor del valor Ug fe y saber, por ejemplo, donde esta localizado el elec-
tron de valencia del compuesto endohédrico, si en el atomo o en el fullereno,
y qué tipo de mezcla de ondas angulares presenta. Esto permite, ademas,
evaluar cuén consistente es el modelo al variar por ejemplo el ancho del cas-
carén, los semi-ejes mayores y menores, o el radio promedio del fullereno,
calculando para estas variaciones un intervalo de Ug¢ v analizando si en
ese rango de valores de Uy 7€ ¢l sistema muestra el mismo comportamiento.

Hasta ahora, las intersecciones conicas inducidas por luz (LICI de sus
siglas en inglés Light Induced Conical Intersection), propuestas inicialmente
por M. Sindelka, N. Moiseyev y L.S. Cederbaum, fueron aplicadas a mo-
léculas diatomicas en ondas de laser viajeras o estacionarias (running and
standing laser waves) [91]. Creemos que con nuestro modelo es posible estu-
diar el acoplamiento entre los modos nucleares y electronicos en compuestos
endohédricos cuando una interseccion conica entre los niveles electronicos es

inducida por ondas laser [92|. Dedicaremos el siguiente capitulo a ello.
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CAPITULO 4

Intersecciones coénicas inducidas por luz en Li@QCy

These light-induced CIs (LICIs) emerge
from the fact that light couples
electronic states and these coupling
involves the vibrational and rotational

degrees of freedom.

Nimrod Moiseyev (1947-presente)

En este capitulo tomamos como punto de partida los resulta-
dos del capitulo anterior y los estudios de intersecciones cénicas
inducidas por luz en moléculas diatémicas por parte del grupo
de N. Moiseyev y desarrollamos las expresiones para el Hamilto-
niano molecular del compuesto endohédrico Li@Cgy en ausencia
y presencia de un campo laser de luz polarizada lineal. Conta-
mos con todos los elementos teéricos y los cdédigos desarrollados
para calcular los espectros moleculares mediante el principio de
Franck-Condon teniendo en cuenta las transiciones desde el es-
tado fundamental del Li@QCpy hacia estado excitados (posible-
mente de tipo zwitteriénicos Lit@QCy,) y seguimos trabajando
en el calculo de los espectros moleculares teniendo en cuenta las
intersecciones conicas.
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4.1. Introducciéon a las intersecciones conicas

inducidas por luz

Como ya se menciono en el capitulo anterior, hasta ahora, las intersec-
ciones conicas inducidas por luz (LICI de sus siglas en inglés, Light induced
conical intersection) propuestas inicialmente por Nimrod Moiseyev, Milan
Sindelka y Lorenz S. Cederbaum [91, 93-95|, han sido estudiadas en siste-
mas de moléculas diatomicas (principalmente sodio) considerando ondas de
laser viajeras o estacionarias (running or standing laser waves). Este capi-
tulo lo dedicaremos a iniciar un estudio que apunta a conocer los efectos de
las intersecciones conicas inducidas por luz sobre las probabilidades de tran-
sicion entre lo estados moleculares de Li@QCyy teniendo en cuenta posibles
configuraciones de tipo zwitterionicas Lit@QCy,.

Si bien en esta linea de investigacion no hemos obtenido resultados defini-
tivos para los espectros moleculares, se tienen importantes resultados sobre
todo en lo referido al modelado del sistema que sirven como base para la
obtencion de los espectros moleculares. La idea inicial era estudiar los efec-
tos de las LICIs sobre el espectro molecular del sistema. Para ello se deben
comparar los resultados obtenidos cuando se tienen en cuenta las LICIs con
los obtenidos mediante la aproximacion adiabatica que no tiene en cuenta el
acoplamiento entre los modos electrénicos y nucleares generados por la LICI.

La aproximacion de Born-Oppenheimer, presentada en el ano 1927 [96],
se ha constituido como una herramienta fundamental para la visualizacion de
los procesos quimicos, ya que permite, mediante la separaciéon de los modos
nucleares y electronicos, la representacion de un conjunto de ntcleos movién-
dose en una superficie de energia potencial creada por los electrones [92].
Esta aproximacion vélida para un gran ntmero de situaciones quimicas falla
en varios casos muy importantes, sobre todo en fotoquimica de moléculas po-
liatomicas, para los cuales el movimiento o modos nucleares y electrénicos se
acoplan y aparecen nuevos fenoémenos. El acople entre los modos nucleares y
electronicos se denomina acople vibridnico y tiene lugar por ejemplo cuando
hay una intersecciéon conica entre los estados electronicos. Estas interseccio-
nes conicas, también conocidas como embudos fotoquimicos (photochemical

funnels), permiten un cruce entre estados en la escala de los femtosegundos

o8
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|97, 98]. Las observaciones experimentales de las intersecciones conicas se
basan en la aparicién de una banda inesperada en el espectro fotoeléctrico
que solo puede ser explicado en base a la ruptura de la aproximacion de
Born-Oppenheimer en los alrededores de la intersecciéon conica que conec-
ta dos estados adyacentes. Esto ha sido descripto inicialmente en moléculas
organicas, como el butatrieno o el benceno [99, 100]. En los tltimos afios,
quedo claro que las intersecciones conicas son una caracteristica comin en
la fotoquimica de moléculas organicas [101, 102] y que juegan un rol crucial
en la quimica de moléculas bioldgicas como por ejemplo en la dinamica de
fotoisomerizacion del retinal' [103, 104].

Estudios recientes de Nimrod Moiseyev, Milan Sindelka y Lorenz S. Ce-
derbaum, apuntan a que el fenémeno de LICIs no sbélo puede encontrarse en
moléculas poliatémicas orgénicas, sino también en redes 6pticas de moléculas
diatomicas 93] y en moléculas diatomicas [91, 94, 95]. Los autores muestran
que las intersecciones conicas tienen un gran impacto en las probabilidades
de transicion entre estados y por ende en el espectro de transiciones vibrioni-
cas por absorcion foténica'. Los autores encuentran diferencias significativas
al comparar el espectro molecular obtenido en base al principio de Franck-
Condon con aquellos espectros obtenidos al tener en cuenta las LICIs y en
una primera aproximacion sin tener en cuenta las LICIs.

Luego de la visita del Prof. Dr. Nimrod Moiseyev a la FaMAF en marzo
de 2015, nos propusimos investigar si los compuestos de fullereno endohédri-
cos cuya importancia ya se explico en la introduccion del capitulo anterior,
particularizando con el Li@QCyy, exhiben estas diferencias espectrales. A con-
tinuacion mostraremos los avances en términos de modelizacién del proble-
ma y las dificultades de tratamiento numérico que encontramos y que dejan
abiertas nuevas posibilidades de investigacion.

La idea principal para extender los resultados de LICIs en moléculas dia-

tomicas a fullerenos de la forma XQCy es que si reducimos el fullereno a su

'El retinal es un croméforo (parte de una molécula que desencadena un cambio con-
formacional inducido por luz) acoplado a una proteina (opsina) relacionada a la visién en
colores de los animales. El retinal es un compuesto de tipo vitamina A que al isomerizar-
se en presencia de un fotén genera el paso inicial de la transferencia de electrones en la
reaccion que concluye en la activacion del sistema nervioso y la vision.

"TAqui, con la palabra espectro nos referimos al término espectroscopico y no a los
autovalores de un operador como en el resto de la tesis.
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centro de masa el compuesto endohédrico podria pensarse como una molé-
cula diatémica heteronuclear. Elegimos el caso de X@QCjs, y no X@CYy, con
X = H, Li, Na para hacer uso de la simplicidad numérica de la simetria esfé-
rica del Cgg ya que en ese caso las superficies de energia potencial adiabaticas
son funciones de la distancia del &tomo X al centro geométrico del fullereno.
Elegimos el compuesto endohédrico con litio ya que hay muchos estudios de
HQCy, y porque la presencia de los estados de tipo zwitterionico Lit@QCq,
vistos en el capitulo anterior podian generar comportamientos interesantes.
Ademas, comparado con el sodio, el potencial de la Ec. (3.4) de la subseccion
3.2.2 del capitulo anterior tiene una forma mas simple y depende de un sélo
parametro con una interpretacion fisica directa.

Aunque originalmente pensamos que el compuesto endohédrico presen-
tarfa grandes similitudes con las moléculas diatémicas homonucleares consi-
deradas por el grupo de Moiseyev, nuestro sistema resulto ser esencialmente
diferente en dos aspectos. En primer lugar, para el caso de moléculas diatomi-
cas homonucleares, gracias a la simetria de las funciones de onda electroénicas,
es posible considerar s6lo dos curvas de energia potencial para resolver los
estados adiabaticos nucleares. Esto quiere decir que la intersecciéon coéonica
solo acopla dos estados electronicos, mientras que para el compuesto endo-
hédrico el acople involucra al menos tres estados electronicos. En segundo
lugar, en el caso estudiado por Moiseyev y coautores, la forma de la matriz
del operador dipolar permite construir bloques diagonales y desacoplar los
modos de Floquet, lo que posibilita restringirse al espacio de un solo fotéon
absorbido o emitido. En nuestro sistema la forma de la matriz del operador
dipolar dificulta la construccién de bloques diagonales desacoplados y por
ende, en principio, la restriccion al subespacio de sélo un fotéon absorbido o
emitido no es una aproximacion vélida.

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la seccion 4.2 desa-
rrollamos la expresion para el Hamiltoniano molecular adiabatico del Li@QCy,
en ausencia de campo, mientras que en la seccion 4.3 llegamos a la expresion
del Hamiltoniano para el compuesto endohédrico sometido a un laser de luz
polarizada lineal. En la seccion 4.4 mostramos que eligiendo otras expresio-
nes (razonables y que respetan las simetrias del problema) para el campo

eléctrico y la posicion del atomo de litio se reobtienen los resultados de la
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seccion 4.3"'. Finalmente en la seccion 4.5 resumimos lo hecho y esbozamos

algunas perspectivas a futuro.

4.2. Hamiltoniano adiabatico para L:QCjs, en

ausencia de campo

Siguiendo los lineamientos de la seccion 3.2.2 del capitulo anterior, el Ha-
miltoniano para el electréon de valencia del litio encapsulado en una molécula

de Cg (siempre en unidades atomicas) esta dado por

102 10 o) 1 o
H . - _- = __ = " | anph= - - -
(r,9, 3 ) 20r?  2r?sinf 00 (Slneé)@) T g dp? *
Vi (7(r, 0, R)) + Ve(r) (4.1)

donde la posicion del electron de valencia del litio esta representada en coor-
denadas esféricas 7 = (r,0, p) cuyo centro de coordenadas esté ubicado en
el centro geométrico del fullereno. Al igual que en el capitulo anterior r y R
denotan la distancia del electron y del nicleo de litio al centro geométrico
del fullereno. Notar que debido a la simetria esférica planteamos el Hamilto-
niano para la funcién de onda reducida (funcion de onda original multiplica-
da por r) por lo tanto el elemento de volumen es dV = dr sinfdf dy y no
dV = r?dr sinf df dp.

Como el sistema es esféricamente simétrico podemos pensar que el &tomo
de litio se ubica en el eje z. En ese caso la distancia entre el electron y el

ntucleo cargado positivamente esta dada por

#(r,0,R) = |F— B| = V2 + R2 — 2r Rcos0 | (4.2)

y la interaccion del electron de valencia con el carozo o core nuclear (ni-

cleo apantallado por los electrones de la capa 1s%), que hemos denotado por

MEsta seccién es netamente aclaratoria y su lectura por lo tanto depende de si el lector
tiene un particular interés en ahondar sobre la equivalencia entre ambas expresiones para
el campo eléctrico, de hecho esta seccion surgio a partir de un pedido del Prof. Dr. Nimrod
Moiseyev y hemos decidido incluirla aqui s6lo por completitud.
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V5i(7(r, 0, R)), esta dada por

V(i (r.0, R)) = _% [(Z-N)+N(l+ame®),  (43)

donde la carga nuclear es Z = 3 y el ntimero de electrones en el core es
N, = 2. El pardmetro a = 1.6559 describe la carga efectiva del core 1s2, es
decir que este potencial modela estados de la forma 1s2 nl.

En esta parte de la tesis decidimos probar otra forma funcional para la
interacciéon con el fullereno, denotada por Vg(r), mas suave que el modelo
de tipo cascarén y que tiene en cuenta que el efecto del fullereno no es algo

totalmente localizado [63]

Ve(r) = —er_(r_icm) : (4.4)

donde Ry, es el radio promedio del fullereno (promedio de las distancias de
los atomos de carbono al centro geométrico del fullereno). Al igual que en
el capitulo anterior 2A es el ancho asociado al fullereno y U, la profundidad
efectiva del pozo gaussiano calculado para ajustar la afinidad electronica del
Ceo. Nosotros tomamos Re,,, = 6.507 (promedio de distancias utilizando las
posiciones dadas en la referencia |77]) y 2A = 1.25 con lo que se obtiene
Uy = 0.422. Por més que este modelo arroja resultados muy parecidos al del
cascaron esférico el tratamiento numérico de las condiciones de contorno es
méas simple pues no se debe tener en cuenta la continuidad de la derivada
logaritmica en los extremos del pozo del cascarom.

Como el Hamiltoniano de la Ec. (4.1) es invariante ante rotaciones en
el eje z sus autoestados electronicos ), (7, 0, ¢; R) pueden expandirse en
la base de las autofunciones normalizadas de la componente z del momento
angular L,

eime

U (1,0, 0; R) = @y 1 (7, 0; R)E, (4.5)

donde n =1,2,3,..., m =0,£1,£2,... y @, (1, 0; R) son las autofunciones

del Hamiltoniano dado por
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VLi (f(?“, 07 R)) + VF(T> . (46)

Los autovalores E,, |,,|(R) asociados a las autofunciones ®,, (7, 0; R) sir-
ven como potenciales en la ecuacion de Schrodinger nuclear independiente
del tiempo que describe el movimiento roto- vibracional del core de litio en-
capsulado dentro del Cgy. Notar que como los autovalores dependen de |m|?
entonces aquellos con m = 0, 4+1, +2, ... son degenerados.

El Hamiltoniano nuclear adiabéatico, en unidades atémicas, esta dado por

1 0% L*0n, or:)
B : Epjmi(R) +
20Li/ce0 OR?  2pipi/c R2 Jmi ()
Vit —Ceo (R) (47)

H(R, 0L, 1)

donde Vi+_cy (R) es la interaccion entre el ion de litio y el fullereno (que
seria el equivalente a la interaccion inter-ntcleo en la aproximaciéon adiabatica
para una molécula) y firi/cq, €s la masa reducida, definida por 1/ip;/cq =
1/mp; + 1/mey,-

Si conociéramos E,, |, (R) + Vii+_cy (R) podriamos resolver el Hamilto-
niano nuclear y obtener asi los autoestados para el core Li*. En las siguientes

subsecciones mostraremos como calcular i, n,(R) ¥ Vii+—cgo (R).

4.2.1. Interaccion entre el core de litio y el fullereno

En el desarrollo del trabajo que sento6 las bases del capitulo anterior fija-
mos la posicion del endodtomo como el minimo de un potencial de Lennard-
Jones con parametros obtenidos de las referencias [78-80]. En general los
parametros de Lennard-Jones son elegidos a los fines de reproducir alguna
medicion experimental o célculos de teoria del funcional densidad o DFT
por sus siglas en inglés (Density Functional Theory). En lo que sigue mos-
traremos los ajustes obtenidos de nuestro calculo de DFT con el programa

cp2k [105]. Para los calculos DFT tomamos como base para los dtomos de
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carbono DZVP-GTH-PADE con potencial de tipo GTH-PADE-q4 y para el
litio DZVP-GTH-PADE con potencial de tipo GTH-PADE-q3. Los atomos
de carbono se ubicaron en las posiciones dadas en la referencia [77].

Se calcul6 la energia para una grilla de puntos espaciales y a partir de
eso hicimos dos tipos de ajustes para la interaccion Vi+_¢,, (R) obtenida por
DFT: mediante un potencial de tipo Lennard-Jones y otro de tipo Bucking-
ham con cada uno de los 4tomos de carbono.

La interaccion de Lennard-Jones esta dada por:

. N o oN12Z /o6

Vn (@) = ; oL (JE=Fl)  vis(r) = de ((;) - (%) ) o (48)
donde 7 es la posicion del atomo confinado, Z; es la posicion del i-ésimo dtomo
de carbono extraidas de la referencia [77| y el par €, o son los pardametros de
Lennard-Jones ajustados para la interaccion L — C'. Notar que el potencial
de Lennard-Jones diverge en la posicién de cada atomo.

Los parametros de Lennard-Jones obtenidos fueron & = 4.6527 x 1073 y
o = 3.4759.

También ajustamos la interaccion con un potencial de Buckingham,

¢y

N
Vn(Z) = ; vpp(|Z—7) 3 wvep(r) = Ae 5" — W

donde 7' y #; estan definidos de la misma manera que para el potencial de
Lennard-Jones y A, B, C son los pardmetros de Buckingham ajustados para
la interaccion de Li — C.

Para los parametros de Buckingham obtuvimos A = 107.9766, B =
2.3394 y C = 52.4739.

Los dos ajustes hechos a lo largo del eje x se muestran en la figura 4.1
donde puede verse que el potencial de Lennard-Jones diverge en las posi-
ciones de los atomos de carbono. También puede verse que el potencial de
Lennard-Jones sobreestima la barrera de potencial del fullereno que queda
mejor representada por el potencial de Buckingham. Sin embargo, el poten-

cial de Buckingham no presenta la impenetrabilidad del ntcleo de carbono y
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debemos imponer esta condicién con una barrera infinita de potencial loca-
lizada en algtn radio, por ejemplo R, = 6.507 o algtn radio menor. Cabe
aclarar que si bien los calculos de DFT se hicieron con &tomos neutros en
fullerenos neutros sirve como primera aproximacion para la interaccion de
Lit - C.

Es importante mencionar que en las secciones siguientes pese a que el
ajuste obtenido por el potencial de Buckingham es visiblemente mejor he-
mos aproximado Vi;+_ ¢, (R) con la interacciéon proveniente del ajuste de
Lennard-Jones. Hicimos esto por simplicidad y para poder comparar con los
resultados del capitulo anterior y de la literatura, ya que el potencial de
Lennard-Jones por sus conveniencias numéricas es mucho més usado que el
de Buckingham. Las curvas de potencial para el niicleo en la aproximacion
adiabatica usadas a la hora de resolver efectivamente los estados del Hamilto-
niano de la Ec. (4.7) serfan, por supuesto, las que mejor ajustan los calculos
de DFT (Buckingham).

4.2.2. Curvas de energia potencial

Con el objetivo de calcular los estados electrénicos que dan lugar a las
curvas de energia potencial hicimos calculos variacionales usando como base

funciones de B-Splines para expandir ®,, ,,,((7,6; R)
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0 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
Figura 4.2: Primeros siete niveles de io- s =
nizaciéon con m = 0 para el atomo de li- -0.05 =
tio libre confinado en una cavidad esféri-
ca de radio 50 en funcién de la distancia -0.1f N
al origen de coordenadas R. Las energias E B =
experimentales se muestran como puntos -0.15f =
rojos obtenidos de la referencia [106] y - -
el ancho aproximado del fullereno dado -0.2
por [Rey, — A, Rey, + A] esta represen- 5 i
tado por lineas grises cortadas. o2sbLa L 1L 11,
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R
By o (1, 0; R) = > e Bi(r) B;(0), (4.10)
iJ

donde se us6 la misma notacion que el el capitulo anterior, ver Ecs. (3.8),
(3.10) y (3.11) de la seccion 3.2.2. También usamos funciones B-Spline de or-
den siete, es decir que k = k = 7, definidos en los intervalos r € [0, 7paz = 50]
y 6 € [0, 7]. El tamanio de la base fue elegido para obtener los resultados de
las energias de ionizaciéon experimentales del atomo de litio libre cuando se
varia la posiciéon R respecto del origen de coordenadas en el intervalo de in-
terés (esto equivale a resolver el problema de litio confinado en una cavidad
esférica de radio 50 variando la posicion del litio). Las energias de ionizacion
obtenidas para m = 0 con una base de N = 70 B-Splines tanto radiales como
angulares se muestran en la figura 4.2 junto con las energias exactas (puntos
rojos) y el ancho aproximado del fullereno dado por [Rg,, — A, Reg, + 4|
(lineas grises cortadas). A partir de esta figura podemos inferir que la ba-
se empieza a fallar para estados excitados recién para R ~ 17, concluimos
entonces que la base es muy buena para nuestros propositos.

Las curvas de energia potencial para el Hamiltoniano de la Ec. (4.6) se
muestran en la figura 4.3 donde puede verse que la curva con energia mas
baja es la asociada a FEj,—1 |m—o|(R), el primer estado excitado doblemente
degenerado es Fj,—1 jm=+1](R), y el segundo estado excitado es E,—3 jm—o|(R)

que en R = 0 es degenerado con En:1,|m:i1|(R). Notar que para R = 0
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-0.1 — Figura 4.3: Niveles de energia electro-

1 nicos para Li@QCg) en funcion de R,

E con m = 0,1,2 (curvas negras, azu-
-0.2 les y verdes respectivamente). El an-

cho aproximado del fullereno dado por
[Rcgo — A, Rog, + A] esta representado
-0.3F =] por lineas grises cortadas.
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0510]|5\>5202530

el sistema tiene simetria esférica y por lo tanto E,_; (R = 0) es un
estado 25 y Ep—ojm=o|(R = 0) ¥ Ep—i pm=+1|(R = 0) son estados 2p con
m = 0y m = +1 respectivamente. En la figura ademéas se muestra el ancho
aproximado del fullereno.

El potencial total que veria el nicleo dado por los términos £, ,|(R) +
V5i+ —ce (R) del Hamiltoniano de la Ec. (4.7) y tomando como Vi ¢, (R)
el potencial de Lennard-Jones obtenido en la secciéon 4.2.1 se muestra en la
figura 4.4(a) junto con el potencial de Lennard-Jones y los dos niveles electro-
nicos mas bajos. En la figura 4.4(a) puede verse que en primera aproximacion
el nicleo se ubicaria en el minimo de la curva Ey o(R)+V5i+ ¢, (R) en R ~ 3.
Recordar que para los isomeros de Cgy en el trabajo previo habiamos obte-
nido que el nucleo se ubica a una distancia ~ 3.5 del centro geométrico del
fullereno, como figura en la tabla 3.4 del capitulo anterior. Notar ademas que
hay un segundo minimo del potencial fuera del fullereno en r» ~ 10. Como
yva se dijo en la seccién anterior esta figura se confecciond con el potencial
de Lennard-Jones como una primera aproximaciéon al problema por simpli-
cidad y para poder comparar con los resultados del capitulo anterior y de la
literatura.

Con todo esto disponemos de los elementos necesarios para calcular los
autoestados nucleares y por lo tanto conocer los estados adiabéticos del com-
puesto endohédrico como un todo. Para ello hicimos una expansion variacio-

nal de la funcion de onda nuclear (también en funciones de B-Splines) cuyos
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Figura 4.4: (a) Curvas de energia potencial para el nicleo de litio encapsula-
do en una molécula de Cgy dadas por E,, p,|(R) + Vii+_cy, (R) y calculadas con
el estado electronico fundamental y primer excitado més una interaccion de tipo
Lennard-Jones (curva roja y verde respectivamente). Se muestran ademés los es-
tados electronicos fundamental (curva negra) y primer excitado (curva azul) y el
potencial de Lennard-Jones (curva gris) ademés del ancho aproximado del fulle-
reno dado por [Rey, — A, Rey, + A] (lineas grises cortadas). (b) Esquema de niveles
adiabéticos asociados a las curvas de energia potencial Eyo(R) + Vi;+_cy (R) ¥
E11(R) + Vi —cy (R) (curvas roja y verde al igual que en el panel (a)).

resultados no se muestran aqui, sin embargo, siguiendo este procedimiento
se obtienen niveles energéticos que pueden representarse sobre las curvas de
potencial obtenidas tal y como se esquematiza en la figura 4.4(b). La inter-
seccion conica ocurre cuando las curvas de energia potencial se cruzan y hay
por lo tanto un acople entre los modos nucleares y electronicos.

En la referencia [107] los autores comparan las curvas de energia potencial
obtenidas para atomos alcalinos encapsulados por fullerenos usando aproxi-
maciones de la teorfa del funcional de la densidad local (LDF de sus siglas
en inglés). Muestran que las curvas obtenidas para la interaccion Lit — Cg
tienen pocas diferencias con las obtenidas para Li™ — Cg, pero si difieren
respecto de las obtenidas para Li — Cgg, ya que estas tltimas presentan un
minimo en R = 0. Queremos hacer énfasis en que nuestros calculos para las
curvas E,, ) (R) + Vit ¢y (R) usando un método variacional para Fj, |, (R)

y aproximando V7;+_ ¢, (R) por los datos obtenidos de los calculos DFT para
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atomo neutro encapsulado por fullereno neutro y ajustados con un potencial
de tipo Lennard-Jones muestran un comportamiento muy similar al de los

calculos DFT para Li™ encapsulado en un Cy, de la referencia [107].

4.3. Hamiltoniano para LiQCjs, sometido a un

campo laser con polarizaciéon lineal

En esta seccion veremos como escribir el Hamiltoniano para el compuesto
endohédrico inmerso en un campo laser polarizado linealmente siguiendo los
trabajos del grupo de Moiseyev [91, 93-95, 108, 109].

4.3.1. Hamiltoniano electrénico

La interaccion del electron de valencia del litio en el compuesto Li@QCl

con un laser de luz polarizada linealmente esta dada por 7 - E, donde

E = (B, = ¢ysin 0 cos(wt), E,=0,E, = ¢ycosfgcos(wt)) (4.11)

siendo w la frecuencia del laser. En lo que sigue despreciamos el efecto de
prender y apagar el laser y pensamos que la duraciéon del pulso es lo suficien-
temente larga como para asumir que la onda es continua. Notar que el angulo
0r determina el angulo entre el eje del compuesto endohédrico (la linea que
conecta la posicion del nicleo de litio y el centro del Cgg) que hemos tomado
como eje z y el eje de polarizacion de las ondas del laser. Los parametros
R y 0 dan los dos grados de libertad necesarios para la existencia de una
interseccion conica.

El Hamiltoniano para el electron de valencia del Li del compuesto en-
dohédrico Li@CYy, interactuando con luz polarizada linealmente esta dado

por

H"(r,0,p,t; R, eg,w) = HI™(r 0, ¢0: R) + ¢ cZ(GE) cos(wt), (4.12)
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donde el operador dipolo esté definido como

~

d(0g) =r sinf cos sinfg + r cos cosbg . (4.13)

Usando como base las autofunciones de H(r, 0, p; R) dadas por la Ec.
(4.5) entonces la matriz del Hamiltoniano H"*(r,0,¢,t; R, ¢y, w) de la Ec.

(4.12) tiene elementos de matriz dados por

Hl“'z(t; R, €0, W) mr)nm) = (U (1,0, R) |Hl””‘(7"7 6, 0,t; R, €0, w)|Unm (1,0, R))ro.
= En,|m\(R)5n’,n m’/,m +
€0 cos(wt) Dy ), (mm) (R, 0E) (4.14)

con (.....)rg, indicando integracion sobre dV' = dr sin 8df dy. Los elementos

de matriz del operador dipolar son

D gy () (R, 05) = (g (1,0, R)|d(08) [ (7,6, R)) 1.
1 . n'.m!
= 5sin QE(p»n”m)) (O’ mt1 + Op? 1) +

cos 9E<z>g;‘:;$')5m/7m : (4.15)

donde si ®,, |, (7, 0, R) denotan las autofunciones del Hamiltoniano de la Ec.

(4.6) entonces

() = (@ (1, 0, R) |7 51 0] D 1y (1,0, R)) (4.16)
y
()0 = (D (1, 6, R) |1 c08 6] @, (1, 6, R)) (4.17)

(n';m")

con (.....) indicando integracion sobre dV' = dr sin 6df. Notar que (p), " v

(z}EZI;T)l) son funciones de R, como puede verse en la figura 4.5.
La forma explicita de la matriz D restringida al espacio de las funciones
Qpjm|(r,0,R) conn=1,m=0,n=1m==xlyn=2m =0, es decir

tomando tnicamente las funciones con energias electronicas mas bajas (ver

70



Capitulo 4. Intersecciones conicas inducidas por luz en LiQCq,

30|||||||||||/§5|||||||||||
/ o
g T 1 Ba
5 20 1=
2 1 83
2 z
210 1 52
D 51
Ho @ 1 &
PR RSN TRN [N TN NN TR Y W N molllll
0O 5 10 ]lé_) 20 25 30 0O 5 10 ]|5\>5 20 25 30

Figura 4.5: Elementos de matriz del operador dipolo en funcién de R. (a) Elemen-

(1,0) (1,1) (2,0)

tos diagonales <z>(1 0) (curva azul), <z>(1 1) (curva verde) y <z>(2 0) (curva anaranja-

da). Notar que la forma asintética es <Z>EZ$§ = R como indica la linea gris oscura
cortada. (b) Elementos no diagonales (p)E}ég (curva negra), <p>8(1)§ (curva roja)

y <Z>88§ (curva violeta). En ambos paneles se muestra el ancho aproximado del

fullereno dado por [Rey, — A, Rey, + A] (lineas grises claras cortadas).

figura 4.3) queda

cosfp ()19 22 (o)) EE (o)1) cosfe (2)50

o | RN cosbe (a0 P (p) (4.18)
P2 (p)in 0 cosOp (z)17 T (p)yy
1, 1, 2,0

sinfg < >1,1 sin 0

1
5 \P/2,0 5 <P>2,0

Los elementos de matriz del operador dipolo en funciéon de R se muestran
en la figura 4.5, donde los elementos diagonales pueden verse en la figura
4.5(a) y los elementos no diagonales en la figura 4.5(b). Notar que lejos de
la region del fullereno, para R 2 20, los elementos diagonales tienden a Ry
los no diagonales a una constante.

Si definimos

0g) = ®retm=o(r,0; R) (4.19)
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1
le+) = 7 {Pr1m=1(r,0; R) £ @y 1 (1,0, R) } (4.20)
0e) = Dy mo(r,0; R) , (4.21)
entonces la matriz D en la base {|0g),|e+),|0e),|e —)} tiene la siguiente
forma
cosfp ()1 55 (o)1) cosbp (2) 0
sinfg 1,0 1,1 sin g 1,1
_ | 2 <P>1,1 cos g <Z>1,1 /2 <P>2,0 0
D 1,0 sin 0 1,1 2,0 (422)
cos O <Z>2,0 /2 <P>2,0 cos O <Z>2,0 0
0 0 0 cosfp ()11

)

Esto significa que los estados con m = 0 se acoplan a una combinacién lineal
especifica de los dos estados excitados degenerados con n = 1, m = £1 dada
por |e +). Al no acoplarse con el estado |e —) la dimension efectiva del
subespacio elegido es 3 x 3 y esta dado por la base {|0g), |e +), |0e)}.

4.3.2. Hamiltoniano molecular

La matriz del Hamiltoniano nuclear para el compuesto endohédrico Li@QCy

sometido al campo laser en la base {|0g), |e +),|0e)} esta dado por

H(T, t)(n/,m’),(n,m) = HS;T;7|m|) (R, 0E7 @Li)én’,n(sm’,m +
€0 D(n/7m/)7(n7m) (R, GE) cos(wt) 3 (423)

donde ?—[ﬁ"m‘)(R, 0, pr;) es el Hamiltonino adiabatico nuclear dado por la
Ec. (4.7).

En el marco del formalismo de Floquet" [110] se obtiene un Hamiltoniano
independiente del tiempo. Este abordaje se llama aproximaciéon no adiabé-

tica en la representacion de estados vestidos (non-adiabatic dressed picture

YCuando el pulso laser es suficientemente largo la dindmica puede calcularse usando las
cuasi-energias de Floquet.
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representation). Para ello se toma como base {e™“|0g), e"“|e +), ¢™|0¢) } lo

que permite escribir la matriz del Hamiltoniano de la siguiente manera

an—adiabatico —_ o 1 82 L2(0Li7 QOLz)
LiQCeqo/laser QMLi/CGO aRg 2NLi/CGO R2

AVALCHS adiabatico

+ V5t —cy (R)} @I+

(4.24)

b

donde V7no—adiabatico o5 15 matriz del potencial e I es la matriz identidad en el
mismo espacio que Vne—adiabatico,
Si denotamos por |e), |¢’) alguno de los estados electronicos {|0g), |e +), |0e), e —)}

los elementos de V7mo—adiabatico gy

Vrosadatico ()5, + wn(el| e} +
€
Dl Gurrir + D) (125)

donde n es el nimero de fotones absorbido por el compuesto endohédrico.

Los elementos de matriz explicitos de V7o—adiabatico gqp

E-21 2D 0 0 0
“ap E-wl 2D 0 0
\/no—adiabatico _ 0 “p E “p 0
0 0 %D E+ul 9D
0 0 0 9D E+2ul

(4.26)
donde E es la matriz diagonal cuyos elementos son las energias de la base

electronica elegida, en nuestro caso

Eyy 0 0
E=|0 E 0 |. (4.27)
0 0 FEo
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La matriz Vne—adiabatico tiene una estructura tridiagonal matricial, con
acoplamiento dado por la matriz D restringida al subespacio {|0g), |e +), [0e) }.
Si la matriz D tuviera ceros en la diagonal entonces podriamos llevar la ma-
triz Vne—adiabatico 5 ynga forma de bloques desacoplados como en la referencia
[94]. En nuestro caso la forma obtenida para la matriz D no nos permite
construir Vno—adiabatico com o bloques diagonales desacoplados. Es importan-
te aclarar que los elementos diagonales no nulos aparecen debido a la paridad
no definida de la funcion de onda electronica de la Ec. (4.5). Notar que el Ha-
miltoniano de la Ec. (4.6) no es simétrico respecto al intercambio § — 7 — 6.
Esto implica que la funciéon de onda no tiene paridad definida respecto a la
variable 6 y por lo tanto no podemos garantizar que al calcular <Z>§Zz; ob-
tengamos valores nulos excepto cuando el core de litio se localiza en el centro
geométrico del fullereno, como puede verse en la figura 4.5(a).

Para resolver el problema buscamos si habia alguna transformacion que
pudiera llevar la matriz D a tener elementos nulos en la diagonal. También
pensamos que si los elementos diagonales fueran pequenos podriamos hacer
teoria de perturbaciones incluyendo los elementos de la diagonal como una
perturbacion y los demés elementos como parte del Hamiltoniano Hy pero
al comparar los elementos diagonales con los no diagonales en la figura 4.5
vemos que los elementos diagonales son comparables (incluso mayores) que
los no diagonales.

El Hamiltoniano HE’@%‘Z;%Z?@C: de la Ec. (4.24) con Vno-adiabatico: qadg
por la Ec. (4.26) puede resolverse variacionalmente para la funcion de onda
nuclear (sobre el subespacio de funciones de onda electrénicas elegido) trun-
cando la matriz a una cierta cantidad de fotones n absorbidos (o emitidos).
Hicimos esto y buscamos un conjunto de parametros (w,€y) que desacople
los modos de Floquet. Tampoco obtuvimos resultados concluyentes, por lo
que no los mostramos aqui.

Queremos enfatizar que en los trabajos del grupo de Moiseyev para molé-
culas diatomicas homonucleares la simetria de las funciones de onda electro-
nicas permite considerar sélo dos curvas de energia potencial para el niicleo.
Esto quiere decir que la intersecciéon conica sélo acopla dos estados electro-
nicos y no al menos tres como en nuestro caso (ver Ec. (4.22)). Ademas, en

el caso que ellos analizan la forma de la matriz del operador dipolar permi-
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te construir bloques diagonales y desacoplar los modos de Floquet. Es por
eso los autores pueden restringirse al espacio de solo un fotéon absorbido o

emitido.

4.4. Aclaracion sobre la forma del campo

Hasta ahora calculamos las funciones de onda electronicas para el electron
de valencia de un atomo de litio confinado en la cavidad de Cgy como las
soluciones del Hamiltoniano dado por las Ec. (4.1) y (4.6) para cualquier
distancia R entre el centro geométrico de la molécula de fullereno y el ntcleo
de Li. Debido a la simetria del problema consideramos que el atomo de Lz se
mueve sobre el eje z. La posicion del nucleo de litio entonces puede escribirse
como Ry, = (0,0,R) y al agregar el pulso laser elegimos un campo con
componente y nula (ver Ec. (4.11)).

Mostraremos ahora que tomar el campo en una posicion genérica y res-
tringir el movimiento del atomo de litio al eje z equivale a tomar un campo
en el eje z y dejar que el litio se mueva a lo largo de un eje cualquiera. Ade-
més veremos que la matriz D obtenida en ambos casos es igual a la obtenida
en la seccion anterior. Como ya se dijo esta seccion es netamente aclaratoria
y su lectura por lo tanto depende de que el lector tenga un particular inte-
rés en ahondar sobre la equivalencia entre ambas expresiones para el campo
eléctrico.

Comenzaremos considerando un campo de la siguiente forma

E = (E'sinfg cos g, Esinfg sin pg, F cosfg) , (4.28)

como el que se muestra en la figura 4.6.

Mostraremos que hacer una rotacion de forma tal que el nuevo campo
esté en el eje z es equivalente a lo que hemos hecho hasta ahora. Al hacer
esta rotacion el atomo de litio pasard a estar localizado en alguna posicion

genérica, esto quiere decir que

RE = RyR.; = Ra(R2) . (4.29)

Ademas, la matriz de rotaciéon Rj; asociada a esta operacion debe satisfacer
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Figura 4.6: Posicién del dtomo de Li en el fullereno y un campo genérico E.

que el campo rotado esté a lo largo del eje z

ER = Bz =R,E, (4.30)

donde el sombrero denota versores (vectores unitarios) y el superindice R
hace referencia al vector rotado. n es el versor que define el eje alrededor del
cual se hace la rotacion que es normal al plano que contiene los vectores E y

~

z

n = (sin g, — cos ¢g, 0) . (4.31)

Una rotacion anti-horaria alrededor de este versor en un édngulo « esta

dada por la siguiente matriz
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SIN

Figura 4.7: Rotacién del campo E hacia el eje z.

cosa +sin® pp(1 —cosa) —sinppcospp(l —cosa) —cospgsina
R? = | —sinpgcospp(l —cosa) cosa+ cos?pp(l —cosa) —sinpgsina
COS Y Sin sin g sin « cos o
(4.32)

Como la rotacion que buscamos lleva el vector F a Z entonces o« = 0

ver figura 4.7) y la matriz toma la siguiente forma
g y

cos 0 +sin® pp(1 — cosfp)  —singgcospp(l —cosfp)  —cospsinby
Ry = | —sinpgcospp(l —cosfg) coslp + cos® pp(l —cosfp) —sinpgsinfg
cos g sin Oy sin g sin fg cosOg
(4.33)

Si con esta matriz rotamos el vector posicion del atomo de litio RﬁéLi =
R (RZ) obtenemos
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—cos pgsinfg
RE =R| —sinppsinbp | . (4.34)

cosfg

Los angulos para el vector posicion del litio rotado se relacionan con
los angulos del vector campo inicial de la Ec. 4.28 de la siguiente manera:
YL = pp+my 6, = 0. Podemos entonces reemplazar 0y — 01; y cos op —

— CoS L, sinpg — —sinyy; en la matriz de rotacion de la Ec. (4.33)

cosfp; +sin® (1 — cosf;) —sinpr;cospri(1 —cosfr;)  cosep;sinby,
Ry = | —sinpr;cospri(1 —cosfr;) cosOr; + cos® ri(1 — cosfr;) sinpr;sinfp;
—cos pr;sinfp; —sin pr; sin 6, cos 0
(4.35)

Siguiendo la seccion 7 del capitulo 17 de la referencia [27], la transforma-

cion para la matriz dipolar D es

D@/,m/),(n,m) = E (Vo (1,0, 05 R)| { iz + Rozy + Razz} [V m(r,0,0; R)) |

(4.36)
donde (7,6, ) denota las coordenadas electronicas no rotadas, R;; son los
elementos de la matriz de rotacion R; y E es la magnitud del campo E =
€o cos(wt).

Usando la forma explicita de los elementos R;; obtenemos

Dgz’,m’),(n,m) = <\Ijn',m' (Tv 97 12 R)| (SiIl eLi CoSYr; T+ sin eLi sin YLy +
cosOr; 2) [Wym(r, 8,0 R)) . (4.37)

Teniendo en cuenta la funcion de onda de la Ec. (4.5) y las expresiones
de las Ecs. (4.16) y (4.17) se puede ver que
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’

1 . n' m’
Dy iy (B OLiy o) = 5 Sin 0Li cos @Li<ﬂ>én m) " Br st + Orm1)

)

/

1 . . n’m’
+Z sin 07; sin @ (p) En,;n)) (O’ mt1 — Om/m—1) +
cos 9Li<Z>EZ:;$/)5M’,m , (4.38)

donde por simetria podemos tomar ¢;; = 0 y recordando que 6;;, = 0
reobtenemos la Ec. (4.15).

Concluimos que, tal y como esperdbamos, la matriz D obtenida es la
misma si modelamos el sistema con el &tomo de litio en el eje z y un campo
con componente y nula que si modelamos el sistema con el &tomo de litio en

cualquier lado y el eje de polarizacion del campo en la coordenada z.

4.5. Resumen, conclusiones y perspectivas

Hemos desarrollado las expresiones para el Hamiltoniano molecular del
compuesto endohédrico LiQCy, en ausencia de campo y para el compuesto
sometido a un campo laser de luz polarizada lineal. El objetivo de este tra-
bajo era poder comparar el espectro para el compuesto endohédrico obtenido
a partir del principio de Franck-Condon con aquellos espectros obtenidos al
tener en cuenta las LICIs y en una primera aproximacién que no tiene en
cuenta las LICIs. Sin embargo nos encontramos con ciertas dificultades nu-
méricas que aparecen como consecuencia de que la estructura de bloques del

Hamiltoniano HZ;’@%Z“/ZZ?@? de la Ec. (4.24) con Vno-adiabatico dado por la Ec.
(4.26) no permite aplicar métodos similares a los usados por el grupo de
Moiseyev.

Aunque no pudimos llegar a resolver el espectro considerando la intersec-
cion conica, tenemos todos los elementos para calcular los espectros mediante
el principio de Franck-Condon o también haciendo una primera aproximacion
sin tener en cuenta las intersecciones conicas, ya que el célculo de estas dos
aproximaciones a los espectros (explicados en la referencia [91]) involucra las
funciones de onda adiabéticas que se pueden obtener como se explico al final

de la subseccion 4.2.2. Vale la pena mencionar que el calculo de los espectros
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moleculares esta basado en el calculo de probabilidades de transicién dadas
por la regla de oro de Fermi entre los estados asociados a las curvas de ener-
gia potencial E,, i (R) 4+ Vii+_cy(R), como se representa en el esquema de
la figura 4.8 que completa lo presentado en la figura 4.4.

Podemos afirmar entonces, que los avances obtenidos en lo referido a la
modelizacion del problema, constituyen un primer paso hacia la obtencion
de los espectros moleculares. Esta linea de investigacion contintia abierta y
seguiremos trabajando en ella. Una posible perspectiva a futuro ademas del
calculo de los espectros moleculares es el analisis del efecto de la polarizacion
de la luz (lineal, circular o eliptica) sobre el espectro molecular (ver referencia
[94]). Otra, el analisis de la influencia de la presencia de intersecciones conicas
en la dindmica de la funcién de onda molecular, con posibles alineamientos
del eje de la molécula¥ con el campo externo, como fue reportado en las
referencias [95, 111]| para moléculas diatomicas homonucleares. También se
puede estudiar el cambio en las fases de Berry (fases topologicas) del sistema
molecular al moverse en un contorno cerrado del espacio de configuraciones
alrededor de la interseccion conica [111].

Queremos hacer especial énfasis en que, como ya se mencioné en la sub-
seccion 4.3.2, si bien originalmente pensamos que el compuesto endohédrico
presentaria grandes similitudes con las moléculas diatémicas homonucleares

consideradas por el grupo de Moiseyev, resulto ser esencialmente diferente. En

VLinea entre el nucleo de litio y el centro geométrico del fullereno.
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el caso de moléculas diatomicas homonucleares, la simetria de las funciones
de onda electrénicas permite considerar s6lo dos curvas de energia potencial
para el ntcleo lo que significa que la intersecciéon conica acopla solamente dos
estados electronicos, mientras que para el compuesto endohédrico el acople
es de al menos tres estados electronicos. Ademés, en el caso que analizan
Moiseyev y coautores, la forma de la matriz del operador dipolar permite
construir bloques diagonales y desacoplar los modos de Floquet. Al lograr
desacoplar los modos de Floquet los autores pueden restringirse al espacio de
solo un fotén absorbido o emitido, cosa que nosotros no podemos hacer o al
menos no de manera directa. Por todo esto, si bien la resolucién del sistema
endohédrico sometido a un campo laser conlleva algunas dificultades, abre

un abanico nuevo de posibilidades sobre las que seguimos investigando.
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CAPITULO 5

Huellas de las interacciones de corto y largo alcance en
las entropias de entrelazamiento de moléculas de Wigner
de dos particulas confinadas en trampas cuanticas

bidimensionales

A dilute system of electrons interacting
through long-range Coulomb forces has
been predicted to form a periodic solid

known as a Wigner crystal.

En abstract de la referencia [112].

En este capitulo estudiamos las ocupaciones y distintas entropias
del estado fundamental de dos particulas en trampas armoénicas
anisotropicas. Para ello presentamos un método que permite cal-
cular el espectro y distintas entropias en el limite de interacciéon
fuerte para distintos potenciales de corto y largo alcance. En-
contramos que, en el caso de interacciones de largo alcance, las
entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entropias
de Rényi son finitas para trampas anisotrépicas y divergen loga-
ritmicamente cuando la trampa es isotropica. En el caso de corto
alcance obtuvimos que las entropias divergen para cualquier valor
del pardmetro de anisotropia e interpretamos estas divergencias
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de forma cualitativa en base al principio de incertidumbre de
Heisenberg. También mostramos que cuando la matriz densidad
reducida de una particula tiene soporte finito las entropias de
Rényi presentan un comportamiento no analitico.

5.1. Introduccién a las moléculas de Wigner y
motivacion

En los ultimos anos, la fisica de sistemas de particulas confinadas ha
atraido el interés de investigadores de diferentes areas que trabajan tanto en
el campo teorico como el experimental [113, 114]. También ha cobrado gran
importancia el estudio cualitativo y cuantitativo de las medidas de entrelaza-
miento y entropias cuénticas [4, 115, 116]. En este capitulo nos enfocaremos
en uno de los tantos sistemas que pueden abordarse mediante la fisica de sis-
temas confinados: las moléculas de Wigner, que constituyen el anélogo finito
de los cristales de Wigner'.

En el ano 1987 fue reportada la observacién experimental de la primera
cadena colineal de iones por el grupo de D. Wineland [114]. Desde entonces, la
capacidad para confinar, controlar y manipular sistemas de particulas cuén-
ticas ha aumentado sostenidamente. Todo esto signific6 una revalorizacion
de los cristales de Wigner y su analogo finito, las moléculas de Wigner [121],
que se constituyeron como sistemas claves para testear los conceptos y rasgos
de la mecénica cuantica que ya se estaban aplicando a sistemas confinados
asi como para descubrir y explicar nuevas caracteristicas [122].

Las trampas de iones no son los tnicos sistemas que permiten la forma-
cion de entes como las moléculas de Wigner [122]. En general, la observacion
experimental de sistemas fuertemente correlacionados en puntos cuénticos

se ha convertido en foco de enorme interés [123]. Las moléculas de Wigner

'Los cristales de Wigner son cristales electronicos que se forman cuando la energia
potencial domina sobre la cinética para densidades electronicas bajas. Fueron predichas
por E. Wigner en el anio 1934 [113] y observados experimentalmente por primera vez en el
ano 1979 en una monocapa de electrones en la superficie de helio liquido [117]. También
fueron observados en heteroestructuras semiconductoras en ausencia y presencia de campo
magnético débil o fuerte (régimen Hall fraccionario) y esperan observarse en el regimen
Hall del grafeno [118-120].
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también han sido observadas en heteroestructuras semiconductoras bidimen-
sionales [124, 125], puntos cuanticos semiconductores [126], hilos cuanticos
unidimensionales (quantum wires) [127-130], en estados cristalinos de plas-
mas complejos (dusty plasmas o complex plasmas) [131] y recientemente en
nanotubos de carbono [112]. Nos interesa particularmente que en el ano 2013
se observaron moléculas de Wigner de dos electrones en nanotubos de car-
bono [132].

Varios estudios teoricos [133-140] han demostrado que la fisica de estos
sistemas con dimension reducida usualmente no dependen de la forma fun-
cional del confinamiento sino de las simetrias de la misma y la magnitud de
confinamiento [141]. En general, para puntos cuanticos pequenios que con-
tienen pocas particulas el potencial puede ser aproximado por una parabola
[123]. Es por eso que en este capitulo usaremos un modelo basado en el con-
finamiento armoénico y representaremos distintas situaciones fisicas mediante
diferentes potenciales de interaccion entre particulas.

Al igual que los cristales de Wigner las moléculas de Wigner aparecen
cuando la interacciéon entre particulas es mucho mayor que la energia ciné-
tica. Por eso, la temperatura del sistema [122| y la densidad de particulas
son variables cruciales [142]. La localizacion de Wigner se espera para bajas
densidades o interacciones fuertes y ha sido ampliamente estudiada para par-
ticulas que interacttan via potenciales de largo alcance [133-140] con poca
atencion a los potenciales de corto alcance.

Los ejemplos més sobresalientes de modelos exactamente solubles para
particulas confinadas, como el de Calogero y Moshinsky, y cuasi-solubles,
como el de Hook (con solucion exacta solo para ciertos valores de los paré-
metros del Hamiltoniano [143, 144]|), permiten (entre varias otras cosas) el
célculo exacto de las entropias de informacion cuantica [4, 115, 145-150]. El
modelo de Calogero, que se trataréd en mayor detalle en el capitulo 6, es con-
siderado de gran importancia en fisica de la materia condensada. Su estudio
ha experimentado varios resurgimientos [151, 152] como el descubrimiento de
una relacion explicita entre el modelo de Calogero y el efecto hall cuéntico
fraccionario [153] y la estadistica fraccionaria [154].

Motivados por todo esto, consideramos entonces un confinamiento armo-

nico anisotropico y calculamos una expresion exacta para los nimeros de
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ocupacion u ocupaciones del estado fundamental bidimensional en el limi-
te de interaccion fuerte para dos particulas que interactian via diferentes
potenciales que dependen de la distancia entre las particulas.

Los orbitales naturales exactos son obtenidos de la descomposicion de
Schmidt de la funciéon de onda del estado fundamental, siempre en el li-
mite de interacciéon fuerte y a partir de esas ocupaciones evaluamos varias
entropfas de informacién cuantica como la entropia de von Neumann y las
entropias de Rényi en forma cerrada. El método que presentamos en este
capitulo es una generalizacion de la estrategia desarrollada en las referencias
[116, 148, 155, 156] para ciertos tipos de potenciales de interaccién entre
particulas a cualquier tipo de interacciéon que dependa tnicamente de la dis-
tancia entre particulas. En las referencias [116, 155, 156] se tratan sistemas
unidimensionales de dos particulas con interacciéon de tipo Coulombiana y
de potencia inversa. En tanto los orbitales naturales y las ocupaciones de
puntos cuanticos con forma eliptica se obtuvieron numéricamente en la re-
ferencia [148]. Nosotros encontramos la expresion analitica de los orbitales
naturales, los nimeros de ocupacién, y las entropias lineal, de von Neuman,
min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényi en el limite de
interaccion fuerte para dos particulas confinadas que interactiian mediante
cualquier potencial que dependa de la distancia entre particulas.

Nuestro propoésito principal es determinar la influencia de la anisotropia
y del tipo de interaccion interparticula sobre las entropias lineal, de von Neu-
mann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényi. Tenemos
particular interés en determinar cuales son las diferencias que aparecen al
considerar interacciones de corto alcance respecto a las de largo alcance, ya
que para estas tltimas la formacion de moléculas de Wigner ha sido descripta
en gran detalle [133, 134, 137]. Con este objetivo, estudiamos dos tipos de
potencial de interaccién entre las particulas para cada uno de los rangos de
potencial considerados, siempre incluyendo un potencial que puede ser exac-
tamente soluble. En el caso de potenciales de largo alcance, consideramos
los potenciales de potencia inversa y potencial logaritmico inverso. Para el
caso de corto alcance, resolvimos el potencial de potencia inversa apantalla-
da y una barrera Gaussiana. Es importante enfatizar que la interaccion de

tipo potencia inversa se usa para modelar puntos cuanticos [126] y trampas
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de iones [114]. Para estos sistemas el régimen de interaccion fuerte puede
ser logrado experimentalmente mediante una interacciéon entre particulas de
gran magnitud o una energia de confinamiento débil. También vale aclarar
que para el potencial de potencia inversa cuadratica se obtiene el modelo de
Calogero y que el potencial Coulombiano apantallado provee de un modelo
muy simple para iones en plasmas [87].

El método que desarrollamos puede también aplicarse a otros sistemas
como el modelo de Moshinsky de dos particulas y el N-armonio [147, 149],
proveyendo de un marco sistematico para abordar este tipo de problemas.
Ademés, todos los modelos mencionados, asi como otros modelos exactamen-
te solubles, pueden ser usados para alcanzar un entendimiento més acabado
del significado fisico de la matriz densidad reducida de una particula, sus or-
bitales naturales y respectivas ocupaciones. También pueden ayudar a arrojar
un poco de luz sobre como tratar con funcionales de la matriz densidad de
una particula en miras a mejorar la generalizacion de la teoria del funcional
densidad a matrices densidad reducidas [157].

En la seccién 5.2 damos algunas definiciones de las entropias a partir de
las cuales se definen distintos cuantificadores de informacion cuantica y en la
seccion 5.3 discutimos el modelo. En las secciénes 5.4 y 5.5 presentamos la
derivacion de las ocupaciones y orbitales naturales analiticos para dos par-
ticulas interactuantes en una trampa armoénica anisotropica bidimensional
respectivamente y en la seccion 5.6 calculamos las entropias. Los resultados
para potenciales de interacciéon de largo y corto alcance se muestran en las
secciones 5.7 y 5.8 respectivamente. Las conclusiones, junto con un resumen
de los resultados principales aparecen en la secciéon 5.9. Finalmente, la gene-
ralizacion a dimensiones mayores que dos de las ocupaciones y entropias las
mostramos a modo de apéndice en la seccion 5.10. Todo lo desarrollado en
este capitulo, junto con los resultados que aqui presentamos, se basan en lo

publicado en la referencia [3].
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5.2. Preliminares sobre entropias de informa-
cién cuantica

El contenido de informaciéon de una particién o porcién de un sistema
cuantico puede ser estudiado analizando diferentes entropias definidas en tér-
minos de la matriz densidad reducida del sistema. Como estamos interesados
en los orbitales naturales la particion debe ser hecha separando el sistema
por particulas.

La matriz densidad reducida de una particula para un sistema de dos
particulas sin spin con funciéon de onda total (7}, 73), donde 7, 7 son los
vectores posicion de las particulas, puede construirse trazando (ver figura

5.1) sobre una de las particulas

p(Fl,F/1>:/qf*(f’i,?g)@(?’_”/l,’/_”g)df‘é (51)

Las ocupaciones de los orbitales naturales asociados a esa matriz densidad

reducida se obtienen a partir de la siguiente ecuacion integral

/ p (71, 77) 61 (7)) dity = A () (5.2)

donde las autofunciones ¢; () son los orbitales naturales y los autovalores A;
las ocupaciones correspondientes. Para una discusiéon detallada en torno a la
definiciéon y significado de la matriz densidad reducida de una particula, sus
orbitales naturales y ocupaciones asociadas, véase las referencias [157, 158|".

Las ocupaciones y orbitales naturales se definen normalizandolos de forma tal

Al hacer la descripciéon de un sistema de N particulas indistinguibles uno puede ha-
cerlo usando el formalismo de la funcién de onda y resolver la ecuacion de Schréodinger
o bien desde el formalismo de la matriz densidad y resolver la ecuaciéon de evolucion. La
matriz densidad es muy usada cuando se tratan problemas que involucran ensembles ya
que provee la probabilidad de cada estado en forma més o menos directa. Haciendo una
gran simplificacion podemos pensar que la matriz densidad es una generalizacion de la
densidad de probabilidad en forma de probabilidad conjunta, en particular si a la matriz
densidad p(x, ') se la evalia en & = 2’ se obtiene la densidad de probabilidad. Ademas,
la descripcién en orbitales naturales y ocupaciones da lugar a una generalizacion del mé-
todo de Hartree-Fock, es decir la descripciéon de un orbital de N particulas indistinguibles
mediante orbitales monoelectronicos mas “intuitivos”. Apuntando a esa descripcion es que
se traza sobre N — 1 particulas y se calculan los autoestados de este nuevo operador de
una particula que “ve” a las otras en forma efectiva, como se esquematiza en la figura 5.1.
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Matriz densidad
reducida

Matriz densidad

N particulas Descripcion en orbitales
indistinguibles monolectronicos:
orbitales naturales y
sus ocupaciones

Figura 5.1: Al trazar sobre N —1 particulas en la matriz densidad de N particulas
indistinguibles, se obtiene la matriz densidad reducida a partir de la cual pueden
calcularse los orbitales naturales y sus ocupaciones. Estos nuevos orbitales y sus
ocupaciones proveen de una descripciéon maés intuitiva del problema ya que en lugar
de considerar un orbital de N particulas se consideran orbitales monoelectrénicos.
Este esquema se confeccion6 en base a la obra “Estudio de color. Cuadrados con
circulos concéntricos.” de V. Kandinsky (1913).

de obtener el nimero de particulas total del sistema. Sin embargo, es posible
normalizar todo a la unidad e identificar los autovalores y autovectores de la
matriz densidad reducida definidos de esta manera con los orbitales naturales
y sus ocupaciones ya que la tnica diferencia radica en una constante de
multiplicacion.

El entrelazamiento puede ser cuantificado mediante funciones que se de-
finen en base a diferentes entropias. Las entropias de Rényi son una familia

de estas entropias definidas por

S = T log, Tr p* = T log, (ZAZ> ) (5.3)

muy usadas en sistemas de muchos cuerpos o extendidos [159-161].
Algunos valores especiales del parametro o permite recuperar otras en-
tropias como, por ejemplo, las entropias maxima y minima que denotaremos

por su nombre en inglés (min- y max-entropy) y que se obtienen tomando
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el limite & — 0o y a — 0, respectivamente. La min-entropy sirve como una
cota inferior para toda la familia de entropias. La entropia de Hartley o max-
entropy, S° = log, R, sélo depende el rango de Schmidt R del espectro y da
lugar a una medida del entrelazamiento bipartito que sirve como criterio para
una representacion clésica eficiente del estado[162]. La distribucion del espec-
tro de la matriz densidad reducida puede ser analizada en mayor profundidad
si se calculan las entropias de Rényi para varios valores del parametro a ya
que de esta forma se le da distintos pesos a las ocupaciones [4].

La entropia de von Neumann puede ser recuperada de las entropias de
Rényi en el limite &« — 1. Su uso para estudiar entrelazamiento en sistemas
de variable continua y modelos de spin [161, 163, 164| estd muy extendido y

se define como

Suny = —Tr(plog, p) = — Z A;log, A; . (5.4)

Finalmente, algunos autores consideran la entropia lineal

Sp=1-Trp>=1-) AZ, (5.5)

ya que en sistemas de variables continuas el célculo de Tr p? se reduce a una
simple integral que puede resolverse con un esfuerzo computacional relativa-
mente bajo.

Es importante aclarar que a lo largo de la tesis estudiamos tinicamente las
entropias definidas en base a la matriz densidad reducida de una particula

del sistema'™

. Estas entropias nos dan una nocién, por ejemplo, de cuanto
podemos describir a una de las particulas sin tener en cuenta la otra. Este es
uno de los aspectos del entrelazamiento (traduccion aceptada para el término
entanglement). El entrelazamiento puede ser cuantificado mediante distintas
medidas de entrelazamiento, que son funciones de las entropias definidas de
forma tal de anularse para estados separables (ausencia de entrelazamiento).
En particular, la definiciéon de las medidas de entrelazamiento debe tener
en cuenta el entrelazamiento debido a la simetria de la funciéon de onda

[145, 165].

"También trabajamos siempre con estados puros.
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5.3. Sistemas bidimensionales de dos particulas

confinadas

La busqueda de interpretaciones y predicciones relacionadas con los ex-
perimentos en trampas de dtomos frios o puntos cuanticos han reavivado el
interés por algunos conceptos de la fisica de sistemas de particulas confinadas
[124-130]. En general, los modelos para estos sistemas contienen dos contri-
buciones a la energia potencial: uno dado por el potencial de la trampa y el
otro por la interaccién entre particulas. Dado que para puntos cuanticos pe-
quenos con pocos electrones el potencial de la trampa puede ser aproximado
por un potencial armonico [123] nos enfocamos en dos particulas interactuan-
tes en una trampa armoénica anisotropica bidimensional e implementamos un
método para obtener el espectro de la matriz densidad reducida de una par-
ticula en el limite de interaccion fuerte para un potencial arbitrario. Este
método es una generalizacion de lo presentado por Koscik y coautores (ver
referencias [116, 148]) y Cavaliere y coautores (véase por ejemplo referencia
[137]).

El Hamiltoniano para dos particulas en una trampa anisotrépica, en uni-
dades atomicas, es

1 1
H=—3 (Vi+V3) + 5 {(@+a3) +0F +3)} +9V (rai () . (56)

donde la frecuencia de la trampa se tomd igual a la unidad, € > 1 es el pa-
rametro de anisotropia, V' (ri2; {7:}) denota el potencial de interaccién como
funcién de la distancia entre particulas r15 y algiin conjunto de parametros
{7} v g es el cociente entre la interaccion y la energia de confinamiento
(energia del modo fundamental de la trampa). Notar que las unidades de g
varfan segun la forma funcional de V' (r12; {7;}) de manera tal que el término
gV (r12; {7i}) tenga unidades de energia.

Considerando las coordenadas de las variables del centro de masa R =
$(M + ) = (X,Y) y relativa 7 = 7% — 7 = (x,y) el Hamiltoniano de la Ec.
(5.6) puede escribirse como H = H® + H", donde
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1
HY = —ng + (X*+%Y?) (5.7)
H ==V + VS (@, y:6,{n}) , (5.8)

y V¢ es el potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por

Ve ) = 1 (@4 vV (VE T Y) (59

La funcién de onda total es entonces el producto de una funciéon de onda

del centro de masa y otra relativa

U(z,y, X,Y) =0 X, Y)Y (2,y), (5.10)

por esto, la ecuacion de Schrodinger se separa en dos ecuaciones

H™(R) = E""(R) , (5.11)
H" (7) = E"r (7). (5.12)

La solucion de la ecuacion del centro de masa (Ec. (5.11)) son las auto-

funciones del oscilador armoénico,

B (R) =X, (V2X) ey (V2eY) (5.13)

con energias

1 1
EF., = (n+ 5) +e (m + 5) , (5.14)

que son invariantes ante el intercambio de particulas.

El Hamiltoniano relativo tiene un potencial efectivo que en principio debe
ser analizado para cada caso particular. Sin embargo, en la proxima seccion
presentaremos un método para obtener los ntmeros de ocupaciéon en el li-
mite de interaccion fuerte para potenciales genéricos que cumplan solamente

ciertas condiciones simples.
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5.4. Derivacion de las ocupaciones exactas

La funciéon de onda relativa puede ser obtenida resolviendo la ecuacion
de Schrodinger en el limite de interacciéon fuerte g > 1 en el marco de
la aproximacion armoénica [166, 167|. En esta aproximacion uno tiene que
encontrar el minimo del potencial efectivo definido en la Ec. (5.9) y luego
reemplazar este potencial por su expansion de Taylor de orden dos alrededor
del minimo, que satisface VV (x,y; e, {7;}) = 0. Si el potencial es repulsivo,
decrece monotonamente y V' (r; {~;}) — 0 para r — oo con £ > 1, entonces,
el minimo yace sobre el eje = (la ordenada del minimo es nula) y puede ser

escrito

) 1 19V
Tmin = (£20,0)  con z¢ > 0 dado por @ = — (FE)

(5.15)

Zo

Llegados a este punto es importante notar que cuando las particulas estan
confinadas en una trampa isotropica, es decir para € = 1, los minimos dege-
neran en un circulo de radio zg.

La aproximacién armoénica provee de un Hamiltoniano de osciladores des-

acoplados

1

1
A A E R T CERI SUNCED

con una frecuencia asociada a la coordenada x dada por

1 0*V
2
= — 5.17
-3+ (57| (5.17)
0
Considerando la Ec. (5.15) las frecuencias pueden ser reescritas como
2V
2 1 or® o
r or lzg

donde la dependencia respecto de los parametros g y {v;} esta incluida en
forma explicita en xg = xo (g, {V:})-
Las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger correspondiente son
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con energias
) 1 1
Ef = V2w, (n + 5) +ve2 -1 (m + 5) : (5.20)
Usando las Ecs. (5.13) y (5.19) con n =m =n =m = 0 en la Ec. (5.10)

se obtiene la funcién de onda totalmente simétrica del estado fundamental

(y1+y9)? Ve2 —1(yg—y1)? (z1429)%  _ wy (E3—z1—20)? _ wg (ro—x+wg)?
el (?:,1’ FQ) e v1t o = -la=y o 1t . L L te L 1
(5.21)

donde C' es la constante de normalizacion dada por

2

C= v ( ° 52_1>é. (5.22)
)

zH wa T

2% (1 te vz

La funcion de onda total, Ec. (5.21), es separable en las coordenadas x e

y como W (7, 7) = by (21, 22) 1y (y1, y2) con

Yp(21,29) = Cy {q (9171 - @7% + @> +4q ($1 + @>$2 - @>} , (5.23)
2 2 2 2
donde
Q(u,’U> _ e—%(1+\/§wx)(u2+y2>_%(1— 2wx>uv ’ (524)
y

ey It
Gyl ys) = Cye™ a - (i) === e (5.25)

donde C, y C}, son el primer y segundo factor de la Ec. (5.22) respectivamente.
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Como nosotros estamos interesados en las ocupaciones de los orbitales
naturales debemos resolver la ecuacion integral (5.2) con la matriz densidad
reducida de una particula obtenida a partir del estado fundamental total-
mente simétrico W& (7, 7%) de la Ec. (5.21). El esfuerzo de calculo puede ser
reducido significativamente si se tiene en cuenta que el kernel iterado (p) de
un kernel simétrico (¥“?) tiene las mismas autofunciones que el kernel y que
los autovalores del kernel iterado son los autovalores del kernel al cuadrado
[168]. Esto quiere decir que en lugar de resolver directamente la Ec. (5.2) uno

puede resolver la siguiente ecuacion

[0 77 6.7 s = e () (5.26)

con A; = \? (véase Ec. (5.2)).
Resolver el problema de autovalores definido por la Ec. (5.26) es equiva-
lente a encontrar la descomposicion de Schmidt de las funciones 1, (1, z2) y

Yy (y1,y2). Y con este objetivo nos valdremos de la formula de Mehler [169],

—(u24w y2 v —2Y = H, H
. (u2+ 2)17y2+ T—y? — Z /1 — y2 (g) M , (527)
l 2 !

para escribir la descomposicion de Schmidt,

Y(u,v) = Ndi(u)i(v) (5.28)

de las Ecs. (5.24) y (5.25), a las cuales se puede aplicar la formula de Mehler
en forma directa. Al hacer esto obtenemos las ocupaciones en el limite de
interaccion fuerte g > 1 (ver la seccion 5.5 para un célculo detallado de los
orbitales naturales)

A=A A, (5.29)

donde
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=

Vo N (G AT
A= (L-€@)EE) . &) <(E2_1) - \@) BTN

Cada una de las ocupaciones es doblemente degenerada debido a la si-

ST

metria de intercambio de particulas en v, (z1,22). De la Ec. (5.15) vemos
que la abscisa del minimo z; aumenta cuando g aumenta. Por lo tanto, para
magnitudes de interaccion lo suficientemente grandes las particulas se locali-
zan en minimos suficientemente separados 7,;, = (£xg,0) y el solapamiento
entre ¢ (xl — 9, x0 + %) y q (x1 + 9, Ty — %) se anula. Gracias a esto el
intercambio de particulas tiene su correlato en el intercambio de los minimos
dando lugar a la simetria a partir de la cual surge la doble degeneraciéon de
las ocupaciones (ver la siguiente seccién para més detalles sobre esto).

Para calcular las entropias de informacién necesitamos el comportamiento
y valores limites de ( (w;) v £(g). Por esto es importante notar que para
wy; > 0 ¢ (w,) esta siempre por debajo de la unidad y que ¢ (w,) — 1 cuando
w, — 00. Ademaés, para € > 1 £(g) esta siempre acotado por uno y £(e) — 1
para ¢ — 17. Todo esto indica que debemos ser especialmente cuidadosos
en el caso de confinamiento isotropico (ver Ec. (5.31)). Cuando el parametro
de anisotropia es grande € > 1 se tiene que {(¢) — 0 y por lo tanto las

ocupaciones alcanzan el valor asintético del modelo unidimensional A7.

5.5. Orbitales naturales analiticos

En la seccién anterior mostramos como calcular analiticamente los nume-
ros de ocupacion de los orbitales naturales para el estado fundamental total-

mente simétrico de dos particulas en una trampa armonica anisotropica. En
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esta breve seccion, antes de pasar al calculo de las entropias, mostraremos la
forma funcional de los orbitales naturales.

A partir de la formula de Mehler Ec. (5.27) encontramos la descomposi-
cion de Schmidt de la expresion de la Ec. (5.24). Con esto la Ec. (5.23) puede

ser reescrita como

ba(1,29) = Zkz{soz (m - 5) o <x2 +3 )+<Pz (arl + %) P (9:2 - %>}
(5.32)

donde ¢; denota a los estados del oscilador arménico,

oi(u) = <1 )é g ((fa%) ) (5.33)

Definiendo

ot ) ton(u=%) or(u=%)—pi(ut3)

o (u) = 7 y ¢ (u)= 7 :

(5.34)

la Ec. (5.32) toma la siguiente forma
Vo (1, 22) Z)\l{¢z x1) ¢ (22) — & (21) & (22)} - (5.35)
Es importante notar que < > = 0 es siempre valido pero

<¢l+ ()] gbl?L (u)> =07y <¢l (u )| ( )> 4,7 s6lo cuando el solapamien-
to <gol (u — %0)| o7 (u—l— %0)> = 0. Este solapamiento disminuye a medida
que xo aumenta y se anula para zo — oo. Todo esto significa que la Ec.
(5.35) es la descomposicion de Schmidt de la funciéon de onda dada en la
Ec. (5.23) a partir de algtn valor de la magnitud de interaccion lo sufi-
cientemente grande como para garantizar que los minimos con abscisas +x
estén lo suficientemente alejados entre si y por lo tanto se cumpla la condi-

cion <<pl (u — |gol (u + Z )> = 0. Cabe destacar que esta condiciéon es la
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responsable de la degeneracion de spin a través de la cual se identifican ex-
perimentalmente las moléculas de Wigner, ya que de esta manera se suprime
la interaccion de intercambio [137].

Mas atin, de las Ecs. (5.2) y (5.26), y el teorema alli mencionado para ite-
raciones de kernels simétricos, la Ec. (5.35) es la descomposicion de Schmidt
de la matriz densidad reducida de una particula.

De la Ec. (5.35) se puede ver que cada ocupacion A; = A} es doblemente

degenerada con dos orbitales naturales asociados dados por ¢ (u) y ¢; (u).
La normalizaciéon entonces esta dada por Y A; = 1/2.
]

Debido a la separabilidad de la funcién de onda, los orbitales naturales son
el producto de un orbital natural asociado a 1, (z1,z2) (justamente ¢;" (u) y

¢; (u)) y un orbital natural asociado a 1, (y1,y2) con la siguiente forma

Ion(v) = —(i@WF H,y (ﬁ U) . (5.36)

Ahora que ya tenemos los orbitales naturales y sus ocupaciones en forma

analitica calcularemos las diferentes entropias de informacion.

5.6. Entropias en el limite de interaccién fuerte

Una vez que hemos obtenido los ntimeros de ocupacién u ocupaciones
podemos calcular las entropias cuanticas. Como estos calculos involucran
series geométricas en ( (w,) y &(¢) los valores limites deben ser tenidos en
cuenta con sumo cuidado.

Empezaremos entonces con las entropias de Rényi definidas por la Ec.
(5.3). Es facil mostrar que debido a la separabilidad de la funcién de onda,
las entropias de Rényi en el limite de interacciéon fuerte se componen de dos

términos: uno asociado a ¥, (z1,z2) y otro a ¥, (y1,y2). Es decir que
S% = S (we) + 5, (€), (5.37)
donde
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« o 1 o (1 - C (wz) “
S (wy) = - al Jou (—(1 — (wx)a)) +1, (5.38)

w1 (=€)
S(e) = ——— log, ((1—5@)&)) . (5.39)

Nuevamente, debido a la separabilidad de la funciéon de onda, podemos

escribir la entropia de von Neumann (Ec. (5.4)) bidimensional como

Sun = S, (wa) + S, (e) (5.40)

donde cada uno de los términos de la suma tiene la forma de una entropia

de von Neumann unidimensional [116], i.e.

1 logy (1= ¢ (wa)* 94 ¢ (w,))
Sp (wz) = — Een) +1, (5.41)

logs (1 - £(2) " ¢(2)®)
) =€)

El supraindice indica que la entropia de von Neumann puede ser obtenida

Si(e) = (5.42)

como un caso limite de la familia de entropias de Rényi con a@ — 1.
Como dijimos en la secciéon 5.2 la min-entropy S se obtiene tomando
a — oo en las entropias de Rényi. Por lo obtenido en las Ecs. (5.38) y (5.39)

la min-entropy también puede escribirse como una suma de dos términos:

5% = lin (82 (wy) + 55()) = lm 82 (w,)+ lfm S3(e) = 522 (wa) +5;°(e)

(5.43)

La entropia de Hartley o max-entropy también se obtiene como un caso

limite de la familia de entropias de Rényi con a — 0. Esta entropia tiene

valores finitos solo cuando la matriz densidad reducida de una particula tiene
soporte finito.

La entropia lineal, definida por la Ec. (5.5), para el caso bidimensional
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2.5

L5

Figura 5.2: Ambos términos de la entropia bidimensional de von Neumann (linea
negra cortada), min-entropy (linea magenta cortada con puntos) y entropias de
Rényi con « = 0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 2 (lineas roja, azul, verde, anaranjada y cian
respectivamente). (a) Sy en funcién del parametro de anisotropia €. (b) Entropias

unidimensionales S, en funcién del cuadrado de la frecuencia w?.

aqui tratado da

1 1=¢(we) 1=£(e)
L= S T ) THEE)

Como para el modelo isotropico e — 17 se tenfa que {(¢) — 1 entonces en

(5.44)

el caso isotropico la entropia lineal tiende a uno mientras que para cualquier
otro valor de ¢ la entropia lineal permanece por debajo de uno.

Los resultados hasta ahora presentados pueden generalizarse a dimension
D considerando D — 1 parametros de anisotropia (véase a este respecto la
seccion 5.10). En dimension D las entropias de von Neumann y de Rényi estan
formadas por sumas de D términos cada uno de los cuales estd asociado a
una coordenada cartesiana. De la misma manera que ocurre en dimensiéon
dos el término de la entropia en x depende de los pardmetros del potencial
de interaccion a través de w, y cada uno de los términos restantes dependen
solamente de uno de los D — 1 pardmetros de anisotropia.

Los dos términos de las entropias bidimensionales de von Neumann, min-

entropy y de Rényi con a = 0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 2 se muestran en la figura
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5.2. Primero discutiremos el comportamiento de las entropias respecto de la
anisotropia de la trampa y en un segundo paso analizaremos la influencia de
la interaccion entre particulas.

Como puede apreciarse en la figura 5.2(a), para el modelo isotropico
(e — 17) las entropias Sy(e) divergen logaritmicamente mientras que para
cualquier otro valor de ¢ estas entropias adoptan valores finitos. Calculando

la primera derivada de la Ec. (5.42) es facil ver que

In(e — 1)
In16
Este término dominante asintético esta representado en la figura como una

Sun ~ — for e ~ 17 . (5.45)

linea amarilla cortada que expone la divergencia logaritmica de la entropia
de von Neumann. De hecho, para e — 17 tanto las entropias de Rényi como
la min-entropy muestran el mismo comportamiento que la entropia de von
Neumann. La figura también muestra que para trampas con anisotropias
fuertes S(e) se anula. Esto quiere decir que para ¢ > 1 se recupera el
problema unidimensional y las entropias de von Neumann, Rényi y min-
entropy alcanzan los valores unidimensionales S¢(w;).

El comportamiento de las entropias asociadas a la coordenada x y deno-
tadas por S%(w,) se muestran en la figura 5.2(b) en funcion de la frecuencia.
En esta figura se puede ver que las entropias son funciones decrecientes de
la frecuencia para 0 < w? < 1/2 y funciones crecientes de la frecuencia para
w? > 1/2. Méas atin, las entropias divergen logaritmicamente para frecuen-
cias grandes y también para w, — 0 ya que en estos limites se tiene que
C(wy) — 1.

La entropia de un dado sistema se calcula a partir de la frecuencia w,
obtenida mediante la aproximacion armonica, Ec. (5.18). Si la frecuencia se
mantiene finita cuando el parametro de interaccion es grande g > 1 entonces
las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entropias de Rényi
son finitas para el modelo anisotrépico y divergen logaritmicamente para el
modelo isotropico. En el caso anisotropico las particulas cristalizan alrededor
de los dos minimos clasicos del potencial efectivo del Hamiltoniano relativo
dando lugar a la formacién de una molécula de Wigner. En el caso isotrépi-

co los minimos degeneran a un circulo. Por esto las particulas ya no estan
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localizadas alrededor de minimos discretos y esta pérdida de informacion es
reflejada en la divergencia de las entropias.

Por otro lado, si la frecuencia obtenida aumenta mondétonamente para
interacciones grandes las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia
de entropias de Rényi divergen logaritmicamente para cualquier valor del
parametro de anisotropfa. Es por esto que el comportamiento del sistema
estd definido por la entropia unidimensional S¢(w,) [3].

Todo este analisis puede ser entendido en forma cualitativa sobre la base
del principio de incertidumbre de Heisenberg. El ancho del paquete de onda
Gaussiano en la coordenada relativa denotado por 1" () (obtenido con el es-
tado fundamental dado por la Ec. (5.19) en la Ec. (5.21)) tiende a cero cuando

la frecuencia aumenta. La incerteza en la posicion y el momento asociados a

la variable relativa estan dados por Azl , = \/((xg —21)?) = (@ — 11)2 =
Qi/\/w_x y Aphyy = \/@/23. Entonces si w, — 0 se tiene que Az}, — o0
y para w, — oo es facil ver que Apl, — oo. La entropia de la molécu-
la de Wigner diverge para w, — oo porque la posicion queda determinada
completamente y en consecuencia, la incerteza en el momento diverge. Nos
referiremos a este limite como cristalizacion fuerte. El caso w, — 0 conlleva
un estado con momento bien definido y por lo tanto no tenemos conocimiento
acerca de la posicion. En ambos casos la divergencia ya sea en la incerteza
del momento o de la posicion generan la divergencia en las entropias [3].

La divergencia en la entropia asociada a la coordenada y también puede
ser explicada en forma similar: cuando la trampa es isotropica los minimos
degeneran en un circulo y por lo tanto las particulas no estan localizadas en
posiciones angulares definidas sino en estados con momento angular definido.

Para w? = 1/2 las entropias adoptan su valor minimo igual a uno. Alrede-
dor de este punto las entropias de von Neumann, min-entropy y de Rényi con
a > 1 presentan un comportamiento analitico mientras que las entropias de
Rényi con @ < 1 muestran un comportamiento no analitico. La entropia de
von Neumann y las entropias de Rényi con a = 0.4, 0.5, 0.6 y sus derivadas
primeras en un intervalo alrededor del punto w? = 1/2 se muestran en la
figura 5.3(a) y (b) respectivamente. En la figura se puede ver que en el punto
w? = 1/2 las entropias de Rényi tiene derivada infinita para o = 0.4, deriva-

da discontinua para a = 0.5 y primera derivada continua pero con segunda
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1.075

1 -3
0.45 0.5 0.55 045 0475 05 0525 0.55
2 2

Figura 5.3: (a) Términos de la entropia asociados a la coordenada x, S (wy) y
(b) sus derivadas alrededor del punto w? = 1/2. Se muestran la entropia de von
Neumann (linea negra cortada) y entropias de Rényi con o = 0.4, 0.5, 0.6 (lineas
roja, azul y verde respectivamente).

derivada infinita para o = 0.6 mientras que la entropia de von Neumann
(v = 1) es siempre una funciéon analitica de la frecuencia.

Estudios recientes de Amico y colaboradores en cadenas de spin 1/2 mues-
tran las implicancias fisicas de las propiedades no mono6tonas de las entropias
de Rényi en sistemas de muchos cuerpos con orden topolégico asociadas a
un truncamiento del soporte de la matriz densidad reducida [170-172]. En
la referencia [115] nuestro grupo de trabajo mostré que el modelo de Calo-
gero unidimensional tiene un nimero finito de ocupaciones no nulas para un
conjunto discreto de valores del parametro de interaccion entre las particulas
y en la referencia [4] demostramos que para esos valores particulares de la
interaccion las entropias de Rényi tienen un comportamiento no analitico.

En resumen, el comportamiento no analitico de las entropias de Rényi
expone aquellos valores de pardmetros del Hamiltoniano para los cuales el
soporte de la matriz densidad reducida es finito [3]. En el caso que estamos
tratando en este capitulo, si se toma w? = 1/2 en la Ec. (5.24) es facil ver que
para esa particular eleccion de frecuencia hay tnicamente dos ocupaciones no

nulas: A§ asociadas a los dos orbitales naturales funciones de la coordenada
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x mas bajos (ver seccion 5.10)".

Llegado este punto, es importante hacer la siguiente aclaraciéon. Notar
que para w? = 1/2 las entropfas adoptan su valor minimo igual a uno y
el estado es separable, como puede verse en las Ecs. (5.23) y (5.24). Como
mencionamos en la seccidon 5.2, las medidas de entrelazamiento se definen de
forma tal que se anulen para estados separables. Por lo tanto, una medida de
entrelazamiento definida en base a las entropias de Rényi o de von Neumann
debe anularse en w? = 1/2, requisito que se consigue restando una unidad
a las definiciones dadas por las Ecs. (5.3) y (5.4) [165]. Ademaés, en caso de
querer definir una medida de entrelazamiento basada en la entropia lineal
de la Ec. (5.5), deberiamos multiplicar por dos el segundo término de esa
ecuacion [145]. Estas redefiniciones justamente excluyen el entrelazamiento
debido a la simetria de la funciéon de onda, ya que la aparicién de la unidad
en las Ecs. (5.38) y (5.41) asi como del factor 1/2 en el segundo término de
la Ec. (5.44) se produce al tener en cuenta que todas las ocupaciones son
doblemente degeneradas como consecuencia de la simetria de intercambio
entre particulas en ¢, (z1, x2) (ver nuevamente las Ecs. (5.23) y (5.24)).

En las secciones que siguen aplicaremos nuestros resultados para estudiar
el comportamiento de las ocupaciones y las diferentes entropias, siempre en
el limite de interaccion fuerte, para dos grupos de potenciales separados en
interacciones de largo y corto alcance. Dado que ya hemos analizado en detalle
el aporte del término Sy (¢) de ahora en més solo calcularemos la entropia

unidimensional S (w,).

5.7. Potenciales de interaccién de largo alcance

Con el objetivo de ejemplificar nuestros resultados en esta seccién consi-
deraremos dos potenciales de largo alcance: la interaccion de potencia inversa

y la interaccion logaritmica inversa.

VUna manera de interpretar esto es que para cualquier frecuencia que cumpla w? # 1/2
la funcién de onda esta “desparramada” en todos los orbitales naturales (infinitos orbitales
naturales cuyos pesos, dados por las ocupaciones, son cercanos a cero pero no nulos) y
cuando w? = 1/2 la funciéon de onda se “localiza” en dos orbitales. Notar que la palabra
localizacion hace referencia a una localizacion en estados y no a una localizacion espacial.
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Figura 5.4: Ocupaciones en funcion de In(e — 1) (ver Ec. (5.29)) obtenidas en el
limite de interaccion fuerte g > 1. (a) Ajjconl =0y [=0,1,2,...,20 de arriba a
abajo (b) Ao, Ao, Ao, A1y Ao en lineas negra, roja, verde, azul y cian. Los
valores asintoticos unidimensionales se muestran como lineas grises cortadas [116].

5.7.1. Interaccién de potencia inversa

El potencial de potencia inversa esta dado por

VP (r;B) = — . (5.46)

Para este potencial, de las Ecs. (5.15) y (5.18), se pueden obtener en forma

exacta tanto o como w,

o= (4g8)7F Ty WP=pF+1. (5.47)

Cuando la magnitud de interacciéon g aumenta xy aumenta pero la frecuencia
se mantiene constante. Recordar que para § = %, 1 se obtienen los modelos
de Hook y Calogero respectivamente.

Mostraremos los resultados de este potencial concentrandonos en el mo-
delo de Calogero, 8 = 1. Las ocupaciones en el limite de interaccion fuerte
g > 1 definidas en la Ec. (5.29) se muestran en la figura 5.4 como funciones
de In(e — 1) junto con las ocupaciones asintoticas unidimensionales obteni-
das de la Ec. (5.30). Estas ultimas presentan gran acuerdo con los valores

reportados en la referencia [116]. La figura muestra que para ¢ — 17 (modelo
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Figura 5.5: Potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por la Ec. (5.9) en
funcion de las coordenadas relativas. (a) e = v/5, g = 100 y 8 = 1. (b) € = 2V/5,

g=100y B =1.

isotropico) las ocupaciones tienden a cero pero su suma es constante e igual
a 1/2 debido a la doble degeneracion ya mencionada [148|. Cuando la aniso-
tropia aumenta, todas las ocupaciones Al,i con [ # 0 presentan un maximo
local. A [ fijo los valores del pardmetro de anisotropia asociados al maximo
de las ocupaciones decrecen cuando [ aumenta mientras que para valores fijos
de [ el valor del parametro de anisotropia del méximo es el mismo para cada
[ (esto ultimo no puede verse en la figura debido a la escala).

Para € > 1 el Hamiltoniano se reduce a un oscilador unidimensional y las
ocupaciones A; alcanzan los valores asintoticos del modelo unidimensional.
En la figura 5.4 se puede ver que para valores de € cercanos a e, = /5 las
ocupaciones con [ = 0 se estabilizan en los valores unidimensionales mientras
que aquellas con [ = 0 saturan en valores cerca de cero. Esta caracteristica
puede explicarse teniendo en cuenta que para € = €. el Hamiltoniano relativo
de la Ec. (5.16) se reduce a un oscilador armonico en coordenadas polares
alrededor de cada minimo. Esto quiere decir que para € = ¢, el potencial
efectivo del Hamiltoniano relativo (Ec. (5.9)) es isotropico en una pequena
region circular alrededor de sus minimos como puede verse en la figura 5.5(a)
comparado con el mismo potencial para e = 21/5 de la figura 5.5(b), que no

es isotropico alrededor de los minimos.
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Figura 5.6: Términos unidimensionales
de las entropias S$ obtenidos en el limi-
te de interaccion fuerte g > 1 en fun-
cién del exponente de la interacciéon entre
las particulas 8. Se muestran las entro-
pias de von Neumann (linea negra corta-
da), min-entropy (linea magenta de pun-
tos y rayas) y entropias de Rényi con
a =0.2,0.4, 0.8, 1.5, 2 (linea roja, azul,
verde, anaranjada y cian).

En general, para un valor arbitrario del parametro (3, el régimen uni-
dimensional se alcanza para el valor ¢, = \/m Para ¢ > <., la
ocupacion méas grande Agy toma un valor ~ 0.4853 mientras que la suma de
todas las ocupaciones restantes es solo ~ 0.0147. Esto significa que los dos
orbitales naturales asociados a este autovalor son los tnicos dos ocupados
y la contribucion de los otros orbitales naturales es despreciable. Por todo
esto la forma funcional de la funcién de onda espacial es muy similar a la de
los orbitales naturales mas bajos asociados a las ocupaciones mas grandes y
doblemente degeneradas [148].

Como ya se menciond, la dependencia del parametro [ esta presente de
forma implicita en el término S¢(w,) de la entropia. El ancho del paquete de
onda Gaussiano en la coordenada relativa es finito Az’ 4, = 21 /(B+ l)i y por
lo tanto las entropias de von Neumann, min-entropy y las entropias de Rényi
son finitas. La entropia de Hartley o max-entropy diverge ya que el soporte de
la matriz densidad reducida de una particula es finito. Notar que en el limite
[ — oo las entropias divergen logaritmicamente debido a la divergencia de la
incerteza del momento asociado a la variable relativa. Esta divergencia puede
apreciarse en la figura 5.6 donde se muestran las entropias de von Neumann,
min-entropy y las entropias de Rényi en funcion del parametro §. En esta
figura también se puede ver que la entropia de Rényi aumenta si los valores
de « son cada vez mas pequenos y que la entropia de von Neumann es un

caso limite de las entropias de Rényi con oo — 1.
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Para finalizar esta seccidon es importante mencionar que al tomar el limite
£ — 0 en las entropias no se recupera el resultado que se obtiene para las
entropfas de un sistema con confinamiento armonico e interaccion constante
(Ec. (5.46) con = 0). Esto se debe a que este limite no conmuta con el

limite de interaccion fuerte.

5.7.2. Interaccién de tipo inversa del logaritmo
El potencial para interacciéon de tipo inversa del logaritmo es

Vit(r) = m : (5.48)

En este caso z¢ y w, satisfacen las siguientes ecuaciones

zq

2
1 Wt T !
29 = xo (o4 1)In® (2o +1) v w§:§{1+<%)}. (5.49)

Para magnitudes de interaccién grande xy aumenta cuando g aumenta como
puede apreciarse en la figura 5.7(a) en consecuencia la frecuencia tiende a
uno. Todo esto indica que para g > 1 las entropia unidimensionales de von
Neumann y de Rényi con a > 0 toman valores finitos como se muestra en la
figura 5.7(b). En esta figura se han graficado las entropias unidimensionales
en el limite de interacciéon fuerte S¢ como funcion de o junto con la min-
entropy que se ve como una linea magenta de puntos y rayas. Una vez mas
las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entropias de Rényi
son finitas y la entropia de Hartley o max-entropy diverge (ver el limite o — 0
en la figura 5.7(b)). En relacion a esto el mismo anélisis realizado para el caso
de la interaccién de potencia inversa puede aplicarse a la interaccién inversa

logaritmica.

5.8. Potencilales de interacciéon de corto alcance

En esta seccion consideraremos dos particulas en una trampa bidimensio-

nal anisotropica que interacttian via dos potenciales de corto alcance diferen-
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Figura 5.7: (a) Abscisa del minimo del potencial efectivo de la Eq. (5.9) para
dos particulas que interacttian mediante un potencial de tipo inversa del logaritmo
en funcion de la magnitud de la interaccion entre particulas g. (b) Entropias unidi-
mensionales en el limite de interaccion fuerte S& como funciones de a.. Notar que la
entropia de Rényi diverge para a — 0 (max-entropy) mientras que el limite finito
a — 0o (min-entropy) se muestra como una linea magenta de puntos y rayas.

tes: el potencial de potencia inversa apantallada y una interaccién Gaussiana

repulsiva.

5.8.1. Interaccién de potencia inversa apantallada

Para la interaccion de potencia inversa apantallada el potencial es

o

Ve (ri{B,7}) = 6775 : (5.50)
donde 1/v es la distancia de corte. Al aumentar el parametro 7 la distancia
de corte disminuye como puede apreciarse en la figuras 5.8 donde se muestra
este potencial en funcion de r para f =1y v =0, 1/5, 1/2, 1, 2, 5. El efecto
de la distancia de corte sobre el potencial efectivo del Hamiltoniano relativo
(ver Ec. (5.9)) se muestra en la figura 5.9. En esta figura se comparan los
potenciales efectivos para el caso de potencia inversa con f =1, =125y
g = 5 y potencia inversa apantallada con § =1, e =125, g =5y vy =1

(figura 5.9(a) y (b) respectivamente).
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1 I 1
0.2H
Figura 5.8: Potencial de interaccion de
tipo potencia inversa apantallada (Ec. R
(5.50)) en funcién de r para f§ = 1y Vv pia
v =0,1/5,1/2,1,2,5 en lineas negra, 0.1
roja, verde, azul, magenta y gris respec-
tivamente. Notar como al aumentar v la
distancia de corte disminuye. _k
0 5
r

>50

Figura 5.9: Potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por la Ec. (5.9)
para interacciéon de tipo potencia inversa apantallada con =1, =1.25,g=5y
(a) v =0 (b) v = 1. Los minimos del potencial efectivo se muestran como puntos
negros.
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Figura 5.10: Entropia de von Neumann
unidimensional S} en funciéon del paré-
metro de interaccion g con f = 1 y
v=0,1/2, 1, 2 (desde la curva inferior a

1175

15 : . .
la superior con lineas negra, roja, azul y
i 1 verde respectivamente).
1.25 -
- 1 ] 1 ] 1 -
4 8 12 16

Para este tipo de interaccién entre particulas xy y w, estan dadas por

er%o .T?)(H_ﬂ) 1

2g:2ﬁ+—m y wz—é(l—i-zﬁi—%—i-?ﬁ—i—’yxo). (5.51)
Notar que al tomar v = 0 se recuperan los minimos y las frecuencias obtenidas
para el potencial de potencia inversa y que para 8 = 0 la interaccién decae
exponencialmente. Para magnitudes de interacciéon grande g > 1 los minimos
y la frecuencia aumentan monotonamente con g y por lo tanto la entropia de
von Neumann y la familia de entropias de Rényi divergen logaritmicamente.
Como explicamos en la secciéon 5.6 la divergencia de las entropias puede
explicarse como consecuencia de la divergencia en la incerteza en el momento
asociado a la variable relativa Ap} 4 = /ws/ 21 cuando w, — co. De hecho,
cuanto mas grande es el parametro v mas grande es la frecuencia y por
ende mayor la entropia, como se ve en la figura 5.10 donde se ha graficado
la entropia unidimensional de von Neumann en funcién de la magnitud de

interaccion para f =1y v =0, 1/2, 1, 2.

5.8.2. Interaccién Gaussiana repulsiva

En esta subseccién consideramos el potencial de interaccion Gaussiano

2

r

VI (r;o) =€ 27 | (5.52)
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donde V20 es la longitud caracteristica del potencial. En este caso zo y w;

pueden calcularse exactamente

/ 2g , laj 2g o?
Tg=0 21n(;) Yy W=, = In — ) con 927. (5.53)

Ambos son funciones crecientes del pardmetro de interaccion g. Por esto las
entropias unidimensionales de von Neumann y de Rényi divergen logaritmi-
camente en el limite de interaccion fuerte. Interpretamos esta divergencia de
la misma manera que para el potencial de potencia inversa apantallada.

Al igual que para el caso de potencia inversa es importante notar que ain
con la normalizacién adecuada el limite ¢ — 0 no reproduce los resultados
para las entropias de una interacciéon de tipo delta, ya que este limite no
conmuta con el limite de interaccién fuerte. Mas ain, la entropia de von
Neumann para interaccion de tipo delta de Dirac es finita, como puede verse
a partir de los estados dados en la referencia [173].

Partiendo de la Ec. (5.53) es fécil ver que para g = g. con

(5.54)

Tg =0y w = %, por lo tanto, como se explico en la seccidon 5.4 todas las
ocupaciones se anulan excepto dos de ellas (las mas grandes). La matriz den-
sidad reducida de una particula tiene entonces soporte finito y las entropias
de Rényi con a < 1 tienen un comportamiento no analitico. La entropia de
von Neumann y las entropias de Rényi con o > 1 tienen un minimo en g = g..

El comportamiento de las ocupaciones doblemente degeneradas dadas por
la Ec. (5.30) conl = 0, 1 para el caso o = 10 se muestra en la figura 5.11 junto
con el valor de g. como una linea gris cortada. Las primeras dos ocupaciones
A (figura 5.11(a)) alcanzan el valor maximo 1/2 para g = g, valor al cual
todas las deméas ocupaciones se anulan como puede apreciarse para A en la
figura 5.11(b).

Resumiendo, encontramos que dos particulas confinadas en una trampa
con interaccién Gaussiana repulsiva entre ellas tienen una matriz densidad

reducida de una particula con soporte infinito (infinitas ocupaciones no nu-
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Figura 5.11: Ocupaciones unidimensionales A7 (Ec. (5.30)) para o = 10 con (a)
l=0y (b) l=1. El valor g, se muestra como una linea gris cortada.

las) para todas las magnitudes de interaccion salvo para g = g. valor en el
cual todas las ocupaciones se anulan excepto dos (las mas grandes) y el so-
porte de la matriz densidad reducida es finito [3]. Sin embargo, es importante
notar que la ocupacion mas grande A§ 2 0.49 en todo el rango de valores de
g considerados y que la suma de todas las ocupaciones restantes es < 0.01
(recordar que todas las ocupaciones son doblemente degeneradas, teniendo
esto en cuenta la suma de todas las ocupaciones es igual a la unidad). Enton-
ces, en un intervalo alrededor de g. la principal contribuciéon a la expansion
de la funciéon de onda espacial (véase Ec. (5.35)) es la de los dos orbitales

naturales asociados a Aj.

5.9. Resumen, conclusiones y perspectivas

Nuestros calculos nos permitieron obtener expresiones analiticas en el li-
mite de interaccion fuerte para las ocupaciones y entropias de informacion
cuantica del estado fundamental de una molécula de Wigner de dos particu-
las en una trampa armonica bidimensional anisotrépica. Nuestros resultados
nos llevan a la conclusion principal de que es posible determinar la influencia
de la anisotropia de la trampa y del rango de la interaccién entre particu-

las analizando diferentes entropias a partir de las cuales se pueden definir
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cuantificadores de entrelazamiento.

La funcién de onda fue calculada en el marco de la aproximacion armo-
nica para grandes magnitudes de interaccion entre particulas y una vez que
obtuvimos el estado fundamental calculamos las ocupaciones partiendo de
la descomposiciéon de Schmidt de la matriz densidad reducida. Obtuvimos
ocupaciones doblemente degeneradas, caracteristica que relacionamos con la
equivalencia entre el intercambio de particulas en la funcién de onda y el
intercambio entre dos minimos del potencial efectivo en el Hamiltoniano re-
lativo. Las entropias lineal, de von Neumann, min-entropy, max-entropy y la
familia de entropias de Rényi se calcularon en forma exacta a partir de las
ocupaciones en funcion de los parametros de anisotropia y los parametros del
potencial de interaccion.

Encontramos que debido a la separabilidad de la funciéon de onda en
coordenadas cartesianas, las entropias de von Neumann, min-entropy, max-
entropy y las entropias de Rényi estan compuestas por una suma de términos
asociados a cada coordenada. Ademas, que en el caso bidimensional, uno de
esos términos depende del parametro de anisotropia y el otro esté asociado
al potencial de interaccion. Este tltimo término es justamente la entropia del
problema unidimensional. En consecuencia, el comportamiento de las entro-
pias respecto al parametro de anisotropia puede ser analizado sin considerar
el potencial de interaccion y la dependencia respecto al potencial de inter-
accion queda completamente definida por la frecuencia obtenida mediante la
aproximacion armoénica del problema unidimensional. Més atn, en la secciéon
5.10 generalizamos estos resultados a dimensiones mayores que dos.

Mostramos que, cuando la frecuencia permanece finita para interacciones
fuertes, las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entro-
pias de Rényi adoptan valores finitos para el modelo anisotrépico y diverge
logaritmicamente cuando la trampa es isotropica. La divergencia de las en-
tropias en el caso isotropico puede ser entendido sobre la base del principio de
incertidumbre de Heisenberg. En el caso anisotropico las particulas se locali-
zan en los minimos cléasicos del potencial efectivo del Hamiltoniano relativo
formando una molécula de Wigner. En el modelo isotropico esos minimos
degeneran en un circulo por lo tanto no podemos saber dénde se localizan las

particulas y esta pérdida de informacion sobre el sistema se ve reflejada en la
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divergencia de las entropias. Si la frecuencia aumenta mondétonamente para
interacciones grandes, entonces las entropias de von Neumann, min-entropy
y la familia de entropias de Rényi divergen logaritmicamente para cualquier
parametro de anisotropia. Por esto concluimos que la influencia del potencial
de interaccion esta presente solamente en la entropia unidimensional.

Para analizar la influencia del alcance del potencial sobre las entropias
agrupamos las interacciones en potenciales de corto y largo alcance y mos-
tramos las diferencias en los resultados obtenidos para cada grupo. Para los
potenciales de interaccion de largo alcance las frecuencias se mantienen fi-
nitas en el limite de interaccion fuerte y por lo tanto las entropias de von
Neumann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényi son
finitas. Para los potenciales de corto alcance las frecuencias aumentan mond-
tonamente en funcion de la magnitud de interaccion y por ende las entropias
de von Neumann y de Rényi divergen en el limite de interacciéon fuerte. La
divergencia de las entropias es una consecuencia de la divergencia en la incer-
teza del momento para frecuencias grandes. Llegado este punto concluimos
que las entropias de von Neumann, min-entropy y entropias de Rényi uni-
dimensionales para el caso de interaccion de tipo potencia inversa, divergen
logaritmicamente cuando la potencia de la interacciéon aumenta ya que en es-
te limite la interaccion entre las particulas tiende a una interacciéon de corto
alcance (ver Ecs. (5.38) y (5.41)).

Asi mismo, demostramos que cuando la frecuencia asociada al potencial
de interaccion satisface w? = 1/2 las entropias adoptan su valor minimo igual
a uno. De hecho, las entropias de von Neumann, min-entropy y entropias de
Rényi con a > 1 presentan comportamientos analitico alrededor de ese punto,
mientras que las entropias de Rényi con o < 1 muestran un comportamien-
to no analitico que expone el soporte finito de la matriz densidad reducida.
Para esta frecuencia particular se anulan todas las ocupaciones excepto las
dos ocupaciones mas grandes (degeneradas). Un comportamiento similar fue
reportado recientemente por Amico y colaboradores para cadenas de spin
1/2 [170-172] y por nosotros para el modelo de Calogero [4]. En este contex-
to, encontramos que dos particulas confinadas que interactiian mediante un
potencial Gaussiano repulsivo tienen una matriz densidad reducida con so-

porte infinito (infinitas ocupaciones no nulas) para todos los parametros del
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Hamiltoniano excepto para aquellos valores para los cuales se tiene w? = 1/2
ya que para estos ultimos valores todas las ocupaciones se anulan excepto
dos y por lo tanto la matriz densidad reducida tiene soporte finito.

En “Ausencia de moléculas de Wigner en sistemas unidimensionales de
pocos fermiones con interacciones de corto alcance” Wang y coautores [174]
consideran tres tipos de interaccion. Una interaccion de tipo delta de dirac
(que llaman corto alcance en lugar de rango cero), interaccion Coulombiana
y un potencial de tipo Yukawa. Al comparar los tres potenciales para mag-
nitudes de interacciéon equivalentes deducen que en el caso de la delta no se
forma una molécula de Wigner. Consideramos que se debe ser cuidadoso en
esta interpretacion, ya que la molécula de Wigner se forma para interaccio-
nes fuertes y cuan fuerte debe ser esa interaccion, depende justamente del
potencial considerado. En otras palabras, el ingreso al régimen de Wigner
depende de la interaccion entre particulas y por lo tanto comparar distintos
potenciales a interacciones equivalentes no significa que para interacciones
lo suficientemente fuertes los sistemas no alcancen el régimen de Wigner.
Concluimos entonces que sus resultados no entran en contradicciéon con lo
desarrollado en este capitulo.

Hay un trabajo reciente del grupo de Toranzo, Plastino y Dehesa sobre dos
particulas que interactiian en forma Coulombiana confinadas a una esfera de
dimensién D — 1 en el que se analiza la dependencia de las entropias respecto
al radio del sistema y la dimension espacial [175]. Por esto, como perspectiva a
futuro seria interesante tomar como punto de partida nuestros resultados para
la generalizacion a dimensiones mayores que dos (seccion 5.10) y estudiar los
efectos de la dimensionalidad y la magnitud de interacciéon sobre las entropias
de dos particulas confinadas que interactiian mediante algin potencial que
depende solo de la distancia entre particulas.

Para finalizar, el espectro posible de interacciones entre particulas se com-
pleta con el analisis de potenciales de soporte compacto y de rango cero. A

este respecto dedicamos el capitulo 7.
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5.10. Apéndice: Generalizacién a dimensiones

mayores que dos

Si bien todos los calculos que hemos presentado en este capitulo corres-
ponden a dimension dos, la generalizacion a tres dimensiones o més es directa.
En esta seccion mostraremos la generalizacion de las féormulas que obtuvimos
para las ocupaciones y entropias en las secciones 5.6 y 5.5 a dimension D.
Para ello consideramos un sistema compuesto de dos particulas en una tram-
pa armonica anisotropica de dimension D que interactiian mediante algin
potencial que depende de la distancia entre las particulas. El Hamiltoniano

para este sistema es

D
1 1
H= D) (V% + V%) +§ {(ﬁl + ) + 25?4(35?1 + x?Q)}+gV (r12; {7i})
=2
(5.55)

con €p_1 > €p—z > ... > €1 y ;; denotando la i-ésima coordenada de la
particula j. Siguiendo el mismo procedimiento de la seccidén 5.4 se puede
separar el Hamiltoniano en una parte asociada al centro de masa y otra a la
variable relativa. El Hamiltoniano en la variable relativa tiene un potencial
efectivo cuyos minimos satisfacen nuevamente la Ec. (5.15). En dimension
D los minimos del potencial cuando la trampa es isotropica yacen en un
cascaron esférico D-dimensional de radio zy (ver Ec. (5.15)).

La ocupaciones son

D
Ny to,in = A HA? : (5.56)
i=2

=

donde A} son iguales que en la Ec. (5.30) y A} iguales que en la Ec. (5.31)
con € — &;.

La entropia lineal es

D

p_q_ L 1—Cw:) ypl—¢&Ein)
%15 g LiTee) 97

1=2

con ((w,) y &(e) como en las Ecs. (5.30) y (5.31) respectivamente.
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confinadas en trampas cudnticas bidimensionales

Finalmente, la entropia de von Neumann y la familia de entropias de

Rényi estan dadas por

D
Sp = 52(wa) + ) Sy (ein) (5.58)

=2
donde Sg(w,) y Sy (e) son como en las Ecs. (5.38) y (5.39) respectivamente
para las entropias de Rényi y como en las Ecs. (5.41) y (5.42) respectivamente

para la entropia de von Neumann.

A continuacién analizaremos en detalle el comportamiento de las entro-
pias unidimensionales S$(w,) obtenidas para interacciones entre particulas

de largo y corto alcance.
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CAPITULO O

Deteccién de crossover dimensional y truncamiento del
espacio de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento

en el modelo de Calogero

The publicity of the Nobel Prize has
made clear that the research work
connected with the Quantum Hall Effect
was so successful because a tremendous
large number of institutions and

individuals supported this activity.

Klaus von Klitzing (1943-presente)

En este capitulo estudiamos el contenido de informaciéon del mo-
delo de Calogero para dos particulas en una y dos dimensiones,
calculando las entropias de Rényi y von Neumann. Encontramos
que las entropias del modelo en una dimensién son no monéto-
nas y finitas en el limite de interaccién fuerte. La entropia de von
Neumann para el modelo en dos dimensiones con confinamiento
isotropico es una funcién monoétonamente creciente de la mag-
nitud de interaccién, que diverge logaritmicamente en el limite
de interaccion fuerte. En el marco de la aproximacion armoénica
mostramos que al aumentar la anisotropia el sistema bidimen-
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sional eventualmente alcanza el comportamiento unidimensional
(crossover de dimensiéon dos a uno). Demostramos ademas que
las entropias de Rényi permiten resaltar la estructura del espec-
tro de la matriz densidad reducida y detectar aquellos valores del
parametro de interaccién para los cuales el espacio de Hilbert es
finito y por ende también lo es el espectro de la matriz densidad
reducida.

6.1. Introduccién al modelo de Calogero y mo-
tivacion

Los modelos de muchas particulas interactuantes en variables continuas
han recibido gran atencién en los tltimos tiempos por parte de la comunidad
cientifica interesada en la informaciéon cuantica y en los fundamentos de la
mecénica cuantica [176, 177]. Esto se debe principalmente a que estos modelos
presentan algunas caracteristicas fisicas inesperadas y a que permiten un
abordaje analitico relativamente simple, proveyendo soluciones exactas en
las cuales apoyarse para evaluar soluciones aproximadas o ahondar en el
significado fisico de varios conceptos ampliamente utilizados en el area de
informacion cuéntica [157].

Entre las propiedades fisicas inesperadas que estos modelos poseen pue-
de mencionarse la similitud en el régimen apropiado entre los niimeros de
ocupacion de sistemas formados por bosones o fermiones [115]. Cabe aclarar
que los orbitales naturales y sus niimeros de ocupaciéon hacen referencia a los
autovectores y autovalores de la matriz densidad reducida que puede cons-
truirse a partir del estado cuantico del sistema. Como se explico en la seccion
5.2 del capitulo anterior, al trazar sobre las variables de N — p particulas
en la matriz densidad asociada a un sistema cuéntico de N particulas se
obtiene otra matriz. Esta matriz, denominada matriz densidad reducida de
p particulas, describe el estado cuantico de un subconjunto de P particulas
y permite estudiar varias magnitudes fisicas como los orbitales naturales y
sus respectivas ocupaciones. En esa misma seccion explicamos que las ocu-
paciones o numeros de ocupacion y orbitales naturales son los autovalores y

autoestados de la matriz densidad reducida de una particula.
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Las situaciones en las que es posible obtener en forma exacta las matri-
ces densidad reducida de p particulas [115, 147, 149, 178, 179] son menos
frecuentes que aquellas en las que el espectro exacto o los autoestados estan
disponibles. Ademas, la obtencién de la matriz densidad reducida no siem-
pre puede hacerse en forma analitica, ain cuando el modelo es exactamente
soluble, como bien ejemplifican el modelo de Moshinsky [180], el de Calogero
[181, 182] y el de Calogero-Sutherland [183].

Estudiaremos aqui en forma exclusiva el modelo de Calogero cuyo estudio
ha experimentado varios resurgimientos puesto que esta relacionado con otros
sistemas o problemas fisicos. En lo que sigue haremos un breve resumen al
respecto, para luego explicar qué preguntas motivan nuestro trabajo.

En 1971, a menos de un ano de que Calogero publicara el trabajo en el que
presenta el modelo original [182|, Sutherland mostro la correspondencia entre
la distribuciéon de probabilidad del estado fundamental para el modelo de N
particulas y la probabilidad conjunta para ensembles aleatorios [183]. Esta
correspondencia puede ademas ser extendida a las funciones de respuesta o
las correlaciones en la densidad de estados de un sistema cuantico caotico
[184, 185]. En el ano 1992, los trabajos de Azuma e Iso [153] retoman el
modelo de Calogero como instrumento para explicar el efecto Hall cuantico
fraccionario sobre la base de cuasiparticulas denominadas anyones'. Estas
particulas no son ni bosones ni fermiones y obedecen a las llamadas estadis-
ticas fraccionarias y a una generalizacion del principio de exclusion de Pauli
[154]. Es por eso que cuando se habla de bosones o fermiones en el marco
del modelo de Calogero en dos dimensiones, se esté haciendo referencia a la
simetria de la funcién de onda.

Estos hallazgos motivaron a su vez nuevos descubrimientos, como la re-
lacion entre el modelo de Calogero y los sistemas de redes de tipo Haldane-
Shastry [151, 152]. El paso clave en la demostracion de estas relaciones con-

sisti6 en tomar el limite de interaccion fuerte que funciona cuando las par-

'Ante el intercambio de particulas la funcion de onda para anyones no es ni totalmente
simétrica ni totalmente antisimétrica, sino que se genera una fase global. En otras palabras,
el grupo de permutaciones en dos dimensiones deja méas posibilidades a las particulas
y da lugar a las llamadas estadisticas fraccionarias y generalizaciones del principio de
exclusion de Pauli. Por este motivo el pardmetro de interaccion entre particulas es llamado
“parametro estadistico”.
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ticulas tienen posiciones de equilibrio clasicas bien definidas como es el caso
del modelo de Calogero de una dimensiéon con o sin condiciones de contorno
periddicas. Avances mas recientes en la obtencién de matrices densidad re-
ducida de p particulas en forma exacta [115, 179, 186] han permitido un
mayor entendimiento sobre el comportamiento de los nimeros de ocupacion
de los sistemas de fermiones y las generalizaciones del principio de exclusion
de Pauli [187, 188|. A su vez, la cantidad de ntimeros de ocupacién no nulos
y la rapidez con la que se vuelven despreciables funcionan como excelentes
cuantificadores de las calidad de la aproximacién obtenida con métodos de
expansiones en bases finitas de funciones. Si bien es imposible determinar a
priort cuantas ocupaciones se anularan, en general la presencia de ciispides
de Coulomb (Coulomb cusps) esta asociada a la obtencion de infinitas ocu-
paciones no nulas [189]. Es por esta razon que para sistemas de fermiones se
espera un conjunto infinito de ocupaciones no nulas.

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto es una caracteristica ines-
perada del modelo que al calcular en forma exacta la matriz densidad reduci-
da de p particulas para el modelo de Calogero unidimensional nuestro grupo
de trabajo encontrara un conjunto finito de ocupaciones no nulas asociadas
a un conjunto discreto de valores del pardmetro de interaccion tanto para el
caso de bosones como el de fermiones [115]. Esto equivale a decir que para
ciertos valores del parametro de interaccion la matriz densidad reducida de p
particulas es una matriz finita cuya dimension depende de p, N, el parametro
de interaccion y de si las particulas son fermiones o bosones. También se mos-
tré que para cualquier p y N, ya sea para bosones o fermiones, la entropia de
von Neumann es una funcién no mondtona del parametro de interaccién que
presenta un maximo para algin valor finito de la magnitud de interaccion.
Este tltimo resultado también puede considerarse como inesperado si tene-
mos en cuenta que numerosos trabajos muestran que las distintas entropias
obtenidas a partir de matrices densidad reducidas de p particulas asociadas
a la funcion de onda del estado fundamental para problemas de dos y tres
dimensiones son funciones monoétonas de la magnitud de interaccién entre
las particulas [145, 163]. Puede mencionarse por ejemplo, las entropias de los

estados liquidos de Laughlin del efecto Hall cuantico fraccionario estudiadas
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en los trabajos de Zeng et al. [190], Iblisdir et al. [191] y Haque et al. [192]."

Partiendo de todos estos avances previos, sobre todo del resultado de que
la matriz densidad reducida para el modelo unidimensional tiene soporte fi-
nito para ciertos valores del pardmetro de interacciéon, nos preguntamos qué
ocurre en todos los demés valores para los cuales no conocemos la expresion
exacta de la matriz densidad reducida. También nos preguntamos si esta
caracteristica era tinica para el caso unidimensional o si ademés podia obser-
varse en otras dimensiones. El objetivo de este capitulo es, entonces, estudiar
algunas entropias como funciones de la magnitud de interacciéon entre parti-
culas para el modelo de Calogero en una y dos dimensiones, considerando el
parametro de interaccion en forma continua.

Aplicaremos todo lo desarollado en el capitulo 5 para mostrar que el
modelo en una dimension tiene siempre una entropia finita mientras que en
dos 0 més dimensiones se observa un comportamiento divergente en el limite
de interacciéon fuerte. También veremos, al igual que en el capitulo anterior,
que la entropia para el modelo bidimensional anisotrépico se comporta como
si el sistema fuera unidimensional o bidimensional dependiendo del valor del
parametro de anisotropia y de la magnitud de interaccion. Caracterizaremos
ademas este cambio en el comportamiento bidimensional como un crossover
dimensional.

Mostraremos ademas que las entropias de Rényi son capaces de detectar
aquellos valores de los parametros del Hamiltoniano (en este caso valores de
la magnitud de interaccion) para los cuales el espacio de Hilbert del sistema
es finito, es decir, que el sistema tiene soluciones exactas finitas y la ma-
triz densidad reducida tiene soporte compacto. En este sentido ahondaremos
sobre lo ya expuesto en el capitulo anterior.

Todo lo desarrollado en este capitulo asi como los resultados que aqui
mostramos se basan en lo que publicamos en la referencia [4]. Organizamos
el capitulo de la siguiente manera. En la secciéon 6.2 presentamos algunos

resultados basicos para el modelo de Calogero, mientras que en la secciéon 6.3

"Notar que la funcién de onda de Laughlin para n particulas y factor o fracciéon de
llenado (filling factor) 1/m tiene exactamente la misma forma que la funcion de onda
del estado fundamental para el modelo de Calogero unidimensional de n particulas con
magnitud de interaccién m (m—1). Sin embargo, las particiones que determinan entre qué
subsistemas se calculan las entropfas no son equivalentes.
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describiremos el método numérico utilizado para la obtencién de resultados.
En la seccion 6.4 calculamos el espectro y la entropia de von Neumann para
la matriz densidad reducida de una particula en una dimensiéon. La seccién
6.5 estd dedicada a las entropias de Rényi. En la secciéon 6.6 estudiamos el
caso isotropico bidimensional mientras que en la secciéon 6.7 tratamos el caso
anisotropico en el limite de interaccion fuerte particularizando el método de
la seccion 5.6 del capitulo anterior al potencial del modelo de Calogero. En la
seccion 6.8 analizamos el crossover dimensional, y, para finalizar, en la sec-
cion 6.9 discutimos nuestros resultados y presentamos algunas conclusiones.
Si el lector desea repasar las definiciones de las entropias, matriz densidad
reducida de una particula y los orbitales naturales con sus respectivas ocupa-
ciones asociados es recomendable una relectura de la secciéon 5.2 del capitulo

anterior.

6.2. Estado fundamental del modelo de caloge-

ro para dos particulas

El Hamiltoniano de Calogero para dos particulas en dimension D [181]

puede escribirse como

H = h(1) + h(2) + v(v - 1)% | (6.1)

donde 715 = ¥; — T denota la distancia entre las particulas, ¥; y #s son
las posiciones de las particulas y v(r — 1) es la magnitud de interaccion
como fue presentada por Sutherland [183|. La ecuacion anterior involucra
dos Hamiltionianos armoénicos de una particula,
. I, 1, .
h(i) = _§V¢ + g 1= 1,2, (6.2)
en unidades atomicas (h =1, m = 1 y w = 1) que como ya se dijo son las

utilizadas a lo largo de toda la tesis.
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6.2.1. Caso unidimensional

Para dos bosones la funcion de onda totalmente simétrica del estado fun-

damental y la correspondiente energia estan dadas por

(e, m) = €, A, e B = (1), (6.3)

donde A, es el factor de Jastrow

Al, = |I1 - ZE2|V . (64)

Para dos fermiones sin spin se tiene la funcién de onda totalmente anti-

simétrica

V(w1 20) = C{V sign(zy — x9) A, ea(@ital) (6.5)

donde CY, y C’{i , son constantes de normalizacion [193].

En la referencia [115] nuestro grupo de trabajo mostré que para la fun-
cion de onda bosonica (fermionica) con v =2n (v =2n+1), n € N, el valor
absoluto en la Ec. (6.4) (Ec. (6.5)) puede ser ignorado, y las tnicas integrales
requeridas para encontrar la matriz densidad reducida de una particula son
integrales Gaussianas con potencias pares (impares) del factor de Jastrow.
Mas atn, la matriz densidad reducida de una particula se convierte enton-
ces en una funcién Gaussiana multiplicada por una expresion polindémica de
(x,y). En estos casos, la expresion general de pgf;) (cuya obtencion es bastante

engorrosa) puede ser escrita como una suma finita de funciones de Hermite.

6.2.2. Dos o mas dimensiones

Para dimensiones mayores que dos las funciones de onda exacta para el

estado fundamental de dos bosones

Wy = Ch, | — Bl 3 0T), (6.6)

o fermiones
U] = Cf, |71 — Bl g e 3(rEH73), (6.7)
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son bastante similares a las del modelo en una dimension [194]. En las Ecs.
(6.6) y (6.7) los exponentes ju, y iy son funciones de la magnitud de inter-
accion y la dimension D y g es uno de los determinantes de Slater 2 x 2
que son las funciones de onda del estado fundamental de N = 2 fermiones
no interactuantes [194].

Al igual que en el caso unidimensional, la funcién de onda exacta del
estado fundamental de bosones y fermiones no puede ser obtenida para el

mismo conjunto de pardmetros puesto que

1y = % <\/(D—2)2—|—41/(1/— 1) — (D—2)> , (6.8)
y
= % (\/02 Y1) — D) : (6.9)

son numeros enteros para valores distintos de v. El factor 1g asegura que
la funcion de onda de la Ec. (6.7) sea totalmente antisimétrica respecto al
intercambio de particulas. Para D = 2 hay dos determinantes que cumplen
esta condicion. Ambos son linealmente independientes y pueden ser elegidos

de forma tal que sean autofunciones del operador de momento angular

(1 — 22) +i(y1 — v2)

Vs = . Lt =+t (6.10)
(1 — 22) —i(y1 — vo)

La funcion de onda del estado fundamental puede ser construida utilizan-

do distintas combinaciones lineales de 1/1§ pero esto no implica que la matriz

densidad reducida correspondiente tenga las misma entropia como veremos

en las proximas secciones.

6.3. El método variacional

El caso unidimensional fue analizado exhaustivamente en la referencia
[115] para aquellos valores de v que permiten el calculo exacto de la matriz
densidad reducida de p particulas y sus autovalores, es decir para v = 2n
en el caso de bosones y v = 2n + 1 en el caso de fermiones donde n es un

nimero natural. En este capitulo consideramos entonces a v como una va-
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riable continua y calculamos los autovalores de la matriz densidad reducida
de una particula utilizando el método variacional de Ritz, que ya fue expli-
cado en los capitulos anteriores. Luego, a partir de los autovalores obtenidos
numéricamente calcularemos diferentes entropias (ver seccion 5.2).

La eleccion natural para la base son los autoestados del oscilador armoénico
que ya fueron usados para obtener los autovalores exactos y finitos de la

matriz densidad reducida de una particula para valores enteros de v

_%szn
On(z) = 62—\/7‘(@ (6.11)
"nlmr2

donde H,(x) son los polinomios de Hermite. La manera en la que este mé-
todo variacional puede usarse para calcular el espectro aproximado para una
matriz densidad reducida ha sido descripto en las referencias [163, 189, 195|
y por lo tanto aqui mostraremos tunicamente los elementos de matriz de la
matriz densidad reducida en la base elegida.

Si expresamos la matriz densidad reducida de una particula de la siguiente

manera

(T ) = / U (7, 20 (i, ) dZ, (6.12)

entonces sus elementos de matriz son

sl = [one){ [ s entidanfar. @13

donde ¢, (1) denota un elemento de la base en un espacio de la misma
dimension que 7. Esto quiere decir un producto de funciones como las de la
Ec. (6.11) cada una asociada a una coordenada del vector #. Si la dimension
de 7 es uno entonces la base coincide con la definicion dada por la Ec. (6.11)
y si es dos la base {p,(71)} estda dada por todos los productos de la forma
¢i(w1) &5 (y1)-

Cuando el kernel es totalmente simétrico o antisimétrico vale el teorema
enunciado en la seccion 5.4 del capitulo anterior y por lo tanto podemos

reducir el esfuerzo de calculo haciendo una expansiéon variacional sobre el
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estado y no sobre la matriz densidad. En este caso los elementos de matriz

del estado estan dados por

(T D), = / (@) { / U(@h, B) omlTo) dfz} i, (6.14)

Como los estados de las Ecs. (6.3) y (6.5) son totalmente simétricos o
antisimétricos todos los célculos (tanto bosones como fermiones) para el caso
unidimensional de la seccién 6.4 se hicieron con expansiones variacionales del
estado fundamental. Para el caso bidimensional se hicieron expansiones del
estado fundamental de bosones dado por la Ec. (6.6) y expansiones de la
matriz densidad reducida construida a partir de los estados para fermiones
dados por las Ecs. (6.7) y (6.10) ya que estos estados son en general comple-
jos. Para hacer la expansion variacional de la matriz densidad reducida los
elementos de matriz de la misma se obtuvieron partiendo del estado funda-
mental conocido de forma exacta y usando la integraciéon numérica de la Ec.
(6.12) en la Ec. (6.13).

6.4. Ocupaciones y entropia de von Neumann

para el caso unidimensional

Los autovalores de la matriz densidad reducida de una particula calcula-
dos utilizando el método variacional para el modelo unidimensional de bo-
sones y fermiones se muestran en un grafico log-log en la figura 6.1. La
caracteristica sobresaliente de ambos conjuntos de curvas es que la mayoria
de los autovalores decrecen de forma abrupta a cero en los valores enteros
del parametro v.

En el caso fermiénico, puesto que todos los autovalores estan doblemente
degenerados [196], solo hay cuatro autovalores (los mas grandes) que nunca
se anulan. Para v = 2n + 1, s6lo hay 2n + 2 autovalores distintos de cero
[115]. El error numérico de los autovalores variacionales para valores enteros
de v es O(ep,), donde €, ~ 2 x 10715 es la precisién de la maquina.

Tanto para bosones como para fermiones las ocupaciones muestran dos
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Figura 6.1: Ocupaciones obtenidas variacionalmente usando una base de 50 fun-
ciones de una particula (ver Ec. (6.11)) para el estado fundamental del modelo de
Calogero unidimensional de (a) fermiones y (b) bosones. Las caidas abruptas a cero
de los autovalores para valores enteros del pardametro de interaccion (impares en el
caso de fermiones y pares en el caso de bosones) indican que el nimero de ocupa-
ciones no nulas para dichos valores es finito. En (a) cada autovalor es doblemente
degenerado.

regimenes bien definidos. En uno de los regimenes una dada ocupacion se
anula para un cierto valor de la interaccion y en el otro régimen las ocupa-
ciones son independientes de v. Este ultimo régimen corresponde a aquellos
valores del parametro de interaccion a partir de los cuales se cumple la apro-
ximacioén armonica en donde la forma de las ocupaciones esta dada por una
ley de potencias (Ec. (5.30) de la seccion 5.4 del capitulo anterior). Como
puede verse en la figura 6.2(a), para valores grandes del parametro de inter-
accion v(v — 1) las ocupaciones de fermiones y bosones tienen el mismo valor
asintotico dado por la Ec. (5.30) de la seccion 5.4 del capitulo 5. Esto se debe
a que en el régimen de interaccion fuerte las interacciones de intercambio
se suprimen (ver seccion 5.5 del capitulo anterior). Como consecuencia, la
entropia de von Neumann para ambas estadisticas resulta ser la misma en el
limite de interaccion fuerte como se ve en la figura 6.2(b). En este limite la
entropia de von Neumann converge a un valor finito que puede ser calculado
analiticamente a partir de la Ec. (5.41) de la seccion 5.6 del capitulo anterior.

La entropia de von Neumann alcanza un valor maximo alrededor de v = 5
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Figura 6.2: (a) Ocupaciones mas grandes para bosones (linea roja) y fermiones
(linea azul cortada) y (b) entropia de von Neumann para el estado fundamental
del modelo de Calogero unidimensional para dos bosones (linea roja) y fermiones
(linea azul cortada). Todos los valores se obtuvieron mediante el método variacional
usando una base de 50 funciones de una particula (ver Ec. (6.11)). Notar que
las ocupaciones para bosones y fermiones se vuelven degeneradas en el limite de
interaccion fuerte.

para ambos casos |4], caracteristica que puede apreciarse en la figura 6.2(b).
La aparicion de un méximo en la entropia de von Neumann es una propiedad
inesperada ya que en general se ha observado un comportamiento no mono-
tono en un cuantificador de contenido de informacién cuando hay cambios
en la analiticidad de la energia del estado fundamental, como sucede en una
transicion de fase cuéntica [197|. Este comportamiento también puede ser
consecuencia de cambios en el peso relativo entre estados con diferente en-
trelazamiento como sucede cuando la temperatura varia en algunas mezclas
térmicas (thermal mizes) [198|. La energia del estado fundamental y las fun-
ciones de onda totalmente simétricas o antisimétricas de las Egs. (6.3) y (6.5)
son analiticas con respecto al parametro v. Este maximo también podria apa-
recer si las ocupaciones fueran no analiticas para este valor del parametro de
interaccion, sin embargo, las ocupaciones son de hecho analiticas con respecto
al parametro v, atn para aquellos valores en los que la matriz densidad redu-
cida de una particula tiene soporte finito. Esto puede garantizarse a partir de

un anélisis mediante técnicas de tipo escaleo finito (finite size scaling) muy
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Figura 6.3: (a) Cuarta mayor ocupacion para el caso bosonico calculada varia-
cionalmente para diferentes tamanos de base M. (b) Colapso de los datos luego de
un analisis de tipo escaleo finito. En intervalo del pardmetro de interaccién tenido
en cuenta estd centrado alrededor de v = 2 que es el primer valor para el cual esta
ocupacion se anula.

utilizadas para evaluar el comportamiento analitico de diferentes autovalores
cerca del umbral de ionizaciéon para sistemas cuasi-atémicos [199).

La primera ocupaciéon que se anula en v = 2 para el caso de bosones
(cuarta ocupacion si se indiza con valores descendiente) se muestran en la
figura 6.3(a) calculada para varios tamarfios de base denotados por M. Co-
mo es de esperar, los resultados dependen del tamano de la base pero como
puede verse en la figura 6.3(b) los datos colapsan en una tnica curva al rea-
lizar una transformaciéon de escaleo finito. Este colapso es consistente con la
analiticidad del autovalor respecto del parametro v. Si bien no lo mostramos
aqui, obtuvimos la misma dependencia cuadrética cuando analizamos otras
ocupaciones en la vecindad de los puntos donde los autovalores se anulan

tanto para bosones como para fermiones.

6.5. Entropia de Rényi y soporte finito de la

matriz densidad reducida

El comportamiento suave de la entropia de von Neumann no pone de
manifiesto la estructura de la matriz densidad reducida de una particula como

funcién del parametro de interaccién v. Aquellos valores discretos de v para
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los cuales el espacio de Hilbert en el que se describe el sistema es finito y por
lo tanto la matriz densidad reducida de una particula tiene s6lo un conjunto
finito de autovalores no nulos no tienen asociado ninguna particularidad en
la entropia de von Neumann que los exponga o resalte. Este comportamiento
suave es una consecuencia de la analiticidad de los autovalores respecto a v.

Sin embargo, la estructura del espectro puede ser puesta en evidencia por
la entropia de Rényi definida en la Ec. (5.3) de la seccion 5.2 del capitulo
anterior ya que la familia de entropias de Rényi permite explorar distintas
regiones del espectro pues al cambiar « es posible modificar los pesos de los
distintos autovalores de la matriz densidad reducida.

Como mostramos en la secciéon anterior, los autovalores de la matriz den-
sidad reducida de una particula son funciones analiticas de v. En esta seccion
mostraremos para el caso de bosones (el caso de fermiones es similar) que
aunque las ocupaciones son analiticas en la vecindad de los valores v, = 2n
donde la matriz densidad reducida tiene solo 2n + 1 ocupaciones no nulas la
entropia de Rényi es una funcién no analitica de v.

Es importante destacar que para llegar a los resultados detallados a con-
tinuacion la tnica hipotesis en la que nos basamos es la analiticidad de las
ocupaciones en las cercanias de los puntos discretos para los cuales el espectro
de la matriz densidad reducida es finito. Esto esta garantizado por el anterior
analisis con técnicas de escaleo finito. El desarrollo que aqui presentamos es
valido para cualquier sistema que cumpla esa hipotesis. Asumimos entonces

que

M)+ AP —1,) st i<om+1
Ai(v) ~ para v — v,
AP (v — p,)2hin sii>2n+1,
(6.15)
donde Agl), AZ@) son constantes y k;,, > 1 es un entero. Con esto la definicién
de la entropia de Rényi dada por la Ec. (5.3) de la seccion 5.2 del capitulo

anterior puede ser reescrita como

132



Capitulo 6. Deteccion de crossover dimensional y truncamiento del espacio
de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento en el modelo de Calogero

2n+1 00
1
0 = (a3 we)
=1 1=2n+2

1 2n+1 ' > Af()
= log, (Z Af‘(l/)) +log, | 1+ %
5 Arw)

i=1

1 2n+1 Z A?(V)
a 1=2n+2
Vo 11—« log, (Z A; <V)> + 2n+1
i=1 In2 > A¥v)
i=1

= Sy(v)+sn(v). (6.16)

Notar que S%(v,) = S%(v,) v s%(v,) = 0. Con todo esto es posible evaluar

la derivada de la entropia de Rényi en v = 1,

85 (v) 0se(v) .« i:;H ()0, N (v)
v v=vn B ov v=uy, In2 (1 — Oé) 2n+1

2. AYW)

i=1
2n+1

”i;fwwu) 2 AT 0AW)

_ C‘i; Ag(y>>2 . (617)

El primer término de la Ec. (6.17) es una constante bien definida y el tercero

v=vp

es cero. Como consecuencia de esto la derivada estd dominada por el segundo
término. Usando la expansion analitica de los autovalores dada por la Ec.
(6.15) y asumiendo que ky,, es el valor minimo de k;, el comportamiento

asintotico dominante de si es

so(v) ~ Cn((v— I/n)ka)a = Cplv— un|5km , (6.18)

V—Un

donde 6 = 2a. Esto implica que

133



Capitulo 6. Deteccion de crossover dimensional y truncamiento del espacio
de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento en el modelo de Calogero

0s%(v)

n

~ 0kpnCy v — vV sign(v — 1y,) . (6.19)

v  v—um

Esta ecuacion tiene como resultado que

_ . f -
szgn(C)xoo or 1/—>1/n} S kS < 1

95%(v) sign(Cy) X for v—uvl
v
o | _. = 0,5%(v,) —C for v—uy, G kod—1
" 0,58%(vy) +C for v —uyt
L 0,58 (V) siky,d>1.
(6.20)

Por méas que la derivada de S es continua para 6 > 1 es facil ver que por
la forma asintoticas de los autovalores Eq. (6.15) la segunda derivada de la
entropia diverge para 1 < k,,0 < 2 pero es analitica para k,,0 = 2. Esto
quiere decir que el kink presente en k,,0 = 1 se hace cada vez mas suave
hasta desaparecer en k,,0 = 2.

La evidencia numérica acumulada indica que en el caso del modelo de
Calogero unidimensional k,, = 1 para todos los valores de i y n (ver analisis
de escaleo finito al final de la seccion anterior). La entropia de Rényi presenta
entonces puntos criticos con derivadas infinitas para o < 1/2 y un kink para
a = 1/2 que va desapareciendo en forma continua a medida que o aumenta
hasta que « toma el valor de la unidad [4]. Por esto, la entropia de von
Neumann, que pude ser obtenida con o — 1 es una funcion analitica de v.

El comportamiento no analitico de las entropias de Rényi predichas por
la Ec. (6.20) es una consecuencia de haber asumido la analiticidad de los
autovalores expresado en la Ec. (6.15). Esta interesante propiedad puede re-
conocerse con facilidad para v = 2 en la figura 6.4(a) donde se muestran
las entropias de Rényi obtenidas variacionalmente en funcién del parametro
de interacciéon para varios valores de a para el modelo de Calogero unidi-
mensional para bosones. Esta figura también muestra las entropias de Rényi
exactas para aquellos valores de v para los que la matriz densidad reducida
tiene soporte finito, es decir para v = 2n. Vale la pena destacar que, como
vimos en el capitulo 5, las entropias de Rényi son funciones decrecientes de «

por lo tanto la curva superior de la figura corresponde al valor més pequeno
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Figura 6.4: Entropia de von Neumann unidimensional (linea negra) y entropias de
Rényi con a = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 2 en funcién del parametro de interaccién
v (lineas roja, verde oscuro, azul, anaranjada, verde claro y cian respectivamente).
(a) Para el caso de bosones. (b) Para fermiones. Los valores exactos de las entropias
para v = 2n o v = 2n + 1 se muestran como puntos grises para el caso de bosones
y fermiones respectivamente.

elegido para o mientras que la curva inferior corresponde al valor mas gran-
de. Ademas todas estas curvas tienen como limite inferior la min-entropy S2°
(ver la Ec. (5.43) de la seccion 5.6 del capitulo anterior).

Para el caso de fermiones las cuentas son similares y no las repetiremos.
Como se puede ver en la figura 6.4(b) el grafico obtenido es muy similar al
de bosones siendo la tinica diferencia que los comportamientos no analiticos
en lugar de presentarse en los valores v = 2n se presentan en los valores en
v = 2n+ 1. Cabe aclarar que en la confeccion de la figura 6.4(b) se tuvieron
en cuenta menos valores del parametro v y por eso las curvas pueden verse
menos suaves comparado a las curvas de la figura 6.4(a). Como esta figura
sOlo se presenta por completitud y a fines de una comparacion visual entre
los casos bosoénico y fermiénico creemos que la cantidad de puntos usados es
suficiente para este fin.

La entropia de Rényi y su primera derivada en funcién del pardmetro
de interaccion en un intervalo alrededor de v = 4 para a = 0.4, 0.5, 0.6 se

muestran en la figura 6.5 donde puede apreciarse que la entropia de Rényi
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Figura 6.5: Entropia de Rényi unidimensional para el caso de bosones (fila supe-
rior) y sus derivadas (fila inferior) en funcion del parametro de interacciéon en un
entorno de v = 4 para a = 0.4, 0.5, 0.6 de izquierda a derecha.

presenta un punto critico con derivada infinita para o = 0.4, un kink con
derivada discontinua para o = 1/2 y una derivada continua para a = 0.6 con
derivada segunda infinita.

En resumen, las entropias de Rényi son capaces de dejar expuestos aque-
llos valores de v para los que la matriz densidad reducida de una particula
tiene soporte finito. Un comportamiento similar fue observado por Amico y
colaboradores para cadenas de spin 1/2 [162, 170-172].

6.6. Ocupaciones y entropia de von Neumann

para el caso bidimensional

La funcién de onda del modelo de Calogero para sistemas de dos particulas
en dos dimensiones se conoce en forma exacta para todos los valores de v y
estan dadas por las Ecs. (6.6) y (6.7) [194]. Con esto las ocupaciones y las
entropias definidas en base a esas ocupaciones se calcularon variacionalmente

con el método de Ritz, como se explico en la seccion 6.3.
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El comportamiento de la entropia de von Neumann esta representado en
la figura 6.6(a) para el caso bosoénico y el caso de fermionico, notar que el
eje de las ordenadas de la figura esta en escala logaritmica. En esta figura,
la linea roja corresponde al caso de bosones y las lineas discontinuas al de
fermiones. La linea verde discontinua corresponde a g = ¥ = (r1 — x3) +
i(y1 — y2) mientras que la linea azul discontinua corresponde a g = % =
\% (wg + wg). Las curvas obtenidas permiten ver que que los tres conjuntos
de datos son consistentes con una divergencia logaritmica de la entropia de
von Neumann cuando el parametro v aumenta.

Usando la definicion anterior de 9% y definiendo ¢ = \/Li (@D; — 1/}5) uno
puede construir la funcion del estado fundamental fermionico W+, W)~ wl”
y UlY sustituyendo Vd, g, 5y ¢Y en la Ec. (6.7). Una vez hecho eso es
posible demostrar que

W -1+ 1P = [eE e - )]

= S )| g [ e -

donde el argumento entre corchetes es la magnitud de interaccion de la Ec.
(6.1) para la cuél la funcion de onda del estado fundamental debe ser calcu-
lada [4].

Los primeros dos términos en la igualdad obtenida aseguran que para va-
lores suficientemente grandes de v las entropias de von Neumann de bosones
y fermiones tienen la misma forma asintética si los estados correspondientes
son autofunciones de L,. No hemos encontrado hasta ahora una manera de
traducir la relacion entre los médulos cuadrados de las funciones de onda de
la Ec. (6.21) a una relacion entre las ocupaciones.

La disponibilidad de las funciones de onda degeneradas del estado funda-
mental fermiénico permite estudiar la entropia de von Neumann para dife-
rentes combinaciones lineales de estados ortogonales. Estudiamos la entropia
de von Neumann de diferentes funciones de onda del estado fundamental ob-

tenidas mediante el reemplazo de 15 en la Ec. (6.7) por la siguiente expresion

hie(B) = Big +V1-Bvg, Be01]. (6.22)
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Figura 6.6: (a) Entropia de von Neumann como funcion de la magnitud de
interacciéon v para las funciones de onda fermidnicas invariantes ante rotaciones
w;f (linea verde cortada) y para la funcién de onda fermionica construida con
Y& = (x1 — x2) (linea azul cortada). Notar la divergencia logaritmica en el limite
de interaccion fuerte. Un punto en el area gris es un par (v, S,n) que puede
ser obtenido con una eleccién particular de la combinacion lineal de la Ec. (6.22)
y que queda definido por el pardmetro 5. La entropia de von Neumann para el
estado fundamental de bosones (linea roja) y el estado fundamental invariante ante
rotaciones de fermiones (linea verde cortada) tiene la misma forma asintética. (b)
Entropia de von Neumann para el estado fundamental fermionico construido con
Y1.(B) en funciéon del pardmetro 32 para dos valores del parametro de interaccién
v = 2 (linea anaranjada cortada) y v = (1 4 v/33)/2 (linea negra cortada). Las
lineas horizontales corresponden a las entropias de von Neumann de w;r, 1g. Notar
que al cambiar el pardametro 5 se van recorriendo puntos (v, Syn) en la region
sombreada del grafico (a).
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Las entropias de von Neumann de los estados 9;.(3), %% y ¥} son mos-
trados en la figura 6.6 donde se puede ver que las entropias de von Neumann
para todos los estados definidos por la Ec. (6.22) divergen logaritmicamente
en el limite de interaccion fuerte. Para un valor dado de v las entropias de wgc
(B=0y B =1env(F)) son maximas mientras que las de 5" (§ = :I:\/Li)
son minimas. La regién sombreada en la figura 6.6(a) corresponde a todos los
otros valores de S,x[1.(5)] variando 5. Ademas, en el limite de interaccion
fuerte las entropias de los estados fundamentales fermiénicos construidos con
1Z)§E y el estado fundamental de bosones son asintéticamente iguales como se
pude ver en la figura 6.6(a)).

En la figura 6.6(b) se muestra el comportamiento de la entropia de von
Neumann calculada para el estado fundamental construido usando la Ec.
(6.22) en funcion de 32 para v = 2 (numérica) y p; =2 = v = (1 + 1/33)/2
(exacta). En la figura se puede apreciar que las entropias asociadas a 1[)25
son maximas y las de ¢¢” son minimas (lineas horizontales verdes y azules
respectivamente).

La entropia lineal muestra un comportamiento diferente ya que converge
mondétonamente a la unidad en el limite de interaccion fuerte. Este compor-
tamiento ha sido reportado previamente por numerosos sistemas y ha sido
asociado a la naturaleza competitiva de los potenciales del Hamiltioniano
[145, 148]. En nuestro modelo el término armoénico en las Ecs. (6.1) y (6.2)
mantiene a las particulas cerca del origen de las coordenadas y el término
repulsivo intenta mantenerlas lo més lejos posible en especial cuando v — oo.

Las divergencias logaritmicas son siempre dificiles de encontrar basando-
se solo en informacion numérica. La razon de esto es que es bastante dificil
estudiar valores grandes de v pues el numero de funciones de base requeridas
para poner en evidencia la divergencia logaritmica aumenta como 2. Noso-
tros fuimos capaces de obtener la entropia de von Neumann hasta v = 80.
Para respaldar la divergencia logaritmica mostrada en la figura 6.6 haremos
a continuaciéon una aproximacion analitica del problema en dos dimensiones
basada en los resultados desarrollados en las secciones 5.4 y 5.6 del capitulo

anterior.
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6.7. Desarrollo analitico del modelo de Caloge-
ro bidimensional anisotrépico en el limite

de interaccion fuerte

En esta seccion particularizaremos los resultados obtenidos en el capitu-
lo 5 en el marco de la aproximacién armonica [116, 148, 166, 167| para el
modelo de Calogero. Para ello consideraremos el Hamiltoniano de Calogero

bidimensional anisotrépico

1 1 viv—1
H= L (V) {2 i+ 2 62)
12
Al igual que en la seccion 5.4 del capitulo anterior consideramos las coor-
denadas del centro de masa R = %(:1_:'1 +79) = (X,Y) y relativas 7 = @y — 7 =

(z,y). Entonces, el Hamiltoniano puede escribirse como H = H® + H" con

1
o = — Vit (X +eY?) (6.24)
v(iv —1)

1
H = -V?4+ (22 +2) + ——2L .
r ( y) <I2+y2)

; (6.25)

Como se explico en la seccion 5.3 del capitulo anterior la funciéon de onda
es el producto de una funcién asociada al centro de masa y otra asociado a
la variable relativa U(X,Y,z,y) = ¥2(X,Y)y"(z,y) ver Ecs. (5.11), (5.12),
(5.13) y (5.14).

El valor absoluto de las abscisas de los minimos del potencial efectivo del
Hamiltoniano relativo (Ec. (5.15) de la secciéon 5.4 del capitulo anterior) es
20 = V2 (v(v —1))1 (BEc. (5.47) de la subseccion 5.7.1 del capitulo anterior
con = 1). De hecho, todos los resultados del capitulo anterior son validos
con g — v(v—1)y w, = 2. De las Ecs. (5.29), (5.30) y (5.31) de la seccion 5.4
del capitulo anterior las ocupaciones en el limite de interaccion fuerte tienen
la siguiente forma

Ay =2 (3\/5 - 4) (1—€(e)) €e)! (17 ~12 \/§>l , (6.26)
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donde &(¢) esta dada por la Ec. (5.31) de la seccion 5.4 del capitulo anterior.
La entropia lineal de la Ec. (5.44) de la seccion 5.6 del capitulo anterior

queda

L [3V2-4) 1-¢(e)
S, =1 (9—6\@) T (6.27)

Partiendo de las Ecs. (5.40), (5.41) y (5.42) de la seccion 5.6 del capitulo

anterior la entropia de von Neumann para este modelo es

log, ((1 - £(2)) 5@ ¢()0)
10— £0)
Y de las Ecs. (5.37), (5.38) y (5.39) de la seccion 5.6 del capitulo anterior la

entropia de Rényi en el limite de interaccion fuerte es

a1 (6v2 —8) 1 (1 —&@E)”
=T le <<1 —a7- 1m>a>> e ((1 —s<e>a>) |
(6.29)

Como dijimos en el capitulo 5, el modelo isotrépico puede recuperarse

S,y = 1.197371889 — (6.28)

tomando ¢ — 1. En este limite (¢) — 1 todos los autovalores tienden
a cero y la entropifa de von Neumann diverge logaritmicamente mientras
que la entropia lineal tiende a uno. Para parametros de anisotropia grandes

e >>1se recupera el problema unidimensional ya que £(¢) — 0 y por ende

Sle = 1 — V2 2y S,n — 1.197371889. La entropia de Rényi muestra el mismo
comportamlento que la entropia de von Neumann diverge para ¢ — 17 y
(6v2-8)
para € >> 1 alcanza el valor unidimensional = log, (W) +1 [4].
Finalmente, la min-entropy tiene la 51gulente forma
S = 1lim S =1lo <1+ 3 ) (6.30)
T assoo T g2 2\/5 : .

6.8. Crossover de dimension dos a uno

Las entropias unidimensionales en el limite de interaccion fuerte se pueden

recuperar a partir de los resultados para el modelo bidimensional. Podemos
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Figura 6.7: Entropia de von Neumann
y entropia lineal como funciones del pa-
rdmetro de anisotropia € en el limite de
interaccion fuerte calculadas con la expre-
sion exacta (linea magenta de puntos y
rayas) y truncando la suma de la defini-
cion dada por la Ec. (5.4) de la seccion 5.2
del capitulo anterior (lineas continuas). El
nimero de ocupaciones incluidas en la su-
ma es de 50, 100, 150 y 200 (lineas conti-
nuas negra, roja, verde y azul respectiva-
mente). El término asintotico de la entro-
pia de von Neumann exacta se muestra 0 20 -10 0
como una linea cortada amarilla. |n(£ — 1)

preguntarnos entonces qué marcas deja el crossover dimensional de dimen-
sion dos a uno en la entropia de von Neumann y si esto también se puede
observar para valores finitos del pardmetro de interacciéon v.

La entropia de von Neumann de la Ec. (6.28) obtenida en el marco de la
aproximacion armoénica para el modelo bidimensional anisotropico se muestra
como una linea de puntos y rayas magenta en la figura 6.7 que recuerda a la
figura 5.2 de la seccion 5.6 del capitulo anterior. En la figura se pude ver que
la entropia alcanza el limite unidimensional para ¢ 2 2 (correspondiente al
Ec = \/m con 5 =1 de la subsecciéon 5.7.1 del capitulo anterior).
La entropia diverge en el caso isotropico y se mantiene finita para cualquier
valor del parametro de anisotropia ¢ > 1.

Como ya mostramos en la seccion 5.6 del capitulo anterior al calcular la
derivada primera de la Ec. (5.42) es facil ver que

Son ~ _logloi—l_fil) for e ~ 17, (6.31)
Este comportamiento asintético que se muestra en la figura 6.7 como una
linea cortada amarilla que hace evidente la divergencia de la entropia de von
Neumann para ¢ — 17.

Las entropias obtenidas sumando la contribuciéon de una cantidad fini-
ta de ocupaciones (Eq.(6.26)) en la definicion dada por la Ec. (5.4) de la

seccion 5.2 del capitulo anterior también se muestran en la figura 6.7 como
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lineas continuas. Como se ve en la figura, no importa cuéntas ocupaciones
se tengan en cuenta en la suma siempre hay un valor de £ para el cual la
entropia de von Neumann alcanza un méaximo y luego decae para parametros
de anisotropia menores. Esto quiere decir que mientras més isotropico es el
sistema mas orbitales naturales son necesarios para una correcta descripcion
del problema y esto es justamente lo que hace dificil demostrar numérica-
mente la divergencia logaritmica. El abordaje numérico siempre provee de
un namero finito de ocupaciones para calcular la entropifa y para ¢ — 17
necesitamos una cantidad creciente de ocupaciones para lograr una buena
aproximacion de la entropia [4].

A continuacién compararemos los resultados obtenidos en el limite de
interaccion fuerte mediante la aproximacion armoénica con lo obtenido para
interacciones finitas. En la seccion 6.6 vimos que la entropia de von Neumann
de la figura 6.6(a) aumenta logaritmicamente y en la seccién 6.7, en base a
los resultados del capitulo anterior, mostramos que la entropia exacta en el
limite de interaccion fuerte para ¢ — 1 realmente diverge logaritmicamente
apoyando lo inferido numéricamente. Para evaluar qué ocurre para magnitu-
des de interaccion intermedias estudiamos los autovalores del Hamiltoniano
relativo dado por la Ec. (6.25). De la Ec. (5.20) de la seccion 5.4 del capitulo
anterior vemos que los autovalores del Hamiltoniano relativo en el limite de
interaccion fuerte dependen en forma no analitica del parametro de anisotro-
pia. Compararemos la energia del estado fundamental obtenida mediante la
aproximacion armonica (que denotaremos como Ef,(¢)) a la obtenida varia-
cionalmente para valores de v finitos y diferentes parametros de anisotropia

¢ (que denotaremos por E§§" (v, ¢)). Para ello definimos E§5 como

co(y, oy — Lo0 (:€)
B0he) = B 1 (6.32)

o6 nos da una idea de cuan diferentes son las energias variacionales a las

del limite de interaccion fuerte. Cuando las energias variacionales se compor-
ten de la misma manera que las obtenidas en el marco de la aproximacion
armoénica esta cantidad serd igual a la unidad.

En la figura 6.8 se puede ver el comportamiento de Eg5(v, €) en funcion de

¢ para varios valores de v. La figura muestra que el comportamiento obtenido
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Figura 6.8: Relacién entre la energia del
estado fundamental del Hamiltoniano re-
lativo obtenida variacionalmente y en el
limite de interaccion fuerte definida en la
Ec. (6.32). Por como se eligi6 el eje de
las abscisas el limite de interaccién fuer-
te corresponde a la unidad indicada co-
mo una linea negra cortada. Las ener-
gias variacionales fueron calculadas con
v(v — 1) = 20,50, 100, 500, 2000 y se ven
en las curvas de colores desde abajo hacia
arriba.

por la aproximacién armonica siempre se alcanza, sin embargo, cuanto mas
chico es v se necesita un valor de € cada vez mayor. Como vimos en el capitulo
5 y en la secciéon 6.7, el comportamiento unidimensional se alcanza para
e 2 2. Por esto concluimos que no importa cudn pequeno sea el parametro
de interaccién un sistema bidimensional lo suficientemente anisotrépico se
comporta como un sistema unidimensional. Esto quiere decir que un sistema
bidimensional anisotrépico presenta un crossover de dimensiéon dos a uno
ya que se comporta como bidimensional o unidimensional dependiendo de la

relacion entre los parametros v y €.

6.9. Resumen, conclusiones y perspectivas

Estudiamos las entropias de von Neumman y Rényi para el modelo de
Calogero de dos particulas en una y dos dimensiones. Encontramos que la
entropia de von Neumman en el modelo bidimensional con confinamiento
isotropico es una funcién monétonamente creciente de la magnitud de inter-
accion que diverge logaritmicamente en el limite de interaccion fuerte pero
se mantiene finita tanto en el caso anisotréopico como para el modelo unidi-
mensional. Demostramos también que para valores grandes del parametro de
anisotropia el sistema bidimensional presenta el mismo comportamiento que
el modelo unidimensional. Ademas, en el marco de la aproximacion armo-
nica, mostramos el crossover dimensional de dos a una dimensiéon y que la

divergencia en la entropia de von Neumman ocurre solo en el caso isotropico.
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La divergencia logaritmica de la entropia de von Neumman en el modelo
de Calogero bidimensional era esperable, ya que la entropia de von Neumann
de la funciéon de onda de Laughlin diverge para factores de llenado (filling
factor) decrecientes [191]. Méas aun, los resultados obtenidos para sistemas
tridimensionales de tipo atémicos apoyan la hipotesis de que si la energia
fundamental es una funcién analitica y mondtona respecto a alguno de los
parametros de interaccion la entropia de von Neumman también lo seré [145].
Siguiendo este razonamiento, podria llamar la atenciéon el modelo unidimen-
sional cuya energia del estado fundamental es creciente respecto al parametro
de interaccion (ver Ec. 6.3) y a su vez presenta una entropia no monotona.

También encontramos que las entropias de Rényi exponen o resaltan aque-
llos valores del pardmetro de interaccion para los cuales la matriz densidad
reducida tiene soporte finito. Todo esto esta de acuerdo con el comportamien-
to no analitico de las entropias de Rényi en cadenas de spin 1/2 reportado
recientemente por el grupo de Amico para valores criticos de los parametros
del Hamiltoniano [162, 170-172] relacionado a la restriccion del problema
a un espacio de Hilbert mas pequeno o truncado. En una linea similar a
la desarrollada por Amico en sus trabajos sobre cadenas de spines, nosotros
mostramos en sistemas de variables continuas que las entropias de Rényi para
valores pequenos de « tienen un comportamiento no monétono y no analitico
en un intervalo alrededor de los valores del parametro de interacciéon donde el
soporte de la matriz densidad reducida es finito. Nos gustaria enfatizar que
lo demostrado en la seccién 6.5 respecto al comportamiento no analitico de
la entropia de Rényi es completamente general ya que es valido en cualquier
caso en el cual las ocupaciones sean analiticas respecto del parametro elegido.
Ademas, la tnica caracteristica propia del modelo de Calégero que tuvimos
en cuenta en esa deduccion es que este modelo permite conocer los valores del
parametro de interacciéon para los cuales la matriz densidad reducida tiene
un espectro finito y para los que contamos con el niimero de ocupaciones no
nulas en forma exacta.

Concluimos que la familia de entropias de Rényi se constituyen como una
herramienta fundamental para detectar aquellos valores de los parametros de
un sistema para los cuales el mismo posee un nimero finito de ocupaciones.

A lo largo de todo este capitulo, nos hemos referido a fermiones y bo-
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sones. Como ya dijimos en la introducciéon, en el caso unidimensional las
particulas son bosones o fermiones pero en el caso bidimensional el grupo
de permutaciones permite la aparicion de anyones, que no son bosones ni
fermiones. Por ello no estd de mas repetir que en dimensiéon dos asociamos
el término fermiones a las funciones de onda totalmente antisimétricas y el
término bosones a las funciones de onda totalmente simétricas.

Los resultados para el modelo bidimensional fermiénico presentan una
interesante particularidad que es consecuencia de la doble degeneracion del
estado fundamental dado por las Ecs. (6.7) y (6.10). Cualquier funcion en el
espacio expandido por combinaciones lineales de estos estados da lugar a un
estado fundamental con un valor diferente de la entropia de von Neumann.
Al explorar los valores de las entropias de von Neumann asociadas a cada
uno de estos estados fundamentales encontramos que el estado fermioénico
cuya entropifa de von Neumann tiene el mismo comportamiento que la en-
tropia de von Neumann obtenida para el estado fundamental de bosones es
aquel estado que también es autoestado del momento angular. Mas atn, la
entropia de von Neumann para esos autoestados del momento angular es la
cota superior de las entropias asociadas al conjunto de estados definidos por
las combinaciones lineales dadas por la Ec. (6.22). Creemos que éste puede
ser un ejemplo particular de un resultado general sobre la entropia de von
Neumann asociada a estados degenerados. Suponemos que estados que pre-
sentan mas simetrias, como aquellos estados fermiénicos construidos a partir
de @béﬁ con respecto a aquellos construidos a partir de 1¢?, siempre tendran
una entropia de von Neumann mayor respecto a los estados con menos sime-
trias, sin importar el nimero de particulas y caracteristicas particulares del
Hamiltoniano. Formulado de una manera mas precisa, si O es un observable
que conmuta con el Hamiltoniano [H,O] = 0y ¢4, con | = 1,...,L son

autofunciones degeneradas del Hamiltoniano

Hippy = Extbry, (6.33)

y autofunciones de

Ol/)kJ = Qll/JkJ, (634)
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entonces Syn (V1] = ... = Sun [Yk,z] ¥ ademas es un maximo sobre S,y [¢/]
con ¢ € B = span {1, }. Mas atn, los estados para los cuales se obtienen
minimos de la entropia corresponden al conjunto con combinaciones de igual

peso

L
1 )
VYmin = —= E ey . (6.35)
VL =

Las proposiciones hasta aqui planteadas son validas para todos los sis-
temas que analizamos en este capitulo utilizando métodos numéricos y nos

impulsa a continuar trabajando en una prueba formal de las mismas.
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CAPITULO [

Entropias de dos esferas cuanticas rigidas no

interactuantes confinadas armdénicamente

In order to minimize their mutual
repulsion, the bosons are prevented from
occupying the same position in space.
This mimics the Pauli exclusion principle
for fermions, causing the bosonic

particles to exhibit fermionic properties.

En abstract de la referencia [200].

En este capitulo estudiamos las entropias lineal y de von Neu-
mann para particulas que interacttian mediante un potencial de
soporte compacto, en concreto, para interacciones de tipo hard
core o barrera infinita. Matematicamente esto completa el estu-
dio de los posibles tipos de potencial de interaccién entre particu-
las que se comenz6 en los capitulos 5 y 6 contemplando los casos
de interacciones de corto y largo alcance. Fisicamente, el estu-
dio de esferas rigidas confinadas en potenciales armoénicos puede
aportar a un entendimiento mas profundo de las propiedades de
gases bosonicos unidimensionales que han sido observados ex-
perimentalmente desde el ano 2004 {201, 202]. Sobre esta linea
de investigacién estamos trabajando actualmente, este capitulo
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muestra los principales resultados obtenidos hasta ahora y pre-
senta las perspectivas a futuro como cierre de los capitulos 5 y
6.

7.1. Introduccién al problema de esferas cuan-
ticas rigidas y motivaciéon

Los capitulos 5 y 6 presentan nuestros estudios sobre distintas entro-
pias para dos sistemas de dos particulas confinadas: las moléculas de Wigner
anédlogo en tamano finito de los cristales de Wigner y el modelo de Caloge-
ro que ha permitido explicar el efecto hall cuantico fraccionario basandose
en la existencia de cuasiparticulas llamadas anyones. Ambos sistemas han
sido observados experimentalmente y exhiben correlaciones fuertes. En este
capitulo nos concentraremos en otro modelo 1util para sistemas de particu-
las confinadas fuertemente correlacionadas: el modelo de esferas rigidas no
interactuantes, base del gas de Tonks-Girardeau.

El modelo de Tonks-Girardeau considera un gas de bosones confinados
en una dimensiéon en el cual las particulas no pueden pasar una a través
de la otra y por lo tanto no pueden intercambiar lugares; las particulas son
impenetrables y no pueden atravesarse. Esto tiene como consecuencia que
el estado de una de las particulas esté fuertemente correlacionado con el de
sus vecinos. En el ano 1960 Girardeau demostré6 que para un sistema con
estas caracteristicas hay una correspondencia uno a uno o mapeo exacto
a un sistema de fermiones sin spin completamente no interactuantes [203].
Para minimizar la repulsion mutua, los bosones son restringidos a un arreglo
espacial definido. Esto imita una especie de principio de exclusiéon de Pauli
generando que algunas de las propiedades de este sistema de bosones sean
parecidas a las propiedades del sistema de fermiones, por ejemplo el espectro
de energia es el mismo. Lo anterior llevd a la formulacion de la nocion de
“fermionizacion” de bosones. Sin embargo, las consecuencias del principio
de exclusion de Pauli son més profundas que la localizacion espacial y por
eso algunas propiedades son diferentes, por ejemplo las particulas en un gas

de Tonks—Girardeau pueden ocupar estados con el mismo momento, dando
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lugar a una distribuciéon de momentos muy diferente a la de un sistema de
fermiones.

Sistemas de este tipo no fueron observados experimentalmente hasta cua-
renta anos después de su propuesta tedrica. En el ano 2004, el grupo de I.
Bloch presenté la preparacion de una red optica bidimensional de atomos
ultrafrios de rubidio en la cual el agregado de un tercer potencial de confi-
namiento permite alcanzar el régimen de Tonks-Girardeau [200]. Luego de
este avance varios grupos experimentales reportaron observaciones de gases
de bosones fermionizados [204, 205].

Desde un punto de vista tedrico, a partir de todos los resultados de las
entropias calculadas a partir de los estados fundamentales de dos particulas
confinadas que interactian mediante potenciales de largo y corto alcance
(capitulo 5) podemos preguntarnos qué ocurre con las entropias para el caso
de un potencial de soporte compacto como las interacciones de tipo hard core
o barrera infinita. La pregunta que guia este trabajo podria formularse de la
siguiente manera: ;qué diferencias exhiben las entropias para interacciones de
tipo hard core respecto de las halladas para interacciones de corto alcance?

Uno podria estar tentado a obtener un potencial de tipo barrera infinita
como limite de algtin potencial de interaccion repulsiva (como por ejemplo
el potencial ge_(ﬁ)P con g — ooy P — oo [63]) y aplicar las expresiones
desarrolladas para las distintas entropias en el capitulo 5. Sin embargo, la
funcién de onda obtenida en el marco de la aproximacion armoénica no cumple
con las condiciones de contorno adecuadas y ademés, como vimos en ese
mismo capitulo, el limite de la aproximaciéon armoénica no conmuta con limites
tomados sobre los parametros del potencial de interaccion.

Desde un punto de vista relativo a aplicaciones, estudiar esferas rigidas
confinadas en potenciales armonicos puede aportar a un entendimiento mas
profundo de las propiedades de los gases bosonicos unidimensionales obser-
vados experimentalmente desde el ano 2004 [201, 202]. Ademas, el estudio de
las entropias y diferentes funciones de correlacion en sistemas fuertemente
correlacionados siempre constituye un aporte a la comprension de sistemas
de muchas particulas.

Motivados por todo esto nos propusimos estudiar entonces, con todas las

técnicas desarrolladas en los capitulos 5 y 6, las entropias para dos esferas
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rigidas no interactuantes confinadas en una trampa harmonica unidimensio-
nal teniendo en cuenta el caso de particulas distinguibles e indistinguibles.
Nuestra investigacion sobre estos temas todavia esta en curso y por lo tanto
este capitulo esta presentado, al igual que el capitulo 4, como una perspectiva
a futuro de todo el trabajo desarrollado en esta tesis.

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la secciéon 7.2 pre-
sentamos la funciéon de onda obtenida para dos esferas rigidas distinguibles
e indistinguibles confinadas en una trampa harmoénica unidimensional mien-
tras que en la secciéon 7.3 mostramos las entropias lineal y de von Neumann
obtenidas para esos estados. Finalmente, las conclusiones y perspectivas a

futuro figuran en la seccion 7.4.

7.2. Obtencion de la funciéon de onda

El Hamiltoniano para dos esferas rigidas no interactuantes confinadas

unidimensionalmente, en unidades atémicas, es

H= 1 d2+d2 +1(9[:2+:U2)+V(7") (7.1)
2 \de?  dad g b2 ’ .

donde nuevamente la frecuencia de la trampa se tom¢ igual a la unidad y

V (r) denota el potencial de interaccion como funcion de la distancia r entre

particulas. En este caso si a denota el diametro de las esferas tenemos

x sir<a
Vv = - . 7.2
(T) {0 sir>a ( )

Notar que en dimensioén uno si las particulas no pueden distinguirse enton-
ces r = |ry — x| y tanto x; como x2 pueden tomar valores en el intervalo
(—00,00). Si en cambio las particulas pueden distinguirse entonces debemos
tener por ejemplo x5 > x; y podemos tomar r = x5 — x1. Es por eso que
en el caso distinguible tenemos més informacion sobre el sistema ya que las
particulas tienen posiciones que estan restringidas a ciertos rangos de valores.

Introduciendo nuevamente las coordenadas de las variables del centro de
masa X = L(x; +x,) = (X,Y) y relativa & = 2, — z; el Hamiltoniano puede

escribirse como H = HX 4+ H*, donde
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1 d?
x_ 1 2
T X (7.3)
2 2
=L T . 4
StV (le) (7.4)

Siguiendo el procedimiento de la seccion 5.3 del capitulo 5, la funciéon de
onda puede escribirse como el producto de una funcién asociada a la variable
centro de masa y otra asociada a la variable relativa ¥ (z, X) = X (X)y*(z).

La funcion de onda normalizada asociada a la variable del centro de masa

tiene la siguiente forma

YR (X) = Cre X H; (\/iX ) , (7.5)
con energias
EX — gt (7.6)
no= 5 .

Por la forma del potencial de la Ec. (7.2) necesitamos que ¢*(x) sea nula
parar < a y que para r > a sea solucion del oscilador armoénico de frecuencia
1/ V2. Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para la parte relativa
dada por la Ec. (7.4), para un conjunto discreto infinito de valores de a que
estdn dados por los nodos de los polinomios de Hermite y que denotaremos

como {a]'}, pueden escribirse como

v () 0 si r<a) (77)

€T = 2 77
n,m m —Z_ x 3 m )

Cre 4Hn<7§> si r>a

donde C]" es el factor de normalizacion y si denotamos por z]' al m-ésimo
cero del polinomio de Hermite n entonces a™ = 22" y r = |zy — x| si
las particulas no pueden distinguirse mientras que si las particulas pueden
distinguirse entonces tomamos xo > xy y asi r = x5 — xy. Las energias de

estos estados son

1

Como ya mencionamos 5, (x) = 0 en la region definida por r < aj.
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Para r > a]'' el estado fundamental no tiene nodos, el primer estado excitado
tiene un nodo y asi sucesivamente. Podemos entonces inferir que 7 ()
es el estado fundamental para a/v/2 = " (tltimo nodo), el primer estado
excitado para a/v/2 = 2"~! (pentltimo nodo), el segundo estado excitado
para a/ V2 = x" 2 y asf sucesivamente.

Todo esto esta esquematizado en la figura 7.1 cuyo eje x representa los
nodos de los polinomios de Hemite (sin el factor v/2) y en el eje y las
energias n + 1/2 etiquetas de los estados del oscilador armonico ¢,(x) =
e~2"" H,(z)/V2"nlrz. En la figura 7.1(a) se muestran las primeras cinco
funciones ¢, (z) con n # 0 graficadas sobre la linea asociada a su energia
n+1/2. En la figura puede verse que cada una de esas funciones es el estado
fundamental del sistema de dos esferas rigidas de didmetro a = /2 ™.

En la figura 7.1(b) se muestran los nodos de las funciones de Hermite
representados nuevamente sobre la linea asociada a la energia de la funcion
de onda n + 1/2. En esta figura se puede apreciar que ¢ (z) funciona
como estado fundamental o estados excitados del sistema de particulas de
distintos didmetros. Las curvas azules unen los puntos a/ V2 = xf para los
cuales conocemos los estados fundamentales, primeros excitados, segundos
excitados y asi sucesivamente de derecha a izquierda indicando ademés a qué
n pertenecen. Por ejemplo, el polinomio de Hemite con n = 5 tiene nodos
en 0, ~ 0.96, ~ 2.02 con lo cual es el estado fundamental para a ~ 2.86,
el primer estado excitado para a ~ 1.36 y el segundo estado excitado para
a = 0 como se puede ver en la figura 7.1(c).

Las figuras 7.1(b) y (c) también muestran que las funciones ¥, () con n

impar son autofunciones del oscilador singular’ con interaccion infinita [173].

7.3. Entropias de informacién

En esta secciéon mostraremos las entropias lineal y de von Neumann ob-

tenidas. Recordar que las entropias son calculadas a partir de la matriz den-

"El término oscilador singular hace referencia a un oscilador al cual se le agrega un
potencial de tipo delta de Dirac. En la referencia [173] se dan tanto los autoestados como
el espectro exactos para este problema para cualquier magnitud de interaccién. En nuestro
caso, el potencial de tipo delta con interacciéon infinita corresponderia a esferas rigidas
puntuales.
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O

Figura 7.1: (a) Funciones de onda del oscilador armonico ¢,(x) con n =
1,2,3,4,5 (curvas negra, roja, verde, azul, magenta y cian respectivamente) gra-
ficadas sobre la linea n 4+ 1/2 correspondiente a sus energias (lineas horizontales
grises claras cortadas). La curva en linea cortada gris oscura representa los tltimos
nodos de las funciones de onda v, () dados por ;. Cada una de estas funciones
es el estado fundamental del Hamiltoniano de la Ec. (7.7) con a/v/2 = 2. Las dos
esferas rigidas de didmetro a estan representadas sobre las funciones de onda. (b)
Nodos de los polinomios de Hermite H,(z) (puntos rojos) sobre la linea n + 1/2
asociada a su energfa (lineas horizontales grises claras cortadas). Las curvas azules
unen los puntos a/v/2 = acz para los cuales conocemos los estados fundamentales,
primeros excitados, segundos excitados y asi sucesivamente (de derecha a izquierda
respectivamente). Los circulos verdes indican que las funciones vy, ,,,(z) con n im-
par son las soluciones de particulas rigidas puntuales (autofunciones del oscilador
singular con interaccion infinita) [173]. (c) El polinomio de Hemite con n = 5 tiene
nodos en 0, ~ 0.96, ~ 2.02 con lo cual es el estado fundamental para esferas rigidas
de didmetro a ~ 2.86, el primer estado excitado para a ~ 1.36 y el segundo estado
excitado para a = 0.

155



Capitulo 7. Entropias de dos esferas cudnticas rigidas no interactuantes
confinadas armonicamente

sidad reducida de una particula, para un repaso de las definiciones de las
mismas el lector puede releer la seccidon 5.2 del capitulo 5. Cabe aclarar que
no mostramos las entropias de Rényi porque no proporcionan més informa-
cién sobre el sistema. Ademas, como ya dijimos, consideramos el caso de
particulas indistinguibles con funcién de onda simétrica y particulas que si
pueden distinguirse cuya funcién de onda no esta definida en todo el espacio
y por lo tanto no esta simetrizada.

Los célculos de los autovalores de la matriz densidad reducida se hicie-
ron de forma variacional siguiendo el método explicado en la secciéon 6.3 del
capitulo 6 con la misma base de funciones. En el caso de particulas indistin-
guibles como el kernel es simétrico hicimos una expansion variacional sobre
el estado. Para el caso de particulas distinguibles hicimos una expansion de
la matriz densidad reducida. Ademés, para corroborar nuestros resultados
calculamos de forma exacta la entropia lineal para n pequenos, haciendo una
tinica integral Tr p*.

Las entropias lineal y de von Neumann obtenidas para el estado funda-
mental (7 = 0y n = 0enlas Ecs. (7.5) y (7.7) respectivamente) de dos esferas
rigidas distinguibles e indistinguibles en funcién del diametro a de las esferas
se muestran en la figura 7.2. Como puede verse, tanto la entropia lineal como
la de von Neumann es mayor para el caso de esferas indistinguibles respecto
al caso distinguible. Esto era de esperarse ya que en el segundo caso tenemos
maéas informacién sobre el sistema como muestra el hecho de que la posicién
de las particulas tiene una restricciéon extra. En la figura ademas se puede ver
que las entropias lineales exactas obtenidas para n = 1,2, 3,4, 5 muestran un
perfecto acuerdo respecto a la entropia lineal obtenida variacionalmente.

Las entropias para los estados excitados de particulas indistinguibles con
n=0yn=1, .., 40enlas Ecs. (7.5) y (7.7) respectivamente, se muestran en
la figura 7.3 en funcién del parametro a. La entropia lineal puede apreciarse
en la figura 7.3(a) para el estado fundamental y estados excitados (curvas azul
y grises respectivamente) junto con los valores exactos calculados para el es-
tado fundamental (circulos anaranjados). También se muestran las entropias
lineales para los estados de particulas puntuales calculados variacionalmen-
te (puntos rojos) y exactos (circulos amarillos). Como puede observarse, los

calculos exactos muestran nuevamente un gran acuerdo con los valores obte-
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Figura 7.2: Entropia lineal para dos es-
feras rigidas indistinguibles y distingui-
bles (curvas azul y cian respectivamente)
y entropia de von Neumann para los mis-
mos casos (curvas negra y gris respectiva-
mente). Los circulos son las entropias li-
neales exactas paran = 1,2,3,4,5 (circu-

~Ace=®

0-57 — los anaranjados para particulas indistin-
- 0o 1 guibles y circulos verdes para particulas
00 o. ° T T distinguibles).

nidos de las expansiones variacionales. La entropia de von Neumann para el
estado fundamental y estados excitados (curvas negra y grises respectivamen-
te) se pueden ver en la figura 7.3(b) junto con la entropia para los estados de
particulas puntuales (puntos magenta) obtenidos variacionalmente a partir
de las funciones de onda dadas en la referencia [173].

En las figuras se puede ver que tanto la entropia lineal como la de von
Neumann para a — 0 tienden a las entropias del oscilador singular. Ademas,
ambas entropias crecen al aumentar a. Esto esta de acuerdo con lo observa-
do por el grupo de Manzano, Plastino y Dehesa que la entropia de estados

excitados aumenta con n [145], ya que al considerar a mayores la solucion

T
n,m

dos excitados para un valor fijo de a presentan entropias cada vez mayores lo

(x) involucra n cada vez mas alto (mayores energias). Mas atn, los esta-

que esta nuevamente en concordancia con lo mostrado por los mencionados
autores. Otra caracteristica llamativa de la figura 7.3 es que para valores del
parametro a cercanos a a = 0 las entropias muestran un pequeno valle que se
hace méas pronunciado para estados excitados cada vez mayores, como puede
apreciarse en las figuras 7.3(c) y (d).

Notar que si bien en las figuras 7.3(a) y (b) hemos puesto lineas continuas,
los valores calculados corresponden a los de las raices de los polinomios de

Hermite, como bien se indica en la figura 7.1(b) y las figuras 7.3(c) y (d).
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Figura 7.3: (a) Entropia lineal para el estado fundamental y estados excitados
de dos esferas rigidas indistinguibles (curvas azul y grises respectivamente). Los
valores exactos calculados para el estado fundamental se muestran como circulos
anaranjados junto con las entropias lineales para los estados de particulas puntua-
les calculados variacionalmente (puntos rojos) y exactos (circulos amarillos). (b)
Entropia de von Neumann para el estado fundamental y estados excitados de dos
esferas rigidas indistinguibles (curvas negra y grises respectivamente) junto con la
entropia para los estados de particulas puntuales (puntos magenta). (¢) Ampliacion
del panel (a) donde pueden verse los minimos que presenta la entropia lineal. (d)
Ampliacion del panel (b) donde pueden verse los minimos que presenta la entropia
de von Neumann. En estos tultimos dos paneles se agregaron puntos grises sobre
la curva del mismo color para indicar los valores de los diAmetros para los cuales
calculamos las entropias.
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7.4. Resumen, conclusiones y perspectivas

Estudiamos las entropias lineal y de von Neumann para dos esferas rigi-
das, es decir para interacciones de tipo hard core o barrera infinita. Inicial-
mente nos preguntamos qué diferencias exhiben las entropias calculadas para
particulas con interacciones de soporte compacto respecto a las halladas para
interacciones de corto y largo alcance en el limite de interaccion fuerte que
fueron tratadas en los capitulos 5 y 6. La diferencia principal encontrada es
que para un didmetro finito de las particulas la entropia de von Neumann
para el caso hard core se mantiene finita y no diverge como vimos que su-
cede para el estado fundamental de dos particulas que interactiian mediante
potenciales de corto alcance en el limite de interaccion fuerte.

Ademas encontramos que si consideramos particulas indistinguibles y dis-
tinguibles entonces tanto la entropia lineal como la entropia de von Neumann
del estado fundamental es mayor para el caso de particulas indistinguibles
respecto al caso de particulas distinguibles (ver figura 7.2). Interpretamos
esto como consecuencia de que en el caso distinguible tenemos més informa-
cion acerca del sistema, como muestra por ejemplo que las posiciones de las
particulas estén restringidas.

Encontramos también que, en concordancia a lo visto por otros autores
[145], las entropias aumentan al considerar estados de energias mayores. A la
vez, para un mismo estado, la entropia aumenta al incrementar el didmetro
de las particulas ya que la solucién ¢y, (z) involucra n cada vez mas alto
(energias mayores). Las curvas de la entropia lineal y de von Neumann en
funcién del didmetro de las particulas de los estados excitados muestran un
pequeno valle cerca del valor de didmetro nulo. No hemos logrado explicar
completamente esta caracteristica. Inicialmente pensamos que quizd podia
deberse a la distribucién cerca de cero de los nodos de los polinomios de
Hermite de grado alto, pero corroboramos que esta no es la causa ya que la
estructura mostrada en la figura 7.1(b) se mantiene ain para polinomios de
Hermite de grado alto.

Esta es una linea abierta de investigacion sobre la que seguimos traba-
jando. Una de las direcciones posibles es la busqueda de verificaciéon de que

la entropia para el caso de particulas distinguibles es menor a las entropias
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en el caso de particulas indistinguibles atn al comparar estados excitados.
Otra, aclarar el significado fisico del minimo cerca de diametro nulo de las
entropfas para el caso de particulas distinguibles y el significado del incre-
mento de la entropia al considerar particulas de diametros mayores. Incluso
querriamos conocer la forma de ese incremento y si diverge o no en el limite
de didmetros grandes.

Otra cuestion a la que estamos abocados es la demostracion matematica
del mapeo del problema de hard core para particulas de un dado diametro al
de particulas puntuales (barrera infinita de potencial de tipo delta de Dirac).
Si bien en la literatura mencionan esta equivalencia, no hemos encontrado
una demostracion rigurosa, ver a este respecto por ejemplo la referencia [201]
y referencias alli mencionadas. Sobre este mapeo tenemos particular interés
va que en la referencia [173] se da la expresion de los estados en funcion de
la altura de la barrera de tipo delta de Dirac y no s6lo para barrera infinita,
lo que podria significar la capacidad de analizar el sistema para cualquier
magnitud de interaccion.

La entropia de von Neumann en funcién de la magnitud de interaccion
g para el estado fundamental de dos particulas indistinguibles confinadas
armonicamente y que interacttian mediante un potencial de la forma V (r) =
gd(r) (ver Ec. (7.1)) se muestra en la figura 7.4, donde podemos ver que
la entropia tiende a la unidad para g > 1. Esto corresponde a tomar el
limite @ — 0 en las figuras 7.2 y 7.3(b). Estos resultados fueron obtenidos
haciendo una expansion variacional de la funciéon de onda simétrica dada en
la referencia [173]. Como en ese trabajo se da la expresion explicita de todos
los estados del oscilador singular podemos obtener las entropias para todos
los estados que en el limite de interacciéon fuerte tienden a los valores de los
puntos magenta de la figura 7.3(b).

Queremos recalcar que comparando las entropias de los estados excitados
para particulas puntuales con los estados de esferas de un diametro dado
podemos lograr algtin avance en el entendimiento de la influencia de los nodos
de la funcion de onda sobre las distintas entropias. Como ya se dijo, existen
varios trabajos previos que apuntan a que la entropia aumenta al considerar
estados excitados con un nimero creciente de nodos. En nuestro caso una

misma funcién de onda 97 | () a n fijo es el estado fundamental o excitado
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dependiendo del didmetro de las particulas. Matematicamente, esto significa
la inclusién o no de los nodos de la funcién en la region de integracion del
calculo realizado para la obtencion de la matriz densidad reducida. A partir
de las figuras 7.3(a) y (b) inferimos que la entropia aumenta al considerar
mas nodos de la funciéon de onda. Esto equivale, por ejemplo, a movernos
sobre las puntos con circulos rojos como indican las flechas en la figura 7.5.

Actualmente estamos trabajando de manera sistematica en esto.
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Figura 7.5: Entropias mostradas en la figura 7.3 sobre las que se ha esquematizado
como la entropia aumenta al considerar en los calculos correspondientes un ntimero
cada vez mayor de nodos de vy, ., () a n fijo, para ello se deben seguir los circulos
rojos en el sentido que indican las flecha.
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CAPITULO 8

Resumen, conclusiones y perspectivas de investigacion a

futuro

The way to get good ideas is to get lots

of ideas and throw the bad ones away.

Linus Pauling (1901-1994)

En el marco del avance en nanotecnolgia e informaciéon cuantica de las
ultimas décadas, nos hemos enfocado en sistemas que pueden ser modela-
dos como sistemas cuanticos de pocos cuerpos y que aceptan un abordaje
comun en lo relativo a métodos de resoluciéon y algoritmos computacionales.
Consideramos diferentes Hamiltonianos que modelan dtomos, moléculas, io-
nes en trampas, electrones atrapados en puntos cuanticos y distintos tipos
de particulas confinadas. Para estos sistemas estudiamos la estabilidad, io-
nizacion y/o disociacion, localizacion electronica, posible interaccion con luz
o el contenido de informaciéon cuantica de los estados mediante el calculo de
diferentes entropias. El estudio de este abanico de sistemas cuénticos y sus
comportamientos se hizo utilizando métodos variacionales o exactos para el
calculo de los autovalores y autoestados del Hamiltoniano o las ocupaciones

y las entropias que se derivan a partir de esas ocupaciones.
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A continuaciéon retomamos las conclusiones de cada capitulo haciendo
hincapié en las perspectivas de investigacion a futuro.

Primeramente estudiamos estados caracteristicos de sistemas abiertos en
los que las particulas pueden escapar denominados estados resonantes, ca-
pitulo 2. En el marco de una interpretacion probabilistica de los estados
resonantes basada en la conservacion del nimero de particulas dentro de
un volumen que varia con el tiempo, obtuvimos una féormula exacta para el
calculo de la parte imaginaria del autovalor del estado resonante que se rela-
ciona directamente con el tiempo de vida del estado. El resultado principal
es la obtencion en forma exacta de la Ec. (2.22), que a su vez se reduce a
las Ecs. (2.25) y (2.37) para ondas s y p en potenciales centrales, respecti-
vaamente. Estas ecuaciones relacionan la inversa del tiempo de vida I', con
otras magnitudes reales como la energia y la densidad de probabilidad del
estado resonante. Gracias a la Ec. (2.22) podemos obtener un valor para I'
con la misma precision con la cual obtenemos la energia de la resonancia
sin hacer ningin tipo de ajuste y usando siempre élgebra real [1]. Ademaés,
si bien presentamos los resultados para potenciales de soporte finito, la Ec.
(2.22) es valida en general haciendo, por ejemplo, una expansion perturbativa
sistematica de la funcién de onda.

Queremos hacer especial énfasis en la simplicidad de nuestro método para
calcular el tiempo de vida de los estados resonantes utilizando tinicamente
algebra real y que no involucra algebra compleja, ni ajustes de la densidad de
estados como sucede para los métodos utilizados en trabajos previos. Como
perspectiva a futuro de esta linea de investigacion, podemos mencionar la
generalizacion de la Ec. (2.22) a un sistema de pocas particulas con varios
canales presentes ya que el caso analizado en el capitulo 2 corresponde a una
sola particula con un solo canal.

Luego nos concentramos en atomos confinados en cavidades de fullerenos,
llamados compuestos endohédricos, para los que analizamos la localizacion
electronica y la posible presencia de intersecciones conicas cuando el sistema
es sometido a un campo laser, capitulos 3 y 4.

En el capitulo 3 estudiamos la localizacion del electron de valencia de
atomos de H, Li y Na encapsulados en tres moléculas de fullereno distintas:

Cgo — D2 — 2, Cgg — D5d — 1 y Cg9 — 0. Nos preguntamos si el compuesto
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endohédrico estd formado por un atomo neutro dentro de un fullereno neu-
tro (XQ@QCYy) o si el electron de valencia del atomo encapsulado se localiza
en el cascaréon del fullereno dando lugar a un estado de tipo zwitterionico
(XTQCYy). Para responder esa pregunta, usamos la estructura de las molé-
culas de fullereno y calculamos primero la posicion de equilibrio del atomo
endohédrico como el minimo del potencial de Lennard-Jones clasico de N +1
cuerpos. Obtuvimos que los atomos de Li se ubican més lejos del centro geo-
métrico de la molécula de fullereno que los de H y Na en todos los casos
considerados. Una vez que determinamos la posiciéon del endoatomo, mode-
lamos la molécula de fullereno con un potencial de tipo cascaréon atractivo
de corto alcance respetando la forma de la molécula de fullereno. El atomo
encapsulado se model6 con un potencial efectivo de un electron.

Encontramos que el electron de valencia del Li y del Na se localizan en
el cascaron del fullereno en forma continua y monétona incluso para valores
muy pequenos de la interacciéon con el fullereno. Concluimos por lo tanto
que los atomos de Li y Na dentro de la molécula de fullereno se presentan
en un estado de tipo zwitterion, es decir, el compuesto endohédrico tiene la
forma LitQCL y Nat@QCYy. Los estados electronicos del hidrogeno presen-
tan un comportamiento diferente. El estado fundamental del H permanece
inalterado hasta que la atraccion que ejerce el fullereno es lo suficientemente
grande. Esto indica que el compuesto endohédrico, en el caso del hidrogeno,
estd formado por un atomo neutro dentro de un fullereno neutro HQCYy.
Ademés, un electron en el primer estado excitado del H, para cierto rango
del pardametro de interaccion con la estructura de carbono, se localiza en el
fullereno como una onda s. Al aumentar la atraccion el electréon es confinado
en el atomo en un estado similar al estado fundamental del atomo libre. Si la
atraccion que ejerce el fullereno sigue aumentando, el electron se relocaliza
en el fullereno pero con un cambio en el momento angular principal ya que
lo hace como una onda p |2].

Continuamos trabajando con fullerenos endohédricos, capitulo 4. El ob-
jetivo fue estudiar el acoplamiento entre los modos nucleares y electréonicos
en compuestos endohédricos cuando una interseccion conica entre los niveles
electronicos es inducida por luz, apuntando a la comparacion de los espectros

moleculares obtenidos con el principio de Franck-Condon con aquellos obte-
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nidos teniendo en cuenta las intersecciones coénicas. Para ello desarrollamos
las expresiones para el Hamiltoniano molecular del compuesto endohédrico
Li@Cyy en ausencia y presencia de un campo laser de luz polarizada lineal.
Aunque no pudimos llegar a resolver el espectro molecular teniendo en cuenta
la interseccion coénica, tenemos todos los elementos para calcular los espec-
tros con el principio de Franck-Condon y en una primera aproximacion sin
tener en cuenta las intersecciones conicas.

Las intersecciones conicas inducidas por luz fueron originalmente observa-
das en la fotoquimica de moléculas orgénicas poliatémicas y han sido recien-
temente estudiados para moléculas diatémicas homonucleares de sodio por
el grupo de Nimrod Moiseyev, Milan Sindelka y Lorenz S. Cederbaum. Si
bien inicialmente pensamos que el compuesto endohédrico presentaria gran-
des similitudes con las moléculas diatémicas homonucleares analizadas por el
grupo de Moiseyev, resulto ser esencialmente diferente. En el caso de molé-
culas diatomicas homonucleares, la simetria de las funciones de onda electro-
nicas permite considerar sélo dos curvas de energia potencial para el nicleo,
mientras que para el compuesto endohédrico el acople en presencia del campo
laser, es de al menos tres estados electronicos. Ademas, en el caso considerado
por Moiseyev y coautores, la forma de la matriz del operador dipolar permite
construir bloques diagonales, desacoplar los modos de Floquet y restringirse
al espacio de solo un fotéon absorbido o emitido, cosa que para el compuesto
endohédrico no es directa.

Concluimos que atn cuando la resoluciéon del sistema endohédrico some-
tido a un campo laser conlleva algunas dificultades, abre un abanico nuevo de
posibilidades sobre las que seguimos investigando. En este sentido el estudio
presentado en el capitulo 4 se configura como una perspectiva a futuro de lo
hecho en el capitulo 3. Como investigaciones futuras, ademas del calculo de
los espectros moleculares, podemos mencionar el analisis del efecto de la pola-
rizacion de la luz (lineal, circular o eliptica) sobre el espectro molecular. Otra
posibilidad el estudio de la influencia de la presencia de intersecciones conicas
en la dindmica de la funcién de onda molecular con posibles alineamientos
del eje de la molécula con el campo externo. También puede ser interesan-
te calcular el cambio en las fases de Berry (fases topologicas) del sistema

molecular al moverse en un contorno cerrado del espacio de configuraciones
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alrededor de la intersecciéon conica.

A continuacién, estudiamos sistemas de particulas fuertemente correla-
cionados: las moléculas de Wigner, anélogo en tamano finito de los cristales
de Wigner que fueron observadas experimentalmente desde el ano 2008; el
modelo de Calogero, que contribuy6 a la explicacion del efecto Hall cuan-
tico fraccionario mediante cuasiparticulas llamadas anyones y el modelo de
esferas rigidas, base del gas unidimensional de Tonks-Girardeau observado
experimentalmente en el ano 2004, capitulos 5, 6 y 7.

Obtuvimos expresiones analiticas en el limite de interaccion fuerte para
las ocupaciones y entropias de informaciéon cuéntica del estado fundamental
de una molécula de Wigner de dos particulas en una trampa armonica bi-
dimensional anisotrépica, capitulo 5. Nuestro resultado principal es que se
puede determinar la influencia de la anisotropia de la trampa y del rango de
la interaccion entre particulas analizando las distintas entropias. Calculamos
la funcién de onda en el marco de la aproximacion armoénica para grandes
magnitudes de interacciéon entre particulas. Una vez que obtuvimos el estado
fundamental, calculamos las ocupaciones haciendo la descomposicion de Sch-
midt de la matriz densidad reducida. Las entropias lineal, de von Neumann,
min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényi se calcularon
en forma exacta a partir de las ocupaciones en funciéon de los parametros de
anisotropia y los parametros del potencial de interaccion.

Demostramos que el comportamiento de las entropias respecto al pa-
rametro de anisotropia puede ser analizado sin considerar el potencial de
interaccion y la dependencia respecto al potencial de interaccion queda com-
pletamente definida por la frecuencia obtenida mediante la aproximacion
armonica del problema unidimensional. Ademas, generalizamos estos resul-
tados a dimensiones mayores que dos. Encontramos que cuando la frecuencia
permanece finita para interacciones fuertes, las entropias de von Neumann,
min-entropy y la familia de entropias de Rényi adoptan valores finitos para el
modelo anisotrépico y divergen logaritmicamente cuando la trampa es isotro-
pica. La divergencia de las entropias en el caso isotropico puede ser entendido
sobre la base del principio de incertidumbre de Heisenberg. En el caso an-
isotropico, las particulas se localizan en los minimos clasicos del potencial

efectivo del Hamiltoniano relativo formando una molécula de Wigner. Para
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el modelo isotrépico esos minimos degeneran en un circulo, por lo tanto, no
podemos saber donde se localizan las particulas y esta pérdida de informa-
cion sobre el sistema se ve reflejada en la divergencia de las entropias. Si la
frecuencia aumenta monétonamente para interacciones grandes entonces las
entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entropias de Rényi
divergen logaritmicamente para cualquier parametro de anisotropia. Es por
esto que la influencia del potencial de interaccion esta presente solamente en
la entropia unidimensional.

Para analizar la influencia del alcance del potencial sobre las entropias,
agrupamos las interacciones en potenciales de corto y largo alcance y mos-
tramos las diferencias en los resultados obtenidos para cada grupo. Para los
potenciales de interaccion de largo alcance las frecuencias se mantienen fi-
nitas en el limite de interaccion fuerte y por lo tanto las entropias de von
Neumann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényi son
finitas. En cambio, para los potenciales de corto alcance las frecuencias au-
mentan monotonamente en funciéon de la magnitud de interaccion y, por ende,
las entropias de von Neumann y de Rényi divergen en el limite de interaccion
fuerte. La divergencia de las entropias es una consecuencia de la divergencia
en la incerteza del momento para frecuencias grandes [3].

También demostramos que cuando la frecuencia asociada al potencial de
interaccion satisface w? = 1/2 las entropias adoptan su valor minimo igual
a uno. De hecho, las entropias de von Neumann, min-entropy y entropias
de Rényi con v > 1 presentan comportamientos analiticos alrededor de ese
punto, en tanto que, las entropias de Rényi con a@ < 1 muestran un com-
portamiento no analitico que expone el soporte finito de la matriz densidad
reducida. Para esta frecuencia particular se anulan todas las ocupaciones ex-
cepto las dos ocupaciones méas grandes (degeneradas). Un comportamiento
similar fue reportado recientemente por Amico y colaboradores para cadenas
de spin 1/2 [170-172] y por nosotros, para el modelo de Calogero [4] tratado
en el capitulo 6.

Como perspectivas de investigacion a futuro puede ser interesante estu-
diar los efectos de la dimensionalidad y la magnitud de interaccién sobre
las distintas entropias de dos particulas confinadas que interactiian median-

te algiin potencial que depende tinicamente de la distancia entre particulas
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tomando, como punto de partida, los resultados obtenidos para la generali-
zacion a dimensiones mayores que dos.

Calculamos las entropias de von Neumman y Rényi para el modelo de
Calogero de dos particulas en una y dos dimensiones, capitulo 6. Encon-
tramos que la entropia de von Neumman en el modelo bidimensional con
confinamiento isotrépico es una funcién monétonamente creciente de la mag-
nitud de interacciéon que diverge logaritmicamente en el limite de interaccion
fuerte pero se mantiene finita en el caso anisotropico y para el modelo uni-
dimensional. Demostramos también que para valores grandes del parametro
de anisotropia el sistema bidimensional presenta el mismo comportamiento
que el modelo unidimensional. Siguiendo el mismo procedimiento explicado
en el capitulo 5, mostramos el crossover dimensional de dos a una dimensiéon
y también que la divergencia en la entropia de von Neumman ocurre sblo en
el caso isotropico.

Como dijimos antes, encontramos que las entropias de Rényi exponen o
resaltan aquellos valores del parametro de interacciéon para los cuales la ma-
triz densidad reducida tiene soporte finito. Nuestros hallazgos concuerdan
con el comportamiento no analitico de las entropias de Rényi en cadenas de
spin 1/2 estudiado recientemente por el grupo de Amico para valores criticos
de los parametros del Hamiltoniano [162, 170-172] relacionado a la restric-
cion del problema a un espacio de Hilbert méas pequeno o truncado. En una
linea similar a la desarrollada por Amico, nosotros mostramos en sistemas
de variables continuas que las entropias de Rényi para valores pequenos de «
tienen un comportamiento no monétono y no analitico en un intervalo alre-
dedor de los valores del parametro de interaccion para los cuales el soporte de
la matriz densidad reducida es finito. Concluimos que la familia de entropias
de Rényi se constituyen como una herramienta fundamental para detectar
aquellos valores de los pardmetros de un sistema para los cuales el mismo
posee un nuamero finito de ocupaciones [4].

Los resultados para el modelo bidimensional fermiénico presentan una
interesante particularidad, consecuencia de la doble degeneraciéon del estado
fundamental. Cualquier funcién en el espacio expandido por combinaciones
lineales de estos estados degenerados da lugar a un estado fundamental con

un valor diferente de la entropia de von Neumann. Al explorar los valores de
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las entropias de von Neumann asociadas a cada uno de esos estados funda-
mentales, encontramos que el estado fermiénico cuya entropia tiene el mismo
comportamiento que la entropia obtenida para el estado fundamental de bo-
sones es aquel estado que también es autoestado del momento angular. Mas
aun, la entropia de von Neumann para esos autoestados del momento angular
es la cota superior de todas las entropias asociadas al conjunto de estados
expandidos por todas las combinaciones lineales. Creemos que éste puede
ser un ejemplo particular de un resultado general sobre la entropia de von
Neumann asociada a estados degenerados.

Finalmente, nos preguntamos qué diferencias exhiben las entropias cal-
culadas para particulas con interacciéon de soporte compacto respecto a las
halladas para interacciones de corto y largo alcance, tratadas en los capitulos
5y 6. Por este motivo calculamos las diferentes entropias para dos esferas
rigidas, es decir para interacciones de tipo hard core o barrera infinita, que
es un modelo usado para gases bosonicos unidimensionales como el gases de
Tonks-Girardeau observados experimentalmente desde el afio 2004 {201, 202],
capitulo 7. Encontramos que para un diametro finito de las particulas hard
core la entropia de von Neumann se mantiene finita y no diverge a diferencia
de lo que sucede para el estado fundamental de dos particulas que interactiian
mediante potenciales de corto alcance en el limite de interaccion fuerte. Mos-
tramos que, si consideramos particulas distinguibles e indistinguibles, tanto
la entropia lineal como la entropia de von Neumann del estado fundamen-
tal es mayor para el caso de particulas indistinguibles respecto al caso de
particulas distinguibles. Consideramos que esto es una consecuencia de que
en el caso distinguible tenemos mas informacién acerca del sistema, como
muestra por ejemplo que las posiciones de las particulas estén restringidas.
Obtuvimos también que, en concordancia con lo visto por otros autores [145],
las entropias aumentan al considerar estados de energias mayores y que pa-
ra un mismo estado la entropia aumenta al incrementar el didmetro de las
particulas.

El analisis de las entropias para dos esferas rigidas es una linea de in-
vestigacion abierta sobre la que seguimos trabajando. Encontramos algunas
caracteristicas que aiin no hemos podido explicar del todo, tales como que las

curvas de las entropias lineal y de von Neumann en funcién del diametro de
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las particulas para estados excitados muestran un pequeno valle en valores
del didmetro cercanos a cero. Enumeramos ademés varias perspectivas a fu-
turo, como verificar que la entropia para el caso de particulas distinguibles es
menor a las entropias en el caso de particulas indistinguibles atin al comparar
estados excitados, aclarar el significado fisico del minimo cerca de diametro
nulo de las entropias para el caso de particulas distinguibles y el significado
del incremento de la entropia al considerar particulas de didmetros mayores
determinando si diverge o no en el limite de didmetros grandes.

Estamos trabajando en la demostracion matematica del mapeo del proble-
ma de particulas de un diametro dado al de particulas puntuales. Este mapeo
es recurrentemente mencionado en la literatura, sin embargo no hemos en-
contrado una demostracion rigurosa. Esto podria significar la capacidad de
analizar el sistema para cualquier magnitud de interaccion ya que en la refe-
rencia [173] se dan los estados en funcion de la altura de la barrera de tipo
delta de Dirac y no s6lo para barrera infinita. Mostramos incluso algunos
resultados preliminares calculados partiendo de los estados de la referencia
[173], que son consistentes con los valores obtenidos tomando el limite de
didmetro nulo en nuestros calculos para el modelo de esferas rigidas.

Otra prometedora perspectiva a futuro, es el estudio de la influencia de
los nodos de la funciéon de onda sobre las distintas entropias analizadas.
Comparando las entropias de los estados excitados para particulas puntuales
con los estados de esferas de un diametro dado, podemos determinar las
diferencias entre resultados obtenidos al incluir mas nodos de la funcién de
onda en la region de integracion del calculo realizado para la obtenciéon de
la matriz densidad reducida. Por los resultados hasta ahora obtenidos y la
tendencia mostrada en la referencia [145] creemos que la entropia aumenta
al considerar més nodos de la funcién de onda.

Concluimos que desde la mecénica cudntica de pocos cuerpos y combi-
nando una metodologia de resolucion relativamente simple, como los métodos
variacionales aqui usados, con algunos resultados exactos podemos aportar
a un entendimiento mas profundo de sistemas variados tales como: puntos
cuéanticos en los que las particulas pueden escapar, compuestos de fullerenos
endohédricos con y sin interaccion con luz, moléculas de Wigner y modelos

muy estudiados en el area de materia condensada, como los de Calogero es-
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trechamente relacionado al efecto Hall cuantico fraccionario y el modelo de
esferas rigidas base del gas de Tonks—Girardeau. Como ya dijimos algunas

preguntas continiian abiertas y seguimos trabajando en ellas.
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