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Resumen

En este trabajo se estudia el Método de Equivalencia de Cartan y su aplicación

a Relatividad General, el algoritmo de Cartan-Karlhede. A partir de los invariantes

de Cartan se obtienen cantidades que se anulan sobre horizontes. En particular, se

estudian los casos no nulo tipo electromagnético y radiación pura. Finalmente, se

aplica lo obtenido para espaciotiempos de Vaidya.

Abstract

Cartan's Method of Equivalence and its application to 4-dimensional Lorenztian

manifolds, the Cartan-Karlhede algorithm gives necessary and sufficient conditions

for equivalence. From invariants that fully characterize a geometry we obtain further

invariants that vanish on the black hole event horizon, in the stationary case, and

on the apparent horizon in the dynamical case. In particular, we study non-null

electromagnetic and pure radiation type spacetimes and consider Vaidya spacetimes

as an example of the latter.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Relatividad General es una teoŕıa del espacio, el tiempo y la gravedad. El espa-

ciotiempo es modelado a través de una variedad diferenciable de dimensión 4 y la

gravedad es su curvatura. La relación entre la curvatura y la materia presente en el

espaciotiempo está codificada en las ecuaciones de campo de Einstein:

Gµν = 8πTµν (1.1)

donde Gµν es el tensor de Einstein y Tµν es el tensor de enerǵıa-momento.

Decidir cuando, dadas dos soluciones de (1.1), existe una transformación local

de coordenadas que lleva de una a la otra, es central en Relatividad General. La

invariancia frente a transformaciones arbitrarias de coordenadas da lugar a problemas

prácticos, dado que a menudo es d́ıficil distinguir entre efectos f́ısicos y efectos de

coordenadas. Nos encontramos entonces ante un problema de equivalencia: dadas dos

soluciones de las ecuaciones de Einstein, ¿describen el mismo campo gravitacional?

La búsqueda de una solución a este problema tiene larga historia, empezando con

Christoffel en 1869 [6] proponiendo comparar las componentes en un marco adapta-

do al tensor de curvatura y sus derivadas covariantes. Cartan [4] fue el primero en

formular el problema de equivalencia en términos de marcos móviles, funciones de

estructura e invariantes diferenciales. Cartan fue capaz de mostrar que las compo-

nentes necesarias eran las del tensor de curvatura y las de sus derivadas covariantes.

Más aún, estimó un ĺımite superior de derivadas covariantes necesarias para describir

completamente una geometŕıa en q 6 1
2
m(m + 1), donde m en la dimensión de la
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Caṕıtulo 1. Introducción 10

variedad.

El principal problema que uno encuentra en el método de Cartan es su implemen-

tación: el número de componentes necesarias para la caracterización de una geometŕıa

es a menudo prohibitivo.

Trabajos posteriores [3, 16] se centraron en optimizar la eficiencia del método a

través de la reducción del número de derivadas covariantes necesarias para determi-

nar equivalencia. Para esto es importante notar que las componentes en un marco del

tensor de curvatura y de sus derivadas covariantes constituyen un conjunto de inva-

riantes frente a cambios de coordenadas en el espaciotiempo, pero pueden cambiar

frente a rotaciones del marco. Brans [3] propuso utilizar la libertad asociada a las

rotaciones del marco 1 para, mediante una rotación, llevar las componentes del tensor

de curvatura y de sus derivadas covariantes a una forma canónica determinada por

la estructura algebraica de los tensores involucrados.

Posteriormente, para variedades de dimensión m = 4, Karlhede [16] formalizó

esta idea logrando reducir el número necesario de derivadas a calcular de 10 a 7, y

en consecuencia, de alrededor de 27 962 020 componentes a 436 900.

El elemento clave en el desarrollo de Karlhede, y lo que permitió la reducción de

derivadas y componentes a calcular, es el orden en el cual es llevado a cabo el proce-

dimiento. El algoritmo desarrollado por Brans primero calcula el tensor de curvatura

junto con sus derivadas covariantes y luego procede a determinar las formas canóni-

cas empezando por la derivada de mayor orden. En cambio, el algoritmo de Karlhede

muestra que es posible ir calculando las componentes del tensor de curvatura y sus

derivadas empezando por la de menor orden y simultáneamente ir determinando las

formas canónicas paso a paso. Esto es lo que lleva a una reducción en el número de

derivadas covariantes a calcular.

El algoritmo de Cartan-Karlhede (CKA) reduce el ĺımite superior de derivadas

covariantes a calcular de 10 a 7 en el peor de los casos (Petrov tipo N y D no vaćıos,

vaćıo tipo N) y de 10 a 5 en el resto de los casos (vaćıo y no vaćıo Petrov tipo I,II y

III, vaćıo Petrov tipo D). Más recientemente, Collins et al [7–9] mostraron que para

vaćıo tipo D el ĺımite superior es 3, mientras que para vaćıo tipo N y no vaćıo tipo

D es 6.

1En el caso de una variedad Lorentziana de 4 dimensiones, las rotaciones serán elementos del
grupo SL(2,C)
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Finalmente, un último avance teórico a la implementación del algoritmo fue lo-

grado por MacCallum y Åman [21] utilizando relaciones algebraicas entre el tensor

de curvatura y sus derivadas covariantes para aśı obtener un conjunto mı́nimo de

componentes independientes que deben calcularse.
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Método de Equivalencia de Cartan

En general, un problema de equivalencia consiste en determinar cuando dos ob-

jetos geométricos O y Ō pueden ser transformados uno en el otro mediante un

adecuado difeomorfismo Φ : O → Ō. Estos objetos pueden ser ecuaciones diferencia-

les, variedades, problemas variacionales, polinomios, entre otros [12–14]. En el caso

O = Ō el problema de equivalencia consiste en encontrar las simetŕıas del objeto

dado.

El problema de equivalencia entre dos variedades (semi)-Riemannianas se encuen-

tra enunciado de la siguiente manera:

Sean M y M̄ dos variedades diferenciables de dimensión m, decimos que son

equivalentes si existe un difeomorfismo local Φ : U ⊂ M → Ū ⊂ M̄ entre dos

sistemas de coordenadas (x, U) y (x̄, Ū), donde x̄ = Φ(x) tal que:

ḡab(x̄) =
∂xc

∂x̄a
∂xd

∂x̄b
gcd(x) (2.1)

donde gab(x) y ḡab(x̄) son las componentes de la métrica en los sistemas de coor-

denadas (x, U) y (x̄, Ū) respectivamente.

El problema de equivalencia de marcos es el más importante de los problemas de

equivalencia ya que incluye a todos los otros problemas de equivalencia, entre ellos

al problema de equivalencia de variedades: el método de equivalencia de Cartan nos

provee de un algoritmo para reducir la mayoŕıa de los problemas de equivalencia a

un problema de equivalencia de marcos.

En la siguiente sección describimos las herramientas necesarias para resolver el

12



Caṕıtulo 2. Método de Equivalencia de Cartan 13

problema de equivalencia de marcos. La solución de Cartan nos dará condiciones

necesarias y suficientes para que exista equivalencia.

2.1. Equivalencia de marcos

Definición 2.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m y U ⊂ M

un abierto. Un marco es un conjunto ordenado, linealmente independiente de m

1-formas θ = (θ1, . . . , θm). Por lo tanto θ forma una base del espacio cotangente

T ∗M
∣∣
x

en cada x ∈ U .

Asociado al marco θ tenemos un conjunto único de vectores linealmente indepen-

dientes e = (e1 . . . em) de tal manera que θi(ej) = δij.

Definición 2.1.2. Sean θ = (θ1, . . . , θm) y θ̄ = (θ̄1, . . . , θ̄m) marcos definidos en

abiertos U y Ū pertenecientes a variedades diferenciables M y M̄ respectivamente.

El problema de equivalencia de marcos consiste en determinar si existe un

difeomorfismo Φ : U → Ū tal que:

Φ∗θ̄a = θa a = 1, . . .m (2.2)

La invariancia de la derivada exterior frente a mapas suaves permite escribir:

Φ∗dθ̄
a

= dθa a = 1, . . . ,m (2.3)

Dado que θ constituye una base del espacio cotangente, tenemos que:

dθa = T abc(x) θb ∧ θc, a, b, c = 1, . . . ,m b < c (2.4)

A partir de (2.3) y (2.4) podemos ver que las funciones de estructura T abc cons-

tituyen invariantes del problema:

dθa = T abc(x) θb ∧ θc = Φ∗d̄θ
a

= T̄ abc(x̄) θb ∧ θc, a, b, c = 1, . . . ,m b < c (2.5)

esto es, como los θb son 1-formas linealmente independientes, los coeficientes que

acompañan a θb ∧ θc deben coincidir:
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T abc(x) = T̄ abc(x̄), a, b, c = 1, . . . ,m b < c (2.6)

Por lo tanto, las funciones de estructura nos proveen de 1
2
m2(m− 1) invariantes.

Es posible encontrar más invariantes notando que, si I(x) = Ī(x̄) = Ī(Φ(x)), entonces

sus diferenciales también deben coincidir, esto es, Φ∗dĪ = dI:

dI =
∂I

∂θa
(x)θa = Φ∗dĪ(Φ(x)) =

∂Ī

∂θ̄a
(x̄)θa (2.7)

Donde ∂I
∂θa

(x) := ea(I) es la derivada del invariante I en la dirección del vector

ea asociado a θa. Por lo tanto:

∂I

∂θa
(x) =

∂Ī

∂θ̄a
(Φ(x)) (2.8)

Diferenciando las funciones de estructura obtenemos los invariantes diferenciales

(T abc|m1
, T abc|m1m2

. . . ) asociados al marco θ definidos por las siguientes relaciones:

dθa = T abcθ
b ∧ θc

dT abc = T abc|m1
θm1

dT abc|m1
= T abc|m1m2

θm2

...

...

(2.9)

Donde f|ab...c := ec(. . . eb(ea(f))).

Cartan [4] mostró que los marcos son equivalentes si y sólo si el sistema de ecua-

ciones algebraicas dado por las funciones de estructura y sus derivadas es compatible,

esto es, si existe un cambio de coordenadas x̄ = Φ(x) tal que:
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T abc(x) = T̄ abc(x̄)

T abc|m1
(x) = T̄ abc|m1

(x̄)

...

...

T abc|m1...mp
(x) = T̄ abc|m1...mp

(x̄)

(2.10)

Donde p denota al menor número tal que las funciones (T abc, . . . T
a
bc|m1...mp+1

) son

funcionalmente dependientes de las derivadas de menor orden. Con esto queremos

decir que el rango ρp+1 del Jacobiano del mapa x 7→ (T abc(x), . . . T abc|m1...mp+1
(x)) es

igual al rango ρp del Jacobiano del mapa x 7→ (T abc(x), . . . T abc|m1...mp
(x))

Luego, como existen como máximo m funciones independientes en una variedad

de dimensión m, y como cada derivada o bien nos da una nueva función indepen-

diente, o es la última que debemos considerar, encontramos el ĺımite (p+ 1) 6 m.

Ahora queremos aplicar este resultado al problema que nos interesa: equivalencia

de variedades semi-Riemannianas.

2.2. Equivalencia de variedades

semi-Riemannianas

Consideremos un problema de equivalencia más general: supongamos dados dos

marcos θ = (θ1, . . . , θm) y θ̄ = (θ̄1, . . . , θ̄m) definidos en variedades de dimensión m

M y M̄ respectivamente, y que a diferencia del problema de equivalencia de marcos,

las 1-formas no son mapeadas directamente una a la otra como en (2.2), sino que el

pullback Φ∗θ̄ de cada 1-forma en M̄ es combinación lineal de los elementos de θ en

M .

Definición 2.2.1. Sea G ⊂ GL(n,R) un subgrupo del Grupo Lineal general y θa, θ̄a

dos marcos definidos en las variedades m-dimensionales M y M̄ , respectivamente. El

G-problema de equivalencia para θa y θ̄a consiste en determinar la existencia de

un difeomorfismo (local) Φ : M → M̄ y una función g con valores en G, g : M → G
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tal que:

Φ∗θ̄ = g(x)θ (2.11)

Expĺıcitamente, la ecuación (2.11) tiene la siguiente forma:

Φ∗θ̄a = gab(x)θb (2.12)

Como θa y θ̄ son conjuntos linealmente independientes, g(x) debe ser invertible

y por lo tanto un elemento de GL(n,R), de lo cual sigue inmediatamente (2.11).

Notemos que el problema de equivalencia de marcos está naturalmente contenido

en la Definicion 2.2.1: es un G-problema de equivalencia con grupo de estructura

G = {e}, el subgrupo trivial de GL(n,R).

Como vimos en (2.1) el problema de equivalencia de variedades semi-Riemannianas

consiste en determinar cuando, dadas dos geometŕıas (M, g) y (M̄, ḡ) existe un di-

feomorfismo local Φ : U ⊂M → Ū ⊂ M̄ tal que :

Φ∗ḡ = g (2.13)

Para reducir este problema a un G-problema de equivalencia introducimos marcos

{θa} en M y {θ̄a} en M̄ que diagonalizan la métrica punto a punto:

g = ηabθ
a ⊗ θb ḡ = ηabθ̄a ⊗ θ̄b (2.14)

Donde ηab = diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
s

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

) para una métrica de signatura (p, s).

Notemos que si Λa
b ∈ O(p, s) entonces ηab = Λa

cηcdΛb
d. Si θ̃a = Λa

bθ
b, tenemos

que:

g̃ = ηab θ̃
a ⊗ θ̃b = Λc

aηabΛd
b θc ⊗ θd = ηcd θ

c ⊗ θd = g (2.15)

Dos marcos son ortonormales si y sólo si estan relacionados por Λ ∈ O(p, s), por

lo tanto g y ḡ son equivalentes si y sólo si los marcos satisfacen:

Φ∗θ̄a = Λa
b(x)θb (2.16)
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Donde la matriz m × m Λ(x) = {Λa
b(x)} toma valores en el grupo ortogonal

O(p, s).

Volvamos a la solución del G-problema de equivalencia: el contexto más apropiado

para tratar este problema de acuerdo al Método de Cartan es una G-estructura [5],

esto es, un subfibrado pincipal de F(M) con grupo de estructura G ⊂ GL(n,R),

donde F(M) es el fibrado de marcos.

Para reducir el G-problema de equivalencia a un problema del tipo (2.1) con

grupo de estructura G = {e} debemos extender nuestro problema a la G-estructura

asociada. Localmente, la G-estructura es el producto de un abierto U ⊂ M y el

grupo de estructura G. Su dimensión es m+ r, donde r = dim(G).

Proposición 2.2.1. Sean U ⊂ M y Ū ⊂ M̄ dos abiertos. Un difeomorfismo local

Φ : U → Ū satisfacerá Φ∗θ̄a = gabθ
b si y sólo si existe un difeomorfismo Ψ : U×G→

Ū ×G que cumple las siguientes propiedades:

1. Ψ∗Θ̄a = Θa

2. El siguiente diagrama conmuta:

U ×G Ū ×G

U Ū

Ψ

π π̄

Φ

3. Ψ(x, gh) = gΨ(x, h) para x ∈ U , g, h ∈ G

Donde Θ son las 1-formas definidas en U × G por Θa = g(x, ξ)abθ
b, con a, b =

1, . . . ,m y hemos usado que en un fibrado principal G puede actuar por izquierda (y

por derecha) sobre la fibra g(x, h) = (x, gh) y análogamente en Ū ×G . Notemos que

el conjunto {Θa} no forma un marco en U × G ya que sólo contiene m elementos

y dim(U × G) = m + r. Este conjunto se puede extender a una base agregando las

formas de Maurer-Cartan del subgrupo G.

Prueba. Supongamos que Φ : U → Ū satisface Φ∗θ̄ = g0θ, donde g0 : U → G

es una función en M con valores en G. Definimos Ψ : U × G → Ū × G como

Ψ(x, g) ≡ (Φ(x), gg−1
0 (x)) ≡ (x̄, ḡ).

Entonces Ψ claramente satisface 2. y 3. Más aún
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Ψ∗Θ̄a = Ψ∗(ḡabθ̄
b
µdx̄

µ) = (gg−1
0 )ab θ̄

b
µ
∂x̄µ

∂xα
dxα︸ ︷︷ ︸

Φ∗θ̄=g0θ

= (gg−1
0 )ab(g0)bcθ

c = gacθ
c = Θa

(2.17)

Ahora, supongamos que Ψ : U ×G→ Ū ×G satisface 1.-3.

Definimos Φ : U → Ū y g0 : U → G como las funciones que satisfacen Ψ(x, e) =

(Φ(x), g−1
0 ), donde e es la identidad en G.

Entonces Ψ(x, g) = gΨ(x, e) = (Φ(x), gg−1
0 ) y 1. implica que gθ = Ψ∗(ḡθ̄) =

(gg−1
0 )Φ∗θ̄ y por lo tanto

Φ∗θ̄ = g0θ (2.18)

�

Tomando la derivada exterior de Θ y usando que dθa = −wab ∧ θb, donde wab =

−T abcθc, obtenemos:

dΘ = dg ∧ θ + gdθ = dgg−1 ∧Θ− gwg−1 ∧Θ = −Ω ∧Θ (2.19)

donde Ω son 1-formas en U ×G con valores en g = Lie(G) definidas por:

Ωa
b = −

[
(dg)ac(g

−1)cb − gacwcd(g−1)db
]

(2.20)

Notemos que γ = dg g−1 es la matriz de formas de Maurer-Cartan en G. Entonces,

si restringimos Ωa
b a la fibra, esto es, dxµ = 0, obtenemos los generadores del grupo

de Lorentz.

Luego, {Θa,Ωa
b} es un conjunto de 1-formas que genera el espacio cotangente

T ∗u (U ×G) para cada u ∈ U ×G.

Por lo tanto, hemos encontrado el marco expĺıcitamente invariante (2.2) que

estábamos buscando: existe un difeomorfismo Φ : U → Ū que satisface (2.12) si y sólo

si el {e}-Problema de equivalencia definido por el difeomorfismo Ψ : U×G→ Ū×G:
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Ψ∗Θ̄a = Θa

Ψ∗Ω̄a
b = Ωa

b

(2.21)

tiene solución.

De esta manera hemos reducido el problema de equivalencia con grupo de es-

tructura G a un problema de equivalencia de marcos como el descripto en la sección

anterior (2.2).

En particular el problema de equivalencia de variedades semi-Riemannianas se

reduce a aplicar los resultados de la sección anterior al conjunto de 1-formas {Θa,Ωa
b}

junto con las correspondientes ecuaciones de estructura y con G = O(p, s).

Tomando la derivada exterior de (2.20) obtenemos:

dΩa
b = −Ωa

c ∧ Ωc
b + Ra

b = −Ωa
c ∧ Ωc

b + gacR
c
d(g
−1)db (2.22)

donde hemos introducido la 2-forma de curvatura Ra
b = 1

2
Ra

bcdθ
c ∧ θd.

Recordemos que la 1-forma wab y sus derivadas satisfacen las ecuaciones de es-

tructura de Cartan:

dθa = −wab ∧ θb

dwab = −wac ∧ wcb +Ra
b

dRabcd = Rmbcd w
m
a +Ramcd w

m
b + · · ·+Rabcd;m θm

dRabcd;m = Rnbcd;m wna + · · ·+Rabcd;mn θ
n

dRabcd;mn = . . .

(2.23)

donde las dos primeras igualdades son entre 2-formas y las siguientes son igualdades

entre 1-formas. Recordemos queRabdc = Rαβγδ e
α
ae

β
c e

γ
c e
δ
d,Rabdc;m = ∇νRαβγδ e

α
ae

β
b e

γ
c e
δ
de
ν
m,

etc son las componentes del tensor de Riemann es un marco, esto es, son escalares.

Tomando sucesivas derivadas exteriores de (2.22) y utilizando (2.23) podemos ver

que las funciones invariantes que estamos buscando son las componentes del tensor

de Riemann y de sus derivadas covariantes en un marco arbitrario.

Definimos el conjunto Iq como:
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Iq := {Rabcd, Rabcd;m1 , . . . Rabcd;m1...mq} (2.24)

Por lo tanto Ip1 describe completamente la geometŕıa local, donde p es el me-

nor número tal que los elementos de Ip+1 son funcionalmente dependientes de los

elementos de Ip. Esto es, contiene la misma información que la métrica gab.

Entonces, si dos conjuntos Ip+1 y Īp+1 son obtenidos a partir de métricas g y ḡ

respectivamente, existe un difeomormismo que cumple (2.13) si el sistema:

Ra
bcd(x, ξ) = R̄a

bcd(x̄, ξ̄)

Ra
bcd;m1(x, ξ) = R̄a

bcd;m1(x̄, ξ̄)

...

...

Ra
bcd;m1...mp+1(x, ξ) = R̄a

bcd;m1...mp+1(x̄, ξ̄)

(2.25)

es compatible como sistema de ecuaciones en (x, ξ) y (x̄, ξ̄). Notemos que la depen-

dencia en los parámetros de grupo (ξ) entra a través del marco en el cual se calculan

las componentes.

El número de elementos funcionalmente independientes es menor o igual a la

dimensión de la O(p, s)-estructura sobre M , por lo tanto qmax := p+1 6 1
2
m(m+1).

1A los elementos de Ip usualmente se los llama invariantes de Cartan.
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Algoritmo de Cartan-Karlhede

En esta sección nos ocuparemos de la implementación del Método de Cartan a

través del Algoritmo de Cartan-Karlhede (CKA).

A diferencia de los que hicimos en la sección anterior, esto es, considerar cantida-

des definidas en la G-estructura, trabajaremos con cantidades definidas en la variedad

base M e iremos incorporando las libertades asociadas al grupo de estructura paso

a paso.

Algoritmo 1. Algoritmo de Cartan-Karlhede

1. Elegir una tetrada en M

2. q=0

3. Calcular Iq 1 (2.24)

4. Fijar la tetrada todo lo que sea posible eligiendo una forma canónica para los

elementos de Iq (Ver sección 3.2)

5. Calcular el grupo de isometŕıa Hq que deja invariante a los elementos de Iq

6. Encontrar el número tq de elementos funcionalmente independientes 2 del con-

junto Iq
1Notemos que, a diferencia de (2.24), en este caso los elementos de Iq no dependen de los

parámetros del grupo G, son las componentes del tensor de curvatura y sus derivadas en un marco
definido en M.

2Como funciones de x

21
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7. Si tq 6= tq−1 o dim(Hq) 6= dim(Hq−1), entonces reemplazar q → q + 1 y volver

a 3.

8. De otro modo, q = p+ 1 y parar.

A cada orden q = 0, 1, 2, . . . , (p+ 1) existen varias propiedades que pueden deter-

minarse para ambas geometŕıas. Su comparación determina condiciones necesarias

para la equivalencia. El algoritmo termina si una de estas condiciones no se satisface,

indicando en este caso la no equivalencia.

Sólo cuando todas las condiciones necesarias se cumplen para q = 0, 1, 2, . . . , (p+

1) es necesario verificar la consistencia del sistema de ecuaciones:

Ra
bcd(x) = R̄a

bcd(x̄)

Ra
bcd;m1(x) = R̄a

bcd;m1(x̄)

...

...

Ra
bcd;m1...mp+1(x) = R̄a

bcd;m1...mp+1(x̄)

(3.1)

donde ahora Rabdc(x), . . . , Ra
bcd;m1...mp+1(x) son componentes en la tetrada que re-

sulta de fijar todo lo posible la tetrada inicial utilizada en el paso q = 0 a través de

las formas canónicas, esto es, son las componentes en la tetrada que obtenemos al

finalizar el algoritmo.

La gran ventaja del Algoritmo de Cartan-Karlhede es la posibilidad de descartar

equivalencia antes de tener que resolver dicho sistema, dado que no existe un proce-

dimiento formal que nos permita decidir cuando un sistema de ecuaciones algebraicas

como (3.1) tiene solución o no.

En los dos primeros pasos del algoritmo, para trabajar con cantidades definidas

en la variedad base M , tratamos por separado las coordenadas (xµ) de M y las

coordenadas del grupo (ξA). Esto lo logramos calculando los invariantes de Cartan

respecto a un marco fijo determinado por la forma canónica de Iq. En los pasos

3 y 4 tratamos la reducción de la dimensión de la O(p, s)-estructura. La reducción

algebraica puede ser determinada a partir del grupo de isotroṕıa Hq del conjunto Iq
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eligiendo una forma canónica para los invariantes de Cartan.

Hq será el subgrupo del grupo de Lorentz que deja invariantes los elementos de

Iq. Entonces, cuando dos métricas g y ḡ tienen los mismos grupos de isotroṕıa, el

número de funciones independientes de los parámetros (ξA) es el mismo. Claramente

la dimensión de Hq es menor o igual a la dimensión de Hq−1. Entonces, como Hq ⊂
Hq−1 los parámetros del grupo de rotaciones que no pertenecen a Hq pueden ser

utilizados para fijar aún más la forma canónica de Iq.
La otra condición necesaria a chequear en cada paso es que los invariantes de

Cartan tengan la misma dependencia en las coordenadas (xµ) de M . Equivalencia

local implica entonces que el número de funciones independientes tq de las coordena-

das (xµ) en el conjunto Iq sea el mismo para dos métricas equivalentes. Finalmente,

el procedimiento continúa hasta q = qmax = p + 1 donde los elementos de Ip+1 son

funcionalmente dependientes de los elementos de Ip.
Debido a la simplicidad que toman las identidades tensoriales en términos de

espinores (Ver, por ejemplo, Secciones 3.3 y 3.4 de [24]) en la implementación del

algoritmo de Cartan-Karlhede es recomendable utilizar la representación espinorial

del espinor de curvatura y sus derivadas covariantes.

En la siguientes secciones recopilamos las herramientas necesarias para llevar a

cabo la implementación del algoritmo y presentamos como ejemplo la clasificación

invariante de Reissner-Nordström-de Sitter.

3.1. Componentes independientes de la n-ésima

derivada del espinor de curvatura de Riemann

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el problema de equivalencia de variedades

semi-Riemannianas se reduce a estudiar el sistema de ecuaciones (3.1).

Para describir completamente una geometŕıa debemos entonces calcular las com-

ponentes del espinor de curvatura y de sus derivadas covariantes en un marco arbi-

trario. ¿Es ésta la forma más eficiente?: el objetivo es especificar un conjunto mı́nimo

de componentes de la n-ésima derivada covariante del espinor de curvatura, de tal

manera que todas las derivadas de un dado orden m puedan expresarse mediante

relaciones algebraicas en términos de estos conjuntos para n ≤ m.
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Las relaciones que nos permitirán evitar calcular todas las componentes de las

n-ésimas derivadas son las identidades de Bianchi y de Ricci:

∇A
B'ΨABCD = ∇A'

(BΦCD)A'B'

∇CA'ΦCDA'B' = −3∇DB'Λ
(3.2)

En esta sección solamente enunciaremos el Teorema de MacCallum y Åman, para

la prueba y más detalles ver [21].

Definimos ∇nR como el conjunto de n-ésimas derivadas que contiene:

I. La n-ésima derivada totalmente simétrica del espinor de Weyl ΨABCD

∇(A
(A'∇B

B' . . .∇C
C')ΨXYWZ) : (3.3)

II. La n-ésima derivada totalmente simétrica del espinor de Ricci ΦABA'B':

∇(A
(A'∇B

B' . . .∇C
C'ΦXY )

X'Y ') (3.4)

III. La n-ésima derivada totalmente simétrica del escalar de curvatura Λ:

∇(A
(A'∇B

B' . . .∇C)
C')Λ (3.5)

IV. Para n ≥ 1, la (n−1)-ésima derivada totalmente simétrica del espinor ΞA'DEF :=

∇C
A'ΨCDEF :

∇(A
(A'∇B

B' . . .∇C
C'ΞD')

EFG) (3.6)

V. Para n ≥ 2 el d'Alembertiano de todas las las cantidades en ∇n−2R:

�Q donde Q ∈ ∇n−2R (3.7)

Tenemos entonces que:

Teorema 3.1.1. Todas las n-ésimas derivadas del tensor de Riemann pueden expre-

sarse algebraicamente en términos de los elementos de ∇rR para 0 ≤ r ≤ n y sus
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complejos conjugados y este es un conjunto mı́nimo de tales derivadas.

3.2. Formas Canónicas

El primer paso en el algoritmo de Cartan-Karlhede involucra el cálculo y re-

ducción de los espinores de Weyl y Ricci a sus respectivas formas canónicas. Estos

son procedimientos conocidos y extensamente estudiados: la clasificación de Petrov

del espinor de Weyl y la clasificación de Segre del espinor de Ricci (Ver, por ejem-

plo, Caṕıtulo 8 de [25]). En espaciotiempos algebraicamente especiales cada tipo

de Petrov y Segre es invariante sólo ante determinados subgrupos de SL(2,C). Por

lo tanto, para los espinores que aparecen en el segundo y tercer orden del algorit-

mo, debemos especificar la forma canónica utilizando sólo elementos dentro de los

correspondientes subgrupos.

Por ejemplo, supongamos que buscamos la clasificación invariante de una solución

de vaćıo de las ecuaciones de campo de Einstein con tipo de Petrov D. Entonces,

el espinor de Ricci es idénticamente nulo y, en la correspondiente forma canónica,

todas las componentes del espinor de Weyl son nulas excepto Ψ2 6= 0. El subgrupo

de isotroṕıa asociado a I0 = {Ψ2} es:

H0 =

{(
λ 0

0 λ−1

)
,

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
λ, θ ∈ R

}
(3.8)

Notemos que en este paso la libertad asociada a rotaciones nulas ya se encuentra

fijada por la forma canónica del espinor de Weyl, esto es, una rotación provocaŕıa

que otras componentes además de Ψ2 fueran no nulas.

El siguiente paso consiste en el cálculo de la derivada covariante (totalmente

simetrizada) del espinor de Weyl. En esta instancia podemos encontrarnos ante 3

casos distintos:

H1 = H0

En este caso, dependiendo del número de elementos funcionalmente indepen-

dientes, o debemos pasar a q = 2 o el algoritmo finaliza en este paso. Si t1 = t0

entonces el algoritmo finaliza en q = 1 y hemos fijado la tetrada todo lo posible.

Si t1 6= t0 debemos calcular q = 2.
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H1 ⊂ H0 , dim(H1) = 1

Supongamos que H1 =

{(
λ 0

0 λ−1

)
λ ∈ R

}
. Fijamos el valor del parámetro

θ definido en (3.8) pidiendo que ciertas componentes de I1 sean reales y de esta

manera reducimos los grados de libertad de la tetrada, quedando solamente los

boosts por ser considerados. En el caso donde H1 corresponde a las transfor-

maciones de esṕın, fijamos λ pidiendo que ciertos elementos de I1 tengan igual

magnitud.

H1 = {e}

En este caso podemos determinar totalmente la tetrada fijando λ y θ como

describimos en los casos anteriores.

Una vez determinados los tipos de Petrov y Segre debemos establecer formas

canónicas para los elementos de Iq (q > 0) de manera de determinar si puede fijarse

aún más la tetrada.

Por lo tanto debemos establecer un método para obtener, a partir de un espinor

simétrico arbitrario de valencia (m,n), su grupo de isotroṕıa y su forma canónica.

3.2.1. Formas canónicas para espinores simétricos

El procedimiento general comienza determinando las componentes del espinor

que permanecen invariantes frente a un subgrupo dado. Una vez conocidas, se pro-

cede a ver las componentes que cambian y sobre una de ellas se pide una condición

algebraica. La tetrada es transformada de tal manera que esa condición se satisfa-

ga, reduciendo el número de parámetros de grupo libres. En las siguientes secciones

consideramos uno a uno los distintos subgrupos de SL(2,C), mostramos como de-

terminar invariancia y dado un espinor no invariante como determinar una forma

canónica para el espinor utilizando el subgrupo considerado. Para un análisis mas

detallado ver [27–29].

Intercambio oA ↔ ιA

Dado un espinor ζ de valencia (m,n) esta transformación (discreta) tiene el efecto

de intercambiar las componentes ζab' con ζ(m−a)(n−b)'. El test de invariancia consiste
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en comprobar todos los pares, empezando por [(0, 0); (m,n)]. Una vez encontrado

un par donde una de las componentes es cero y la otra distinta de cero, se elige la

configuración {oA, ιA} para la cual la componente con ı́ndice más grande es distinta

de cero.

Por ejemplo, supongamos que tenemos un espinor Ψab' de valencia (5, 1), como

es el caso de la derivada covariante simetrizada del espinor de Weyl. Empezamos

revisando el par [ζ0,0'; ζ5,1'], luego [ζ1,0'; ζ4,1'], etc., hasta que el test de invariancia

falla o todos los elementos son invariantes. Si, por ejemplo, la componente ζ2,0' es no

nula mientras que ζ3,1' = 0 realizamos el intercambio oA ↔ ιA de tal manera que en

la nueva base ζ̃2,0' = 0 y ζ̃3,1' 6= 0.

En el caso donde ambas componentes son no nulas esta forma de especificar una

forma canónica se torna ambigua, por lo cual las componentes se dejan como están,

teniendo en cuenta para los siguientes pasos del algoritmo que todav́ıa no hemos

fijado esta libertad.

Boosts

Los boosts son un subgrupo monoparamétrico de SL(2,C) definido por:(
oA

ιA

)
7→

(
λ 0

0 λ−1

)(
oA

ιA

)
=

(
λoA

λ−1ιA

)
(3.9)

Las componentes de un espinor totalmente simétrico de valencia (m,n) transfor-

man bajo (3.9) como:

ζab' = ζA1...AmB'1...B'nι
A1 . . . ιAaoAa+1 . . . oAm ῑB'1 . . . ῑB'b ōB'b+1 . . . ōB'n

7→ ζA1...AmB'1...B'n(λ−a ιA1 . . . ιAa)(λ(m−a) oAa+1 . . . oAm)(λ−b ῑB'1 . . . ῑB'b)(λ(n−b) ōB'b+1 . . . ōB'n)

= λ−[a−(m−a)+b−(n−b)]ζab'

(3.10)

A partir de (3.10) vemos que las componentes invariantes están determinadas

por:
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a− (m− a) + b+ (n− b) = 0⇒ a+ b =
1

2
(m+ n) (3.11)

De (3.11) vemos que si m+ n es impar, todas las componentes del espinor serán

transformadas bajo la acción de un boost, esto es, no hay ninguna componente

invariante.

La forma canónica asociada a esta transformación la obtendremos inspeccionando

los pares de componentes [ζab'; ζ(m−a)(n−b)']. Estas componentes se encuentran en

diagonales paralelas a la diagonal invariante definida por (3.11) (ver Fig 3.1). A

medida que nos alejamos de la diagonal invariante, el valor del exponente de λ crece,

hasta alcanzar su valor máximo λ±(m+n) en el par [(m,n); (0, 0)].

Para fijar el valor de λ empezaremos considerando las componentes situadas en

las dos diagonales más cercanas a la diagonal invariante, ya que sobre estas diagonales

λ±2, el menor valor distinto de cero (esto es, el menor valor que asume el exponente

en una componente no invariante). De haber empezado por el par [(m,n); (0, 0)] la

solución para λ involucraŕıa el cálculo de un radical de orden ±(m+ n).

La forma canónica se fija eligiendo un par [ζab'; ζ(m−a)(n−b)'] : si ambas componen-

tes son no nulas se pide que tengan igual magnitud o, si una de las componentes es

nula y la otra no se pide que la componente no nula tenga magnitud 1. Comenzamos

por el par [(1
2
(m+n)−1, 0); (1

2
(m+n), 1)], luego [(1

2
(m+n)−2, 1); (1

2
(m+n)+1, 0],

etc., hasta encontrar una componente no nula. Si todas las componentes son ce-

ro, pasamos al siguiente par de diagonales y aśı sucesivamente hasta encontrar una

componente no nula.

Si la magnitud del par de componentes es igual entonces el espinor ya se encuentra

en su forma canónica y λ = 1 . Caso contrario, podemos resolver para λ:

λ4(a+b)−2(m+n) =
|ζab'|

|ζ(m−a)(n−b)'|
(3.12)

Consideremos nuevamente como ejemplo el espinor Ψab' de valencia (5, 1). Co-

menzamos inspeccionando el par [(2, 0); (3, 1)], luego [(1, 1); (4, 0)], etc. Supongamos

que [ζ2,0'; ζ3,1'] son ambas no nulas. Fijamos el parámetro λ pidiendo que ambas

componentes tengan igual magnitud:
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λ6 λ4 λ2 1 λ−2 λ−4

λ4 λ2 1 λ−2 λ−4 λ−6

a0 1 2 3 4 5

b

0

1

Figura 3.1: Componentes de un espinor simétrico de valencia (5, 1). Los ćırculos de
color negro corresponden a la diagonal invariante. En rojo las diagonales en las cuales
la magnitud del exponente es 2. El procedimiento comienza en el par [ζ20'; ζ31'] y su
par correspondiente y, de ser ambas componentes nulas, continúa siguiendo el sentido
de la flecha. Si todas las componentes sobre las dos diagonales rojas son nulas, se
pasa a las componentes sobre las diagonales azules, donde la magnitud del exponente
es 4.

λ4 =
|ζ31'|
|ζ20'|

(3.13)

Transformaciones de esṕın

Las transformaciones de esṕın son un subgrupo monoparamétrico de SL(2,C)

definido por: (
oA

ιA

)
7→

(
eiθ 0

0 e−iθ

)(
oA

ιA

)
=

(
eiθoA

e−iθιA

)
(3.14)

Mediante un cálculo similar a (3.10) podemos ver que las componentes de un

espinor de valencia (m,n) adquieren una fase:

ζab' 7→ e−i(a−(m−a)−b+(n−b))θζab' (3.15)

Las componentes invariantes serán aquellas tales que:

a− (m− a)− b+ (n− b) = 0⇒ a− b =
1

2
(m− n) (3.16)
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e4iθ e2iθ 1 e−2iθ e−4iθ e−6iθ

e6iθ e4iθ e2iθ 1 e−2iθ e−4iθ

a0 1 2 3 4 5

b

0

1

Figura 3.2: Componentes de un espinor simétrico de valencia (5, 1). Los ćırculos
de color negro corresponden a la diagonal invariante. En rojo las diagonales en las
cuales las componentes adquieren una fase e2iθ. El procedimiento comienza en el
par [ζ10'; ζ41'], de ser ambas componentes nulas continúa siguiendo el sentido de la
flecha. Si todas las componentes sobre las dos diagonales rojas son nulas, se pasa a
las componentes sobre las diagonales azules, donde las componentes adquieren una
fase e4iθ.

La libertad de esṕın puede fijarse especificando la fase de alguna componente

no nula. Para ser consistentes con el caso anterior, nuevamente consideramos pares

de componentes [ζab'; ζ(m−a)(n−b)'] empezando por los pares en las diagonales más

cercanas a la diagonal invariante. Una vez encontrado un par con al menos una

componente no nula, si ambas componentes son distintas de cero requerimos que

ambas tengan la misma fase. Si una de las componentes es cero requerimos que la

componente no nula sea real.

Rotaciones nulas

Consideremos una rotación nula alrededor de oA:(
oA

ιA

)
7→

(
1 0

α 1

)(
oA

ιA

)
=

(
oA

ιA + αoA

)
(3.17)

Antes de presentar la transformación de una componente arbitraria ζab' veamos

un ejemplo: Sea Ψ un espinor de valencia (5, 1). La componente Ψ30' está dada por:

Ψ30' = ΨABCDEA'ι
AιBιCoDoE ōA' (3.18)
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Bajo (3.17) esta componente transforma como:

Ψ30' 7→ ΨABCDEA'(ι
A + αoA)(ιB + αoB)(ιC + αoC)oDoE ōA'

= Ψ30' + 3αΨ20' + 3α2Ψ10' + α3Ψ00'

(3.19)

Si ζ es un espinor totalmente simétrico de valencia (m,n) entonces:

ζab' =
a∑
r=0

b∑
s=0

(
a

r

)(
b

s

)
αrᾱsζ(a−r)(b−s)' (3.20)

Para una rotación alrededor de ιA se encuentra una fórmula análoga reemplazando

a 7→ (m− a) y b 7→ (n− b).
Antes de proponer una forma canónica debemos saber que componentes perma-

necen invariantes bajo (3.17). Consideremos primero la componente ζmn':

ζmn' 7→ ζmn' +α ζ(m−1)n' + ᾱ ζm(n−1)' +α2 ζ(m−2)n' +αᾱ ζ(m−1)(n−1)' + ᾱ2 ζm(n−2)' + . . .

(3.21)

Como (3.21) es un polinomio en todas las componentes de ζ es claro que sólo será

invariante si todas las componentes de ζ distintas a ζmn' son nulas. En este caso el

espinor ζ también será invariante.

Existen otras situaciones en las cuales el espinor será invariante frente a un sub-

grupo monoparamétrico de las rotaciones nulas. Por ejemplo, si α ∈ R podemos

ver que un espinor ζ de valencia (m,n) será invariante si y sólo si se cumplen las

siguientes condiciones:

ζ(m−1)(n−1)' = −n− 1

m
ζm(n−2)' = −m− 1

n
ζ(m−2)n'

mζ(m−1)n' = −nζm(n−1)'

ζab' = 0 si a 6= m, (m− 1), (m− 2) b 6= n, (n− 1), (n− 2)

(3.22)

Condiciones similares pueden deducirse para cualquier otro subgrupo monopa-

ramétrico de (3.17).
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α5 α4 α3 α2

α3ᾱ α2ᾱ |α|2 ᾱ

α3 α2 α ζ32'

a0 1 2 3 4 5

b

0

1

2

3

Figura 3.3: Componentes de un espinor simétrico de valencia (5, 3). Para encontrar la
primera componente no invariante y establecer la forma canónica empezamos por la
componente ζ00' y seguimos a lo largo de las diagonales. El diamante corresponde a la
primera componente no nula: ζ22'. La forma canónica la fijamos pidiendo que ζ32' = 0
(Ćırculo negro). Las valores dentro de los rectángulos muestran como depende la
transformación de ζ32' con el parámetro de la rotación α. La transformación de ζ32'

frente a una rotación nula alrededor de ιA depende solamente de las componentes
“abajo y a la izquierda“.

Una vez encontradas las componentes no invariantes, debemos imponer alguna

condición sobre ellas para obtener la forma canónica.

En el caso de rotaciones nulas con parámetro α ∈ C una posibilidad consiste en

usar una rotación nula para obtener ζmn' = 0 , y en el caso unidimensional, eliminar

la parte real o imaginaria de ζmn'. Notemos que en el caso que el espinor no se

encuentre en su forma canónica deberemos resolver para α:

ζmn' + α ζ(m−1)n' + ᾱ ζm(n−1)' + α2 ζ(m−2)n' + αᾱ ζ(m−1)(n−1)' + ᾱ2 ζm(n−2)' + · · · = 0

(3.23)

lo que a menudo resulta imposible. Por lo tanto en estos casos es razonable considerar
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una forma canónica alternativa.

Para esto, notemos que cada término en la transformación de la componente ζab'

corresponde a componentes “abajo y a la izquierda“. Empezamos por la componente

(0; 0) y seguimos a lo largo de diagonales como en la Figura 3.3 hasta encontrar

una camponente no nula. La diagonal en la que se encuentra esta componente es

invariante, ya que todas las componentes “abajo y a la inzquierda“ son nulas. La

siguiente diagonal es la primera no invariante: a partir de (3.20) vemos que la trans-

formación de las componentes de esta diagonal dependerá linealmente del parámetro

α. Luego elegimos una componente en esta diagonal (usualmente la componente en

la misma fila que la primera componente no nula) y realizamos una rotación para

llevar su valor a cero. Nuevamente, en el caso que dicha componente sea invariante

frente a rotaciones reales o imaginarias, utilizamos una rotación para eliminar la

parte imaginaria o real respectivamente.

3.3. Ejemplo: Reissner-Nordström-de Sitter

El elemento de ĺınea:

ds2 = f(r)dt2 − f(r)−1dr2 − r2dΩ2 (3.24)

es solución de las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmológica λ

correspondiente a un cuerpo con simetŕıa esférica de masa M, no rotante, cargado

con carga Q y donde f(r) = 1− 2M
r
− λr2

3
+ Q2

r2
.

Una tetrada nula está dada por:

la = f(r)(dt)a + (dr)a

na =
1

2
[(dt)a − f(r)−1(dr)a]

ma = − r√
2

[(dθ)a + i sin(θ)(dφ)a]

m̄a = − r√
2

[(dθ)a − i sin(θ)(dφ)a]

(3.25)
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q=0

Las componentes no nulas de I0 son:

Ψ2 = −Mr −Q2

r4

Φ11' =
Q2

2r4

Λ = −4λ

(3.26)

Tanto el espinor de Weyl como el espinor de Ricci se encuentran en sus corres-

pondientes formas canónicas: el espaciotiempo es Petrov tipo D y el espinor de Ricci

es no nulo de tipo electromagnético en la clasificación de Segre. (Ver Tablas 1 y 3 de

[27]).

Ambos espinores son invariantes frente a transformaciones de esṕın, boosts e

intercambio oA ↔ ιA.

Para el primer paso del algoritmo q = 0 tenemos que:

I0 = {Ψ2,Φ11',Λ}

H0 =

{(
λ 0

0 λ−1

)
,

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
λ, θ ∈ R

}
t0 = 1

(3.27)

Las rotaciones nulas ya se encuentran fijadas por las formas canónicas. Para

saber si podemos fijar aún más la tetrada, debemos investigar el grupo de isotroṕıa

asociado a Iq con q ≥ 1.

q=1

En este paso debemos calcular (DΨ), (DΦ),Ξ. Las únicas componentes no nulas

son:
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(DΨ)20' =
3

5r5
f(r)(6e2 − 5Mr)

(DΨ)31' = − 3

10

6e2 − 5Mr

r5

(DΦ)11' =
4

3

e2

r5
f(r)

(DΦ)22' = −2

3

e2

r5

Ξ10' =
e2

r5
f(r)

Ξ21' =
e2

2r5

(3.28)

Los tres espinores son invariantes frente a transformaciones de esṕın, por lo tanto

podemos fijar aún más la tetrada utilizando un boost para llevar a (3.28) a su forma

canónica. Notemos que no podemos llevar a (DΨ) y (DΦ) simultáneamente a sus

formas canónicas por lo cual debemos elegir uno de ellos.

Las componentes involucradas transforman como:

(DΨ)20' 7→ λ2(DΨ)20'

(DΨ)31' 7→ λ−2(DΨ)31'

(3.29)

Entonces, realizamos un boost con parámetro λ dado por:

λ4 =
|(DΨ)31'|
|(DΨ)20'|

= 2f(r) (3.30)
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En la nueva tetrada obtenemos:

(DΨ)20' = (DΨ)31' =
3
√

2

10r5
(6Q2 − 5Mr)

√
f(r)

(DΦ)11' =
4

3

√
2e2

r5
[f(r)]3/2

(DΦ)22' = −
√

2

3

e2

r5
[f(r)]−1/2

Ξ10' =
√

(2)
e2

r5
[f(r)]3/2

Ξ21' =
e2

2
√

2

[f(r)]−1/2

r5

(3.31)

Ya fijada la libertad asociada a los boosts mediante la forma canónica (3.31) sólo

nos queda considerar las transformaciones de esṕın. Para esto debemos estudiar el

grupo de isotroṕıa del siguiente paso, q = 2.

En resumen, para el segundo paso q = 1 del algoritmo de Cartan-Karlhede tene-

mos que:

I1 = I0 ∪ {(DΨ)20', (DΨ)31', (DΦ)11', (DΦ)22',Ξ10',Ξ21'}

H1 =

{(
eiθ 0

0 e−iθ

)
θ ∈ R

}
t1 = 1

(3.32)

q=2

Las componentes no nulas de ∇2R son: (D2Ψ)20', (D
2Ψ)31', (D

2Ψ)42', (D
2Φ)11',

(DΦ)22', (DΦ)33', (�Ψ)20', (�Φ)11', (DΞ)10', (DΞ)32'.

Podemos ver que H1 = H2, t1 = t2 y por lo tanto el algoritmo termina en este

paso y la geometŕıa está totalmente determinada por los invariantes en I1.
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Invariantes de Cartan como

localizadores de horizontes

¿Para qué podemos utilizar los invariantes de Cartan (e invariantes en general)

en el contexto de Relatividad General? El uso de invariantes en Relatividad Gene-

ral es extenso: ya hemos visto como es posible clasificar geometŕıas a partir de los

invariantes de Cartan obtenidos a partir del algoritmo de Cartan-Karlhede.

Por ejemplo, Karlhede y MacCallum [15] mostraron que es posible, mediante el

método de Cartan-Karlhede, determinar el grupo de isometŕıa asociado a un espa-

ciotiempo.

Otra de las aplicaciones importantes de los invariantes de Cartan consiste en

la generación de nuevas soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein: en [30]

se utilizan los invariantes de Cartan para encontrar todos los espaciotiempos con

invariantes polinomiales nulos (VSI spacetimes).

Otra manera de encontrar nuevas soluciones es a través de ĺımites de familias de

espaciotiempos: si tenemos una familia de soluciones dependientes de un parámetro

λ podemos estudiar el ĺımite λ → 0 [11, 23]. Los invariantes de curvatura permiten

calcular este ĺımite en una manera independiente de coordenadas.

En este captulo, estudiaremos el uso de los invariantes de curvatura como locali-

zadores de horizontes de agujeros negros

En [18] Karlhede et al notaron que el invariante polinomial ∇aRbcde∇aRbcde se

anula en el horizonte de eventos de Schwarzschild.

37



Caṕıtulo 4. Invariantes de Cartan como localizadores de horizontes 38

Recientemente, Abdelqader y Lake [1] introducen dos invariantes adimensionales

en Kerr, construidos a partir de invariantes polinomiales, que se anulan sobre el

horizonte de eventos y sobre la ergoesfera.

En este caṕıtulo escribiremos la derivada totalmente simetrizada del espinor del

Weyl en términos de los coeficientes de esṕın en el formalismo de Newman-Penrose

y explicaremos por qué ciertas componentes se anulan sobre el horizonte de eventos,

en el caso que el espaciotiempo sea estacionario, o sobre superficies marginalmente

atrapadas, en el caso de espaciotiempos dinámicos.

4.1. Derivada covariante del espinor de Weyl

Sea {oA, ιA} una base espinorial no normalizada oAιA = χ asociada a la tetrada

espaciotemporal a través de las relaciones:

la 7→ oAōA' ma 7→ oAῑA' m̄a 7→ ιAōA' na 7→ ιAῑA' (4.1)

Podemos ver a partir de (4.1) que lana = |χ|2 y la signatura deM es (+,−,−,−).

Las derivadas a lo largo de los vectores de la tetrada están definidos como:

D := ∇00' = oAōA'∇AA' = la∇a

δ := ∇01' = oAῑA'∇AA' = ma∇a

δ' := ∇10' = ιAōA'∇AA' = m̄a∇a

D' = ∆ := ∇11' = ιAῑA'∇AA' = na∇a

(4.2)

El significado de las cantidades primadas en el lado izquierdo de (4.2) es que,

bajo la transformación dada por:

oA 7→ iιA, ιA 7→ ioA, ōA' 7→ −iῑA', ῑA' 7→ −iōA' (4.3)

las cantidades primadas se intercambian con las no primadas.

Los elementos de la tetrada, bajo la acción de (4.3), transforman como:

(la)' = na, (ma)' = m̄a, (m̄a)' = ma, (na)' = la (4.4)
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mientras que las componentes del espinor de Weyl y del espinor de Ricci:

Ψ0 ↔ Ψ4, Ψ1 ↔ Ψ3, Ψ2 ↔ Ψ2

Φ00' ↔ Φ22', Φ11' ↔ Φ11', Φ01' ↔ Φ21', Φ20' ↔ Φ02', Φ10' ↔ Φ12'

(4.5)

La derivada covariante (totalmente simetrizada) del espinor de Weyl está dada

por:

(DΨ)ACBDE
A' := ∇(A

A'ΨBCDE) (4.6)

En el caso de vaćıo, a partir de las identidades de Bianchi (3.2), podemos ver

que la derivada covariante del espinor de Weyl es inmediatamente simétrica, esto es,

el simetrizador en (4.6) es redundante. En la presencia de fuentes esto deja de ser

cierto.

Teniendo en cuenta que el espinor de Weyl es totalmente simétrico podemos

escribir:

(DΨ)ABCDEA' =
1

5
(ΨBCDE;AA' + ΨACDE;BA' + ΨBADE;CA' + ΨBCAE;DA' + ΨBCDA;EA')

(4.7)

Calculemos, a modo de ejemplo, la componente (DΨ)40':

(DΨ)40' =
1

5
(ΨBCDE;AA' + ΨACDE;BA' + ΨBADE;CA' + ΨBCAE;DA'

+ ΨBCDA;EA')ι
AιBιCιDoE ōA'

=
1

5
(4Ψ1110;10' + Ψ1111;00')

(4.8)

Recordando que la derivada covariante∇AA' satisface la regla de Leibniz podemos

escribir:
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Ψ1110;10' = ∇EF '(ΨABCDι
AιBιCoD)ιE ōF ' −ΨABCD∇EF '(ι

AιBιCoD)ιEoō
F '

= δ'Ψ3 − 3ΨABCD(δ'ιA)ιBιCoD −ΨABCDι
AιBιC(δ'oD)

= δ'Ψ3 + 3σ'Ψ2 − (α + β')Ψ3 − 2β'Ψ3 + ρΨ4

(4.9)

Del mismo modo, podemos ver que:

Ψ1111;00' = DΨ4 + 4τ 'Ψ3 − 4γ'Ψ4 (4.10)

Los coeficientes de esṕın están definidos por las relaciones:

χκ = oADoA

χε = ιADoA

χγ' = −oADιA
χτ ' = −ιADιA

χρ = oAδ'oA

χα = ιAδ'oA

χβ' = −oAδ'ιA
χσ' = −ιAδ'ιA

χσ = oAδoA

χβ = ιAδoA

χα' = −oAδιA
χρ' = −ιAδιA

χτ = oA∆oA

χγ = ιA∆oA

χε' = −oA∆ιA

χκ' = −ιA∆ιA

(4.11)

En el caso que la base espinorial se encuentre normalizada, esto es χ = 1, tenemos

que α' = −β, β' = −α, ε = −γ', ε' = −γ. Es también usual encontrar la notación

ρ' = −µ, κ' = −ν, σ' = −λ, τ ' = −π.

Por lo tanto:

(DΨ)40' =
1

5
[4(δ'Ψ3 + ρΨ3 − (α + β')Ψ3 − 2β'Ψ3 + 3σ'Ψ2) +DΨ4 + 4τ 'Ψ3 − 4γ'Ψ4]

(4.12)
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De manera similar podemos calcular las componentes restantes, obteniendo:

(DΨ)00' = DΨ0 − 4εΨ0 + 4κΨ1

(DΨ)01' = δΨ0 − 4βΨ0 + 4σΨ1

(DΨ)10' =
1

5
[δ'Ψ0 − 4αΨ0 + 4ρΨ1 + 4(DΨ1 + τ 'Ψ0 − (γ' + ε)Ψ1 + 3κΨ2)]

(DΨ)11' =
1

5
[∆Ψ0 − 4γΨ0 + 4τΨ1 + 4(δΨ1 + ρ'Ψ0 − (α' + β)Ψ1 − 2βΨ1 + 3σΨ2)]

(DΨ)20' =
2

5
[δ'Ψ1 − β'Ψ1 + σ'Ψ0 − 3αΨ1 + 3ρΨ2] +

3

5
[DΨ2 + 2τ 'Ψ1 − 2(γ' + ε)Ψ2 + 2κΨ3]

(DΨ)21' =
2

5
[∆Ψ1 − εΨ1 + κ'Ψ0 − 3γΨ1 + 3τΨ2] +

3

5
[δΨ2 − 2(β + α')Ψ2 + 2σΨ3 + 2ρ'Ψ1]

(4.13)

junto con sus versiones primadas.

Para un espaciotiempo con tipo de Petrov D tenemos que:

(DΨ)00' = (DΨ)01' = 0

(DΨ)10' =
12

5
κΨ2

(DΨ)11' =
12

5
σΨ2

(DΨ)20' =
6

5
ρΨ2 +

3

5
DΨ2

(DΨ)21' =
6

5
τΨ2 +

3

5
δΨ2

(4.14)

junto a sus correspondientes versiones primadas.

4.2. Identidades de Bianchi

Ahora, queremos expresar el lado derecho de las ecuaciones (4.13) ı́ntegramente

en términos de los coeficientes de esṕın (4.11) para encontrar una relación entre las

componentes de (DΨ) y las expansiones (A.3). Esto lo lograremos a través de las

identidades de Bianchi (ver Apéndice E de [10] o Sección 4.12 de [24]). El resultado

dependerá de la estructura algebraica del espinor de Weyl y del espinor de Ricci.
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Los tres casos que consideraremos son vaćıo, no nulo tipo electromagnético y

pure radiation con tipo de Petrov D y donde siempre podemos considerar el primero

como caso especial de alguno de los siguientes. Hemos elegido estos tres casos por ser

representativos de distintas situaciones importantes en Relatividad General: vaćıo

y no nulo tipo electromagnético con tipo de Petrov D contienen a la familia de

soluciones de Kerr y Kerr-Newman, respectivamente, mientras que las soluciones, no

estacionarias, de Vaidya son pure radiation con tipo de Petrov D.

Los otros casos donde el espinor de Ricci tiene distinto tipo algebraico pueden

tratarse de manera similar.

4.2.1. Vaćıo - Petrov tipo D

En este caso el espinor de Ricci es idénticamente nulo y la única componente no

nula del espinor de Weyl es Ψ2.

Por lo tanto tenemos que:

3κΨ2 = 0 = 3σΨ2

DΨ2 = 3ρΨ2

δΨ2 = 3τΨ2

(4.15)

junto con sus correspondientes versiones primadas.

De (4.15) se obtiene κ = κ' = 0. Esto no es otra cosa que el teorema de Golberg-

Sachs. También puede verse que σ = σ' = 0, que nos dice que el shear de ambas

congruencias nulas es cero. A partir de (4.15) y (4.14) podemos ver que:

(DΨ)20' = 3ρΨ2

(DΨ)21' = 3τΨ2

(DΨ)31' = −3µΨ2

(DΨ)30' = −3πΨ2

(4.16)

4.2.2. No nulo tipo electromagnético - Petrov tipo D

En este caso la única componente no nula del espinor de Ricci está dada por Φ11.

Entonces las identidades de Bianchi se reducen a:
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κζ− = 0

σζ+ = 0

DΨ2 = ρζ+ − 2DΛ

δΨ2 = τζ− − 2δΛ

DΦ11' = 2(ρ+ ρ̄)Φ11' − 3DΛ

δΦ11' = −2(π̄ − τ)Φ11' + 3δΛ

(4.17)

junto a sus respectivas versiones primadas y donde ζ± = 3Ψ2 ± 2Φ11'.

A partir de (4.17) y (4.14) obtenemos:

(DΨ)20' = ρ

(
6

5
Ψ2 +

3

5
ζ+

)
− 6

5
DΛ

(DΨ)21' = τ

(
6

5
Ψ2 +

3

5
ζ−

)
− 6

5
δΛ

(DΨ)31' = −µ
(

6

5
Ψ2 +

3

5
ζ+

)
− 6

5
∆Λ

(DΨ)30' = −π
(

6

5
Ψ2 +

3

5
ζ−

)
− 6

5
δ'Λ

(4.18)

4.2.3. Pure Radiation - Petrov tipo D

Por último, consideremos el caso donde la única componente no nula del espinor

de Ricci es Φ22', cuyo ejemplo mas conocido es el espaciotiempo de Vaidya. Las

identidades de Bianchi:
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3κΨ2 = 3σΨ2 = 0 ⇒ κ = σ = 0

3λΨ2 = 0

δ'Ψ2 − 3νΨ2 = (τ̄ − 2(β̄ − α))Φ22'

DΨ2 = 3ρΨ2

∆Ψ2 = −(3µΨ2 + ρΦ22')

δ'Ψ2 = −3πΨ2

δΨ2 = 3τΨ2

DΛ = δΛ = 0

(4.19)

Por lo tanto, a partir de (4.19) y (4.14) podemos ver que:

(DΨ)20' = 3ρΨ2

(DΨ)21' = 3τΨ2

(DΨ)30' = −3πΨ2

(DΨ)31' = −3µΨ2 −
3

5
ρΦ22'

(4.20)

4.3. Localizadores de horizontes

Volvamos a nuestro problema: queremos encontrar invariantes obtenidos a partir

del algoritmo de Cartan-Karlhede que nos ayuden a localizar horizontes. En es-

paciotiempos estacionarios localizar horizontes aparentes equivaldrá a localizar el

horizonte de eventos (Ver [20, 31]).

4.3.1. No nulo tipo electromagnético

A partir de (4.16) y (4.18) definimos los invariantes:
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I1 = 2
[5(DΨ)31' + 6∆Λ]

[6Ψ2 + 3ζ+]
= −2µ

I2 = 2
[5(DΨ)20' + 6DΛ]

[6Ψ2 + 3ζ+]
= 2ρ

(4.21)

Luego a partir de (A.3) vemos que:

<(I1) = Θ(n)

<(I2) = Θ(l)

(4.22)

donde Θn y Θl son las expansiones nulas asociadas a na y la, respectivamente.

Es importante notar que, a menos que ζ− 6= 0, no podemos asegurar que los

vectores la y na definan geodésicas. Si tenemos que ζ± 6= 0 entonces, de las dos

primeras ecuaciones en (4.17) vemos que κ = ν = σ = λ = 0. Por lo tanto la y na

definen geodésicas y tienen shear nulo.

A partir de (4.22) vemos que la condición <(I1) = 0 define superficies marginal-

mente atrapadas (Ver Apéndice A). Más aún, a partir de los signos de <(I1) y <(I2)

podremos decidir si nos encontramos en la región atrapada T .

Entonces, si ζ− 6= 0, la y na son geodésicas y I1 se anula sobre el horizonte apa-

rente. Si el espaciotiempo es estacionario, I1 se anula sobre el horizonte de eventos.

Notemos que I1 y I2 son expĺıcitamente invariantes: están constrúıdos ı́ntegra-

mente a partir de elementos de ∇1R.

4.3.2. Pure Radiation

Primero, vemos de (4.19) que la y na son geodésicas y con shear nulo. A partir

de (4.20) definimos:

I1 = 2
(DΨ)31'

Ψ2

+
2

5

(DΨ)20'

Ψ2
2

Φ22' = −2µ

I2 =
2

3

(DΨ)20'

Ψ2

= 2ρ

(4.23)
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Igual que en el caso anterior, de (4.23) vemos que siempre podemos elegir una

tetrada donde la parte real de I1 se anule sobre el horizonte aparente.

4.3.3. Ejemplo: Espaciotiempos de Vaidya

Los espaciotiempos de Vaidya están caracterizados por el elemento de ĺınea:

ds2 = −
(

1− 2m(v)

r

)
dv2 + 2dvdr + r2dΩ2 (4.24)

donde m(v) es una función no decreciente de v1

La métrica (4.24) es solución de las ecuaciones de campo de Einstein con tensor

de enerǵıa momento dado por:

Tab =
ṁ(v)

4πr2
lalb (4.25)

donde la = −∇av.

Para aplicar el método de Cartan- Karlhede consideramos la tetrada definida por:

la = −(dv)a

na = −1

2

(
1− 2m(v)

r

)
(dv)a + (dr)a

ma = − r√
2

[(dθ)a + i sin(θ)(dφ)a]

m̄a = − r√
2

[(dθ)a − i sin(θ)(dφ)a]

(4.26)

Los invariantes necesarios en el paso q = 0 son:

Ψ2 = −m(v)

r3

Φ22' =
ṁ(v)

r2

(4.27)

Notemos que el espaciotiempo es de tipo de Petrov D y pure radiation. La li-

1Esto asegura que el tensor de enerǵıa-momento satisfaga la condición de enerǵıa dominante.
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bertad asociada a las rotaciones nulas ya se encuentra fijada por la forma canónica

del espinor de Weyl, mientras que la forma canónica correspondiente al espinor de

Ricci es Φ22' = ±1. En este paso decidimos no fijar la libertad asociada a los boosts

mediante la forma canónica al espinor de Ricci. Notemos que para establecer equi-

valencia no es indispensable fijar las formas canónicas inmediatamente (por ejemplo,

Brans [3] espera hasta el último paso para fijar las formas canónicas), si bien el ir

fijando sistemáticamente las formas canónicas lleva a una reducción del número de

pasos q que es necesario realizar para finalizar el algoritmo. Si al establecer equi-

valencia se es consistente en cuándo y coḿo se fijan las formas canónicas, se puede

realizar cuando sea más conveniente

En este caso, como nuestro objetivo es obtener los invariantes I1 y I2 decidimos

no fijar la libertad asociada a los boost en el paso q = 1. Esto nos permite seguir

trabajando con la tetrada (4.26) que es más simple que la tetrada que obtendŕıamos

luego de realizar un boost para llevar a Φ22' a su forma canónica 2.

Por lo tanto, los elementos no nulos del paso q = 1 son:

(DΨ)20' =
3m(v)

r4

(DΨ)31' =
3

10

(
2ṁ(v)r2 − 5m(v)r + 10m2(v)

r5

) (4.28)

Finalmente, obtenemos los invariantes (4.23):

I1 =
3

2

(
r − 2m(v)

r2

)
I2 = −1

r

(4.29)

Y vemos que, a partir de (4.29) podemos encontrar las superficies marginalmente

atrapadas futuras r = 2m(v) que forman el horizonte aparente del agujero negro de

2Que consideramos “simple” está asociado a la plataforma donde realizamos los cálculos. En
nuestro caso hemos utilizado GRTensorII que corre sobre Maple. Debido a que a Maple le cuesta
simplificar ecuaciones que involucran radicales, a menos que sea necesario es recomendable evitar
ese tipo de expresiones. El boost necesario para llevar a Φ22 a su forma canónica involucra un
radical de orden 4.
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Vaidya.

Resumiendo, hemos encontrado invariantes I1 y I2 que surgen en el segundo

paso q = 1 del Algoritmo de Cartan-Karlhede y su anulan sobre distintos tipos de

horizontes de agujeros negros. Para obtenerlos es clave que el espinor de Weyl se

encuentre en su forma canónica. ¿Cuál es la ventaja de trabajar con los invariantes

de Cartan frente a los invariantes polinomiales escalares (s.p)?

Sabemos que hay situaciones donde los invariantes s.p no son adecuados: por

ejemplo, pp-waves y espaciotiempos planos tienen ambos invariantes s.p nulos [30],

por lo cual no podemos utilizarlos para determinar equivalencia. Por otro lado, las

contracciones involucradas en el cálculo de invariantes como ∗CabcdC
abdc,∇aRbcde∇aRbcde

involucran un gran número de términos, a diferencia de los cálculos necesarios pa-

ra obtener los invariantes de Cartan, donde además no debemos multiplicar entre

śı componentes de tensores de curvatura y sus derivadas. Sin embargo, como ade-

lantamos en el ejemplo, los invariantes de Cartan serán simples de calcular siempre

y cuando la tetrada utilizada sea lo suficientemente simple, y donde “simple” está

muchas veces condicionado por las caracteŕısticas de la plataforma utilizada para

calcular los invariantes.



Apéndice A

Nociones sobre superficies

atrapadas y horizontes

cuasi-locales

Repasemos brevemente los conceptos, definiciones y resultados relacionados a la

definición de agujero negro y sus horizontes. Primero, y para resaltar el carácter

local de las superficies atrapadas y los horizontes aparentes, definimos la noción de

horizonte de eventos. Seguiremos el material presentado en [20, 31].

Para esto debemos considerar la estructura asintótica del espaciotiempo: Sean

I ± el futuro y pasado infinito nulo, respectivamente. El pasado causal de I + es la

región R de donde una señal puede “escapar” al infinito nulo y representa la región

exterior al agujero negro. Dado que debemos construir I + completo más su pasado

global en esta definición, es claro que es una noción fuertemente global: ¡Podŕıa estar

formándose ahora un horizonte de eventos cerca nuestro por eventos que suceden

en el futuro! Más aún, formalmente no podemos definir una noción de horizonte de

eventos para espaciotiempos que no sean asintóticamente planos.

Esto nos motiva a considerar definiciones locales, que de alguna manera repre-

senten la idea de agujero negro como una región donde no se puede “escapar” al

infinito.

Antes, debemos recordar las propiedades de una conguencia nula: Sea S una

subvariedad no degenerada de (M, gab), una variedad semi-Riemanniana de signatura

49
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(+,−,−,−). El caso más importante para nosotros será cuando S es una variedad

2-dimensional espacial. En este caso, la métrica inducida qab será Riemanianna y

podemos hacer la descomposición TpM = TpS ⊕ T⊥p S. En este caso, T⊥p S tendrá

dimesnsión 1+1 y es generado por dos vectores nulos futuros la y na tal que lana = 1.

Si ξa ∈ T⊥p S entonces la expansión de la congruencia definida por ξa está dada

por:

Θ(ξ) = qab∇aξb (A.1)

Esto es, la traza de ∇aξb corresponde a la expansión, mientras que la parte

simétrica sin traza y la antisimétrica corresponden al shear y twist respectivamente:

σab = (∇(aξb))
‖ − 1

2
Θ(ξ)qab, wab = (∇[aξb])

‖ (A.2)

donde (. . . )‖ representa proyección a TpS.

Ahora estamos en condiciones de definir superficies atrapadas. Los distintos ti-

pos de superficies atrapadas dependen de las propiedades de las expansiones (A.1)

asociadas a las congruencias definidas por la y na, donde consideramos la entrante

futuro y na saliente futuro.

Algunas definiciones útiles y que usaremos:

Superficie atrapada futura: Θ(l) < 0, Θ(n) < 0

Superficie marginalmente atrapada futura: Θ(n) = 0, Θ(l) < 0

Superficie exterior marginalmente atrapada (MOTS 1): Θ(n) = 0

Superficie exterior atrapada : Θ(n) < 0

Para la caracterización de agujeros negros, es importante que las superficies conside-

radas sean cerradas. Por ejemplo, si no imponemos esta condición podemos encontrar

superficies (abiertas) atrapadas en espaciotiempos planos.

El conjunto de superficies cerradas atrapadas futuras forma la región atrapada del

espaciotiempo. Más precisamente, la región atrapada T consiste en todos los puntos

1Marginally outer trapped surface
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que pertenecen a una superficie (cerrada) atrapada futura. Denotamos la frontera de

T por B.

Sea Σ una hipersuperficie espacial (t́ıpicamente se toma una superficie de Cauchy

en un problema de datos iniciales). La región atrapada T Σ en Σ está definida como

el conjunto de puntos de Σ que pertenecen a una superficie cerrada atrapada futura

que se encuentra completamente en Σ. Denotamos la frontera de T Σ por BΣ y cada

componente conexa de BΣ se denomina horizonte aparente si es la más externa de

tales superficies. Es claro que, como esta definición excluye superficies atrapadas que

no están totalmente contenidas en Σ, BΣ ⊂ B ∪ Σ.

Es posible ver que [2, 19] pidiendo ciertas condiciones de regularidad, cada com-

ponente conexa del horizonte aparente BΣ es una superficie (cerrada) marginalmente

atrapada.

Ahora, supongamos que tenemos una tetrada nula {la, na,ma, m̄a}, con lana = 1,

m̄ama = −1. Podemos ver que:

Θ(l) = 2<(ρ), m[am̄b]∇alb = −=(ρ), mam̄b∇alb = σ

Θ(n) = 2<(ρ') = −2<(µ), m[am̄b]∇anb = =(µ), mam̄b∇anb = −λ
(A.3)

Veamos expĺıcitamente como obtener Θ(l) en términos de ρ. Podemos escribir

qab = 2m(am̄b) y por lo tanto tenemos que:

Θ(l) = qab∇alb = m̄bδlb +mbδ'lb = ρ̄+ ρ = 2<(ρ) (A.4)

donde en la segunda igualdad hemos usado (4.2) y en la tercera igualdad hemos

usado que δla = (β + ᾱ)la − ρ̄ma − σm̄a y δ'la = (α + β̄)la − σ̄ma − ρm̄a. (Ver, por

ejemplo, (4.5.28) en [24].)
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