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Resumen

Dado V' un espacio vectorial de dimensién finita, sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado y de caracteristica 0, podemos considerar el conjunto
de todos los productos bilineales - : V' x V' — V, satisfaciendo ciertas pro-
piedades adicionales como asociatividad o nilpotencia, convirtiendo a V en
un tipo especial de algebra.

Si fijamos una base B de V, estos productos bilineales son determinados
por los coeficientes de estructura en la base B y las propiedades adicionales
consideradas terminan expresadas como un conjunto F' de ecuaciones poli-
nomiales en los coeficientes de estructura. Por lo tanto, el conjunto de todas
las algebras de este tipo dado es la variedad algebraica asociada a F. Se
observa que en general I’ es un conjunto muy grande de polinomios en un
nimero muy grande de variables.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar I el ideal generado por el
conjunto F' asociado a diferentes tipos de algebras. Estamos especialmente
interesados en determinar si el ideal I es radical.

Este trabajo incluye:

(a) Una prueba completa del Teorema de la base de Hilbert.

(b) Una prueba completa del Teorema de los ceros de Hilbert.

(c¢) Una introduccién a las bases de Grobner.

(d) Una introduccién a ciertos algoritmos para estudiar /1.

e) El andlisis de I para cierto tipo de dlgebras asociativas de dimensién
n =2,3,4 y cierto tipo de algebras de Lie de dimension 3 < n < 7.

Palabras claves: Algebra conmutativa, Geometria Algebraica, Bases de
Grobner, Algebra Computacional, Categorias algebraicas.

Clasificacién: 14A10, 13A02, 16B50.






Abstract

Given a finite dimensional vector space V', over an algebraically closed
field of characteristic 0, we can consider the set of all bilinear products
-V xV — V| satisfying certain additional properties, like associativity
or nilpotency, turning V into an special type of algebra.

If we fix a basis B of V, these bilinear products are determined by the
structure coefficients in the basis B and the additional properties conside-
red end up expressed as a set F' of polynomial equations in the structure
coefficients. Thus, the set of all algebras of this given type is the algebraic
variety associated to F'. We point out that F is in general a very large set
of polynomials in very large number of variables.

The main goal of this work is to study the ideal I generated by the set F'
associated to different type of special algebras. We are specially interested
in determining whether [ is a radical ideal.

This work include:

(a) A complete proof of the Hilbert’s basis theorem.

(b) A complete proof of Hilbert’s Nullstellensatz.

(c) An introduction to Grobner bases.

(d) An introduction to certain algorithms to study v/7I.

e) An analysis of I for certain type of associative algebras of dimensions
n = 2,3,4 and certain type of Lie algebras of dimensions 3 < n < 7.
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Capitulo 1

1. PRELIMINARES.

1.1. Categoria de anillos conmutativos con identidad.

El principal objetivo de esta seccién es introducir los conceptos de anillo,
ideal y radical de un ideal. Dado que mas adelante usaremos la mayoria de
los resultados de esta seccién, daremos sus respectivas pruebas.

Definicién 1.1.1: Un anillo conmutativo con identidad es una terna (R, +, -)
tal que R es un conjunto no vacio, (R,+) es un grupo abeliano, (R,-) es un
monoide conmutativo cuya identidad es 1z y que a-(b+¢) = a-b+a-c para
todos a,b,c € R. A todo anillo (R,+,-) lo denotamos sencillamente por R
y reemplazaremos a - b por ab. De ahora en més los anillos considerados en
este trabajo son conmutativos con identidad.

Definiciéon 1.1.2: Sean R y .S dos anillos. Decimos que una funciéon

f: R — S es un homomorfismo de anillos si:

(a) f(zy) = f(x)f(y) para todos z,y € R.

(b) f(x +y) = f(x) + f(y) para todos =,y € R.

(c) f(1r) = 1s.

Definimos Hom(R,S) = {f : R — S : f es homomorfismo de anillos }. De
esto, resulta que los anillos constituyen una categoria con sus respectivos
morfismos.

Notacion: Denotaremos por N al conjunto de los ntimeros enteros positi-
vos y también No = NU {0}.

Definiciéon 1.1.3: Sea R un anillo. Decimos que x € R es nilpotente si
existe n € N tal que 2™ = 0.

Definiciéon 1.1.4: Sea R un anillo. Decimos que z € R es unidad en R
si x divide a 1g, es decir, si existe y € R tal que xy = 1, en este caso y es
tinico y lo denotamos x~!. Definimos U(R) = {r € R : x es unidad en R},
asi, U(R) es un grupo abeliano.

Notar que si R es un anillo que satisface que todo sus elementos no nulos
son unidades, entonces R es un cuerpo.
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Notacién: Si S es un subconjunto de un anillo R, denotaremos por (S5)
al ideal de R generado por S. En el caso que S = {z1,...,x,}, denotaremos

(X1, ey ) = ({x1, 0oy T ).

Proposicion 1.1.5: Sea R es un anillo. Entonces x € R es unidad si, y
solo si, (x) = R.

Demostracién:
Si x € R es unidad, entonces 1 =z~ !z € (z), luego () = R. Si (z) = R,
entonces 1 € (z), y asi existe y € R tal que zy = 1. O

Proposicion 1.1.6: Sea R un anillo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) R es un cuerpo.

(b) Los ideales de R son (0) y R.

(c¢) Todo homomorfismo no nulo de R a otro anillo S es inyectivo.

Demostracion:

(a)=(b) Sea I # (0) un ideal de R. Como existe x € I \ {0} y = es unidad,
entonces R = (x) CI C Ry asi I =R.

(b)=(c) Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos, entonces Ker¢ es ideal
de R, como Ker¢ # R, entonces Ker¢ = {0}, luego ¢ es inyectiva.

(c)=(a) Sea x € R tal que = no es unidad, luego () # R. Sea ¢ : R — R/(x)
la proyeccién canoénica al cociente, entonces ¢ es inyectiva, de donde z = 0. J

Definiciéon 1.1.7: Sea R un anillo. Un ideal p de R se dice primo si p # R
y sl zy € p, implica que x € p o y € p. Definimos Spec(R) = {p C R :
p es ideal primo de R}.

Notacion: Denotaremos por C a la contencién estricta, es decir, si Ay B
son dos conjuntos A C B denota que A esté contenido en B y ademas A # B.

Definicion 1.1.8: Sea R un anillo. Un ideal m de R se dice maximal si
m # Ry si no existe I ideal de R tal que m C I C R.

Teorema 1.1.9: Sea R un anillo. Si I # R es un ideal de R, entonces
I es primo si, y solo si, R/I es un dominio de integridad.

Demostracion:

Supongamos que [ es primo. Sean x+1,y+I € R/I tales que xy+I = 0+1,
entonces xy € I, luegpx € Toyelyasia+1I=0+Toy+1=0+1,
luego R/I es dominio de integridad.

Supongamos que R/I es dominio de integridad. Sean z,y € R tales que
xy € I, luego (x+N(y+I) =a2y+1 =0+1,luegox+1=0+10
y+I=0+1luegox €l oyel,asil esideal primo. O

Teorema 1.1.10: Sea R un anillo. Si I # R es un ideal de R, entonces
I es maximal si, y solo si, R/I es un cuerpo.
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Demostracion:

Supongamos que I es maximal. Si R/I no es cuerpo existe U ideal de R/I
tal que {I} C U C R/I, luego existe J ideal de R tal que U = J/I, y asi
I C J C R, absurdo.

Supongamos que R/I es un cuerpo. Si I no es maximal, entonces existe .J
ideal de R tal que I C J C R, luego J/I esidealde R/Iy {I} C J/I C R/I,
absurdo. O

Corolario 1.1.11: Sea R un anillo. Si m es un ideal maximal de R en-
tonces m es primo.

Demostracion:
Resulta de 1.1.9 y 1.1.10. U

Proposiciéon 1.1.12: Sean R, S dos anillos y f € Hom(R,S). Si p es un
ideal primo de S, entonces f~!(p) es un ideal primo de R

Demostracién:

Sean z,y € Rtales que zy € f~!(p), entonces f(zy) € p, luego f(z)f(y)
p, luego f(z) € po f(y) € p, luego z € f~(p) oy € f~1(p), asi f~1(p)
primo.

o2 m

Teorema 1.1.13: Sea R un anillo. Entonces R tiene al menos un ideal
maximal.

Demostracion:

Sea ¥ = {I C R : I esideal de R} ordenado parcialmente por la inclu-
sion. Notemos que (0) € 3. Sea {X4}acr cadena en X, y sea X = Uyer Xas
tenemos que 1r € X, pues de lo contrario 1z € X, para algin a € I, lue-
go X # R. Veamos que X es ideal. Sean x € X y y € R, entonces existe
B € I tal que z € Xg, luego zy € X3 C X, y asi X € X. Por el Lema de
Zorn existe m elemento maximal de ¥ que resulta ser ideal maximal de R. [

Corolario 1.1.14: Sea R un anillo. Si I # R es un ideal de R. Enton-
ces existe J ideal maximal de R tal que I C J.

Demostracion:

Por el teorema anterior, existe J ideal maximal de R tal que J/I es ideal
maximal de R/I, asi J # R pues J/I # R/I. Si J no es ideal maximal de
R, entonces existe J C K C R ideal de R, entonces J/I C K/I C R/I es
ideal de R/I, absurdo. Asi J es ideal maximal de Ry I C J. U

Corolario 1.1.15: Sea R un anillo. Si z € R\ U(R), entonces x perte-
nece a algtin ideal maximal de R.

Demostracion:
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Es trivial, pues (z) # R. O

Definicién 1.1.16: Sea R un anillo. Decimos que R es local si tiene un
tnico ideal maximal.

Proposicion 1.1.17: Sea R un anillo y m # R un ideal de R tal que
R\ m CU(R). Entonces R es un anillo local y m es maximal.

Demostracion:
Si I # R es un ideal, entonces I C R\ U(R), luego I C m, asi, m es el
Unico ideal maximal de R. O

Proposiciéon 1.1.18: Sea R un anillo. Entonces el conjunto N(R) = {x €
R : x € R es nilpotente} es ideal de R. Ademas R/N(R) no tiene elementos
nilpotentes no nulos.

Demostracion:
Sice Ry xz € N(R), es trivial que cx € N(R). Sean z,y € N(R) luego
existen n,m € N tales que 2" = ¢y = 0. Tenemos que:

2(n+m)
2(n+m) _
2(n+m) _ k,2(n+m)—k _
@+ (0 ety 0,

asi z +y € N(R) y asi N(R) es ideal de R. Sea z + N(R) € R/N(R)
nilpotente, entonces existe n € N tal que 2™ € N(R), luego = € N(R) y asi
z+ N(R) =0+ N(R). O

Definicién 1.1.19: Sea R un anillo. Al ideal N(R) lo llamamos nilradi-
cal de R.

Proposicion 1.1.20: Sea R un anillo. Entonces:

NR = () »

pESpec(R)

Demostracién:

Sea R’ = \,espec(r) P- Si @ € N(R) y p € Spec(R), entonces 2" =0 € p
para algin n € N, luego x € p, y asi z € R'.

Ahora supongamos que z € R no es nilpotente. Sea 3 = {a ideal de R :
si n € N, entonces 2" ¢ a}, entonces ¥ # () pues {0} € X. Si consideramos
a X parcialmente ordenado por la inclusién, por el Lema de Zorn ¥ tiene
elemento maximal p. Veamos que p es ideal primo de R. Sean u,v & p.
Entonces los ideales (u) + p y (v) + p contienen estrictamente a p, luego,
no pertenecen a Y. Sean n,m € N tales que 2™ € (u) +py 2™ € (v) + p.
Entonces 2" € (uv) + p, luego (uv) +p ¢ 3, asi uv ¢ py p € Spec(R).
Finalmente como = ¢ p, entonces = ¢ R'. O
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Definicion 1.1.21: Sea R un anillo y ¢ un ideal de R. Definimos el ra-
dical de a por Ja={xr € R: In e N:z" € a}.

Definicién 1.1.22: Sea R un anillo. Decimos que a un ideal de R es radical

si va = a.

Proposicion 1.1.23: Sea R un anillo y p un ideal primo de R. Enton-
ces p es radical.

Demostracion:
Es trivial que p C /p. Sea = € /p, entonces existe m € N tal que 2™ € p,
como p es primo, = € p, asi /p C p. O

Proposicion 1.1.24: Sean R un anillo y a,b ideales de R. Entonces:
(a) v/a es un ideal.

)aC a.

(b
(c)F NG

(d) Vab = vanb=/anb.
(e) va = R si, y solo si, a = R.
(

(

f) Va+b=/va+ Vb

g) Si p es un ideal primo de R y n € N, entonces /p"” = p.

Demostracion:

(a) Sean ¢ € Ry x € y/ay sean € N tal que 2" € a, entonces (cz)" =
"z € a, luego cx € y/a. Ahora sean x,y € Jay n,m € N tales que
z",y™ € a entonces:

(¢ +y)2mtm = 37
k=0

asi x +y € va.

(b) Es trivial.

(¢) Ya sabemos que y/a C m. Sea x € \/\/a, luego existe n € N tal que
" € y/a, luego existe m € N tal que (z™)™ € a, luego ™™ € a, asi z € \/a.
(d) Si z € Vanb, entonces existe n € N tal que 2" € aNb, luego 2™ € a y
2" € b,asi x € \/anv/b, asi Vanb C /anvb. Sea = € \/anV/b, entonces exis-
ten n,m € N tales que 2" € a y 2™ € b, luego 2" € aNb, asi, x € Vanb
v v/anNvb C vanb . Con todo esto probamos que /aNv/b = vaNb. Como
ab C a N b, entonces vVab C VaNb. Sea x € Vanb, existe n € N tal que
" € anb, luego 2" = ™2™ € ab, asi x € Vaby Vanb C Vab. Finalmente
vanb= \/%.

(e) Si a = R, entonces R = a C y/a C R, de donde /a = R. Suponga-
mos ahora que /a = R, entonces 1 € \/a, entonces existe n € N tal que
1=1"€a, asi a = R.

(f) Ya sabemos que va+b C y/v/a+Vb. Sea x € \/\/a+ Vb, entonces

existe n € N tal que 2" € /a + Vb. Sean z; € Ja y 3 € /b tales
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que z" = x1 + x3 y sean ni,ne € N tales que :U’l” €ay x§2 € b lue-
go (z1 + 22)™ 1" € a + b, luego z™(™M*m2) € g + b, asi © € Va+by

Vva+vVbCVa+b.
(g) Sea n € N. Tenemos que /p" = (i1 /D = /D = P. O

Proposiciéon 1.1.25: Sean R un anillo y a un ideal de R. Entonces y/a
es la intersecciéon de todos los ideales primos de R que contienen a a.

Demostracién:

Notemos que N(R/a) ={r+a€ R/a:IneN: 2" +a=a}={zr+ac
R/a:3n e N:z2"™ € a} = \/a/a. Sea m : R — R/a la proyeccién al cocien-
te, entonces y/a = 7 1(N(R/a)). Sean {p;/a}ic; todos los ideales primos
de R/a, donde p; es ideal de R (la existencia resulta del Teorema de Co-
rrespondencia), entonces v/a = 7 H(N(R/a)) = 7L (Micr pi/a) = Nies Pi-
Como p;/a es primo y m € Hom(R, R/a), entonces 71 (p;/a) = p; € Spec(R)
para todo ¢ € I. Sea ahora p un ideal primo que contiene a a y sean z,y € R
tales que zy + a € p/a, entonces existe u € p tal que zy —u € a C p, luego
xy € p, entonces x € po y € p, entonces r+a € p/aoy+a € playasip/a
es primo. Entonces {p; }icr son todos ideales primos de R que contienen a a
y finalmente:

\/&Zﬂpiz ﬂ q

i€l geSpec(R):alq

O

Proposicién 1.1.26: Sean R un anillo y a,b ideales de R. Si \/a y Vb
son coprimos, entonces a y b son coprimos.

Demostracién:

Va+b=+/va+vVb=+vVR=R, entonces a +b = R. O

1.2. Las categorias de médulos y algebras sobre un anillo.

En esta seccién desarrollaremos algunos conceptos bésicos de la categoria
de médulos y adlgebras sobre un anillo. Dado que mas adelante solo usaremos
los resultados bésicos sobre estas categorias, no daremos mucho detalle. R
es un anillo fijo.

Definicién 1.2.1: Un R-médulo (unitario) es una terna (M,+,-) tal que
M es un conjunto no vacio, (M, +) es un grupo abeliano, y - : Rx M — M
satisface:

(a) a-(r+y)=a-x+a-yparatodos a € R, z,y € M.

(b) (a+b)-x=a-x+b-x para todos a,b € R, z € M.

(c) (ab) -z =a- (b-x) para todos a,b € R, z € M.

(d) 12 =z para todo x € M.
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A todo R-médulo (M, +,-) lo denotamos sencillamente por M y reemplaza-
remos @ - & por ax.

Definicion 1.2.2: Sean M y N dos R-mdédulos. Decimos que una funcién
f: M — N es un homomorfismo de R-mo6dulos si:

(a) f(x+vy) = f(z) + f(y) para todos x,y € M.

(b) f(ax) = af(x) para todos a € R, x € M.

Definimos:

Homp(M,N)={f: M — N : f es homomorfismo de R-médulos }

De esto, resulta que los R-mddulos (unitarios) constituyen una categoria con
sus respectivos morfismos.

Definiciéon 1.2.3: Sea M un R-médulo. Decimos que N C M es un R-

submoédulo de M, si N es un subgrupo abeliano de M y N es un R-mdédulo

con la accién heredada de M.

Definicién 1.2.4: Sean M, ..., M,, R-mdédulos y sea M, i>Mgﬁ> e f"—_iMn
una sucesion de homomorfismos de R-moédulos. Decimos que esta sucesion

es exacta si Imf; = Kerf;+1 para todo 1 <i<n —1.

Notacion: Si S es un subconjunto de un R-médulo M, denotaremos por
(S) p al R-submoédulo de M generado por S. En el caso que S = {z1,...,x,},
denotaremos (1, ...,Zn) p = ({1, ..., Tn}) p-

Definicién 1.2.5: Una R-dlgebra es una dupla (4,-), donde A es un R-
méduloy - : Ax A — A es un producto bilineal de A. Toda R-dlgebra (A, -)
la denotamos sencillamente por A y reemplazaremos a - b por ab.

Notar que si el producto de una R-algebra A es conmutativo, asociativo
y con identidad, entonces A es un anillo olvidando la accién de R en A que
le determina su estructura como R-médulo.

Definicion 1.2.6: Sean A y B dos R-algebras. Decimos que una funcién
T : A— B es un homomorfismo de R-algebras si:
(a) T es homomorfismo de R-médulos.
(b) T'(ab) = T'(a)T'(b) para todos a,b € A.
Definimos:
Homp(A,B) ={T : A — B : T es homomorfismo de R-élgebras }

De esto, las R-algebras constituyen una categoria con sus respectivos mor-
fismos.

Definicion 1.2.7: Sea A una R-algebra. Decimos que B C A es una R-
subdlgebra de A, si B es un R-submédulo de A y B es una R-algebra con el
producto heredado de A.

Notacidn: Si S es un subconjunto de una R-dlgebra A, denotaremos por R[S]
a la R-subélgebra de A generada por S. En el caso que S = {x1, ..., z,}, de-
notaremos R[z1,...,x,] = R[{z1,...,2n}]. Andlogamente, denotaremos por
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R(S) a la R-subélgebra de divisién de A generada por S

1.3. Introduccion a la Geometria Algebraica.

El objetivo de esta seccién es introducir los conceptos basicos de la geo-
metria algebraica. Principalmente nos interesa la relacién entre los ideales
radicales de un anillo de polinomios con objetos geométricos. Dado que pos-
teriormente usaremos esta notaciéon y los resultados de esta seccién inclui-
remos todas las pruebas correspondientes. Para esta secciéon k es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Definicién 1.3.1: Definimos el espacio afin sobre k de dimensién n por
Al = k"

Definicién 1.3.2: Dado f € k[Xy,...,X,], definimos los ceros de f por
Z(f) ={pe A} : f(p) =0}. Dado T' C k[X1, ..., X;;], definimos los ceros de
Tpor Z(T)={pe A} : f(p) =0VfeT}

Proposicién 1.3.3: Sean T1,T> C k[Xy,...,X,] tales que T} C T,. En-
tonces Z(Ts) C Z(T1).

Demostracion:
Sea p € Z(T3), entonces f(p) = 0 para todo f € Ts, en particular f(p) =0
para todo f € Ty, luego p € Z(T1). Ast Z(T») C Z(Th). O

Definicién 1.3.4: Decimos que Y C A} es algebraico si existe T C
k[ X1,...,X,] tal que Y = Z(T).

Proposicién 1.3.5: A7 y () son algebraicos. Ademés, la unién de dos sub-
conjuntos algebraicos es un subconjunto algebraico y la interseccién de una
familia de subconjuntos algebraicos es un subconjunto algebraico. Asi, los
subconjuntos algebraicos son los cerrados de una topologia en A7, que
se denomina topologia de Zariski. Mas atn, si {7, }acs es una familia en
E[X1, ..., Xy, entonces Z(Upyer Ta) = Nacr Z(Ta).

Demostracion:

Sean Y1,Y; C A} algebraicos, y sean T7,T> C k[X1,...,X,] tales que
Y1 =2(T1)y Yo = Z(T»). Veamos que Z(11-T2) =Y, UY5. Seap € Y1 UY,
entonces p € Y1 y p € Ys. Dado h € T - 1y, existen f € Ty, g € Tb
tales que h = fg, entonces f(p) = 0 o g(p) = 0, luego (fg)(p) = 0, asi
peZ(Ty-Ty) y Y1UYe C Z(Ty-T3). Sea p € Z (11 -T3), entonces para todos
f € Ty, g € Ty, tenemos (fg)(p) = 0. Si existe f € Ty tal que f(p) # 0,
como (fg)(p) = 0 para todo g € T, luego g(p) = 0 para todo g € Tb,
asi p € Z(T1) = Y1, entonces Z(Ty - To) C Z(Th) U Z(Tz) = Y1 UYs. Asi
Z(Tl . Tg) = Z(Tl) U Z(Tg) =Y UYs.

Sea {Yo }acr € A} familia de subconjuntos algebraicos, y sean {7y }acr €
k[ X1, ..., X,] tales que Y, = Z(T,) para todo a € I. Tenemos que



Z(UaelTa) = {p € AZ : f(p> =0¢€ UaelTa} =
Mocr 1 € A7 f(p) = OVF € Tu} = (acs Z(Ta). Por iltimo Z(1) = 0 y
7(0) = Ay. O

Proposicién 1.3.6: Sean T C k[X,..., X, y (T) el ideal de k[Xq, ..., X;]
generado por T'. Entonces Z(T') = Z((T)).

Demostracién:

Ya sabemos que Z((T)) C Z(T). Sea p € Z(T), dado f € (T) exis-
ten fi,....fs € T, g1,...,9s € k[X1,..., X,] tales que f = > gifi, luego
f(p) = 3521 filp) = 0, luego p € Z((T)). Asi Z(T) C Z((T)). O

Definiciéon: Sea X un espacio topoldgico. Decimos que ¥ C X es redu-
cible, si existen Y7,Ys C Y cerrados en Y (con la topologia relativa) tales
que Y =Y1UY2Y # Y] vy Y # Ys. Decimos que Y C X es irreducible si
Y # (0 y si Y no es reducible.

El objeto de estudio de la geometria algebraica son las variedades alge-
braicas. Un tipo de estas variedades son las “variedades algebraicas afines”
que se definen como los subconjuntos cerrados Zariski de A} que son irre-
ducibles. A nosotros solo nos interesaran los subconjuntos cerrados Zariski.

Definicién 1.3.7: Sea Y C A7, definimos I(Y) = {f € k[X1,...,X,] :
fly) =0vyeY}.

Proposiciéon 1.3.8: Sea Y C A7, entonces I(Y) es ideal de k[X71, ..., X,,].

Demostracion:
Es trivial que I(Y") es un subanillo de k[ X1, ..., X;]. Sean f € k[X1, ..., X}]

y g € I(Y), entonces (fg)(y) = f(y)g(y) = 0 para todo y € Y, luego
fgeI(Y). O

Ya estamos en condiciones de enunciar uno de los teoremas mas impor-
tantes de este trabajo, su prueba la daremos en la secciéon 2.3:

Teorema (Teorema de los ceros de Hilbert): Sean k un cuerpo al-
gebraicamente cerrado y a un ideal de k[X1,..., X,]. Si f € k[X1,.., X)) es
tal que f(x) =0 para todo x € Z(a), entonces existe r € N tal que f" € a.

Daremos por cierto a este teorema para el ultimo resultado de la seccion,
el cual solo es ilustrativo para entender las relaciones entre ideales radicales
y subconjuntos de A} que son cerrados Zariski:

Proposicién 1.3.9: Sean X,Y C A} y a un ideal de k[X1,..., X,].
(a) Si X C Y. Entonces I(Y) D I(X).

(b)) I(XUY)=I(X)NnI(Y).

(c) I(Z(a)) = v/a.

(d) Z(I(Y)) =Y.
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Demostracion:

(a) Sea f € I(Y2), entonces f(p) = 0 para todo p € Y, entonces f(p) =0
para todo p € Y7, entonces f € I(Y7).

(b) IMiUY3) = {f € k[Xy1,...Xp] : f(p) = OVp € 1 UYa} = {f €
k[X17"'7XTL] : f(p) =0 Vp € Yl} N {f € k[le 7Xn] : f(p) =0 vp € }/2} =
I(Y1) N I(Ya2).

(c) Sea f € /a, entonces existe n € N tal que f™ € a, entonces f(p)” =0
para todo p € Z(a), luego f(p) = 0 para todo p € Z(a) y finalmente
fe1(Z(a)). Asi v/a C I(Z(a)). La otra contencién resulta del Teorema de
los ceros de Hilbert.

(d) Como Z(I(Y)) es cerrado y Y C Z(I(Y)), entonces Y C Z(I(Y)). Sea
W C A} cerrado tal que W = Z(a) y que Y C W, entonces a C I(Y), luego
Z(I(Y))C Z(a) =W, ast Z(I(Y)) CY. O

Corolario 1.3.10: Existe una biyeccién entre los subconjuntos cerrados
Zariski de A} con los ideales radicales de k[X1, ..., X,,] mediante a a — Z(a)
yY = I(Y).

Demostracién:
Es inmediato de 1.3.9. O

Solo a modo de comentario, los mapas del Corolario 1.3.10 también es-
tablecen una biyeccién entre las variedades algebraicas afines en A} con los
ideales primos de k[X7, ..., X,,].
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Capitulo 2

2. Los TEOREMAS DE LA BASE Y DE LOS CEROS DE HILBERT.

2.1. Moddulos y anillos Noetherianos.

Proposicion 2.1.1: Sea ¥ un conjunto parcialmente ordenado, cuyo or-
den lo denotamos por <. Son equivalentes:

(a) Toda sucesion creciente {a;}jen se estaciona (es decir existe m € N tal
que o = oy, para todo j > m).

(b) Todo subconjunto no vacio de ¥ tiene un elemento maximal.

En cualquiera de estos casos decimos que . satisface la condicion de cadena
ascendente.

Demostracion:

(a)=(b) Supongamos que existe X un subconjunto no vacio de 3, tal que
X no admite elemento maximal. Si X fuese finito, es trivial que X admitiria
elemento maximal, asi X es infinito. Veamos que X contiene una sucesion
creciente que no se estaciona. Sea oy € X arbitrario, recursivamente, una
vez elegido ay, € X, como X no admite elemento maximal, entonces existe
Qpy1 tal que a1 > ap y asi {oj}jen es una sucesion creciente que no se
estaciona.

(b)=(a) Sea {c}jen una sucesion creciente en ¥. Sea X = {o, : n € N},
luego X admite un elemento maximal ¢ € X. Sea J € N tal que ¢ = «ay.
Como ¢ = ay es maximal en X, entonces ay < ay para todo J > N y por
otro lado, como {a;} en es creciente, entonces an > ay para todo J > N;
asi ay = ay para todo J > N. O

Observacion: Sea M un R-mddulo, entonces ¥ = {N : N es R-submddulo de M}
es parcialmente ordenado por la inclusién.

Definiciéon 2.1.2: Sea M un R-moédulo. Decimos que M es Noetheriano
si ¥ = {N : N es R-submédulo de M} satisface la condicién de cadena as-

cendente.

Proposicion 2.1.3: Sea M un R-mo6dulo. Entonces M es Noetheriano si,
y solo si, todo R-submédulo de M es finitamente generado.

Demostracion:
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Supongamos que M es Noetheriano. Sea N un R-submdédulo de M y sea
Y. ={L: L es R-submédulo de N y finitamente generado}. Como {0} € ¥,
entonces X # (), luego X tiene un elemento maximal Ny. Supongamos que
Ny # N. Sea xz € N\ Ny y consideremos Ny + Rz, este es un R-md6dulo
finitamente generado de N y contiene estrictamente Ny, absurdo (por la
maximalidad de Ny). Por el absurdo tenemos N = Ny y asi N es finitamente
generado.

Ahora supongamos que todo R-submédulo de M es finitamente genera-
do. Sea M7 C My C Mz C --- una cadena ascendente de R-submoddulos
de M. Entonces N = [J;2; M; es un R-submédulo de M, luego, es finita-
mente generado. Sea {x1,...,x,} C N un sistema de generadores de N. Si
x; € M; para todo 1 < i < r, sea n = max;_, n;, entonces x; € M, para
todo1l <i<ryasi M, =N.Poresto M; C My C M3 C --- se estaciona.[]

Proposicion 2.1.4: Sea 0—s M2 M2 M”50 una sucesién exacta de
R-moédulos. Entonces M es Noetheriano si, y solo si, M’ y M"” son Noethe-
rianos.

Demostracion:

Supongamos que M es Noetheriano. Como toda cadena ascendente de
R-submodulos de M’ y de M” induce una cadena ascendente de R-md6dulos
de M, es inmediato que M’ y M" son Noetherianos.

Ahora supongamos que M’ y M" son Noetherianos. Sea {L; };cn una cade-
na ascendente de R-submédulos de M; entonces {a (L) bnen ¥ {B(Ln) }nen
son cadenas ascendentes de R-submoédulos de M’y M” respectivamente. En-
tonces existe m € N tal que a~1(L,,) = a~Y(L,) y B(Ln) = B(Ly,) para todo
n > m. Como B(L;) = L;/a(a™(L;)) para todo i € N, entonces L,, = Ly,
para todo n > m. O

Corolario 2.1.5: Si {M;}1<;<, son R-médulos Noetherianos, entonces
@®!; M; es Noetheriano.

Demostracion:
Resulta de aplicar induccién y 2.1.4 en la sucesiéon exacta 0 — M, —
" M; — @ M; — 0. O

Observacién: Sean R un anillo e I un ideal de R. Entonces I con la ac-
cién multiplicar a izquierda tiene estructura de R-modulo.

Definicién 2.1.6: Un anillo R se dice Noetheriano si (con la accién na-
tural) es un R-médulo Noetheriano.

Como los R-submédulos de R son sus ideales, entonces R es un anillo
Noetheriano si, y solo si, satisface alguna de las siguientes afirmaciones:

(a) Todo conjunto no vacio de ideales de R tiene al menos un elemento
maximal.
(b) Toda cadena ascendente de ideales de R se estaciona.
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(c) Todo ideal de R es finitamente generado.

Proposicion 2.1.7: Sean R un anillo Noetheriano y M un R-médulo fi-
nitamente generado. Entonces M es Noetheriano.

Demostracién:

Sea {z1, ..., x5} un conjunto de generadores de M. Entonces M es isomor-
fo a algin cociente de R™, supongamos M = R"™/N, entonces la sucesién
0 — N — R — R"/N — 0 es exacta. Por 2.1.5, R"™ es Noetheriano, luego
R"™/N es Noetheriano. O

Proposicion 2.1.8: Sean R un anillo Noetheriano y a un ideal de R. En-
tonces R/a es un anillo Noetheriano.

Demostracion:

Como la sucesion 0 - a — R — R/a — 0 es exacta, entonces R/a
es Noetheriano como R-mdédulo y por lo tanto es Noetheriano como R/a-
modulo. O

2.2. Teorema de la base de Hilbert.

Proposicion 2.2.1: Sean R y S dos anillos. Si R es un anillo Noetheriano
y ¢ € Hom(R, S) es sobreyectivo, entonces S es un anillo Noetheriano.

Demostracién:
Es inmediato de 2.1.8, pues S = R/Ker¢. O

Proposicion 2.2.2: Sean R un anillo y .S un subanillo de R. Si S es Noethe-
riano y R es un S-médulo finitamente generado, entonces R es Noetheriano.

Demostracién:
Como S es finitamente generado como R-moédulo, entonces es un R-
moédulo Noetheriano y por lo tanto es un S-moédulo Noetheriano. O

Teorema 2.2.3 (Teorema de la Base de Hilbert): Si R es un anillo
Noetheriano, entonces R[X] es Noetheriano.

Demostracion:
Sea a un ideal de R[X]. Es fécil ver que:

I = {c € R : c es coeficiente principal de un polinomio que pertenece a a}

es un ideal de R. Como R es Noetheriano, I es finitamente generado, luego
existen ci,...,c, € R tales que I = (c1,...,¢,). Para cada 1 < j < n consi-
deramos f; € a tal que ¢; es el coeficiente principal de f; y sea r; = deg f;.
Sean r = HléXlSan r;y (fl, 7fn) = a’ g a g R[X]
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Sea f = dX™ + Z;”:_Ol d;X7 € a cualquiera con d € I. Si m > r es-
cribimos d = Z?:l ujc; donde u; € R para todo 1 < j < n, entonces
[ =201 uifj X779 € a tiene grado menor a m.

Ahora, dado h; € R[X], con m = degh; > r, luego existe p; € a’ tal
que deg(h1 — p1) < deghy. Sea hy = hy — p1. Recursivamente, si degh; > r
existe p; € a’ tal que deg(h; — pj) < hj, y asi definimos hj;; = hj — p;. Sea
N € N tal que deg(hy) < r, asi hy = hy + Zj»v:jl Dj-

Sea M = (1,X,..,X" 1), C R[X], entonces hemos probado que a =
(anN M)+ a'. Como M es finitamente generado como R-médulo, entonces
es Noetheriano, luego a N M es finitamente generado como R-mddulo. Sean
G1s-esgm € aN M tales que a N M = (g1,..,9m). Asia = (aN M) +d =
(f1y s frus 91, oo, m) es finitamente generado, de donde R[X] es Neotheriano.

O

Corolario 2.2.4: Sea R un anillo Noetheriano, entonces R[X1, ..., X,]| es
Noetheriano.

Demostracion:
Como R[X1, ..., X, |[Xr41,y ooy Xin] = R[X1, ..., Xin] para todos 1 <7 < m,
entonces el corolario resulta de realizar induccién en n y usar 2.2.3. (]

Corolario 2.2.5: Sean R un anillo Noetheriano y A una R-&lgebra fini-
tamente generada. Entonces A es Noetheriano.

Demostracién:
Es inmediato de 2.2.4, pues A es algtn cociente de R[X1,..., X,,] para
algtin n € N. O

2.3. Teorema de los ceros de Hilbert.

En esta seccién toda R-algebra (sobre un anillo R) serd conmutativa, aso-
ciativa y con identidad, teniendo asi estructura de anillo.

Proposicion 2.3.1: Sean R, S y T tres anillos tales que R € S C T.
Supongamos que R es Noetheriano, que 7' es finitamente generada como R-
algebra y finitamente generado como S-médulo. Entonces S es finitamente
generada como R-algebra.

Demostracién:

Sean {z1,...,Zm} un conjunto de generadores de T' como R-dlgebra y
{y1, .-, yn} un conjunto de generadores de T como S-médulo. Entonces exis-
ten b; j,b; jr € S tales que:

n
zi =) bigys
j=1
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n

iy = Y bijkk
k=1

Sea So = RIb; j, bit]1<i<m,1<jkit<n- Como R es Noetheriano, por 2.2.5
tenemos que Sy también es Noetheriano, ademas R C Sy C S. Usando las
ecuaciones tenemos que que T = R[z1,...,Zm] C So[y1, ..., Yn], luego T es
finitamente generado como Sp-mdédulo. Como Sy es Noetheriano, y .S es un
So-submédulo de T, entonces S es finitamente generado como Sy-modulo.
Finalmente, como Sy es finitamente generado como R-algebra, entonces S
es finitamente generado como R-algebra. U

Proposicion 2.3.2: Sean k un cuerpo y F una k-algebra finitamente gene-
rada. Si E' es un cuerpo, entonces es una extensién finita de k.

Demostracién:

Sea E = k[x1, .., zy]. Supongamos que E no es algebraico sobre k. Enton-
ces se pueden reordenar {x1, ...,z } tales que z1, ..., x, son algebraicamente
independientes sobre k, donde 1 < r < n y que x; es algebraico sobre
F =k(x1,...,z,) para todo r+1 < i < n. Asi E es una extension algebraica
y finita sobre F', luego es finitamente generado como F-modulo (F-espacio
vectorial). Aplicando 2.3.1 en k C F' C E obtenemos que F' es una k-algebra
finitamente generada, luego, existen yy, ..., ys € F tales que F' = kly, ..., ys]-
Para todo 1 < i < s, existen f;, g; € k[z1, ..., x,] tales que y; = % Sea h irre-
ducible tal que h| H‘;Zl g; +1, asi, h es coprimo con g; para todo 1 < j < s.
Pero h™' € F = k[yi, ..., yn], absurdo pues por como definimos a h tenemos
que h~! no puede ser un polinomio evaluado en (y1, ...,ys). Asi E debe ser
algebraico sobre k. U

Corolario 2.3.3 (Teorema de los ceros de Hilbert forma débil):
Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-algebra de dimensién
finita. Sea m un ideal maximal de A. Entonces A/m = k (como k-dlgebras).

Demostracion:

Como A/m es un cuerpo que tiene estructura de k-algebra, existe ¢ :
k — A/m morfismo de k-algebras inducido por la accién de k sobre A/m.
En particular ¢ es morfismo de cuerpos y por lo tanto inyectivo, asi ¢(k)
es algebraicamente cerrado. Por la proposicién anterior A/m es una subex-
tension algebraica y finita de ¢(k). Como ¢(k) es algebraicamente cerrado,
entonces ¢(k) = A/m, de donde A/m = k. O

Teorema 2.3.4 (Teorema de los ceros de Hilbert forma fuerte):

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y a un ideal de k[X7,..., X,].
Entonces I(Z(a)) C /a.

Demostracion:

Denotamos A = k[X7, ..., X,,]. Sea f & v/a, entonces existe p ideal primo
de A que contiene a a tal que f ¢ p. Consideremos ¢1 : A — A/p la
proyeccién candnica y denotemos B = A/p.
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Sea f = ¢1(f), como B es dominio integro, admite un cuerpo de fracciones

F y ¢2 : B — F morfismo de anillos inyectivo. Sea C' = B[1/f] la B-algebra
generada por 771 en F, asi, podemos considerar a ¢ con imagen en C.

Notemos que f es unidad en C. B
Sea m un ideal maximal de C, entonces f € m. Como C' es una k-algebra
finitamente generada, por 2.3.3 tenemos que C/m = k. Sean ¢3 : C' — C/m

la proyeccién canénica y ¢4 : C/m — k un isomorfismo de k-algebras. Como

[ & m, entonces ¢3(f) # 0y ¢a(¢s(f)) # 0.
Sea ) = ¢pg0p30pa0¢1. Como ¥ : A — k que es morfismo de k-algebras,

entonces:

F@(X1), s 0(X0)) = Y(f (X150, X)) = (f) = (¢a0 @30 P20 1) (f) =
(a0 ¢3)(f) #0

Veamos que (¢(X1),...,¢¥(X,)) € Z(a). Dado g € a C p, luego ¢1(g9) =0
y (g9) = (¢4 0 ¢3 0 ¢2)(¢1(g)) = 0 de donde:

9(p(X1), .., ¥(Xn)) = P(g(X1, ..., Xn)) = ¥(g) =0

Ast (P(X1), ..., ¥(Xy)) € Z(a) y como (Y(X1),....,¢(Xy)) € Z(a), enton-

fW(X1), ..., ¥(Xy)) # 0. Finalmente f & I(Z(a)). O
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Capitulo 3

3. INTRODUCCION A LAS BASES DE GROBNER.

En este capitulo fijaremos un cuerpo k de caracteristica 0 y n € N. Nues-
tros objetivos son:

1. Generalizar el algoritmo de la divisién de k[X] en k[X1, ..., Xp].

2. Introducir las bases de Grobner y entender sus propiedades més basicas.
3. Encontrar un algoritmo para calcular bases de Grobner de un ideal de
k[ X1, ..., X5

4. Dados f € k[X1,...Xy] e I un ideal de k[X1, ..., X;,], encontrar un algo-
ritmo para determinar si f € I.

5. Dados f € k[X1,...X,,] e I un ideal de k[X1, ..., X,,], encontrar un algo-

ritmo para determinar si f € v/T.

3.1. Ordenes Monomiales en k[X1, ..., X,].

Uno de nuestros objetivos es generalizar el algoritmo de la divisiéon de
k[X] en k[ X1, ..., X;]. Recordemos:

Teorema (Algoritmo de la divisién en k[X]): Dados f,g € k[X] con
g # 0, entonces existen unicos r,q € k[X] tales que f = gq+ r y deg(r) <
deg(g) o bien r = 0.

A r se lo conoce como el resto de la divisién y se caracteriza por ser de
alguna manera més pequenio que g. En este caso ser mas pequenio esta vin-
culado con el grado del polinomio. Notemos que en k[ X] puede establecer un
orden total “razonable” entre los monomios ménicos a través del grado. Esto
no es posible en k[ X1, ..., X,,], pues por ejemplo los monomios X1, ..., X, tie-
nen grado 1 y son distintos. Por este inconveniente recurrimos a los érdenes
monomiales que introduciremos en esta seccién.

Definicién 3.1.1: Definimos T" = {X' ... XP € k[X1,...X,] : 8 =
(B1s -, Bn) € NG} St a = (a1, ..., ) € N, denotamos X* = [[i; X €
T, asi T" = {X? : B € Np}.

Definicién 3.1.2: Un orden monomial en k[X7, ..., X;,] es un orden total <
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en T™ que satisface:
(a) 1 < X? para todo 8 € Ny, 3 # 0.
(b) Si X* < XP entonces X*X7 < XP X7 para todo v € Ng.

Definiciéon 3.1.3: Definimos el orden lexicografico en T™ por X1 > Xo >
..> X, ysia#pBen Ng, entonces X* < X7 si, y solo si, ay, < 3, donde

ro =min{j € {1,...,n} : a; # 5;}.

Proposicion 3.1.4: El orden lexicografico en T" es un orden monomial
en k[X1, ..., Xp].

Demostracion:

Es trivial que X* > 1 para todo a # 0. Ahora sean «, 3,y € Nj tales que
X < XB. Entonces XXV = X7 y XPX7 = X7, Sea rg = min{j €
{1,...,n} : a; # B;}, tenemos que:

min{j € {1,...,n}: (a+7); # (B +7);} =

min{ j € {1,...,n} 1o +~; # B + 7} =

min{ j € {1,...,n} 1o +~; # Bj + v} =
min{ j€ {1, ,n} T oy =+ ,3]} =70

Por hipétesis oy, < fBry, entonces (a + 7v)r, < (8 + 7)r, v finalmente
XoX7 = Xt < XB+7 = XB X7, (]

Proposicién 3.1.5: Sea > un orden monomial en k[X, ..., X,,]. Sean X, X7 ¢
T™, si X* divide a X?, entonces X < X7,

Demostracién:
Sea X8 e T" tal que X? = X7X® Como X7 > X° = 1, entonces
X8 = X7X* > X a

Teorema 3.1.6: Todo orden monomial en k[ X7, ..., X,,] es bien ordenado, es-
to es, para todo A C T™ existe X € A tal que X* < XP para todo X? € A.

Demostracion:

Procedamos por el absurdo, supongamos que existen A no vacio y { X };cn
en A tal que X* > X > X > ... esto define una cadena de ideales
I CI, CI3C...donde I; = (X%, X2 .. X%). Veamos que [; C I;+1 pa-
ra todo i € N. Supongamos que existe un j € N tal que I; = I;;4, entonces
existen uq, ..., u; € k[X1, ..., X;,] tales que X%+ =37 4; X escribiendo
a cada u; como combinacién lineal de elementos de T", como el lado de-
recho es igual a la potencia X+, luego existe 1 < r < j tal que algin
término de u, X es un miltiplo escalar de X®+1, en particular X®/ divi-
de a X%+ luego X+ > X% absurdo. Entonces tenemos la cadena de
ideales I1 C I C I3 C ..., pero esto contradice el Teorema de la Base de
Hilbert. Este absurdo proviene de la negacién de la tesis. O
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3.2. Algoritmo de la divisién en k[X7, ..., X,,].
Consideremos > un orden monomial fijo en k[X7, ..., Xy, ].

Definicién 3.2.1: Sea f € k[X1, ..., X;,] no nulo, entonces existen oy, ..., a, €
Ny distintos y ay,...,a, € k no nulos tales que f = >7_; a; X%. Si X* >
X > > X% definimos:

(a) Ip(f) = X1, la potencia principal de f.

(b) le(f) = ay, el coeficiente principal de f.

(c) It(f) = a1 X1, el término principal de f.

Definicién 3.2.2: Sean f,g,h € k[Xy,...,X,], con g # 0. Decimos que
f es reducido a h médulo g, y lo denotamos f—Lsh si Ip(g) divide un tér-
minononulonefyh:f—ﬁg.

Definicién 3.2.3: Sean f,h, fi,..., fs € k[X1,..., X,] con f; # 0 para to-
dol1<i<syF={f1,...,[fs} Decimos que f es reducido a h médulo F', y

lo denotamos fi>+h si existe una sucesién hq, ..., h—1 € k[Xq, ..., X;,] tal

i i i Jig_ i ) )
que fghlghzg e t—;htflgh, donde 1 < iy,...,i, < s.

Definicién 3.2.4: Sean 7, fi,..., fs € k[Xy,...,X,] con f; # 0 para todo
1<i<syF ={f1,..,[fs} Decimos que r es reducido sobre F' si r = 0
o ningun término de r es divisible por algin Ip(f;), 1 < ¢ < s. En otras
palabras, 7 no puede ser reducido moédulo F.

Definicién 3.2.5: Sean 7, fi,..., fs € k[X1,...,X,] con f; # 0 para todo

1<i<syF={f1,...fs}. Si fihrr y r es reducido sobre F', decimos
que 7 es un resto de f respecto de F.

Proposiciéon 3.2.6: Sean f,r, f1,...,fs € k[Xy,...,X,] con f; # 0 para

todo1 <i<syF ={f1,..[fs} Si fi>+/r7 entonces existen u, ..., us €
k[ X1,..., X,] tales que f=>7 juifi+r.

Demostracion:

Sean By, s hy_1 € k[X1, . Xo] tales que f20hy T2hy 25 oty
in", entonces existen vy, ..., vy € k[X1, ..., Xp] tales que hj1 = hj—vji1fi,
paratodo 0 < j <t—1,donde hg = f y hy = r, entonces r = f—Z§:1 vj fis
luego f = Z§:1 vj fi; + 1, reagrupando los v;, obtenemos los u; buscados.[]

Teorema 3.2.7 (Algoritmo de la divisién en k[X}, ..., X,,]): Sean
fofiyes fs € k[ X1, ..., Xp) no nulos y F' = {f1, ..., fs}. Definimos recursiva-
mente:

(a) h():f, ui,():O(lSZ'SS),TO:O.

(b) Si hj =0, entonces u; j =u; (1 <i<s),r=r;j.

(c) Si hj # 0, en el caso que existe 1 < d < s tal que Ip(fq) divide a Ip(h;),

entonces elegimos un d que satisfaga esto y definimos ug ;41 = ug; + }Egﬁi ;,
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hjt1 = hj — 1tfd f Tigl =755 Wij+1 = ui; (1 <i<s,i7#d),en el caso
contrario, definimos 741 = rj + 1t(h;), hjy1 = hj — 1t(hy) ¥ wijr1 = wij
(1<i<s).

Entonces 7, u1, ..., us satisfacen que f = >"5_; w;fi+r, r es reducido sobre
F y Ip(f) = max{lp(r),Ip(ui f1), ..., Ip(usfs)}. En este caso, a r lo llamare-
mos resto de f en F.

Demostracion:

Veamos primero que el algoritmo termina, es decir, veamos que existe N €
N tal que hy = 0. Supongamos que no existe tal N. Notemos que el algoritmo
implica inmediatamente que Ip(h;) > Ip(hj41). Pero como (T, >) es bien
ordenado, entonces {Ip(h;) : j € Ny} tiene un minimo hy,. Si Any41 # 0,
entonces lp(hNO) > lp(hNOH), lo que es imposible, luego hyn, = 0, y asi,
7, U1, ..., Ug estan definidos.

Inductivamente es facil probar que f = h;+>.7_; u; ; fi +r; separando en
los casos correspondientes, entonces es inmediato que f =7 ; u;f; +r. Del
algoritmo obtenemos rapidamente que r = Zé’:1 lt(hij) donde h;, , ..., h;, son
los h;’s que no tienen ningtn termino divisible por algtin f;, asi, r es reducido
sobre F'. Para la tltima parte, notar inductivamente que Ip(h; ) < lp( f) para
todo j donde h; estd definido, entonces Ip(r) < Ip(f) pues r = j:1 1t (R ).
Sea 1 < i < s, tenemos que u;o = 0, supongamos que Ip(u;;f;) < Ip(f),
entonces en el peor de los casos:

1p<ui,j+1fi>—1p<ui,j+1>1p<f@->: max {Ip(us;), B73 | ) (i) =
max {Ip(u;,;)ID(fi), B p(fi) | < max {Ip(ui )l (f), p(hy)} < Ip(f)

asf Ip(ui fi) <1Ip(f). Ol

3.3. Bases de Grdobner.
Consideremos > un orden monomial fijo en k[X7, ..., X,,].

Definicién 3.3.1: Sean I un ideal propio de k[X1,...,Xy], g1,...,9t € T
no nulos y G = {g1, ..., gt }. Decimos que G es una base de Grébner de I si
para todo f € I no nulo, existe 1 < i <t tal que Ip(g;) divide a Ip(f).

Definicién 3.3.2: Sea S C k[Xi,...,X,] con 0 ¢ S, definimos el ideal
Lt(S) = ({It(s) : s € S}).

Teorema 3.3.3: Sean [ un ideal propio de k[Xy,..., X,], g91,...,9¢t € I no
nulos y G = {¢g1, ..., g+ }. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) G es una base de Grobner de I.

(b) f €I si, y solo si, f£>+0.
(c) f € Isi, ysolosi, existen hy, ..., hy € k[X1, ..., X;,] tales que f = 3¢ hig;
y Ip(f) = max{Ip(h1)Ip(g1), .-, Ip(hn)Ip(gn) }-
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(d) Lt(G) = Lt(1).

Demostracién:
(a)=(b) Sea f € k[Xi,...,X,], entonces existe r € k[X1,..., X,] reducido

sobre G tal que f£>+r, entonces f —r € I, luego f € I si, y solosi, r € 1.
Sir =0, claramente f € I. Supongamos que f € I, entonces r € I, pero si
r # 0, existe 1 <1 <t tal que Ip(g;) divide a Ip(r), absurdo, entonces
r=20.

(b)=(c) Resulta de 3.2.7.

(¢)=(d) Es trivial que Lt(G) C Lt(I). Para la otra inclusién es suficien-
te probar que para todo f € I, se tiene que 1t(f) € Lt(G). Por hipétesis
existen hi,..,hy € k[X1,..., X,] tales que f = Sf_; hig v que Ip(f) =
max{lp(h1)Ip(g1), ..., Ip(he)lp(ge) } € Lt(G). Sea S = {i € {1,...,s} : Ip(f) =
Ip(hi)lp(gi)}, entonces 1t(f) = 3,cs 1t(ha)lt(g:) € L(G).

(d)=(a) Sea f € I, entonces lt(f) € Lt(G), luego existen hy,...,h; €
E[X1,..., X] tales que It(f) = S'_; h;lt(g;). Expandiendo el lado derecho
de 1t(f) = 2t hilt(gi), todos sus sumandos son divisibles por algtn Ip(g;),
entonces debe existir un 1 < j <t tal que Ip(g;) divide a Ip(f). O

Corolario 3.3.4: Sean I un ideal propio de k[Xy,..., X, vy G ={q1, ..., 9t}
una base de Grobner de I. Entonces I = (g1, ..., g¢)-

Demostracion:
Es inmediato de 3.3.3. |

Lema 3.3.5: Sean I un ideal propio de k[Xj, ..., X,] generado por S C
k[ X1, ..., Xy], donde S contiene solo monomios y f € k[X7, ..., X,;]. Entonces
f € I si, y solo si, para todo X término de f existe Y € S tal que Y divide
a X. Ademds existe Sy subconjunto finito de S tal que I = (.Sp).

Demostracién:

Si f € I, entonces existen hy, ..., hy € k[ X1, ..., Xy], f1,..., ft € S tales que
f ="t hif;, expandiendo el lado derecho es inmediato que todo término
de f es dividido por algtin f; € S.

Ahora supongamos que para todo X término de f existe Y € S tal que
Y divide a X. Pero entonces f es suma de monomios que son divididos por
elementos de S, como I = (5), entonces f € I. La ultima parte se deduce
del Teorema de la base de Hilbert. O

Corolario 3.3.6: Sea I un ideal propio de k[X1, ..., X,,] generado por S C
k[X1,...,X,], donde S contiene solo monomios. Entonces existe G base de
Grobner de 1.

Demostracion:
Por 3.3.5, existen ¢i,...,g;: € I tales que Lt(I) = (It(g1),...,1t(g¢)), si
G ={g1,..-,9t}, entonces Lt(I) = Lt(G), asi G es base de Grobner de I. [

Definicién 3.3.7: Decimos que G = {¢1, ..., gt} C k[ X1, ..., X;,] es una base
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de Grobner, si G es una base de Grobner de (G) = (g1, ..., Gt)-

Teorema 3.3.8: Sea G = {¢1,...,q:} C k[X1,..., X,,] una base de Grob-
ner. Entonces para todo f € k[X1,..., X,] el resto de f en la divisién por G
es unico.

Demostracién:
Sea f € k[X1, ..., X,] fijo y sean 1,72 € k[X1, ..., X,,] tales que f ihr r,
f ﬁbr ro y que r1 y 12 son reducidos sobre G. Entonces f—r1, f —ry € (G).

Asi ry — ro € (G), pero r; — 1y son reducidos sobre G y esto solo es posible
si ry —ro = 0 y finalmente r1 = ro. O

Observacion: La reciproca de 3.3.8 es cierta, pero su prueba es mas compli-
cada y escapa de los objetivos de este trabajo.

Sean f € k[X1,...,X,] y I un ideal de k[ X1, ..., X,,]. Si ya conocemos una
base de Grobner G de I, 3.3.8 nos brinda un algoritmo para determinar si
f € 1. En efecto, basta aplicar el algoritmo de la divisién de f sobre Gy
chequear si el resto es 0.

3.4. Algoritmo de Buchberger.
Consideremos > un orden monomial fijo en k[X7, ..., X, ].

Definicién 3.4.1: Sean f, g € k[X1, ..., X;,] nonulos y L = mem(Ip(f),1p(g)).
Definimos el S-polinomio de f y g por S(f,g) = ﬁf - ﬁg.

Lema 3.4.2: Sean f1, ..., fs € k[X1, ..., X] no nulos tales que Ip(f;) = X # 0
para todo 1 < i < s. Sea f una combinacién k-lineal de {fi,..., fs}. Si
Ip(f) < X, entonces f es combinacién k-lineal de {S(f;, f;) : 1 <i < j < s}.

Demostracion:

Sean g1, ...,9s € k[X1,..., X,] tales que f; = a; X + g; donde a; = le(f;)
para todo 1 < i < s, asi Ip(g;) < X para todo 1 < ¢ < s. Por hi-
pétesis >5_;cia; = 0, pues Ip(f) < X y f = >;;cfi. Notemos que
S(fi, fj) = a%fi — L f; para todos 1 < i,j < s. Entonces f = Y5 ,cifi =

aj
1 ~1 1 1 1
i1 it (aj.fz') =2ia1 ( -1 Cjaj) (*fz‘ - mfi+1) + (i ciai) oo fs =

i

St (Shei e ) S firn). O

Teorema 3.4.3: Sea G = {¢1,...,g:} un conjunto de polinomios no nulos

en k[X1, ..., X,,]. Entonces G es base de Grébner si, y solo si, S(g;, gj)gjLO
para todo i # j.

Demostracion:
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Supongamos que G es una base de Grobner de I = (g1, ..., gs). Entonces
S(9i,95) inr 0 pues S(gi,9;) € I para todo i # j.

Reciprocamente, supongamos que S(g;, g;) ihr 0 para todo i # j, sea
f € I arbitrario. Sean hy,...,hs € k[X1,...,X;] tales que f = Y7 higi,
denotamos X = maxi<;<¢{lp(hi)lp(g:)}. Si Ip(f) = X no hay nada que
probar. Como los ordenes monomiales son bien ordenados, podemos supo-
ner que X es minimo ante los posibles h;, y supongamos que Ip(f) < X.
Sea S = {i : Ip(hi)lp(g;) = X} y para todo i € S definimos X; = Ip(hy)
y ¢i = lc(hy). Sea g = Y ,cq¢iXigi, de esta forma tenemos Ip(X;g;) =
X y Ip(g) < X. Por 3.4.2 existen d;; € k (i,j € S,i # j) tales que
9 = Yijesizi 4ijS(Xigi, X;jg5). Fijemos por el momento i,j € S,i #
Jj, tenemos que X = mem(lp(X;g;),1p(X;g;)), entonces S(X;g9i, X;g;) =

X X _ X X _ X _
mXigi - WXJ'QJ' = g9 T W9 T mS(gi,gj) donde Xj; =
mem(Ip(gi),1p(g;)). Por hipétesis S(gi, g5) £>+ 0, entonces S(X;9i, X;g;) <,
0. Entonces existen h; j, € k[X1,...,Xy] (i,4 € S,i # j,1 < v <t) tales que
S(Xigi, Xj95) = St _1 hijvgy para todo i # j. Por un teorema anterior
méx1<o<e{IP(hij0)lp(90)} = Ip(S(Xigi, Xjg;)) < max{lp(Xigi, X;g;)} =
X. Ast:

t t
g = Z d@j (Z hi7j7vgu> = Z ( Z di,jhi,j,v> Gu-
v=1

i,j €S i] v=1 \4,j€S,i#]j

Sean hy, = 37, icgizj dijhijov, luego g = S 1 huge con Ip(hy)lp(g,) <
X para todo 1 < v < t. Finalmente f = g + !, (hy — o Xo)gy =
S 1 (ho — cu Xy + hy)go. Si definimos hl, = hy, — ¢, Xy, + hy, entonces
Ip(W)Ip(gy) < X paratodo 1 <v <ty f="_h! gy, loque es un absurdo
por la minimalidad de X. O

Corolario 3.4.4: Sea G = {¢1,...,:} un conjunto de polinomios no nu-
los en k[ X1, ..., X,,]. Entonces G es base de Grobner si, y solo si, S(gi, g;) =
S 1 hijwge donde Ip(S(g;i,g5)) = maxi<y<i{Ip(hi, 5, v)Ip(gy)} para todo
i# .

Demostracion:
Es inmediato de 3.4.3. O

Teorema 3.4.5 (Algoritmo de Buchberger): Sea F' = {fi,..., fi} un
conjunto de polinomios no nulos en k[ X1, ..., X,,]. Definimos recursivamente:
(@) Go={f1,.. it y Ho={{fi. f3} : fi # [; : i, J; € Go}-

(b) Si H; = 0, entonces G = G;.

(¢c) Si H; # 0, elegimos cualquier {f,g} € H; y sea h € k[X, ..., X,,] tal que
S(f.9) Zsi by sih =0, entonces Gipy = G; y Hipx = H \ {{f,g}}, si
h # 0, entonces Giy1 = GiU{h} y Hipx = H;U{{h,p} :p € Gi} \ {{f,g}}.

Entonces G es una base de Grobner del ideal I = (f1, ..., ft).

Demostracion:
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Primero veamos que el algoritmo termina. Supongamos que no. Enton-
ces tenemos la cadena ascendente G; C Ga C G3 C ---, luego Lt(G1) C
Lt(G2) C Lt(Gg) C --- C I lo que contradice el Teorema de la base de
Hilbert.

Como I = (f1,...,, fs) € (G) C I, asi I = (G). Sean f,g € G distintos,
consideremos n € N minimo tal que f, g € G, luego existe h € k[X1, ..., X,]
tal que S(f,9) GﬂJr hy que h € Gy41 donde m > n. Pero S(f,g) G1+>1+ 0,

y asi S(f,9) £>+ 0. O

3.5. Bases de Grobner minimales y reducidas.
Consideremos > un orden monomial fijo en k[X7, ..., X,,].

Definicién 3.5.1: Una base de Grobner G = {g1,...,q:} C k[X1,..., X}]
es llamada minimal si le(g;) = 1 para todo 1 < i < ¢ y Ip(¢;) no divide a

Ip(g;) para todo i # j.

Lema 3.5.2: Sea G = {g1, ..., g+ } una base de Grobner del ideal I. Si Ip(g2)
divide a Ip(g1), entonces {g2, ..., g: } es una base de Grobner de I.

Demostracion:
Sea f € I, silp(g1) divide a Ip(f), entonces Ip(g2) divide a Ip(f). Luego
por definicién G es una base de Grobner de 1. O

Corolario 3.5.3: Sea G = {gi,...,g:} una base de Grobner del ideal I.
Entonces se puede obtener una base de Grébner minimal de I eliminando
recursivamente los g; tales que existe j # i que satisface que Ip(g;) divide
a Ip(g;) y g; no fue eliminado en ese momento de la recursiéon y dividiendo
cada g; restante por lc(g;).

Demostracion:
Es trivial. O

Proposiciéon 3.5.4: Si G = {g1,....,q:} y F = {f1,..., fs} son bases de
Grobner minimales de un ideal I de k[X7, ..., X;]. Entonces s = t y existe
o €S tal que lt(g;) = 1t(fs(;)) para todo 1 <i <t

Demostracion:

Como g, € I y como F' es base de Grobner de I, entonces existe 1 < i < s
tal que Ip(f;) divide a Ip(g,,), ademas, como G es una base de Grébner de 1,
existe 1 < j <t tal que Ip(g;) divide a Ip(f;). Asi Ip(g;) divide a Ip(gy), pero
como G es una base de Grobner minimal, entonces j = 1 y Ip(g.) = Ip(fi),
definimos asf o(u) = i. Como Ip(g,/) no divide a Ip(g,) para todo v’ # u
y como Ip(h;y) no divide a Ip(h;) para todo i’ # i, entonces procediendo
recursivamente. U
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Definicién 3.5.5: Una base de Grébner G = {g1,...,g:} se dice reduci-
da sile(g;) = 1 para todo 1 < i <ty sig; es reducido respecto G \ {g;} para
todo 1 < <t

Corolario 3.5.6: Sea G = {¢g1,...,g:} una base de Groébner minimal de
un ideal I de k[X1, ..., X,,]. Consideremos el siguiente algoritmo:

g ﬂ>+ hi con h; reducido respecto a H; = {ga, ..., gt }-
° g ﬁnr hi con hy reducido respecto a Hy = {hy, g3, ..., g}

° g ihr hy con hy reducido respecto a Hy = {hy, ha,...,hi—1}.
Entonces H = {h1, ..., h} es una base de Grobner reducida de I.

Demostracion:

Notemos que es suficiente probar que Ip(g;) = Ip(h;) para todo 1 < i < t.
Recursivamente, si Ip(g;) = Ip(h;) para todo 1 < ¢ < s, entonces Ip(gs+1) no
puede ser cancelado por hy, ..., ks, gs+2, ..., g¢, pues Ip(hy), ..., 1Ip(hs), Ip(gs+2),
.., Ip(g¢) no dividen a Ip(gs+1), como G es una base de Grobner minimal,
obtenemos asi que Ip(gs) = Ip(hs). O

Teorema 3.5.7: Dado un orden monomial fijo en k[ X7, ..., X,,], las bases de
Grobner reducidas son tnicas en cualquier ideal de k[X1, ..., X;].

Demostracion:

Sean G = {q1,...,qt} y H = {h1,..., 4} dos bases reducidas de un ideal
I de k[X;, ..., X,]. Por la dltima proposicién podemos suponer sin pérdida
de generalidad que lt(g;) = 1t(h;) para todo 1 < ¢ < ¢. Fijemos 1 < i < ¢.
Supongamos que h; # g;, tenemos que g; — h; € I, luego existe 1 < j <t tal
que Ip(h;) divide a Ip(g; — h;). Como Ip(g; — h;) < Ip(h;), entonces i # j. Asi
Ip(g;) = Ip(h;) divide un término de h; o de g;. Esto es un absurdo, pues G
y H son bases de Grobner reducidas de I. Asi g; = h;. O

3.6. Un ultimo algoritmo.

Sean f € k[X1,...,X,] y I un ideal de k[X7,..., X,,]. Nos falta un algo-
ritmo para determinar si f € v/I. En esta seccién daremos un resultado
que nos da este algoritmo. Dado que vamos a usar el Teorema de los ceros
de Hilbert, impondremos la hipétesis de que k es algebraicamente cerrado.
Ademés consideremos > un orden monomial fijo en k[X7, ..., X,].

Teorema 3.6.1: Sean f € k[Xy,...,X,], y I un ideal de k[Xq,..., X,,]. Si
fiyn fs € k[X1,...,Xy] son no nulos tales que I = (fi,..., fs), entonces
f e VIsi ysolosi, 1€ (f,...,fs,1 —wf) C k[X1,..., Xpn,w]; donde w es

otra variable polinémica.

Demostracion:
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Por el Teorema de los ceros de Hilbert, I(Z(I)) = V1, luego f € VI si, y
solo si, f(ai,...,an) = 0 para todo (ai,...,an) € Z(I).

Supongamos que f € V1. Si (ay,...,an,b) € Z((f1,..., fs,1 — wf)), en-
tonces fi(ai,...,an) = 0 para todo 1 < i < sy 1—bf(ay,...,a,) = 0.
Pero entonces (ai,...,an) € Z(I), luego f(ai,...,an) = 0y asi 0 = 1 —
bf(ai,...,a,) =1, absurdo. De esta forma Z((f1,..., fs,1 —wf)) = 0 y final-
mente 1 € k[X1,..., Xpn] = (f1,.., fs, 1 —wf).

Reciprocamente ahora supongamos que 1 € (f1,..., fs,1 — wf). Entonces
existen hy,...,hs,h € k[X1,..., Xp,w] tales que 1 = 37 | hifi + h(1 — wf).
Entonces, para todo (aq,...,a,) € Z(I) tenemos que 1 = h(ay, ..., ap,w)(1 —
wf(ay,...,an)); notar que el lado derecho es un polinomio en w. Si exis-
te (a1,...,an) € Z(I) tal que f(ai,...,a,) # 0, entonces evaluando w =
m obtenemos:

1=nh (al, ceey Oy, M) <1 - Wf(al, ...,an)> =0

absurdo. Asi f(ai,...,a,) = 0 para todo (ai,...,an) € Z(I) y finalmente
fevlI g
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Capitulo 4

4. IDEALES DE POLINOMIOS ASOCIADOS A ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS
DE DIMENSION FINITA.

En este capitulo k es un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteris-
tica 0.

4.1. Introduccion.

Sean V' un k-espacio vectorial de dimensién ny B = {ey, ..., e, } una base
de V. Denotamos por F a la familia de todas las algebras cuyo espacio vec-
torial subyacente es V. Toda algebra en F estd univocamente determinada
por sus coeficientes de estructura asociados a B, estos son {f jr}1<ijr<n
que estan en k y satisfacen:

n
€i€j = D Mirer
r=1

Sea A una subfamilia de dlgebras de F que estd caracterizada por satis-
facer ciertos invariantes en la categoria de dlgebras (por ejemplo A podria
ser la subfamilia de algebras de Lie 3 pasos nilpotente). Asi podemos ver
a F como k™*"™*" (via los coeficientes de estructura) y a A como un sub-
conjunto de este. Supongamos ademdas que para todo invariante inv que
caracterize a A existen {py}uer en k[Xqpcli<ape<n tales que A en F satis-
face inv si, y solo si, los coeficientes de estructura {j; jr}i<i jr<n cumplen
Pu(tijr)i<ijr<n = 0 para todo u € I. En este caso decimos {p, }uer deter-
mina inv y denotamos Ciny,, = {py, : u € I}.

Ejemplo 4.1.1: Supongamos que uno de los invariantes que satisface A
es la asociatividad. Por la bilinealidad del producto tenemos que A € F es
asociativa si, y solo si, eq(epec) = (eqep)ec para todos 1 < a,b,c < n, lo cual
via los coeficientes de estructura se traduce a:

n n
€a (Z Nb,c,i€i> = (Z ,Ufa,b,iei> €c,
i=1 =1
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n n
Z /*Lb,c,i(eaei) = Z Ma,b,i(eiec)a
i=1 i=1
n n n n
Z Hb,ci Z Haij€j | = Z Hab,i Z Mic,i€5 |
i=1 j=1 i=1 j=1

n n n n
(Z Mb,c,iua,i,j> €j = Z (Z ,Ua,b,i,ui,c,j) €j,
=1 ]

i=1 j=1 \i=1

J

i=1

n n
Z (Z Mb,citbai,j — Ma,b,i,uz‘,c,j> ej =0,
j=1

y esto ocurre si, y solo si, D i1 b iflasi,j — Mabittic,j = 0 para todos 1 <
a,b,c,j < n. De esta manera obtenemos que:

n
Casoc,n = {pa,b,c,d = ZXa,b,iXi,c,d - Xa,i,de,c,i :1<a,b,c,d < n},
i=1

Ejemplo 4.1.2: Si uno de los invariantes de A es la identidad de Jaco-
bi (que en el fondo es otra forma de asociar distinta a la usual) de manera
analoga al ejemplo anterior obtenemos:

CJac,n =

n
{pa,b,c,d = ZXb,c,iXa,i,d + Xc,a,iXb,i,d + Xa,b,ch,Ld :1<a,b,c,d < n}
=1

Definicién 4.1.3: Si A estd caracterizada por los invariantes invl, inv2,...,
invm, definimos el ideal asociado a A por:

m
Iinvl,ian,...,invm,n = I lCinvi,n .

=1

Hasta ahora, nos dedicamos a convertir todas las “propiedades algebraicas
comunes” de las dlgebras en A en un ideal de polinomios via los coeficientes
de estructura. Pero este ideal que definimos, ;contiene a todos los polinomios
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de k[X; jrli<ijr<n que anulan a los coeficientes de estructura de toda &l-
gebra en A7, primero definamos los polinomios de los que estamos hablando:

Definiciéon 4.1.4: Decimos que un polinomio p € k[Xi,j,r]lgi,j,rgn es una
propiedad algebraica de A si p(,uz',j,r)lgi,j,rgn = 0 todos los coeficientes de
estructura {p; j h1<ijr<n de todas las algebras de A. Esta claro que Ip =
{p € k[Xijr|i<ijr<n : p es una propiedad algebraica de A} es un ideal de
k[Xijrhi<igren:

Asi, Ia es el ideal que contiene todas las propiedades algebraicas de las
algebras de A. Identifiquemos a F por k"*"*™ y a A por el correspondiente
subconjunto S C k"*™*™, Notemos que la definicién de 15 coincide con la de-
finicién de I(.S) (Definicién 1.3.7), pero ademés S = Z(J), donde J es el ideal
asociado a A. Por el Teorema de los ceros de Hilbert, I = I(Z(J)) = v/J,
entonces la respuesta a nuestra pregunta se reduce a decidir si el ideal asocia-
do a A es radical. Esto nos motiva a entender lo méximo posible el ideal v/J.

Ejemplo 4.1.5: ;Todas las dlgebras asociativas de dimensién 7 y nilpo-
tentes de indice 4 son conmutativas?. Una posible solucién a esta pregunta
es determinar si todos los polinomios asociados a la conmutatividad estan
en el radical del ideal asociado a esta familia.

En las siguientes secciones de este capitulo estudiaremos los ideales algu-
nas estructuras algebraicas, para eso utilizaremos los algoritmos que fuimos
desarrollando durante el trabajo implementados en SINGULAR. El algorit-
mo para calcular el radical un ideal que usaremos se lo puede ver en [7] y
[8]. El orden monomial que usaremos es el lexicografico en k[X; jr]1<i jr<n,
donde X5 > Xge s si, y solo si, al0® +b10™ + ¢ < d10?™ 4 el10™ + f.

4.2. Ejemplos de conjuntos de polinomios asociados a invarian-
tes.

En esta secciéon presentaremos una lista de los conjuntos de polinomios
asociados a los invariantes que vamos a estudiar.

o Asociatividad:

n
Casoc,n = {ZXa,b,iXi,c,d - Xa,i,de,c,i :1<a,b,c,d < n}
=1

e [dentidad de Jacobi:

n
CJacm = {ZXb,c,iXa,i,d + Xc,zz,iXb,i,d + Xa,b,ch,i,d :1<a,b,c,d < TL}
=1

o Conmutatividad:

C'Con,n = {Xa,b,c - Xb,a,c 1 < a, b,C <n ya < b}
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o Anticonmutatividad:
C’antcon,n = {Xa,b,c + Xb,a,c :1<a,b,c< Tl}
e ¢ es identidad:

C’iden,n = {Xl,a,b 1< a,b,§ naa#b}U{Xa,l,b 1< a,b,§ naa# b}U
{Xi1g0—1:1<a<n}U{Xg1,—1:1<a<n}

e Nilpotente de indice a lo sumo 3 (una vez que ya es asociativa):

n
C?)nil,n = {Z Xa,b,iXi,c,d :1<a,b,c,d < n}

i=1

e Nilpotente de indice a lo sumo 4 (una vez que ya es asociativa):

n n
C4nil7n = Z Z Xa,b,iXi,c,ij,d,e =0:1 < a, b7 ¢, d7 e<n
i=1j=1

e de Lie:

C’Lie,n = CJaC,n U Cantcon,n

Para considerar el ideal de algebras de Lie nilpotentes, vamos a usar el
siguiente resultado que es corolario del Teorema de Engel:

Teorema: Sea g un &dlgebra de Lie de dimensién finita. Si g es nilpoten-
te, entonces existe By, base de g tal que la matriz de ad(X) es triangular
superior estricta para todo X € g.

Ademas tenemos que:

Teorema: Sea g un algebra de Lie de dimensién finita. Si ad(X) es nil-
potente para todo X € g, entonces g es nilpotente.

Juntando estos dos resultados:

Teorema: Sea g un algebra de Lie de dimension finita. Entonces g es nil-
potente, si, y solo si, existe By, base de g tal que la matriz de ad(X) es
triangular superior estricta para todo X € g.

Entonces podemos considerar que nuestra base B (la habiamos fijado en
4.1) es una que satisface el teorema anterior. De esta manera obtenemos que
para todos 1 < 4,7 < n, e -e; = Zg;ll i g€l (en otras palabras, si l > j,
entonces fi; j; = 0). De esta forma consideremos los siguientes conjuntos:
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e Nilpotente (una vez que ya es de Lie):

Chitn ={Xij1:1 <4, 5,0l <nyj <}

e A lo sumo 2 pasos nilpotente (una vez que ya es de Lie):

n
C2pnil,n = {Z Xa,b,iXi,c,d :1<a,b,¢,d < n} U Cnil,n

=1

e A lo sumo 3 pasos nilpotente (una vez que ya es de Lie):

n o n
C3pnﬂ,n = Z Z Xa,b,iXi,c,ij,d,e 1< a, ba ¢, d, e<n,U Cnil,n
i=1j=1

e A lo sumo m pasos nilpotente (una vez que ya es de Lie):

n m—2
Cmpnilan = Z Xa17a2,j1 H Xju»au+2:ju+l ij—l:am+17am+2 :

J1,J25--3Jm—1=1 u=1

1 <ay,ag,...,amy2 < n} U Cnil,n

4.3. Condiciones suficientes para que un ideal sea radical.

Como antes V' es un k-espacio vectorial de dimensién n fija y B =
{e1,...,en} una base de V. En esta seccién probaremos algunos resultados
que nos dicen que bajo ciertas circunstancias un ideal es radical.

Definiciéon 4.3.1: Decimos que un invariante inv es de grado m si m =
max{deg(f) : f € Cinvn}-

Teorema 4.3.2: Sean invl, inv2,..., invs invariantes de grado 1, conside-
remos J = linv1,.._invs,n- Entonces J es radical.

En realidad el resultado lo podemos probar méas en general:

Teorema 4.3.3: Sea J un ideal propio de k[X,..., X;]. Si J admite un
sistema de generadores finito, donde cada uno es de grado menor o igual a
1, entonces J es radical.

Demostracién:

Sean g1, ...,g¢ € k[X1,..., X)] todos de grado 1 tales que J = (g1, ..., gt)-
Como g1, ..., g; son ecuaciones lineales usando la eliminacién Gaussiana ob-
tenemos facilmente fi,...,fs € k[X1,...,X;] no nulos (s < t) tales que
{f1,..., fs} es una base de Grobner de J . Basta probar que probar que VJ C
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J. Sean g € v/J y m € N tal que g™ € J. Consideremos F = {f1, ..., fs},

entonces existe r € k[ X1, ..., X;] reducido sobre F' tal que g i>+ r. Supon-
gamos que  # 0. Sean uy, ..., us € k[X1,..., X;] tales que g = > 7 u;fi + 1,
notar que ¢"™ = (3;_; u;fi + 7)™, entonces existen vy, ..., v, € k[X1, ..., Xp]
tales que g™ =Y ;v fi + 7™, luego ™ € J. Como r'™ € J existe 1 < j <'s
tal que Ip(f;) divide a Ip(r™), pero Ip(r™) = Ip(r)™ y Ip(f;) es un monomio
de grado 1, entonces Ip(f;) divide a Ip(r), pero esto contadice que r sea
reducido sobre F. Asir =0y g € J. O

Adaptando esto a los invariantes que estamos estudiando podemos decir:

Corolario 4.3.4: Los ideales Iconn,lantcon,ns fiden,ns con,iden,n son radica-
les.

Demostracion:
Es inmediato de 4.3.2. O

La idea de la prueba de 4.3.3 se puede generalizar con una condicién en
la base de Grobner del ideal:

Teorema 4.3.5: Sea J un ideal propio de k[X1,..., X;]. Si J admite una
base de Grobner G, tal que Ip(f) es libre de cuadrados para todo f € G,
entonces J es radical.

Demostracion:

Queremos probar que probar que v/J C J. Sean g € VJ y m € N tal
que g™ € J. Sea r reducido sobre G tal que g inr r. Supongamos que
r# 0. Sean {uy}req en k[X1, ..., Xj] tales que g = 3" e uyf +r, notar que
g = (ZfeG urf + T)m, entonces existen {vs}req en k[ X1, ..., Xj] tales que
9" =Y requif+r", luego r™ € J. Como r™ € J existe f € G tal que Ip(f)
divide a Ip(r™), pero Ip(r™) = Ip(r)™, asi Ip(f) divide a Ip(r)™ pero esto ul-
timo es imposible, pues Ip(f) es libre de cuadrados y r es reducido sobre G.OJ

Observacion 1: Un resultado parecido se puede ver en [9].

Observacion 2: Es necesaria que la condicién sea sobre una base de Grébner
y no sobre un conjunto de generadores arbitrario. Fijemos el orden lexico-
grafico en k[X,Y] con Y > X. Sean f1 = XY, fo=X =Y, F={f1, fo} ¥
I =(F). Asilp(f1) = XY yIp(f2) =Y son libre de cuadrados. Notemos que
X € VI, pues X2 = X(X-Y)+XY. Ademéds X ¢ I y X2 es reducido sobre
F. Si hacemos la reduccién correspondiente, obtenemos F' = {X? X — Y}
que es base de Grébner de I y X2 no es reducido sobre F.
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4.4. Algunos resultados a través de los ideales.

En esta secciéon mostraremos unos resultados obtenidos observando con-
tenciones de algunos ideales. Si bien los resultados ya son conocidos, el ob-
jetivo es mostrar qué clase de resultados se puede obtener a través de este
método.

Teorema 4.4.1: Toda &lgebra de Lie nilpotente de dimensiéon n es a lo
sumo n — 1 pasos nilpotente.

Demostracion:
Sean:
n n—1
paly.--,an-ﬁ-l - Z Xal,a27j1 H Xjuyau+27ju+1 Xjn—Zyan,an+1
j17j27---7jn—2:1 u=1

para todos 1 < ai,...,an+1 < n. Notemos que Cyp_ipniln = {pal,m,an+1
1 < aty.yane1 < n}o Como Canteonn ¥ {Xijr 01 < j <1 < n} estan
contenidos en I = Iyjeniln, entonces {X; ;;: 1 < i <1 < n} estd contenido
en 1.

Supongamos que un término X, ¢, (HZ;} Xju,au+2,ju+1) X 2san,ans1
de pay,....ans1 € Cmpnil,n DO estd en I, entonces ninguno de sus factores per-
tenecen a {X;;;:1<j<1<n}U{X;;;:1<i<I<n}, asi obtenemos
las siguientes desigualdades:

® ani1 < Jn—2,0n.
® jut1 < Ju,Gys2 paratodo 1 <u <n+1.
e j1 < ai,as.

De esta forma 1 < ap11 < jn—2 < Jn-1 < ... < j1 < a1,a2 < n, enton-

ces apy1 = 1, jy =n+1—-wuya = ax = n, pero Xal,ag,jl € Cantcon,m
n—1 .

luego Xg, 4y, ( il Xju,aquz,juH) Xjn_2.an.ans: € I, absurdo. Finalmen-

te, todos los términos de los polinomios en Cj,_ipnil,n €stan en I, entonces
Cnflpnil,n cr O
Observacion: Lo obtenido en 4.4.1 es muy conocido y se prueba facilmente
sin la necesidad de recurrir al uso de ideales. Se dice que n — 1 es el indice
de nilpotencia maximo de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién n.

Teorema 4.4.2: Toda algebra de Lie nilpotente de dimensién 5 es a lo
sumo 2 pasos soluble.

Demostracién:
El conjunto de polinomios asociado a la propiedad “a lo sumo 2 pasos
soluble” en dimensién n es:
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n n
C'2psol,n = Z ZXa,b,ch,d,in,j,e :1<a,b,c,die<n
i=1j=1

Aplicando el algoritmo correspondiente obtenemos que Copsol5 € It e nil,5-0

Observacion: Este resultado ya es conocido, pues las algebras de Lie nil-
potentes de dimensién 5 estan clasificadas. Se puede ver la clasificaciéon en

[5].

Teorema 4.4.3: Toda algebra asociativa y anticonmutativa de dimensién 3
es nilpotente de indice a lo sumo 4.

Demostracion:
Aplicando el algoritmo correspondiente obtenemos que Chig,3 C

Iasoc,antcon,3 . U

Observacion: Este resultado ya es conocido, pues las algebras asociativas
de dimensién 3 estan clasificadas. Se puede ver la clasificacion en [6].

4.5. Ideales de algebras asociativas.

En esta seccion estudiaremos ideales asociados a estructuras algebraicas
que tengan el invariante de la asociatividad. En la mayoria de los casos calcu-
laremos las bases de Grobner que correspondan y las incluiremos en el anexo.

Teorema 4.5.1: Isoc,2; Lasoc,con2 ¥ Lasoc,con,iden,2 sON radicales.

Demostracion:

Aplicando los algoritmos correspondientes en los 3 casos obtenemos que
las bases de Grobner reducidas de los ideales y de sus respectivos radicales
coinciden. (]

Teorema 4.5.2: I 5o antcon,2 DO es radical. Mas atin Q3 = X212 no perte-
nece al ideal pero si a su radical.

Demostracién:
Aplicando los algoritmos correspondientes obtenemos las bases de Grob-
ner reducidas del ideal y de su radical, y resulta que estas no coinciden. [J

Observacion: SINGULAR no termina de procesar el algoritmo para calcular
una base de Grobner reducida de Iys0¢,3 ¥y tampoco termina de procesar el
algoritmo para calcular el radical de Iasoc,con,3, incluso realizando elimina-
cién de variables via Ceon 3.
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A pesar del inconveniente de la observacion tenemos:
Teorema 4.5.3: I;soc.con,3 €s radical.

Demostracion:

Aplicando el algoritmo correspondiente obtenemos la base Grobner redu-
cida del ideal. Ademé&s notamos que satisface las hipétesis de 4.3.5, entonces
Lisoc,con,3 €s radical. U

Teorema 4.5.4: I 50c antcon,3 1O es radical. Mas atin Q7 = X311+ X322 no
pertenece al ideal pero si a su radical.

Demostracion:
Aplicando los algoritmos correspondientes obtenemos las bases de Grob-
ner reducidas del ideal y de su radical, y resulta que estas no coinciden. [

Teorema 4.5.5: Iysociden,3 ¥ Lasoc,con,iden,3 son radicales.

Demostracion:

Aplicando los algoritmos correspondientes en los 2 casos obtenemos que
las bases de Grobner reducidas de los ideales y de sus respectivos radicales
coinciden. (]

Observacion: SINGULAR no termina de procesar el algoritmo para calcular
una base de Grobner reducida de Insoc,con,4 incluso realizando eliminacién
de variables via Cgon4 y tampoco termina de procesar el algoritmo para
calcular el radical de Insoc nil 4-

Teorema 4.5.6: I 5c con,iden,4 €5 radical.

Demostracién:

Aplicando los algoritmo correspondientes obtenemos que I = I;soc,con,iden,4
v V/I tienen por base de Grobner a la unién entre Ceon4s Ciden,a y 69 ele-
mentos mas. Luego, I es radical. O

Teorema 4.5.7: I,scnil4,3 tiene una base de Grobner reducida de 4872
elementos.

Demostracion:
Resulta de aplicar el algoritmo correspondiente. O

4.6. Ideales de algebras de Lie.

En esta seccién estudiaremos ideales asociados a estructuras algebraicas
que satisfagan la identidad de Jacobi y el invariante de la anticonmutati-
vidad. En la mayoria de los casos calcularemos las bases de Grébner que
correspondan y las incluiremos en el anexo.
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Teorema 4.6.1: I1,;. 3 es radical.

Demostracion:
Aplicando los algoritmos correspondientes obtenemos que las bases de
Grobner reducidas del ideal y de su radical coinciden. U

Observacion: SINGULAR no termina de procesar el algoritmo para calcular
una base de Grébner de Iyie 4 incluso realizando eliminacién de variables via

C’antcon,éL-
Teorema 4.6.2: I e 113, {Lic2pnil4 Y ILie,nil,a son radicales.

Demostracion:
En el primer caso se puede ver facilmente que Cantcon,3 U Chil,3 €s un sis-
tema de generadores de I = Iye ni1 3. Luego por 4.3.2, I es radical.

En el segundo caso se puede ver facilmente que
Cantcon,3 U Onﬂ,g U {X27471X3,472,X27371X37472} es una base Grobner de I =
It e 2pnil,4- Luego por 4.3.5, I es radical.

En el tercer caso se puede ver facilmente que Cantcon,a U Chil4 €s un siste-
ma de generadores de I = Iie nil4, luego por 4.3.2, I es radical. O

Teorema 4.6.3: Iic 2pnil,55 {Lie,3pnil,5s {Lienil,5s {Lie,2pnil,6 Y ILie,nil,6 SON Ta-
dicales.

Demostracion:

Aplicando los algoritmos correspondiente en los 5 casos obtenemos un
conjunto de generadores de cada ideal que también genera su respectivo ra-
dical. O

Teorema 4.6.4: I e 3pnil,6 1O es radical. Mas atin Qg =
X3’5,1X4,572X476’3X576’4 — X3’571X475’3X476,2X5’674 no pertenece al ideal pero
si a su radical.

Demostracion:

Aplicando los algoritmos correspondientes obtenemos un conjunto de ge-
neradores para I = Iyc 3pnil,6 Y OtTO para VI (ver anexo). Observando que
Q¢ € I, obtenemos que I no es radical. O

Teorema 4.6.5: ILie,4pnil,6 no es radical. Mas aun QG = X374’1X476,3X5’674
no pertenece al ideal pero si a su radical.

Demostracién:

Aplicando los algoritmos correspondientes obtenemos un conjunto de ge-
neradores para I = Iije 4pnil,¢ ¥ Otro para VI (ver anexo). Observando que
Q¢ € I, obtenemos que I no es radical. O
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Teorema 4.6.6: ILie72pnil,7 no es radical. Mas ain P = X3’471X5’673X577’4 —
X341X564X573 no pertenece al ideal pero si a su radical.

Demostracién:

Aplicando los algoritmos correspondiente obtenemos que
P = X341X563X5,74 — X34,1X564X573 satisface P & I = Ipicopnil,7 ¥
PeVI. 0

Observacion: A SINGULAR le tomé bastante tiempo calcular el radical de
I e 2pnil,7 con la eliminacién de variables correspondiente. Ademds no termi-
na de procesar el algoritmo para calcular una base de Grobner de It 3pnil,7
Y ILic,apnil,7 ni el de calcular los radicales de Itie 5pnil,7 ¥ ILie,nil,7 incluso rea-
lizando eliminacién de variables via Cantcon,a ¥ Chil 4-

Teorema 4.6.7: I 5pnil,7 tiene una base de Grébner compuesta por
Cantcon,7 U Chil 7 y 781 elementos méds.

Demostracion:
Resulta de realizar una eliminacién de variables via Cantcon,7 U Chil,7 ¥
aplicar el algoritmo correspondiente. O

Teorema 4.6.8: I1ic ni,7 tiene una base de Grobner compuesta por Cantcon,7U
Chit,7 ¥ 509 elementos mas.

Demostracién:
Resulta de realizar una eliminacién de variables via Cantcon,7 U Chil,7 ¥
aplicar el algoritmo correspondiente. O

4.7. Resumen de resultados.

En esta seccién presentaremos dos tablas que contienen la informacién de
los resultados de 4.5 y 4.6. En las casillas superiores se indicara si el ideal es
radical o no. En las casillas inferiores se indicara que algoritmos terminaron
de ejecutarse, la casilla izquierda inferior al algoritmo para calcular bases
de Grobner reducidas y la casilla derecha inferior el algoritmo para calcu-
lar radicales. En las casillas inferiores “B” representara que el algoritmo se
ejecutd correctamente y “x” representara el caso contrario. Los guiones “-”
indicaran que dicho ideal no fue estudiado o que no tiene sentido su estudio,
por ejemplo el ideal de las 4lgebras de Lie a lo sumo 5 pasos nilpotentes de
dimension 3.
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Asoc dim 2 dim 3 dim 4
Radical ? ?
B | B X | X X | X
Radical Radical ?
iden B | B B | B X | X
Radical Radical ?
con B | B B | X X | X
Radical Radical Radical
con, iden B | B B | B B | B
- ? ?
nil4 - | - B | X X | X
No radical No radical ?
antcon B | B B | B x | x
Lie dim 3 dim 4 dim 5 dim 6 dim 7
Radical ? ? ? ?
B | B B | X X | X X | X X | X
Radical Radical Radical Radical No radical
2pnil 8 | B B | B B | B B | B B | B
- Radical Radical No radical ?
3pnil - | - B | B B | B B | B x | x
- - Radical No radical ?
Apnil - | - - | - B | B B | B X | X
- - - Radical ?
Spnil - |- - |- -] B | B B | «x
Radical Radical Radical Radical ?
nil 5 | B B | B B | B B | B B | «x

4.8. Conclusién.

En las secciones 4.5 y 4.6 pudimos estudiar ideales hasta dimensién 4 en el
caso de la asociatividad y hasta dimensién 6 cuando son de Lie. Esto se de-
be a que SINGULAR no termino’de procesar los algoritmos en dimensiones
mas altas. Probablemente el programa tuvo dificultad en la gran cantidad
de variables polinémicas que aparecen los ideales que son del orden n? en di-
mension n, dado que los algoritmos usan constantemente comparaciones con
los 6rdenes monomiales y esto resulta mas costoso mientras mas variables
haya.

Para las algebras asociativas el programa ya tenia dificultad para imple-
mentar los algoritmos en dimensiéon 3. En el caso de las dlgebras de Lie, la
dificultad empezé en dimension 4; en dimensién 3 no tuvo problemas dado
que la anticonmutatividad escencialmente “elimina” la mitad de las varia-
bles. En dimensién 3, agregando el invariante de la anticonmutatividad en
las algebras asociativas el algoritmo respondié rapidamente, sin embargo
no fue asi con la conmutatividad y fue necesario agregar un invariante ex-
tra como la existencia de identidad (que escencialmente también “elimina”
variables) para que terminara de correr el algoritmo.

Después de detectar estos inconvenientes computacionales, cuando apa-
recen invariantes como anticonmutatividad, conmutatividad, existencia de
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identidad o nilpotencia cuando es de Lie, realizamos manualmente la eli-
minacién de variables polinémicas a los polinomios no lineales, trabajando
asi con ellos y luego adjuntando nuevamente los que usamos para realizar
la substitucién. De esta forma conseguimos un par de dimensiones mas en
algunas familias de algebras para determinar si su ideal es radical o no. Por
ejemplo para las dlgebras de Lie m pasos nilpotentes de dimensién 4 < n < 6
(2 < m < n — 3), reemplazabamos las variables en Cjac, ¥ los polinomios
no lineales de Cy,pnil,n, de la siguiente manera:

(1) Primero cambiamos X, 4 por 0 gracias a Cantcon,n-
(2) Luego cambiamos Xgp . con a > b por Xj o . gracias a Cantcon,n-
(3) Y por ultimo cambiamos X, . con ¢ > a por 0 gracias a Chil .

Respecto a los resultados obtenidos, de la asociatividad no podemos decir
mucho més que la anticonmutatividad no parece ser la conveniente para que
su ideal sea radical y todo lo contrario respecto a los invariantes de conmu-
tatividad y existencia de identidad juntos. De las dlgebras de Lie a pesar de
que pudimos estudiar los ideales en dimensiones més altas, solo detectamos
que Iiienil,n es radical para todo 3 < n < 6, pero no tenemos evidencia
alguna que Iie nil,7 también lo sea. Los invariantes de indice de nilpotencia
(asociativa) o pasos de nilpotencia (de Lie) no parecen ser los mas indicados
para tener asociado un ideal radical; cuando generan polinomios de grado
mayor que 2, en el caso de las dlgebras de Lie, a partir de cierta cantidad
de pasos de nilpotencia los polinomios al aumentar de grado empiezan a
simplificarse (pero esto se debe principalmente por la cantidad de variables
polinémicas que anula Chj ).

Claramente, optimizando los algoritmos empleados en funciéon de algin
ideal en particular que se quiera estudiar, se podrian obtener mas resultados
y conclusiones més contundentes.
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Anexo

En este anexo adjuntaremos alguna de las listas de polinomios que calcu-
lamos en algunas de las pruebas de las secciones 4.5 y 4.6.

Algebras asociativas
Dimension 2:
Base de Grobner reducida de I 50c,2 Yy de su radical:

Py =X129X091 — Xo12X221,

Py = X192X911X212 — Xo11X%9,

P; = X1,2,2X2271,1 — X122X211X2292 — X22,1,1X2,1,2 + X211X212X229,
Py = X1272,2X2,1,2 - X1,2,2X22,1,2,

Ps=X75,X011 — Xip9Xo02+ X122X212X000 — X011X3 ) 5,

Ps = X121X2921 — X211X221,
Pr=X1201X212—X122X011+X122X2929 — X212X920,

Py = X1,2,1X22,1,1—X1,2,1X2,1,1X2,2,2+X1,2,1X2,1,2X2,2,1—X§’71,1+X227171X2,2,2—
X211X212X221,

Py=X121X122— Xo11X21,2,

Py = X12,271 — X121X2292 — X2271,1 + X91,1X222,
Pi1=X112X021—X121X122

Pio=X112X122 — X112X21,2,

Pi3=X112X121 — X112X211,

Py =X111X021 — X12,271 + X121X0292 — Xo12X221,
Pis=X111X012— X112X121 + X112X002 — X3, o,
Pig=X111X122—X111X212 — X12,272 + XQQ’LQ,

Pir =X111X121 —X111X211 + X122X029 — X012X99229

Base de Grobner reducida de Iysoc,con2 Y de su radical:

P =X120— X212,

P =X121—Xo11,

Py =X112X091 — Xo211X21,2,

Py=X111X221 — X2271,1 + X0 1,1X222 — X912X001,
Ps=X111X212 — X112X01,1 + X112X922 — X%LQ

Base de Grobner reducida de I soc,con,iden,2 Y de su radical:
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Pr=X512-1,
Py = X511,
Py =Xq290—1,
Py = X121,
Ps = X119,
Ps=X111—-1

Base de Grobner reducida de Iysoc,antcon,?2:

Py = X550,

Py = X551,
2

P3 - X2 1,2

Py = X911X21,2,
Ps=X3,,—Xo11X002+ X212X221,
Ps = X122+ X212,

P;=Xi121+ X211,

Py = X119,

Py= X111

Base de Grobner reducida de su radical:

Q1= X227,
Q2 = X221,
Q3 = X312,
Qs= X217,
Qs = X122,
Qs = X121,
Q7 = X112,
Qs = X111

Dimensién 3:
Base de Grobner reducida de I soc,con,3 Y de su radical:

Py = X533 — X393,

Py = X539 — X390,

Py=X531— X301,

Py = X523X311X331X332— X2,2,3X3,1,2X§73,1 + X2,2,3X3,2,1X§,3,2—
X223X322X331X332 — X311X322X323X331+
X312X321X323X331 — X313X35, X332+ X313X321X322X331—
X321X322X323X332+ X35,X323X331,

Ps = X599X312X323X331— X222X313X321X332+
X2923X312X321X332— X2923X312X322X331+
X223X312X331X333 — X223X313X331X332—
X312X321X322X323— X3,1,2X§,273X3,3,1 + X3,1,3X3,2,1X3272,2—
X31,3X32,1X322X333+ X313X3921X323X3392+
X3,1,3X322X323X3371,

Ps = X9922X311X331X332— X2,2,2X3,1,2X§73,1 + X2,2,2X3,2,1X§73,2—



X022X322X331X332 — X31,1X35,X3314
X31,1X322X331X333 — X311X323X331X332—
X3,1,2X§,2,1X3,3,2 +2X319X321X329X331—
X312X321X331X333+ X3,1,2X3,2,3X§,371+
X313X321X331X332 — X313X320X3 3, — X321X30,X330+
X301X322X332X333 — X321 X303X530+ X55,X331—
X§,2,2X3,3,1X3,3,3 + X329X323X331X332,

Pr = X99292X311X323X331— X2022X313X321X331+
X922X321X323X332— X022X329X323X331—
X923X31,1X322X331 + X023X311X331X333+
Xo3X312X321X331 — X023X313X33,—
X023X321X322X332+ X023X321X332X333+ X223X35,X331—
X023X322X331X333 — X31,1X553X331 — X312X5,, X323+
X313X501 X302 — X313X351 X333 +2X313X321X323X331—
X321X303X332+ X322X553X331,

Py = X599X311X313X332— X222X312X313X331+
X2922X312X323X332— X922X313X322X3302—
Xo23X311X312X332+ X023X312X331 + X223X312X332X333—
Xo23X313X33,+ X31,1X312X320X303 — X311X313X3,,+
X3,1,1X31,3X322X333 — X31,1X31,3X323X332 — X§,1,2X3,2,1X3,2,3+
X31,2X313X321X3292 — X312X313X321X333+
X312X313X323X331— X3,1,2X§7272X3,2,3 - X3,1,2X§,273X3,3,2+
X§71,3X3,2,1X3,3,2 - X§,173X3,2,2X3,3,1 + X3,1,3X§’,2,2—
X313X599X333 4 2X313X322X323X339,

Py = X501X313X332+ X022X323X332— X023X311X332+
X223X312X331 + Xo23X332X333+ X31,1X322X323—
X312X321X323 — X313X321X320 — X35,X323 — X353X3302,
Pig = X221X313X331+ X022X323X331+ X223X321X332—
X23X322X331+ X023X331 X333 — X313X35,—
X321X322X323 — X353X331,

Py = X221X312X332 — X222X311X332+ X222X312X331+
X9922X322X330+ X2,2,3X3?,372 + X3,1,1X3?72,2—
X31,1X322X333+ X31,1X323X3392 —2X312X321X3929+
X312X321X333— X312X323X331 — X313X321X3392+
X313X322X331 — X590+ X39,X333 —2X322X323X332,

Pio = X501X312X331+ X022X321X332+ X023X331X332—
X312X301 — X321X5 00+ X321X322X333 — X321X323X330—
X322X323X331,

P13 = X221X312X323 — X021X313X322+ X021X313X333—
X2922X311X323+ X222X313X321 + Xo29X3923X333+
X223X31,1X322 — X223X311X333 — X023X312X3921+
X223X313X331— X023X322X333+ X223X323X332+
X2,2,3X§,373 + X3,1,1X§,273 —2X313X321X323 — X3,2,2X§,2,3—
X§,2,3X3,3,37

Py = X021X31,1X331+ X221X321X332— X221X322X331+
X29292X321X331+ X2,2,3X3?,371 - X3,1,1X3?72,1 - X§,2,1X3,2,2+
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X301X333 —2X321X323X33.1,

Pi5 = X213X331+ X223X332— X313X321 — X322X323,

Pig = X213X321 — X221X313— X022X323+ Xo223X320—
X223X333+ X393,

Pi7 = X912X331+ X0922X332— X312X321 — Xgig,z + X322X333—
X323X33,2,

Pig=X212X3021— X221X312— X023X332+ X322X323,

Prg = X512X311X313+ X212X312X323— X212X313X322—
X213X31,1X312 + Xo013X312X333— X213X313X332+
X2922X312X313 — X2,2,3X3?,1,2 — X31,2X31,3X323 + X§71,3X3,2,27

Py = X912X923X332— X012X313X321 — X912X322X3923—
X213X222X332+ Xo13X312X39271 + X2,1,3X3272,2—

X213X322X333 + Xo213X323X332,

Py = X012X091X31,3+ X012X029X323— X912X223X322+
X212X923X333 — X2,1,2X3272,3 — X013X221X312 — X213X223X330+
X213X322X323,

Py = X011X331+X021X3320—X311X3921—X321X3292+X321X333—
X323X331,

Py3 = X011X321—X221X31,1+X221X300—X022X391—X023X331+
X321X323,

Py = X011X313+X012X3923—X013X311+X213X333—X023X312—
X3,1,3X323,

Pys = X911X312—X012X311+X212X3220+X013X339—X022X312—
X3,1,3X322,

Pys = X011X223X3392 — X21,1X313X321 — X21,1X322X323—
X213X221X332+X213X311X321+X213X321X322—X213X321X333+
X2,1,3X323X33,1,

Py = X011 X022X332—X211X312X321—X211X300+X011X322X333—
X211X323X3320—X212X021X330+X212X311X321+X212X321X322—
X212X321X333+ Xo12X323X331,

Prg = X01,1X022X323—X211X223X320+X211X223X333—X011X593—
X212X221X323+X013X221X320—X013X021X333—X213X222X391—
X213X223X331+X213X321X323+X221X223X312+X021X313X323,

P35 = X113X331+ X213X332 — X311X313 — X312X323,

P3g = X113X321 — X213X31,1 +X213X322 — X223X31,2,

P37 = X113X023X332—X113X313X321—X113X322X323—X3 | 3X332+
X213X311X313+ X213X312X323,

P3g = X1,1,3X2,2,2X3,3,2—X1,1,3X3,1,2X3,2,1—X1,1,3X§7272+X1,1,3X3,2,2X3,3,3—
X11,3X323X332—X212X213X332+X012X311X313+X212X312X323,
P39 = X1,1,3X2,2,2X3,2,3—X1,1,3X2,2,3X3,2,2+X1,1,3X2,2,3X3,3,3—X1,1,3X§72,3+
X211X213X313+ X012X223X313— X2271,3X3,1,1 + X5 132 X322—
X213X222X313 — X0,13X023X312 + X2,13X313X323 — X223X3 13,
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Py = X113X021—X211X213—X912X023+X013X029—X013X323+
X223X313,

Py = X112X331+X012X3320—X311X312—X312X39292+X312X333—
X3,1,3X33,2,

Py = X112X321 — Xo211X312 — X213X332+ X312X323,

Py3 = X112X311X31,3+ X1,12X312X323 — X112X313X322—
X1,1,3X31,1X3,1,2+X1,1,3X3,12X333—X1,1,3X313X332+X212X312X313—

Py = X112X223X3392 — X112X313X321 — X1,12X322X323—
X212X213X332+X213X311X312+X013X312X320—X213X312X333+
X2,13X3,1,3X33,2,

Pys = X1,1,2X2,272X373,2_X1,1,2X3,1,2X3,2,1_Xl,1,2X§7272+X1,172X3,2,2X3,3,3_
X112X323X332 — X2271,2X3,3,2 + X012X31,1X312+ X212X312X320—
X212X312X333+ Xo12X313X332,

Py = X1,1,2X2,2,2X3,2,3—X1,1,2X2,2,3X3,2,2+X1,1,2X2,2,3X3,3,3—X1,1,2X§72,3+
X211X212X313 — X211X213X312— X2271,3X3,3,2 + X21,3X31,2X323+
X213X31,3X322 — X223X312X313,

Py = X112X021 — Xo11X212 — X013X329 + X023X31,2,

Pyg = X112X013X3392 — X1,12X31,1X31,3 — X1,1,2X312X323—
X1,13X21,2X332+X1,13X311X312+X1,13X312X322—X113X312X333+
X1,1,3X3,1,3X3,3,2,

Py = X112X913X323— X1,12X2023X313+ X113X21,1X313—
X11,3X213X31,1+X1,1,3X921,3X333—X1,13X313X323+X212X213X313—
X2271,3X3,1,2’

Psg = X112X213X3292 — X112X213X333 — X1,12X222X313+
X1,1,2X31,3X323+X1,1,3X211X31,2—X1,13X212X311+X1,13X212X333+
X1,13X9213X332 — X1,13X312X323 — X1,1,3X3,1,3X322 + X22,1,2X3,1,3—
X012X213X312 — X012X5 13+ X013X312X313,

P51 = X112X213X31,1 — X112X213X3292 + X112X223X312—
X1,13X211X312 — X1,13X213X332 + X1,13X3,12X323,

Pso = X112X011X213+ X112X212X023 — X112X013X222—
X1,13X21,1 X212+ X1,13X212X3923—X7113X213X322—X012X213X313+
X22’173X3,1,27

Ps3 = X111X331+ X211X332— X012X331 — X222X332— X3271,1+
X31,1X333 — X313X331+ X300 — X322X333 + X323X332,

Psy = X111X321 — X211X311 +X011X3290 — X012X321— X013X331+

X3,1,1X3.2,3,

Pss = X111X313+X112X3923 — X1,13X3,1,1 +X1,13X333— X013X312—
X32,1,3a

Pse = X111 X312~ X112X311+X1,12X322+ X113X332— X012X3192—
X3,1,2X31,3,

P57 = X111 X023X332 — X111 X313X321 — X111 X322X323—
X112X92923X331+ X1,13X211X331 — X1,13X323X331+
X912X913X331 + X213X313X331,

Psg = X111X222X3392 — X111X312X321 — X1,1,1X§,272+
X111X322X333 — X1,1,1X323X332 + X1,12X211X331—
X112X222X331 — X1,13X322X331 + X3, ,X331 + X013X312X331,
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Psg = X1,1,1X2,2,2X3,2,3—X1,1,1X2,2,3X3,2,2+X1,1,1X2,2,3X3,3,3—X1,1,1X§72,3—
X1,12X921X323+X1,13X221X31,1—X1,13X2021X333—X211X213X31,1+
X911X213X322 — X012X013X3921 — X22,1,3X3,3,1 + X913X221X312+
X213X31,1X323 + X2,2,1X32,173,

Pso = Xq111X0921 — X22,1,1 + Xo11X09292 — X012X021 — Xo213X321 +
X223X31,1,

Ps1 = X111 X013+ X112X023—X113X011+X113X323— X012X013—
X213X31,3,

Peo = Xq111X012 — X112X011 + X112X0929 + X113X329 — X%,l,g —
X213X31,2

Base de Grobner reducida de I soc,antcon,3:

P = X333,
Py = X332,
Py = X331,

Py = X313X321+ X322X323,

P5 = X3,1,2X§72,3 + X§7173X3,2,1a

Ps = X312X322X323 — X313X30,,
Pr=X312X321+ X390,

Py = X319X313X323 — X3, 3X3202,
Py=X3,,X303— X312X313X322,
Py = X3,1,1X§,273 — X31,3X32,1X323,
Py = X31,1X322X323 — X313X321X322,
Py = X311X390 — X312X321X322,
Pi3=X311X321+ X321X322,
Piy=X311X313+ X312X323,

Pi5 = X311X312+ X312X329,

Pyg = X§,1,1 - X§,2,2a

Pi7 = X933+ X323,

Pig = X239+ X329,

Prg = X531+ X321,

Py = X923,
Py = X5,
Py = X501,

Pog = Xo13X322 + X313X323,

Py = X513X301 — X393,

Pys = X013X312+ X:%,Ls,

Pys = Xo13X31,1 — X3,1,3X323,

Pyr = X012X553 — X213X322X323,
Pog = X012X322+ X312X323,

Py = X2?172X3,271 - X3,2,2X3,2,37

P3g = X212X313X323 — X2,1,3X313X32.2,
Py = X2,1,2X§,173 — X21,3X3,1,2X31,3,
P3o = X012X312+ X312X313,

P33 = X212X311 — X3,1,3X32,2,

Pyy = X912X013+ X213X313,



P35 = X22,1,2 - X§,1,3a

Pag = X011X553— X213X321X323,
P37 = X511X322 + X31,1X323,
P3g = X511X321 — X321X323,
P3g = X511X313+ X212X323,
Py = X211X312 — X312X323,
Py = X011X31,1 + X322X323,
Py = X911X213 — X213X323,
Py3 = Xo11X212+ X313X323,
Py = X§,1,1 - X§,2,3a

Pys = X133+ X313,

Py = X132 + X312,

Py = X131+ X311,

Pyg = X123+ X213,

Py = X129+ X212,

Pso = X121+ X211,

P51 = X113,
Pss = X112,
Ps3 = X111

Q1= X333,
Q2 = X332,
Q3= X331,

Q4= X313X321+ X322X323,
Q5 = X312X323 — X313X32,2,
Q6 = X312X32,1 + X350,

Q7 = X311+ X322,

Qs = X233+ X323,

Qo = X232 + X322,

Q10 = X231+ X321,

Q11 = X223,
Q12 = X222,
Q13 = X221,

Q14 = X213X322 + X313X323,
Q15 = Xo,13X321 — X303,
Q6 = Xo,13X312 4+ X3, 3,
Q7 = X212 + X313,

Qs = X211 — X323,

Q10 = X133 + X313,

Q20 = X132 + X312,

Q21 = X131+ X311,

Q22 = X123+ X213,

Q23 = X122+ X212,

Q24 = X121+ X211,

Q25 = X113

Q26 = X112,
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Q27 = X111

Base de Grobner reducida de Iy54c,iden,3 Y de su radical:

P =X313—1,
Py = X319,
P3 = X311,

Py = X533X332 — X323X332,

Ps = X533X355— X033X322X333— X233X331 — X355X323+
X322X323X333+ X323X331,

Ps = X233X321+ X233X322X323— X321X323— X3,2,2X§,2,37

Pr = X532X3392 — X322X33,2,

Py =X32X500— X032X322X333+ X032X323X332 — X232X331—
Xo33X322X332 — X300+ X399X333+ X322X331,

Py=Xo35X301+ X032X322X323— X321X300 — X35,X323,

Pig = Xo32X033— X032X323+ Xo33X322— X033X333— X322X323+
X3,23X33,3,

Py = X353, — X032X333— X355+ X322X333,

Py = Xo31+X032X323—X033X320+X033X333—X321—X323X333,
P13 = X223X332— X032X033+ Xo032X323— X033X39292+ Xo33X333—
X321 — X323X333,

Py = X523X233— X223X323,

Pi5 = X923X239 — X223X322,

Pl = X022X332 — X330+ Xo32X333— X033X332+ X331,
Pr7=X095X301+ X222X322X323 — X023X535+ X223X232X333—
X923X933X3392+ X0923X331+ X2,3,2X22,3,3 - X2,3,2X§72,3+

X333X300 — X333X333 — X322X303+ X393X333,

Pig = X992X033 — X022X323 — X333+ X393,
Prg=X9929X930—X029X309—2X932X393+2X233X3029—X233X333+
X323X33,3,

Pyy= X001+ X022X033— X2923X032+ X023X333— X§,373,

Py = X913,

Py = X510 —1,

Pz = X911,
Py = Xy33—1,
Pys = X 30,
Pys = X131,
Py; = X233,
Py = X100 —1,
Py = X121,
Py = X113,
P31 = Xq1,2,
Py =Xq11—1

Base de Grobner reducida de Iysoc,con,iden,3 Y de su radical:

P =X313—1,
Py = X319,
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Py = X311,

Py = X33 — X323,

Ps = X530 — X390,

Ps=Xo31— X301,

P; = X093X332— X321 — X322X323,

Py = X329X330— X350+ X322X333— X323X332+ X331,
Py=X529X301+ X022X322X323— X223X500+ X023X322X333—
X223X323X332 + Xo223X331,

Pio=X921+ X222X393— X023X329+ X923X333— X??,Q,S,

Pig=X0192—1,

Pi3 = X511,
Py =Xy33—1,
Py5 = Xy 30,
Pig = X131,
Pi7 = Xy23,
Pig = X122 —1,
Pig = X171,
Py = X113,
Py = Xy 1,2,
Py =X111-1

Algebras de Lie
Dimensién 3:

Base de Grobner reducida de I3 y de su radical:

Py = X333,
Py = X330,
Py = X331,

Py = X533+ X323,
Ps = X530+ X320,
Ps= X231+ X321,

Pr = X553,
Py = X590,
Py = X591,

Pro = X013X35 11 X302 — X213X311X312X321 + X0,13X311X555 —
Xo1,3X312X321X322+ X5 1X313X303+ X311X312X5,3—
X311X313X321+X312X320X503—X313X321X320—X313X355X323,
Py = X015X313X3214+X212X322X323—X213X311X320—X213X3,,—
X311X313X323+ X3, 3X321,

Pio = X512X31,1X3292 — X012X312X321 + X311X312X323 —
X312X313X321 + X312X322X323 — X371,3X§,2,2,

P13 = X912X311X31,3+ X212X312X323— X913X311X312—
Xo,13X312X3292 + X312X313X303 — X3, 3X399,

Piy=X011X3292— X012X321+ X31,1X323 — X313X3271,

Pis = X011X313+ X212X323— X013X311 — X213X3202,
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Pig = X011X312 — X212X311 — X312X323+ X313X3272,
Pi7 = X133+ X313,
Pig = X132+ X312,
Pig = X131+ X311,
Pyy = X123+ X213,
Py1 = X129+ X212,
Py = X121+ X211,

Pz = X113,
Py = X112,
Pys = X111

Dimensién 5:
Sistema de generadores de Iyc 2pnil,5 Y de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,5, Chils ¥ €l conjunto formado por los
elementos:

Py = X352X453,

Py = X3492X453,

Py =X951X452+ X351X453,
Py = X551X352,

Ps = Xo51X34.2,

Ps = X041X452 + X341X453,
Pr = X541X35.2,

Py = X541X351X453 — Xo51X34,1X453,
Py = X541X342,

Py = X231X453,

Py = Xo231X452,

Py = X531X35.2,

Pi3 = X531X342

Sistema de generadores de Ii,c 3pnil,5 Y de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,5, Chils ¥ €l conjunto formado por los
elementos:

Py = X551X352X453,

Py = X551X342X453,

Py = X541X352X453— Xo51X342X453,
Py = X941X342X453,

Ps = X531X453,

Ps = X931X452— X041X352+ Xo51X342

Sistema de generadores de [cnil,5 ¥ de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,5, Chils ¥ €l conjunto formado por los
elementos:



P = X941X352X453— Xo51X342X453,
Py = X531X453,
Py = X931X452— X041X352+ Xo51X342

Dimensién 6:
Sistema de generadores de I1c 2pnil,6 Y de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Chile ¥ €l conjunto formado por
elementos:

Py = X463X56,4,

Py = X453X56.4,

Py = X362X563+ X462X56.4,

Py = X362X46,3,

Ps = X362X453,

Ps = X361X462X564 — X3,62X4,6,1X56,4,

Pr = X361X462X563 — X3,6,1X4,63X56,2 + X4,61X4,62X56,4,
Py = X361X452X563 — X36,1X453X562+ X452X461X564,
Py = X361X452X463— X36,1X453X462,
Pio=X352X563+ X152X564,

P11 = X352X46,3,

Pio = X352X462X564 — X362X452X564,

Pi3 = X352X461X564 — X36,1X452X564,

Py = X352X453,

Pi5 = X351X462X564 — X362X451X564,

Pig = X351X462X563 — X351X463X562 + X451X462X564,
Pi7 = X351X452X564 — X352X451X564,

Pig = X351X452X563 — X351X453X562+ Xa51X452X564,
Pig = X351X452X463— X351X453X462,

Py = X351X362X4,61X564 — X3,6,1X3,6,2X4,51X56.4,

Py1 = X342X56.4,

Py = X342X56,3,

Py3 = X3 42X46,3,

Py = X342X453,

Pys = X341X462X564,

Pys = X341X462X563 — X34,1X463X56,2,

Py7 = X341X452X564,

Py = X341X452X563 — X341X453X56,2,

Py = X341X452X463 — X341X453X462,

Py = X341X36,2X564,

P31 = X341X352X564,

P3y = X061X562 + X361X563 + X4,6,1X5,6,4,

P33 = X961X462+ X361X463,

Py = X961X452+ X361X453,

P35 = X561X3,6,2,

P3s = X261X35,2,

59
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P37 = X561X34,2,

P3g = Xo51X562 + X351X56,3 + X451X564,

P39 = Xo51X462 + X351X46,3,

Py = Xo51X452 + X351X453,

Py = Xo51X36,2,

Pyo = Xo51X361X5,6,3 + Xo51X46,1X564 — X2,61X351X56,3—
X2,6,1X4,51X5,6,4,

Py3 = Xo51X36,1X463 — X2,6,1X351X463,

Py = Xo51X361X453 — X26,1X351X453,

Pys = Xo51X35.2,

Pys = Xo51X34,2,

Pyr = X241 X562 + X34,1X56,3,

Pig = X941X462 + X341X463,

Py = X941X452+ X341X453,

Psy = X541X36,2,

P51 = X041X361X563 + X241X46,1X56,4 — X26,1X34,1X563,
Pso = X541X36,1X46,3 — X2,61X34,1X463,

Ps3 = X541X36,1X453 — X26,1X34,1X453,

Psy = X541X35.2,

Pss = X041X351X563 + X241X451X564 — X251X341X563,
Psg = X041X351X463 — Xo51X34,1X463,

Ps7 = X241X351X4,6,1X5,64 — X2,4,1X3,6,1X4,51X564—
Xo51X341X461X564 + X26,1X34,1X451X56.4,

Psg = X541X351X453 — Xo51X34,1X453,

Psg = X241X34.2,

Pso = X231X56,3 + X24,1X564,

Ps1 = X231X562 — X34,1X564,

Pso = X231X46,3,

Pss = X231X46,2,

P64 = X2,371X476’1X576,4 — X274,1X3,6,1X5,6,4 + X2,6,1X3,4,1X5,6,47
Pss = X231X453,

Psg = X231X452,

P67 = X2,371X4’5’1X576,4 — X274,1X3,5,1X5,6,4 + X2,5,1X3,4,1X5,6,4>
Psg = X231X36,2,

Psg = X231X352,

Prg = Xo31X34.2

Sistema de generadores de Iyic 3pnil,6:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Chile ¥ €l conjunto formado por
elementos:

Py = X362X463X564,

Py = X362X453X564,

Py = X361X452X1463X564 — X3,61X4,53X4,62X36.4,

Py = X361X452X453X163X564 — X361X7 53X4,62X56.4,
Ps = X352X463X5,64 — X3,6,2X453X56.4,

Ps = X352X453X56.4,

los
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Pr = X351X152X463X364 — X351X1453X162X5 6.4,

Py = X351X452X763X564 — X351X453X462X463X56.4,

Py = X351X452X453X1463X564 — X351X7 53X462X56.4,

Py = X342X56.4,

P11 = X342X563 — X352X463+ X362X453,

Py = X341X463X564,

P13 = X341X453X56.4,

Py = X34,1X362X5,63X5,64+X341X462X564—X351X362X463X564+
X3,52X36,1X4,6,3X564,

Py5 = X3,4,1X3,6,2X5?7673 +X34,1X4,62X563X564—X351X362X4,63X563+
X361X362X453X563 — X3,6,1X4,52X463X564 + X3,61X453X462X56,4,
Pig = X341X36,2X453X56,3 + X34,1X453X462X564—

X351 X362X453X163 + X3,61X3,62X7 53,

Pr7 = X341X352X563X564+X341X452X864—X351X362X453X564+
X3,52X3,6,1X4,53X56.4,

Prg = X341X352X2 34 X34,1X452X563X564—X351X352X463X563—
X351X452X463X564 + X351X453X462X564 + X352X36,1X453X56,3,
Prg = X341X352X463X563+X341X453X462X564— X3,5,1X3,5,2XZ,6,3 +
X352X36,1X453X46,3,

Py = X341X352X462X264 — X341X362X452X364

— X351 X352X362X463X564 + X351X362X4,53X5,64+

X3 52X361X4,63X564 — X352X361X362X453X564,

Py = X341X352X453X563 — X351X352X453X163 + X352X361X7 53,
Py = X341X352X453X4,63—X341X362X753—X342X351X453X163+
X342X361X7 53,

Po3 = X341X550X7 63— X341X352X362X453X463—
X342X351X352X7 63+ X342X352X361X453X463,

Poy = X061 X462X4,63X2 64+ X361X163X56.45

Pys = Xo61X453X462X564+ X36,1X4,53X463X5,6,4

Py = Xo61X452X463X564+ X36,1X4,53X463X5,6,4,

Py = X961X452X453X564 + X3,6,1X4%,5,3X5,6,47

Pos = Xo61X362X563 + X2,6,1X462X56,4 + X361X4,63X564,

Py = X561X36,2X45,3,

P3y = X961X352X563 + X261X452X564 + X361X453X564,

P31 = X061X352X463 — X261X3,62X453,

P3y = Xo61X352X462X564 — X26,1X362X452X564+
X352X36,1X4,63X564 — X36,1X3,62X4,53X56.4,

P33 = X561X352X453,

P3y = Xo61X351X462X463X564 + X261X36,1X3,62X4,53X563—
X26,1X36,1X4,52X463X56.4 + X261X361X453X4,62X564—
X34,1X36,1X4,63X563X5.64 + X351X361X763X5,64,

P35 = X061X342X562 — X261X352X462+ X261X362X452+
X3,4,1X362X5,6,3+X34,1X462X564—X35,1X362X4,6,3+X361X3,62X45,3,
P3s = X261X342X453,

P37 = Xo51X462X463X564 — X26,1X4,52X463X564—
X3,4,1X4,63X563X564 + X3,5,1XZ76,3X5,6,4 — X3,6,1X4,53X4,63X5,6,4,

P3g = Xo51X453X462X564 — X061X452X453X564—
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X341X453X563X564+ X351X453X463X5,64 — X361X753X564,

P39 = Xo51X452X463X564 + X26,1X352X453X563—
X3,4,1X4,53X5,63X5,64 + X35,1X453X463X56.4,

Py = Xo51X452X453X564 + X3,5,1Xi5,3X5,6,47

Py = Xo51X362X563 + Xo51X462X564 — X26,1X352X563—
X26,1X452X564 + X351X463X564 — X36,1X4,53X564,

Py = Xo51X362X463 — X2,6,1X352X463+ X34,1X463X564,

Py3 = Xo51X362X453 — X26,1X352X453+ X341X453X564,

Py = Xo51X361X463X564 + X22,6,1X3,5,2X5,6,3 + X22,6,1X4,5,2X5,6,4_
X26,1X351X4,63X564 + X26,1X3,6,1X4,53X56.4,

Pys = Xo51X36,1X4,53X5,64 — X2,6,1X3,5,1X4,53X5,6,4,

Pys = Xo51X352X563 + Xo51X452X564 + X351X453X564,

Py = Xo51X352X463 — Xo251X362X453,

Pig = X051 X352X462X564— Xo,51X362X452X564— X0,61X350X563—
X261X352X452X564 + X351X352X463X564 — X351X3,62X453X564—
X352X36,1X453X564,

Py = Xo51X352X453,

Psog = Xo51X342X562 — Xo51X352X462 + Xo51X362X452+
X341X352X563+X341X452X564—X351X352X463+X352X361X453,
Psy = Xo51X342X463 — X26,1X342X453,

Pso = Xo51X342X453,

Ps3 = X941X562— Xo51X462+ Xoe1Xa52+ X341X563 — X351X463+
X3,6,1X4,5,3,

Psy = X041X463X564,

Pss = X2 41X453X564,

Psg = X2 41X362X563 + X24,1X462X564 — X26,1X342X563,

Ps7 = X541X362X463 — X26,1X342X463,

Psg = X5 41X362X453 — X261X342X453,

Psg = X241X352X563 + X041X452X564 — X051X342X563,

Pso = X241X352X463 — Xo51X342X463,

Ps1 = X041X352X4692 — X041X362X452— Xo51X342X462+
X26,1X342X452,

Pso = X241X352X453 — Xo51X342X453,

Psg = X241X342X453,

Psy = X231X56,3 + X241X564,

Pss = X031 X562 — Xo51X362 + Xo61X352 — X34,1X564,

Psg = X2,31X4,6,3,

Ps7 = X031X462 — X241X362 + X06,1X34.2,

Psg = X231X453,

Psg = Xo031X452 — X241X352 4+ Xo51X34.2,

Sistema de generadores de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Cnile ¥ €l conjunto formado por los
elementos:

Q1= X3,62X4,63X5,64
Q2 = X362X453X564,



Q3 = X361X452X463X564 — X361X453X462X564,

Qs = X352X463X564 — X362X453X564,

Qs = X352X453X56.4,

Qo = X351 X452X463X564 — X351X453X462X564,

Q7 = X342X56.4,

Q8 = X342X563 — X352X463 + X362X453,

Qo = X34,1X4,63X564,

Q10 = X3,4,1X453X564,

Q1 = X341X362X563X564 + X34,1X462X5 64—
X351X362X463X564 + X352X36,1X4,63X56.4,

Q12 = X3,4,1X3,6,2X§,6,3 + X341X462X563X564—
X351X362X463X563+ X36,1X3,6,2X4,53X563—
X3,6,1X4,52X4,63X564 + X36,1X4,53X4,62X56.4,

Q13 = X341X362X453X563 + X341X452X463X564—
X351X362X453X463 + X3,6,1X3,6,2Xi5,3,

Q14 = X341X352X56,3 + X34,1X452X564 — X351X352X463+
X352X36,1X4,53,

Q15 = X341X352X462X564 — X341X362X452X564,
Q6 = X341X352X453X063 — X341X362X7 53—
X342X351X453X463+ X342X361X7 53,

Q17 = X341X352,X463 — X341X352X362X453—
X342X351X352X463 + X342X352X361X453,

Q18 = Xo,61X4,62X463X564 + X361X763X564;

Q19 = X261X453X462X564 + X34,1X463X563X564+
X3,6,1X4,53X4,63X564,

Q20 = X261X452X463X564 + X34,1X463X563X564+
X3,6,1X4,53X4,63X564,

Q21 = X261 X452X453X564 + X341X453X563X564+
X361 X1 53%5,64,

Q22 = X261X362X56,3 + X26,1X462X564 + X36,1X4,63X564,
Q23 = X261X362X453 — X34,1X463X56.4,

Q24 = X261X352X56,3 + X26,1X452X564 + X361X453X564,
Q25 = X261X352X463 — X34,1X463X564,

Q26 = X261X352X462X564 — X06,1X362X452X564+
X352X361X463X564 — X36,1X3,62X4,53X56.4,

Q27 = X261X352X453 — X341X453X564,

Q28 = X261X342X562 — X06,1X352X462 + Xo61X362X452+
X341X362X56,3 + X34,1X462X564 — X351X362X463+
X3,6,1X36,2X4,53,

Q29 = X261X342X453,

Q30 = X251X462X463X564 — X061X452X463X564—
X341X463X563X564+ X351X763X564—
X3,6,1X4,53X4,63X564,

Q31 = X251X453X462X564 — Xo61X452X453X564—
X341X453X563X564 + X351X453X463X564—
X361X753X5,64,

Q32 = X251X452X463X564 + X351X453X4,63X56.4,
Q33 = X251X452X453X564 + X351X753X564

63
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Q34 = X051X362X563 + Xo51X462X564 — X2,6,1X352X563—
X2,6,1X452X564 + X351X463X564 — X3,61X4,53X564,

Q35 = X251X362X463 — X061X352X463+ X34,1X463X564,

Q36 = X251X362X453 — Xo61X352X453+ X341X453X564,

Q37 = Xo51X361X463X564+ X361X352X563 + X561Xa52X564—
X26,1X351X4,63X564 + X261X3,6,1X4,53X56.4,

Q38 = X251X361X453X564 — X061X351X453X564,

Q39 = X251X352X563 + Xo51X452X564 + X351X453X564,

Quo = X251X352X463,

2
Qa1 = X251X352X462X564— X251X362X452X564—X261X552X56,3—
X961X352X452X564+ X351X352X463X564— X351X362X453X564—

X352X36,1X453X564,

Qa2 = X251X352X453,

Quz = Xo51X342X562 — Xo51X352X462 + Xo51X362X452+
X341X352X563 + X34,1X452X564 — X351X352X463+
X352X36,1X4,53,

Qus = X251X342X463,

Qus = X251X342X453,

Qa6 = X241X562 — Xoj51X462 + Xog1X452 + X341X563—
X351X46,3 + X36,1X453,

Qur = X241 X463X564,

Qus = X241 X453X564,

Qa9 = X241X362X563 + X241X462X564 — X261X342X563,
Q50 = X241X362X463 — X261X342X463,

Q51 = X241X362X453 — X061X342X453,

Q52 = X241 X352X563 + X241X452X564 — Xo51X342X563,
Q53 = X241X352X463 — Xo51X342X463,

Q54 = X241 X352X462 — X041X362X452 — Xo51X342X462+
X26,1X342X452,

Qs5 = X241X352X453 — X251X342X453,

Q56 = X2,41X342X453,

Qs7 = X231X563 + X241X564,

Q58 = X231 X562 — Xo51X362 + X261X352 — X34,1X56.4,
Q50 = X231X463,

Qoo = X231X462 — X24,1X36,2 + X26,1X3472,

Qo1 = X231X453,

Qo2 = X031 X452 — X041X352 + Xo51X342,

Sistema de generadores de I1ic 4pnil,6:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Chile ¥ €l conjunto formado por
elementos:

Py = X352X463X564 — X362X453X564,

P, = X3,5,1X3,6,2XZ,6,3X§,6,4 — X3,6,1X3,6,2X4,5,3X4,6,3X52,6,4’
P; = X3,5,1X3,6,2X4,5,3X4,6,3X52,674 - X3,6,1X3,6,2XZ,5,3X52,6,47
Py = X3,571X3,6,2X27573X§,674 - X3,5,2X3,6,1X4%75,3X§,6,4a

Ps = X342X56.4,

los
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Ps = X342X563 — X352X463+ X362X453,

Pr = X341X463X36.4,

Py = X341X453X36.4,

Py = X34,1X362X163X563X564 — X351X362X763X564 +
X3,6,1X3,62X4,53X4,6,3X5,6,4,

Pio = X341X362X453X563X564 + X341X452X1463X264 —
X351 X362X453X4,63X564 + X3,61X3,62X7 53X5,64,

P11 = X34,1X352X453X5,63X5,64 + X341X452X1453X564 —
X351 X352X453X463X564 + X352X361X7 53X5,64,

Py = X261X3,62X4,63X56.4,

P13 = Xo61X362X453X564 — X341X463X3 64,

Py = X261X352X462X564 — X26,1X362X4,52X564—
X341X362X563X564 — X3,4,1X4,6,2X527674+
X351X362X4,63X564 — X36,1X3,62X4,53X56.4,

P15 = X961X352X462X563— X26,1X352X46,3X56,2
—X26,1X3,62X452X563+

Xo,6,1X362X453X562 — X341X362X3 63 — X34,1X462X563X564+
X3,51X3,62X4,63X5,6,3 — X3,6,1X3,6,2X4,53X5,6,3

Pis = X061 X352X453X564 — X341X453X56 4,

Pi7 = X061X342X562 — X061X352X462+ X261X362X452+
X3,4,1X3,62X563 + X34,1X462X564 — X351X362X463+
X3,6,1X3,6,2X4,5,3,

Pig = Xo51X462X4,63X5,64 — X2,6,1X4,52X4,63X5,64—
X341X463X563X564+ X351X763X5.64 — X3,61X453X463X564,
Prg = Xo51X453X462X564 — X26,1X452X453X564—
X34,1X453X563X564 + X351X453X163X564 — X361X753X564,
Py = X951X362X563+ X251X462X564 — X261X352X563—
X26,1X4,52X564 + X351X463X564 — X3,6,1X4,53X564,

Py1 = Xo51X362X463 — X261X352X46,3+ X341X463X564,
Py = X951X362X453— Xo61X352X453+ X341X453X564,
Py3 = Xo51X352X462X564 — X251X362X452X564—
X341X352X563X564 — X3,4,1X4,5,2X5276,4+
X351X352X463X564 — X352X36,1X4,53X56.4,

Py = Xo51X352X462X563— Xo51X352X463X562
—X051X362X452X563+ X251X362X453X562—
X341X352X563 — X341X452X563X564 +
X3,51X352X4,63X5,6,3 — X3,52X3,6,1X4,53X5,6,3,

Pys = Xo51X352X453X56.4,

Pys = Xo51X342X562 — Xo51X352X462+ Xo51X362X452+
X341X352X563 + X34,1X452X564 — X351X352X463+
X352X3,61X45,3,

Py; = X041 X562 — X251X462+ Xog1Xa52+ X341X563—
X351X463 + X361X453,

Prg = X5 41X463X564,

Py = X541X453X564,

P3y = X941X362X563 + X241X462X564 — X26,1X342X563,
Py = X941X362X463 — X2,6,1X342X463,

P3o = X541X362X453 — X26,1X342X453,



66

P33 = X5 41X352X563 + X041X452X564 — X051X342X563,
Py = X041X352X463— X251X342X463,

P35 = X5 41X352X4692 — X041X362X452— Xo51X342X462+
X26,1X342X452,

P3g = X041X352X453 — Xo51X342X453,

P37 = Xo31X563 + X24,1X56.4,

P3g = Xo31X562 — X251X362 + X261X352 — X341X564,
P39 = Xo31X46,3,

Py = Xo31X462 — X241X362 + X26,1X34,2,

Py = Xo31X453,

Py = Xo31X452— X041X352+ Xo51X342,

Sistema de generadores de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Chile ¥ €l conjunto formado por los
elementos:

Q1= X352X463X564 — X362X453X564,

Q2 = X351X362X463X564 — X352X36,1X4,63X564,

Q3 = X351X362X453X564 — X352X36,1X453X564,

Qs = X342X564,

Qs = X342X563 — X352X463 + X3,6,2X4,5,3,

Qo = X3.4,1X463X564,

Q7 = X341X453X56.4,

Qs = X261X362X463X56.4,

Qo = X261X362X453X564 — X3,4,1X4,6,3X52,6,47

Q10 = X261X352X462X564 — X2,61X362X452X564—
X34,1X362X563X564 — X341X462X5 64 + X351X362X463X564—
X3,6,1X3,62X4,53X5,6,4,

Q11 = X2,6,1X352X4,62X56,3 — X2,61X352X4,63X562—
Xo61X362X452X563 + Xo,61X3,62X453X562 — X341X362X5 63—
X3,4,1X4,62X5,63X5,64 + X351X362X4,63X5,63—
X3,6,1X3,62X4,53X56,3,

Q12 = X261X352X453X564 — X3,4,1X4,5,3X52,6,47

Q13 = X261X342X562 — X2,61X352X462 + Xo61X362X452+
X341X362X56,3 + X34,1X462X564 — X351X362X463+
X3,6,1X36,2X4,53,

Qs = X251X462X4,63X564 — X2,61X452X4,63X564—
X3.4,1X463X563X564 + X3,5,1XZ,6,3X5,6,4 — X3,6,1X4,53X4,63X5,6,4,
Q15 = X051 X453X462X564 — X061X452X453X564—
X34,1X453X563X564 + X351X453X463X564 — X361X753X564,
Q16 = X2,51X3,62X5,63 + X251X462X564 — X2,61X352X563—
Xo2,6,1X4,52X564 + X351X463X564 — X3,61X4,53X564,

Q17 = Xo51X362X4,63 — X2,6,1X352X463 + X341X463X564,

Q18 = X251X362X453 — X261X352X453+ X34,1X453X564,

Q1o = X251X352X462X564 — Xo51X362X452X564—
X341X352X563X564 — X34,1X452X2 6.4+ X351X352X463X564—
X3,52X3,6,1X4,53X56.4,
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Q20 = X251X352X462X563 — Xo51X352X463X562—
X951X362X452X563+ Xo51X362X453X562— X3,471X3,5,2X5276,3—
X341X452X563X564 + X351X352X463X563— X3,52X3,6,1X4,53X56,3,
Q21 = X251X352X453X564,

Q22 = Xo51X342X562 — Xo51X352X462+ Xo51X362X452+
X341X352X563 + X34,1X452X564 — X351X352X463+
X352X36,1X453,

Q23 = X241X562 — Xo51X462 + Xo61X452 + X341X563—
X351X46,3 + X36,1X453,

Q24 = X241X463X564,

Q25 = X241X453X564,

Q26 = X2,41X362X5,63 + X241X462X564 — X261X342X563,
Q27 = X241X362X463 — X261X342X463,

Q28 = X241X362X453 — X061X342X453,

Q20 = X2,41X352X563 + X241X452X564 — Xo51X342X563,
Q30 = X241X352X463 — Xo51X342X463,

Q31 = X241 X352X462 — X041X362X452 — Xo51X342X462+
X26,1X342X452,

Q32 = X241X352X453 — Xo51X342X453,

Q33 = X231X563 + X241X564,

Q31 = X231 X562 — Xo51X362 + Xo61X352 — X341X564,
Q35 = X2.31X463,

Q36 = X231X462 — X24,1X36,2 + X26,1X3472,

Q37 = X231X453,

Q38 = X231 X452 — X041X352 + Xo51X342

Sistema de generadores de [ycnil,c Y de su radical:

Resulta de la unién entre Cantcon,6, Chnile ¥ €l conjunto formado por los
elementos:

Py = X352X463X564 — X362X453X564,

Py = X342X56.4,

Py = X342X563 — X352X463+ X362X453,

Py = X561X362X452X463X564 — X261X3,62X453X462X564+
X341X362X463X563X564 1 X3,4,1X4,6,2X4,6,3X5276,4_
X3,5,1X3,6,2XZ,6,3X5,6,4 + X3,6,1X3,62X4,53X4,63X5,6.4,

Ps = X961X352X462X564 — X26,1X3,62X452X564—
X341X362X563X564 — X3.4,1X4,62X2 6.4 + X351X362X163X564—
X3,6,1X3,62X4,53X5,6,4,

Ps = X261X352X462X563 — X26,1X352X463X562—
Xo61X362X452X563 + Xo,61X362X453X562 — X341X362X363
—X341X4,62X563X564+ X351X362X463X563— X3,6,1X362X453X563,
Pr = X561X342X562 — X261X352X462+ X261X362X452+
X3,4,1X3,62X5,63+X34,1X4,62X564—X351X36,2X4,63+X361X362X453,
Py = Xo51X462X463X56,4— X26,1X452X463X564—
X341X463X563X564+ X351X763X5.64 — X3,61X453X463X564,

Py = Xo51X453X462X564 — X26,1X452X453X564—
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X341X453X563X564+ X351X453X463X5,64 — X361X753X564,
P = X251X362X56,3 + X251X462X564 — X2,61X352X563—
X2,61X452X564 + X351X463X564 — X3,61X4,53X564,

Py = Xo51X362X463 — X26,1X352X46,3 + X34,1X463X564,

Pio = Xo51X362X453 — X261X352X453+ X341X453X564,

Pi3 = X551X352X462X564 — Xo51X362X452X564—
X341X352X563X564 — X34,1X452X2 64+ X351X352X463X564—
X352X36,1X453X564,

Py = Xo51X352X462X563 — Xo51X352X463X562—
X951X362X452X563+ Xo51X362X453X562 — X3,4,1X3,5,2X52,6,3—
X3,41X452X563X564 + X351X352X463X563 — X3,52X36,1X4,5,3X56,3,
P15 = Xo51X342X562— Xo51X352X462+ Xo51X362X452+
X341X352X563+X341X452X564—X351X352X463+X352X361X453,
Pig = X041X562— Xo51X462+ Xo61X452+ X341X563 — X351X46,3+
X3,6,1X45,3,

Pr7 = X241X463X564,

Pig = X241X453X56.4,

Prg = X241X362X563 + X241X462X564 — X261X342X563,

Pyy = X541X362X463 — X261X342X463,

Py = X541X362X453 — X061X342X453,

Py = X5 41X352X563 + X041X452X564 — X251X342X563,

Py3 = X5 41X352X463 — Xo51X342X463,

Py = X5 41X352X4692 — X041X362X452— Xo51X342X462+
X26,1X342X452,

Pys = X5 41X352X453 — Xo51X342X453,

Pys = Xo31X56,3 + X24,1X564,

Pyr = X031 X562 — Xo51X362 + X261X352 — X341X564,

Py = X531X46,3,

Py = Xo31X462 — X241X362 + X26,1X34,2,

P3y = X931X453,

P31 = Xo31X452 — X041X352+ Xo51X342
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