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Resumen

El famoso Teorema de De Rham establece un isomorfismo entre los grupos de cohomologia de
De Rham y los grupos de cohomologia singular de una variedad diferenciable M. Estos pueden
ser “detectados” mediante formas diferenciales. En particular, la cohomologia de De Rham de
una variedad diferenciable es un invariante topolégico. Este teorema fue propuesto como una
conjetura por Elie Cartan en un articulo de 1928, y poco después fue probado por Georges De
Rham.

En este trabajo se dard una demostracion de dicho teorema, estudiando todos los conceptos
necesarios de topologia algebraica y variedades diferenciales para que esta demostracion sea
autocontenida. A continuacién, daremos las siguientes aplicaciones de este teorema:

—

. El grado de una funcién.

2. Expresién integral del “linking number” de un enlace de nudos (segin Gauss).
3. El invariante de Hopf para funciones diferenciables de la 3-esfera a la 2-esfera.
4. El producto triple de Massey, y aplicaciones a la teoria de variedades formales.

Se dardn ejemplos con sus cédlculos correspondientes.



Abstract

The famous De Rham Theorem establishes an isomorphism between De Rham cohomology
groups and groups of singular coho mo lo gy of a differentiable manifold M. These can be
“detected” by differential forms. In particular, the De Rham cohomology of a differentiable
manifold is a topological invariant. This theorem was conjectured by Eli Cartan in 1928, and
shortly after it was proved by Georges De Rham.

In this work a demonstration of this theorem will be given, as well as the necessary back-
ground of algebraic topology and differentiable manifolds for this proof to be self-contained.
Next, we will give the following applications of this theorem:

1. The degree of a function.

2. Integral expression of the “linking number” of a node link (according to Gauss).
3. The Hopf invariant for differentiable functions from the 3-sphere to the 2-sphere.
4. The Massey triple product and applications to the theory of formal manifolds.

Examples will be given with their corresponding calculations.
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Capitulo 1

Preliminares de Topologia
Algebraica

En este capitulo recordaremos algunos resultados importantes de Topologia Algebraica que seran
necesarios para la demostracién del Teorema de De Rham.

1.1 Homologia singular

Definicién 1.1.1. El n-simplex standard es el subconjunto convexo A,, C R"*! que consiste de
las (n + 1)-uplas (to,t1,...,t,) tales que t; >0, > t; = 1. Si{ep,e1,...,e,} es la base candnica

1
de R+,
An = {Ztiei | t; > O,Zti = 1} .
Nota 1. Sivg,v1,...,v, € R™ [vg,v1,...,v,] denota la funcién A, — R**! por e; — v;. En
particular, [eg,...,€;,...,ey,] s la funcién A,_1 — A, tal que eg — e, ..., €;_1 — €i_1, €; —
€it1, --- , €n—1 — €n. A esta funcién se la denomina i-ésima cara y se la denota F}".

Notemos que F (to,t1,...,ti—1,ti, ..., tn—1) = (to,t1,-..,ti—1,0,t;,...,tp—1). Ademds se

satisface que para j < i, F;."”‘H oF' = Fﬁil o F}.

Definicion 1.1.2. Sea X espacio topolégico. Un n-simplex singular es una funciéon continua
o: A, = X. La i-ésima cara de un n-simplex singular es la funcién oo Fj* : A,_1 — X y
que denotamos o9, El grupo de cadenas A, (X) es el grupo abeliano libre generado por los
n-simplices singulares, es decir,

A (X) = {Z Mmeo | Mg € Z,0 n—simplex} .

La frontera de un n-simplex o, denotada do, serd do = 3 (—1)o® € A, (X).

A los elementos de A, (X), es decir ) | mq0, con o n-simplex, se los denomina n-cadenas. Si
¢ =), Mmy0 es una n-cadena, entonces dc = » . m,0o. En particular, 0, : A, (X) = A,—1 (X)
es un morfismo que se denomina morfismo frontera.
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Lema 1.1.3 ([2], pag. 170-171). 9% = 0.
Definicién 1.1.4. A la cadena de grupos y homomorfismos

DA () 2 A () 2 I A (x) 20

que cumple 92 = 0 se lo llama complejo de cadenas.
Nota 2. Como 9? = 0 tenemos Im (9;) € Nu (9;_1).

Definicién 1.1.5. Una n-cadena ¢ = ) my00 es un n-ciclo si 0c = 0; es una n-frontera si
¢ =0c con ¢ € Apy1(X). Al grupo de los n-ciclos se lo denota Z, (X) y al grupo de las
n-fronteras se lo denota By, (X). Por lo tanto

Zn(X)=Nu(d,) y Bn(X)=Im(d1).

Luego por la Nota [2] tenemos que B, (X) C Z, (X). Definimos

y lo llamamos el n-ésimo grupo de homologia singular de X.

Proposicién 1.1.6 ([2], pdg. 176). Sea f : X — Y wna funcidn continua entre espacios
topoldgicos X e Y. FEntonces f induce un morfismo f. : H; (X) — H;(Y) Vi > 0. Esta
correspondencia es natural, es decir satisface

1. si X 5 Y 5 7 entonces (gof), =g«o fu,
2. si X 4 X entonces (id), =1id.
Corolario 1.1.7. Si X e Y son homeomorfos entonces H; (X) es isomorfo a H; (Y), i > 0.

Definicién 1.1.8. Un complejo de cadenas C es una sucesion de grupos abelianos {Cp}pEZ

junto con homomorfismos 8, : C, — Cp_1 tales que 9> = 0. La homologfa del complejo estd
dada por H, (C) =Nud,/Imd,+1.

Dados dos complejos de cadenas A y B, un homomorfismo de complejos es una coleccién de
homomorfismos {f, : A, = Bp}pGZ tales que fp,—1 00, = 0y o f, para cada p € Z, es decir el
siguiente diagrama conmuta:

817
pI—

lfp ifpl
?)

B, —> By

Estos morfismos f;, inducen un morfismo fp. : Hp (A) — Hp (B) mediante f.([a]) = [f(a)],
de manera que (f o g)s = fr0gs y ids = id.



Supongamos ahora que 0 — A = B 2y €' = 0 es una sucesién exacta corta de complejos, o
sea para cada p € Z, el siguiente diagrama conmuta:

Jp

0 A,—" > B, C, 0
ip—l jp—l
OH-Apfl *>Bp 1 Cpfl 0

Se sabe que esta sucesion exacta corta de complejos induce una sucesion exacta larga de
homologia

oo Hy(A) 5 Hy (B) 25 H, (C) 25 Hyoy (A) 25 Hyoy (B) 25 -

El morfismo 9, : H, (C) — Hp_1 (A) esta dado por 9, [c] = [a] donde a = iy 0 d, 0 j; 1 (c)
(como en el diagrama). Luego se puede probar la exactitud en cada etapa.

J*
b——c

la*
a LN ob

Definicion 1.1.9. Sea X espacio topoldgico, A C X, un subespacio. Definimos a continuacién
H, (X,A),n >0 la homologia relativa.
Consideremos los complejos

0— A, (A) —-> A, (X)

N

0——=Ap_1 (A) — = Ap_1 (X) —=Ap_1 (X) /Ap_1 (A) —=0

0

An (X) /An (A)

La inclusién i : A — X induce ia : A, (A) = A, (X) inyectiva y de la conmutatividad de

A (A) —= A, (X)
| |
An_1(A) —= A1 (X)

se sigue que es posible definir 0 : A, (X) /Ap (A) = Ap—1 (X) /An—1 (A) obteniendo asi un
complejo {A,, (X) /A, (A),n > 0}, que denotamos A,, (X, A). Mds ain,

0= AA) 5 AX) D AX,A) =0
es una sucesién exacta corta de complejos. A la homologia del complejo A (X, A) la denotamos

{H, (X,A),n>0}.

Ademas tenemos la siguiente sucesién exacta larga
coo = Hy (A) 5 Hy (X) 25 Hy (X, A) 25 Hy 4 (A) 25 Hy oy (X) 25 -
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Definiciéon 1.1.10. Sea G un grupo abeliano, X un espacio topolégico y consideremos el com-
plejo A (X) ® G donde 9 (0 ® g) = (do) ® g.

Podemos pensar que A, (X) ® G = {>_, 9,0 | 0 n-simplex, g, € G}. En general cualquiera
sea el complejo {C}, 0, | p € Z} podemos considerar {C), ® G,0, | p € Z}.

Definimos H,, (X;G) = H,, (A (X) ® G). Dado un subespacio A C X, a la sucesién exacta
corta de complejos 0 - A(A) @G - A(X)®G — A(X) /(A (A) ® G(— 0 la denotaremos
0> A(4G) - A(X;G) > A(X,A4;G) — 0. Si definimos Hy, (X, A;G) = H, (A (X, A;G))
obtenemos una sucesién exacta larga de homologia con coeficientes en G

-— H,(A;G) - Hy (X;G) —» H, (X, A4;G) » Hyp—1 (X, 4;,G) — -+

Definicién 1.1.11. Dos funciones continuas f, g : (X, A) — (Y, B) se dicen homotdpicas (y se
denota f = g) si existe H : X x [0,1] — Y continua tal que H (z,0) = f(z) y H (z,1) = g(x)
para todo x € X. Un espacio topoldgico X es contrdctil si existe xg € X tal que ¢z, = idx con
Czo t X = {x0}

Definiciéon 1.1.12. Dos espacios topolégicos X e Y se dicen homotdpicamente equivalentes si
existe f: X =Y, g:Y — X continuas tal que fog =idy go f Zidx.

Nota 3. Se prueba que si X e Y son homotdépicamente equivalentes entonces H, (X)) es isomorfo
a H, (Y), donde H, (X) denota el *-ésimo grupo de homologia singular de X

Definicién 1.1.13. Sean A,, B, complejos y f,g : A — B homomorfismos de complejos. Se
dice que f y g son homotopicamente equivalentes como homomorfismos de complejos, que se
denota f = g, si existe una sucesién de homomorfismos D = {D, : A; — B;;1} tales que
0oD+Dod=f—g

Nota 4.
1. = es de equivalencia,
2. f2g= fi=g«: Hi(Ay) = H, (B.).

Definicion 1.1.14. Un homomorfismo de complejos f : A, — B, es una equivalencia ho-
motopica si existe g : B, — A, homomorfismo de complejos tal que fog =id,go f = id.

Teorema 1.1.15. X espacio topoldgico contrdctil. Entonces H; (X) =0, sii # 0.

A continuacién seguiremos la demostracién realizada por Bredon en [2].
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Demostracion. Sea F': X xI — X una funcién continua que satisface F' (z,0) = zy F (z,1) = xg
para todo x € X y cierto punto base g € X.
Definimos Do : A,, = X para cada simplex singular ¢ : A,_1 — X por

(DU) (Z )\2€1> =F (0’ (Z ()\z/)\) ez’—l) 7)\()) )
=0 =1

donde Y A =1y A=3" A =1-X. Si) =1 se define (Do)(ep) = xp. Como D
estd definida en una base del grupo abeliano libre A, _; (X), se extiende univocamente a un
homomorfismo D : A, (X) = A, (X).

Las caras de Do estan dadas de la siguiente manera: (DO')(i) =D (O'(i_l)) sii >0y
(Da)(o) = 0. En efecto, para i > 0, (DO‘)(i) =DooF" ' ileg,.. y6iyeyen1] — X,y asi

(Do) D (A€o + -+ An1€n1) = F (0 (M /Ao + -+ 0ies + -+ (An_1/Nen—2) , Ao)
= (Do) o F';' (Moeo + -+ + An—1€n—1)
= (DU(i_l)> (/\060 +---+ )\n_len_l) .

En el caso i = 0 tenemos (Do)(o) = Do o F(’f*l dlery . eno1] =& X

(D) (Arer + -+ + Aten1) = F (o (M /N)eo + -+ + (An_1/N)en—2) , Ao)
= (Do) o FJ ' (Are1 + - + An—1€n-1)
=o(Mer+-+ A—1€n-1).

Calculemos 0 (Do) para n > 1

|
—

9 (Do) = (Do) — Zn: (1) (Do) = (Do) @ — S (-1’ D (aU)) =0 - D(d0).

i=1

<
I
o

Para n =1, i.e. o es un O-simplex, tenemos 0 (Do) = 0 — 0y donde o : Ag = zoy D (do) =0
por definicién. Luego 0D + DO = Id —e donde € : A; (X) - A;(X) ese=0parai#0y

e(d_neo) = (D.ny)op para i = 0, op es el O-simplex xg. Asi en homologia Id = Id, = €, que
es cero en dimensiones mayores que cero. 0

1.1.1 Subdivision baricéntrica y Sucesién de Mayer-Vietoris

Definiciéon 1.1.16. Sea X un espacio topoldgico y U una familia de subconjuntos de X tal que
X =UpeuU°. Sio: A, — X es un n-simplex decimos que o es un Y-n-simplex si Imo C U
para algin U € U.

Definicién 1.1.17. AY (X) es el subgrupo de A, (X) generado por los U-n- simplex.

Sio: A, - U €U, entonces 0 o F" : A,,_; — X tiene su imagen en U. Por lo tanto sus
caras son U-(n — 1)-simplex. Entonces 0 : AY — AY |y asi obtenemos que (A, (X),d) es un
complejo de cadenas, y més atin, ¢ : AY < A, es un homomorfismo de complejos.
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Teorema 1.1.18. La inclusion ¢ : A% — A, es una equivalencia homotdpica de cadenas,
i.e., existe p 1 Ap (X) — AY morfismo de cadenas talque 1o p y p ot son homotdpicas a las
correspondientes identidades. Por lo tanto v induce un isomorfismo HY (X) = H,, (X).

A continuacién seguiremos la demostracion realizada por Hatcher en [6].

Demostracion. Para demostrar este teorema se utilizard una construccion técnica conocida como
la subdivision baricéntrica.

1. Subdivisién baricéntrica de simplices

Los puntos de un simplex [vp, . .., v,] son las combinaciones lineales ) . t;v; tales que Y, t; =
1y t; > 0 para todo i. El baricentro de un simplex [vg, ..., v,] es el punto b = ), t;v; cuyas “co-
ordenadas baricéntricas” ¢; son todas iguales, es decir, t; = 1/(n+1) para todo i. La subdivisién
baricéntrica de [vg, ..., v,] es la descomposicién de [vg, ..., v,] en n-simplices [b, wo, ..., wp—1]
donde, inductivamente, [wy,...,w,—1] es un (n — 1)-simplex en la subdivisién baricéntrica de
la cara [vg,...,U;,...,0y]. La induccién comienza con el caso n = 0, cuando la subdivisién
baricéntrica de [vg] estd bien definida y es simplemente [vg]. Los siguientes n = 1,2, 3 se mues-
tran en la figura:

]
1()

Sigue de manera inductiva de la definicién que los vértices de simplices en la subdivisién
baricéntrica de [vy,...,v,| son exactamente los baricentros de todas las caras k-dimensionales
[Vigs .-, i,] de [vg,...,vy] para 0 < k < n. Cuando k = 0 esto da uno de los v; originales, ya
que el baricentro de un 0-simplex es ¢l mismo. El baricentro de [vj, ..., v;, ] tiene coordenadas
baricéntricas t; = 1/(k + 1) para i =1g,...,i; y t; = 0 en los otros casos.

Un hecho que necesitaremos es que el didametro de cada simplex de la subdivisién baricéntrica
de [vo, ..., v,] es a lo sumo el didmetro de [vp, ..., v,| multiplicado por n/(n + 1). Recordemos
que el didmetro de un simplex es por definicién la méaxima distancia entre dos puntos, donde
usamos la métrica del espacio euclidiano ambiente R™ que contiene a [vg, ..., v,]. El didmetro
de un simplex es igual a la distancia maxima entre dos vértices, porque la distancia entre dos
puntos v y > t;v; de [vo, ..., v,] satisface la desigualdad

‘v — Ztivi = ‘th (v —v;)

Para obtener la cota n/(n+ 1) mencionada anteriormente, debemos verificar que la distancia
entre dos vértices w; y wy de un simplex [wy, . .., w,| de la subdivisién baricéntrica de [v, . . ., vy]
es a lo sumo n/(n + 1) por el didmetro de [vo, ..., v,]. Si ningin w; ni wy, es el baricentro b de

< Zti\v—vi\ < Ztimaxi|v—vi| = max; [v — v;].



[vo, ..., vp], entonces estos puntos estdn en una cara propia de [vp, ..., vy,], v el resultado sigue
por induccién en n. Luego, podemos suponer que el vértice w; es el baricentro b de [vy, ..., vy],
luego por la desigualdad anterior tenemos que wy es un vértice v;. Sea b; el baricentro de
[voy .., Uy ..., 0n] con coordenadas baricéntricas iguales a 1/n excepto para t; = 0. Entonces
tenemos que b= (1/(n+ 1)) v; + (n/(n+ 1)) b;.

b;
v,

La suma de los coeficientes es 1, asi que b estd en el segmento [v;, b;] de v; a b; y la distancia
de b av; esn/(n+ 1) veces la longitud de [v;, b;]. Luego la distancia de b a v; estd acotada por
n/(n+ 1) veces el didmetro de [vg, ..., vy].

La importancia del factor n/(n + 1) es que al repetir la subdivisién baricéntrica podemos
producir simplices de didmetros arbitrariamente pequetios pues (n/(n + 1))" — 0 cuando r — co.
Es importante notar que la cota n/(n + 1) no depende de la forma del simplex ya que cuando
repetimos la subdivisién baricéntrica obtenemos simplices de muchas formas diferentes.

2. Subdivision baricéntrica de cadenas lineales

La parte principal de la prueba consistird en construir un operador S : A, (X) — A, (X),
llamado operador de subdivisién, y mostrar que da una homotopia de cadenas con la identidad.
Primero lo construimos para el caso de cadenas lineales.

Para un conjunto convexo Y en un espacio euclideano, las funciones lineales A,, — Y generan
un subgrupo de A, (V) denotado LA, (Y'), el subgrupo de las cadenas lineales. La funcién borde
0: A, (Y)—= Ap_1 (Y) lleva LA, (Y) a LA,—1 (Y), por lo que las cadenas lineales forman un
subcomplejo del complejo de cadenas singulares de Y. Podemos designar univocamente a una
funcién lineal A : A, — Y como [wy, ..., w,], donde w; es la imagen del i-ésimo vértice de A,,.
Para evitar tener que hacer excepciones para 0-simplices, es conveniente extender el complejo
LA (Y) definiendo LA_1 (Y) = Z generado por el simplex [(], donde O[wg] = [()] para todo
O-simplex [wp].

Cada punto b € Y determina un homomorfismo b : LA, (Y) — LA, 11 (Y) definido en la
base de elementos por b ([w, ..., w,]) = [b,wo,...,w,]. Geométricamente, el homomorfismo b
puede ser considerado como un operador cono, que envia una cadena lineal al cono que tiene
como base dicha cadena lineal y el punto b como punta. Aplicando la férmula usual para 0,
obtenemos la relacién

b ([wo, - . ., wy)) = [wo, ..., wy] — b(Jwo, ..., wy]).

Por linealidad tenemos que 0b (o) = a —b (0«r) para toda a € LA, (Y'). Esto puede ser reescrito
como 0b+ b0 = Id, es decir, b es una homotopia de cadenas entre la identidad y la funcién cero
en LA (Y).

Ahora definimos un morfismo de subdivisién S : LA, (Y) — LA, (Y) por induccién en n.
Sea A : A, — Y un generador de LA, (Y) y sea by la imagen del baricentro de A,, por A.
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Entonces la férmula inductiva de S es S (\) = by (SON) donde by : LA,_1 (Y) — LA, (Y) es el
operador cono definido anteriormente. La induccién comienza con S ([0]) = [0], por lo que S es
la identidad en LA_; (Y'). También es la identidad en LA (Y'), ya que cuando n = 0 se tiene

S ([wol) = wo (S8[wo]) = wo (S ([0])) = wo ([0]) = [wo]-

Cuando A es un “embedding” con imagen un n-simplex genuino [wy, ..., wy] entonces S (\) es
la suma de los n-simplices en la subdivisién baricéntrica de [wy,...,wy], con ciertos signos que
pueden ser calculados de forma explicita. Esto resulta de la definicién inductiva de la S como
asi también de la definiciéon inductiva del baricentro.

Queda chequear que la funcién S satisface S = S9, es decir, es un morfismo de complejos
de LA (Y) en si mismo. Como S = Id en LA (Y) y en LA_; (Y), es claro que S = S0 en
LAy (Y). Para n > 0 se puede mostrar inductivamente de la siguiente manera:

DS = by (SON) = SON — byd (SON) = SON — byS (99N) = SON.

A continuacién construimos una homotopia de cadenas T': LA, (Y) — LA, 41 (Y) entre S
y la Id, reflejada en el siguiente diagrama:

e  JJAY) (Y) — LA (Y) ——= L/Ag (Y) ——LA_4 (Y) —0

e e

e JJAY) (Y) — LA (Y) —— LA (Y) —— LA _4 (Y) —0

Definimos T en LA, (Y) inductivamente por: 7' = 0 para n = —1 y TA = by (A — TO\)
para n > 0. La férmula de homotopia de cadenas 0T + T9 = Id —S se cumple trivialmente
en LA_1(Y), pues alli T'= 0y S = Id. Verifiquemos ahora dicha férmula inductivamente en
LA, (Y) conn > 0:

OTX = by (A — TON) = A — TOX — byd (A — TON)
= X —TOX — by [OX — TN
= X — T\ — by [SOX + THON]
= X— T\ — SA.

Ahora podemos descartar el grupo LA_; (Y) (que fue introducido por conveniencia) y la relacién
OT +T0 = Id — S sigue valiendo, ya que T es cero en LA_; (V).

3. Subdivisién baricéntrica de cadenas en general

Definimos S : A, (X) — A, (X) de la siguiente manera: la identidad Id, : A, — A, estd
en LA, (X), y por el caso anterior podemos definir So = 04 5(Id,,) para un n-simplex singular
o: A, - X. Aqui o4 es el operador inducido por ¢ a nivel de complejos. Como S(Id,,) es la
suma de los n-simplices en la subdivisién baricéntrica de A,,, con ciertos signos, se tiene que So
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es la correspondiente suma signada de las restricciones de o a los n-simplices en la subdivisién
baricéntrica de A,. Veremos a continuaciéon que S es un homomorfismo de complejos:

0S0 = 804.8(1d,) = 0208 (1dy) = 0.£.59(1dy,)

=048 (Z (-1)’ (Id:;)> =Y (-1)'04S(1d;)

%

S S(lag) =5 (Sl
=S5 (00),
donde Ag ) es la i-ésima cara de A, y Id,il es la identidad en Agf ).

De manera similar definimos 7" : A,, (X) — Ap41 (X) por To = 04T (Id,), y verifiquemos
que es una homotopia entre S y la Id. En efecto, sabemos que 0T + T'0 = Id — S vale para
cadenas lineales, y entonces calculamos:

0To = 0o4T(1d,) = 040T(1dy,) = o4 (Id, —S(1dy,) — TO(1d,,))
=0 — S0 —04T0(ld,) =0 — So — T0o,

donde la tdltima igualdad se obtiene como en las cuentas anteriores para S.
4. Subdivisién baricéntrica iterada

Definimos una homotopia de cadenas D,, entre la identidad Id y la iteracién S™. El operador
Dy, esta dado por Dy = D gcicn, TS*. En efecto, vemos que

0Dy + Dpd = > (0TS'+TS9) = Y (0TS +T0S") = > (9T +T09)S*

0<i<m 0<i<m 0<i<m
= ) ([d-8)8'= ) (s-5"
0<i<m 0<i<m
=1d—S™.

5. Demostracion del Teorema

Para cada n-simplex singular o : A,, — X existe un m tal que S™ (o) estd en AY (X). En
efecto, si consideramos el cubrimiento de A,, por los abiertos o ~1(U°) con U € U, basta tomar
un m suficientemente grande de modo que el didmetro de los simplices de S™ (o) sea menor que
el correspondiente nimero de Lebesgue del cubrimiento, (recordemos que el niimero de Lebesgue
para un cubrimiento abierto de un espacio métrico compacto es un € > 0 tal que todo conjunto
de didmetro menor a € estd contenido en algin conjunto del cubrimiento). Definimos m (o) el
menor m tal que S™(c) estd en AY (X).

Definimos ahora D : A, (X) — Apy1 (X) por Do = D,,(,0. Para este D nos gustarfa
encontrar un morfismo de complejos p : A, (X) = A, (X) con imagen en AY (X) satisfaciendo
la ecuacion de homotopia de cadenas

dD + D = 1d —p. (1.1)
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Una manera rapida de hacer esto es simplemente considerar esta ecuacién como la definicién de
p, i.e, sea p=1d —0D — DJ. Sigue facilmente que p es un morfismo de complejos:

dpo = do — 8*Do — dDdo = do — dDo,
pdo = do — Do — DP*0 = do — ODIo.

Para comprobar que p lleva A, (X) a AY (X), calculamos, para o € A, (X),

po =0 —0Do — Do =0 — D50 — DOo
=S5y 4 Dy (5y00 — DOo,

pues 0D, + D0 = Id —S™.

Los términos S"™%) ¢ estan en AU (X) por definicién de m (o). Para el resto de los términos
Dyy(5y00 — Do, notemos primero que si o; denota la restriccién de o a la j-ésima cara de
A, entonces m (0;) < m (o), por lo que cada sumando T'S*c; en D(do) también aparece en
D6y (00). Luego, Dy 5)00 — Ddo es una suma de términos TS'cj con i > m(o;), y estos
términos se encuentran en AY (X) ya que T lleva AY | (X) a AY (X).

Considerando a p como un morfismo de complejos A, (X) — AY (X), la ecuacién dice
que D + DO = Id —ip donde ¢ : AY (X) < A,, (X) es la inclusién.

Ademss pr = Id ya que D es idénticamente cero en AY (X), pues m (o) = 0 si o estd en
AY (X) y entonces la suma que define Do es vacia. Asi demostramos que p es una homotopia
de cadenas inversas para t. Esto prueba que ¢ induce un isomorfismo entre las homologias de
estos complejos. O

Teorema 1.1.19 (Mayer-Vietoris). Sean A, B C X y supongamos que X = A° U B°.
Sean U = {A, B}, i* :ANB— A, i’ : ANB— B, j4: A~ AUByj?:B— AUB
las inclusiones. Entonces la sucesion

i@iP J u
0= A, (ANB) — Ap(A)©A,(B)"— A (AUB) =0

A ]B
es exacta y por lo tanto induce una sucesion exacta larga

il @il it =5F d
-— H,(AnB) — H,(A)® H,(B)"— H,(AUB) — Hp,_1(ANB) —---,
llamada la sucesion de “Mayer-Vietoris”.

Demostracion. Recordemos que AZZ’,’ (X) es el subgrupo de A, (X) que consiste de sumas de
cadenas en A y de cadenas en B, y el morfismo de borde 0 : A, (X) — Ap—1 (X) cumple que
lleva A (X) a Azz’ffl (X). Luego los A (X) forman un complejo de cadenas. Por Teorema

1.1.18| tenemos que la inclusiéon AY (X) < A, (X) induce un isomorfismo en homologfa.

Probemos la exactitud de la sucesién del enunciado:

a) Inyectividad de o = i @ 5.
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Sea o € Nu, es decir, p (o) = (iA(J),iB(U)) = (0,0). Entonces 0 =0en A, 0 =0 en B.
Por lo tanto ¢ = 0.

b) Nu (jA —jB) =TIm, donde ¢ = j4 — jB.

Primero veamos que Nu (j4 — j2) 2 Im . Dado ¢ (c), queremos ver que % (¢ (o)) = 0.

V(¢ (0) =9 (i%(0), (o )) JA i'(0) = j% 0iP(0) = 0.

Ahora veamos que Nu (j4 = 78) C Ime. Si ¢ (a,B) = 0, entonces j4(a) — jZ(8) = 0, es
decir que j4(a) = j5(B). Luego j4(a) es cadena de A y B, obtenemos que j4(a) € A, (AN B),
por lo tanto (j4(a), j%(a)) € Im .
¢) Suryectividad de 1 = j4 — jB.

Queremos ver que para todo o € A?(A U B) existe (o, 8) € Ap(A) @ A,(B) tal que

= 1/1(0475)

Recordemos que por definicién Ag (AU B) = {suma de n-ciclos que estdn en A o en B},
por lo tanto o = o + 3, donde o € A, (A) y B € Ay(B).

Es decir que, ¢ (o, 8) = j4(a) — jB(B) = 0.

Por lo tanto tenemos la siguiente sucesién exacta larga:

1L Py jA_;B
s Hy(ANB) S H, (4) e Hy(B) ¥ BY (AUB) % H, (AN D)
Como HY (AU B) = H), (AU B), obtenemos la sucesién de Mayer-Vietoris. O

Definiciéon 1.1.20. Una teoria de homologia en la categoria de todos los espacios topolégicos
(X, A) y funciones continuas f : (X,A4) — (Y, B), donde A es un subespacio de X, B es un
subespacio de Y y f(A) C B, es un funtor a la categoria de grupos abelianos graduados y
homomorfismos (H, (X, A),p € Z) junto con una transformacién natural

Ot Hy (X, A) — Hp 1(A,0) = Hp—1 (A) tal que se verifican:

1. Homotopia: Si f,g: (X, A) — (Y, B) homotdpicas entonces

fo=g.: H,(X,A) = H, (Y, B).

2. Eractitud: Para las inclusiones i : A — X y j: B — Y la sucesion
—>H (A4) —>H (X) —>H (X,A) —>Hp 1(A) s ... es exacta.
3. Escisién: Dados el par (X, A) y un abierto U de X tal que U C A, entonces

(X —U,A-U) — (X, A) induce un isomorfismo en homologia. Es decir:
ix : Hj (X —U,A-U) = H; (X, A) es isomorfismo Vj.

4. Dimension: Si X = {x}, entonces H; (X)=0,7 >0y Hp(X) = G con G grupo abeliano,
denominado grupo de coeficientes de la teoria de homologia.

5. Aditividad: Sea X = +,X, un espacio topolégico (unién disjunta), entonces el homo-
morfismo @ (ia), : D Hyp (Xa) — Hp (X) es un isomorfismo, donde i, : Xo — X es la
inclusion.
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Se verifica que la homologia singular es efectivamente una teoria de homologia. Por ejemplo,
el Teorema [I.1.15] prueba el Axioma de Dimensién, mientras que la subdivisién baricéntrica que
aparece en la demostracién del Teorema [1.1.18| es utilizada para probar el Axioma de Escision.

1.2 Cohomologia singular

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo abeliano y sea A" (X;G) = Homy (A, (X),G). Sea
§  A"(X;G) — A" (X;G) dada por §(f) = f o d (recordemos A, LR G).
Como 6% = 0, se dice que (A" (X;G),d) es un complejo de cocadenas.

Tenemos asi

0 AY(X,G) S AN X,G) S A2(X,G) S -
y entonces podemos definir

~ {Nué: A" (X;G) —» A" (X;G)}
 {Imé: A1 (X;G) —» A" (X;G)}

H" (X,G)
llamado el n-ésimo grupo de cohomologia singular de X con coeficientes en G.

La sucesién exacta corta 0 — A, (A) = A, (X) = A, (X, A) — 0 induce
00— A"(X,A) - A" (X) - A" (A) — 0,

que también es una sucesion exacta corta. En efecto, usaremos el siguiente resultado:
si0 — M; — Ms — Ms — 0 es una sucesién exacta corta de R-médulos y M3 es libre, entonces

0— HOHIR (Mg,M) — HOHIR (MQ,M) — HomR (Ml,M) —0

es exacta.

Veamos que A, (X, A) es libre. Podemos identificar A, (X) /A, (A),p > 0, con el grupo
abeliano libre generado por los simplices de X que no estdn completamente contenidos en A.
Ahora, dado ¢ € Ay (X), podemos descomponerlo como ¢ = 33, 4 mi0i + 32, ¢4 miol, y

Ap(X)
Nugp

definimos ¢ (¢) =), m;-a;.. Luego, = A, (X — A), y éste es un grupo libre.

De la exactitud de 0 — A* (X, A) — A*(X) — A*(X) — 0 obtenemos la sucesién exacta
larga en cohomologia

D Y (X AG) S HY (X)) S HY (A) S BT (X, AG) S
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Capitulo 2

Cohomologia de De Rham

En este capitulo recordamos la cohomologia de De Rham en variedades diferenciables, y luego
probamos el Teorema de De Rham, que establece una relacién con la cohomologia singular de
la variedad. Todas las variedades consideradas en este trabajo satisfacen el segundo axioma de
numerabilidad.

2.1 Formas Diferenciales en variedades

Definiciéon 2.1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita, y sea

THV*)={0:V x---xV = R | o es multilineal }.
k

e En T(V*) = @I, T'(V*) se define el siguiente producto: para o € T*(V*), 7 € TH(V*),
o ® 71 € TF(V*) est4 dado por

(O’®T)(’U1,...,'Uk+l) =01y )T (Vkg1y- -+ Vktl), v, eV j=1.,k+I.

e Un tensor o € TF(V*) se dice alternante o antisimétrico si su signo cambia cuando se
permutan dos de sus variables

(V1,02 eey Uiy Vit 1y ooy U ) = —0 (V1,02 coey Vi1, Vgy oevy V)
Esto es equivalente a decir
O'(’Uﬂ.(l), ...,’Uﬂ.(k)) = (sgn(ﬂ))o(vl, ...,’Uk) vV € Sk,

1 sim par
donde Sy, es el grupo simétrico en k letras y sgn(mw) = { ) p
-1 si 7 impar

e Sedefine A¥(V*) = {0 € T*(V*) | o es alternante}. Es facil ver que dim A*(V*) = (dn;; V),
y por lo tanto A*(V*) =0 si k > dim V.
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e Sea Alt : T*(V*) — A¥(V*) la aplicacién lineal definida por

1
Alto(vy,...,vp) = ] Z sgn(m)o (Va(1)s -+ Vn(k)), O € T (V™).

TES

e Dados 0 € AF(V*) y 7 € AY(V*), se define el producto A por

|
oONT = (kkfl'l) Alt(o @ 1) € AR (V™).

Propiedades 2.1.2 ([7], pdg. 356-357). Sean w, wy y wa € A¥(V*), n, n1 y na € AL(V*),
0eAN(V*) yaeR:

1. (wi+w2) An=wi An+wa An,
2. WA (M +m) =wAn +wAn,
3. a(wAn) = (aw)\ =w A (an),
4o wAn= (=" Aw,

5 (wWAMANO=wA(nAb).

Definicién 2.1.3. Extendemos A a A(V*) := @}, A'(V*) bilinealmente, donde c Ao = co con
ce NO(V*) =R y o € A¥(V*). Luego (A(V*),A) es un algebra asociativa, no conmutativa, con
unidad 1 € A°(V*). A(V*) se llama el dlgebra exterior de V*, donde los elementos de A(V*)
son formas y los de A¥(V*) son k-formas.

Pasamos ahora a considerar formas en variedades diferenciables.
Definicion 2.1.4.

e Dada M una variedad diferenciable de dimensién n, definimos A¥(M) = [pens AR(Tx M)
y A(M) = [1,ep ATy M). Las proyecciones canénicas se definen por

T AF(M) > M, w—p siwe ANTIM),

T AM) =M, w—p siweAT;M).

A(M), A¥(M) admiten una estructura de variedad diferenciable tal que las proyecciones
anteriores son C>. Més atin, A(M) y A¥(M) son fibrados vectoriales sobre M.

e Una k-forma en M es una funcién w : M — A¥(M) tal que w, € Ak(T;M) Vpe M, es
decir mow = idyy.

e Una k-forma w se dice C*° si, para X1, ..., X} campos vectoriales C'*° arbitrarios en M, la
funcién w(Xy, ..., Xj) definida por w(X1, ..., Xx)(p) = wp(Xl‘p, ...,Xk‘p) es C™.
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e Una forma diferencial es w : M — A(M) tal que w, € A(T,; M), o bien, 7 ow =idy. La
forma w se dice C™ si su componente en A¥(M) es C* para todo k.

e Definimos QF(M) = {k-formas C™ en M}, Q(M) = {formas diferenciales C> en M}. Es
facil ver que Q¥ y Q son espacios vectoriales reales y C°°(M)-médulos, donde la accién
de C*°(M) estd dada por (fw)y, = f(p)wp con f € C®°(M), w € Q(M). Notemos que
QM) = Biz, ¥ (M).

e El producto A definido para formas en espacios vectoriales se generaliza a formas diferen-
ciales sobre M de la siguiente manera: siw, n € Q(M) y p € M, entonces (wWAN), = wpAnp.

Lema 2.1.5. Siw es una k-forma en M las siguientes son equivalentes:
1. wes C,

2. Si (U, = (z1,...,x,)) €s un entorno coordenado en M entonces

W}U = Z @iy iy dzi, A ... Ndxi,  con a4, € C(U).
1< <-<ig<n

Nota 5. Hay una identificacién natural Q°(M) = C°°(M). En efecto, A°(M) = M x R y toda
O-forma o : M — A°(M) = M x R puede escribirse como o(p) = (p, f(p)) para una tnica
f € C*°(M). Reciprocamente si tenemos f € C°°(M) podemos definir o : M — A°(M) como

a(p) = (p, f(p))-

Teorema 2.1.6 ([7], pdg. 365-366). Dada una variedad diferenciable M, entonces existe una
unica aplicacion lineal d : Q(M) — Q(M) que satisface:

1. d:QF(M) — Q1L (M) Yk >0,
2.d(f) =df Ve (M),
3. we (M), ne Q (M) = dwAn) =dwAn+ (—1)Fw Adn,
4. d*>=0.
Este operador se denomina la derivada exterior en M.

Si (U, = (x1,...,25)) es un sistema coordenado de M, entonces la expresion local de la
derivada exterior en coordenadas estd dada por: si w es una k-forma en M, con
wly = Zl§i1<~--<ik§n a;,..i,dx; A ... A dx;,, entonces

da;, i
doly = > e tday A doy A A da,

11<-<0p, J
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Definiciéon 2.1.7.

e Del teorema anterior obtenemos una sucesion

0— QM) %L o' (M) L - L o (M) —» 0

Esta sucesién es denominada el complejo de De Rham de M.

e Una forma w se dice cerrada si dw = 0, y se dice ezacta si w = dn para alguna n € Q(M).
Notar que exacta implica cerrada, pues d? = 0.

e Definimos a continuacién los siguientes subespacios de QF(M):
ZF(M) = {w € Q¥(M) | dw = 0} = Nu(d : Q*(M) — QF (M),
B¥(M) = {we Q"(M) |w=dn para alguna n € Q* (M)} = Im(d : Q*~1(M) — QF(M)).
Notar que B¥(M) C Z*(M).

e El espacio cociente HER(M) = % se denomina el k-ésimo grupo de cohomologia de De

Rham de M. La dimensién de estos grupos es conocida como k-ésimo nimero de Betti

e Para toda k-forma cerrada w en M, [w] denota la clase de equivalencia de w en Hp, (M),
y es llamada la clase de cohomologia de w. Se tiene que [w] = [w'] siy s6lo si w —w' = dn
para alguna forma 7. Diremos que w y w’ son cohomdlogas.

e Toda funcion F : M — N C entre variedades diferenciables induce una aplicacién lineal
F*: QF(N) — QF(M) mediante:

F*(w)(p)(v1, s k) = wp(p) ((dAF)pv1, .., (AF)pug),

donde p € M y v1,...,v; € T,M. El operador F'* se llama el “pull-back” de formas, y se
verifica que F*od = do F*. Se deduce que F*(Z*(N)) c Z¥(M) y F*(B*(N)) c B*(M).
Esto nos permite definir una aplicacién lineal F* : HE,(N) — HF (M) mediante

Fr([w]) = [F (W)l

Se satisface que (F o G)* = G* o F* y id* = id, de donde resulta que variedades difeome-
orfas poseen grupos de cohomologia de De Rham isomorfos. Se puede encontrar una
demostracién en [13] pag. 154

Proposicion 2.1.8. Sea U un subconjunto conexo entonces tenemos que H%R(U;R) =R

Nota 6. Cuando M es compacta se tiene que dim(H*(M)) < co. Una demostracién de este
resultado se encuentra en [13] pdg. 266.

A continuacién probamos un resultado fundamental en el estudio de la cohomologia de De
Rham, denominado el Lema de Poincaré.
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Teorema 2.1.9 (Lema de Poincaré). Sea U un subconjunto abierto convexo de R™ entonces
HE o (U) =0 para todo k > 1.

Demostracion. Podemos asumir que 0 € U.
Probaremos que existen funciones lineales hy_1, hi como nos indica el diagrama

O 1(U) L= b (U) —L- QM Y(U)
\_/ \_/
hi—1 hy

tales que hyd+dhy—1 = idgr(rry. Con esto el teorema estaria probado, pues siw € QF(U) cumple
que dw = 0, entonces

w = (hkd + dhk_l)(w) = hk(dw) + d(hk_lw) = d(hk_lw).

Por lo tanto w es exacta y entonces H5,,(U) = 0.
Para definir hy_1 basta considerar k-formas de la forma:

w = gdzy, Ndxiy A ... Ndzy, g€ C®U), weQ¥U).
Para x € U se define hy_1(w)(z) = (fol tkilg(tx)dt> teo, donde 1, € QF1(U) estd dada por

fo = iy dxiy Ao N dxg, — Tipdzi, Ndzig Ao ANdzg, + .+ (—l)kflxikdwil Ao Ndzi .

Notar que du, = kdx;, A ... Ndx;,, la h; se define de manera similar.
Ahora verificamos hid + dhi_1 = id

@o @@ =a|( [ ¢ gtearar) o

=d (/01 tk_lg(tx)dt> A p A+ </01 t’“‘lg(t:c)dt> du

=y % </01 tk_l(g(tm))dt> drj A p+ </1 tk_lg(tm)dt> dp

J 0

0
1 o 1
=> (/ tk_l(g(tx))dt> dr; A p+ (/ tk_lg(tx)dt> du
4 0 Ox; 0
1 89 1
</ tkla(taz)dt> dej ANp+k (/ tklg(tac)dt> dxi, A ... N\dxi, .
0

Lj 0
Por otro lado, (hy o d)(w)(x) = hi(dw)(z). De w = gdz;; Adxi, A ... Adz;,, se obtiene

0
dw = dg N\ dz;, Ndxi, N ... \Ndx;, = Z %dwj Ndzi Ndxg, N ... N\dz;,
: J
J
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(he o d)(w)(@) = 3 hy (;jd:cj Adzi, Adg, A o A dxik>
J

= Z </ t* 881? (tx)dt) (xjdxi; N ... Ndxi, — xidry Adxg, A ... A dxg,
j

+...+ (—1)k_1$¢kdl‘j VAN d.%‘l'l VANUIVAN dxl-kA)

Z (/ tk Og m)dt) (xjdziy A ... Ndx, —dxj A pu).
8:63

J

Sumando los dos términos anteriores obtenemos

1
(dohg—y + hpod)(w)(z) =k </0 tk_lg(tx)dt) dxi, A ... N\dx;,
+ Z (/ th =L 99 t:n)dt) (xjdziy A ... Adxy,)
=k </0 tk_lg(tx)dt> dxi, A ... N\dzi+
b d

+ (/ tk(g(tx))dt> dxi, A ... N\dx,

o | dt

! d
/ [ktk () + £ (ol ))} dt) dai, A oo A day,
0

Ld
/0 p [tkg(tm))} dt) dxi, A ... N\dx;,

= g(x)dxi; A ... Ndwxi,

= w(z).

Corolario 2.1.10. La cohomologia de De Rham del espacio euclideo R™ estd dada por:

R, sik=0
Hpr®R") =< 7 ’
oY) {0, sik > 0.
Recordemos que una variedad diferenciable conexa M de dimensién n se dice orientable si
existe un atlas A = {(Uq, o) | @ € I} con pq = (27, ...,x8) tal que

*) TI,
det Bac%) - >0enUaNUs # 0 Ve, B €1, donde (825) = [d(pa o(pgl)].
i )
Fijado un atlas con esta propiedad se dice que M esta orientada. Dado p € M, la orientacion

en T, M estd dada por la clase de equivalencia de la base { 82 P a% »

Una condicidn necesaria y suficiente para que una Varledad M sea orientable es la existencia
de una n-forma diferenciable (o continua) nunca nula.

} para cualquier a € 1.
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Definicion 2.1.11.

e Sean M y M’ variedades diferenciables conexas orientadas de dimensién n con n-formas
nunca nulas w y w’ respectivamente. Si ¢ : M — M’ es un difeomorfismo entonces p*w’ es
una forma nunca nula en M, y asi ¢*w’ = fw con f € C* nunca nula, por lo que f tiene
signo constante en M. Si f > 0 se dice que ¢ preserva orientacion, mientras que si f <0
se dice que ¢ revierte orientacion.

e Sea M una variedad de dimensién n; definimos

Qp (M) ={w € Q" (M) | sop(w) es compacto} donde sop(w)={p e M |w, # 0}.

Definiremos a continuacién un operador lineal llamado integral, [,, : Q2(M) — R, donde M
es una variedad conexa orientada de dimension n.

Comenzamos con el caso M = R"™, con la orientacién canénica (i.e., si (r1,r2,...,7,) son las
coordenadas usuales de R", la orientacién positiva estda dada por la n-forma dri Adra A... Adry,).
Sea w € QF(M), entonces w = fdry Adrg A ... Adry, para cierta f € C°°(R™) con soporte
compacto.

Definimos

/ w = fdm/\drg/\.../\drn:/ f:/ / fdridrsy...dr,.
n Rn n — 00 —0o0

Podemos dar la misma definicién para w € Q7(V), donde V es un abierto de R". Extendemos
wy f diferenciablemente a todo R™ definiéndolos como cero en R™ — sop(w).

Lema 2.1.12 ([7], pag. 403-404). Sea ¢ : V. — W wun difeomorfismo entre abiertos V.y W de
R™ y supongamos que det((dy),) tiene signo constante § = £1 Vo € V. Para w € QW) se

tiene
/gp*wz&/wz&/ w.
1% w (V)

Con la ayuda del Lema [2.1.12] podremos integrar n-formas con soporte compacto en una
variedad orientada de dimensién n. En efecto, sea w € Q7 (M). Supongamos que existe (U, @)
sistema coordenado positivo de M tal que sop(w) € U, entonces definimos [, w = f(p(U) (™) *w.
Del Lema 2.1.12] se deduce la buena definicién.

En general sea w € Q7 (M) arbitraria y tomemos un atlas positivo A = {(Un, pa) | € I}y
{pa | @ € I'} una particién de la unidad subordinada a {U, | « € I'}. Definimos

[ o= pu
M acr /M

Se verifica que esta definicién no depende del atlas positivo elegido y de la particién de la unidad
subordinada.
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A continuacién enumeramos algunas propiedades de la integral:

Propiedades 2.1.13 ([7], pdg. 407-408). Sean M, N wvariedades diferenciables orientadas y w
una n-forma con soporte compacto satisfacen las siguientes:

1. [o - QM) = R es R-lineal,
2. Si M denota a M con la orientacion opuesta entonces fw=—[yw YweQl(M),
3. Si  w es una n-forma nunca nula positiva entonces wa >0,

4. St F:N — M es un difeomorfismo que preserva orientacion entonces

Jyyw=[yFw YweQl(M).

Definicion 2.1.14. Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensiéon n. Diremos que
w € Q"(M) es una forma de volumen siw es nunca nulay [, w = 1.

Definicién 2.1.15. Sea H" = {(z!,...,2") € R™ | 2™ > 0} el semiespacio superior cerrado de
R™. El interior y el borde de H" son Int H* = {(!,...,2") € R" | 2" > 0},

OH™ = {(x!,...,2") € R* | 2" = 0}. Para obtener los abiertos en H" utilizamos la topologia
relativa.

Una variedad topoldgica M de dimension n con borde es un espacio No y Hausdorff, donde los
entornos coordenados estan dados por (U, ¢) con U un subconjunto abierto de M y ¢ : U — H"
un homeomorfismo a un subconjunto abierto de Int H" 6 H".

Un punto p € M se dice punto interior de M si estd en un entorno coordenado del interior
de M, es decir que p(U) C Int H". El punto p se dice un punto borde de M si estd en un entorno
coordenado del borde de M, es decir que p(U) N OH™ # (). El borde de M es denotado por dM
y similarmente el interior de M por Int M.

Teorema 2.1.16 (Stokes). Sea M una variedad orientada C*° de dimension n con borde OM ,
y sea w una (n — 1)-forma C* de soporte compacto en M. Entonces

/ dw:/ w.
M oM

A continuacién seguiremos la demostracion realizada por Lee en [7].

Demostracion. Empezaremos con un caso especial, suponiendo que M es el espacio H"™. Sea w
una (n — 1)-forma en H™ con soporte compacto. Luego existe un R > 0 tal que sop(w) C A,
donde A = [-R,R] X ... x [-R, R] x [0, R).
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Podemos escribir a w en coordenadas como w = Y 1 ; widz! A ... Adz? A ... A dz™ donde dz’
significa que omitimos el término dz*. Por lo tanto

n
dw = Zdwi/\d:rl/\.../\dxi/\.../\dx”
i=1

= Z awld:z:j Adzt A .. /\d/a;i A Adz"

Asi calculamos
" Ow; 1 awz
= -1 Z ..dz™.
/ndw ;( )i (%Zd A ... Adz" / / /R W dx

Podemos elegir el orden de integracién tal que z* sea primero. Por el Teorema Fundamental del
Célculo podemos reducir los términos cuando i # n:

n—1
Z Z 1/ / / ng zl. dz™ = Z 1/ / / &UZ dx'dxt. dxi...d$”
=1 x

= ’ 1/ / [wi (x xl_fRdx .. da"

pues podemos elegir R > 0 suficientemente grande de modo que w = 0 cuando z! = +R. El
Unico término que puede no ser cero es el i = n. Luego tenemos que

/ dw = (-1)"" 1/ / / awl daz"da: Ldx™t
n 8$”

~c [

—R

/ @)
= (—1)"! /R .../_};wn(xl,...,x"_l,O)dxl...dx"_l,

—R

T Zltdat . da !
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pues w, = 0 cuando 2" = R.

Comparamos este resultado con lo que queremos obtener, realizando el siguiente calculo:

/ w:Z wi(z, ., 2" 0)det AL Adat A LA da
OHr —~ J anomn

Como la coordenada x™ se anula en OH", el pullback de dz™ en el borde es idénticamente
cero. Luego sélo nos queda el término i = n, y asi

/ w:/ wo(zt, 2" 0)dzt AL A dz™ L
OH™ ANH"™

Vemos que las coordenadas (z!,...,2"~!) tienen orientacién positiva en OH" cuando n es par y
orientacién negativa cuando n es impar, y entonces vale la igualdad.

El siguiente caso es cuando M es R™. En este caso, el soporte de w esta contenido en un
cubo de la forma A = [—-R, R]". El célculo es exactamente igual al anterior excepto cuando
i = n donde las coordenadas se anulan al igual que las otras. Luego [ y dw =0, y como M no
tiene borde en este caso tenemos que f am @ = 0.

Ahora sea M una variedad arbitraria con borde, pero consideremos una (n — 1)-forma w con
soporte compacto en el dominio de una carta (U, ¢) que tiene orientacién positiva o negativa.
Asumiendo que preserva orientacién tenemos

| odo= [ hrae= [ ey,

Esto es igual a [y, (¢~ H)*w, donde OH" tiene la orientacién inducida. Resulta que SO‘UHB 1 €S
un difeomorfismo que preserva orientacién de U N 9M en ¢(U) N OH". Luego obtenemos que

—1\*, , __
Jomn (07w = [ w.
Para una carta que revierta orientacion, el argumento es similar. Si tenemos un sistema
coordenado interior realizamos el mismo célculo reemplazando H"™ por R".

Por dltimo sea w una (n — 1)-forma arbitraria con soporte compacto. Elegimos un cubrimiento
del soporte de w por una cantidad finita de sistemas coordenados positivamente orientados
{(Ui, i)}, y tomamos una particién de la unidad {t;} subordinada a este cubrimiento. Luego
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podemos aplicar el argumento anterior a cada 1;w obteniendo

/fﬂMw:; asz‘w
zzi:/deiAerwidw

:/Md<§i:¢i> /\w+/M (;wz) dw
=o+/de,

pues >, = 1. O

Definicion 2.1.17. Denotamos por @i al subconjunto de R™ donde todas las coordenadas son
no negativas, es decir @1 ={(z%,...,2") € R* | 2! > 0,...,2™ > 0}. Este es el tipico espacio con
esquinas. Para obtener los abiertos en EZ utilizamos la topologia relativa.

Sea M una variedad de dimensiéon n con borde. Un sistema coordenado con esquinas es un
par (U, ), donde U es un subconjunto abierto de M y ¢ es un homeomorfismo de U a un

subconjunto abierto U de Ri.

Proposicién 2.1.18 ([7], pag. 408-409). Sea OM el borde de una variedad compacta orientada

C*> de dimension n con esquinas, y w € QF(M). Supongamos que D1, ..., Dy son dominios
abiertos de integracion en R™, y que para i = 1,...,k existen funciones F; : D; — M que
satisfacen

1. Fi|p, es un difeomorfismo que preserva la orientacion sobre un subconjunto abierto
W; C M, para todo i,

2. WinW; =0 st i#j,
3. sop(w) CWiU...UW,.

Entonces [, w = Zf:l Jp, Fiw

Teorema 2.1.19 (Stokes para variedades con esquinas). Sea M una variedad diferenciable con
esquinas y sea w una (n — 1)-forma diferenciable de soporte compacto en M. Entonces

/dw:/ w.
M oM

Para ver una demostracién de este Teorema ver [7], pdg. 419. Es muy similar a la de-
mostracién del Teorema 2.1.76]

A continuacion definimos otra integral sobre una variedad diferenciable; en este caso inte-
gramos p-formas sobre p-cadenas diferenciables. No es necesario que la variedad esté orientada,
sélo influye la orientacién del p-simplex A,,.
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Definicion 2.1.20. Sea M una variedad diferenciable, w una p-forma en M y ¢ un p-simplex
C®> en M. Definimos la integral de w sobre o por

/w:/ oc*w.
o Ap

Esto tiene sentido porque A, es una p-subvariedad diferenciable con esquinas incrustada en
R™, que hereda la orientacién de RP. Observamos que cuando p = 1, esto es lo mismo que la
integral de linea de w sobre la curva o : [0,1] — M. Sic= Zle c;o; es una p-cadena, se define

fcw = Z?:l ci fo’i w.

Teorema 2.1.21 (Stokes para cadenas). Si ¢ es una p-cadena C* en una variedad diferenciable
M, y una w es una (p — 1)-forma C*° en M, entonces

/w—/dw.
oc c

Demostracion. Es suficiente probar el teorema cuando ¢ es un p-simplex diferenciable 0. Dado
que A, es una variedad con esquinas, el Teorema [2.1.19| dice que

/dw:/ a*dw:/ da*w:/ o*w.
- Ay A A,

Las funciones {F? | i = 0,..,p} (ver Nota|l) son parametrizaciones de las caras de A, que satis-
facen las condiciones de la Proposicién [2.1.18] salvo posiblemente la de preservar la orientacion.
Veamos cuando cumplen esta condicion.

Notemos que F} es la restriccién a A, N OHP de los difeomorfismos afines que llevan el simplex
€0, .., ep] = €0, .., €i, -..r €p, €], Es facil ver que estos difeomorfismos preservan orientacién si y
sélo si (e, ..., €, ..., €p, €;) €s una permutacién par de (eo, ..., ep), y esto sucede si y sélo si p — i
es par. Ya que las coordenadas de OHP estan positivamente orientadas si y solo si p es par, se
tiene que Fip preserva orientacion en 9A,, si y sélo si p es par.

Luego por Proposicion [2.1.18] tenemos que

/ o*w
oA,

P

I
.M%

0 [ @y

1=0 p—1

I
M"G

0 [ eerye

p—1

-1 /aoFg’ “

w.

0

-
Il

|
&M%

@
Il
o

I
S
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2.2 Teorema de De Rham

Sea Agif (M) el grupo abeliano libre generado por {o : A, — M | o es diferenciable}, es claro
que {AY (M)} es un subcomplejo de {A, (M)}, que da origen a la homologia HZ/ (M, R).

Sea o un p-simplex diferenciable, es decir, una funcién o : A, — M que es diferenciable
en un entorno de A,. Sea w una p-forma diferenciable en un entorno de Imo. Entonces esta
definida [ w, y la extendemos a cadenas de la siguiente manera: si ¢ = ) m;o; entonces

fcw = Zmz fo’iw'

La integracién de p-formas sobre p-cadenas (diferenciables) define un homomorfismo
U QP(M) — Hom(A%/ (M), R),  ¥(w)(o) = / w.
Si denotamos Af, (M) = Hom(Agif (M),R), obtenemos el siguiente diagrama

..ng(M)*d>Qp+l(M)*>...

b

(M) —" A (M) —— -

A dif

dif

donde cada cuadrado es conmutativo por el Teorema de Stokes [2.1.21] EI homomorfismo ¥
induce asi un homomorfismo

U Hh (M) = B (MR), W () = [T(w)),

denominado el homomorfismo de De Rham.

En esta seccién esbozaremos una demostracién de las siguientes afirmaciones:

Afirmacién (A) El homomorfismo W* : Hpp(M) — Hyj; (M, R) es un isomorfismo.

Afirmacion (B) Existe un isomorfismo natural Hgif(M, R) = HP(M,R) entre la cohomologia
singular diferenciable y la cohomologia singular usual.

Combinando estos dos resultados, obtendremos el famoso teorema de De Rham:

o

Teorema 2.2.1 (De Rham). Eziste un isomorfismo natural H,n(M) — HP(M,R) entre la
cohomologia de De Rham de M y la cohomologia singular de M.

Este teorema fue probado por G. De Rham en su tesis doctoral en 1931. A continuacién
daremos una demostraciéon mas moderna de este resultado, basada en [2]. Probaremos primero
algunos resultados auxiliares.

Teorema 2.2.2 (Sucesién de Mayer-Vietoris para la cohomologia de De Rham). Sean U,V
abiertos en M tales que M = U U V. Entonces se tiene la siguiente sucesion exacta larga en
cohomologia:

--~HH%R(UUV)%H%R(U)EBH%R(V)%H%R(UQV)HHPDEl(UUV)%~-.
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Demostracion. Sean ¢ : QP(UUV) — QP(U) @ QP (V) y ¢ : QP(U) @ QP(V) — QP(UNV) las
funciones definidas por:

71}(0‘)):((")‘[]’_“}‘\/)3 @(aaﬁ):a‘UﬂV—i_ﬂ‘UﬂV'

Probaremos a continuaciéon que la siguiente sucesién es exacta:
0o QU UV) S QP (U) @ QP(V) S QPU N V) — 0.

En efecto, vemos que:
1. % es inyectiva.
YP(w)=0= (w’U,—w’V) =0= w‘U = —w|v =0=w=0.
2. Nup =Im7.
Para probar que Im ¢ C Nup, sea w € QP(U U V), y calculamos:

P (W) = W[y, —wly) = @[ |yay = @[ gy = @lyay = @lyay =0-
Para probar que Nuy C Im1), sean a € QP(U) y 5 € QP(V) tales que p(a, ) = 0, es decir,

|y + Blymy = 0. (2.1)

Busco w € QP(U UV) tal que ¢¥(w) = («, 8). Basta definir w como w‘U =ay w‘v = -3,

o , . -

que esté bien definida, pues w’UQV = ‘UQV que son iguales por la ecuacién (2.1)).
_B‘Uﬂ\/

3. (p es suryectiva.

Seaw € QP(UNV), ysean f,g: UUV — R funciones C* tal que sop f C U, sopg C V' y
f+g=1. Entonces w = fw+ gw. Como f =0 en un entorno de V —U y g = 0 en un entorno
de U — V, podemos definir

{fw enUNYV,
o=

; a es p-forma diferenciable en U; y
0 enV-U

unvy,
B = {gw en " ;B es p-forma diferenciable en V.

0 enU-V

Luego w = fw + gw =
sucesion.

O“Umv + ﬁ‘UmV. Esto completa la prueba de la exactitud de la

Esta sucesién exacta corta induce entonces una sucesion exacta larga en cohomologia

= HY (U UV) — HY L(U) @ HY o(V) = HY p(UNV) — HE(UUV) — -

Recordemos el siguiente Lema que utilizaremos para las demostraciones posteriores.
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Lema 2.2.3 (Lema de los 5). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de mddulos y

funciones lineales:

a1 a2 a3 a4

A1 A2 A3 A4 A5

NN

By —> By —2> By —>+ B, —~ B;

Si las filas horizontales son exactas y ademds f1, fo, fa y f5 son isomorfismos, entonces fs es
un isomorfismo.

Si M es una variedad diferenciable y ¢ es un cubrimiento de M tal que M = [y, U°,
podemos considerar

Ag’vdif(M) = {0 : A, — M diferenciable | 0(A,) C U para algin U € U}.

Es facil ver que la sucesién 0 — Agif(U nv) — Agif(U) &> Agif(V) — A,Z”f’dif(U UV)—0es
exacta (se prueba igual que para Mayer - Vietoris Qriginal).
Si ahora definimos A7 4, (U UV) = Hom(AY%/ (U UV),R) entonces la sucesién

0= A 4if(UUV) = AL (U) @ AL (V) = AL (UNV) =0
también es exacta, y ella induce la sucesién exacta larga en cohomologia
.- = HL (UUV,R) — HY (U,R) ® HY, (V,R) — HY, (UNV,R) —» HIZH (U UV,R) — -
De la conmutatividad del diagrama

0

U UV) OP(U) @ QP(V) PUAV) —0

| | |

0—= AU UV) —= AL (U) @ A, (V) —= AL (UNV) —0

resulta la conmutatividad del siguiente diagrama (*)

oo ——>HPp(UUV) ——— H} n(U) ® HY p (V) —— H} ,(UNV) —>H%}1(UUV) _—

| | | |

+-——= HY (U UV,R) —= HY, (U,R) & HY, ,(V,R) — H% .(UNV,R) —= HE (U UV,R) — -

Recordemos la siguiente definicién topolégica: Una funcién continua f : X — Y entre dos
espacios topoldgicos es propia si la preimagen de cada conjunto compacto de Y es un conjunto
compacto de X.

Proposicién 2.2.4. Para toda variedad diferenciable M existe una funcion f : M — [0,00)
propia.
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Demostracion. Usaremos dos resultados vistos en topologia diferencial, donde X* denota la
compactificacién de Alexandroff de un espacio topolégico X.

1. Sean X, Y espacios topoldgicos localmente compactos y g : X — Y una funcién continua.
Entonces g es propia si y sélo si g se extiende a una funcién continua ¢g* : X* — Y.

2. Si un espacio topolégico X es localmente compacto, 75 y No entonces X* es metrizable.

Sea ahora M variedad diferenciable. Entonces M* es metrizable por (2), y si d denota la distancia
en M*, se tiene que g : M* — [0, 00) dada por g (z) = d(x,00) es continua. Sea f : M — [0, 00)
dada por f (z) = 1/g(x), que se extiende a f* : M* — [0,00)* continua, donde f(c0) = co. Por
lo tanto f es propia por (1). O

El siguiente lema es el paso principal para la demostracién del Teorema de De Rham. Es
una “induccién” en los abiertos de una variedad diferenciable.

Lema 2.2.5. Sea M una variedad diferenciable y P(U) un enunciado sobre abiertos U de M
que satisface:

1. P(U) es Verdadero si U es difeomorfo a un abierto convexo de R™,
2. Si P(U), P(V), P(UNYV) son Verdaderos entonces P(U UV') es Verdadero,

3. Si Uy es una coleccion de abiertos disjuntos y P(U,,) es Verdadero para todo o, entonces
P(U, Uq) es Verdadero.

Entonces P(M) es Verdadero.

Demostracion.
1. Caso M = W con W abierto de R".

Observemos primero que P(U; U...UU,) es Verdadero si U; es un abiertos convexos de M,
1=1,...,n.

El caso n = 2 vale por hipétesis. Para n = 3, notar que Uy U Uy U Us = (U U Us) U Us
donde P(U; UUsy) y P(Us) son Verdaderos. Como (U UU) NUs = (U NU3) U (U2 NUs) y por
hip6tesis tenemos que P(U; NUs), P(Us NUs) y P((Uy NUsy) NUs) son Verdaderos, resulta que
P(Uy UUy U Us) es Verdadero. Para n € N se usa el mismo argumento.

Por Proposiciénsabemos que existe f : M — [0, 00) propia. Para cada n € N definimos
A, = f~Y([n,n+1)), que es un compacto en M. Sea U, un cubrimiento abierto de A,, por abiertos
convexos contenidos en A, = f~Y(n—1/2,n+3/2). Por compacidad existe un cubrimiento finito
de A, por abiertos convexos, que llamaremos A* (A, C A* C Ay,).

Notar que A} N A; = () si 4,j ambos son pares o impares. Por (3), tenemos entonces que
P (U; 43;) es Verdadero y P (|J; A3,,,) también es Verdadero.

Veamos que P (UJ; A3, NU; A%;,1) es Verdadero. Notemos que

Jas 0z = U @sn s,

) IS\
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donde cada A7 N Aj ., es un abierto convexo pues A7 y Aj., lo son.

Ademés A* N AZ 1 es familia de abiertos convexos disjuntos para los cuales P es Verdadero,
entonces por (3) se tiene que P (J; A5 N, 43,,,) resulta Verdadero.

Por (2) P(M) = P (; A5 UU; 43,,1) es Verdadero.

2. Caso general.

Acabamos de probar que P(U) es Verdadero si U es un abierto de M difeomorfo a un
abierto de R™. En el caso general, reemplacemos en el enunciado y la demostracion del Caso 1
las palabras “abierto convexo” por “abierto”. La demostraciéon sigue valiendo, y esto prueba
que el enunciado P(M) es Verdadero. O

En este punto podemos dar la demostracién de la Afirmacién (A).
Enunciamos primero un lema sobre la homologia singular diferenciable.

Lema 2.2.6. Para todo i > 0, se tiene H (U R) =0, donde U es un abierto convexo de R™.

Una demostracién de este Lema se puede obtener modificando la prueba del Teorema|l.1.15
utilizando aproximaciones diferenciables de funciones continuas.

Demostracion de la Afirmacion (A).
Consideremos el siguiente enunciado sobre abiertos de M:

P(U) : El homomorfismo de De Rham ¥* : HY, ,(U) — ngf(U;R) es un isomorfismo en U.

Entonces:
1. Cuando U es difeomorfo a un abierto convexo de R™ debido al Lema de Poincaré tenemos
que H?,»(U) =0 cuando p > 0y H},,(U) = R cuando p = 0. Por otro lado por el Lema
tenemos que HY, f(U ;R) = 0 cuando p > 0y sabemos que por ser conexo H, f(U; R) = R cuando
p=0
2. Si P(U), P(V), P(UNV) son Verdaderos entonces P(U U V') es Verdadero: esto se deduce
de el diagrama (*), usando el Lema de los 5.
3. Supongamos que {U,} es una familia disjunta de abiertos tales que P(U,) es Verdadero.
Queremos ver que el enunciado P es Verdadero para |J, Ua.-

En efecto, (U, Ua) = B, P (Ua) y dzf(U Us,R) = P, Azif(Ua), y estas relaciones

inducen, en cohomologia,

H%R (U Ua) = @H%R(Ua)7 dzf (UU ) @ dzf

Como el homomorfismo de De Rham es un isomorfismo en cada U,, resulta que es también un
isomorfismo en J, Ua.

La Afirmacién (A) es consecuencia del Lema [2.2.5 O
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Hasta ahora hemos probado que la cohomologia de De Rham es isomorfa a la cohomologia
singular diferenciable, H},p(M) = Hy(M,R). A continuacién empezaremos a estudiar la
relacion con la cohomologia singular usual.

Teorema 2.2.7. Hidif(M, R) = H; (M,R)

Demostracion. Ya sabemos que Afif (M) es un subcomplejo de A, (M), por lo que se tiene el
diagrama conmutativo

o AT (M) T AT (M)
'-4>A1;(M)48>Ai71(M)4>-"

donde i es la inclusién, que es un morfismo de complejos. Luego 4 induce un homomorfismo
Qs o Hidlf (M,R) — H;(M,R). Probaremos ahora que i, es un isomorfismo, utilizando el

Lema 2.2.5]

Sea P(U) el siguiente enunciado sobre los abiertos de M:
PU) =iy : Hfhf (U,R) — H; (U,R) es un isomorfismo.

Veamos que se satisfacen las hipétesis del Lema [2.2.5
(1) Sea U un abierto de M difeomorfo a un abierto convexo de R". Sabemos del Lema
que Hf’f (U,R) =0 para ¢ > 0 y es facil ver que ngf (U,R) = R. Vale lo mismo si cambiamos

la homologia diferenciable por la usual, y resulta que ng‘f (U,R) LY Hgif (U, R) es isomorfismo.
Luego, P(U) es Verdadero.

(2) Sean U y V abiertos de M tales que P(U), P(V)y P(UNV) son verdaderos. Denotamos
U al cubrimiento de U UV dado por {U, V'}. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
filas exactas:

00— AU NV)— A% () e AY (V) —= AU V) —0

| | |

0——=A,(UNV) A, (U) @ Ap(V) AU UV) 0

Este diagrama induce el correspondiente diagrama conmutativo en homologia:

.. —=HYUnV)— HY (U)o B (V) —= B U UV) —= H U NV) — - -

- - - |-

H,(UNV) H;(U) ® H;(V) HY (U UV) H (UNV) —>-
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Utilizando el Teorema |1.1.18| obtenemos que:
ts : H4(M) — H;(M) es un isomorfismo.
Por otro lado se puede probar, adecuando la demostracién del Lema|1.1.18] que:
Ly Hiu’dif(M) — Hidif(M) es un isomorfismo.

Reemplazando estos isomorfismos en el diagrama anterior y usando el Lema de los 5 resulta
que P(U U V) es Verdadero.

(3) Sea ahora {U,} una coleccién de abiertos disjuntos de M, tales que P (U,) es Verdadero
para todo a. Observemos que

A?if (U Ua> _ @Afif(Ua), A; <U Ua> = @Ai(Ua).

«

Por lo tanto H™ (U, Ua,R) = @, H (U, R), H; (U, Uas R) = @, Hi(Ua, R). Como sabe-
mos que (iq)sx : H;hf (Us) — H; (Uy) es isomorfismo para todo «, se tiene que

@(za)* : EBHidif (Us) — @HZ (Uy) es isomorfismo.

«

De acuerdo al Lema resulta que P(M) es Verdadero, lo que finaliza la prueba. O
En este punto podemos dar la demostracién de la Afirmacién (B).
Demostracion de la Afirmacion (B).

Es consecuencia inmediata del Teorema y del Corolario 7.8 en [2], que establece que un
isomorfismo en homologia induce un isomorfismo en cohomologia. O

Esto concluye la demostracién del Teorema de De Rham [2.2.1]
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Capitulo 3

Aplicaciones

3.1 Grado de una Funcion

Definiciéon 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y supongamos que S C M
es una subvariedad compacta y orientada de dimensién p incrustada en M. Una triangulacion
C® de S es una p-cadena C'*° denotada por ¢ =), 0; en M con las siguientes propiedades:

1. 05 : A, = S es una incrustacion C*° que preserva orientacion, i =1,...,n,

2. Sii # j, entonces o;(Int(Ap)) Noj(Int(Ap)) = &,
3.5 =|Joi(A),

4. 660 =0.

La clase [c] € Hp(M;Z) se denomina la clase fundamental de M y se denota [M]. Si se
revierte la orientacion de M, la clase fundamental cambia de signo y asi se tiene [-M| = —[M].

El siguiente es un teorema importante sobre triangulaciones C'°° de variedades, pero no
incluimos su demostracion ya que escapa de los contenidos de este trabajo.

Teorema 3.1.2 (Cairns [3], Whitehead [14]). Toda variedad diferenciable compacta tiene una
triangulacion C*°, y cualquier triangulacion del borde de una variedad con borde puede ser
extendida a una triangulacion C* de toda la variedad.

Teorema 3.1.3 ([10], pag. 101). Sea M una variedad diferenciable cerrada de dimension n y
asumamos que es conezxa y orientable. Entonces H,(M;7Z) = Z. Por lo tanto la clase funda-
mental [M], que estd determinada si se especifica una orientacion en M, es el generador de este
grupo.

Nota 7. Sea [M] la clase fundamental de M, representada por la cadena ¢y = ), 0;. Para una
n-forma w en M, obtenemos que

/Cowzzi:/aiwzzi:/Apafw:;Li(Ap)w:/Mw.
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Definicién 3.1.4. Sean M, N variedades conexas cerradas orientadas de la misma dimensién n,
y sea f: M — N una funcién C*°. Sea f, : H,(M;Z) — H,(N;Z) el homomorfismo inducido
por f; por lo tanto existe un entero d tal que f.([M]) = d[N]. Este entero es llamado el grado
de f y es denotado por deg(f). Intuitivamente el grado cuenta el nimero de vueltas que da M
alrededor de N via f.

En la siguiente proposicién mostraremos una manera de calcular el grado de una funcién en
términos de formas diferenciales.

Proposicién 3.1.5. Sean M, N wvariedades de dimension n orientadas conexas y cerradas, y
sea f: M — N una funcion C®. Sea w € Q"(N) arbitraria. Entonces [,, f*w = deg(f) [y w.
En particular, si w es una forma de volumen en N entonces deg(f) = fM ffw.

Demostracion. Consideremos el siguiente “pairing” entre la homologia singular y la cohomologia
de De Rham:

Ho(M;Z) x Hp(M) =R, (o], [w]) — /w.

Es fécil ver, usando el Teorema [2.1.21] que esta aplicacién estd bien definida.
Probaremos a continuacion que se satisface la siguiente relacion:

(fulM], [w]) = ([M], [f*w]) -
Primero lo vemos para un p-simplex ¢ y una n-forma w, es decir,
(flo], [w]) = (o], f*[w]) (3.1)

Calculamos ambos miembros de (3.1)), obteniendo:

ulol [w]) = ([fuo], [w]) = / o,

*0

(lo], £*w) = ([o], [f*w]) = / .

Entonces nos queda

/MW:/An (f*g)*w:/An(fog)*w:/AnU*(f*“):/Uf*”-

Ahora realizando una cuenta analoga con la cadena ¢y tenemos

/f*co“’:;/fmw=§/Uz_f*w=/cof*w.

Utilizando la Nota 7} resulta (f.[M], [w]) = ([M], [f*w]).

Recordando la definiciéon de grado, se tiene:
([M], f*[w]) = (deg(f)[N], [w])
Es decir [, f*w = deg(f) [y w. O
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Otra forma de definir la funcién grado es la siguiente. Supongamos que M y N son variedades
n-dimensionales compactas, conexas, orientadas y sea f : M — N una funcién diferenciable. Si
g € N es un valor regular de f se sabe que f~1(g) es un subconjunto finito de M y entonces
se define el grado de f como el entero k = 3 1, sgn(z), donde sgn(z) = +1, si (df)s
preserva orientacién y sgn(x) = —1, si (df), revierte orientacién. Se verifica que esta definicién
no depende del valor regular elegido y que es equivalente a la dada anteriormente (para la
demostracién de esta afirmacién, ver [7], paginas 457-458).

Ejemplo 3.1.6. Sea S' = {z = exp(if) € C | |z| = 1} y definimos f, : St — S, fu(2) = 2"
donde n € N. Probaremos que deg(f) = n utilizando el Teorema

Identificamos a C con R?, y consideremos ¢ : S — R? la funcién inclusién. Entonces es
claro que f,, estd dada por f,(cos(f),sen(f)) = (cos(nf),sen(nd)). Sea w € Q}(R?) dada por
w(x1, ) = x1dwy — TodT1, luego t*w € Q(SY). Notemos que

dw = d(x1dxe — xodz1) = dxy N\ dXg — dag A dx1 = 2dx] A dX).

Calculamos f 1 t*w usando el Teorema de Stokes [2.1.16

/ Vw= / v'w = / dw = / 2day A day = 2vol(D?) = 2.
51 aD? D? D?

Definimos w = %L*w, que resulta ser una forma de volumen en 2(S'). Calculemos |, o frw,

para ello determinamos primero quién es f*w:
1
ffw= ?(cos(nﬁ)d(sen(ne)) — sen(nf)d(cos(nd)))
T
1
= —(cos(nB) cos(nh)n do — sen(nd)(— sen(nb))n do)

2m
_n 2 2 _n
=3 (cos(nb)” + sen(nd)*) db 5 de.

™

Por lo tanto deg(f) = [¢1 f*© = [q 5=df = n.

A continuacién determinaremos el grado de una funcién de la esfera S?"*! a un espacio
cociente, llamado el espacio lente. Consideraremos a la esfera S?"*! como un subconjunto de
C"*! de la siguiente manera: S?"*1 = {(29,...,2,) € C"™ | |20]2 + - + |2,|> = 1}.

Definiciéon 3.1.7. Dados p € Ny q1,...,g, € Z coprimos con p, definimos el espacio lente
L(p;q1, ..., qn) como el cociente S?"*1/7, donde Z, actia en S?"™! de la siguiente manera:
a(zg, ..., zn) = (€20,(" 21, ...,(?" 2,), donde a es el generador de Z, y ¢ = exp(2mi/p).

Los espacios lentes tridimensionales fueron introducidos por Tiezte en 1908. Fueron los
primeros ejemplos conocidos de 3-variedades que no quedan determinadas por su homologia
y grupo fundamental, y los ejemplos mas simples de variedades cerradas donde el tipo de
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ho meo mor fis mo no estd determinado por su tipo de homotopia. J.W. Alexander en 1919 de-
mostré que los espacios lentes L(5;1) y L(5;2) no son homeomorfos aunque tuvieran los grupos
fundamentales isomorfos y la misma homologia, no tienen el mismo tipo de homotopia. Otros
de los espacios lentes tienen incluso el mismo tipo de homotopia (y por lo tanto los grupos
fundamentales y de homologia son isomorfos).

Ejemplo 3.1.8. Sea 7 : S*"*! — L(p;qi,...,q,) la proyeccién canénica. Probaremos que
deg(m) = p.

Sean ¢ : §2"*1 — R?"*2 ]a funcién inclusién y w € Q2"+ (R?7+2) dada por

2n+2 -
w = Z (—1)Z+1.’L‘Z’d$1 Ao Ndzp A .o N dxono,
i=1
que induce t*w € Q2"H(§2 L) Notar que dw = (2n + 2)dz1 A ... Adx; A ... A dTonia.
Sea La(20,21, -y 2n) = a(20, 21, -, 2n) la accién de Z, en S?"*1 con a un generador de Z,.

Podemos extender esta accién a R?"*2_ la que serd denotada por L,. Se cumple la siguiente
relacién: L,ot =10 L,.

Afirmacion: L} (1*w) = t*w.

Para demostrar esta afirmacién, probaremos primero que L} (w) = w. Notemos primero que

2n+2 —
L) (w) = Z (=1)" (x50 Ly)d(x1 0 Ly) A ... Ad(z 0 La) A .. Ad(@an 42 0 Lyg).
i=1

A continuacién analizamos la accién de Z, en R27t2 en coordenadas:

27 ) 27 .
Czo=|cos|— | +isen| — | | (x1 +ix2)
p p
() (5) s (o (5) e () )
=cos| — |xyr—sen| — |Jxo+2|{cos|— |xo+sen| — )x1 ).
p p p p
Para j = 1,...,n se tiene que
2q,; 2q;
(Vzj = (cos ( qﬂr) +isen (qyr)) (w2541 + iw2j12)
p p
2q;m 2q,;m . 2q,;m 2q;m
= COs (2) Toj41 — sen (ij) Toj+2 T 1 (cos (q]j> T2j42 + sen <q};) :Egj+2) .

Obtenemos

x10 Ly = cpx1 — Sgx2, X920 Ly = coxa + Soxq.

[

con ¢y = cos (%r) vy 8o = sen (7’7)
Para j=1,...n

T2j4+1 0 Lo = ¢jToj41 — SjT242, X2j+2 0 La = %2541 + CjT2j42,
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2q; 2q;
donde c; = cos (ﬂ) y 5j = sen <M>
P P

Ademaés vemos
d(z2j4+1 0 Lo) A d(z2j42 0 La) = d(¢jxaj41 — 8jT2j42) N d(8jT2j41 + ¢jT2j42)
= (¢jdzgj11 — sjdzaj12) A (sjdxaj1 + ¢jdwajvo)
2 2
= de$2j+1 A dl‘2j+2 — deij_;,_Q A d(l?gj.;,.l

=dxgjy1 Ndxojyo.

Asi resulta para ¢ = 25 + 1 que
EZ(:Uidazl AN C/l;Z A .o Ndxopt2) = (x5 0 Za)d(xl o Ea) A ... Nd(x; o Za) A .o Nd(xop42 0 Ea)
= (ij2j+1 — Sjl‘gj.,.g)dl?l ANdxo A ...\
VAN d:L‘gj AN (sjd$2j+1 + de$2j+2) Ao Ndxonya
= (CijQ?Qj.;,.l — 8?$2j+2)d1‘1 VARAN dx2j+2 A oo NdTont2

+ (C?.TQ]'_H — sjcjx2j+2)dx1 VANPRRAN d$2j+1 A oo Ndxopia
Ahora para i = 25 + 2

—

L (widwy A . Adai A oo A daopss) = (250 La)d(21 0 La) A .. Ad(mi 0 L) A .. A d(@2ns2 © La)
= (sj@2j41 + ¢jxojr2)dxr Adra A A
Ndxaj N (CjT2j41 — SjT2j42) A ... A dTonto
= (sjcjxjt1 + C?$2j+2)dl’1 AN dfigﬁg A oo A dTopto

9 —
— (SjiL'Qj_H + Cj$j$2j+2)d.1‘1 VARAN dl'gj_H Ao N dxonta

Entonces
Li(w) =Y (-1)(mioLa)d(w1 0 La) A ... Ad(wi 0 Lg) A .. Ad(22n12 0 L)
% par
+ Y (@ioLa)d(w10La) A Ad(xi 0 Lg) A .. Ad(Tan42 0 La)
i impar
= Z —x;dzy N ... N\ 351 A .. Adzopto
i par
+ Z ridry A ..o N\ C/Z;l A .o Ndxopyo
i impar
= w.

Luego, L*(t*w) = (10 Lg)*w = (Lg 0 t)*w = 1*(L*w) = t*w, lo que prueba la Afirmacién.

La Afirmacién nos asegura que (*w pasa al cociente L(p;qi, ..., qn), es decir que ¢*w induce
una 7 € Q2"H(L(p; g1, ..., qn)) tal que 70 = *w.
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Por dltimo debemos comparar esta integral con | Lpigiran) T Como Z, actta libremente en

S+l esto nos dice que 7 : S?"*1 — L(p;qi,...,qn) es un espacio de cubrimiento de p hojas.
Denotaremos por {C1,...,Cp} a un cubrimiento de S 2nt1 que satisface lo siguiente:

1. Sij # i, entonces (C})° N (Cy)° =0,
2. .57 =U;(Cy),
3. m:(C;)° — w((C;)°) es un difeomorfismo y 7(C;) = L(p; q1, ..., qn) para todo i =1,...,p.

Obtenemos asi que

o
L(pvql w“ﬂ]ﬂ)

Resulta de la Proposicién que deg(7) = p.

3.1.1 Linking Number

Definicién 3.1.9. Un nudo es una incrustacién (“embedding”) de S* en R3.

Asumamos que tenemos dos nudos disjuntos K, L en R3. Se denomina enlace con dos
componentes a una configuracién como en la siguiente figura

o /fab

(b)

Si queremos diferenciar (a) de (b) intuitivamente vemos que en el caso (a) las dos copias de
St estén entrelazados, en cambio en (b) no.
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Matematicamente hablando sean f : S* — R3, g : S' — R3 las parametrizaciones de K, L
con las orientaciones correspondientes, luego definimos la funcién F : S' x S — R? dada por

F(s,t) =g(t) — f(s) s,te St=R/Z,

donde g(t) — f(s) lo podemos expresar como vectores de R® — {0}, luego la imagen de F estd
contenida en R3 — {0}. Por simplicidad, asumiremos que s, € R y que f y g son funciones
R — R3 periédicas de perfodo 1.
Ahora definimos la proyeccién 7 : R — {0} — 52 por 7(z) = 2/ ||z||, y F = o F'. Entonces
se define
Lk(K,L) = deg(F)

y este entero es llamado el linking number de K y L.
Se puede ver que el grado es un invariante homotdpico y que este nimero es independiente
de la eleccion de las parametrizaciones de K y L.

El siguiente Teorema relaciona la definiciéon de linking number y la integral de Gauss.

Teorema 3.1.10. El linking number de dos nudos disjuntos orientados K, L en R? estd dado
por la integral

1 1 1 1 , ,
LK(K,L) = /0 s /0 T g et = ). 6.9/ )t

donde f, g son las parametrizaciones de K, L respectivamente, y son periddicas de periodo 1.

Demostracidon. Sea w = W(xldwg Adxs — wodxy Adrs + x3dry Adrs) una 2-forma en R3 — {0}.

Sit: 8% — R3— {0} denota la funcién inclusién, se define wy = ¢*w. Usando el Teorema de
Stokes [2.1.16] vemos lo siguiente

4
/ wo = / wo = / dwy = / 3dr1 Adxo N\ dxg = 32" _ 4 (3.2)
52 oD3 D3 D3 3

Aqui utilizamos que

dwy = d(l’ldxg A dajg) — d(a:ldxl A d.l:g) + d(l’3d$1 A d$2)
=dx1 Ndxo Ndxs — dxog AN dx1 A dxs + dxs A dxi A dxs
= 3dx1 Ndxo A dxs.

Por lo tanto ﬁwg es una forma de volumen en S2. Por otro lado, se puede ver facilmente que
para cualquier x € S? vale wo,(vi,v2) = det(z,v1,v2). Luego por la Proposicién tenemos
que el grado de la funcién F : S' x S' — S? estd dado por

— 1 —
deg ' = — F wy. (3.3)

T JSixst

Sea =1 :[0,1] x [0,1] — S* x S dada por (s,t) — (7 27it).
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Reemplazando en [3.3] se tiene que

/ Fwg = / O F wo = / (F o ¢)*wp.
SixS1 [0,1]%[0,1] [0,1]x[0,1]

Sean f,§ : R — R3 dadas por J?(s) = f(e?™%), g(t) = g(e*™). Estas funciones son diferenciables
y tienen periodo 1.
Con estas nuevas funciones definimos la siguiente:

G(s,t) = Fop ' (s,t) = m(g(e*™) — f(e*™)) =

Ahora calculemos G*wy:

0

(s,t))

(3.4)

0

" 0
(G Wo)(s,t) (83:1

(S,t)’ O

% _ 0
) =(m wO)Fng*l(s.,t) <d(Fo§0 1)(3,1&)87‘rl

(s,t) (s,t)

i(s) g
Notemos primero que d(F oo™ = | —f5(s) Gh(t)
f5(s) g5(t)
Calculemos ahora en general 7*wy, para lo cual necesitamos una expresion para (dm),v.
Para v € Rx tenemos

d d d| (t+Dzr d| =
(dm)er = —| m(at+2)= —| 7((t+1)x) = —| —F—=—| — =
dt |, dt |, dtlol|(t+ Dx||  dt|,||=]|
Para v € (Rz)*
d d| vt+zx
dr)pv = | w(ot+2) = = S0
(dm)av = 25| "D = 5| ot a]

_ o(@ ol + [zl = (@ ol + Nl 2t flo* (vt + 2)
(€2 ol + [lz]*)

t=0
_laflo 1

ezl el

Entonces si v; son vectores tangentes en T, (R? — {0}) y w; son las proyecciones ortogonales a
(Rx)*, entonces tenemos que
(7 w0)x(v1,V2) = Wor(z)((dT)zv1, (dT)2v2)
= [/~ det(z, wy [l]| =", ws [l 7)
= 2]~ det(x, wi, wp)
= |l 7 det(x, v1,v2)

= |||~ wor(ay (v1, v2)-
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Volviendo a (3.4)), se tiene que:

>: det(g(t)fcs) R (ORI (() )
(5 law -7 |l -7 |aw) - 7o)

Esto prueba el teorema, identificando f con fy g con g.

0

. B
(G WO)(s,t) (6331

(s) 02

43



3.2 El Invariante de Hopf

Para una funcién C* arbitraria f : S — 52, definimos un ntimero real H(f) € R de
la siguiente manera. Primero elegimos una 2-forma 6 € Q2(S?) tal que Jg20 = 1. Resulta
d(f*0) = f*(df) = 0, es decir que f*6 es una 2-forma cerrada en S3. Como H?(S3;R) = 0, por
el Teorema de De Rhamtenemos que H12) R(S3) = 0, luego f*6 es exacta por lo tanto existe
una 1-forma n € Q'(S3) tal que f*@ = dn. Entonces definimos

H(f)z/SSUAdn-

H(f) es llamado el invariante de Hopf.

Teorema 3.2.1.

1. El valor H(f) es independiente de la eleccion de 0 y n, y sélo depende de f.

2. Elwvalor H(f) depende inicamente de la clase de homotopia de f. Es decir, si dos funciones
C>® fo, f1: 8% — 82 son homotdpicas, entonces H(fo) = H(f1).

Demostracion.
1) Sea 6" una 2-forma en S? tal que [o, 6 = 1y f*0' = dn/ donde 7/’ es una 1-forma en S°.

Veamos que
/ nAdn= / ' Adn. (3.5)
S3 53

Como H?%(S%R) = R, por el Teorema de De Rhamtenemos que H% (S?) = R entonces
al tener dimensién 1 si tomamos dos clases [¢/], [0] € H#z(S?), vemos que [0'] = c[0] = [cf]
donde ¢ € R, es decir que existe una 7 € Q1(S?) tal que ¢’ = ¢ + dr. Como 6, ' son formas
de volumen en S? utilizando el Teorema de Stokes obtenemos que |, g2 9 =c /. @0=1es
decir que ¢ = 1.

Por otro lado, d(n' —n — f*1) = f*(¢' — 0 — dr) = 0 y ademdas H'(S?;R) = 0, nuevamente
usando el Teorema de De Rham m tenemos que H})R(SQ) = 0, entonces obtenemos que
n' —mn — f*T es exacta, es decir que existe una g € Q°(53) tal que n’ = n+ f*7 + dg.

Por lo tanto, tenemos

n Adn = (n+ f'm+dg) A(dn + fdr)
=nAdnp+nA(fidr)+ f*rNdn+ ffr A (f7dT) +dg Adn+dg A frdr
=nAdn+nANd(f )+ f (T ANO+dr)) + d(g(dn+ f*dr))
=nANdn+nAd(f*T)+d(g(dn+ fdr)),

donde hemos usado que 7 A (6 +dr) = 7 A @ = 0 pues es una 3-forma en S2. Por otro lado

vemos que d(—n A f*1) = —dn A f*r+n A f*(dr), y entonces

nAd(f*T)=—=dn A frT) +dn A frm=—=dn A frT)+ fFOAT) = =dn A frT).
Obtenemos ' Adn' =nAdn+d(—n A f*1+ g(dn+ f*dr)). Entonces utilizando el Teorema
de Stokes [2.1.16| nuevamente queda demostrado (3.5]).
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2) Asumimos que existe una funcién continua F : S x R — S? tal que F(p,0) = fo(p),
F(p,1) = f1(p) para todo p € S3. Es sabido que toda funcién continua puede ser aproximada
por una funcién C'*°; entonces podemos suponer que F' es C'.

Tomo 6 una 2-forma de volumen en S?, luego F*0 es una 2-forma cerrada en S x R. Como
H?(S83 x R;R) = 0, por el Teorema de De Rham se tiene que H3 (53 x R) = 0, entonces
obtenemos que F*f es exacta, es decir que existe una 1-forma 77 € Q1(S3 x R) tal que dij = F*0.

Sean tg : S x {0} — S3 xR, 11 : S x {1} — 93 xR las funciones inclusiones tal que {7 = 70,
tin = m. Entonces

dno = d(eom) = wodn = 1o F5 6 = fo0,
dm = d(i1n) = dn = qFy0 = f10.

Si aplicamos el Teorema de Stokes [2.1.16| a la 3-forma 77 A d7j en la variedad con borde
M = $3 x [0, 1], tenemos

/d(ﬁAdﬁ)Z/ ﬁAdﬁZ/ mAdm—/ no A dno
M oM S3x{1} $3%{0}

Como d(n A dn) = 0, obtenemos fsgx{l} mAdny = fSS><{0} no A dng. Asi queda probado (2). O

Ejemplo 3.2.2. Sea h : S — S? la funcién de Hopf, definida de la siguiente manera. Con-
siderando a S3 como la esfera unidad en C? e identificando S? con el espacio proyectivo complejo
CP!, la funcién de Hopf h : S? — CP! est4 dada por h(zo,21) = [20,21]. Mostraremos que
H(h) =1.

Para probar este punto realizaremos los siguientes pasos:

a) Buscaremos una forma de volumen w en S2.

b) Determinaremos un difeomorfismo g : CP' — S2.

)

)

¢) Veremos que el pull back via g del generador w de H?(S?; R) da un generador 6 de H2(CP'; R).

d) Calcularemos el pull back de 6 via h y encontraremos una 1-forma 1 en S3 tal que h*6 = dn.
)

e) Calcularemos |, ga A dn.

a) Sean z1,7s y z3 las coordenadas estandard de R3. Sabemos por cilculos anteriores que
w = ﬁ(wldxg A dxs — xodxy A dxs + xsdry A dra) es una forma de volumen en S2. Como
dim(H?(S% R)) = 1 obtenemos que cualquier otra es un multiplo de w.

Consideremos un subconjunto abierto de S? donde x3 # 0. Como (1,2, 23) € S? tenemos
que a;% + :c% + x% =1, y derivando esta igualdad obtenemos que x1dx; + zodxs + x3drs = 0.

z1dx1+xodrs )

Como z3 # 0 podemos despejar drs y resulta que drs = — ( =
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Ahora reemplazando en w obtenemos:

1 d d d d
s (_xldm N <¢WW) ¢ wad A <W> 4 gy A dx2>
47 T3 T3

1 (a2 x3
= y —dzr1 ANdxo + —dxl AN dxo + x3dx1 A dxo
7 I3

— wdm A dxy
4z,

1
= dxy N dxo.
471':173

b) Proyeccién estereografica de S? a CP!. En las coordenadas homogéneas [zg, z1] de CP!, el
punto [z, 0] es llamado el punto en el infinito. En un subconjunto abierto donde z; # 0, podemos
usar z = zp/z; como la coordenada e identificamos el punto z = x + iy en CP! — {[1,0]}
con el punto (x,y,0) en el (x1,72)-plano en R3. Entonces la proyeccién estereogréfica desde
el polo norte (0,0,1) es una funcién de S? a CP!, que envia el polo norte al punto en el
infinito. Buscamos la funcién inversa g : CP! — S?: notemos que la recta que pasa por
(0,0,1) y (z,y,0), parametrizada por (0,0,1) + ¢(z,y, —1), interseca a la esfera unidad cuando
222 + 1292 + (1 —t)2=1,esdecirt =00t = m

Luego la inversa g : CP' — S? estd dada por

2x 2y —1+ 22 + 42
1+a2+y? 1+22 492 1+22+4 92

z:x+iy—><

c) El pull back del generador w en H?(S?;R) via g nos da un generador g*w en H2(CP!).
De las expresiones para w y g obtenidas en a) y b) resulta que

. 1 [ 1422 +y? 2(1 — 22 + 4?) dxy
gw=_ de — ————=dy | A
1+:z2+y (14 22 +y?)? (14 22 + y?)?
2(1 + 2% —y*) >
A e dt + o ——55d
< 1+x2—|—y) (1+ 22+ y?)?

1 (401 — 22 + v (1 + 22 — 3?) — 1622y? 1+ 2242
— dx A\ dy
T 4r (14 22+ y?)* —14 22+ y?
1 2?4+ 92?2 1)
= — dz A d
47T<1+:B2+y (@222 1)) "W

1 dzAdy
(a2 4?2
En términos de la coordenada compleja z = x + iy, obtenemos ¢g*w = —%(ldf(;ff)g, donde
dz = dx +idy, dz = dv —idy y |2|* = 2% + 42
Definimos # = —g*w; como z = zy/z; en términos de las coordenadas homogéneas resulta
que

0 — L (Zle(] — Zodzl) VAN (fldfo — zodfl)
27 (0] + [21]%)?
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d) Buscamos una 7 tal que h*0 = dn en S°.

Sean zy = y1 + Y2 y 21 = y3 + iy las coordenadas en C?. Sabemos que si (zg,21) es un
punto en la esfera unidad S* se cumple que |20]® + |21 = ¥ +v3 +v3 +y3 = 1.

Damos ahora una expresién para 6 en términos de las coordenadas (yq,...,y4):

W0 = o [(ys + iya)d(ys +iyo) — (1 + iy2)d(ys + iya)

A (Y3 — iya)d(y1 — iye) — (y1 — iy2)d(ys — iya)]
= g[(y:s +iya)dyr + (1y3 — ya)dy2 + (—y1 — iy2)dys + (—iy1 + y2)dya] A
A (ys — tya)dyr + (—iys — ya)dy2 + (=1 + iy2)dys + (iy1 + y2)dya]

7

5 (Y3 + iya) (—iys — ya) — (iy3 — ya)(y3s — iya)]dyr A dyo

7 . . . .
+ g[(y?, +iya)(—y1 4+ iy2) — (—y1 — iy2)(y3 — iya)ldys A dys

7 . . . .
+ ——[(y3 + iya) (iy1 +y2) — (—iy1 + y2)(y3 — iya)]dy1 A dya

2
+ %[(Zys —ya)(—y1 +1y2) — (—y1 — iy2)(—iys — ya)|dy2 A dys
+ %[(lys —ya)(iy1 +y2) — (—iy1 + y2)(—iys — ya)]dy2 A dys
+ o= [(=y1 —iy2) (i1 + y2) — (—iy1 + y2)(—y1 + iy2)|dys A dya

2

1
= ;[(2192, +yd)dyr A dya + (yay1 — yoys)dyr A dys

— (y3y1 + yay2)dyr A dys + (ysy1 + yaya)dyz A dys
+ (yay1 — y3y2)dyz A dys + (45 + y3)dys A dy).

Como (y1,y2,Ys,y4) € S se cumple que ¥? + y3 + y3 + y2 = 1, de donde se deduce que
y1dy1 + yadys + yzdys + yadys = 0. Consideramos un subconjunto abierto de S? donde y3 # 0;

alli podemos despejar dys y resulta que dy3z = —yldyﬁyﬁyﬁy‘ldy“.
Ahora reemplazando en h*0 nos queda
sg L Y2 Y1
h'f=— [[(y2 + 1) = (Yayr — y2y3) "~ + (ysy1 + yay2) " Jdys A dy
n Y3 Y3
Ya 2 2\ Y1
+ [—(yayr — y2y3)£ — (ysy1 +yay2) — (yi + y2)£]dy1 A dys
Y4 Y2
+ [~ (ysyr + y4y2)£ + (yan — y2u3) — (5 + yg)g]dyz A dys

1 Y1 Y2
=— [dyl Ndys — —dyy Ndys — —=dys Ndyy| .
™ Y3 Y3

Queremos ver que Th*@ = dn para alguna 1-forma 1 en S3. Notemos que

wh*0 = d(y1 A dy2) + dao,
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donde da = —z—;dyl A dyy — Z—idyg A dyy = (—z—;dyl - Z—idyg) A dy,. Entonces podemos escribir
la 1-forma a en S% como a = G(y1,%2,y4) dys para cierta funcién diferenciable G(y1,v2,v4).
Comparando da = dG A dyy con la expresién anterior para da, obtenemos que g—ﬁ = —Z—; y
Gy =12 donde y3 = (1 —yf — 3 — y)"/*.

Por lo tanto es facil ver que G(y1,y2,y4) = (1 -y} —y3 —y3)
y 1= 51 dyz + y3 dya).

12 — ys. es decir que o = y3 dya

e) Ahora calculemos n A dn:

nAdn = —(yrdys + ysdys) A d(yi1dys + y3dya)

5 (yidya A dys A dy + yzdya A dyy A dyz)

[ =3

= — (y1dy2 A dys A dys + ysdyr A dyz A dya).

3

Como el subconjunto donde no esté definida 7 tiene medida nula en S3, tenemos que
1
H(h)= [ nndyp= [ —(y1dya Adys Adys+ ysdys A dya A dya).
S3 g3 T

Utilizaremos el difeomorfismo f : S — S% dado por f(y1,v2,¥3,%4) = (¥3,Y2,Y1,Y4) para
llevar a través del pullback la 3-forma yidys A dys A dys a la 3-forma —ysdy; A dys Adys. Ya que
f revierte orientacién obtenemos la siguiente igualdad:

2
H(h) = /3 y1dya A dys A dya. (3.6)
S

T2

Para calcular esta integral utilizamos coordenadas esféricas:

donde 0 <a <7, 0< 8 <my0<~v<27. Entonces la integral (3.6 resulta

2 9 ™ ™ 2w
— / yrdys Adys A dyy = — / / / sen?(a) sen®(B) cos?(v)dy dB da.
7 Jgs 7™ Jo Jo Jo

Recordemos las siguientes formulas para n par:

1 —1
/sen"(m)dw = sen" "1 (z) cos(z) + n - /senn_2(a:)d:n,

1 -1
/cos"(a:)dx = —cos"(z)sen(x) + z /005”2(x)d:1;.
n n
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Para el caso n impar usamos que sen”(z) = sen?**1(z) = (sen?(z))¥(sen(z)), y andlogamente
para cos"(z).
Podemos calcular ahora la integral en (3.6))

= T.

Por lo tanto obtenemos que la integral (3.6)) es igual a 1, y asi H(h) = 1.
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3.3 Cohomologia de De Rham de Grupos de Lie y Cocientes
Compactos

Un grupo de Lie G es una variedad C*° que admite una estructura de grupo tal que las opera-
ciones de grupo

m:GxG—=G, m(gh)=gh, i:GoG, ilg)=g",

son funciones diferenciables.

Un dlgebra de Lie g (real) es un R-espacio vectorial junto con una operacién llamada corchete
[,:] : g X g = g que es bilineal, antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Es bien sabido
que todo grupo de Lie G tiene asociada un algebra de Lie g de la misma dimensién. En efecto,
g es el espacio vectorial formado por todos los campos invariantes a izquierda en G, equipado
con el corchete de Lie de campos vectoriales.

Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sabemos que se puede identificar el espacio
dual g* de g con el conjunto de todas las 1-formas invariantes a izquierda en G. Tenemos
naturalmente la funcién inclusién i : g* — Q'(G). Tomando el producto exterior de 1-formas
invariantes a izquierda, se puede ver que 4 induce un homomorfismo i : A*g* — Q*(G). Es fécil
ver que ¢ es inyectiva y por lo tanto su imagen coincide con el conjunto de todas las formas
diferenciales invariantes a izquierda en G. Luego obtenemos la identificacion

A*g* = {formas diferenciales invariantes a izquierda en G}.

La derivada exterior de formas diferenciales invariantes a izquierda es nuevamente invariante a
izquierda. Por lo tanto A*g* es cerrado en el complejo de De Rham Q*(G) de G con respecto a
la derivada exterior, es decir, resulta ser un subcomplejo.

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo donde 7 es la inclusién

d k(@) d Qk+1(G)L>...
..J>Ak<g*) 4d>Ak+1(g*) 4 ...

En general el homomorfismo * : H*(A*g*) — H*(Q*(G)) = H*(G;R) inducido por ¢ no
es una inyeccién ni una suryeccién. Sin embargo, cuando G es compacto, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 3.3.1 (Cartan-Eilenberg). Sea G un grupo de Lie conexo y compacto. Entonces la
inclusion natural i : A*g* — Q*(G) induce un isomorfismo H*(A*g*) = H*(G;R).

La cohomologia H*(A*g*) del complejo A*g es denominada la cohomologia del dlgebra de
Lie g, y se la denota simplemente por H*(g).

Ejemplo 3.3.2. Sea SU(2) el grupo unitario especial de dimensién 3 dado por
SU(2) ={A € Mat(2,C) | AA* =1d, det(A) = 1}.
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Se puede ver que es un grupo de Lie conexo y compacto.
Sea su(2) su algebra de Lie, dada por su(2) = {4 € Mat(2,C) | A+ A* =0, tr(A) = 0}.
Podemos elegir una base B = {e1, e2, e3}, donde los corchetes de Lie no nulos son
[e1,e2] = e3, [e2,e3] = e1, [e3,e1] = ea. (3.7)

Sea B’ = {e!, €2, €3} la base dual de B. Entonces (3.7)) implica que la diferencial
d' : su(2)* — A%s5u(2)* estd dada por

dlel = —e? ne, dle? = A nel, dled = el ne? (3.8)
Por lo tanto el primer grupo de cohomologia es

_ Nu@d) _ () _,
Tm(d%) — (0)

Usando (3.8) vemos que la diferencial d? : A25u(2)* — A3su(2)* es
(et ne?) =d* (e Ned) = dP(e* Aed) = 0.

H'(su(2))

El segundo grupo de cohomologia es entonces
_ Nu(@®)  (e'netel nete?aet)
~ Im(dl)  (—e2Aed, —e3Nel,—el ne?)

H?(su(2))

Claramente la diferencial d® : A3su(2)* — A%su(2)* = {0} es nula, de donde resulta que el tercer
grupo de cohomologia es

Nu(d? The?ne?
_ Nu( ):<6 € 6>=<61/\€2/\€3>.

Im(d?) (0)

Entonces utilizando el Teorema tenemos que los grupos de cohomologia de De Rham
de SU(2) son isomorfos a los grupos de cohomologia del dlgebra de Lie su(2). Asi obtenemos
que los numeros de Betti de SU(2) son by = 1, by =0, bs = 0y b3 = 1. Esto estd de acuerdo
con el hecho de que SU(2) es difeomorfo a la esfera S3.

H?(su(2))

Pasamos a continuacion a considerar otra familia de grupos de Lie, los nilpotentes.

Dada un algebra de Lie g, se define la serie central descendente recursivamente de la siguiente
manera: go = ¢, 91 = [0, 9),--., 9j+1 = [, g;]. Diremos que el dlgebra de Lie g es nilpotente, si
existe un j € N tal que g; = 0. Si k es el menor natural para el cual g; = 0, se dice que g es
k-pasos nilpotente. Un grupo de Lie es nilpotente si su algebra de Lie lo es.

Es sabido que un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo es difeomorfo a un espacio
euclideo, por lo que es imposible tener un andlogo del Teorema [3.3.1] para esta clase de grupos.
Sin embargo, la cohomologia de un algebra de Lie nilpotente si nos permite determinar la
cohomologia de De Rham de ciertas variedades compactas obtenidas como cociente del grupo
de Lie nilpotente asociado.

Recordemos que una variedad compacta M es una nilvariedad si es de la forma M = G/T,
donde G es un grupo de Lie simplemente conexo, nilpotente y I' es un subgrupo discreto co-
compacto (reticulo). El siguiente criterio caracteriza los grupos de Lie nilpotentes que admiten
reticulos.
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Teorema 3.3.3 (Criterio de Malcev [9]). Un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con-
tiene un subgrupo discreto co-compacto si y solo si su dlgebra de Lie admite una base tal que las
constantes de estructura asociadas son nimeros racionales.

El siguiente teorema relaciona la cohomologia de De Rham de una nilvariedad con la co-
homologia del algebra de Lie nilpotente correspondiente. Notemos primero que toda forma
diferenciable invariante a izquierda w en un grupo nilpotente G induce una tnica forma diferen-
ciable w en G/I" tal que 7*w = w. Esto induce una inclusién natural 7 : A*g* — Q*(G/I).

Teorema 3.3.4 (Nomizu [I1]). Sea M = G/T" una nilvariedad; entonces i : A*g* — Q*(G/T")
induce un isomorfismo en cohomologia i* : H*(g) — HE o(M).

Observar que la cohomologia real de una nilvariedad no depende del reticulo considerado.

Como una aplicacién, determinaremos la cohomologia de De Rham de una nilvariedad aso-
ciada al grupo de Heisenberg Hs. Por simplicidad, utilizaremos la notacién e***2-'% para
representar al producto exterior e’* Ae'2 A... A ek,

Ejemplo 3.3.5. Sea Hj el grupo de Heisenberg de dimensién 5 dado por

AT

1 =z
Hs=<{ [0 I 9] eMat(4,R)|z,ycR? 2z€R
0 0

—_

Consideramos el subgrupo I' de Hs formado por todas las matrices de Ha,11 con coeficientes
enteros. Se puede ver que I' es un subgrupo discreto co-compacto de Hs.
Si b5 es el algebra de Lie de Hs, entonces se tiene que

0 = =z
hs = 0 0 o 6Mat(4,R)]:):,y€R2, z€R
0 0 0
y el corchete de Lie esta dado por
0 =z =z 0z z
00 y'],/0 0 7 =X, Y]=XY-YX
0 0 0 0 0 0
={0 0 0
0 0 0

Definimos F; j como un elemento de Mat(4,R) donde la entrada (7, j) es igual a 1 y las restantes
son 0. Entonces es facil ver que B = {e; = E12, ea = E13, e3 = Ep4, e4 = E34e5 = E14} es
una base de h5. Luego los corchetes de Lie no nulos son

[e1,e3] = €5, [e2,e4] = e5. (3.9)
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Sea B’ = {e!, €2, €3, ¢e*, €’} la base dual de B. Entonces (3.9) implica que la diferencial
d' : bt — A%h% estd dada por

die =0, i=1,234, dled = —el3 — 24, (3.10)
Por lo tanto el primer grupo de cohomologia es

u{d" el e? e3 et
(09 = polt) - () (e, 1) ).

Ahora, por ([3.10)), la diferencial d? : A2h; — A3h; estd dada por:
A2l Aed) = eb24 2(e2 A ed) = €213, (3 A e8) = 324, d2(et A eF) = b3,
y las demds son cero. Luego, el segundo grupo de cohomologia es

B Nu{dQ} _ <€1’2, 61’3, 61’4, 62’3, 62’4, 63’4>
- Im{d'} (—el3 — e2:4)
(12, e13 el 23 34 13 | ¢24)
(—el3 — e24)

= <[61’2]7 [61’3]7 [6174]7 [6273]7 [6374]> .

La diferencial d? : A?’f];k — A4f)’5‘ queda

H?(bs)

Bl A3 Ae®) = —el324 B2 A et A ed) = —eh13,
y las demds son cero. Por lo tanto el tercer grupo de cohomologia es
Nu{d?} <€1,2,37 el24 o125 o134 o145 0234 (235 o345 135 _ e245>

- Im{d?} (el:24 213 3,24 ¢1,13)
= <[61,2,5]7 [61’4’5], [62’3’5], [63’4’5], [61,3,5 B 62’4’5]> ‘

H? ()

Es facil ver que la diferencial d* : A4h; — A5b§ es idénticamente 0, por lo que el cuarto
grupo de cohomologia es

B Nu{d*} B <61,2,3,4761,2,3,5761,2,4,5761,3,4,5762,3,4,5> B

H4(h5) - Im{d3} = <_61’372’4> — <[el’2’3’5], [81,2,4,5]7 [61,3,4,5]’ [62,3,4,5]>‘

Por tltimo d®(e! Ae? Ae3 Aet Ae®) = 0 y asf tenemos que el quinto grupo de cohomologia es
1,2,3,4,5

_ Nu{d®} _ (e ) = ([eM2349))

Im{d*} (0) ’

Si M es la nilvariedad M = H5/T', entonces utilizando el Teorema tenemos que los
grupos de cohomologia de De Rham de M son isomorfos a los grupos de cohomologia del algebra
de Lie hs;. En particular, los nimeros de Betti de M son

H°(bs)

bo=1,b1 =4,by =5, by =5, by =4,bs = 1.
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Ahora veamos la correspondencia con las formas invariantes a izquierda. Consideramos la
siguiente correspondencia de Hs con R®

T
1 21 29 =z
01 0 w 2
0 0 1 o 4
00 0 1 yj

—Jo o o 9 0 9 90 i
Se puede ver que B = { ey D230 9y T P19z g5 T L25 83} es una base de b5, considerada

como el conjunto de campos invariantes a izquierda de Hs. Luego
B' = {dxy,dxs, dyy, dya, —x1 dy1 — xo dyz + dz}

es una base de b5 formada por 1-formas invariantes a izquierda. Estas 1-formas en Hy inducen
1-formas en la nilvariedad M, a las que seguiremos llamando con el mismo nombre.

Entonces podemos dar los generadores de los grupos de cohomologia de De Rham de M de
acuerdo a esta base:

H%R(M) = ([dx1], [dz2], [dy:], [dy2])
HZQDR(M) = <[d.%'1 A dxg], [dxl A dyl], [dacl N dyg], [daﬁg A dyg], [dy1 A dyQ])

H%R(M) = ([dx1 N dxa A (=21 dyr — x2dys + d2)], [dz1 A dya A (—21 dyr — 22 dys + dz)],
[dxa A dyr A (—x1 dy1 — xo dy2 + d2)], [dyr A dya A (=21 dyr — x2 dys + d2)],
[dx1 A dyi A (—x1dyr — x2dys + dz) — dzo A dya A (—x1 dyy — z2 dys + dz)])

H,%R(M) = ([dx1 Ndxg ANdyy A (—x1 dyr — 22 dys + d2)], [dxy A dzg A dys A (—x1 dyy — x2 dys + dz)],
[dxy Adyy Adys A (—x1 dyy — @2 dye + dz)], [dza A dy A dys A (—xq dyy — 22 dys + d2)])

H%R(M) = ([dx1 A dxa ANdyr Adya A (—z1 dy;r — z2 dy + dz)]).
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3.4 Productos Triples de Massey

Las formas diferenciales contienen informacién completa sobre la cohomologia de variedades,
como muestra el Teorema de De Rham [2.2.1] Més precisamente, esta informacién incluye tanto
la estructura espacio vectorial de la cohomologia real y la estructura de algebra definida por
el producto exterior. En esta seccién veremos que las formas diferenciales miden también una
estructura méas profunda definida en la cohomologia. Esta estructura contiene una sucesion
infinita de productos de grado superior llamados productos de Massey, de los cuales veremos los
mas simples.

Sea M una variedad diferenciable, consideremos clases x, y, z en la cohomologia de De Rham
de M, de grado k, I, m respectivamente, tales que satisfacen la siguiente relacién:

zcANy=yANz=0.

Elegimos formas cerradas «, 3, v € Q*(M) en M que son los representantes de las clases x,y, 2
respectivamente. Estas cumplen lo siguiente a A 3 = d\ y B A~y = du donde A € QFH=1(M) y
©e Ql-i-m—l(M)‘

Entonces obtenemos d(AA vy — (—1)*aAp) = a ABAy—aABAvy =0, pues @ y ¥ son
cerradas. Por lo tanto A Ay — (—1)¥a A p es una forma cerrada.

Luego se define el producto triple de Massey de x,y, z como

(@,y,2) = [AAy = (=D)Fanp]] € HHHEH(M) /I, 2),

donde I(x,z) = x A HS N M) + 2 A HEHTH(M) es el subespacio de H*+™=1(M) que con-
siste de todas las clases de cohomologia de la forma x A u 4+ 2z A v, donde u € nglgnfl(M) y
v € HEHH(M).

Verificaremos a continuacién la buena definiciéon de este producto, es decir, que no depende
de la eleccion de las formas diferenciales usadas en la definicion.
_ Sean a, B y 7 formas en M de grado k,l,m respectivamente tales que [a] = =z = [q],
Bl=y=1[8ly ] =z=P] N

Esto nos dice que a = a+df, 8 =8+dr y 5 =+ dn donde 6, 7 y n son formas en M de
grado k — 1,1 — 1, m — 1 respectivamente.

Calculemos a A E y B/\ ~:

GAB=(a+dd)A(B+dr)
=aAB+aANdr+diNP+dONdT
=dA+d((-1)*aAT+ONB+OAT)
= dA+ (~1)*a AT +OA B+ 0 Adr).

Obtenemos que a A B =d\, donde X = \+ (—DkaAT4+60AB+60Adr. Similarmente se verifica
que S Ay =dfi, donde i = p+ (=1)!BAn+TAy+7Adn.
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Calculamos ahora A A — (—Dka A p:

AT = (=D*ani=N+ (D aAT+OANB+OAdT) A (v +dn)
—(=D)*a+dO) A (u+ (=1)!BAn+T Ay +7Adn)

=(AAy = (=DFaAp) +AAdy+ (—1)FanT Ay
+(=DfaATAdp+OANBAY+FONBAdY
+ONdT Ay+0ANdr Ady— (—DF(=1D)!anB Ay
—(=DfaAT Ay = (=D)*anT Ady— (=10 A p
—(=DF=D)ldoAB A — (=1)FdO AT Ay — (—1)*dO AT Adn

= ANy = (=DFanp) + (DO A p) + (=) AR)

+ (=D)MrOABAD) + (DO AT AY) + (1) AT A dn).

Por lo tanto cuando cambiamos los representantes de las clases x, ¥y, z vemos que
AAF — (—DFaAJ] = WAy — (—1)Fa A p] € HFHm=1(0r),

Obtenemos asf que [AAF — (—1)*a A )] = [AAy — (=1)Fa A p]] en HFHm=1(M) /1 (x, 2).

_ Por otro lado si nos quedamos con las clases [a], [8] y [y], pero cambiamos A y p por
A= A+wi, i = p+ws, donde dw; = 0y dwy = 0, y calculamos [A Ay — (—1)¥a A Ji] obtenemos

ANy = (=DFaAfi= A +w) Ay = (=DFa A (1 +ws)
=AY+ w Ay — (=DPaAp— (=DFa Aws.

Tomando clase de cohomologfa vemos que A Ay — (=DFa A ] # [AAy — (=1D*a A p] en
HFHm=1(M), pero al cocientar por I(x, z) tenemos que

5} k ~ k
BAy = (~DraAfl = WAy = (~DraAql,
ya que (w1 Ay — (—1)*a A ws] estd en I(z, 2).
Los productos de Massey fueron introducidos en [I12] y proveen una obstruccién para la
formalidad de variedades diferenciables (ver el Apéndice para las definiciones correspondientes).
En efecto, se sabe que en toda variedad formal, los productos triples de Massey son nulos. En

consecuencia, si una variedad posee algin producto triple de Massey no nulo, no puede ser
formal. Recordamos los siguientes resultados importantes:

1. Toda variedad de Kéhler compacta es formal [4].
2. Si una nilvariedad es formal entonces es difeomorfa a un toro [5].

En los ejemplos a continuacion determinaremos algunos productos triples de Massey no nulos
en ciertas familias de nilvariedades: las correspondientes a las algebras de Heisenberg ha,11 y a
las &lgebras de Lie filiformes standard g,.
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Ejemplo 3.4.1. Sea Hs,11 el grupo de Heisenberg de dimensién 2n + 1, dado por

1 =z ¢
Hopy1 = 0 I y'|eMat(n+2,R)|z,yeR", ceRy,
0 0 1

y consideramos el subgrupo I' de Hay, 11 formado por todas las matrices de Hajp, 1 con coeficientes
enteros. Se puede ver que ' es un subgrupo discreto co-compacto de Ho,+1, y denotaremos por
M = Hyp,4+1 /T a la nilvariedad asociada.

A continuacién vamos a usar el Teorema [3.3.4] para encontrar un producto triple de Massey
no nulo en la cohomologia de De Rham de M.

Si hop+1 es el dlgebra de Lie de Hay,11, entonces se tiene que

0 = c
bony1 = 0 0 y'| eMat(n+2,R)|z,yeR", ceRy,
0 0 O
y el corchete de Lie estd dado por
0 =z ¢ 0 2 ¢
00 ¢'|,10 0 #]|=[X,Y]=XY-YX
00 O 00 O
00 (z,9)—(7,y)
=10 0 0
0 0 0

Definimos E; ; como un elemento de Mat(n + 2,R) donde la entrada (7, j) es igual a 1 y las
restantes son 0. Entonces es facil ver que

B={ei=FEiit1, €itn=FEijrint2, emi1=FEinp2]1<i<n}
es una base de ho,41. Luego los corchetes de Lie no nulos son
[ei, en+i] = €2n+1; 1= 1, ey N (3.11)

Sea B' = {¢! | 1 <i < 2n + 1} la base dual de B. Entonces (3.11]) implica que la diferencial
d: b3, — A%h5, . estd dada por

n

de! =0, i=1,....2n, de’""'=-) ¢ A"t (3.12)
i=1
Elegimos
a:el, ,8262’3 """ ntl y 7:(31.
Luego a A B = el Ne23 L =gy BAy =23 " Ael =du, donde A =v, p=(-1)"vy
v = —e>3 2t Entonces

[AA Y +anu] = [2(-1)" e 2] € H" (h2n41) /1[0, [7),
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donde I([a], [7]) = [a] A H™(Bans1) + [Y] A H™(hant1) = [e}] A H(h2p+1). Veamos que esta clase
es no nula, o equivalentemente que [e!~"27+1] no pertenece al ideal I([a], [7]).

Denotaremos u = span{ey, ..., e2,}, un subespacio que aparecerd en los célculos siguientes.
Supongamos que [el2m2HL] € [el] A H™(hap 1), es decir que

R S N (3.13)

donde 1,7 € A"(b3,, 1) con dn = 0.

Por otro lado podemos escribir a n = wAe?" M 4+py 7 = OAe? 1 40, donde w,§ € A"~ L(u*)y
©,0 € A"(u*). Obtenemos que dn = (—1)"twAde? ! y dr = (=1)" 710 Ade® L. Para realizar
el calculo en necesitamos ver w como una combinacion lineal en el respectivo espacio, es
decir, w = 22§i1<...<in_1§2n ail,,,,,in_leil’“"i"—l. Reemplazando en (3.13)) tenemos lo siguiente

el,2,...,n,2n+1 _ § : ai1,...,in_1€1 A ellooin=1 A €2n+1+

2<i1 <. <ip—1<2n
n
tel Ao+ (=1)") O A nemt
i=1
Como e A, S0 O Ael Ae™ e A" (u*) y eznt1 ¢ u, vemos que no aparece el factor 21!

al escribir estas formas como combinacién lineal de la base, y esto implica que a23,..., = 1y los
demas a;,,...;, , = 0. Por lo tanto w = e23em, Luego

n
dn = (—1)n_1w A de® = (—1)n62’3""’” A Z et Nttt = —elZ3mntl o)
i=1
que es un absurdo pues 1 es cerrada.
Asf probamos que [el3m20 ] ¢ [([a], [7]).

Ejemplo 3.4.2. Sea g, el dlgebra Lie de dimensién n con base B = {xq, z1, ..., xn,—1} y corchete
de Lie definido por
[xo,.%'j] = Tj+1, j: 1,...,77,—2. (3.14)

Esta es la llamada algebra de Lie nilpotente filiforme standard de dimension n. Recordemos que
un algebra de Lie nilpotente de dimensién n se dice filiforme si su grado de nilpotencia es n — 1.

Sea B = {z' | 0 <i < n — 1} la base dual de B. Entonces implica que la diferencial
d: gt — A%g’ estd dada por

di® =0, dz'=0, do/ =—-2"A2d7Y, j=2,...,n—1. (3.15)

Por el criterio de Malcev el grupo de Lie simplemente conexo nilpotente GG, asociado
a g, admite un reticulo I'. Vamos a usar el Teorema para encontrar un producto triple de
Massey no nulo en la cohomologia de De Rham de G,,/T" para n > 4.

Elegimos



Como aA B = 0 entonces podemos elegir A = 0; por otro lado, Ay = (—1)*"1g0L34n=1 — g

donde p = (—1)"x?3"~1 Entonces
XA+ aAp]] = [[(=1)"a?5"71] € H" ™ (gn)/1([a], ),

donde I([a],[7]) = [a] A H"2(g,) + [v] A H" 2(gn). Veamos que esta clase es no nula, o
equivalentemente, que [2%23-"=1] no pertenece al ideal I([a], [7]).

En efecto, probaremos que I([a],[y]) = 0. En primer lugar caracterizaremos las (n — 2)-
formas cerradas en g,,. Sea u = span{w1,..., 2, 1}. Sin =2"Aw € A" 2g* donde w € A" 3u*,
entonces dn = —z% A dw. Pero de se deduce que dw = 2° A 7 para cierta (n — 4)-forma 7
en u. Luego, resulta dn = 0.

Si consideramos ahora 1 € A"~ 2u*, entonces podemos escribir 1 = Z?:_ll c;jnj, donde
n; = gh2enden=l ¢ An=2* " [ uego, dn = Z;l:_ll cjdn;. Notemos que, para j =1,...,n — 2, se
tiene

dnj _ d(xl,Q,A..,j,.A.,nfl)

— (_1)]’—11,1,2,...,]'—1 A d($j+1""’n_1)
_xO,l,Z,...,ﬂ\l,.‘.,nfl
mientras que dn,—1 = 0. En particular, {dn; | 1 < j < n — 2} es un conjunto linealmente
independiente en A" !g*. Por lo tanto, si dp = 0, se tiene que Z;:lz cjdnj = 0 y asi resulta
cj=0paraj=1,..,n—2.

Entonces n € A"~ 2g? es cerrada si y sélo si es de la forma n = az® Aw-+en,—1, con w € A" 3u*
y a,c €R.

Por un lado tenemos [2°] A [n] = ¢| —c[dnn,—1] = 0. Por otro lado, calculemos

[z} A [n] = —a[z®! A w], con w € A"73u*. Entonces podemos descomponer a w como

w=az"No+ Z?:_; bjx?3-dn=1para ciertos o € A" (span{za,...,z,})* y bj € R. Luego

2012 =2) =

1 1 n—1; 23.75.n-1 _ xn—-1; i ;
T ANw =2 A ZJZQ bjx = ijz bjn;, entonces por la cuenta anterior con los 7;

obtenemos que [z%! A w] = Zyz_gl bjldnj—1] = 0.

Asf queda probado que I([a], [y]) = 0. A continuacién veremos que [2%2:3+-"71] £ 0. Si fuera
[29237=1] = 0 tendriamos que x023"~1 = dp, para alguna ¢ € A""2g*. De manera similar
a lo hecho anteriormente podemos descomponer a ¢ como ¢ = z° An + ¢, donde n € A" 3u* y
¢ € A" 2u*. Utilizando la diferencial se tiene que dyp = d¢. Podemos escribir a ( como

Nl o 1.2,..7,..n—1 p
¢ = ijl cjng, con nj =T J como antes. Asi, vemos que

n—1
$0,2,3,...,n—1 — dC - _ § :C],‘TO,I,Q,...,j—i—l,...,n—l7

j=1

que es un absurdo. Por lo tanto se tiene que el producto triple de Massey ([2°], [z034-n=1] [21])
es no nulo.
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Variedades Formales

Intuitivamente, una variedad simplemente conexa es formal si su tipo de homotopia racional esta
determinado por su algebra de cohomologia racional. Por ejemplo, se sabe que las variedades
simplemente conexas compactas de dimension menor o igual a 6 son formales. Recordemos las
definiciones relevantes.

Trabajaremos sobre el cuerpo R. Un dlgebra diferencial graduada conmutativa (A, d) (adgc)
es un algebra graduada A = @, A*, donde el producto es conmutativo en el siguiente sentido:
z-y = (—=1)*Wly . 2 para elementos homogéneos z e y, junto con una diferencial d : A% — AF+1
que satisface d?> = 0y d(x - y) = dz -y + (—1)1*lz - dy, donde |z| denota el grado del elemento
homogéneo .

Los morfismos de adgcs son morfismos de dlgebras que preservan el grado y conmutan con
las diferenciales. Notemos que la cohomologia de una adgec H*(A,d) es un &lgebra graduada
que se convertird en una adgc dotandola con la diferencial cero. Una adgc se dice conexa si
HO(A,d) =2 R. El ejemplo principal de una adgc es el complejo de De Rham de M una variedad
diferenciable, (2*(M),d), donde d es la diferencial exterior.

Una adgc (A, d) es minimal (en el sentido de Sullivan) si sucede lo siguiente:

1. A = AV es el dlgebra conmutativa libre generada por un espacio vectorial graduado (real)
V=B, Vi

2. existe una base {x; | i € J} de V, para un conjunto ordenado de indices J, tal que
|zi||z;| sii < j y la diferencial de un generador z; se expresa en términos de los anteriores
zi (i <j).

Se conoce el siguiente resultado fundamental:

Proposicién 4.1.1. Toda adgc conexa (A,d) tiene un modelo minimal, es decir, existe un
dlgebra minimal (AV,d) junto con un morfismo de adgcs ¢ : (AV,d) — (A,d) que induce un
isomorfismo ¢ : H*(AV,d) — H*(A,d). El modelo minimal es unico.
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El modelo minimal (real) de la variedad diferenciable M es por definicién el modelo minimal
de su élgebra de De Rham, (2*(M), d).

Una adgce minimal (AV,d) es formal si existe un morfismo de algebras diferenciales
U : (AV,d) — (H*(AV),0) que induce la identidad en cohomologia. Se dice que una variedad
diferenciable M es formal si su modelo minimal es formal.

Se conocen muchos ejemplos de variedades formales: esferas, espacios proyectivos, grupos de
Lie compactos, espacios homogéneos y variedades Kéhler compactas.

Es sabido que la existencia de productos de Massey no nulos es una obstrucciéon para la
formalidad.
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