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Resumen

El famoso Teorema de De Rham establece un isomorfismo entre los grupos de cohomoloǵıa de
De Rham y los grupos de cohomoloǵıa singular de una variedad diferenciable M . Estos pueden
ser “detectados” mediante formas diferenciales. En particular, la cohomoloǵıa de De Rham de
una variedad diferenciable es un invariante topológico. Este teorema fue propuesto como una
conjetura por Élie Cartan en un art́ıculo de 1928, y poco después fue probado por Georges De
Rham.

En este trabajo se dará una demostración de dicho teorema, estudiando todos los conceptos
necesarios de topoloǵıa algebraica y variedades diferenciales para que esta demostración sea
autocontenida. A continuación, daremos las siguientes aplicaciones de este teorema:

1. El grado de una función.

2. Expresión integral del “linking number” de un enlace de nudos (según Gauss).

3. El invariante de Hopf para funciones diferenciables de la 3-esfera a la 2-esfera.

4. El producto triple de Massey, y aplicaciones a la teoŕıa de variedades formales.

Se darán ejemplos con sus cálculos correspondientes.



Abstract

The famous De Rham Theorem establishes an isomorphism between De Rham cohomology
groups and groups of singular coho mo lo gy of a differentiable manifold M. These can be
“detected” by differential forms. In particular, the De Rham cohomology of a differentiable
manifold is a topological invariant. This theorem was conjectured by Eli Cartan in 1928, and
shortly after it was proved by Georges De Rham.

In this work a demonstration of this theorem will be given, as well as the necessary back-
ground of algebraic topology and differentiable manifolds for this proof to be self-contained.
Next, we will give the following applications of this theorem:

1. The degree of a function.

2. Integral expression of the “linking number” of a node link (according to Gauss).

3. The Hopf invariant for differentiable functions from the 3-sphere to the 2-sphere.

4. The Massey triple product and applications to the theory of formal manifolds.

Examples will be given with their corresponding calculations.
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Caṕıtulo 1

Preliminares de Topoloǵıa
Algebraica

En este caṕıtulo recordaremos algunos resultados importantes de Topoloǵıa Algebraica que serán
necesarios para la demostración del Teorema de De Rham.

1.1 Homoloǵıa singular

Definición 1.1.1. El n-simplex standard es el subconjunto convexo ∆n ⊆ Rn+1 que consiste de
las (n+ 1)-uplas (t0, t1, . . . , tn) tales que ti ≥ 0,

∑
ti = 1. Si {e0, e1, . . . , en} es la base canónica

de Rn+1,

∆n =
{∑

tiei | ti ≥ 0,
∑

ti = 1
}
.

Nota 1. Si v0, v1, . . . , vn ∈ Rn+1, [v0, v1, . . . , vn] denota la función ∆n → Rn+1 por ei → vi. En
particular, [e0, . . . , êi, . . . , en] es la función ∆n−1 → ∆n tal que e0 → e0, . . . , ei−1 → ei−1, ei →
ei+1, . . . , en−1 → en. A esta función se la denomina i-ésima cara y se la denota Fni .

Notemos que Fni (t0, t1, . . . , ti−1, ti, . . . , tn−1) = (t0, t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1). Además se
satisface que para j ≤ i, Fn+1

j ◦ Fni = Fn+1
i+1 ◦ Fnj .

Definición 1.1.2. Sea X espacio topológico. Un n-simplex singular es una función continua
σ : ∆n → X. La i-ésima cara de un n-simplex singular es la función σ ◦ Fni : ∆n−1 → X y
que denotamos σ(i). El grupo de cadenas ∆n (X) es el grupo abeliano libre generado por los
n-simplices singulares, es decir,

∆n (X) =
{∑

mσσ | mσ ∈ Z, σ n-simplex
}
.

La frontera de un n-simplex σ, denotada ∂σ, será ∂σ =
∑

(−1)σ(i) ∈ ∆n−1 (X).
A los elementos de ∆n(X), es decir

∑
σmσσ, con σ n-simplex, se los denomina n-cadenas. Si

c =
∑

σmσσ es una n-cadena, entonces ∂c =
∑

σmσ∂σ. En particular, ∂n : ∆n (X)→ ∆n−1 (X)
es un morfismo que se denomina morfismo frontera.
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Lema 1.1.3 ([2], pág. 170–171). ∂2 = 0.

Definición 1.1.4. A la cadena de grupos y homomorfismos

· · · ∂i+1−→ ∆i (X)
∂i−→ ∆i−1 (X)

∂i−1−→ · · · ∂1−→ ∆0 (X)
∂0−→ 0

que cumple ∂2 = 0 se lo llama complejo de cadenas.

Nota 2. Como ∂2 = 0 tenemos Im (∂i) ⊆ Nu (∂i−1).

Definición 1.1.5. Una n-cadena c =
∑

σmσ∂σ es un n-ciclo si ∂c = 0; es una n-frontera si
c = ∂c′ con c′ ∈ ∆n+1 (X). Al grupo de los n-ciclos se lo denota Zn (X) y al grupo de las
n-fronteras se lo denota Bn (X). Por lo tanto

Zn (X) = Nu (∂n) y Bn (X) = Im (∂n+1) .

Luego por la Nota 2 tenemos que Bn (X) ⊆ Zn (X). Definimos

Hn (X) =
Zn (X)

Bn (X)

y lo llamamos el n-ésimo grupo de homoloǵıa singular de X.

Proposición 1.1.6 ([2], pág. 176). Sea f : X → Y una función continua entre espacios
topológicos X e Y . Entonces f induce un morfismo f∗ : Hi (X) → Hi (Y ) ∀i ≥ 0. Esta
correspondencia es natural, es decir satisface

1. si X
f→ Y

g→ Z entonces (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗,

2. si X
id→ X entonces (id)∗ = id.

Corolario 1.1.7. Si X e Y son homeomorfos entonces Hi (X) es isomorfo a Hi (Y ), i ≥ 0.

Definición 1.1.8. Un complejo de cadenas C es una sucesión de grupos abelianos {Cp}p∈Z
junto con homomorfismos ∂p : Cp → Cp−1 tales que ∂2 = 0. La homoloǵıa del complejo está
dada por Hn (C) = Nu ∂n/ Im ∂n+1.

Dados dos complejos de cadenas A y B, un homomorfismo de complejos es una colección de
homomorfismos {fp : Ap → Bp}p∈Z tales que fp−1 ◦ ∂p = ∂p ◦ fp para cada p ∈ Z, es decir el
siguiente diagrama conmuta:

Ap
∂p //

fp
��

Ap−1

fp−1

��
Bp

∂p // Bp−1

Estos morfismos fp inducen un morfismo fp∗ : Hp (A) → Hp (B) mediante f∗([a]) = [f(a)],
de manera que (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗ y id∗ = id.

4



Supongamos ahora que 0→ A
i→ B

j→ C → 0 es una sucesión exacta corta de complejos, o
sea para cada p ∈ Z, el siguiente diagrama conmuta:

0 // Ap
ip //

∂p
��

Bp
jp //

∂p
��

Cp //

∂p
��

0

0 // Ap−1
ip−1 // Bp−1

jp−1 // Cp−1
// 0

Se sabe que esta sucesión exacta corta de complejos induce una sucesión exacta larga de
homoloǵıa

· · · → Hp (A)
i∗−→ Hp (B)

j∗−→ Hp (C)
∂∗−→ Hp−1 (A)

i∗−→ Hp−1 (B)
j∗−→ · · ·

El morfismo ∂∗ : Hp (C) → Hp−1 (A) está dado por ∂∗ [c] = [a] donde a = i−1
∗ ◦ ∂∗ ◦ j−1

∗ (c)
(como en el diagrama). Luego se puede probar la exactitud en cada etapa.

b
j∗ //

∂∗
��

c

a
i∗ // ∂b

Definición 1.1.9. Sea X espacio topológico, A ⊆ X, un subespacio. Definimos a continuación
Hn (X,A) , n ≥ 0 la homoloǵıa relativa.

Consideremos los complejos

0 // ∆n (A)
i //

∂
��

∆n (X) //

∂
��

∆n (X) /∆n (A) // 0

0 // ∆n−1 (A)
i // ∆n−1 (X) // ∆n−1 (X) /∆n−1 (A) // 0

La inclusión i : A→ X induce i∆ : ∆n (A)→ ∆n (X) inyectiva y de la conmutatividad de

∆n (A)
i //

∂
��

∆n (X)

∂
��

∆n−1 (A)
i // ∆n−1 (X)

se sigue que es posible definir ∂ : ∆n (X) /∆n (A) → ∆n−1 (X) /∆n−1 (A) obteniendo aśı un
complejo {∆n (X) /∆n (A) , n ≥ 0}, que denotamos ∆n (X,A). Más aún,

0→ ∆ (A)
i→ ∆ (X)

j→ ∆ (X,A)→ 0

es una sucesión exacta corta de complejos. A la homoloǵıa del complejo ∆ (X,A) la denotamos
{Hn (X,A) , n ≥ 0}.

Además tenemos la siguiente sucesión exacta larga

· · · → Hp (A)
i∗−→ Hp (X)

j∗−→ Hp (X,A)
∂∗−→ Hp−1 (A)

i∗−→ Hp−1 (X)
j∗−→ · · ·
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Definición 1.1.10. Sea G un grupo abeliano, X un espacio topológico y consideremos el com-
plejo ∆ (X)⊗G donde ∂ (σ ⊗ g) = (∂σ)⊗ g.

Podemos pensar que ∆n (X)⊗G = {
∑

σ gσσ | σ n-simplex, gσ ∈ G}. En general cualquiera
sea el complejo {Cp, ∂p | p ∈ Z} podemos considerar {Cp ⊗G, ∂p | p ∈ Z}.

Definimos Hn (X;G) = Hn (∆ (X)⊗G). Dado un subespacio A ⊆ X, a la sucesión exacta
corta de complejos 0 → ∆ (A) ⊗ G → ∆ (X) ⊗ G → ∆ (X) /(∆ (A) ⊗ G(→ 0 la denotaremos
0 → ∆ (A;G) → ∆ (X;G) → ∆ (X,A;G) → 0. Si definimos Hn (X,A;G) = Hn (∆ (X,A;G))
obtenemos una sucesión exacta larga de homoloǵıa con coeficientes en G

· · · → Hn (A;G)→ Hn (X;G)→ Hn (X,A;G)→ Hn−1 (X,A;G)→ · · ·

Definición 1.1.11. Dos funciones continuas f, g : (X,A) → (Y,B) se dicen homotópicas (y se
denota f ∼= g) si existe H : X × [0, 1] → Y continua tal que H (x, 0) = f(x) y H (x, 1) = g(x)
para todo x ∈ X. Un espacio topológico X es contráctil si existe x0 ∈ X tal que cx0

∼= idX con
cx0 : X → {x0}

Definición 1.1.12. Dos espacios topológicos X e Y se dicen homotópicamente equivalentes si
existe f : X → Y , g : Y → X continuas tal que f ◦ g ∼= idY g ◦ f ∼= idX .

Nota 3. Se prueba que si X e Y son homotópicamente equivalentes entonces H∗ (X) es isomorfo
a H∗ (Y ), donde H∗ (X) denota el *-ésimo grupo de homoloǵıa singular de X

Definición 1.1.13. Sean A∗, B∗ complejos y f, g : A → B homomorfismos de complejos. Se
dice que f y g son homotópicamente equivalentes como homomorfismos de complejos, que se
denota f ∼= g, si existe una sucesión de homomorfismos D = {Di : Ai → Bi+1} tales que

∂ ◦D +D ◦ ∂ = f − g

· · · // Ai+1
∂ // Ai

∂ //

D}}
f−g
��

Ai−1
//

D}}

· · ·

· · · // Bi+1
∂ // Bi

∂ // Bi−1
// · · ·

Nota 4.

1. ∼= es de equivalencia,

2. f ∼= g ⇒ f∗ = g∗ : H∗ (A∗)→ H∗ (B∗).

Definición 1.1.14. Un homomorfismo de complejos f : A∗ → B∗ es una equivalencia ho-
motópica si existe g : B∗ → A∗ homomorfismo de complejos tal que f ◦ g ∼= id, g ◦ f ∼= id.

Teorema 1.1.15. X espacio topológico contráctil. Entonces Hi (X) = 0, si i 6= 0.

A continuación seguiremos la demostración realizada por Bredon en [2].
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Demostración. Sea F : X×I → X una función continua que satisface F (x, 0) = x y F (x, 1) = x0

para todo x ∈ X y cierto punto base x0 ∈ X.
Definimos Dσ : ∆n → X para cada simplex singular σ : ∆n−1 → X por

(Dσ)

(
n∑
i=0

λiei

)
= F

(
σ

(
n∑
i=1

(λi/λ) ei−1

)
, λ0

)
,

donde
∑n

i=0 λi = 1 y λ =
∑n

i=1 λi = 1 − λ0. Si λ0 = 1 se define (Dσ)(e0) = x0. Como D
está definida en una base del grupo abeliano libre ∆n−1 (X), se extiende uńıvocamente a un
homomorfismo D : ∆n−1 (X)→ ∆n (X).

Las caras de Dσ están dadas de la siguiente manera: (Dσ)(i) = D
(
σ(i−1)

)
si i > 0 y

(Dσ)(0) = σ. En efecto, para i > 0, (Dσ)(i) = Dσ ◦ Fn−1
i : [e0, . . . , êi, . . . , en−1]→ X, y aśı

(Dσ)(i) (λ0e0 + · · ·+ λn−1en−1) = F (σ ((λ1/λ)e0 + · · ·+ 0iei + · · ·+ (λn−1/λ)en−2) , λ0)

= (Dσ) ◦ Fn−1
i−1 (λ0e0 + · · ·+ λn−1en−1)

=
(
Dσ(i−1)

)
(λ0e0 + · · ·+ λn−1en−1) .

En el caso i = 0 tenemos (Dσ)(0) = Dσ ◦ Fn−1
0 : [e1, . . . , en−1]→ X

(Dσ)(0) (λ1e1 + · · ·+ λn−1en−1) = F (σ ((λ1/λ)e0 + · · ·+ (λn−1/λ)en−2) , λ0)

= (Dσ) ◦ Fn−1
0 (λ1e1 + · · ·+ λn−1en−1)

= σ (λ1e1 + · · ·+ λn−1en−1) .

Calculemos ∂ (Dσ) para n > 1

∂ (Dσ) = (Dσ)(0) −
n∑
i=1

(−1)i−1 (Dσ)(i) = (Dσ)(0) −
n−1∑
j=0

(−1)j D
(
σ(j)

)
= σ −D (∂σ) .

Para n = 1, i.e. σ es un 0-simplex, tenemos ∂ (Dσ) = σ − σ0 donde σ0 : ∆0 → x0 y D (∂σ) = 0
por definición. Luego ∂D +D∂ = Id−ε donde ε : ∆i (X)→ ∆i (X) es ε = 0 para i 6= 0 y
ε (
∑
nσσ) = (

∑
nσ)σ0 para i = 0, σ0 es el 0-simplex x0. Aśı en homoloǵıa Id = Id∗ = ε∗, que

es cero en dimensiones mayores que cero.

1.1.1 Subdivisión baricéntrica y Sucesión de Mayer-Vietoris

Definición 1.1.16. Sea X un espacio topológico y U una familia de subconjuntos de X tal que
X =

⋃
U∈U U

◦. Si σ : ∆n → X es un n-simplex decimos que σ es un U-n-simplex si Imσ ⊆ U
para algún U ∈ U .

Definición 1.1.17. ∆Un (X) es el subgrupo de ∆n (X) generado por los U-n- simplex.
Si σ : ∆n → U ∈ U , entonces σ ◦ Fni : ∆n−1 → X tiene su imagen en U. Por lo tanto sus
caras son U-(n− 1)-simplex. Entonces ∂ : ∆Un → ∆Un−1, y aśı obtenemos que (∆∗ (X) , ∂) es un
complejo de cadenas, y más aún, ι : ∆U∗ ↪→ ∆∗ es un homomorfismo de complejos.
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Teorema 1.1.18. La inclusión ι : ∆Un ↪→ ∆n es una equivalencia homotópica de cadenas,
i.e., existe ρ : ∆n (X) → ∆Un morfismo de cadenas talque ι ◦ ρ y ρ ◦ ι son homotópicas a las
correspondientes identidades. Por lo tanto ι induce un isomorfismo HUn (X) ∼= Hn (X).

A continuación seguiremos la demostración realizada por Hatcher en [6].

Demostración. Para demostrar este teorema se utilizará una construcción técnica conocida como
la subdivisión baricéntrica.

1. Subdivisión baricéntrica de śımplices

Los puntos de un simplex [v0, . . . , vn] son las combinaciones lineales
∑

i tivi tales que
∑

i ti =
1 y ti ≥ 0 para todo i. El baricentro de un simplex [v0, . . . , vn] es el punto b =

∑
i tivi cuyas “co-

ordenadas baricéntricas” ti son todas iguales, es decir, ti = 1/(n+1) para todo i. La subdivisión
baricéntrica de [v0, . . . , vn] es la descomposición de [v0, . . . , vn] en n-śımplices [b, w0, . . . , wn−1]
donde, inductivamente, [w0, . . . , wn−1] es un (n − 1)-simplex en la subdivisión baricéntrica de
la cara [v0, . . . , v̂i, . . . , vn]. La inducción comienza con el caso n = 0, cuando la subdivisión
baricéntrica de [v0] está bien definida y es simplemente [v0]. Los siguientes n = 1, 2, 3 se mues-
tran en la figura:

Sigue de manera inductiva de la definición que los vértices de śımplices en la subdivisión
baricéntrica de [v0, . . . , vn] son exactamente los baricentros de todas las caras k-dimensionales
[vi0 , . . . , vik ] de [v0, . . . , vn] para 0 ≤ k ≤ n. Cuando k = 0 esto da uno de los vi originales, ya
que el baricentro de un 0-simplex es él mismo. El baricentro de [vi0 , . . . , vik ] tiene coordenadas
baricéntricas ti = 1/(k + 1) para i = i0, . . . , ik y ti = 0 en los otros casos.

Un hecho que necesitaremos es que el diámetro de cada simplex de la subdivisión baricéntrica
de [v0, . . . , vn] es a lo sumo el diámetro de [v0, . . . , vn] multiplicado por n/(n+ 1). Recordemos
que el diámetro de un simplex es por definición la máxima distancia entre dos puntos, donde
usamos la métrica del espacio euclidiano ambiente Rm que contiene a [v0, . . . , vn]. El diámetro
de un simplex es igual a la distancia máxima entre dos vértices, porque la distancia entre dos
puntos v y

∑
tivi de [v0, . . . , vn] satisface la desigualdad∣∣∣v −∑ tivi

∣∣∣ =
∣∣∣∑ ti (v − vi)

∣∣∣ ≤∑ ti |v − vi| ≤
∑

ti maxi |v − vi| = maxi |v − vi| .

Para obtener la cota n/(n+1) mencionada anteriormente, debemos verificar que la distancia
entre dos vértices wj y wk de un simplex [w0, . . . , wn] de la subdivisión baricéntrica de [v0, . . . , vn]
es a lo sumo n/(n+ 1) por el diámetro de [v0, . . . , vn]. Si ningún wj ni wk es el baricentro b de
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[v0, . . . , vn], entonces estos puntos están en una cara propia de [v0, . . . , vn], y el resultado sigue
por inducción en n. Luego, podemos suponer que el vértice wj es el baricentro b de [v0, . . . , vn],
luego por la desigualdad anterior tenemos que wk es un vértice vi. Sea bi el baricentro de
[v0, . . . , v̂i, . . . , vn] con coordenadas baricéntricas iguales a 1/n excepto para ti = 0. Entonces
tenemos que b = (1/(n+ 1)) vi + (n/(n+ 1)) bi.

La suma de los coeficientes es 1, aśı que b está en el segmento [vi, bi] de vi a bi y la distancia
de b a vi es n/(n+ 1) veces la longitud de [vi, bi]. Luego la distancia de b a vi está acotada por
n/(n+ 1) veces el diámetro de [v0, . . . , vn].

La importancia del factor n/(n + 1) es que al repetir la subdivisión baricéntrica podemos
producir śımplices de diámetros arbitrariamente pequeños pues (n/(n+ 1))r → 0 cuando r →∞.
Es importante notar que la cota n/(n + 1) no depende de la forma del simplex ya que cuando
repetimos la subdivisión baricéntrica obtenemos śımplices de muchas formas diferentes.

2. Subdivisión baricéntrica de cadenas lineales

La parte principal de la prueba consistirá en construir un operador S : ∆n (X) → ∆n (X),
llamado operador de subdivisión, y mostrar que da una homotoṕıa de cadenas con la identidad.
Primero lo construimos para el caso de cadenas lineales.

Para un conjunto convexo Y en un espacio euclideano, las funciones lineales ∆n → Y generan
un subgrupo de ∆n (Y ) denotado L∆n (Y ), el subgrupo de las cadenas lineales. La función borde
∂ : ∆n (Y ) → ∆n−1 (Y ) lleva L∆n (Y ) a L∆n−1 (Y ), por lo que las cadenas lineales forman un
subcomplejo del complejo de cadenas singulares de Y . Podemos designar uńıvocamente a una
función lineal λ : ∆n → Y como [w0, . . . , wn], donde wi es la imagen del i-ésimo vértice de ∆n.
Para evitar tener que hacer excepciones para 0-śımplices, es conveniente extender el complejo
L∆ (Y ) definiendo L∆−1 (Y ) = Z generado por el simplex [∅], donde ∂[w0] = [∅] para todo
0-śımplex [w0].

Cada punto b ∈ Y determina un homomorfismo b : L∆n (Y ) → L∆n+1 (Y ) definido en la
base de elementos por b ([w0, . . . , wn]) = [b, w0, . . . , wn]. Geométricamente, el homomorfismo b
puede ser considerado como un operador cono, que env́ıa una cadena lineal al cono que tiene
como base dicha cadena lineal y el punto b como punta. Aplicando la fórmula usual para ∂,
obtenemos la relación

∂b ([w0, . . . , wn]) = [w0, . . . , wn]− b (∂[w0, . . . , wn]) .

Por linealidad tenemos que ∂b (α) = α−b (∂α) para toda α ∈ L∆n (Y ). Esto puede ser reescrito
como ∂b+ b∂ = Id, es decir, b es una homotoṕıa de cadenas entre la identidad y la función cero
en L∆ (Y ).

Ahora definimos un morfismo de subdivisión S : L∆n (Y ) → L∆n (Y ) por inducción en n.
Sea λ : ∆n → Y un generador de L∆n (Y ) y sea bλ la imagen del baricentro de ∆n por λ.
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Entonces la fórmula inductiva de S es S (λ) = bλ (S∂λ) donde bλ : L∆n−1 (Y )→ L∆n (Y ) es el
operador cono definido anteriormente. La inducción comienza con S ([∅]) = [∅], por lo que S es
la identidad en L∆−1 (Y ). También es la identidad en L∆0 (Y ), ya que cuando n = 0 se tiene

S ([w0]) = w0 (S∂[w0]) = w0 (S ([∅])) = w0 ([∅]) = [w0].

Cuando λ es un “embedding” con imagen un n-simplex genuino [w0, . . . , wn] entonces S (λ) es
la suma de los n-śımplices en la subdivisión baricéntrica de [w0, . . . , wn], con ciertos signos que
pueden ser calculados de forma expĺıcita. Esto resulta de la definición inductiva de la S como
aśı también de la definición inductiva del baricentro.

Queda chequear que la función S satisface ∂S = S∂, es decir, es un morfismo de complejos
de L∆ (Y ) en śı mismo. Como S = Id en L∆0 (Y ) y en L∆−1 (Y ), es claro que ∂S = S∂ en
L∆0 (Y ). Para n > 0 se puede mostrar inductivamente de la siguiente manera:

∂Sλ = ∂bλ (S∂λ) = S∂λ− bλ∂ (S∂λ) = S∂λ− bλS (∂∂λ) = S∂λ.

A continuación construimos una homotoṕıa de cadenas T : L∆n (Y ) → L∆n+1 (Y ) entre S
y la Id, reflejada en el siguiente diagrama:

· · · // L∆2 (Y ) //

S
��

L∆1 (Y ) //

S
��

T

xx

L∆0 (Y ) //

IdS
��

T

xx

L∆−1 (Y ) //

IdS
��0

T

xx

0

· · · // L∆2 (Y ) // L∆1 (Y ) // L∆0 (Y ) // L∆−1 (Y ) // 0

Definimos T en L∆n (Y ) inductivamente por: T = 0 para n = −1 y Tλ = bλ (λ− T∂λ)
para n ≥ 0. La fórmula de homotoṕıa de cadenas ∂T + T∂ = Id−S se cumple trivialmente
en L∆−1 (Y ), pues alĺı T = 0 y S = Id. Verifiquemos ahora dicha fórmula inductivamente en
L∆n (Y ) con n ≥ 0:

∂Tλ = ∂bλ (λ− T∂λ) = λ− T∂λ− bλ∂ (λ− T∂λ)

= λ− T∂λ− bλ [∂λ− ∂T∂λ]

= λ− T∂λ− bλ [S∂λ+ T∂∂λ]

= λ− T∂λ− Sλ.

Ahora podemos descartar el grupo L∆−1 (Y ) (que fue introducido por conveniencia) y la relación
∂T + T∂ = Id− S sigue valiendo, ya que T es cero en L∆−1 (Y ).

3. Subdivisión baricéntrica de cadenas en general

Definimos S : ∆n (X) → ∆n (X) de la siguiente manera: la identidad Idn : ∆n → ∆n está
en L∆n (X), y por el caso anterior podemos definir Sσ = σ#S(Idn) para un n-simplex singular
σ : ∆n → X. Aqúı σ# es el operador inducido por σ a nivel de complejos. Como S(Idn) es la
suma de los n-śımplices en la subdivisión baricéntrica de ∆n, con ciertos signos, se tiene que Sσ
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es la correspondiente suma signada de las restricciones de σ a los n-śımplices en la subdivisión
baricéntrica de ∆n. Veremos a continuación que S es un homomorfismo de complejos:

∂Sσ = ∂σ#S(Idn) = σ#∂S(Idn) = σ#S∂(Idn)

= σ#S

(∑
i

(−1)i (Idin)

)
=
∑

(−1)i σ#S(Idin)

=
∑

(−1)i S
(
σ
∣∣
∆

(i)
n

)
= S

(∑
i

(−1)i σ
∣∣
∆

(i)
n

)
= S (∂σ) ,

donde ∆
(i)
n es la i-ésima cara de ∆n y Idin es la identidad en ∆

(i)
n .

De manera similar definimos T : ∆n (X) → ∆n+1 (X) por Tσ = σ#T (Idn), y verifiquemos
que es una homotoṕıa entre S y la Id. En efecto, sabemos que ∂T + T∂ = Id − S vale para
cadenas lineales, y entonces calculamos:

∂Tσ = ∂σ#T (Idn) = σ#∂T (Idn) = σ# (Idn−S(Idn)− T∂(Idn))

= σ − Sσ − σ#T∂(Idn) = σ − Sσ − T∂σ,

donde la última igualdad se obtiene como en las cuentas anteriores para S.

4. Subdivisión baricéntrica iterada

Definimos una homotoṕıa de cadenas Dm entre la identidad Id y la iteración Sm. El operador
Dm está dado por Dm =

∑
0≤i<m TS

i. En efecto, vemos que

∂Dm +Dm∂ =
∑

0≤i<m

(
∂TSi + TSi∂

)
=

∑
0≤i<m

(
∂TSi + T∂Si

)
=

∑
0≤i<m

(∂T + T∂)Si

=
∑

0≤i<m
(Id−S)Si =

∑
0≤i<m

(
Si − Si+1

)
= Id−Sm.

5. Demostración del Teorema
Para cada n-simplex singular σ : ∆n → X existe un m tal que Sm (σ) está en ∆Un (X). En

efecto, si consideramos el cubrimiento de ∆n por los abiertos σ−1(U◦) con U ∈ U , basta tomar
un m suficientemente grande de modo que el diámetro de los śımplices de Sm (σ) sea menor que
el correspondiente número de Lebesgue del cubrimiento, (recordemos que el número de Lebesgue
para un cubrimiento abierto de un espacio métrico compacto es un ε > 0 tal que todo conjunto
de diámetro menor a ε está contenido en algún conjunto del cubrimiento). Definimos m (σ) el
menor m tal que Sm(σ) está en ∆Un (X).

Definimos ahora D : ∆n (X) → ∆n+1 (X) por Dσ = Dm(σ)σ. Para este D nos gustaŕıa

encontrar un morfismo de complejos ρ : ∆n (X)→ ∆n (X) con imagen en ∆Un (X) satisfaciendo
la ecuación de homotoṕıa de cadenas

∂D +D∂ = Id−ρ. (1.1)
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Una manera rápida de hacer esto es simplemente considerar esta ecuación como la definición de
ρ, i.e, sea ρ = Id−∂D −D∂. Sigue fácilmente que ρ es un morfismo de complejos:

∂ρσ = ∂σ − ∂2Dσ − ∂D∂σ = ∂σ − ∂D∂σ,
ρ∂σ = ∂σ − ∂D∂σ −D∂2σ = ∂σ − ∂D∂σ.

Para comprobar que ρ lleva ∆n (X) a ∆Un (X), calculamos, para σ ∈ ∆n (X),

ρσ = σ − ∂Dσ −D∂σ = σ − ∂Dm(σ)σ −D∂σ

= Sm(σ)σ +Dm(σ)∂σ −D∂σ,

pues ∂Dm +Dm∂ = Id−Sm.
Los términos Sm(σ)σ estan en ∆Un (X) por definición de m (σ). Para el resto de los términos

Dm(σ)∂σ − D∂σ, notemos primero que si σj denota la restricción de σ a la j-ésima cara de
∆n, entonces m (σj) ≤ m (σ), por lo que cada sumando TSiσj en D(∂σ) también aparece en
Dm(σ)(∂σ). Luego, Dm(σ)∂σ − D∂σ es una suma de términos TSiσj con i ≥ m(σj), y estos

términos se encuentran en ∆Un (X) ya que T lleva ∆Un−1 (X) a ∆Un (X).

Considerando a ρ como un morfismo de complejos ∆n (X)→ ∆Un (X), la ecuación (1.1) dice
que ∂D +D∂ = Id−ιρ donde ι : ∆Un (X) ↪→ ∆n (X) es la inclusión.

Además ρι = Id ya que D es idénticamente cero en ∆Un (X), pues m (σ) = 0 si σ está en
∆Un (X) y entonces la suma que define Dσ es vaćıa. Aśı demostramos que ρ es una homotoṕıa
de cadenas inversas para ι. Esto prueba que ι induce un isomorfismo entre las homoloǵıas de
estos complejos.

Teorema 1.1.19 (Mayer-Vietoris). Sean A,B ⊆ X y supongamos que X = A◦ ∪B◦.
Sean U = {A,B}, iA : A ∩B ↪→ A, iB : A ∩B ↪→ B, jA : A ↪→ A ∪B y jB : B ↪→ A ∪B
las inclusiones. Entonces la sucesión

0→ ∆p (A ∩B)
iA⊕iB−→ ∆p (A)⊕∆p (B)

jA−jB−→ ∆Up (A ∪B)→ 0

es exacta y por lo tanto induce una sucesión exacta larga

· · · → Hp (A ∩B)
iA∗ ⊕iB∗−→ Hp (A)⊕Hp (B)

jA∗ −jB∗−→ Hp (A ∪B)
∂−→ Hp−1 (A ∩B)→ · · · ,

llamada la sucesión de “Mayer-Vietoris”.

Demostración. Recordemos que ∆Up (X) es el subgrupo de ∆p (X) que consiste de sumas de
cadenas en A y de cadenas en B, y el morfismo de borde ∂ : ∆p (X) → ∆p−1 (X) cumple que
lleva ∆Up (X) a ∆Up−1 (X). Luego los ∆Up (X) forman un complejo de cadenas. Por Teorema

1.1.18 tenemos que la inclusión ∆Up (X) ↪→ ∆p (X) induce un isomorfismo en homoloǵıa.

Probemos la exactitud de la sucesión del enunciado:

a) Inyectividad de ϕ = iA ⊕ iB.
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Sea σ ∈ Nuϕ, es decir, ϕ (σ) =
(
iA(σ), iB(σ)

)
= (0, 0). Entonces σ = 0 en A, σ = 0 en B.

Por lo tanto σ = 0.

b) Nu
(
jA − jB

)
= Imϕ, donde ψ = jA − jB.

Primero veamos que Nu
(
jA − jB

)
⊇ Imϕ. Dado ϕ (σ), queremos ver que ψ (ϕ (σ)) = 0.

ψ (ϕ (σ)) = ψ
(
iA(σ), iB(σ)

)
= jA ◦ iA(σ)− jB ◦ iB(σ) = 0.

Ahora veamos que Nu
(
jA − jB

)
⊆ Imϕ. Si ψ (α, β) = 0, entonces jA(α) − jB(β) = 0, es

decir que jA(α) = jB(β). Luego jA(α) es cadena de A y B, obtenemos que jA(α) ∈ ∆p (A ∩B),
por lo tanto

(
jA(α), jB(α)

)
∈ Imϕ.

c) Suryectividad de ψ = jA − jB.
Queremos ver que para todo σ ∈ ∆Up (A ∪B) existe (α, β) ∈ ∆p(A)⊕∆p(B) tal que

σ = ψ(α, β).
Recordemos que por definición ∆Up (A ∪B) = {suma de n-ciclos que están en A o en B},

por lo tanto σ = α+ β, donde α ∈ ∆p(A) y β ∈ ∆p(B).
Es decir que, ψ (α, β) = jA(α)− jB(β) = σ.

Por lo tanto tenemos la siguiente sucesión exacta larga:

· · · → Hp (A ∩B)
iA∗ ⊕iB∗−→ Hp (A)⊕Hp (B)

jA∗ −jB∗−→ HUp (A ∪B)
∂−→ Hp−1 (A ∩B)→ · · · .

Como HUp (A ∪B) ∼= Hp (A ∪B), obtenemos la sucesión de Mayer-Vietoris.

Definición 1.1.20. Una teoŕıa de homoloǵıa en la categoŕıa de todos los espacios topológicos
(X,A) y funciones continuas f : (X,A) → (Y,B), donde A es un subespacio de X, B es un
subespacio de Y y f(A) ⊆ B, es un funtor a la categoŕıa de grupos abelianos graduados y
homomorfismos (Hp (X,A) , p ∈ Z) junto con una transformación natural
∂∗ : Hp (X,A)→ Hp−1 (A, ∅) = Hp−1 (A) tal que se verifican:

1. Homotoṕıa: Si f, g : (X,A)→ (Y,B) homotópicas entonces

f∗ = g∗ : H∗ (X,A)→ H∗ (Y,B) .

2. Exactitud: Para las inclusiones i : A ↪→ X y j : B ↪→ Y la sucesión

· · · ∂∗−→ Hp (A)
i∗−→ Hp (X)

j∗−→ Hp (X,A)
∂∗−→ Hp−1 (A)

i∗−→ · · · es exacta.

3. Escisión: Dados el par (X,A) y un abierto U de X tal que U ⊆ A, entonces

(X − U,A− U) ↪→ (X,A) induce un isomorfismo en homoloǵıa. Es decir:

i∗ : Hj (X − U,A− U)→ Hj (X,A) es isomorfismo ∀j.

4. Dimensión: Si X = {∗}, entonces Hi (X) = 0, i > 0 y H0 (X) = G con G grupo abeliano,
denominado grupo de coeficientes de la teoŕıa de homoloǵıa.

5. Aditividad: Sea X = +αXα un espacio topológico (unión disjunta), entonces el homo-
morfismo

⊕
(iα)∗ :

⊕
Hn (Xα) → Hn (X) es un isomorfismo, donde iα : Xα → X es la

inclusión.
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Se verifica que la homoloǵıa singular es efectivamente una teoŕıa de homoloǵıa. Por ejemplo,
el Teorema 1.1.15 prueba el Axioma de Dimensión, mientras que la subdivisión baricéntrica que
aparece en la demostración del Teorema 1.1.18 es utilizada para probar el Axioma de Escisión.

1.2 Cohomoloǵıa singular

Definición 1.2.1. Sea G un grupo abeliano y sea ∆n (X;G) = HomZ (∆n (X) , G). Sea

δ : ∆n (X;G) → ∆n+1 (X;G) dada por δ (f) = f ◦ ∂ (recordemos ∆n+1
∂→ ∆n

f→ G).
Como δ2 = 0, se dice que (∆n (X;G) , δ) es un complejo de cocadenas.

Tenemos aśı
0→ ∆0 (X,G)

δ→ ∆1 (X,G)
δ→ ∆2 (X,G)

δ→ · · ·

y entonces podemos definir

Hn (X,G) =
{Nu δ : ∆n (X;G)→ ∆n+1 (X;G)}
{Im δ : ∆n−1 (X;G)→ ∆n (X;G)}

,

llamado el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa singular de X con coeficientes en G.

La sucesión exacta corta 0→ ∆∗ (A)→ ∆∗ (X)→ ∆∗ (X,A)→ 0 induce

0→ ∆∗ (X,A)→ ∆∗ (X)→ ∆∗ (A)→ 0,

que también es una sucesión exacta corta. En efecto, usaremos el siguiente resultado:
si 0→M1 →M2 →M3 → 0 es una sucesión exacta corta de R-módulos y M3 es libre, entonces

0→ HomR (M3,M)→ HomR (M2,M)→ HomR (M1,M)→ 0

es exacta.
Veamos que ∆∗ (X,A) es libre. Podemos identificar ∆p (X) /∆p (A) , p ≥ 0, con el grupo

abeliano libre generado por los śımplices de X que no están completamente contenidos en A.
Ahora, dado c ∈ ∆p (X), podemos descomponerlo como c =

∑
σi⊆Amiσi +

∑
σj*Am

′
jσ
′
j , y

definimos ϕ (c) =
∑

σm
′
jσ
′
j . Luego,

∆p(X)
Nuϕ

∼= ∆p (X −A), y éste es un grupo libre.

De la exactitud de 0 → ∆∗ (X,A) → ∆∗ (X) → ∆∗ (X) → 0 obtenemos la sucesión exacta
larga en cohomoloǵıa

· · · δ−→ Hn (X,A;G)
δ−→ Hn (X)

δ−→ Hn (A)
δ−→ Hn+1 (X,A;G)

δ−→ · · · .

14



Caṕıtulo 2

Cohomoloǵıa de De Rham

En este caṕıtulo recordamos la cohomoloǵıa de De Rham en variedades diferenciables, y luego
probamos el Teorema de De Rham, que establece una relación con la cohomoloǵıa singular de
la variedad. Todas las variedades consideradas en este trabajo satisfacen el segundo axioma de
numerabilidad.

2.1 Formas Diferenciales en variedades

Definición 2.1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita, y sea

T k(V ∗) = {σ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ R | σ es multilineal}.

• En T (V ∗) =
⊕n

i=0 T
i(V ∗) se define el siguiente producto: para σ ∈ T k(V ∗), τ ∈ T l(V ∗),

σ ⊗ τ ∈ T k+l(V ∗) está dado por

(σ ⊗ τ)(v1, . . . , vk+l) = σ(v1, . . . , vk)τ(vk+1, . . . , vk+l), vj ∈ V j = 1, ..., k + l.

• Un tensor σ ∈ T k(V ∗) se dice alternante o antisimétrico si su signo cambia cuando se
permutan dos de sus variables

σ(v1, v2, ..., vi, vi+1, ..., vk) = −σ(v1, v2, ..., vi+1, vi, ..., vk)

Esto es equivalente a decir

σ(vπ(1), ..., vπ(k)) = (sgn(π))σ(v1, ..., vk) ∀π ∈ Sk,

donde Sk es el grupo simétrico en k letras y sgn(π) =

{
1 si π par

-1 si π impar

• Se define Λk(V ∗) = {σ ∈ T k(V ∗) | σ es alternante}. Es fácil ver que dim Λk(V ∗) =
(

dimV
k

)
,

y por lo tanto Λk(V ∗) = 0 si k > dimV .
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• Sea Alt : T k(V ∗)→ Λk(V ∗) la aplicación lineal definida por

Altσ(v1, ..., vk) =
1

k!

∑
π∈Sk

sgn(π)σ(vπ(1), ..., vπ(k)), σ ∈ T k(V ∗).

• Dados σ ∈ Λk(V ∗) y τ ∈ Λl(V ∗), se define el producto ∧ por

σ ∧ τ =
(k + l)!

k! l!
Alt(σ ⊗ τ) ∈ Λk+l(V ∗).

Propiedades 2.1.2 ([7], pág. 356-357). Sean ω, ω1 y ω2 ∈ Λk(V ∗), η, η1 y η2 ∈ Λl(V ∗),
θ ∈ Λs(V ∗) y a ∈ R:

1. (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η,

2. ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2,

3. a(ω ∧ η) = (aω)∧ = ω ∧ (aη),

4. ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω,

5. (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ).

Definición 2.1.3. Extendemos ∧ a Λ(V ∗) :=
⊕n

i=0 Λi(V ∗) bilinealmente, donde c∧σ = cσ con
c ∈ Λ0(V ∗) = R y σ ∈ Λk(V ∗). Luego (Λ(V ∗),∧) es un álgebra asociativa, no conmutativa, con
unidad 1 ∈ Λ0(V ∗). Λ(V ∗) se llama el álgebra exterior de V ∗, donde los elementos de Λ(V ∗)
son formas y los de Λk(V ∗) son k-formas.

Pasamos ahora a considerar formas en variedades diferenciables.

Definición 2.1.4.

• Dada M una variedad diferenciable de dimensión n, definimos Λk(M) =
∐
p∈M Λk(T ∗pM)

y Λ(M) =
∐
p∈M Λ(T ∗pM). Las proyecciones canónicas se definen por

π : Λk(M)→M, ω → p si ω ∈ Λk(T ∗pM),

π : Λ(M)→M, ω → p si ω ∈ Λ(T ∗pM).

Λ(M), Λk(M) admiten una estructura de variedad diferenciable tal que las proyecciones
anteriores son C∞. Más aún, Λ(M) y Λk(M) son fibrados vectoriales sobre M .

• Una k-forma en M es una función ω : M → Λk(M) tal que ωp ∈ Λk(T ∗pM) ∀ p ∈ M , es
decir π ◦ ω = idM .

• Una k-forma ω se dice C∞ si, para X1, ..., Xk campos vectoriales C∞ arbitrarios en M , la
función ω(X1, ..., Xk) definida por ω(X1, ..., Xk)(p) = ωp(X1

∣∣
p
, ..., Xk

∣∣
p
) es C∞.
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• Una forma diferencial es ω : M → Λ(M) tal que ωp ∈ Λ(T ∗pM), o bien, π ◦ ω = idM . La

forma ω se dice C∞ si su componente en Λk(M) es C∞ para todo k.

• Definimos Ωk(M) = {k-formas C∞ en M}, Ω(M) = {formas diferenciales C∞ en M}. Es
fácil ver que Ωk y Ω son espacios vectoriales reales y C∞(M)-módulos, donde la acción
de C∞(M) está dada por (fω)p = f(p)ωp con f ∈ C∞(M), ω ∈ Ω(M). Notemos que
Ω(M) =

⊕n
i=1 Ωi(M).

• El producto ∧ definido para formas en espacios vectoriales se generaliza a formas diferen-
ciales sobre M de la siguiente manera: si ω, η ∈ Ω(M) y p ∈M , entonces (ω∧η)p = ωp∧ηp.

Lema 2.1.5. Si ω es una k-forma en M las siguientes son equivalentes:

1. ω es C∞,

2. Si (U,ϕ = (x1, ..., xn)) es un entorno coordenado en M entonces

ω
∣∣
U

=
∑

1≤i1<···<ik≤n
ai1...ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik con ai1...ik ∈ C

∞(U).

Nota 5. Hay una identificación natural Ω0(M) ≡ C∞(M). En efecto, Λ0(M) = M × R y toda
0-forma σ : M → Λ0(M) = M × R puede escribirse como σ(p) = (p, f(p)) para una única
f ∈ C∞(M). Rećıprocamente si tenemos f ∈ C∞(M) podemos definir σ : M → Λ0(M) como
σ(p) = (p, f(p)).

Teorema 2.1.6 ([7], pág. 365-366). Dada una variedad diferenciable M , entonces existe una
única aplicación lineal d : Ω(M)→ Ω(M) que satisface:

1. d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) ∀ k ≥ 0,

2. d(f) = df ∀f ∈ Ω0(M),

3. ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M)⇒ d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη,

4. d2 = 0.

Este operador se denomina la derivada exterior en M .

Si (U,ϕ = (x1, ..., xn)) es un sistema coordenado de M , entonces la expresión local de la
derivada exterior en coordenadas está dada por: si ω es una k-forma en M , con
ω|U =

∑
1≤i1<···<ik≤n ai1...ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik , entonces

dω|U =
∑

i1<···<ik

∑
j

∂ai1...ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik .
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Definición 2.1.7.

• Del teorema anterior obtenemos una sucesión

0→ Ω0(M)
d−→ Ω1(M)

d−→ · · · d−→ Ωn(M)→ 0

Esta sucesión es denominada el complejo de De Rham de M.

• Una forma ω se dice cerrada si dω = 0, y se dice exacta si ω = dη para alguna η ∈ Ω(M).
Notar que exacta implica cerrada, pues d2 = 0.

• Definimos a continuación los siguientes subespacios de Ωk(M):

Zk(M) = {ω ∈ Ωk(M) | dω = 0} = Nu(d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)),

Bk(M) = {ω ∈ Ωk(M) | ω = dη para alguna η ∈ Ωk−1(M)} = Im(d : Ωk−1(M)→ Ωk(M)).

Notar que Bk(M) ⊆ Zk(M).

• El espacio cociente Hk
DR(M) = Zk(M)

Bk(M)
se denomina el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa de De

Rham de M. La dimensión de estos grupos es conocida como k-ésimo número de Betti

• Para toda k-forma cerrada ω en M , [ω] denota la clase de equivalencia de ω en Hk
DR(M),

y es llamada la clase de cohomoloǵıa de ω. Se tiene que [ω] = [ω′] si y sólo si ω−ω′ = dη
para alguna forma η. Diremos que ω y ω′ son cohomólogas.

• Toda función F : M → N C∞ entre variedades diferenciables induce una aplicación lineal
F ∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) mediante:

F ∗(ω)(p)(v1, ..., vk) = ωF (p)((dF )pv1, ..., (dF )pvk),

donde p ∈ M y v1, ..., vk ∈ TpM . El operador F ∗ se llama el “pull-back” de formas, y se
verifica que F ∗ ◦ d = d ◦F ∗. Se deduce que F ∗(Zk(N)) ⊂ Zk(M) y F ∗(Bk(N)) ⊂ Bk(M).
Esto nos permite definir una aplicación lineal F ∗ : Hk

DR(N) → Hk
DR(M) mediante

F ∗([ω]) = [F ∗(ω)].

Se satisface que (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗ y id∗ = id, de donde resulta que variedades difeome-
orfas poseen grupos de cohomoloǵıa de De Rham isomorfos. Se puede encontrar una
demostración en [13] pág. 154

Proposición 2.1.8. Sea U un subconjunto conexo entonces tenemos que H0
DR(U ;R) = R

Nota 6. Cuando M es compacta se tiene que dim(Hk(M)) < ∞. Una demostración de este
resultado se encuentra en [13] pág. 266.

A continuación probamos un resultado fundamental en el estudio de la cohomoloǵıa de De
Rham, denominado el Lema de Poincaré.
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Teorema 2.1.9 (Lema de Poincaré). Sea U un subconjunto abierto convexo de Rn entonces
Hk
DR(U) = 0 para todo k ≥ 1.

Demostración. Podemos asumir que 0 ∈ U .
Probaremos que existen funciones lineales hk−1, hk como nos indica el diagrama

Ωk−1(U)
d // Ωk(U)

d //

hk−1

ff
Ωk+1(U)

hk

ff
,

tales que hkd+dhk−1 = idΩk(U). Con esto el teorema estaŕıa probado, pues si ω ∈ Ωk(U) cumple
que dω = 0, entonces

ω = (hkd+ dhk−1)(ω) = hk(dω) + d(hk−1ω) = d(hk−1ω).

Por lo tanto ω es exacta y entonces Hk
DR(U) = 0.

Para definir hk−1 basta considerar k-formas de la forma:

ω = gdxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik , g ∈ C∞(U), ω ∈ Ωk(U).

Para x ∈ U se define hk−1(ω)(x) =
(∫ 1

0 t
k−1g(tx)dt

)
µω, donde µω ∈ Ωk−1(U) está dada por

µω = xi1dxi2 ∧ ... ∧ dxik − xi2dxi1 ∧ dxi3 ∧ ... ∧ dxik + ...+ (−1)k−1xikdxi1 ∧ ... ∧ dxik−1
.

Notar que dµω = k dxi1 ∧ ... ∧ dxik , la hk se define de manera similar.
Ahora verificamos hkd+ dhk−1 = id

(d ◦ hk−1)(ω)(x) = d

[(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
µ

]
= d

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
∧ µ+

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dµ

=
∑
j

∂

∂xj

(∫ 1

0
tk−1(g(tx))dt

)
dxj ∧ µ+

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dµ

=
∑
j

(∫ 1

0
tk−1 ∂

∂xj
(g(tx))dt

)
dxj ∧ µ+

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dµ

=
∑
j

(∫ 1

0
tk−1 ∂g

∂xj
(tx)dt

)
dxj ∧ µ+ k

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

Por otro lado, (hk ◦ d)(ω)(x) = hk(dω)(x). De ω = gdxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik , se obtiene

dω = dg ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik =
∑
j

∂g

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik
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(hk ◦ d)(ω)(x) =
∑
j

hk

(
∂g

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik

)

=
∑
j

(∫ 1

0
tk
∂g

∂xj
(tx)dt

)
(xjdxi1 ∧ ... ∧ dxik − xi1dxj ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik

+...+ (−1)k−1xikdxj ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1

)
=
∑
j

(∫ 1

0
tk
∂g

∂xj
(tx)dt

)
(xjdxi1 ∧ ... ∧ dxik − dxj ∧ µω).

Sumando los dos términos anteriores obtenemos

(d ◦ hk−1 + hk ◦ d)(ω)(x) = k

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik

+
∑
j

(∫ 1

0
tk
∂g

∂xj
(tx)dt

)
(xjdxi1 ∧ ... ∧ dxik)

= k

(∫ 1

0
tk−1g(tx)dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik+

+

(∫ 1

0
tk
d

dt
(g(tx))dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik

=

(∫ 1

0

[
ktk−1g(tx) + tk

d

dt
(g(tx))

]
dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik

=

(∫ 1

0

d

dt

[
tkg(tx))

]
dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik

= g(x)dxi1 ∧ ... ∧ dxik
= ω(x).

Corolario 2.1.10. La cohomoloǵıa de De Rham del espacio eucĺıdeo Rn está dada por:

Hk
DR(Rn) =

{
R, si k = 0,

0, si k > 0.

Recordemos que una variedad diferenciable conexa M de dimensión n se dice orientable si
existe un atlas A = {(Uα, ϕα) | α ∈ I} con ϕα = (xα1 , ..., x

α
n) tal que

det

(
∂xαi
∂xβj

)
ij

> 0 en Uα ∩ Uβ 6= ∅ ∀α, β ∈ I, donde

(
∂xαi
∂xβj

)
ij

= [d(ϕα ◦ ϕ−1
β )].

Fijado un atlas con esta propiedad se dice que M está orientada. Dado p ∈M , la orientación

en TpM está dada por la clase de equivalencia de la base
{

∂
∂xα1

∣∣
p
, ..., ∂

∂xαn

∣∣
p

}
para cualquier α ∈ I.

Una condición necesaria y suficiente para que una variedad M sea orientable es la existencia
de una n-forma diferenciable (o continua) nunca nula.
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Definición 2.1.11.

• Sean M y M ′ variedades diferenciables conexas orientadas de dimensión n con n-formas
nunca nulas ω y ω′ respectivamente. Si ϕ : M →M ′ es un difeomorfismo entonces ϕ∗ω′ es
una forma nunca nula en M , y aśı ϕ∗ω′ = fω con f ∈ C∞ nunca nula, por lo que f tiene
signo constante en M . Si f > 0 se dice que ϕ preserva orientación, mientras que si f < 0
se dice que ϕ revierte orientación.

• Sea M una variedad de dimensión n; definimos

Ωn
c (M) = {ω ∈ Ωn(M) | sop(ω) es compacto} donde sop(ω) = {p ∈M | ωp 6= 0}.

Definiremos a continuación un operador lineal llamado integral,
∫
M : Ωn

c (M)→ R, donde M
es una variedad conexa orientada de dimensión n.

Comenzamos con el caso M = Rn, con la orientación canónica (i.e., si (r1, r2, ..., rn) son las
coordenadas usuales de Rn, la orientación positiva está dada por la n-forma dr1∧dr2∧ ...∧drn).
Sea ω ∈ Ωn

c (M), entonces ω = f dr1 ∧ dr2 ∧ ... ∧ drn, para cierta f ∈ C∞(Rn) con soporte
compacto.

Definimos∫
Rn
ω =

∫
Rn
f dr1 ∧ dr2 ∧ ... ∧ drn =

∫
Rn
f =

∫ ∞
−∞

...

∫ ∞
−∞

f dr1 dr2...drn.

Podemos dar la misma definición para ω ∈ Ωn
c (V ), donde V es un abierto de Rn. Extendemos

ω y f diferenciablemente a todo Rn definiéndolos como cero en Rn − sop(ω).

Lema 2.1.12 ([7], pág. 403-404). Sea ϕ : V → W un difeomorfismo entre abiertos V y W de
Rn y supongamos que det((dϕ)x) tiene signo constante δ = ±1 ∀x ∈ V . Para ω ∈ Ωn

c (W ) se
tiene ∫

V
ϕ∗ω = δ

∫
W
ω = δ

∫
ϕ(V )

ω.

Con la ayuda del Lema 2.1.12 podremos integrar n-formas con soporte compacto en una
variedad orientada de dimensión n. En efecto, sea ω ∈ Ωn

c (M). Supongamos que existe (U,ϕ)
sistema coordenado positivo deM tal que sop(ω) ⊆ U , entonces definimos

∫
M ω =

∫
ϕ(U) (ϕ−1)∗ω.

Del Lema 2.1.12 se deduce la buena definición.
En general sea ω ∈ Ωn

c (M) arbitraria y tomemos un atlas positivo A = {(Uα, ϕα) | α ∈ I} y
{ρα | α ∈ I} una partición de la unidad subordinada a {Uα | α ∈ I}. Definimos∫

M
ω =

∑
α∈I

∫
M
ραω.

Se verifica que esta definición no depende del atlas positivo elegido y de la partición de la unidad
subordinada.
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A continuación enumeramos algunas propiedades de la integral:

Propiedades 2.1.13 ([7], pág. 407-408). Sean M, N variedades diferenciables orientadas y ω
una n-forma con soporte compacto satisfacen las siguientes:

1.
∫
M : Ωn

c (M)→ R es R-lineal,

2. Si M denota a M con la orientación opuesta entonces
∫
M ω = −

∫
M ω ∀ω ∈ Ωn

c (M),

3. Si ω es una n-forma nunca nula positiva entonces
∫
M ω > 0,

4. Si F : N →M es un difeomorfismo que preserva orientación entonces∫
M ω =

∫
N F

∗ω ∀ω ∈ Ωn
c (M).

Definición 2.1.14. Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensión n. Diremos que
ω ∈ Ωn(M) es una forma de volumen si ω es nunca nula y

∫
M ω = 1.

Definición 2.1.15. Sea Hn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | xn ≥ 0} el semiespacio superior cerrado de
Rn. El interior y el borde de Hn son IntHn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | xn > 0},
∂Hn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | xn = 0}. Para obtener los abiertos en Hn utilizamos la topoloǵıa
relativa.

Una variedad topológica M de dimensión n con borde es un espacio N2 y Hausdorff, donde los
entornos coordenados están dados por (U,ϕ) con U un subconjunto abierto de M y ϕ : U → Hn

un homeomorfismo a un subconjunto abierto de IntHn ó Hn.

Un punto p ∈ M se dice punto interior de M si está en un entorno coordenado del interior
de M , es decir que ϕ(U) ⊆ IntHn. El punto p se dice un punto borde de M si está en un entorno
coordenado del borde de M , es decir que ϕ(U) ∩ ∂Hn 6= ∅. El borde de M es denotado por ∂M
y similarmente el interior de M por IntM .

Teorema 2.1.16 (Stokes). Sea M una variedad orientada C∞ de dimensión n con borde ∂M ,
y sea ω una (n− 1)-forma C∞ de soporte compacto en M . Entonces∫

M
dω =

∫
∂M

ω.

A continuación seguiremos la demostración realizada por Lee en [7].

Demostración. Empezaremos con un caso especial, suponiendo que M es el espacio Hn. Sea ω
una (n − 1)-forma en Hn con soporte compacto. Luego existe un R > 0 tal que sop(ω) ⊂ A,
donde A = [−R,R]× ...× [−R,R]× [0, R].
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Podemos escribir a ω en coordenadas como ω =
∑n

i=1 ωidx
1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn donde d̂xi

significa que omitimos el término dxi. Por lo tanto

dω =
n∑
i=1

dωi ∧ dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn

=
n∑

i,j=1

∂ωi
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn

=
n∑
i=1

(−1)i−1∂ωi
∂xi

dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Aśı calculamos∫
Hn
dω =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫
A

∂ωi
∂xi

dx1 ∧ ... ∧ dxn =
n∑
i=1

(−1)i−1

∫ R

0

∫ R

−R
...

∫ R

−R

∂ωi(x)

∂xi
dx1...dxn.

Podemos elegir el orden de integración tal que xi sea primero. Por el Teorema Fundamental del
Cálculo podemos reducir los términos cuando i 6= n:

n−1∑
i=1

(−1)i−1

∫ R

0

∫ R

−R
...

∫ R

−R

∂ωi
∂xi

(x)dx1...dxn =

n∑
i=1

(−1)i−1

∫ R

0

∫ R

−R
...

∫ R

−R

∂ωi
∂xi

(x)dxidx1...d̂xi...dxn

=
n∑
i=1

(−1)i−1

∫ R

0
...

∫ R

−R
[ωi(x)]x

i=R
xi=−R dx

1...d̂xi...dxn

= 0,

pues podemos elegir R > 0 suficientemente grande de modo que ω = 0 cuando xi = ±R. El
único término que puede no ser cero es el i = n. Luego tenemos que∫

Hn
dω = (−1)n−1

∫ R

−R

∫ R

−R
...

∫ R

0

∂ωi
∂xn

(x)dxndx1...dxn−1

= (−1)n−1

∫ R

−R
...

∫ R

−R
[ωn(x)]x

n=R
xn=0 dx

1...dxn−1

= (−1)n−1

∫ R

−R
...

∫ R

−R
ωn(x1, ..., xn−1, 0)dx1...dxn−1,
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pues ωn = 0 cuando xn = R.

Comparamos este resultado con lo que queremos obtener, realizando el siguiente cálculo:

∫
∂Hn

ω =
∑
i

∫
A∩∂Hn

ωi(x
1, ..., xn−1, 0)dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn.

Como la coordenada xn se anula en ∂Hn, el pullback de dxn en el borde es idénticamente
cero. Luego sólo nos queda el término i = n, y aśı

∫
∂Hn

ω =

∫
A∩Hn

ωn(x1, ..., xn−1, 0)dx1 ∧ ... ∧ dxn−1.

Vemos que las coordenadas (x1, ..., xn−1) tienen orientación positiva en ∂Hn cuando n es par y
orientación negativa cuando n es impar, y entonces vale la igualdad.

El siguiente caso es cuando M es Rn. En este caso, el soporte de ω está contenido en un
cubo de la forma A = [−R,R]n. El cálculo es exactamente igual al anterior excepto cuando
i = n donde las coordenadas se anulan al igual que las otras. Luego

∫
M dω = 0, y como M no

tiene borde en este caso tenemos que
∫
∂M ω = 0.

Ahora sea M una variedad arbitraria con borde, pero consideremos una (n− 1)-forma ω con
soporte compacto en el dominio de una carta (U,ϕ) que tiene orientación positiva o negativa.
Asumiendo que preserva orientación tenemos

∫
M
dω =

∫
Hn

(ϕ−1)∗dω =

∫
Hn
d((ϕ−1)∗ω).

Esto es igual a
∫
∂Hn (ϕ−1)∗ω, donde ∂Hn tiene la orientación inducida. Resulta que ϕ

∣∣
U∩∂M es

un difeomorfismo que preserva orientación de U ∩ ∂M en ϕ(U) ∩ ∂Hn. Luego obtenemos que∫
∂Hn (ϕ−1)∗ω =

∫
∂M ω.

Para una carta que revierta orientación, el argumento es similar. Si tenemos un sistema
coordenado interior realizamos el mismo cálculo reemplazando Hn por Rn.

Por último sea ω una (n− 1)-forma arbitraria con soporte compacto. Elegimos un cubrimiento
del soporte de ω por una cantidad finita de sistemas coordenados positivamente orientados
{(Ui, ϕi)}, y tomamos una partición de la unidad {ψi} subordinada a este cubrimiento. Luego
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podemos aplicar el argumento anterior a cada ψiω obteniendo∫
∂M

ω =
∑
i

∫
∂M

ψiω

=
∑
i

∫
M
dψi ∧ ω + ψidω

=

∫
M
d

(∑
i

ψi

)
∧ ω +

∫
M

(∑
i

ψi

)
dω

= 0 +

∫
M
dω,

pues
∑

i ψi = 1.

Definición 2.1.17. Denotamos por Rn+ al subconjunto de Rn donde todas las coordenadas son
no negativas, es decir Rn+ = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0}. Este es el t́ıpico espacio con
esquinas. Para obtener los abiertos en Rn+ utilizamos la topoloǵıa relativa.
Sea M una variedad de dimensión n con borde. Un sistema coordenado con esquinas es un
par (U,ϕ), donde U es un subconjunto abierto de M y ϕ es un homeomorfismo de U a un
subconjunto abierto Û de Rn+.

Proposición 2.1.18 ([7], pág. 408-409). Sea ∂M el borde de una variedad compacta orientada
C∞ de dimensión n con esquinas, y ω ∈ Ωn

c (M). Supongamos que D1, ..., Dk son dominios
abiertos de integración en Rn, y que para i = 1, ..., k existen funciones Fi : Di → M que
satisfacen

1. Fi|Di es un difeomorfismo que preserva la orientación sobre un subconjunto abierto
Wi ⊆ M , para todo i,

2. Wi ∩Wj = ∅ si i 6= j,

3. sop(ω) ⊆W 1 ∪ ... ∪W k.

Entonces
∫
M ω =

∑k
i=1

∫
Di
F ∗i ω

Teorema 2.1.19 (Stokes para variedades con esquinas). Sea M una variedad diferenciable con
esquinas y sea ω una (n− 1)-forma diferenciable de soporte compacto en M . Entonces∫

M
dω =

∫
∂M

ω.

Para ver una demostración de este Teorema ver [7], pág. 419. Es muy similar a la de-
mostración del Teorema 2.1.16.

A continuación definimos otra integral sobre una variedad diferenciable; en este caso inte-
gramos p-formas sobre p-cadenas diferenciables. No es necesario que la variedad esté orientada,
sólo influye la orientación del p-simplex ∆p.
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Definición 2.1.20. Sea M una variedad diferenciable, ω una p-forma en M y σ un p-simplex
C∞ en M . Definimos la integral de ω sobre σ por∫

σ
ω =

∫
∆p

σ∗ω.

Esto tiene sentido porque ∆p es una p-subvariedad diferenciable con esquinas incrustada en
Rn, que hereda la orientación de Rp. Observamos que cuando p = 1, esto es lo mismo que la
integral de ĺınea de ω sobre la curva σ : [0, 1]→M . Si c =

∑k
i=1 ciσi es una p-cadena, se define∫

c ω =
∑n

i=1 ci
∫
σi
ω.

Teorema 2.1.21 (Stokes para cadenas). Si c es una p-cadena C∞ en una variedad diferenciable
M , y una ω es una (p− 1)-forma C∞ en M , entonces∫

∂c
ω =

∫
c
dω.

Demostración. Es suficiente probar el teorema cuando c es un p-simplex diferenciable σ. Dado
que ∆p es una variedad con esquinas, el Teorema 2.1.19 dice que∫

σ
dω =

∫
∆p

σ∗dω =

∫
∆p

dσ∗ω =

∫
∂∆p

σ∗ω.

Las funciones {F pi | i = 0, .., p} (ver Nota 1) son parametrizaciones de las caras de ∆p que satis-
facen las condiciones de la Proposición 2.1.18, salvo posiblemente la de preservar la orientación.
Veamos cuándo cumplen esta condición.
Notemos que F pi es la restricción a ∆p ∩ ∂Hp de los difeomorfismos afines que llevan el simplex
[e0, ..., ep]→ [e0, ..., êi, ..., ep, ei]. Es fácil ver que estos difeomorfismos preservan orientación si y
sólo si (e0, ..., êi, ..., ep, ei) es una permutación par de (e0, ..., ep), y esto sucede si y sólo si p− i
es par. Ya que las coordenadas de ∂Hp están positivamente orientadas si y sólo si p es par, se
tiene que F pi preserva orientación en ∂∆p si y sólo si p es par.

Luego por Proposición 2.1.18 tenemos que∫
∂∆p

σ∗ω =

p∑
i=0

(−1)i
∫

∆p−1

(F pi )∗σ∗ω

=

p∑
i=0

(−1)i
∫

∆p−1

(σ ◦ F pi )∗ω

=

p∑
i=0

(−1)i
∫
σ◦F pi

ω

=

∫
∂σ
ω.
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2.2 Teorema de De Rham

Sea ∆dif
p (M) el grupo abeliano libre generado por {σ : ∆p →M | σ es diferenciable}, es claro

que {∆dif
∗ (M)} es un subcomplejo de {∆∗(M)}, que da origen a la homoloǵıa Hdif

∗ (M,R).

Sea σ un p-simplex diferenciable, es decir, una función σ : ∆p → M que es diferenciable
en un entorno de ∆p. Sea ω una p-forma diferenciable en un entorno de Imσ. Entonces está
definida

∫
σ ω, y la extendemos a cadenas de la siguiente manera: si c =

∑
miσi entonces∫

c ω =
∑
mi

∫
σi
ω.

La integración de p-formas sobre p-cadenas (diferenciables) define un homomorfismo

Ψ : Ωp(M)→ Hom(∆dif
p (M),R), Ψ(ω)(σ) =

∫
σ
ω.

Si denotamos ∆p
dif (M) := Hom(∆dif

p (M),R), obtenemos el siguiente diagrama

· · · // Ωp(M)
d //

Ψ

��

Ωp+1(M) //

Ψ
��

· · ·

· · · // ∆p
dif (M)

δ // ∆p+1
dif (M) // · · ·

donde cada cuadrado es conmutativo por el Teorema de Stokes 2.1.21. El homomorfismo Ψ
induce aśı un homomorfismo

Ψ∗ : Hp
DR(M)→ Hp

dif (M,R), Ψ∗([ω]) = [Ψ(ω)],

denominado el homomorfismo de De Rham.

En esta sección esbozaremos una demostración de las siguientes afirmaciones:

Afirmación (A) El homomorfismo Ψ∗ : Hp
DR(M)→ Hp

dif (M,R) es un isomorfismo.

Afirmación (B) Existe un isomorfismo natural Hp
dif (M,R)

∼=−→ Hp(M,R) entre la cohomoloǵıa
singular diferenciable y la cohomoloǵıa singular usual.

Combinando estos dos resultados, obtendremos el famoso teorema de De Rham:

Teorema 2.2.1 (De Rham). Existe un isomorfismo natural Hp
DR(M)

∼=−→ Hp(M,R) entre la
cohomoloǵıa de De Rham de M y la cohomoloǵıa singular de M .

Este teorema fue probado por G. De Rham en su tesis doctoral en 1931. A continuación
daremos una demostración más moderna de este resultado, basada en [2]. Probaremos primero
algunos resultados auxiliares.

Teorema 2.2.2 (Sucesión de Mayer-Vietoris para la cohomoloǵıa de De Rham). Sean U, V
abiertos en M tales que M = U ∪ V . Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta larga en
cohomoloǵıa:

· · · → Hp
DR (U ∪ V )→ Hp

DR (U)⊕Hp
DR (V )→ Hp

DR (U ∩ V )→ Hp+1
DR (U ∪ V )→ · · · .
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Demostración. Sean ψ : Ωp(U ∪ V ) → Ωp(U) ⊕ Ωp(V ) y ϕ : Ωp(U) ⊕ Ωp(V ) → Ωp(U ∩ V ) las
funciones definidas por:

ψ(ω) = (ω
∣∣
U
,−ω

∣∣
V

), ϕ(α, β) = α
∣∣
U∩V + β

∣∣
U∩V .

Probaremos a continuación que la siguiente sucesión es exacta:

0→ Ωp(U ∪ V )
ψ→ Ωp(U)⊕ Ωp(V )

ϕ→ Ωp(U ∩ V )→ 0.

En efecto, vemos que:

1. ψ es inyectiva.

ψ(ω) = 0⇒ (ω
∣∣
U
,−ω

∣∣
V

) = 0⇒ ω
∣∣
U

= −ω
∣∣
V

= 0⇒ ω = 0.

2. Nuϕ = Imψ.

Para probar que Imψ ⊆ Nuϕ, sea ω ∈ Ωp(U ∪ V ), y calculamos:

ϕ(ψ(ω)) = ϕ(ω
∣∣
U
,−ω

∣∣
V

) = (ω
∣∣
U

)
∣∣
U∩V − (ω

∣∣
V

)
∣∣
U∩V = ω

∣∣
U∩V − ω

∣∣
U∩V = 0.

Para probar que Nuϕ ⊆ Imψ, sean α ∈ Ωp(U) y β ∈ Ωp(V ) tales que ϕ(α, β) = 0, es decir,

α
∣∣
U∩V + β

∣∣
U∩V = 0. (2.1)

Busco ω ∈ Ωp(U ∪ V ) tal que ψ(ω) = (α, β). Basta definir ω como ω
∣∣
U

= α y ω
∣∣
V

= −β,

que está bien definida, pues ω
∣∣
U∩V =

{
α
∣∣
U∩V ,

−β
∣∣
U∩V

que son iguales por la ecuación (2.1).

3. ϕ es suryectiva.

Sea ω ∈ Ωp(U ∩ V ), y sean f, g : U ∪ V → R funciones C∞ tal que sop f ⊆ U , sop g ⊆ V y
f + g ≡ 1. Entonces ω = fω + gω. Como f = 0 en un entorno de V − U y g = 0 en un entorno
de U − V , podemos definir

α =

{
fω en U ∩ V,
0 en V − U

; α es p-forma diferenciable en U ; y

β =

{
gω en U ∩ V,
0 en U − V

; β es p-forma diferenciable en V .

Luego ω = fω + gω = α
∣∣
U∩V + β

∣∣
U∩V . Esto completa la prueba de la exactitud de la

sucesión.

Esta sucesión exacta corta induce entonces una sucesión exacta larga en cohomoloǵıa

· · · → Hp
DR(U ∪ V )→ Hp

DR(U)⊕Hp
DR(V )→ Hp

DR(U ∩ V )→ Hp+1
DR (U ∪ V )→ · · · .

Recordemos el siguiente Lema que utilizaremos para las demostraciones posteriores.
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Lema 2.2.3 (Lema de los 5). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de módulos y
funciones lineales:

A1
α1 //

f1
��

A2
α2 //

f2
��

A3
α3 //

f3
��

A4
α4 //

f4
��

A5

f5
��

B1
β1 // B2

β2 // B3
β3 // B4

β4 // B5

Si las filas horizontales son exactas y además f1, f2, f4 y f5 son isomorfismos, entonces f3 es
un isomorfismo.

Si M es una variedad diferenciable y U es un cubrimiento de M tal que M =
⋃
U∈U U

◦,
podemos considerar

∆U ,difp (M) = {σ : ∆p →M diferenciable | σ(∆p) ⊆ U para algún U ∈ U}.

Es fácil ver que la sucesión 0 → ∆dif
p (U ∩ V ) → ∆dif

p (U) ⊕∆dif
p (V ) → ∆U ,difp (U ∪ V ) → 0 es

exacta (se prueba igual que para Mayer - Vietoris original).

Si ahora definimos ∆p
U ,dif (U ∪ V ) = Hom(∆U ,difp (U ∪ V ),R) entonces la sucesión

0→ ∆p
U ,dif (U ∪ V )→ ∆p

dif (U)⊕∆p
dif (V )→ ∆p

dif (U ∩ V )→ 0

también es exacta, y ella induce la sucesión exacta larga en cohomoloǵıa

· · · → Hp
dif (U ∪ V,R)→ Hp

dif (U,R)⊕Hp
dif (V,R)→ Hp

dif (U ∩ V,R)→ Hp+1
dif (U ∪ V,R)→ · · ·

De la conmutatividad del diagrama

0 // Ωp(U ∪ V ) //

��

Ωp(U)⊕ Ωp(V ) //

��

Ωp(U ∩ V ) //

��

0

0 // ∆U ,difp (U ∪ V ) // ∆p
dif (U)⊕∆p

dif (V ) // ∆p
dif (U ∩ V ) // 0

resulta la conmutatividad del siguiente diagrama (*)

· · · // Hp
DR(U ∪ V ) //

��

Hp
DR(U)⊕Hp

DR(V ) //

��

Hp
DR(U ∩ V ) //

��

Hp+1
DR (U ∪ V ) //

��

· · ·

· · · // Hp
dif (U ∪ V,R) // Hp

dif (U,R)⊕Hp
dif (V,R) // Hp

dif (U ∩ V,R) // Hp+1
dif (U ∪ V,R) // · · ·

Recordemos la siguiente definición topológica: Una función continua f : X → Y entre dos
espacios topológicos es propia si la preimagen de cada conjunto compacto de Y es un conjunto
compacto de X.

Proposición 2.2.4. Para toda variedad diferenciable M existe una función f : M → [0,∞)
propia.
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Demostración. Usaremos dos resultados vistos en topoloǵıa diferencial, donde X∗ denota la
compactificación de Alexandroff de un espacio topológico X.

1. Sean X, Y espacios topológicos localmente compactos y g : X → Y una función continua.
Entonces g es propia si y sólo si g se extiende a una función continua g∗ : X∗ → Y ∗.

2. Si un espacio topológico X es localmente compacto, T2 y N2 entonces X∗ es metrizable.

Sea ahoraM variedad diferenciable. EntoncesM∗ es metrizable por (2), y si d denota la distancia
en M∗, se tiene que g : M∗ → [0,∞) dada por g (x) = d (x,∞) es continua. Sea f : M → [0,∞)
dada por f (x) = 1/g(x), que se extiende a f∗ : M∗ → [0,∞)∗ continua, donde f(∞) =∞. Por
lo tanto f es propia por (1).

El siguiente lema es el paso principal para la demostración del Teorema de De Rham. Es
una “inducción” en los abiertos de una variedad diferenciable.

Lema 2.2.5. Sea M una variedad diferenciable y P (U) un enunciado sobre abiertos U de M
que satisface:

1. P (U) es Verdadero si U es difeomorfo a un abierto convexo de Rn,

2. Si P (U), P (V ), P (U ∩ V ) son Verdaderos entonces P (U ∪ V ) es Verdadero,

3. Si Uα es una colección de abiertos disjuntos y P (Uα) es Verdadero para todo α, entonces
P (
⋃
α Uα) es Verdadero.

Entonces P (M) es Verdadero.

Demostración.
1. Caso M = W con W abierto de Rn.

Observemos primero que P (U1 ∪ . . .∪Un) es Verdadero si Ui es un abiertos convexos de M ,
i = 1, . . . , n.

El caso n = 2 vale por hipótesis. Para n = 3, notar que U1 ∪ U2 ∪ U3 = (U1 ∪ U2) ∪ U3

donde P (U1 ∪U2) y P (U3) son Verdaderos. Como (U1 ∪U2)∩U3 = (U1 ∩U3)∪ (U2 ∩U3) y por
hipótesis tenemos que P (U1 ∩ U3), P (U2 ∩ U3) y P ((U1 ∩ U2) ∩ U3) son Verdaderos, resulta que
P (U1 ∪ U2 ∪ U3) es Verdadero. Para n ∈ N se usa el mismo argumento.

Por Proposición 2.2.4 sabemos que existe f : M → [0,∞) propia. Para cada n ∈ N definimos
An = f−1([n, n+1]), que es un compacto enM . Sea Un un cubrimiento abierto de An por abiertos
convexos contenidos en Ãn = f−1(n−1/2, n+3/2). Por compacidad existe un cubrimiento finito
de An por abiertos convexos, que llamaremos A∗n (An ⊂ A∗n ⊂ Ãn).

Notar que A∗i ∩ A∗j = ∅ si i, j ambos son pares o impares. Por (3), tenemos entonces que

P (
⋃
iA
∗
2i) es Verdadero y P

(⋃
iA
∗
2i+1

)
también es Verdadero.

Veamos que P
(⋃

iA
∗
2i ∩

⋃
iA
∗
2i+1

)
es Verdadero. Notemos que⋃

i

A∗2i ∩
⋃
i

A∗2i+1 =
⋃
j∈N0

(A∗j ∩A∗j+1),
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donde cada A∗j ∩A∗j+1 es un abierto convexo pues A∗j y A∗j+1 lo son.

Además A∗i ∩A∗i+1 es familia de abiertos convexos disjuntos para los cuales P es Verdadero,
entonces por (3) se tiene que P

(⋃
iA
∗
2i ∩

⋃
iA
∗
2i+1

)
resulta Verdadero.

Por (2) P (M) = P
(⋃

iA
∗
2i ∪

⋃
iA
∗
2i+1

)
es Verdadero.

2. Caso general.

Acabamos de probar que P (U) es Verdadero si U es un abierto de M difeomorfo a un
abierto de Rn. En el caso general, reemplacemos en el enunciado y la demostración del Caso 1
las palabras “abierto convexo” por “abierto”. La demostración sigue valiendo, y esto prueba
que el enunciado P (M) es Verdadero.

En este punto podemos dar la demostración de la Afirmación (A).

Enunciamos primero un lema sobre la homoloǵıa singular diferenciable.

Lema 2.2.6. Para todo i > 0, se tiene Hdif
i (U,R) = 0, donde U es un abierto convexo de Rn.

Una demostración de este Lema se puede obtener modificando la prueba del Teorema 1.1.15,
utilizando aproximaciones diferenciables de funciones continuas.

Demostración de la Afirmación (A).

Consideremos el siguiente enunciado sobre abiertos de M :

P (U) : El homomorfismo de De Rham Ψ∗ : Hp
DR(U)→ Hp

dif (U ;R) es un isomorfismo en U.

Entonces:

1. Cuando U es difeomorfo a un abierto convexo de Rn debido al Lema de Poincaré tenemos
que Hp

DR(U) = 0 cuando p > 0 y Hp
DR(U) = R cuando p = 0. Por otro lado por el Lema 2.2.6

tenemos que Hp
dif (U ;R) = 0 cuando p > 0 y sabemos que por ser conexo Hp

dif (U ;R) = R cuando
p = 0

2. Si P (U), P (V ), P (U ∩ V ) son Verdaderos entonces P (U ∪ V ) es Verdadero: esto se deduce
de el diagrama (*), usando el Lema de los 5.

3. Supongamos que {Uα} es una familia disjunta de abiertos tales que P (Uα) es Verdadero.
Queremos ver que el enunciado P es Verdadero para

⋃
α Uα.

En efecto, Ωp(
⋃
α Uα) =

⊕
α Ωp(Uα) y ∆p

dif (
⋃
α Uα,R) =

⊕
α ∆p

dif (Uα), y estas relaciones
inducen, en cohomoloǵıa,

Hp
DR

(⋃
α

Uα

)
=
⊕
α

Hp
DR(Uα), Hp

dif

(⋃
α

Uα

)
=
⊕
α

Hp
dif (Uα).

Como el homomorfismo de De Rham es un isomorfismo en cada Uα, resulta que es también un
isomorfismo en

⋃
α Uα.

La Afirmación (A) es consecuencia del Lema 2.2.5.
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Hasta ahora hemos probado que la cohomoloǵıa de De Rham es isomorfa a la cohomoloǵıa
singular diferenciable, H∗DR(M) ∼= H∗dif (M,R). A continuación empezaremos a estudiar la
relación con la cohomoloǵıa singular usual.

Teorema 2.2.7. Hdif
i (M,R) ∼= Hi (M,R)

Demostración. Ya sabemos que ∆dif
∗ (M) es un subcomplejo de ∆∗ (M), por lo que se tiene el

diagrama conmutativo

· · · // ∆dif
i (M)

∂ //
� _

i

��

∆dif
i−1 (M) //
� _

i

��

· · ·

· · · // ∆i (M)
∂ // ∆i−1 (M) // · · ·

,

donde i es la inclusión, que es un morfismo de complejos. Luego i induce un homomorfismo
i∗ : Hdif

i (M,R) → Hi (M,R). Probaremos ahora que i∗ es un isomorfismo, utilizando el
Lema 2.2.5.

Sea P (U) el siguiente enunciado sobre los abiertos de M :

P (U) = i∗ : Hdif
i (U,R)→ Hi (U,R) es un isomorfismo.

Veamos que se satisfacen las hipótesis del Lema 2.2.5:

(1) Sea U un abierto de M difeomorfo a un abierto convexo de Rn. Sabemos del Lema 2.2.6

que Hdif
i (U,R) = 0 para i > 0 y es fácil ver que Hdif

0 (U,R) = R. Vale lo mismo si cambiamos

la homoloǵıa diferenciable por la usual, y resulta que Hdif
0 (U,R)

i∗→ Hdif
0 (U,R) es isomorfismo.

Luego, P (U) es Verdadero.

(2) Sean U y V abiertos de M tales que P (U), P (V ) y P (U ∩ V ) son verdaderos. Denotamos
U al cubrimiento de U ∪ V dado por {U, V }. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
filas exactas:

0 // ∆dif
i (U ∩ V ) //

��

∆dif
i (U)⊕∆dif

i (V ) //

��

∆U ,difi (U ∪ V ) //

��

0

0 // ∆p(U ∩ V ) // ∆p(U)⊕∆p(V ) // ∆Up (U ∪ V ) // 0

Este diagrama induce el correspondiente diagrama conmutativo en homoloǵıa:

· · · // Hdif
i (U ∩ V ) //

i∗

��

Hdif
i (U)⊕Hdif

i (V ) //

i∗

��

HU,difi (U ∪ V ) //

i∗

��

Hdif
i−1(U ∩ V ) //

i∗

��

· · ·

· · · // Hi(U ∩ V ) // Hi(U)⊕Hi(V ) // HUi (U ∪ V ) // Hi−1(U ∩ V ) // · · ·
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Utilizando el Teorema 1.1.18 obtenemos que:

ι∗ : HUi (M)→ Hi(M) es un isomorfismo.

Por otro lado se puede probar, adecuando la demostración del Lema 1.1.18, que:

ι∗ : HU ,difi (M)→ Hdif
i (M) es un isomorfismo.

Reemplazando estos isomorfismos en el diagrama anterior y usando el Lema de los 5 resulta
que P (U ∪ V ) es Verdadero.

(3) Sea ahora {Uα} una colección de abiertos disjuntos de M , tales que P (Uα) es Verdadero
para todo α. Observemos que

∆dif
i

(⋃
α

Uα

)
=
⊕
α

∆dif
i (Uα), ∆i

(⋃
α

Uα

)
=
⊕
α

∆i(Uα).

Por lo tanto Hdif
i (

⋃
α Uα,R) =

⊕
αH

dif
i (Uα,R), Hi (

⋃
α Uα,R) =

⊕
αHi(Uα,R). Como sabe-

mos que (iα)∗ : Hdif
i (Uα)→ Hi (Uα) es isomorfismo para todo α, se tiene que⊕
α

(iα)∗ :
⊕
α

Hdif
i (Uα) →

⊕
α

Hi (Uα) es isomorfismo.

De acuerdo al Lema 2.2.5, resulta que P (M) es Verdadero, lo que finaliza la prueba.

En este punto podemos dar la demostración de la Afirmación (B).

Demostración de la Afirmación (B).
Es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.7 y del Corolario 7.8 en [2], que establece que un

isomorfismo en homoloǵıa induce un isomorfismo en cohomoloǵıa.

Esto concluye la demostración del Teorema de De Rham 2.2.1.
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones

3.1 Grado de una Función

Definición 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y supongamos que S ⊆M
es una subvariedad compacta y orientada de dimensión p incrustada en M . Una triangulación
C∞ de S es una p-cadena C∞ denotada por c0 =

∑
i σi en M con las siguientes propiedades:

1. σi : ∆p → S es una incrustación C∞ que preserva orientación, i = 1, . . . , n,

2. Si i 6= j, entonces σi(Int(∆p)) ∩ σj(Int(∆p)) = φ,

3. S =
⋃
i

σi(∆p),

4. ∂c0 = 0.

La clase [c0] ∈ Hn(M ;Z) se denomina la clase fundamental de M y se denota [M ]. Si se
revierte la orientación de M , la clase fundamental cambia de signo y aśı se tiene [−M ] = −[M ].

El siguiente es un teorema importante sobre triangulaciones C∞ de variedades, pero no
incluimos su demostración ya que escapa de los contenidos de este trabajo.

Teorema 3.1.2 (Cairns [3], Whitehead [14]). Toda variedad diferenciable compacta tiene una
triangulación C∞, y cualquier triangulación del borde de una variedad con borde puede ser
extendida a una triangulación C∞ de toda la variedad.

Teorema 3.1.3 ([10], pág. 101). Sea M una variedad diferenciable cerrada de dimensión n y
asumamos que es conexa y orientable. Entonces Hn(M ;Z) ∼= Z. Por lo tanto la clase funda-
mental [M ], que está determinada si se especifica una orientación en M , es el generador de este
grupo.

Nota 7. Sea [M ] la clase fundamental de M , representada por la cadena c0 =
∑

i σi. Para una
n-forma ω en M , obtenemos que∫

c0

ω =
∑
i

∫
σi

ω =
∑
i

∫
∆p

σ∗i ω =
∑
i

∫
σi(∆p)

ω =

∫
M
ω.
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Definición 3.1.4. Sean M , N variedades conexas cerradas orientadas de la misma dimensión n,
y sea f : M → N una función C∞. Sea f∗ : Hn(M ;Z) → Hn(N ;Z) el homomorfismo inducido
por f ; por lo tanto existe un entero d tal que f∗([M ]) = d[N ]. Este entero es llamado el grado
de f y es denotado por deg(f). Intuitivamente el grado cuenta el número de vueltas que da M
alrededor de N v́ıa f .

En la siguiente proposición mostraremos una manera de calcular el grado de una función en
términos de formas diferenciales.

Proposición 3.1.5. Sean M , N variedades de dimensión n orientadas conexas y cerradas, y
sea f : M → N una función C∞. Sea ω ∈ Ωn(N) arbitraria. Entonces

∫
M f∗ω = deg(f)

∫
N ω.

En particular, si ω es una forma de volumen en N entonces deg(f) =
∫
M f∗ω.

Demostración. Consideremos el siguiente “pairing” entre la homoloǵıa singular y la cohomoloǵıa
de De Rham:

Hn(M ;Z)×Hn
DR(M)→ R, 〈[σ], [ω]〉 →

∫
σ
ω.

Es fácil ver, usando el Teorema 2.1.21, que esta aplicación está bien definida.
Probaremos a continuación que se satisface la siguiente relación:

〈f∗[M ], [ω]〉 = 〈[M ], [f∗ω]〉 .

Primero lo vemos para un p-simplex σ y una n-forma ω, es decir,

〈f∗[σ], [ω]〉 = 〈[σ], f∗[ω]〉 , (3.1)

Calculamos ambos miembros de (3.1), obteniendo:

〈f∗[σ], [ω]〉 = 〈[f∗σ], [ω]〉 =

∫
f∗σ

ω,

〈[σ], f∗[ω]〉 = 〈[σ], [f∗ω]〉 =

∫
σ
f∗ω.

Entonces nos queda∫
f∗σ

ω =

∫
∆n

(f∗σ)∗ω =

∫
∆n

(f ◦ σ)∗ω =

∫
∆n

σ∗(f∗ω) =

∫
σ
f∗ω.

Ahora realizando una cuenta análoga con la cadena c0 tenemos∫
f∗c0

ω =
∑
i

∫
f∗σi

ω =
∑
i

∫
σi

f∗ω =

∫
c0

f∗ω.

Utilizando la Nota 7, resulta 〈f∗[M ], [ω]〉 = 〈[M ], [f∗ω]〉.
Recordando la definición de grado, se tiene:

〈[M ], f∗[ω]〉 = 〈deg(f)[N ], [ω]〉

Es decir
∫
M f∗ω = deg(f)

∫
N ω.
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Otra forma de definir la función grado es la siguiente. Supongamos que M y N son variedades
n-dimensionales compactas, conexas, orientadas y sea f : M → N una función diferenciable. Si
q ∈ N es un valor regular de f se sabe que f−1(q) es un subconjunto finito de M y entonces
se define el grado de f como el entero k =

∑
x∈f−1(q) sgn(x), donde sgn(x) = +1, si (df)x

preserva orientación y sgn(x) = −1, si (df)x revierte orientación. Se verifica que esta definición
no depende del valor regular elegido y que es equivalente a la dada anteriormente (para la
demostración de esta afirmación, ver [7], páginas 457–458).

Ejemplo 3.1.6. Sea S1 = {z = exp(iθ) ∈ C | |z| = 1} y definimos fn : S1 → S1, fn(z) = zn

donde n ∈ N. Probaremos que deg(f) = n utilizando el Teorema 3.1.5.

Identificamos a C con R2, y consideremos ι : S1 → R2 la función inclusión. Entonces es
claro que fn está dada por fn(cos(θ), sen(θ)) = (cos(nθ), sen(nθ)). Sea ω ∈ Ω1(R2) dada por
ω(x1, x2) = x1dx2 − x2dx1, luego ι∗ω ∈ Ω1(S1). Notemos que

dω = d(x1dx2 − x2dx1) = dx1 ∧ dx2 − dx2 ∧ dx1 = 2dx1 ∧ dx2.

Calculamos
∫
S1 ι
∗ω usando el Teorema de Stokes 2.1.16:∫
S1

ι∗ω =

∫
∂D2

ι∗ω =

∫
D2

dω =

∫
D2

2dx1 ∧ dx2 = 2 vol(D2) = 2π.

Definimos ω̃ = 1
2π ι
∗ω, que resulta ser una forma de volumen en Ω(S1). Calculemos

∫
S1 f

∗ω̃,
para ello determinamos primero quién es f∗ω̃:

f∗ω̃ =
1

2π
(cos(nθ)d(sen(nθ))− sen(nθ)d(cos(nθ)))

=
1

2π
(cos(nθ) cos(nθ)ndθ − sen(nθ)(− sen(nθ))ndθ)

=
n

2π
(cos(nθ)2 + sen(nθ)2) dθ =

n

2π
dθ.

Por lo tanto deg(f) =
∫
S1 f

∗ω̃ =
∫
S1

n
2πdθ = n.

A continuación determinaremos el grado de una función de la esfera S2n+1 a un espacio
cociente, llamado el espacio lente. Consideraremos a la esfera S2n+1 como un subconjunto de
Cn+1 de la siguiente manera: S2n+1 = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 | |z0|2 + · · ·+ |zn|2 = 1}.

Definición 3.1.7. Dados p ∈ N y q1, ..., qn ∈ Z coprimos con p, definimos el espacio lente
L(p; q1, ..., qn) como el cociente S2n+1/Zp, donde Zp actúa en S2n+1 de la siguiente manera:
a(z0, ..., zn) = (ζz0, ζ

q1z1, ..., ζ
qnzn), donde a es el generador de Zp y ζ = exp(2πi/p).

Los espacios lentes tridimensionales fueron introducidos por Tiezte en 1908. Fueron los
primeros ejemplos conocidos de 3-variedades que no quedan determinadas por su homoloǵıa
y grupo fundamental, y los ejemplos más simples de variedades cerradas donde el tipo de
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ho meo mor fis mo no está determinado por su tipo de homotoṕıa. J.W. Alexander en 1919 de-
mostró que los espacios lentes L(5; 1) y L(5; 2) no son homeomorfos aunque tuvieran los grupos
fundamentales isomorfos y la misma homoloǵıa, no tienen el mismo tipo de homotoṕıa. Otros
de los espacios lentes tienen incluso el mismo tipo de homotoṕıa (y por lo tanto los grupos
fundamentales y de homoloǵıa son isomorfos).

Ejemplo 3.1.8. Sea π : S2n+1 → L(p; q1, ..., qn) la proyección canónica. Probaremos que
deg(π) = p.

Sean ι : S2n+1 → R2n+2 la función inclusión y ω ∈ Ω2n+1(R2n+2) dada por

ω =
2n+2∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dx2n+2,

que induce ι∗ω ∈ Ω2n+1(S2n+1). Notar que dω = (2n+ 2)dx1 ∧ ... ∧ dxi ∧ ... ∧ dx2n+2.
Sea La(z0, z1, ..., zn) = a(z0, z1, ..., zn) la acción de Zp en S2n+1, con a un generador de Zp.

Podemos extender esta acción a R2n+2, la que será denotada por L̃a. Se cumple la siguiente
relación: L̃a ◦ ι = ι ◦ La.

Afirmación: L∗a(ι
∗ω) = ι∗ω.

Para demostrar esta afirmación, probaremos primero que L̃∗a(ω) = ω. Notemos primero que

L̃∗a(ω) =
2n+2∑
i=1

(−1)i+1(xi ◦ L̃a)d(x1 ◦ L̃a) ∧ ... ∧ ̂
d(xi ◦ L̃a) ∧ ... ∧ d(x2n+2 ◦ L̃a).

A continuación analizamos la acción de Zp en R2n+2 en coordenadas:

ζz0 =

(
cos

(
2π

p

)
+ i sen

(
2π

p

))
(x1 + ix2)

= cos

(
2π

p

)
x1 − sen

(
2π

p

)
x2 + i

(
cos

(
2π

p

)
x2 + sen

(
2π

p

)
x1

)
.

Para j = 1, ..., n se tiene que

ζqjzj =

(
cos

(
2qjπ

p

)
+ i sen

(
2qjπ

p

))
(x2j+1 + ix2j+2)

= cos

(
2qjπ

p

)
x2j+1 − sen

(
2qjπ

p

)
x2j+2 + i

(
cos

(
2qjπ

p

)
x2j+2 + sen

(
2qjπ

p

)
x2j+2

)
.

Obtenemos
x1 ◦ L̃a = c0x1 − s0x2, x2 ◦ L̃a = c0x2 + s0x1.

con c0 = cos
(

2π
p

)
y s0 = sen

(
2π
p

)
Para j = 1, ..., n

x2j+1 ◦ L̃a = cjx2j+1 − sjx2j+2, x2j+2 ◦ L̃a = sjx2j+1 + cjx2j+2,
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donde cj = cos
(

2qjπ
p

)
y sj = sen

(
2qjπ
p

)
.

Además vemos

d(x2j+1 ◦ L̃a) ∧ d(x2j+2 ◦ L̃a) = d(cjx2j+1 − sjx2j+2) ∧ d(sjx2j+1 + cjx2j+2)

= (cjdx2j+1 − sjdx2j+2) ∧ (sjdx2j+1 + cjdx2j+2)

= c2
jdx2j+1 ∧ dx2j+2 − s2

jdx2j+2 ∧ dx2j+1

= dx2j+1 ∧ dx2j+2.

Aśı resulta para i = 2j + 1 que

L̃∗a(xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dx2n+2) = (xi ◦ L̃a)d(x1 ◦ L̃a) ∧ ... ∧ ̂
d(xi ◦ L̃a) ∧ ... ∧ d(x2n+2 ◦ L̃a)

= (cjx2j+1 − sjx2j+2)dx1 ∧ dx2 ∧ ...∧
∧ dx2j ∧ (sjdx2j+1 + cjdx2j+2) ∧ ... ∧ dx2n+2

= (cjsjx2j+1 − s2
jx2j+2)dx1 ∧ ... ∧ d̂x2j+2 ∧ ... ∧ dx2n+2

+ (c2
jx2j+1 − sjcjx2j+2)dx1 ∧ ... ∧ d̂x2j+1 ∧ ... ∧ dx2n+2

Ahora para i = 2j + 2

L̃∗a(xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dx2n+2) = (xi ◦ L̃a)d(x1 ◦ L̃a) ∧ ... ∧ ̂
d(xi ◦ L̃a) ∧ ... ∧ d(x2n+2 ◦ L̃a)

= (sjx2j+1 + cjx2j+2)dx1 ∧ dx2 ∧ ...∧
∧ dx2j ∧ (cjx2j+1 − sjx2j+2) ∧ ... ∧ dx2n+2

= (sjcjx2j+1 + c2
jx2j+2)dx1 ∧ ... ∧ d̂x2j+2 ∧ ... ∧ dx2n+2

− (s2
jx2j+1 + cjsjx2j+2)dx1 ∧ ... ∧ d̂x2j+1 ∧ ... ∧ dx2n+2

Entonces

L̃∗a(ω) =
∑
i par

(−1)(xi ◦ L̃a)d(x1 ◦ L̃a) ∧ ... ∧ ̂
d(xi ◦ L̃a) ∧ ... ∧ d(x2n+2 ◦ L̃a)

+
∑

i impar

(xi ◦ L̃a)d(x1 ◦ L̃a) ∧ ... ∧ ̂
d(xi ◦ L̃a) ∧ ... ∧ d(x2n+2 ◦ L̃a)

=
∑
i par

−xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dx2n+2

+
∑

i impar

xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dx2n+2

= ω.

Luego, L∗a(ι
∗ω) = (ι ◦ La)∗ω = (L̃a ◦ ι)∗ω = ι∗(L̃∗aω) = ι∗ω, lo que prueba la Afirmación.

La Afirmación nos asegura que ι∗ω pasa al cociente L(p; q1, ..., qn), es decir que ι∗ω induce
una η ∈ Ω2n+1(L(p; q1, ..., qn)) tal que π∗η = ι∗ω.
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Por último debemos comparar esta integral con
∫
L(p;q1,...,qn) η. Como Zp actúa libremente en

S2n+1, esto nos dice que π : S2n+1 → L(p; q1, ..., qn) es un espacio de cubrimiento de p hojas.
Denotaremos por {C1, . . . , Cp} a un cubrimiento de S2n+1 que satisface lo siguiente:

1. Si j 6= i, entonces (Cj)
◦ ∩ (Ci)

◦ = ∅,

2. S2n+1 =
⋃
j(Cj),

3. π : (Ci)
◦ → π((Ci)

◦) es un difeomorfismo y π(Ci) = L(p; q1, ..., qn) para todo i = 1, . . . , p.

Obtenemos aśı que ∫
S2n+1

π∗ ◦ η =

p∑
i=1

∫
Ci

π∗ ◦ η

=

p∑
i=1

∫
π(Ci)

η

= p

∫
L(p,q1,...,qn)

η.

Resulta de la Proposición 3.1.5 que deg(π) = p.

3.1.1 Linking Number

Definición 3.1.9. Un nudo es una incrustación (“embedding”) de S1 en R3.

Asumamos que tenemos dos nudos disjuntos K, L en R3. Se denomina enlace con dos
componentes a una configuración como en la siguiente figura

Si queremos diferenciar (a) de (b) intuitivamente vemos que en el caso (a) las dos copias de
S1 están entrelazados, en cambio en (b) no.
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Matemáticamente hablando sean f : S1 → R3, g : S1 → R3 las parametrizaciones de K, L
con las orientaciones correspondientes, luego definimos la función F : S1 × S1 → R3 dada por

F (s, t) = g(t)− f(s) s, t ∈ S1 = R/Z,

donde g(t) − f(s) lo podemos expresar como vectores de R3 − {0}, luego la imagen de F está
contenida en R3 − {0}. Por simplicidad, asumiremos que s, t ∈ R y que f y g son funciones
R→ R3 periódicas de peŕıodo 1.

Ahora definimos la proyección π : R3−{0} → S2 por π(x) = x/ ‖x‖, y F = π ◦F . Entonces
se define

Lk(K,L) = deg(F )

y este entero es llamado el linking number de K y L.
Se puede ver que el grado es un invariante homotópico y que este número es independiente

de la elección de las parametrizaciones de K y L.

El siguiente Teorema relaciona la definición de linking number y la integral de Gauss.

Teorema 3.1.10. El linking number de dos nudos disjuntos orientados K, L en R3 está dado
por la integral

Lk(K,L) = − 1

4π

∫ 1

0
ds

∫ 1

0

1

‖g(t)− f(s)‖3
det(g(t)− f(s), f ′(s), g′(t))dt,

donde f , g son las parametrizaciones de K, L respectivamente, y son periódicas de peŕıodo 1.

Demostración. Sea ω = 1
‖x‖3 (x1dx2∧dx3−x2dx1∧dx3 +x3dx1∧dx2) una 2-forma en R3−{0}.

Si ι : S2 ↪→ R3 − {0} denota la función inclusión, se define ω0 = ι∗ω. Usando el Teorema de
Stokes 2.1.16 vemos lo siguiente∫

S2

ω0 =

∫
∂D3

ω0 =

∫
D3

dω0 =

∫
D3

3dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 3
4π

3
= 4π. (3.2)

Aqúı utilizamos que

dω0 = d(x1dx2 ∧ dx3)− d(x1dx1 ∧ dx3) + d(x3dx1 ∧ dx2)

= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 + dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

= 3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Por lo tanto 1
4πω0 es una forma de volumen en S2. Por otro lado, se puede ver fácilmente que

para cualquier x ∈ S2 vale ω0x(v1, v2) = det(x, v1, v2). Luego por la Proposición 3.1.5 tenemos
que el grado de la función F : S1 × S1 → S2 está dado por

degF =
1

4π

∫
S1×S1

F
∗
ω0. (3.3)

Sea ϕ−1 : [0, 1]× [0, 1]→ S1 × S1 dada por (s, t) 7→ (e2πis, e2πit).
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Reemplazando en 3.3 se tiene que∫
S1×S1

F
∗
ω0 =

∫
[0,1]×[0,1]

ϕ∗F
∗
ω0 =

∫
[0,1]×[0,1]

(F ◦ ϕ)∗ω0.

Sean f̃ , g̃ : R→ R3 dadas por f̃(s) = f(e2πis), g̃(t) = g(e2πit). Estas funciones son diferenciables
y tienen peŕıodo 1.

Con estas nuevas funciones definimos la siguiente:

G(s, t) = F ◦ ϕ−1(s, t) = π(g(e2πit)− f(e2πis)) =
g̃(t)− f̃(s)∥∥∥g̃(t)− f̃(s)

∥∥∥ .
Ahora calculemos G∗ω0:

(G∗ω0)(s,t)

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
(s,t)

,
∂

∂x2

∣∣∣∣
(s,t)

)
= (π∗ω0)F◦ϕ−1(s,t)

(
d(F ◦ ϕ−1)(s,t)

∂

∂x1

∣∣∣∣
(s,t)

, d(F ◦ ϕ−1)(s,t)
∂

∂x2

∣∣∣∣
(s,t)

)
(3.4)

Notemos primero que d(F ◦ ϕ−1)(s,t) =

−f̃ ′1(s) g̃′1(t)

−f̃ ′2(s) g̃′2(t)

−f̃ ′3(s) g̃′3(t)

.

Calculemos ahora en general π∗ω0, para lo cual necesitamos una expresión para (dπ)xv.
Para v ∈ Rx tenemos

(dπ)xx =
d

dt

∣∣∣∣
0

π(xt+ x) =
d

dt

∣∣∣∣
0

π((t+ 1)x) =
d

dt

∣∣∣∣
0

(t+ 1)x

‖(t+ 1)x‖
=

d

dt

∣∣∣∣
0

x

‖x‖
= 0.

Para v ∈ (Rx)⊥

(dπ)xv =
d

dt

∣∣∣∣
0

π(vt+ x) =
d

dt

∣∣∣∣
0

vt+ x

‖vt+ x‖

=
v(t2 ‖v‖2 + ‖x‖2)1/2 − (t2 ‖v‖2 + ‖x‖2)−1/2t ‖v‖2 (vt+ x)

(t2 ‖v‖2 + ‖x‖2)

∣∣∣∣
t=0

=
‖x‖ v
‖x‖2

=
1

‖x‖
v.

Entonces si vi son vectores tangentes en Tx(R3 − {0}) y wi son las proyecciones ortogonales a
(Rx)⊥, entonces tenemos que

(π∗ω0)x(v1, v2) = ω0π(x)((dπ)xv1, (dπ)xv2)

= ‖x‖−1 det(x,w1 ‖x‖−1 , w2 ‖x‖−1)

= ‖x‖−3 det(x,w1, w2)

= ‖x‖−3 det(x, v1, v2)

= ‖x‖−3 ω0π(x)(v1, v2).
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Volviendo a (3.4), se tiene que:

(G∗ω0)(s,t)

(
∂

∂x1

∣∣∣∣
(s,t)

,
∂

∂x2

∣∣∣∣
(s,t)

)
= det

 g̃(t)− f̃(s)∥∥∥g̃(t)− f̃(s)
∥∥∥ ,− f̃ ′(s)∥∥∥g̃(t)− f̃(s)

∥∥∥ , g̃′(t)∥∥∥g̃(t)− f̃(s)
∥∥∥
 .

Esto prueba el teorema, identificando f con f̃ y g con g̃.
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3.2 El Invariante de Hopf

Para una función C∞ arbitraria f : S3 → S2, definimos un número real H(f) ∈ R de
la siguiente manera. Primero elegimos una 2-forma θ ∈ Ω2(S2) tal que

∫
S2 θ = 1. Resulta

d(f∗θ) = f∗(dθ) = 0, es decir que f∗θ es una 2-forma cerrada en S3. Como H2(S3;R) = 0, por
el Teorema de De Rham 2.2.1 tenemos que H2

DR(S3) = 0, luego f∗θ es exacta por lo tanto existe
una 1-forma η ∈ Ω1(S3) tal que f∗θ = dη. Entonces definimos

H(f) =

∫
S3

η ∧ dη.

H(f) es llamado el invariante de Hopf.

Teorema 3.2.1.

1. El valor H(f) es independiente de la elección de θ y η, y sólo depende de f .

2. El valor H(f) depende únicamente de la clase de homotoṕıa de f . Es decir, si dos funciones
C∞ f0, f1 : S3 → S2 son homotópicas, entonces H(f0) = H(f1).

Demostración.
1) Sea θ′ una 2-forma en S2 tal que

∫
S2 θ

′ = 1 y f∗θ′ = dη′ donde η′ es una 1-forma en S3.
Veamos que ∫

S3

η ∧ dη =

∫
S3

η′ ∧ dη′. (3.5)

Como H2(S2;R) = R, por el Teorema de De Rham 2.2.1 tenemos que H2
DR(S2) = R entonces

al tener dimensión 1 si tomamos dos clases [θ′], [θ] ∈ H2
DR(S2), vemos que [θ′] = c[θ] = [cθ]

donde c ∈ R, es decir que existe una τ ∈ Ω1(S2) tal que θ′ = cθ + dτ . Como θ, θ′ son formas
de volumen en S2 utilizando el Teorema de Stokes 2.1.16 obtenemos que

∫
S2 θ

′ = c
∫
S2 θ = 1, es

decir que c = 1.
Por otro lado, d(η′ − η − f∗τ) = f∗(θ′ − θ − dτ) = 0 y además H1(S2;R) = 0, nuevamente

usando el Teorema de De Rham 2.2.1 tenemos que H1
DR(S2) = 0, entonces obtenemos que

η′ − η − f∗τ es exacta, es decir que existe una g ∈ Ω0(S3) tal que η′ = η + f∗τ + dg.
Por lo tanto, tenemos

η′ ∧ dη′ = (η + f∗τ + dg) ∧ (dη + f∗dτ)

= η ∧ dη + η ∧ (f∗dτ) + f∗τ ∧ dη + f∗τ ∧ (f∗dτ) + dg ∧ dη + dg ∧ f∗dτ
= η ∧ dη + η ∧ d(f∗τ) + f∗(τ ∧ (θ + dτ)) + d(g(dη + f∗dτ))

= η ∧ dη + η ∧ d(f∗τ) + d(g(dη + f∗dτ)),

donde hemos usado que τ ∧ (θ + dτ) = τ ∧ θ′ = 0 pues es una 3-forma en S2. Por otro lado
vemos que d(−η ∧ f∗τ) = −dη ∧ f∗τ + η ∧ f∗(dτ), y entonces
η ∧ d(f∗τ) = −d(η ∧ f∗τ) + dη ∧ f∗τ = −d(η ∧ f∗τ) + f∗(θ ∧ τ) = −d(η ∧ f∗τ).

Obtenemos η′ ∧ dη′ = η ∧ dη + d(−η ∧ f∗τ + g(dη + f∗dτ)). Entonces utilizando el Teorema
de Stokes 2.1.16 nuevamente queda demostrado (3.5).
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2) Asumimos que existe una función continua F : S3 × R → S2 tal que F (p, 0) = f0(p),
F (p, 1) = f1(p) para todo p ∈ S3. Es sabido que toda función continua puede ser aproximada
por una función C∞, entonces podemos suponer que F es C∞.

Tomo θ una 2-forma de volumen en S2, luego F ∗θ es una 2-forma cerrada en S3×R. Como
H2(S3 × R;R) = 0, por el Teorema de De Rham 2.2.1 se tiene que H2

DR(S3 × R) = 0, entonces
obtenemos que F ∗θ es exacta, es decir que existe una 1-forma η̃ ∈ Ω1(S3×R) tal que dη̃ = F ∗θ.

Sean ι0 : S3×{0} → S3×R, ι1 : S3×{1} → S3×R las funciones inclusiones tal que ι∗0η̃ = η0,
ι∗1η̃ = η1. Entonces

dη0 = d(ι∗0η̃) = ι∗0dη̃ = ι∗0F
∗
0 θ = f∗0 θ,

dη1 = d(ι∗1η̃) = ι∗1dη̃ = ι∗1F
∗
0 θ = f∗1 θ.

Si aplicamos el Teorema de Stokes 2.1.16 a la 3-forma η̃ ∧ dη̃ en la variedad con borde
M = S3 × [0, 1], tenemos∫

M
d(η̃ ∧ dη̃) =

∫
∂M

η̃ ∧ dη̃ =

∫
S3×{1}

η1 ∧ dη1 −
∫
S3×{0}

η0 ∧ dη0

Como d(η̃∧ dη̃) = 0, obtenemos
∫
S3×{1} η1 ∧ dη1 =

∫
S3×{0} η0 ∧ dη0. Aśı queda probado (2).

Ejemplo 3.2.2. Sea h : S3 → S2 la función de Hopf, definida de la siguiente manera. Con-
siderando a S3 como la esfera unidad en C2 e identificando S2 con el espacio proyectivo complejo
CP 1, la función de Hopf h : S3 → CP 1 está dada por h(z0, z1) = [z0, z1]. Mostraremos que
H(h) = 1.

Para probar este punto realizaremos los siguientes pasos:

a) Buscaremos una forma de volumen ω en S2.

b) Determinaremos un difeomorfismo g : CP 1 → S2.

c) Veremos que el pull back v́ıa g del generador ω deH2(S2;R) da un generador θ deH2(CP 1;R).

d) Calcularemos el pull back de θ v́ıa h y encontraremos una 1-forma η en S3 tal que h∗θ = dη.

e) Calcularemos
∫
S3 η ∧ dη.

a) Sean x1, x2 y x3 las coordenadas estandard de R3. Sabemos por cálculos anteriores que
ω = 1

4π (x1dx2 ∧ dx3 − x2dx1 ∧ dx3 + x3dx1 ∧ dx2) es una forma de volumen en S2. Como
dim(H2(S2;R)) = 1 obtenemos que cualquier otra es un múltiplo de ω.

Consideremos un subconjunto abierto de S2 donde x3 6= 0. Como (x1, x2, x3) ∈ S2 tenemos
que x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1, y derivando esta igualdad obtenemos que x1dx1 + x2dx2 + x3dx3 = 0.

Como x3 6= 0 podemos despejar dx3 y resulta que dx3 = −
(
x1dx1+x2dx2

x3

)
.
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Ahora reemplazando en ω obtenemos:

ω =
1

4π

(
−x1dx2 ∧

(
x1dx1 + x2dx2

x3

)
+ x2dx1 ∧

(
x1dx1 + x2dx2

x3

)
+ x3dx1 ∧ dx2

)
=

1

4π

(
x2

1

x3
dx1 ∧ dx2 +

x2
2

x3
dx1 ∧ dx2 + x3dx1 ∧ dx2

)
=
x2

1 + x2
2 + x2

3

4πx3
dx1 ∧ dx2

=
1

4πx3
dx1 ∧ dx2.

b) Proyección estereográfica de S2 a CP 1. En las coordenadas homogéneas [z0, z1] de CP 1, el
punto [z0, 0] es llamado el punto en el infinito. En un subconjunto abierto donde z1 6= 0, podemos
usar z = z0/z1 como la coordenada e identificamos el punto z = x + iy en CP 1 − {[1, 0]}
con el punto (x, y, 0) en el (x1, x2)-plano en R3. Entonces la proyección estereográfica desde
el polo norte (0, 0, 1) es una función de S2 a CP 1, que env́ıa el polo norte al punto en el
infinito. Buscamos la función inversa g : CP 1 → S2; notemos que la recta que pasa por
(0, 0, 1) y (x, y, 0), parametrizada por (0, 0, 1) + t(x, y,−1), interseca a la esfera unidad cuando
t2x2 + t2y2 + (1− t)2 = 1, es decir t = 0 o t = 2

1+x2+y2
.

Luego la inversa g : CP 1 → S2 está dada por

z = x+ iy →
(

2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,
−1 + x2 + y2

1 + x2 + y2

)
c) El pull back del generador ω en H2(S2;R) v́ıa g nos da un generador g∗ω en H2(CP 1).

De las expresiones para ω y g obtenidas en a) y b) resulta que

g∗ω =
1

4π

(
1 + x2 + y2

−1 + x2 + y2

)(
2(1− x2 + y2)

(1 + x2 + y2)2
dx− 4xy

(1 + x2 + y2)2
dy

)
∧

∧
(
− 4xy

(1 + x2 + y2)2
dx+

2(1 + x2 − y2)

(1 + x2 + y2)2
dy

)
=

1

4π

(
4(1− x2 + y2)(1 + x2 − y2)− 16x2y2

(1 + x2 + y2)4

)(
1 + x2 + y2

−1 + x2 + y2

)
dx ∧ dy

=
1

4π

(
−4((x2 + y2)2 − 1)

(1 + x2 + y2)2((x2 + y2)2 − 1)

)
dx ∧ dy

= − 1

π

dx ∧ dy
(1 + x2 + y2)2

.

En términos de la coordenada compleja z = x + iy, obtenemos g∗ω = − i
2π

dz∧dz
(1+|z|2)2

, donde

dz = dx+ idy, dz = dx− idy y |z|2 = x2 + y2.
Definimos θ = −g∗ω; como z = z0/z1 en términos de las coordenadas homogéneas resulta

que

θ =
i

2π

(z1dz0 − z0dz1) ∧ (z1dz0 − z0dz1)

(|z0|2 + |z1|2)2
.
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d) Buscamos una η tal que h∗θ = dη en S3.
Sean z0 = y1 + iy2 y z1 = y3 + iy4 las coordenadas en C2. Sabemos que si (z0, z1) es un

punto en la esfera unidad S3 se cumple que |z0|2 + |z1|2 = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = 1.
Damos ahora una expresión para θ en términos de las coordenadas (y1, . . . , y4):

h∗θ =
i

2π
[(y3 + iy4)d(y1 + iy2)− (y1 + iy2)d(y3 + iy4)]∧

∧ [(y3 − iy4)d(y1 − iy2)− (y1 − iy2)d(y3 − iy4)]

=
i

2π
[(y3 + iy4)dy1 + (iy3 − y4)dy2 + (−y1 − iy2)dy3 + (−iy1 + y2)dy4]∧

∧ [(y3 − iy4)dy1 + (−iy3 − y4)dy2 + (−y1 + iy2)dy3 + (iy1 + y2)dy4]

=
i

2π
[(y3 + iy4)(−iy3 − y4)− (iy3 − y4)(y3 − iy4)]dy1 ∧ dy2

+
i

2π
[(y3 + iy4)(−y1 + iy2)− (−y1 − iy2)(y3 − iy4)]dy1 ∧ dy3

+
i

2π
[(y3 + iy4)(iy1 + y2)− (−iy1 + y2)(y3 − iy4)]dy1 ∧ dy4

+
i

2π
[(iy3 − y4)(−y1 + iy2)− (−y1 − iy2)(−iy3 − y4)]dy2 ∧ dy3

+
i

2π
[(iy3 − y4)(iy1 + y2)− (−iy1 + y2)(−iy3 − y4)]dy2 ∧ dy4

+
i

2π
[(−y1 − iy2)(iy1 + y2)− (−iy1 + y2)(−y1 + iy2)]dy3 ∧ dy4

=
1

π
[(y2

3 + y2
4)dy1 ∧ dy2 + (y4y1 − y2y3)dy1 ∧ dy3

− (y3y1 + y4y2)dy1 ∧ dy4 + (y3y1 + y2y4)dy2 ∧ dy3

+ (y4y1 − y3y2)dy2 ∧ dy4 + (y2
1 + y2

2)dy3 ∧ dy4].

Como (y1, y2, y3, y4) ∈ S3 se cumple que y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 = 1, de donde se deduce que
y1dy1 + y2dy2 + y3dy3 + y4dy4 = 0. Consideramos un subconjunto abierto de S3 donde y3 6= 0;
alĺı podemos despejar dy3 y resulta que dy3 = −y1dy1+y2dy2+y4dy4

y3
.

Ahora reemplazando en h∗θ nos queda

h∗θ =
1

π

[
[(y2

3 + y2
4)− (y4y1 − y2y3)

y2

y3
+ (y3y1 + y4y2)

y1

y3
]dy1 ∧ dy2

+ [−(y4y1 − y2y3)
y4

y3
− (y3y1 + y4y2)− (y2

1 + y2
2)
y1

y3
]dy1 ∧ dy4

+ [−(y3y1 + y4y2)
y4

y3
+ (y4y1 − y2y3)− (y2

1 + y2
2)
y2

y3
]dy2 ∧ dy4

]
=

1

π

[
dy1 ∧ dy2 −

y1

y3
dy1 ∧ dy4 −

y2

y3
dy2 ∧ dy4

]
.

Queremos ver que πh∗θ = dη para alguna 1-forma η en S3. Notemos que

πh∗θ = d(y1 ∧ dy2) + dα,
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donde dα = −y1
y3
dy1 ∧ dy4 − y2

y3
dy2 ∧ dy4 = (−y1

y3
dy1 − y2

y3
dy2) ∧ dy4. Entonces podemos escribir

la 1-forma α en S3 como α = G(y1, y2, y4) dy4 para cierta función diferenciable G(y1, y2, y4).
Comparando dα = dG ∧ dy4 con la expresión anterior para dα, obtenemos que ∂G

∂y1
= −y1

y3
y

∂G
∂y2

= −y2
y3

, donde y3 = (1− y2
1 − y2

2 − y2
4)1/2.

Por lo tanto es fácil ver que G(y1, y2, y4) = (1−y2
1−y2

2−y2
4)1/2 = y3, es decir que α = y3 dy4

y η = 1
π (y1 dy2 + y3 dy4).

e) Ahora calculemos η ∧ dη:

η ∧ dη =
1

π2
(y1dy2 + y3dy4) ∧ d(y1dy2 + y3dy4)

=
1

π2
(y1dy2 ∧ dy3 ∧ dy4 + y3dy4 ∧ dy1 ∧ dy2)

=
1

π2
(y1dy2 ∧ dy3 ∧ dy4 + y3dy1 ∧ dy2 ∧ dy4).

Como el subconjunto donde no está definida η tiene medida nula en S3, tenemos que

H(h) =

∫
S3

η ∧ dη =

∫
S3

1

π2
(y1dy2 ∧ dy3 ∧ dy4 + y3dy1 ∧ dy2 ∧ dy4).

Utilizaremos el difeomorfismo f : S3 → S3 dado por f(y1, y2, y3, y4) = (y3, y2, y1, y4) para
llevar a través del pullback la 3-forma y1dy2 ∧ dy3 ∧ dy4 a la 3-forma −y3dy1 ∧ dy2 ∧ dy4. Ya que
f revierte orientación obtenemos la siguiente igualdad:

H(h) =
2

π2

∫
S3

y1dy2 ∧ dy3 ∧ dy4. (3.6)

Para calcular esta integral utilizamos coordenadas esféricas:
y1 = sen(α) sen(β) cos(γ)

y2 = sen(α) sen(β) sen(γ)

y3 = sen(α) cos(β)

y4 = cos(α),

donde 0 ≤ α ≤ π, 0 ≤ β ≤ π y 0 ≤ γ ≤ 2π. Entonces la integral (3.6) resulta

2

π2

∫
S3

y1 dy2 ∧ dy3 ∧ dy4 =
2

π2

∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
sen4(α) sen3(β) cos2(γ)dγ dβ dα.

Recordemos las siguientes fórmulas para n par:∫
senn(x)dx = − 1

n
senn−1(x) cos(x) +

n− 1

n

∫
senn−2(x)dx,∫

cosn(x)dx =
1

n
cosn−1(x) sen(x) +

n− 1

n

∫
cosn−2(x)dx.
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Para el caso n impar usamos que senn(x) = sen2k+1(x) = (sen2(x))k(sen(x)), y análogamente
para cosn(x).

Podemos calcular ahora la integral en (3.6)

∫ π

0
sen4(α)dα =

3

4

∫ π

0
sen2(α)dα

=
3

4

∫ π

0

1− cos(2α)

2
dα

=
3

4

(
1

2

∫ π

0
1dα

)
=

3π

8
.

∫ π

0
sen3(β)dβ =

∫ π

0
sen2(β) sen(β)dβ

=

∫ π

0
(1− cos2(β)) sen(β)dβ

= 2

(
1− 1

3

)
=

4

3
.

∫ 2π

0
cos2(γ)dγ =

1

2

∫ 2π

0
1dγ

= π.

Por lo tanto obtenemos que la integral (3.6) es igual a 1, y aśı H(h) = 1.
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3.3 Cohomoloǵıa de De Rham de Grupos de Lie y Cocientes
Compactos

Un grupo de Lie G es una variedad C∞ que admite una estructura de grupo tal que las opera-
ciones de grupo

m : G×G→ G, m(g, h) = gh, i : G→ G, i(g) = g−1,

son funciones diferenciables.
Un álgebra de Lie g (real) es un R-espacio vectorial junto con una operación llamada corchete

[·, ·] : g× g→ g que es bilineal, antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Es bien sabido
que todo grupo de Lie G tiene asociada un álgebra de Lie g de la misma dimensión. En efecto,
g es el espacio vectorial formado por todos los campos invariantes a izquierda en G, equipado
con el corchete de Lie de campos vectoriales.

Sea G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Sabemos que se puede identificar el espacio
dual g∗ de g con el conjunto de todas las 1-formas invariantes a izquierda en G. Tenemos
naturalmente la función inclusión i : g∗ → Ω1(G). Tomando el producto exterior de 1-formas
invariantes a izquierda, se puede ver que i induce un homomorfismo i : Λ∗g∗ → Ω∗(G). Es fácil
ver que i es inyectiva y por lo tanto su imagen coincide con el conjunto de todas las formas
diferenciales invariantes a izquierda en G. Luego obtenemos la identificación

Λ∗g∗ = {formas diferenciales invariantes a izquierda en G}.

La derivada exterior de formas diferenciales invariantes a izquierda es nuevamente invariante a
izquierda. Por lo tanto Λ∗g∗ es cerrado en el complejo de De Rham Ω∗(G) de G con respecto a
la derivada exterior, es decir, resulta ser un subcomplejo.

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo donde i es la inclusión

· · · d // Ωk(G)
d // Ωk+1(G)

d // · · ·

· · · d // Λk(g∗)
d //

i

OO

Λk+1(g∗)
d //

i

OO

· · ·

.

En general el homomorfismo i∗ : H∗(Λ∗g∗) → H∗(Ω∗(G)) ∼= H∗(G;R) inducido por i no
es una inyección ni una suryección. Sin embargo, cuando G es compacto, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 3.3.1 (Cartan-Eilenberg). Sea G un grupo de Lie conexo y compacto. Entonces la
inclusión natural i : Λ∗g∗ → Ω∗(G) induce un isomorfismo H∗(Λ∗g∗) ∼= H∗(G;R).

La cohomoloǵıa H∗(Λ∗g∗) del complejo Λ∗g es denominada la cohomoloǵıa del álgebra de
Lie g, y se la denota simplemente por H∗(g).

Ejemplo 3.3.2. Sea SU(2) el grupo unitario especial de dimensión 3 dado por

SU(2) = {A ∈ Mat(2,C) | AA∗ = Id, det(A) = 1} .

50



Se puede ver que es un grupo de Lie conexo y compacto.
Sea su(2) su álgebra de Lie, dada por su(2) = {A ∈ Mat(2,C) | A+A∗ = 0, tr(A) = 0}.

Podemos elegir una base B = {e1, e2, e3}, donde los corchetes de Lie no nulos son

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2. (3.7)

Sea B′ = {e1, e2, e3} la base dual de B. Entonces (3.7) implica que la diferencial
d1 : su(2)∗ → Λ2su(2)∗ está dada por

d1e1 = −e2 ∧ e3, d1e2 = −e3 ∧ e1, d1e3 = −e1 ∧ e2. (3.8)

Por lo tanto el primer grupo de cohomoloǵıa es

H1(su(2)) =
Nu(d1)

Im(d0)
=
〈0〉
〈0〉

= 0.

Usando (3.8) vemos que la diferencial d2 : Λ2su(2)∗ → Λ3su(2)∗ es

d2(e1 ∧ e2) = d2(e1 ∧ e3) = d2(e2 ∧ e3) = 0.

El segundo grupo de cohomoloǵıa es entonces

H2(su(2)) =
Nu(d2)

Im(d1)
=

〈
e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3

〉
〈−e2 ∧ e3,−e3 ∧ e1,−e1 ∧ e2〉

= 0.

Claramente la diferencial d3 : Λ3su(2)∗ → Λ4su(2)∗ = {0} es nula, de donde resulta que el tercer
grupo de cohomoloǵıa es

H3(su(2)) =
Nu(d3)

Im(d2)
=

〈
e1 ∧ e2 ∧ e3

〉
〈0〉

=
〈
e1 ∧ e2 ∧ e3

〉
.

Entonces utilizando el Teorema 3.3.1 tenemos que los grupos de cohomoloǵıa de De Rham
de SU(2) son isomorfos a los grupos de cohomoloǵıa del álgebra de Lie su(2). Aśı obtenemos
que los números de Betti de SU(2) son b0 = 1, b1 = 0, b2 = 0 y b3 = 1. Esto está de acuerdo
con el hecho de que SU(2) es difeomorfo a la esfera S3.

Pasamos a continuación a considerar otra familia de grupos de Lie, los nilpotentes.
Dada un álgebra de Lie g, se define la serie central descendente recursivamente de la siguiente

manera: g0 = g, g1 = [g, g],..., gj+1 = [g, gj ]. Diremos que el álgebra de Lie g es nilpotente, si
existe un j ∈ N tal que gj = 0. Si k es el menor natural para el cual gk = 0, se dice que g es
k-pasos nilpotente. Un grupo de Lie es nilpotente si su álgebra de Lie lo es.

Es sabido que un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo es difeomorfo a un espacio
eucĺıdeo, por lo que es imposible tener un análogo del Teorema 3.3.1 para esta clase de grupos.
Sin embargo, la cohomoloǵıa de un álgebra de Lie nilpotente śı nos permite determinar la
cohomoloǵıa de De Rham de ciertas variedades compactas obtenidas como cociente del grupo
de Lie nilpotente asociado.

Recordemos que una variedad compacta M es una nilvariedad si es de la forma M = G/Γ,
donde G es un grupo de Lie simplemente conexo, nilpotente y Γ es un subgrupo discreto co-
compacto (ret́ıculo). El siguiente criterio caracteriza los grupos de Lie nilpotentes que admiten
ret́ıculos.
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Teorema 3.3.3 (Criterio de Malcev [9]). Un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con-
tiene un subgrupo discreto co-compacto si y sólo si su álgebra de Lie admite una base tal que las
constantes de estructura asociadas son números racionales.

El siguiente teorema relaciona la cohomoloǵıa de De Rham de una nilvariedad con la co-
homoloǵıa del álgebra de Lie nilpotente correspondiente. Notemos primero que toda forma
diferenciable invariante a izquierda ω en un grupo nilpotente G induce una única forma diferen-
ciable ω̃ en G/Γ tal que π∗ω̃ = ω. Esto induce una inclusión natural i : Λ∗g∗ ↪→ Ω∗(G/Γ).

Teorema 3.3.4 (Nomizu [11]). Sea M = G/Γ una nilvariedad; entonces i : Λ∗g∗ ↪→ Ω∗(G/Γ)
induce un isomorfismo en cohomoloǵıa i∗ : Hk(g)→ Hk

DR(M).

Observar que la cohomoloǵıa real de una nilvariedad no depende del ret́ıculo considerado.

Como una aplicación, determinaremos la cohomoloǵıa de De Rham de una nilvariedad aso-
ciada al grupo de Heisenberg H5. Por simplicidad, utilizaremos la notación ei1,i2,...,ik para
representar al producto exterior ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eik .

Ejemplo 3.3.5. Sea H5 el grupo de Heisenberg de dimensión 5 dado por

H5 =


1 x z

0 I yt

0 0 1

 ∈ Mat(4,R) | x, y ∈ R2, z ∈ R

 .

Consideramos el subgrupo Γ de H5 formado por todas las matrices de H2n+1 con coeficientes
enteros. Se puede ver que Γ es un subgrupo discreto co-compacto de H5.

Si h5 es el álgebra de Lie de H5, entonces se tiene que

h5 =


0 x z

0 0 yt

0 0 0

 ∈ Mat(4,R) | x, y ∈ R2, z ∈ R

 ,

y el corchete de Lie está dado por0 x z
0 0 yt

0 0 0

 ,

0 x̃ z̃
0 0 ỹt

0 0 0

 = [X,Y ] = XY − Y X

=

0 0 〈x, ỹ〉 − 〈x̃, y〉
0 0 0
0 0 0

 .

Definimos Ei,j como un elemento de Mat(4,R) donde la entrada (i, j) es igual a 1 y las restantes
son 0. Entonces es fácil ver que B = {e1 = E1,2, e2 = E1,3, e3 = E2,4, e4 = E3,4 e5 = E1,4} es
una base de h5. Luego los corchetes de Lie no nulos son

[e1, e3] = e5, [e2, e4] = e5. (3.9)
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Sea B′ = {e1, e2, e3, e4, e5} la base dual de B. Entonces (3.9) implica que la diferencial
d1 : h∗5 → Λ2h∗5 está dada por

d1ei = 0, i = 1, 2, 3, 4, d1e5 = −e1,3 − e2,4. (3.10)

Por lo tanto el primer grupo de cohomoloǵıa es

H1(h5) =
Nu{d1}
Im{d0}

=

〈
e1, e2, e3, e4

〉
〈0〉

=
〈
[e1], [e2], [e3], [e4]

〉
.

Ahora, por (3.10), la diferencial d2 : Λ2h∗5 → Λ3h∗5 está dada por:

d2(e1 ∧ e5) = e1,2,4, d2(e2 ∧ e5) = e2,1,3, d2(e3 ∧ e5) = e3,2,4, d2(e4 ∧ e5) = e4,1,3,

y las demás son cero. Luego, el segundo grupo de cohomoloǵıa es

H2(h5) =
Nu{d2}
Im{d1}

=

〈
e1,2, e1,3, e1,4, e2,3, e2,4, e3,4

〉
〈−e1,3 − e2,4〉

=

〈
e1,2, e1,3, e1,4, e2,3, e3,4, e1,3 + e2,4

〉
〈−e1,3 − e2,4〉

=
〈
[e1,2], [e1,3], [e1,4], [e2,3], [e3,4]

〉
.

La diferencial d3 : Λ3h∗5 → Λ4h∗5 queda

d3(e1 ∧ e3 ∧ e5) = −e1,3,2,4, d3(e2 ∧ e4 ∧ e5) = −e2,4,1,3,

y las demás son cero. Por lo tanto el tercer grupo de cohomoloǵıa es

H3(h5) =
Nu{d3}
Im{d2}

=

〈
e1,2,3, e1,2,4, e1,2,5, e1,3,4, e1,4,5, e2,3,4, e2,3,5, e3,4,5, e1,3,5 − e245

〉
〈e1,2,4, e2,1,3, e3,2,4, e4,1,3〉

=
〈
[e1,2,5], [e1,4,5], [e2,3,5], [e3,4,5], [e1,3,5 − e2,4,5]

〉
.

Es fácil ver que la diferencial d4 : Λ4h∗5 → Λ5h∗5 es idénticamente 0, por lo que el cuarto
grupo de cohomoloǵıa es

H4(h5) =
Nu{d4}
Im{d3}

=

〈
e1,2,3,4, e1,2,3,5, e1,2,4,5, e1,3,4,5, e2,3,4,5

〉
〈−e1,3,2,4〉

=
〈
[e1,2,3,5], [e1,2,4,5], [e1,3,4,5], [e2,3,4,5]

〉
.

Por último d5(e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 ∧ e5) = 0 y aśı tenemos que el quinto grupo de cohomoloǵıa es

H5(h5) =
Nu{d5}
Im{d4}

=

〈
e1,2,3,4,5

〉
〈0〉

=
〈
[e1,2,3,4,5]

〉
.

Si M es la nilvariedad M = H5/Γ, entonces utilizando el Teorema 3.3.4 tenemos que los
grupos de cohomoloǵıa de De Rham de M son isomorfos a los grupos de cohomoloǵıa del álgebra
de Lie h5. En particular, los números de Betti de M son

b0 = 1, b1 = 4, b2 = 5, b3 = 5, b4 = 4, b5 = 1.
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Ahora veamos la correspondencia con las formas invariantes a izquierda. Consideramos la
siguiente correspondencia de H5 con R5


1 x1 x2 z
0 1 0 y1

0 0 1 y2

0 0 0 1

←→

x1

x2

y1

y2

z


Se puede ver que B =

{
∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂y1

+ x1
∂
∂z ,

∂
∂y2

+ x2
∂
∂z ,

∂
∂z

}
es una base de h5, considerada

como el conjunto de campos invariantes a izquierda de H5. Luego

B′ = {dx1, dx2, dy1, dy2,−x1 dy1 − x2 dy2 + dz}

es una base de h5 formada por 1-formas invariantes a izquierda. Estas 1-formas en H5 inducen
1-formas en la nilvariedad M , a las que seguiremos llamando con el mismo nombre.

Entonces podemos dar los generadores de los grupos de cohomoloǵıa de De Rham de M de
acuerdo a esta base:

H1
DR(M) = 〈[dx1], [dx2], [dy1], [dy2]〉

H2
DR(M) = 〈[dx1 ∧ dx2], [dx1 ∧ dy1], [dx1 ∧ dy2], [dx2 ∧ dy2], [dy1 ∧ dy2]〉

H3
DR(M) = 〈[dx1 ∧ dx2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)], [dx1 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)],

[dx2 ∧ dy1 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)], [dy1 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)],

[dx1 ∧ dy1 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)− dx2 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)]〉

H4
DR(M) = 〈[dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)], [dx1 ∧ dx2 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)],

[dx1 ∧ dy1 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)], [dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)]〉

H5
DR(M) = 〈[dx1 ∧ dx2 ∧ dy1 ∧ dy2 ∧ (−x1 dy1 − x2 dy2 + dz)]〉.
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3.4 Productos Triples de Massey

Las formas diferenciales contienen información completa sobre la cohomoloǵıa de variedades,
como muestra el Teorema de De Rham 2.2.1. Más precisamente, esta información incluye tanto
la estructura espacio vectorial de la cohomoloǵıa real y la estructura de álgebra definida por
el producto exterior. En esta sección veremos que las formas diferenciales miden también una
estructura más profunda definida en la cohomoloǵıa. Esta estructura contiene una sucesión
infinita de productos de grado superior llamados productos de Massey, de los cuales veremos los
más simples.

Sea M una variedad diferenciable, consideremos clases x, y, z en la cohomoloǵıa de De Rham
de M , de grado k, l,m respectivamente, tales que satisfacen la siguiente relación:

x ∧ y = y ∧ z = 0.

Elegimos formas cerradas α, β, γ ∈ Ω∗(M) en M que son los representantes de las clases x, y, z
respectivamente. Estas cumplen lo siguiente α ∧ β = dλ y β ∧ γ = dµ donde λ ∈ Ωk+l−1(M) y
µ ∈ Ωl+m−1(M).

Entonces obtenemos d(λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ) = α ∧ β ∧ γ − α ∧ β ∧ γ = 0, pues α y γ son
cerradas. Por lo tanto λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ es una forma cerrada.

Luego se define el producto triple de Massey de x, y, z como

〈x, y, z〉 = [[λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ]] ∈ Hk+l+m−1(M)/I(x, z),

donde I(x, z) = x ∧H l+m−1
DR (M) + z ∧Hk+l−1

DR (M) es el subespacio de Hk+l+m−1(M) que con-

siste de todas las clases de cohomoloǵıa de la forma x ∧ u + z ∧ v, donde u ∈ H l+m−1
DR (M) y

v ∈ Hk+l−1
DR (M).

Verificaremos a continuación la buena definición de este producto, es decir, que no depende
de la elección de las formas diferenciales usadas en la definición.

Sean α̃, β̃ y γ̃ formas en M de grado k, l,m respectivamente tales que [α̃] = x = [α],
[β̃] = y = [β] y [γ̃] = z = [γ].

Esto nos dice que α̃ = α+ dθ, β̃ = β + dτ y γ̃ = γ + dη donde θ, τ y η son formas en M de
grado k − 1, l − 1,m− 1 respectivamente.

Calculemos α̃ ∧ β̃ y β̃ ∧ γ̃:

α̃ ∧ β̃ = (α+ dθ) ∧ (β + dτ)

= α ∧ β + α ∧ dτ + dθ ∧ β + dθ ∧ dτ
= dλ+ d((−1)kα ∧ τ + θ ∧ β + θ ∧ τ)

= d(λ+ (−1)kα ∧ τ + θ ∧ β + θ ∧ dτ).

Obtenemos que α̃∧ β̃ = dλ̃, donde λ̃ = λ+ (−1)kα∧ τ + θ∧ β+ θ∧ dτ . Similarmente se verifica
que β̃ ∧ γ̃ = dµ̃, donde µ̃ = µ+ (−1)lβ ∧ η + τ ∧ γ + τ ∧ dη.
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Calculamos ahora λ̃ ∧ γ̃ − (−1)kα̃ ∧ µ̃:

λ̃ ∧ γ̃ − (−1)kα̃ ∧ µ̃ = (λ+ (−1)kα ∧ τ + θ ∧ β + θ ∧ dτ) ∧ (γ + dη)

− (−1)k(α+ dθ) ∧ (µ+ (−1)lβ ∧ η + τ ∧ γ + τ ∧ dη)

= (λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ) + λ ∧ dη + (−1)kα ∧ τ ∧ γ
+ (−1)kα ∧ τ ∧ dη + θ ∧ β ∧ γ + θ ∧ β ∧ dη
+ θ ∧ dτ ∧ γ + θ ∧ dτ ∧ dη − (−1)k(−1)lα ∧ β ∧ η
− (−1)kα ∧ τ ∧ γ − (−1)kα ∧ τ ∧ dη − (−1)kdθ ∧ µ
− (−1)k(−1)ldθ ∧ β ∧ η − (−1)kdθ ∧ τ ∧ γ − (−1)kdθ ∧ τ ∧ dη

= (λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ) + (−1)k−1d(θ ∧ µ) + (−1)k+l−1d(λ ∧ η)

+ (−1)k+l−1d(θ ∧ β ∧ η) + (−1)k−1d(θ ∧ τ ∧ γ) + (−1)k−1d(θ ∧ τ ∧ dη).

Por lo tanto cuando cambiamos los representantes de las clases x, y, z vemos que

[λ̃ ∧ γ̃ − (−1)kα̃ ∧ µ̃] = [λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ] ∈ Hk+l+m−1(M).

Obtenemos aśı que [[λ̃ ∧ γ̃ − (−1)kα̃ ∧ µ̃]] = [[λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ]] en Hk+l+m−1(M)/I(x, z).

Por otro lado si nos quedamos con las clases [α], [β] y [γ], pero cambiamos λ y µ por
λ̃ = λ+ω1 , µ̃ = µ+ω2, donde dω1 = 0 y dω2 = 0, y calculamos [λ̃∧ γ− (−1)kα∧ µ̃] obtenemos

λ̃ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ̃ = (λ+ ω1) ∧ γ − (−1)kα ∧ (µ+ ω2)

= λ ∧ γ + ω1 ∧ γ − (−1)kα ∧ µ− (−1)kα ∧ ω2.

Tomando clase de cohomoloǵıa vemos que [λ̃ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ̃] 6= [λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ] en
Hk+l+m−1(M), pero al cocientar por I(x, z) tenemos que

[[λ̃ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ̃]] = [[λ ∧ γ − (−1)kα ∧ µ]],

ya que [ω1 ∧ γ − (−1)kα ∧ ω2] está en I(x, z).

Los productos de Massey fueron introducidos en [12] y proveen una obstrucción para la
formalidad de variedades diferenciables (ver el Apéndice para las definiciones correspondientes).
En efecto, se sabe que en toda variedad formal, los productos triples de Massey son nulos. En
consecuencia, si una variedad posee algún producto triple de Massey no nulo, no puede ser
formal. Recordamos los siguientes resultados importantes:

1. Toda variedad de Kähler compacta es formal [4].

2. Si una nilvariedad es formal entonces es difeomorfa a un toro [5].

En los ejemplos a continuación determinaremos algunos productos triples de Massey no nulos
en ciertas familias de nilvariedades: las correspondientes a las álgebras de Heisenberg h2n+1 y a
las álgebras de Lie filiformes standard gn.
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Ejemplo 3.4.1. Sea H2n+1 el grupo de Heisenberg de dimensión 2n+ 1, dado por

H2n+1 =


1 x c

0 I yt

0 0 1

 ∈ Mat(n+ 2,R) | x, y ∈ Rn, c ∈ R

 ,

y consideramos el subgrupo Γ de H2n+1 formado por todas las matrices de H2n+1 con coeficientes
enteros. Se puede ver que Γ es un subgrupo discreto co-compacto de H2n+1, y denotaremos por
M = H2n+1/Γ a la nilvariedad asociada.

A continuación vamos a usar el Teorema 3.3.4 para encontrar un producto triple de Massey
no nulo en la cohomoloǵıa de De Rham de M .

Si h2n+1 es el álgebra de Lie de H2n+1, entonces se tiene que

h2n+1 =


0 x c

0 0 yt

0 0 0

 ∈ Mat(n+ 2,R) | x, y ∈ Rn, c ∈ R

 ,

y el corchete de Lie está dado por0 x c
0 0 yt

0 0 0

 ,

0 x̃ c̃
0 0 ỹt

0 0 0

 = [X,Y ] = XY − Y X

=

0 0 〈x, ỹ〉 − 〈x̃, y〉
0 0 0
0 0 0

 .

Definimos Ei,j como un elemento de Mat(n+ 2,R) donde la entrada (i, j) es igual a 1 y las
restantes son 0. Entonces es fácil ver que

B = {ei = E1,i+1, ei+n = Ei+1,n+2, e2n+1 = E1,n+2 | 1 ≤ i ≤ n}

es una base de h2n+1. Luego los corchetes de Lie no nulos son

[ei, en+i] = e2n+1, i = 1, ..., n. (3.11)

Sea B′ = {ei | 1 ≤ i ≤ 2n + 1} la base dual de B. Entonces (3.11) implica que la diferencial
d : h∗2n+1 → Λ2h∗2n+1 está dada por

dei = 0, i = 1, . . . , 2n, de2n+1 = −
n∑
i=1

ei ∧ en+i. (3.12)

Elegimos
α = e1, β = e2,3,...,n+1 y γ = e1.

Luego α ∧ β = e1 ∧ e2,3,...,n+1 = dλ y β ∧ γ = e2,3,...,n+1 ∧ e1 = dµ, donde λ = ν, µ = (−1)nν y
ν = −e2,3,...,n,2n+1. Entonces

[[λ ∧ γ + α ∧ µ]] = [[2 (−1)n+1 e1,2,...,n,2n+1]] ∈ Hn+1(h2n+1)/I([α], [γ]),
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donde I([α], [γ]) = [α]∧Hn(h2n+1) + [γ]∧Hn(h2n+1) = [e1]∧Hn(h2n+1). Veamos que esta clase
es no nula, o equivalentemente que [e1,2,...,n,2n+1] no pertenece al ideal I([α], [γ]).

Denotaremos u = span{e1, . . . , e2n}, un subespacio que aparecerá en los cálculos siguientes.
Supongamos que [e1,2,...,n,2n+1] ∈ [e1] ∧Hn(h2n+1), es decir que

e1,2,...,n,2n+1 = e1 ∧ η + dτ, (3.13)

donde η, τ ∈ Λn(h∗2n+1) con dη = 0.
Por otro lado podemos escribir a η = ω∧e2n+1+ϕ y τ = θ∧e2n+1+σ, donde ω, θ ∈ Λn−1(u∗) y

ϕ, σ ∈ Λn(u∗). Obtenemos que dη = (−1)n−1ω∧de2n+1 y dτ = (−1)n−1θ∧de2n+1. Para realizar
el cálculo en (3.13) necesitamos ver ω como una combinación lineal en el respectivo espacio, es
decir, ω =

∑
2≤i1<...<in−1≤2n ai1,...,in−1e

i1,...,in−1 . Reemplazando en (3.13) tenemos lo siguiente

e1,2,...,n,2n+1 =
∑

2≤i1<...<in−1≤2n

ai1,...,in−1e
1 ∧ ei1,...,in−1 ∧ e2n+1+

+ e1 ∧ ϕ+ (−1)n
n∑
i=1

θ ∧ ei ∧ en+i.

Como e1 ∧ ϕ,
∑n

i=1 θ ∧ ei ∧ en+i ∈ Λn+1(u∗) y e2n+1 /∈ u, vemos que no aparece el factor e2n+1

al escribir estas formas como combinación lineal de la base, y esto implica que a2,3,...,n = 1 y los
demás ai1,...,in−1 = 0. Por lo tanto ω = e2,3,...,n. Luego

dη = (−1)n−1ω ∧ de2n+1 = (−1)ne2,3,...,n ∧
n∑
i=1

ei ∧ en+i = −e1,2,3,...,n,n+1 6= 0,

que es un absurdo pues η es cerrada.
Aśı probamos que [e1,2,...,n,2n+1] /∈ I([α], [γ]).

Ejemplo 3.4.2. Sea gn el álgebra Lie de dimensión n con base B = {x0, x1, ..., xn−1} y corchete
de Lie definido por

[x0, xj ] = xj+1, j = 1, . . . , n− 2. (3.14)

Ésta es la llamada álgebra de Lie nilpotente filiforme standard de dimensión n. Recordemos que
un álgebra de Lie nilpotente de dimensión n se dice filiforme si su grado de nilpotencia es n− 1.

Sea B′ = {xi | 0 ≤ i ≤ n − 1} la base dual de B. Entonces (3.14) implica que la diferencial
d : g∗n → Λ2g∗n está dada por

dx0 = 0, dx1 = 0, dxj = −x0 ∧ xj−1, j = 2, . . . , n− 1. (3.15)

Por el criterio de Malcev 3.3.3, el grupo de Lie simplemente conexo nilpotente Gn asociado
a gn admite un ret́ıculo Γ. Vamos a usar el Teorema 3.3.4 para encontrar un producto triple de
Massey no nulo en la cohomoloǵıa de De Rham de Gn/Γ para n ≥ 4.

Elegimos
α = x0, β = x0,3,4,...,n−1 y γ = x1.

58



Como α∧β = 0 entonces podemos elegir λ = 0; por otro lado, β∧γ = (−1)n−1x0,1,3,4,...,n−1 = dµ,
donde µ = (−1)nx2,3,...,n−1. Entonces

[[λ ∧ γ + α ∧ µ]] = [[(−1)nx0,2,3,...,n−1]] ∈ Hn−1(gn)/I([α], [γ]),

donde I([α], [γ]) = [α] ∧ Hn−2(gn) + [γ] ∧ Hn−2(gn). Veamos que esta clase es no nula, o
equivalentemente, que [x0,2,3,...,n−1] no pertenece al ideal I([α], [γ]).

En efecto, probaremos que I([α], [γ]) = 0. En primer lugar caracterizaremos las (n − 2)-
formas cerradas en gn. Sea u = span{x1, . . . , xn−1}. Si η = x0∧ω ∈ Λn−2g∗n, donde ω ∈ Λn−3u∗,
entonces dη = −x0 ∧ dω. Pero de (3.15) se deduce que dω = x0 ∧ τ para cierta (n− 4)-forma τ
en u. Luego, resulta dη = 0.

Si consideramos ahora η ∈ Λn−2u∗, entonces podemos escribir η =
∑n−1

j=1 cjηj , donde

ηj = x1,2,...,̂j,...,n−1 ∈ Λn−2u∗. Luego, dη =
∑n−1

j=1 cjdηj . Notemos que, para j = 1, . . . , n − 2, se
tiene

dηj = d(x1,2,...,̂j,...,n−1)

= (−1)j−1x1,2,...,j−1 ∧ d(xj+1,...,n−1)

= (−1)j−1x1,2,...,j−1 ∧ (−x0,j ∧ xj+2,...,n−1)

= −x0,1,2,...,ĵ+1,...,n−1,

mientras que dηn−1 = 0. En particular, {dηj | 1 ≤ j ≤ n − 2} es un conjunto linealmente
independiente en Λn−1g∗n. Por lo tanto, si dη = 0, se tiene que

∑n−2
j=1 cjdηj = 0 y aśı resulta

cj = 0 para j = 1, ..., n− 2.
Entonces η ∈ Λn−2g∗n es cerrada si y sólo si es de la forma η = ax0∧ω+cηn−1, con ω ∈ Λn−3u∗

y a, c ∈ R.
Por un lado tenemos [x0] ∧ [η] = c[x0,1,2,...,n−2] = −c[dηn−1] = 0. Por otro lado, calculemos

[x1] ∧ [η] = −a[x0,1 ∧ ω], con ω ∈ Λn−3u∗. Entonces podemos descomponer a ω como

ω = x1 ∧ σ +
∑n−1

j=2 bjx
2,3,...,̂j,...,n−1, para ciertos σ ∈ Λn−4(span{x2, . . . , xn})∗ y bj ∈ R. Luego

x1 ∧ ω = x1 ∧
∑n−1

j=2 bjx
2,3,...,̂j,...,n−1 =

∑n−1
j=2 bjηj , entonces por la cuenta anterior con los ηj

obtenemos que [x0,1 ∧ ω] =
∑n−1

j=2 bj [dηj−1] = 0.

Aśı queda probado que I([α], [γ]) = 0. A continuación veremos que [x0,2,3,...,n−1] 6= 0. Si fuera
[x0,2,3,...,n−1] = 0 tendŕıamos que x0,2,3,...,n−1 = dϕ, para alguna ϕ ∈ Λn−2g∗n. De manera similar
a lo hecho anteriormente podemos descomponer a ϕ como ϕ = x0 ∧ η + ζ, donde η ∈ Λn−3u∗ y
ζ ∈ Λn−2u∗. Utilizando la diferencial (3.15) se tiene que dϕ = dζ. Podemos escribir a ζ como

ζ =
∑n−1

j=1 cjηj , con ηj = x1,2,...,̂j,...,n−1 como antes. Aśı, vemos que

x0,2,3,...,n−1 = dζ = −
n−1∑
j=1

cjx
0,1,2,...,ĵ+1,...,n−1,

que es un absurdo. Por lo tanto se tiene que el producto triple de Massey 〈[x0], [x0,3,4,...,n−1], [x1]〉
es no nulo.
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Caṕıtulo 4

Apéndice

4.1 Variedades Formales

Intuitivamente, una variedad simplemente conexa es formal si su tipo de homotoṕıa racional está
determinado por su álgebra de cohomoloǵıa racional. Por ejemplo, se sabe que las variedades
simplemente conexas compactas de dimensión menor o igual a 6 son formales. Recordemos las
definiciones relevantes.

Trabajaremos sobre el cuerpo R. Un álgebra diferencial graduada conmutativa (A, d) (adgc)
es un álgebra graduada A =

⊕
k≥0A

k, donde el producto es conmutativo en el siguiente sentido:

x · y = (−1)|x||y|y · x para elementos homogéneos x e y, junto con una diferencial d : Ak → Ak+1

que satisface d2 = 0 y d(x · y) = dx · y + (−1)|x|x · dy, donde |x| denota el grado del elemento
homogéneo x.

Los morfismos de adgcs son morfismos de álgebras que preservan el grado y conmutan con
las diferenciales. Notemos que la cohomoloǵıa de una adgc H∗(A, d) es un álgebra graduada
que se convertirá en una adgc dotándola con la diferencial cero. Una adgc se dice conexa si
H0(A, d) ∼= R. El ejemplo principal de una adgc es el complejo de De Rham de M una variedad
diferenciable, (Ω∗(M), d), donde d es la diferencial exterior.

Una adgc (A, d) es minimal (en el sentido de Sullivan) si sucede lo siguiente:

1. A = ΛV es el álgebra conmutativa libre generada por un espacio vectorial graduado (real)
V =

⊕
k Vk;

2. existe una base {xi | i ∈ J } de V , para un conjunto ordenado de ı́ndices J , tal que
|xi||xj | si i < j y la diferencial de un generador xj se expresa en términos de los anteriores
xi (i < j).

Se conoce el siguiente resultado fundamental:

Proposición 4.1.1. Toda adgc conexa (A, d) tiene un modelo minimal, es decir, existe un
álgebra minimal (ΛV, d) junto con un morfismo de adgcs ϕ : (ΛV, d) → (A, d) que induce un
isomorfismo ϕ : H∗(ΛV, d)→ H∗(A, d). El modelo minimal es único.
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El modelo minimal (real) de la variedad diferenciable M es por definición el modelo minimal
de su álgebra de De Rham, (Ω∗(M), d).

Una adgc minimal (ΛV, d) es formal si existe un morfismo de álgebras diferenciales
Ψ : (ΛV, d) → (H∗(ΛV ), 0) que induce la identidad en cohomoloǵıa. Se dice que una variedad
diferenciable M es formal si su modelo minimal es formal.

Se conocen muchos ejemplos de variedades formales: esferas, espacios proyectivos, grupos de
Lie compactos, espacios homogéneos y variedades Kähler compactas.

Es sabido que la existencia de productos de Massey no nulos es una obstrucción para la
formalidad.
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