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Resumen

El presente trabajo constituye una revision de la construccion del
algebra de vértices universal envolvente de un algebra de Lie conforme.
Comenzamos dando los resultados basicos relacionados con las algebras
conformes y de vértices, hasta llegar a la caracterizacién de las dlgebras de
vértices como dlgebras de Lie conformes con una estructura
compatible de algebra diferencial unitaria. Luego construimos el dlgebra
de vértices universal en este caso (que llamamos lineal), y posteriormente
retomamos esta construccién para el caso de las dlgebras de Lie conformes
no lineales, la cual fue realizada por primera vez por De Sole y Kac (2005).
Para finalizar, presentamos una version generalizada del teorema PBW dada
por dichos autores.

Abstract

The present work constitutes a review on the construction of the
universal enveloping vertex algebra of a Lie conformal algebra. We start
by giving the basic results related to conformal and vertex algebras, up
to the characterization of vertex algebras as Lie conformal algebras with a
compatible structure of unitary differential algebra. Then we build the
universal vertex algebra in this case (which we call linear), and subsequently
we resume this task for the case of non-linear Lie conformal algebras, which
was made firstly by De Sole and Kac (2005). In order to finish, we introduce
a generalized version of the PBW theorem given by these authors.
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1. Introduccion

En este trabajo estudiamos la relacién existente entre las dlgebras de
Lie conformes y las dlgebras de vértices, revisando los trabajos de Kac!,
Bakalov? y De Sole?.

Las &lgebras de vértices juegan con respecto a las dlgebras de Lie
conformes un rol similar al que tiene el dlgebra universal de un dlgebra de Lie
con el 4&lgebra de Lie, en el sentido de que permiten dar un
cubrimiento asociativo universal de las mismas y vale el teorema PBW. Esto
se cumple incluso si extendemos la definicién de algebra de Lie conforme para
permitir que el A-corchete, nombre por el cual se conoce la operacién en esta
clase de algebras, admita coeficientes tensoriales (en este caso hablaremos
de dlgebras de Lie conformes no lineales).

En su libro Chiral Algebras®, Beillinson y Drinfeld muestran que, vistas
en el contexto de las categorias pseudo-tensoriales, las algebras de vértices
son categoricamente dlgebras asociativas, y las algebras de Lie conformes,
algebras de Lie, hecho que sustenta la relacién que nos proponemos estudiar.

Para poder mostrar esta relacién, presentaremos la nocién de dlgebra de
vértices universal envolvente de un algebra de Lie conforme R, la cual sera
denotada por U(R). Recordemos que dada un dlgebra de Lie g, su algebra
(asociativa) universal envolvente estd dada por U(g) = T (g)/M(g), donde

M(g):spanC{A®(b®c—c®b—[b,c])@D:A,DET(g), b,ceg}.

Un gran problema que surge al intentar realizar este mismo abordaje
para un &lgebra de Lie conforme no lineal R es que en este caso M(R) no
es un ideal bilatero de 7 (R), haciendo que la prueba del teorema PBW sea
mucho mas dificil. Esto exige desarrollar nuevas herramientas para estudiar
este caso.

Wer [K]
*Ver [BK]
3Ver [DSK]
“Ver [BD)
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2. Preliminares

En este capitulo realizaremos una presentacion de los principales
conceptos relacionados con las dlgebras conformes y con las algebras de
vértices. Asimismo, enunciaremos y demostraremos los resultados bésicos
que se conocen en esta area, hasta llegar a contar con las herramientas
suficientes como para abocarnos a la construccién del algebra de vértices
universal envolvente de un algebra de Lie conforme (que haremos en el
capitulo 3).

2.1. Distribuciones formales

Comenzaremos definiendo un objeto matematico que sera utilizado de
forma constante a lo largo de todo este trabajo. De aqui en adelante, haremos
uso de la notacién Z, = NU {0}.

Definiciéon 2.1.1. Dado un espacio vectorial U, una distribucion formal
con coeficientes en U es una expresion formal de la forma

g mn,. 2w

myn,...€Z

CON Uy p,... € U para todo m,n, ... € Z. El conjunto de todas las distribucio-
nes formales con coeficientes en U posee una estructura de espacio vectorial
y se denota por Ul[z, 2~ w, w1, ..]].

En particular, U[[z, 27!]] denota al espacio de todas las series formales
de potencias en z con coeficientes en U.

Dada una distribucién formal a(z) = ) .;a,2", definimos su
residuo como Res,a(z) = a_1. Ademas, definimos su derivada (formal) como
da(z) = Y, ez nanz"" 1. De esta manera, queda definido un operador lineal
d en el espacio vectorial U[[z, 271]], y similarmente definimos operadores 0.,
Ow,... en U[[z, 271w, w1, ...]], los cuales representaran las derivadas parcia-
les de esas distribuciones formales respecto de las variables correspondientes.

Observacion 2.1.2. Res,0a(z) = 0 para toda a(z) € U[[z, z71]].
En particular, si U cuenta con un producto, vale la siguiente férmula de
integracién por partes:

Res,(0a(z))b(z) = —Res,a(z)(0b(z)). (2.1.1)

Existe una distribucién formal muy utilizada, llamada distribucion delta
o delta de Dirac, dada por §(z —w) =Y, .7 2 " w™ € Clz, 271, w,w™']].
La notacién puede resultar engafiosa, ya que en realidad 6(z — w) depende
de z y de w, no de z — w, pero es la notacién mas difundida.

La distribucion delta estéd caracterizada por la siguiente propiedad:
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Proposicién 2.1.3. Si f(z) € Ul[[z,27Y]], entonces se cumple que
Res,f(2)0(z —w) = f(w).
Demostracion: Basta probarlo para f(z) =az" cona € U yn € Z,y en
este caso tenemos que
Res, f(2)d(z — w) = Res, Z az" " ™ = auw™ = f(w).
meZ

O

En general, dado un operador A, denotaremos siempre por AY) al opera-
dor %Aj . Es facil verificar por induccién que las derivadas de la distribucién
delta vienen dadas por

osz—w) = X (M), (212)

mEZ J

donde (T) = m'(mfl)'ﬁi(mfjﬂ) param € Z, jeNy () =1

Por otro lado, si realizamos la expansion en series de potencias de la fun-
cién L en el dominio |z| > |w|, obtenemos > v, 2™ lw™, y derivando
J veces con respecto a w llegamos a lo siguiente:

1 oo
T ) <m) Zmm LM, (2.1.3)
(z—wptt 2=\

De aqui en més, dada una funcién racional f(z, w), la expresién i ., f(z, w)
representard la expansién en series de potencias de f(z,w) en el dominio
|z| > |w|. Similarmente, denotaremos por i, . f(z,w) a su expansién en el
dominio |z| < |w|. En el caso anterior, procediendo de manera andloga se
llega a:

—00

: 1 m\ —m—1, m—j
Zw’zm:— Z <]>Z w J, (214)

m=—1
De esta manera, obtenemos una férmula que resultard muy tutil:
1 ) 1
z — w)jJrl T lw,z (2 _ w)j+1 :
Algunas de las propiedades méds utilizadas de la distribucion delta son
las siguientes:

(2.1.5)

w

0D 6(z —w) = iz (

Proposicion 2.1.4.
(a) 6(z —w) =d(w — 2)
(b) 0,0(z —w) = —0yd(z —w)
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(c) (z—w)d9 V(2 —w) = 08(z —w) VjeN
(d) (z—w)ytoP5(z —w) =0 VjeN

Demostracion. Tanto (a) como (b) son inmediatos. Para ver (c), utiliza-
mos (2.1.2):

(=g o =) = =) X (7)ot -

meZ g+
_ Z <<m+ 1) B <m )> Z_m_lwm—j _ Z (m> Z—m—lwm—j —
meZ j+1 JH+1 mez N
= g)é(z —w)
Finalmente, (d) se sigue de (c) por induccién. O

Dada a(z,w) € U[[z, 2=, w,w™]], definimos (si es que tal expresién con-

verge) ma(z,w) = Z (Res.a(z,w)(z — w)) d9)§(z — w). Denotamos por
j=0
Ullz, 2=, w,w™]" al espacio de todas las a(z,w) € U[[z, 2=}, w,w™]] tales
que mwa(z,w) converge. Ademés, definimos a(z, w)+(z) = Z Z 2" W",
m=0neZ

y diremos que a(z, w) es holomorfa en z si se cumple que a(z, w) = a(z, w)*®).

Lema 2.1.5.
(a) 7 es una proyeccion en Ul[z, 2=, w,w™]]° (es decir, 7® = 7).
(b) Ker m = {a(z,w) € U[[z,27 1, w, w™!]]® holomorfas en z}.
(¢) Toda distribucion formal a(z,w) € Ul[z, 27, w,w™ ]| se representa
de manera unica como
a(zw) = 3 (w)IDd(= — w) 1 bz w),

j=0

donde b(z,w) es wuna distribucion formal holomorfa en z con
"(w) = Resa(z,w)(z — w)" para todon € Z .

16



Demostracion.
(a) Sea a(z,w) € Ullz,27 1, w,w™ )", Escribimos b(z,w) = ma(z,w) =

ZCJ )0 6(z — w), donde ¢(w) = Res,a(z,w)(z — w)!. Luego
w) = Zdj(w)ag)d(z — w), donde
=0

d"(w) =Res,b(z,w)(z — w)"
=Res, }:d )0V (z — w) | (2 — w)"

=c"(w).

Pero entonces 7b(z,w) = b(z,w), con lo cual vale que 72 = 7.

(b) Si a(z,w) es holomorfa en z, es ficil ver que Res,a(z,w)(z — w)’ =0
para todo j € Z,. Reciprocamente, si vale esto ultimo, escribimos
a(z,w) = Y, cz an(w)2z", y puede probarse por induccién fuerte que
a_n(w) =0Vn € N. De esta manera a(z,w) = a(z, w)+.

(c) Seaa(z,w) € Ul[z, 2=, w,w™1]]°. Tomando b(z, w) = a(z,w)—7ma(z,w),
resulta por (a) que 7b(z,w) = 0, asi que gracias a (b) llegamos a que
b(z,w) es holomorfa en z, y por lo tanto a(z,w) se escribe como que-
remos. La unicidad es inmediata. O

Corolario 2.1.6. Sea N > 1. E'l chleo del operador multiplicacion por
(z—w)N en Ul[z, 27 w,w™!]] es Z V(2 — w) - Ulfw,w™]].

Ademds, todo elemento de este con]unto se escribe de manera unica como
a(z,w) =y (w)dP(z —w), (2.1.6)

donde los ¢/ (w) vienen dados por ¢/ (w) = Res,a(z,w)(z — w)? para todo
JjE L.

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.3.e es claro que todo elemento
de ese conjunto se encuentra en el ntcleo del operador multiplicacién por
(z —w)N.

Reciprocamente, si (z —w)Na(z,w) = 0, entonces Res,a(z,w)(z —w)! =
0sij > N,y en particular a(z,w) € Ul[z, 27, w,w™1]]°. Por el Lema
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o0

anterior, podemos escribir a(z,w) ch 10U 8(z — w) + b(z,w) con
7=0

b(z,w) holomorfa en z.

Ahora 0 = (z—w)Na(z,w) = i SN ()OS (z—w) + (z—w)Vb(z, w).

Aplicando la unicidad de (c) en el Lema anterior (ya que (z — w)™Vb(z, w)

sigue siendo holomorfa en z), llegamos a que ¢/(w) = 0 Vj > N y a que
(z —w)Nb(z,w) = 0.

Escribiendo b(z, w) Z bn(w)z" y comparando los coeficientes de z* a

ambos lados de (z — w)V b(z, w) = 0, llegamos a las siguientes ecuaciones

Z( >b/€J wN_j:(), para k =0,..., N.

7=0
N
Z( >bk3 wN*jzo, para k > N.
7=0
Inductivamente, estas ecuaciones muestran que b,(w) = 0 para todo
n € Zy,y asi b(z,w) =0. O

Definicién 2.1.7. Una distribucién formal a(z,w) se dice local si existe
N € N tal que
(z —w)Na(z,w) = 0.

Ademis, si U es un élgebra, dos distribuciones formales a(z), b(z) € U[[z, 271]]
se dicen mutuamente locales (o simplemente locales) si la distribucién formal
a(z,w) = a(z)b(w) es local.

Por el Corolario 2.1.5., toda distribucién formal local posee una expan-
sién de la forma (2.1.6), la cual se denomina ezpansion OPE de a(z,w). Los
coeficientes ¢/ (w) de dicha expansién se llaman coeficientes OPE de a(z,w).

Dada a(z) € Ul[z, 2~ ]], utilizaremos la notacién a(z) = Za(n)zfnfl.

nez
Similarmente dada a(z,w) € U[[ ,w,w ], la escribiremos como
w) = Z Z Amm)2 Lw , v asi sucesivamente.
MELNEL

N-1

Observacion 2.1.8. Sia(z,w) Z & (w (z—w), entonces comparando
=0

los coeficientes de z~™ 1w ™"~! a ambos lados de esa expresién obtenemos

las siguientes relaciones:



N-1

Umn) = Z( >(m+n i) Vm,n € Z. (2.1.7)

7=0
Reciprocamente, si a(z, w) es una dlStl“lbIlCIOIl formal para la cual existen
distribuciones formales {¢/(w) : j = O — 1} tales que vale (2.1.7),

entonces se cumple que a(z,w) Z & (w 80 (z — w), y en particular

a(z,w) es local.

2.2. Algebras conformes

A partir de este momento necesitaremos trabajar sobre espacios vecto-
riales con mas estructura. En general, asumiremos que U es un dlgebra sobre
C, es decir que posee una forma C-bilineal - : U x U — U, (a,b) — ab, a
la cual llamamos producto. Sin embargo, algunas veces necesitaremos pedir
mas que esto.

Definicién 2.2.1. Sea U un dlgebra sobre C con producto [,] : UxU — U,
(a,b) = [a, b].

1. Diremos que (U, [,]) es un dlgebra de Leibniz si se cumple lo siguiente
(condicién de Jacobi):

[a,[b, c]] = [[a,b],c] + [b,[a,c]] VYa,b,ceU. (2.2.1)

2. Diremos que (U, [,]) es un dlgebra de Lie si es un dlgebra de Leibniz
y ademds cumple lo siguiente (antisimetria):

la,b] = —[b,a] Va,beU. (2.2.2)

Observemos que (2.2.2) es equivalente a [a,a] = 0 para todo a € U. De
aqui en adelante, la letra g denotard un dlgebra de Lie, y su producto [,] se
denominara corchete de Lie.

Es claro que si U es un algebra sobre C, su producto se puede extender
a Ul[z, 271, w,w™!,...]] de manera natural.

Definiciéon 2.2.2. Sea U un algebra sobre C. Definimos para cada n € Z4
el producto n-ésimo en U[[w, w™']] como

a(w)mb(w) = Res.a(2)b(w)(z — w)". (2.2.3)

Muchas veces suele ser 1til considerar todos los productos n-ésimos
juntos, lo cual motiva la siguiente definicion:
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Definicion 2.2.3. Sea U un algebra sobre C. Definimos el A-producto de
distribuciones formales en U[[w,w™!]] como

=> A" (a(w)()b(w)) . (2.2.4)
n=0

Observacion 2.2.4. El A-producto de dos distribuciones formales en U [[w, w™!]]
es una nueva distribucién formal en Ul[w, w™][[A]], y puede ser definido de
manera equivalente como a(w)\b(w) = Res,e *™%a(2)b(w).

Si U es un élgebra de Leibniz con producto [,], el A-producto se suele
denotar como [a(w)\b(w)], y se denomina A-corchete.

Las propiedades de los A-productos y A-corchetes pueden resumirse de
la siguiente forma:

Teorema 2.2.5. 1. Sea U wun dlgebra sobre C. Si a(w) y b(w) son
distribuciones formales en Ul[w,w™!]], entonces

(Buwa(w)) b(w) = —Aa(w)b(w), (2.2.5)
a(w)\Owb(w) = (A + 0y) a(w) b(w). (2.2.6)
En particular, 0y es una derivacion del \-producto.

2. Sea U un dlgebra de Leibniz. Si a(w), b(w) y c(w) son distribuciones
formales en Ul[w,w™!]], entonces

[a(w)x[b(w) ue(w)]] = [[a(w)rb(w)]r+pe(w)] + [b(w)u[a(w)re(w)]].
(2.2.7)

3. Sea g un dlgebra de Lie. Si a(w) y b(w) son distribuciones formales
locales en g[[w, w™!]], entonces

bw)ra(w)] = —[a(w)_x_a,b(w)] (2.2.8)

Demostracion.

1. Por un lado

Opa(w)\b(w) = Z A Res,d,a(2)b(w)(z — w)"

n=0

- Z A —Res.a(2)0, (b(w)(z —w)"))

— Z A ") —Res,a(z)b(w)n(z — w)n_l)

== 2> A™Res.a(z)b(w)(z — w)™
m=0

= — da(w)b(w).
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Por otro lado

W) AOwb(w Z A Resz 2)Bub(w)(z — w)"
= 3N Resa(z) (b)ulz — )"+ 2 (40— )")
n=0
= Z /\(N)Resza(z)b(w)n(z _ w)n—l
n=0

Z)\ Res.a(z)b(w)(z — )n>

=Xa(w)rb(w) + Dy (a(w)xb( )
= (A4 0w) (a(w)b(w)) .

2. Para probar esto utilizaremos la observacion 2.2.4.

[a(w)x[b(w) ue(w)]] =[a(w)\Resye* @) [b(x), c(w)]]
—=Res,Res,e* ™) e[ (2), [b(z), c(w)]]
=Res.Res, X" e ") ([[a(2), b(x)], c(w)] + [b(x), [a(2), c(w)]])
=Res.Res, e’ M@0 [[4(2), ()], ¢(w)]
+ Res,Res, e* ™) et @=0)[p(z) [a
—Res, M@ [[a(2)5b(@)], co(w)]
+ Resg e [b(x), [a(w) re(w)]]

—~
N
~
/\
\/

=[[a(w)rb(w)lxypc(w)] + [b(w)ula(w)re(w)]]
N—-1
3. Debido a la localidad, vale que [a(z),b(w)] = I (w)dP 5 (z — w),

j
donde ¢/ (w) = a(w);b(w) para todo j € Z y ¢/ (w) = 0 para j > N.
Luego

[b(w)ra(w)] =Res.e* == [b(2), a(w)]
= — Res.e * ) [a(w), b(2)]

= — Res,e’*7%) I (2)0V6(w — 2)
5=0

= — Res, 207 Z)\ 3w)(j) d(w — 2)

8
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Nolo (I ,
= — Res, Z d(z)(=1) (Z ﬁ/\”@(j*”)é(z - w))
=0

n=0
N-1 J .
= — Res, Z d(2)(~1) (1' Z (i) QI (2 — w)>
§=0 J =0
N-1 )
=—Res: 3 (@) (-1) (A +02)70(z —w)
j=0
N-1 ’
=— Y (=X = 0,) Y Res.? (2)6(z — w)
j=0
N-1
== (=N = 8,) D (w)
j=0

O

Observemos que si U es un algebra sobre C, entonces la accién de 9, en
Ul[w, w™1]] le confiere una estructura de C[T]-médulo a izquierda, donde la
accién de un polinomio p(T") € C[T] en una distribucién formal a(w) esta
dada por p(T)a(w) = p(Oy)a(w).

Definicién 2.2.6. Sea F un subconjunto de U[[w,w™]] tal que todos los
pares de distribuciones formales en F' son mutuamente locales. Definimos la
clausura de F como el C[T]-submédulo minimal de U[[w,w™!]] cerrado bajo

todos los productos n-ésimos. La denotaremos como F'.

Es importante destacar que los pares de distribuciones formales en F
siguen siendo locales, debido al siguiente lema (cuya demostracién se puede
leer sin dificultad en [K]).

Lema 2.2.7. (Lema de Dong) Si a(w), b(w) y c(w) son distribuciones
formales mutuamente locales de a pares, entonces a(w)m)b(w) y c(w) son
distribuciones formales locales para todo n € Z.. .

Observemos que si F' C U|[w,w™?]], entonces el A-producto de dos distri-
buciones formales a(w),b(w) € F es un polinomio en A (por la localidad de
a(w) y b(w)) cuyos coeficientes vuelven a estar en F' ya que es cerrado bajo
los productos n-ésimos. De esta manera, el A\-corchete en F define una apli-
cacién C-lineal F ® F' — C[\] ® F, la cual sigue cumpliendo las propiedades
del Teorema 2.2.5.

Todo lo visto anteriormente motiva las siguientes definiciones:
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Definicién 2.2.8. Un dlgebra conforme es un C[T]-médulo a izquierda R
junto con una aplicacién C-lineal R® R — C[A\] ® R, a ® b — ayb, llamada
A-producto, tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(Ta)ab = —Xaxb Va,b e R, (2.2.9)
ax(Tb) = (A+T)(axb) Va,be R. (2.2.10)

Definicion 2.2.9. Un dlgebra de Leibniz conforme es un algebra conforme
R con A-producto dado por R® R — C[A\] ® R, a ® b — [a)b], tal que se
cumple la siguiente condicion de Jacobi:

lax[buc]] = [[axb]xspuc] + [bularc]] Va,b,c € R. (2.2.11)
Si ademas de esto se cumple la relacion de antisimetria dada por
[baa] = —[a_x_7b] Va,b€ R, (2.2.12)
entonces decimos que R es un dlgebra de Lie conforme.

Observacion 2.2.10. Gracias al Teorema 2.2.5, tenemos que si U es un alge-
bra sobre C y F es un subconjunto de U[[w, w™!]] formado por distribuciones
formales mutuamente locales de a pares, entonces su clausura F es un alge-
bra conforme con el A-producto dado por (2.2.4). Més atn, también nos
permite afirmar que si U es un &lgebra de Leibniz (resp. de Lie), entonces
F es un 4lgebra de Leibnitz (resp. de Lie) conforme.

Si R es un algebra conforme y a,b € R, el A-producto entre a y b es un
polinomio en A con coeficientes en R, y lo denotaremos como

a)\b = Z /\(”)a(n)b
n=0

Ademas, para cada n € Z+, a(,b se llama producto n-ésimo entre a y b.
Es importante observar que como a)b es un polinomio en A, vale que
para todos a,b € R existe un N € Z tal que a(,)b = 0 para todo n > N.

Proposicion 2.2.11. Los aziomas expresados anteriomente para el A\-producto
de un dlgebra conforme R pueden ser reformulados en términos de los
productos n-ésimos, de la siguiente forma:

1. Las igualdades (2.2.9) y (2.2.10) se traducen como
(T'a)(nyb = —na,—1)b, (2.2.13)

Q(n) (Th) = T(a(n)b) + na(n_l)b, (2.2.14)
para todos a,b € R yn € N.
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2. La igualdad (2.2.11) significa

" m
A(m) (b(n)c) = Z (] > (a(j)b)(m—i-n—j)c + b(n)(a(m)c), (2.2.15)
=0

para todos a,b,c € R, m,n € Z.

3. La igualdad (2.2.12) significa

o0

bma =—> (=177 (a4 yb), (2.2.16)
7=0

para todos a,b € R yn € Z.

Demostracion. Todas las equivalencias se obtienen al comparar los coefi-
cientes de A (o bien de A™ u(")) a ambos lados de las igualdades origina-
les. Por ejemplo, tenemos por un lado que

[bra] = ZA (b))

Por otro lado, vale que

—[ax1b] == (=X = ) (agd)

k=0
oo k
1 k n —-n
-yl (n) (A (~T) " (ageyh)
k=0 n=0
= - ZZ —1)EXMT* " (agyb)
nl(k —n)
k=0n=0
=- Z Z A TE=) (q,1b)
n=0k=n
— Z A [ — Z (=1)7+n0) (a(j+n)b)
7=0

Esto prueba 3, y las demads afirmaciones se tratan de manera andloga. [

Si R es un algebra conforme, entonces sumando (2.2.9) y (2.2.10)
obtenemos que

T(axb) = (T'a)xb+ ax(Tbh) Va,be R. (2.2.17)

Comparando coeficientes de A en esta igualdad, llegamos a que el
operador T' € End(R) inducido por la accién de C[T] en R es una derivacién
de todos los productos n-ésimos con n € Z.
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Definicion 2.2.12. Un homomorfismo de dlgebras conformes es una
aplicacién f : R — R’ entre dos dlgebras conformes R y R’ que es un
homomorfismo de C[T]-médulos a izquierda, y que también cumple que

flamb) = f(a)p) f(b) Va,be R, Vn € Zy.

Si f es ademés biyectiva, entonces f~! también resulta un homomorfismo
de 4lgebras conformes. En este caso f se dice isomorfismo, y Ry R’ se dicen
isomorfas. Denotaremos esto por R ~ R'.

Definicion 2.2.13. Si R es un algebra conforme, diremos que I C R es un
ideal a izquierda de R si para todos a € R, b € [ yn € Z4 vale que a(,)b € 1.

Similarmente, I es un ideal a derecha si cumple lo mismo pero para todo
a € I ybe R. Finalmente, I se dice ideal (o ideal bildtero) si es un ideal
tanto a izquierda como a derecha.

Ejemplo 2.2.14. Sea g un élgebra de Lie. Definimos el dlgebra loop asociada
a g como §=g[t,t ] =g®C[t,t1].

Dados a € gy n € Z, denotamos a,, = at” = a®t"™ € g. Ahora definimos
un corchete de Lie en g mediante

[an> bm] = [a7 b]ner
para todo a,b € gy m,n € Z.
Consideremos las distribuciones formales g-valuadas definidas por
a(z) = Z anz" "1 para cada a € g. Es facil corroborar que
nez
[(Z(Z), b(w)] = [CL, b] (w)é(z - U]) VCL, be g.

Resulta asf que la familia F = {a(z) : a € g} C §[[2, 27']] estd compues-
ta por distribuciones formales locales de a pares, por lo cual su clausura F
es un algebra de Lie conforme. Esta algebra de Lie conforme se suele llamar
dalgebra de corrientes y se denota Cur(g). Ademas las distribuciones formales
a(z) con a € g se denominan corrientes.

Notemos que Cur(g) ~ C[T]®g, donde la estructura de algebra conforme
de la segunda viene dada por

a(o)b = [a, b], a(m)b =0 Vm > 1,
para todos a,b € g (aqui estamos identificando g ~ 1 ® g C C[T] ® g).

Ejemplo 2.2.15. Consideremos el dlgebra de Lie de Virasoro g, cuya
base es {L,, : m € Z}, y cuyo corchete de Lie viene dado por:

[Lin, Lp) = (m —n)Lptpn, Ym,n € Z.

Sea L(z) = Z Lz~ ™2 € g[[z, 27 1]]. Puede probarse que
meZ
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[L(2), L(w)] = (OwL(w))d(z — w) + 2L(w)0yd(z — w).

Esto dice que L(z) es local consigo misma, por lo cual a partir de la
familia F = {L(z)} obtenemos un algebra de Lie conforme F que se
denomina dlgebra conforme de Virasoro, y se denota por Vir.

Observemos que Vir ~ C[T|L, donde la estructura de algebra conforme

de C[T]L se define mediante
[L\L] = TL + 2AL.

Si tomamos una extensién central g & CC de g con relaciones de
conmutacion

3
m°> —m
[Lin, Lp] = (m —n)Lyygn + TC'ém’,n VYm,n € Z,

[C,Ly,]) =0 VYmeZ.

y consideramos la misma distribucién L(z) de recién, puede verse que
1
[L(2), L(w)] = (9w L(w))d(z — w) + 2L(w)ywd(z — w) + icag?)&(z —w).

De esta manera obtenemos una nueva algebra de Lie conforme, llamada
dalgebra conforme de Virasoro con carga central C. Esta es isomorfa al dlgebra
de Lie conforme C[T] ® L & C[T] ® C, cuyo A-corchete estd dado por

1
[LaL] = TL +2)\L + 5%0, [L\C] = [C\C] = 0.

Los dos ejemplos anteriores indican que ciertas algebras de Lie poseen
una estrecha relaciéon con las algebras de Lie conformes, y esto motiva la
siguiente definicion:

Definicion 2.2.16. Un dlgebra de Lie de distribuciones formales es un par
(g,F), donde g es un algebra de Lie, I’ C g[[z, 2 !]], y se cumple que los
coeficientes de las distribuciones formales en F' generan todo g.

Definimos ahora un homomorfismo de dlgebras de Lie de distribuciones
formales f : (g, F) — (¢, F") como un homomorfismo de &lgebras de Lie
f:g— g tal que f(F) C F’ (donde f(a(z)) se define aplicando f en cada
coeficiente de a(z) para toda a(z) € F).

Con esta definicién, las algebras de Lie de distribuciones formales forman
una categoria. También las dlgebras de Lie conformes forman una categoria,
cuyos morfismos son los homomorfismos de algebras conformes.

Como hemos visto, a cada algebra de Lie de distribuciones formales
(g, F) le podemos asignar un algebra de Lie conforme F. Llevando esto al
lenguaje categorico, resulta que hemos definido un funtor de la categoria de
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algebras de Lie de distribuciones formales en la categoria de algebras de Lie
conformes, el cual denominaremos Conf.

Es posible también realizar la construcciéon inversa, como veremos a
continuacién. Si R es un algebra de Lie conforme, definimos su afinizacion
como R = R[t,t~'] = R®C[t,t']. Definimos una estructura de C[T]-médu-
lo a izquierda sobre R mediante T(a ® f) =Ta® f +a® d,f paraa € Ry
f eC[t,t71].

Proposicién 2.2.17. Sea R un dlgebra de Lie conforme y sea R su
afinizacion. Definimos los productos n-ésimos en R para n € Z como

o

(@® Hyb@g) =D (aipb) ® (07 f)g) Va,be R, Vf.geClt,t™].
7=0

Entonces R munido del \-corchete definido por estos productos n-ésimos
es un dlgebra de Lie conforme.

Demostracion. Primero observemos que el A-corchete en R estd dado por

[(a® fHr(b@ g)] = [arta,b] @ f(t)g(t)

Esto es asi por lo siguiente:

Ya,b€ R, Vf,g € C[t,t™1].

t'=t

lax+a,b] ® f(t)g(t)],_

=22 Aapph) @ (9" )g)
=[(a® flr(b® g)].

Ahora resta verificar los axiomas.

[(T(a@ MA@ g)] =[(Ta® [l g)] + [(a @ (0:)r(b® g)]
=[Tarta,b] @ f(t)g(t)|,_, + [arta,b] @ (9 (£))g(t))
(=X = )larta,b] ® f(t)g(t)
= — Aax+a,b] ® f(t)g(t)
—M(a® f)x(b® g)].

t/

t'=t
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[(a® IANT(b®g))] =[(a® /Hr(Tb® g)] + [(a @ f)r(b @ Og)]
=laxta, T @ f(t)g(t")|,_, + [arra,bl @ f(H)Ig(t)],_,
A+ 0+ Dlarrab] @ f(t)g(t)],_,
+ [axta,b] @ F()Dwg(t)|,_,

=\ +D)larra,b] @ f()g(t)],_,

+ [axta,0] ® (B f(t)g(t') + f(t)Drg(t'))
=A\(a® fr(b @ g)] + (Tlarts,b]) @ f(t)g(t')

+ lar+a,b] @ (O (fF(H)g(t)],_,))
=(A+T)[(a® fr(b® g)].

t'=t

t'=t

Esto muestra que R es un algebra conforme. Las propiedades (2.2.11) y
(2.2.12) pueden probarse de forma andloga. O

Ahora realizaremos una construcciéon mas general, que nos servird en
este caso para construir el dlgebra de Lie de distribuciones formales que
asociaremos a R.

Proposicion 2.2.18. Sea R un dlgebra conforme. Entonces TR es un ideal
bildtero de R con respecto al producto 0-ésimo, por lo cual el producto
0-ésimo define un producto en R/TR. Con respecto a este producto, R/TR
es un dlgebra de Lie.

Demostracion. Debido a (2.2.13) y (2.2.14), vale que (TR)q)R = 0y
RpTR C TR, con lo cual TR es en efecto un ideal bildtero de R con
respecto al producto 0-ésimo.

Gracias a esto, el producto [,] : R/TR® R/TR — R/TR dado por
l[a+TR,b+ TR] = aib+ TR para todos a,b € R estd bien definido.

Ahora observemos que (2.2.15) para m = n = 0 se convierte en

a(0) (b)) = (a()b)(0)c + b(o)(a()c)-

Esto llevado al cociente significa que (R/TR,[,]) es un é&lgebra de
Leibniz. Por tltimo, (2.2.16) para n = 0 dice que

o0

b(o)a = — Z(—l)jT(j)(a(j)b).

Jj=0

Como todos los sumandos en el miembro derecho pertenecen a T'R sal-
vo el correspondiente a 7 = 0, cocientando esta expresién obtenemos que
(R/TR,[,]) es un algebra de Lie. O
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Volvamos a considerar ahora la afinizacion R de un dlgebra conforme R.
Aplicando la Proposicién anterior a R, obtenemos que R/TR es un algebra
de Lie cuyo corchete viene dado por

R > m\y—
[a(m), (n)] = Z (] ) (a(j)b)(m—i-n—j) Va,b e R, Ym,n € Z. (2.2.18)
j=0

En esta expresion, a,,) denota a a®t™ +TR para todos a € R ym € Z.
El dlgebra de Lie (R/TR,][,]) se denota LieR.

Definimos ahora una familia de distribuciones formales LieR-valuadas
mediante

F(R) = {a(z) =Y Az " iac R}. (2.2.19)
ne”L

Ahora gracias a (2.2.18), podemos aplicar la Observacién 2.1.8 (la recipro-

ca, puesto que a;)b = 0 para j > 0), y resulta que

[a(2),b(w)] = > (ag;)b) (w)dP5(z — w) (2.2.20)
j=0

para todos a,b € R. Por lo tanto, F' resulta ser una familia de distribuciones
formales mutuamente locales de a pares, y esto dice que (LieR, F') es un
algebra de Lie de distribuciones formales.

De esta manera, asi como habiamos definido un funtor Conf de la
categoria de algebras de Lie de distribuciones formales en la categoria de
dlgebras de Lie conformes, dado por Conf(g,F) = F, ahora hemos
construido un funtor que llamaremos Lie en la direccién opuesta, definido

por Lie(R) = (LieR, F'(R)).

Lema 2.2.19. Si R es un dlgebra de Lie conforme, entonces F(R) también
lo es.

Demostracion. Basta ver que F(R) = F(R), es decir que F(R) es cerrada
bajo 0, y bajo todos los productos n-ésimos con n € Z .
Primero observemos que

(Ta) iy =Ta®@t" + TR =—a® Ot™ + TR = —ma, ).

Pero entonces F(R) es cerrada bajo 0, ya que

d.a(z) = Z —mmzﬁm*l = Z (Ta)(m)z*m*1 = (Ta)(2).

MEZ meZ

Por otro lado, debido a (2.2.20) tenemos que

a(2)(n)b(2) = (amb)(2) Va,be R, Vn € Z,. (2.2.21)
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Esto muestra que F'(R) también es cerrada bajo los productos n-ésimos con
n € Zy,y ya esta. O

Dada un &lgebra de Lie conforme R, (Lie(R), F'(R)) es el dlgebra de Lie
de distribuciones formales maximal asociada a R.

Proposicién 2.2.20. Sea R un dlgebra de Lie conforme. Sea ¢ : R — F(R)
definida como ¢(a) = a(z) para todo a € R.
Entonces ¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie conformes.

Demostracion. Es claro que ¢ es C-lineal y sobreyectiva. Ademads, en
la demostracién del Lema anterior vimos que 0,a(z) = (T'a)(z) para todo
a € R, lo cual dice que ¢ es un homomorfismo de C[T]-mdédulos a izquierda.
Como ademds vale (2.2.21), resulta que ¢ es un epimorfismo de algebras de
Lie conformes.

Para ver la inyectividad, supongamos que a(z) = 0 para algin a € R.
En particular, a_7) = 0. Consideremos ahora la funcién 1/; : R — R dada
por Y(a®@t/) = T(=7=Vg para j < 0y P(a®@t/) = 0 para j > 0.

Puede chequearse de forma inmediata que @(TR) = 0, por lo que 1/;
induce una transformacién C-lineal ¢ : LieR — R, y ésta cumple lo siguiente:

0=y ) =v@et?)=T% =a

Por lo tanto, ¢ resulta también inyectiva, es decir que es un isomorfismo
de algebras conformes. O

La Proposicién anterior muestra que Conf(Lie(R)) ~ R. Por otro lado,
tenemos que Lie(Conf(g, F)) = (LieF, F).

Debido a la maximalidad de (Lie(R), FI(R)), cualquier otra dlgebra de
distribuciones formales (g, F') con F' = R es imagen de (Lie(R), F(R)) por
un homomorfismo de algebras de Lie de distribuciones formales. El nticleo
de este homomorfismo de Lie(R) a g es un ideal I, llamado ideal irregular. Si
un algebra de Lie de distribuciones formales es obtenida como el cociente del
algebra de Lie de distribuciones formales maximal por un ideal irregular, se
dice que es equivalente al dlgebra de Lie de distribuciones formales mazimal.
Asi, tenemos una equivalencia de categorias entre la categoria de algebras
de Lie conformes y la categoria de clases de equivalencia de dlgebras de Lie
de distribuciones formales.

Definicion 2.2.21. Un algebra de Lie conforme R se dice finita si es
finitamente generada como C[T]-médulo a izquierda.

Definicion 2.2.22. Un algebra de Lie conforme R se dice simple si no es
conmutativa y no contiene ideales no triviales (cf. definicién 2.2.13).

Las algebras de Lie conformes finitas simples han sido clasificadas por
D’Andrea y Kac [1998], llegando al siguiente resultado:
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Teorema 2.2.23. Toda dlgebra de Lie conforme finita simple es isomorfa o
bien a Vir o bien a Cur(g) para algiun dlgebra de Lie g simple de dimension
finita.

2.3. Correspondencias estado-campo
De aqui en adelante, la letra V' denotard un espacio vectorial sobre C.

Definicién 2.3.1. Un campo en V es una distribucién formal End(V)-

valuada a(z) = Za(n)z_”_l tal que para cada v € V existe un N € Zy

ne”L
tal que a(,v = 0 para todo n > N. Es decir, para cada v € V vale que

a(z)v € V[[z]][z7}] para n > 0. El conjunto de todos los campos en V/
vuelve a ser un espacio vectorial, que denotaremos por glf(V).

Dada una distribucién formal a(z) = Z a(n)z_”_l con coeficientes en

neL
cualquier espacio vectorial U, denotaremos

a(z)y = Z a(n)z_"_l , a(z).= Za(n)z_”_l.

n<0 n>0

De esta forma, obtenemos una descomposicién a(z) = a(z)4+ + a(z)- en
la cual se cumple que d(a(z)+) = (Oa(z))+.

Definicién 2.3.2. Dados dos campos a(z),b(z) € glf(V), definimos su
producto normalmente ordenado como

ca(z)b(z) 1= a(2)4+b(2) + b(2)a(z)- (2.3.1)

Observacion 2.3.3. Para ver que el producto normalmente ordenado de dos
campos a(z) y b(z) en V estd bien definido, observemos primero que para
todo n € Z vale que

Ha(2)b(2) iy = D ag)bin—j-1) + D ba—j-1)ag);
J<0 Jj=0

Ahora dado v € V, cada una de estas sumas aplicadas a v resulta en
una cantidad finita de sumandos, por lo cual : a(2)b(z) : es una distribucién
formal bien definida.

M34s atin, es facil ver que : a(z)b(2) : es un campo, con lo cual el producto
normalmente ordenado le otorga a glf(V) una estructura de algebra sobre
C (la cual en general no es ni asociativa ni conmutativa).

La derivada de un campo a(z) es nuevamente un campo. Ademas, gracias
a que d(a(z)+) = (da(z))+, es inmediato ver que

I(: a(2)b(2) :) =: 0a(2)b(2) : + : a(2)0b(2) :,

es decir que 0 es una derivacién del producto normalmente ordenado.
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Definicién 2.3.4. Dados dos campos a(z) y b(z) en V y n € Z tal que
n < 0, definimos el producto n-ésimo entre a(z) y b(z) como

a(2)mb(z) =: 00" Va(2)b(2) : . (2.3.2)

Asi, en glf(V) se encuentran definidos no sélo los productos n-ésimos
para n € Z4 (cf. definicién 2.2.2), sino para todo n € Z.

Es posible dar una férmula general para a(z),)b(z), vélida tanto para
los n positivos como para los negativos.

Proposicién 2.3.5. Sean a(z) y b(z) campos en V', y sea n € Z. Entonces
a(w)mb(w) = Res,(a(2)b(w)izw(z —w)" — b(w)a(2)iy(2 —w)"). (2.3.3)

Demostracion. Es claro que esta férmula es vélida para el caso n > 0,
ya que entonces i, ,(z — w)" = (2 — w)" = iy (2 — w)".
El caso n < 0 se sigue de las siguientes férmulas de Cauchy formales:

para toda distribucién formal ¢(z) y todo k € Z4 vale que

1

Reszc(z)i,w,m =0 e(w),
) 1
Reszc(z)zwﬁzm = — 0 c(w)..

Ambas férmulas pueden probarse por inducciéon sobre k. Por ejemplo,
para ver la primera tenemos que

1 o
Res,c(2)iyw—— =Res.c(2) Z ZmmLyym
zZ—w
m=0
o0

= Z c(jyRes; Z ZTITm=2ym

JEZ m=0

= cpu !

j<0
=c(w)+.

Esto muestra que la primer férmula vale para k£ = 0. Si suponemos que
vale para cierto k € Z,, entonces usando (2.1.3) resulta que
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k!
(k+1)!
1

) 1
_maw <Resza(z)zz’w(z_u})k‘-‘rl>

_ 1 - m —m—1, m—k
=T lResza(z)aw (Z <k>z w )

m=0

o Va(w)s = 0u(04) a(w))

m!

—Resza(z) mzo k+D)l(m—k 1"
1

(z — w)E+D+1

—m—lwm—k—l

=Res,a(2)i;

Por lo tanto vale la primer férmula para todo k € Z,, y de manera
analoga se prueba la segunda.
Ahora las utilizaremos para probar (2.3.3) para todo n < 0:

a(w)mb(w) = : AL Va(w)b(w) :
=00 Va(w) b(w) + b(w)dS ™ Ya(w)-

= (Resza(z)izﬂu

1
) )

— b(w) <Resza(z)z'w,z = w)(l_n_1>+1>

=Res;(a(2)b(w)izw(z —w)" — bw)a(z)iy,.(z —w)").

O

Definicién 2.3.6. Un subespacio F' de glf(V) que contiene al operador
identidad Iy y es cerrado bajo todos los productos n-ésimos con n € Z es
llamado un dlgebra de campos lineal. Ademads, glf(V') se denomina dlgebra
de campos lineal general.

Observemos que si F' es un algebra de campos lineal, entonces automati-
camente vale que 0,F C F, puesto que si a(z) € F, entonces

a(z)(—olv =: (0.a(2)) v : = (0.a(2))+Iv + Iy (0.a(z))- = 0.a(z). (2.3.4)
De hecho vale lo siguiente:

Proposicién 2.3.7. Sea F' un subespacio de glf(V). Entonces F es un
dlgebra de campos lineal si y solo si Iy € F, 0, F C F, F es cerrado bajo el
producto normalmente ordenado y F' es cerrado bajo los productos n-ésimos
conn € Zy.
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Demostracion. Si F es un dlgebra de campos lineal, vimos que 9, F C F.
Ademsds, F' es cerrada bajo el producto normalmente ordenado dado que
éste coincide con el producto (—1)-ésimo.

Reciprocamente, si Iyy € F' y F es cerrada bajo derivacién, producto
normalmente ordenado y productos n-ésimos no negativos, entonces también
es cerrada bajo los productos n-ésimos negativos, puesto que si n < 0,
entonces

a(2)(mb(z) =: 0" Va(2)b(2) : € F
para todos a(z),b(z) € F, por lo que F' es un algebra de campos lineal. [

Si F' es un dlgebra de campos lineal, a cada a(z) € F podemos asociarle
una distribucién formal con valores en End(F') dada por

Y(a(z),2) =Y _a(z)ma ", (2.3.5)
nez

donde a(z) () : F' — F se define como b(z) = a(z)n)b(z) para todo n € Z.
La correspondencia F — End(F)[[z, 2], a(z) — Y (a(2), z) cumple las
siguientes propiedades:

Proposicion 2.3.8. Sea F' un dlgebra de campos lineal. Entonces vale que:
() Y(Iv,2) = I, Y(a(2),2)Iy = a(2) + D.a(2)z + -+ € Flla]].
(b) [0:,Y (a(2),2)] = Y (9:a(2),x) = 8;Y (a(2), ).
Demostracion.

(a) Para ver lo primero, simplemente tomamos b(z) € F y observamos que
- Sin < —1, entonces Iy (,)b(2) =: (8§7n71)lv)b(z) :=0.
- Sin >0, entonces Iy (,)b(2) = Resy[Iv, b(2)](w — 2)" = 0.
Por lo tanto, resulta que

Y(Iy,2)b(2) = > Tymb(z)z """ = Iy _yb(2) =: Iyb(z) := b(z).
ne”

Por otro lado, para ver lo segundo tenemos que probar que para todo
a(z) € F vale que a(2),y Iy = 0 para n € Zy, que a(z)—ply = a(2),
y que a(z)—g)ly = d,a(2).

Pero si n € Zy, entonces a(z) ) Ily = Resyla(w), Iv](w — 2)(" = 0,
a(z)—nlv =:a(z)ly : = a(z), y la dltima igualdad es (2.3.4).

34



(b) Para probar estas igualdades, primero veamos que las férmulas

(0:a(2)) (m)b(2) = — na(2)n-1)b(2),
a(2)(n) (9:6(2)) = 0z (a(2) (n)b(2)) + na(2) (n-1)b(2),
valen para todo n € Z y todos a(z),b(z) € F. Ya sabfamos por la

Proposicién (2.2.11) que valian para n € Z, . Para ver su validez en el
caso n < 0, calculamos por un lado que

(8:0(2)) yb(2) = = 0"V (Da(2))b(z) :

—n)!
:p;)m*a

= — na(z)u-nb(2)

y por otro lado

0:(a(2) (myb(2)) =0:(: (3" Ma(2))b(2) )
=0.( Y a(z)+b(z)) 0.(b(2)0L " Na(z).)
= — 0l Ma(2)1b(z) + 0" Na(2) 4 0.b(2)
+ 0. b(z)ag n-1) ( ). —nb(2)0a(z)-

= (08" Va(2))0:b(2) - —n: (7 a(2))b(2) :
=a(2)(n) (0:0(2)) — na(2) (-1)b(2)-

Ahora usamos esto para probar las igualdades. Primero tenemos que

0., Y (a(2), 2)]b(2) =0, (Z a(z)(n)b(z)x_"_1> =) a(2) () 0:b(z)z !

neL ne’l

=¥ (9:(a(2)mb(2)) = a(2)(m)(D:b(2)))a "

neL

=>_(@:a(2))mb(z)2™" !

nel

=Y (0,a(z),x)b(z).
Finalmente, la segunda igualdad vale porque

0:Y (a(2),2)b(2) =Y —na(2)p_1)b(z)z "

nel

—Z (0a(z (n)b gzt

neL

=Y (0.a(z),x)b(z).
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La proposiciéon anterior motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.3.9. Sea (V,]0)) un espacio vectorial punteado (es decir, un
espacio vectorial V' junto con un elemento distinguido |0) € V, al cual de-
nominaremos vector vacio). Una correspodencia estado-campo es una apli-
cacién C-lineal

YV =glf(V), a—Y(a,z) = Za(n)z_"_l,

neZ
tal que valen los siguientes axiomas:
1. (Axiomas del vacio)
Y (|0), z) = Iy, 3.
Y(a,2)|0) =a+T(a)z+--- € V[[z]] VaelV, (2.3.7)

donde Iy es el operador identidad, y T € End(V') es un operador que
llamaremos operador de traslacion.

2. (Invariancia de la traslacién)

[T,Y(a,2)] =Y (Ta,z)=0,Y(a,z) VaecV. (2.3.8)
Ejemplo 2.3.10. Sea F' un algebra de campos tal que

a(z)mb(z) =0 paran >0 (2.3.9)

para todo a(z),b(z) € F . Entonces las distribuciones formales Y (a(z), z) son
en realidad campos en F, por lo cual podemos definir un mapa
Y :V = glf(V), a(z) — Y(a(z),z), el cual resulta ser una correspondencia
estado-campo gracias a la Proposicién (2.3.8).

Observemos ademés que (2.3.9) se cumple en el caso en que los campos
en F' son todos locales de a pares.

Ejemplo 2.3.11. Sea V un é&lgebra unitaria con producto (a,b) — aby
unidad |0), y sea T" una derivacién de V. Definimos

Y :V = glf(v), Y(a,2)b=(eTa)b Va,beV.

Entonces Y es una correspondencia estado-campo en (V,|0)). Para ver
esto, s6lo debemos chequear los axiomas. Tenemos que

[e.e]

1
Y(10), 2)b = (e*10)) b an (T™]0)) bz" = |0)b = b.

n=0
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oo
1
Y(a,2)|0) = (eZTa) 0) = e*Ta = Z mT"a 2"
n=0

1
=a+Taz+ Z ETRCL 2" e V[[#]].

n=2

Por lo tanto, se cumplen los axiomas del vacio.
Ademsds vale que

[T,Y (a,2)]b =T (&

S
S
~—
S
—
g
183
S
S
SN—
—~
~
=
~—

Y(Ta,z)b= (eZTTa) b= (TeZTa) b=0.Y(a,z)b.
Esto muestra que se cumple la invariancia de la traslacion.

Observemos que si Y es una correspondencia estado-campo en (V,0)),
entonces tenemos definidos un producto en V para cada n € Z, dado por

(a,b) = a(myb = Res,2"Y (a, 2)b. (2.3.10)

Estos productos seran llamados productos n-ésimos en V.

Los axiomas del vacio y de invariancia de la traslaciéon que definen a una
correspondencia estado campo pueden ser reformulados en términos de los
productos n-ésimos, de la siguiente forma:

Proposicién 2.3.12. Sea (V,|0)) wun espacio wvectorial punteado, y
sea Y V. — (End(V))[[z,27 Y]] una aplicacion C-lineal. Definimos los
productos n-ésimos en V. mediante (2.3.10) para todo n € Z. Entonces
vale que Y es una correspondencia estado-campo en (V,|0)) si y solo si

los productos n-ésimos en V satisfacen las siguientes propiedades para todos
a,beV:

1. agb =0 para n > 0.
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2. a(_l)]0> = |0>(_1)a = a.
3. [T,apy] = (Ta)y) = —nagp—1) para todo n € Z.

Demostracion: Primero observemos que la primer condiciéon enunciada
es equivalente a que Y (a, z) € glf(V) para todo a € V.

Por otro lado, comparando los coeficientes de 2" a ambos lados de (2.3.6),
(2.3.7) y (2.3.8) vemos que estos axiomas son equivalentes a las otras dos
condiciones del enunciado, junto con [0),,ya = 0 para n # —1, Ta = a(_9)|0)
Y a(ny|0) = 0 para n > 0, para todo a € V

Ahora asumiremos 2. y 3. del enunciado, y probaremos los restantes
axiomas que debe satisfacer una correspondencia estado-campo. En primer
lugar, tenemos que T'a = (T'a)(_1)|0) = a(_2)|0), y ademds vale que

T(0) =T'(|0)(-1)10))
[T, 10)(1)]10) + 10} _(TI0))
—(TI0))l0) + 10) 1) (T]0))
=2T0),
por lo que T'0) = 0. Aplicando esto a (T'[0))(,) = —n|0)(,—1), resulta que
|0)(n—1) = 0 para todo n # 0.

Finalmente, como T'(a(,)|0)) = —na,-1)|0) y a(yb = 0 para N > 0,
llegamos a a(,)|0) = 0 para n > 0. O

El siguiente lema respecto a la unicidad de ecuaciones diferenciales

formales sera muy 1til para establecer identidades.

Lema 2.3.13. Sea U un espacio vectorial y sea R(z) € (End(U))[[#]].
Entonces la ecuacion diferencial

0.1(2) = R(2)(2) (2.3.11)
tiene una unica solucion de la forma f(z Z fn2" con fn, € U para todo
n=0

n € Zy, con la condicion inicial f(0) = fo.

Demostracion: Sustituyendo f(z) y R(z) por sus expansiones como
series de potencias en z en (2.3.11) y comparando los coeficientes de 2"
a ambos lados, obtenemos las relaciones

(n+1)fp+1 = ZR frn—j Vn € Z.

Mediante estas ecuaciones podemos calcular recursivamente los f, a par-
tir de los R; y fo. (]
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Proposicién 2.3.14. Sea Y una correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Entonces vale que

1. Y(a,2)|0) = e*Ta  para todo a €V.
2. e*TY (a,2)e T =Y (e¥Ta,2) =i,Y (a,z +w) para todoa € V.
3. (Y(a,2)mn)Y(h,2))[0) = Y(amb, 2)[0)  para todos a,b €V, n € Z.

Demostracion: Todas las afirmaciones se pueden probar utilizando el
Lema (2.3.13).

Las afirmaciones 1. y 3. pueden verificarse sin dificultad aplicando el
Lema con U =V y R = Ry = T, puesto que en cada caso los miembros
izquierdo y derecho de la igualdad son soluciones de (2.3.11).

Por otro lado, la expresién 2. es una igualdad en End(V)[[z, 27 1]][[w]]
(pues recordemos que i, (z +w)" € C[[z,271]][[w]]). Entonces, tomando
U=End(V)[[z,27!]]y R= Ry =ad T € End(U), tenemos lo siguiente:

O (e¥TY (a, 2)e™T) =(0pe*T)Y (a, 2)e T + T, (Y (a, 2)e 1)
=TeTY (a,2)e T — e*TY (a, 2)e vV IT
=[T,e“TY (a,z)e 7]
=(ad T)(e*TY (a, z)e 1)
=R(e*TY (a, z)e vT).

Ademas,

O (Y (e¥Ta,2)) =Y (0,e"T a, 2)
=Y (Te“Ta, 2)
=[T,Y (e“Ta, 2)]
=R(Y (e*Ta, 2)).

Por otro lado, tenemos que para todo n > 0 vale que

O iz (z +w)™"1) =0, (i (:) z—m—l(_w)m_n>

Oom=0
=" 2 (Z) 2 m = n) ()
=(-n—1) mi; <n7:z 1>Zm1(_w)mn1

=(—n — 1)iy(z +w) "2
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Por lo tanto tenemos que 9y, (i, .0 (z +w) ") = (=n—1)i, (2 +w) "2
vale para todo n € Z (pues es claro que también vale para n < 0). Usando
esto junto con la Proposicién (2.3.12), resulta que

Ou(izwY (0,2 +w) = ()0 (izw(z +w) ")
—Z —n = D)ag)izw(z +w)” 2
_Z a(n 1)Zz w(z+w) -l

—ZTa lizw(z +w)” n—1

=R(i,0Y (a, 2z + w)).

Esto concluye la demostracién de 2. O

La demostracién del siguiente resultado no requiere méas que un sencillo
chequeo de los axiomas correspondientes.

Proposicién 2.3.15. Sea Y una correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Entonces
Y°P(a,2)b=e"1Y (b, —2)a

define otra correspondencia estado-campo Y°P en (V,|0)), que llamaremos
opuesta a Y.
Ademds, se cumple que (Y°P)P =Y.

A partir de este momento necesitaremos contar con nociones mas sofis-
ticadas de localidad que la que tenfamos hasta ahora (cf. definicién 2.1.7).

Definicién 2.3.16. Sean a(z) y b(z) dos campos en V. Diremos que el par

(a(2),b(z)) es:

1. Local: Si existe N € Z. tal que

(z — w)N[a(z), b(w)] = 0.

2. Local en v € V: Si existe N € Z4 tal que

(z — w)N[a(2), b(w)]v = 0.

3. Débilmente local: Si existe N € Z4 tal que

Res, (z — w)N [a(2), b(w)] = 0.
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Observemos que si (a(z),b(z)) es local, entonces es débilmente local. Sin
embargo, no siempre es cierto que (a(z),b(z)) es local si y sélo si es local en
v para todo v € V (puesto que en el segundo caso hay un N para cada v,
mientras que en el primer caso es el mismo N para todos los v € V).

La siguiente proposicién nos brinda una caracterizacién muy ttil de Y °P.

Proposicion 2.3.17. Sean X e Y dos correspondencias estado-campo.
Entonces X = Y°P siy sdlo si todos los pares (Y (a, z), X (b, 2)) con a,b eV
son locales en |0).

Demostracion: Sean a,b € V fijos, y supongamos que (Y (a, z), X (b, 2))
es local en |0). Es decir:

(z —w)NY (a, 2) X (b,w)|0) = (z — w)N X (b,w)Y (a, 2)[0), N > 0.
Por la Proposicién 2.3.14, esto es equivalente a

(z —w)Ne i, Y (a,z —w)b = (z — w)Ne iy . X (byw — 2)a, N> 0.

Tomando un N lo suficientemente grande, en ambos lados de esta ultima
igualdad sélo ocurren potencias no negativas de z — w, y por lo tanto sélo
hay potencias no negativas de z y de w.

Por lo tanto, para un tal N podemos evaluar esta expresién en z =0, y
luego de cancelar (—w)" a ambos lados, llegamos a X (b, w)a = ¢“TY (a, —w)b.
Como esto ocurre para todos a,b € V, resulta que X = Y°P.

Reciprocamente, si X = Y °P, entonces para todos a,b € V y para N > 0
vale que

X (b, w)]|0) =
(Y a, 2)e"TY (|0, —w)b — Y°P(b, w)eZTa)
(a,2)e“Tb — iy, (2 — w)NYP(b,w — 2)a
NY (a,2)e*Th — T (z — w)NYP(b,w — 2)a
NY (a,2)evTh — T2, (2 — w)NY (a, 2 — w)b

Ny (a,2)e*T —evTi, Y (a, 2 — w))b

Por lo tanto, (Y(a,z), X (b,w)) es local en |0) para todos a,be V. O

Proposicién 2.3.18. Sea Y una correspondencia estado-campo en (V,|0)).

Sean By(z) y Ba(z) dos campos en V tales que Bi(z)|0) = Ba(2)|0) y tales

que todos los pares (Y (a,z), Bi(z)) cona €V, i=1,2, son locales en |0).
Entonces Bi(z) = Ba(z).
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Demostracion: Sea B(z) = Bj(z) — Ba(z). Entonces todos los pares
(Y(a,z),B(2)) con a € V son locales en |0).

Luego (z — w)N[B(z), Y (a,w)]|0) = 0, y como ademds B(z)|0) = 0, vale
que (z —w)NB(2)Y (a,w)|0) = 0. Luego por la Proposicién 2.3.14, vale que
(z — w)V B(2)e*Ta = 0. Finalmente, tomando w = 0 en esta expresién re-
sulta que B(z)a = 0 para todo a € V. O

A continuacion se presenta un resultado que necesitaremos utilizar, cuya
demostracion no daremos puesto que no aporta mucha informacion nueva.
No obstante, el lector que quiera interiorizarse al respecto de la misma puede
consultarla en [B, Lemma 2.7].

Lema 2.3.19. Sean X e Y dos correspondencias estado-campo en (V,|0)),
y sean a,b,c € V tales que

1. El par (Y(a,z),Y(b,z)) es débilmente local.

2. El par (Y(a,z),X(c,2)) es local en |0) y en b.

3. El par (Y (b,z),X(c,2)) es local en |0) y en a.

Entonces (Y (a,2)nY (b, 2), X(c, 2)) es local en |0) para todo n € Z.

Ahora utilizaremos estos dos tultimos resultados para demostrar la
siguiente proposicion:

Proposicion 2.3.20. Sean X e Y dos correspondencias estado-campo en
(V,10)) tales que

1. Todos los pares (Y (a,z),Y (b, z)) con a,b € V son débilmente locales.

2. Todos los pares (Y (a,z), X (b,2)) con a,b € V son locales en v para
cualquier v € V.

Entonces Y (a, 2)(n)Y (b, 2) = Y (a(nb, 2) para todos a,b €V, n € Z.

Demostracion: Fijemos a,b € V y n € Z, y consideremos los campos
Bi(z) =Y (a,2)n)Y(b,2) y Ba(2) = Y(a@mb, 2).

Ahora por la Proposicién 2.3.14 tenemos que Bi(z)|0) = Ba(z)|0). Por
otro lado, debido al Lema 2.3.19 resulta que (B;(z), Y (c, 2)) es local en |0)
para todo ¢ € V, i = 1,2. Por lo tanto, podemos aplicar la Proposicién
2.3.18 y concluir que B(z) = Ba(z). O

2.4. Algebras de campos y algebras de campos fuertes

En esta seccién comenzaremos a trabajar con ciertos tipos particulares
de correspondencias estado-campo.
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Definicién 2.4.1. Sea Y una correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Diremos que (V,]0),Y) es un dlgebra de campos si satisface el siguiente
axioma de asociatividad para todos a,b,c € V:

(z —w)NY (Y (a, 2)b, —w)e = (2 — w)Vi, Y (a, 2 — w)Y (b, —w)e, N > 0.

(2.4.1)

Por otro lado, diremos que (V,|0),Y) es un dlgebra de campos fuerte si

satisface el siguiente axioma del producto n-ésimo para todos a,b € V' y
n € Z:

Y(amb, z) =Y (a,2) )Y (b,2), N>0. (2.4.2)

Ejemplo 2.4.2. Sea U un espacio vectorial y sea F' C glf(U) un algebra
de campos lineal (cf. definicién 2.3.6).

Supongamos ahora que todos los pares (a(z),b(z)) con a(z),b(z) € F son
locales. En particular, esto implica que todos los operadores Y (a(z),z) €
End(F)[[x, z7!]] definidos por la ecuacién (2.3.5) son campos, y vimos en el
ejemplo 2.3.10 que esto permite definir una correspondencia estado campo
Y en (F, I).

Veamos que (F, Iy,Y) es un algebra de campos fuerte con la definicién
que acabamos de dar (y ésta es la razén del nombre dlgebra de campos
lineal).

Para ver esto, basta con demostrar que los pares (Y (a(z),z), Y (b(2),z))
con a(z),b(z) € F son locales. Primero observemos que

neZ
=Res, (a(z)b(w)isz (Z(z - w)"m"1>
neZ
—b(w)a(2)iy,- (Z(z - w)”x_”_1>>
neE”L

=Res; (a(2)b(w)i, . — b(w)a(2)iw,2)0((z — w) — x).

Por hipétesis, existe N € Z, tal que Res,(z — w)"[a(2),b(w)] = 0.
Entonces dado ¢(z) € F vale que
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[Y (a(w), ), Y (b(w), y)]c(w) =
=Y (a(w), z)Y (b(w),y)c(w) = Y (b(w),y)Y (a(w), z)c(w)
), )Resz, (b(z2)c(w)izyw — c(w)b(22)iw,z,) 6((22 — w) — )
— Y (b(w), y)Res;, (a(z1)c(w)izw — c(w)a(z1)ivz) 6((z1 — w) —y)
= Res;, (a(z1)Res, (b(22)c(w)izy w — c(w)b(22)iw,2)0((22 — w) — Y)iz w0((21 —w) — )
— Resz, (b(22) c(w)izy,0 — c(w)b(22)iw,z,)0( ) = y)a(21)iw,z 0((21 —w) —x) ) —
— Resz, (b(22)Resz, (a(21)c(w)iz w — c(w)a(z1)iw,z )6((21 — w) — )iz wd((22 —w) — )
+ Res;, (a(z1)c(w)izy,w — c(w)a(21)iw,z)0((21 — w) = 2)b(22)iw,0((22 —w) —y) )
= Res;, Res, [a(21), b(22)]c(w)iz wi((21 — w) — )iz wd((22 — w) —y)
— Res;, Res,, c(w)[a(z1), b(22)iw,z 0((21 — w) — )iy 2,0((22 — w) — y).

=Y (a(w

(20 —w

Ahora observemos que

(2 —y)d((z1 —w) —2)0((22 —w) —y) =
= (((s2 —w) —y) = ((21 —w) —2) + (21 — 22))6((21 — w) — 2)6((22 — w) — y)
= ((22 —w) —y)0((22 — w) = y)((21 —w) — )
—((z1 —w) = 2)0((21 — w) — 2)d((22 — w) — y)
+ (21 — 22)0((21 — w) — 2)d((22 — w) — y)
= (21 — 22)0((21 — w) — 2)0((22 — w) — y).

Gracias a esto, resulta que

= Res:, Ress, a(21), b(22)]e(w)izy (@ =)V 6((21 = w) = 2)izy 06 ((22 = w) — )
0(22)]iw,z (& = )V 6((21 — w) = )i 2, 0((22 — w) — y)
w)izy (21— 22)V6((21 — W) — )iz (22 — w) — y)
— Res;, Res,, c(w)]a(z1), b(22)] 1w,z (21 — 2)N6((21 —w) — T )i, 2,0((22 —w) — y)
Ma(z1), b(z2)]e(w)izy w((21 = W) = 2)izp,w0((22 — w) = y)
— Res,,c(w)Res;, (21 — 22)V [a(z1), b(22))iw, 2, 0((21 — W) — T)iy 2, 0((22 — W) — Y)
=0.
Asi, todos los pares (Y (a(z),x), Y (b(z),x)) con a(z),b(z) € F son locales.
En particular, por la Proposicién 2.3.20 obtenemos que Y satisface el axioma

del producto n-ésimo para todo n € Z, con lo cual llegamos a que (F, Iy,Y")
es un algebra de campos fuerte.
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Ahora veremos un teorema que establece condiciones necesarias y
suficientes para que una correspondencia estado campo Y en (V,|0)) le
otorgue a V una estructura de algebra de campos (o de algebra de
campos fuerte).

Teorema 2.4.3. Sea Y wuna correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Entonces:

(a) (V,]0),Y) es un dlgebra de campos fuerte si y sdlo si para todos a,b € V

vale que
Y (a,2), YP(b,w)] = Y YP(ag)b, w)ds(z — w). (2.4.3)
ﬁ7>0
nita

(b) (V,|0),Y) es un dlgebra de campos si y sdlo si todos los pares de campos
(Y(a,2),Y°P(b,z)) cona,b €V son locales en v € V para todo v € V.

Demostracion: Supongamos que Y satisface el axioma del producto
n-ésimo para todo n € Z. Entonces vale (2.4.2), y si reemplazamos z por
—w, multiplicamos por z~"~! y sumamos sobre n € Z, llegamos a

> Y(agb, —w)z "t =" Y(a, —w)mY (b, —w)z "L (2.4.4)

nez neL

Es claro que esta expresién es equivalente a (2.4.2), y a su vez resulta
ser equivalente a la siguiente:

Y (Y(a,2)b, —w)c =1i,4,Y (a, z—w)Y (b,w)c —Y (b, —w) Z(a(j)c)ﬁg)5(z—w).
720
(2.4.5)
Aplicando e®” a ambos lados, obtenemos en el lado izquierdo Y°P (¢, w)Y (a, 2)b.
Por otro lado, en el lado derecho tenemos

T (i, Y (a, 2 —w)Y (b,w)ec — Y (b, —w) Z(a(j)c)ﬁg)é(z —w)) =

J20
=Y (a,2)e*TY (b, —w)c — Z eIy (b, —w)(a(j)c)(‘)g)é(z —w)
320
=Y (a,z)YP(c,w)b — Z Y°P(aje, w)dP (2 — w).
320

Por lo tanto, (2.4.3) resulta ser equivalente a (2.4.5), por lo que también
es equivalente al axioma del producto n-ésimo.

Esto demuestra la parte (a). La parte (b) se demuestra de manera
similar, aplicando e*T a ambos lados de (2.4.1). O

Este teorema tiene el siguiente corolario inmediato:
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Corolario 2.4.4. Si (V,]0),Y) es un dlgebra de campos fuerte, entonces es
un dlgebra de campos.

El siguiente resultado ofrece una caracterizacién de las algebras de
campos y de las dlgebras de campos fuertes que serd muy 1til en la proxima
seccion.

Teorema 2.4.5. Sea Y wuna correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Entonces:

(a) (V,|0),Y) es wun dlgebra de campos si y sdlo si existe una
correspondencia estado-campo X en (V,|0)) tal que todos los pares
(Y(a,z2),X(b,2)) con a,b €V son locales en v para todo v € V.

En este caso, vale que X = Y°P.

(b) (V,]0),Y) es un dlgebra de campos fuerte si y solo si (V,]0),Y) es un
dlgebra de campos y todos los pares (Y (a, z),Y (b, 2)) con a,b €V son
débilmente locales.

Demostracion:

(a) Si (V,]0)) es un &lgebra de campos, entonces X = Y°P cumple lo
requerido debido a la parte (b) del Teorema 2.4.3.

Reciprocamente, si X es una correspondencia estado-campo que es
local con Y en todo vector v € V, entonces en particular vale que
(Y(a,z),X(b,2)) es local en |0) para todos a,b € V. Luego por la
Proposicion 2.3.17 resulta que X = Y°P, asi que podemos aplicar
nuevamente la segunda parte del Teorema 2.4.3 para concluir que
(V,]0),Y) es un &lgebra de campos.

(b) Si (V,]0)) es un élgebra de campos fuerte, ya vimos que en particular es
un algebra de campos, y la localidad débil de los pares (Y (a, z), Y (b, z))
se sigue de (2.4.2), pues a(,)b = 0 para n > 0.

La reciproca resulta de la parte (a) y de la Proposicién 2.3.20. O

2.5. Algebras de campos fuertes y algebras conformes

Sea (V,|0)) un espacio vectorial punteado. Dada una correspondencia
estado-campo Y en (V,|0)), entonces tenemos definidos los productos
n-ésimos en V para todo n € Z, a través de (2.3.10). En particular, usando
sélo los productos n-ésimos no negativos podemos definir un A-producto en
V', mediante la férmula

axb=>Y AYag b VabeV. (2.5.1)
n=0
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Este A-producto le confiere a V' una estructura de algebra conforme,
ya que los axiomas (2.2.13) y (2.2.14) se satisfacen debido a la Proposicién
2.3.12 (y ademas a)b es un polinomio en \ gracias a esta misma proposicion).

Por otro lado, observemos que V munido del producto (—1)-ésimo es
un &lgebra unitaria, con unidad |0) (gracias a la parte 2 de la Proposicién
2.3.12). Ademds, por esta misma proposicién vale que [T', a(_1)]b = (T'a)(—1)b
para todos a,b € V', es decir que el operador T' es una derivacién del producto
(—1)-ésimo. Un 4algebra junto con una derivacién T destacada es llamada
dlgebra diferencial.

Por analogia con (2.3.2), llamaremos producto normalmente ordenado al
producto (—1)-ésimo en V', y lo denotaremos por

rab:= ac_y)b. (2.5.2)

La siguiente proposicién muestra que tener una correspondencia
estado-campo Y en (V,]0)) es equivalente a tener una estructura de dlgebra
conforme sobre V' junto con un producto normalmente ordenado que cumpla
las propiedades recién observadas.

Proposicién 2.5.1. Dar una correspondencia estado-campo sobre un
espacio vectorial punteado (V,]0)) es equivalente a darle a V una estruc-
tura de dlgebra conforme y una estructura de dlgebra diferencial unitaria,
con unidad |0) y deriacion T.

Demostracion: Por las observaciones hechas arriba, a partir de una
correspondencia estado-campo Y podemos definir un A-producto y un
producto normalmente ordenado que cumplen lo requerido.

Reciprocamente, dados un A-producto y un producto normalmente
ordenado en V, podemos construir una correspondencia estado-campo Y
en (V,]0)) de la siguiente manera:

Y(a,2)b=: (e*Ta)b: + (a_p,b) (z7"), Va,beV.

Para ver que efectivamente es una correspondencia estado-campo, pri-
mero observemos que (—d,)™ (z~1) = 2=~ para todo n > 0 (lo cual puede
comprobarse ficilmente por induccién). Por lo tanto, vale que

(a—0.b) (z71) =Y apb (=0:)™ (7Y = Y agb2"
n=0 n=0

Por otro lado, tenemos que

—00

(e*Ta) b= Z (T™a)b: 2" = Z (T Va2
n=0

n=-—1

Es decir, los productos n-ésimos en V' definidos a partir de la aplicacién Y
a través de la férmula (2.3.10) coinciden con los productos n-ésimos definidos
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por el A-producto en V para todo n > 0, mientras que para n < 0 vienen
dados por a(,)b =: (T(*"*l)a)b ;. En particular, vale que a(_)b =:ab:.

Ahora podemos probar que Y es una correspondencia estado-campo
mostrando que estos productos n-ésimos verifican las propiedades listadas
en la Proposicion 2.3.12:

La primer condicién se satisface debido a que ayb € C[]\]® V para todos
a,b € V. La segunda vale porque |0) es la unidad de V' con respecto al
producto normalmente ordenado.

Por ultimo, la tercer propiedad se satisface automaticamente para n > 0
debido a (2.2.13) y (2.2.14), y para n < 0 vale debido a que

Y(a,z)b=: (eZTa) b:
es otra correspondencia estado-campo en (V,]0)) (ver ejemplo 2.3.11). O

Las condiciones para que una correspondencia estado-campo Y en (V,]0))
lo convierta en un algebra de campos fuerte pueden ser caracterizadas en
términos de ciertas propiedades que deben cumplir el A-producto y del
producto normalmente ordenado en V, como veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 2.5.2. Sea Y wuna correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Consideremos el A-producto y el producto normalmente ordenado en'V dados
por (2.5.1) y (2.5.2).

Entonces (V,|0),Y) es un dlgebra de campos fuerte si y sélo si V' es un
dlgebra de Leibniz conforme con respecto al A-producto, V es un
algebra  diferencial unitaria con respecto al producto normalmente
ordenado con wunidad |0) y derivacion T, y ademds se satisfacen las
stguientes condiciones de compatibilidad:

(1) Formula de Wick a izquierda.
A
[ax:bc:] =:]ayblc:+ :blaxc]: +/ [[axb].cldp. (2.5.3)
0
(2) Formula de Wick a derecha.

[:ab:y c] =: <6T8*a> [bac] = +: (eTa*b> [axc] : +/A[bu[a,\_“c]]du.
" (2.5.4)

(3) Cuasi-asociatividad.

Gabi)e:—a(ibes) = </0Td)\a) bac] < + (/OTd)\b> laxd]

(2.5.5)
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Observacion 2.5.3. La notacion utilizada en el teorema anterior requiere ser
explicada con mayor detalle. Las integrales que aparecen en las formulas de
Wick son formales, y de esta manera la integral en (1) debe entenderse como

m=0n=0 m=0n=0

Por otro lado, las integrales de la formula de cuasi-asociatividad no deben
tomarse en forma literal, puesto que aunque la variable A no se encuentre
dentro de la integral, si estd siendo afectada por ella (el paréntesis hace
referencia a cémo debe entenderse el producto normalmente ordenado). De
esta forma, la primer integral de la férmula significa lo siguiente:

i : <T(”+1)a> (b(n)c) i

n=0

Demostracion del Teorema: Supongamos que (V,]0),Y) es un dlgebra de
campos fuerte, es decir que se cumple el axioma de los productos n-ésimos
para todo n € Z.

Observemos que dicho axioma para n > 0 es equivalente a

Y ([axb], w)e = e [ay, Y (b, w)]e. (2.5.6)

Esto es asi porque si vale el axioma, tenemos que

o0

a>\b Z )c

o0

Z ( )Y(b,w)) C.

—Z/\ Res.(z —w)"[Y(a, 2),Y (b, w)]c

:Resze A=Y (g, 2), Y (b, w)]c
= e M[Res,e*Y (a, ), Y (b, w)]c

Res, Z Am) mZa _”_1,Y(b,w)] c

nez

=M [Z )\(m)a(m), Y(b, w)] c
m=0

= e M[ay, Y (b,w)]e.

—)\w

Ademés, comparando los coeficientes de A(™) a ambos lados de (2.5.6)
recuperamos el axioma de los productos n-ésimos del cual partimos.
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Aplicando ahora Res,e ™" a ambos lados de (2.5.6) tenemos en el
lado izquierdo que

Res,e MY ([axb], w)e = Resy, Z (A + p) ™™ Z[a;ﬁ] (n)cwfnfl

m=0 nez
= > (A + @)™ [axb] e
m=0

= [[axb]x+pc].
Mientras tanto, en el lado derecho resulta que

Res,e Mgy Y (b, w)]e = Resy, Z pmy™ Z[a,\, b(n)]cw_"_l
m=0 nez

= Z u(m)[a,\,b(n)]c

m=0

= [ax, b]c.

De esta manera vemos cémo el axioma para los productos n-ésimos para
n > 0 implica la condiciéon de Jacobi para el A-producto, con lo cual V es
un algebra de Leibniz.

Por otro lado, si aplicamos Res,w™! en (2.5.6), obtenemos en el lado
izquierdo que

Res,w 'Y ([axb], w)c = Res,w ™! Z[a,\b}(n)cwfnfl
nez

= [axb](—p)c
=:[axb]c:.

Para ver qué sucede en el lado derecho, primero observemos que

Y 1 -2
/ My = —et|  =w e — Tl
0 w 0
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Ahora usando esto, llegamos a
Y
Res,w ™ te™[ay, Y (b, w)]c = Res,, (wl —|—/ e’“”d,u) [ax, Y (b, w)]c
0

-
= Resy,w ay, Y (b, w)]c + / Resy e lay, Y (b, w)]cdu
0

= Res,w ™! Z[CL}\, bm)lc w1

neZ
—|—/ Restu(m)me[aA,b(n)]cw "Ldu
nez
a)\vb( 1) C+/ a‘)\ab( )]Cd,u

-
= [ax (b—1)c)] = b_pylarc] —i—/o lax, bu)cdu
-
=l bed= o+ [t
A
oy be - blaxd : — /0 ([axbl,c] d.

Esto demuestra que se cumple la formula de Wick a izquierda.
Ahora observemos que el axioma del producto n-ésimo para n = —1 es
equivalente a

Y(:ab: z)c=: (eZTa) (Y (b, 2)c) : + Y (b, 2)[a_g.c](z71). (2.5.7)
Esto es asi porque
Y(:ab:z) =Y (a1, 2)c

:(y( 2)(-1)Y (b, 2))e

=:Y(a,2)Y(b,2) : ¢
= Y(a 2)+Y (b,z)c — Y (b, 2)Y (a,2)c

=: (¢a) (Y(b,2)c) : + Y(b,2)[a—a.cl(= 7).

Tomando Res.e*? en la igualdad (2.5.7), obtenemos en el lado izquierdo que

Res.e™Y (: ab :, z)c = Res, Z Alm) zm Z sab i) cz 1
nez



En el lado derecho ocurre lo siguiente:

Res, e (: (eZTa) (Y (b, 2)c) : + Y(b,2)[a_g.c](z71) =

= Res, i A m (i TMg zm) (Z bk z_k_1> :
n=0 m=0

kEZ
+ Res.e*Y (b, 2) Z a(n)C 2L
n=0
= Z Z A (T(m)a)(b(n+m)c) : + Res,Y (b, 2) Z a(n)ce)‘zzfnfl
m=0n=0 n=0

Podemos reescribir cada uno de estos ultimos dos sumandos observando
que ezl = (A = 9,)™(e*271) (lo cual puede verse facilmente por

induccién), y que

: (eTBAa) bad = 3 S a8 A (T0a) (o) -

3
i
=)
3
i
=)

De esta manera, queda probado que
[:ab:y ] =: (eTa*a) [bac] - + Res. Y (b, z)[axr_s,c](e**271). (2.5.8)

En el segundo sumando del miembro derecho de (2.5.8) podemos hacer
lo siguiente:

Res,Y (b, z)[ax_p.c|(e¥271) =
A
= Res.Y (b, z)[ar—a,¢] <z_1 —i—/ e“‘zdu)
0
A
= Res.Y (b, 2)[ax_a.c](z71) +/ Res,Y (b, z)[ar—s,c](e"*)dp
0
A
= Res.Y (b, 2)[ax_p,c](z71) +/ Res.Y (b, z)[ar—pcle*dp

0

A
= Res. Y (b, 2)[ax_a.¢](z71) —I—/O [bulax—pclldp. (2.5.9)
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Trabajando con el primer término de la expresion (2.5.9), tenemos que

Res,Y (b, z)[ax—s.)( ResZZb <Z amyc(A —0z) M) (2 _1)> 27kL

keZ n=0

= Res, Z Z Z )\(”*r)b(k) (a(n)c)(—az)(” (zfl)z*k*1

keZ n=0r=0

= Res: ) i Zn: A (agye)z R

keZ n=0r=0
=22 A (agme).
n=0 r=0

Pero por otro lado también vale que

: (eTaAb) axc| 28’" : T)b aac] :

= Z O\ Res, Y (TMb, 2)[arc]z~
r=0

= 9 Res.0Y (b, 2)[arc]z™
r=0

=Res. Y > > KA (27" Db (agmye)z ™

n=0r=0 k€Z

— n—r (_k — 1) e <_k — T) —r—k—2
= Res, Z Z E A )b(k) (am)c) . z

n=0r=0 k€Z

=33 ATy (age)-

n=0 r=0

Por lo tanto, resulta que
Res.Y (b, 2)[ax_p,c](z71) =: (eTaAb) [axc] : . (2.5.10)

Uniendo la informacién que nos dan (2.5.8), (2.5.9) y (2.5.10), obtenemos
la féormula de Wick a derecha.

Si aplicamos Res,z ! en el axioma del producto n-ésimo para n = —1,
obtenemos por un lado

Reszzle(a(,l)b, z)c = Res, Z:(a(,l)b)(n)cz*"*2
neZ
= (acnb) e
=:(rab:)c:,
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y por otro lado

Res.z (Y (a, z)(-)Y (b, 2))c = Res.z ' : Y(a,2)Y (b, 2) : ¢
=Res.z H(Y(a,2) Y (b,z)c — Y(b,2)Y(a, z)-c)
=Res,2 ' (Y(a,2)+Y (b, 2)c+Y(a,2) Y (b, z)_c—
—Y(b,2)+Y(a,z)-c =Y (b,z)-Y(a,z)-c).

Es facil ver que Res,z 'Y (a,2)+Y (b, z)1c =: a(: be :) :, y también que
Res,z 1Y (b,2)_Y (b, z)_c = 0, con lo cual llegamos a

c(ab:)e:=:a(:bc:): +Res,z 'Y (a,2) Y (b,2)_c+Res.2 'Y (b, 2).Y(a,2)_c.
(2.5.11)
Pero ademaés vale que
Res,2 'Y (a,2) Y (b,z).c =Res,z7 ! :

= Reszz_1 :

e“Ta)(Y (b, z)-c) :
(T —1)a)(Y (b, 2)_c) :

_. </0Td)\a> O

Reemplazando esto en (2.5.11) obtenemos la férmula de cuasi-asociatividad.

Ahora para probar la reciproca, supongamos que (V,|0)) posee una
estructura de algebra de Leibniz conforme con respecto al A-producto y de
algebra diferencial unitaria con respecto al producto normalmente ordenado,
tales que se cumplen (2.5.3), (2.5.4) y (2.5.5).

En la demostracion dada recién de que vale la condicién de Jacobi, vimos
que la misma es equivalente a

Res,eAT2Y ([ayb], 2) = Res,e M2 ™20y, YV (b, 2)].

Reemplazando A + p por u, haciendo las expansiones correspondientes y
comparando los coeficientes de ,u(m))\(") a ambos lados, llegamos a que esto
es equivalente a

Res. (Y (a@mb, 2) =Y (a,2) )Y (b,2))z™ =0 Vm € Zy, Vn € Zy. (2.5.12)

De manera andaloga, es posible usar los calculos hechos arriba para probar
que (2.5.3), (2.5.4) y (2.5.5) son equivalentes respectivamente a
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Res, (Y(a(_l)b, z) — ) 2™ =0, Vm € Zy

Res; (Y (agb, z) = Y (a, 2) ()Y (b, 2)) 21 =0, VneZy
Y(a, z)( )
Res; (Y (a_1)b, 2) — Y(a,2) ()Y (b, 2)) 21 =0,

Por lo tanto, la ecuacién (2.5.12) es vélida para todo m > —1 y para
todo n > —1.

Si ahora fijamos un n > —1 y tomamos un c¢(z) € V[[z,27!]] tal que
Res; (Y (a()b, z) — Y(a,2) ()Y (b, 2)) ¢(z) = 0 para todos a,b € V, entonces
vale que

Res. (Y (a(m)b, z) — Y(a 2) n)Y(b z)) (z)
)

= —Res. 9. (Y(amb, z) — Y (a,2)n)Y ) ()
— Res. (Y (T(ag ), > (0. <a, z>>< Y (b,2) = Y (a,2)) (0 (b, ) (2)
= —Res. (Y((T'a)(n)b, 2) + Y (a0 (Th)) = Y (Ta, 2) ()Y (b, 2) = Y (a, 2) ()Y (T, 2)) ¢(2)
= —Res; (Y((Ta) n)b z) = Y(Ta,2)mY (b, 2)) c(2)
— Res; (Y(ag) (Th)) — Y (a,2) Y (Th, 2)) c(2)
= 0.

Esto puede usarse para probar inductivamente que la ecuacién (2.5.12)
vale también para todo m < —1, y por lo tanto vale para todo m € Z.
Por lo tanto, obtenemos que el axioma de los productos n-ésimos

Y(amb, z) = Y(a,2)m)Y (b, 2) (2.5.13)

vale para todo n > —1. Sin embargo, a partir de alli puede probarse también
que vale para los n < —1 por induccién: si vale (2.5.13) para algin n < —1,
entonces

0=Y((Ta)myb,2) = Y(Ta,z)nY (b, 2)

= Y(—nap_1b,z) = (9:Y(a,2)) ) Y (b, 2)

= —nY (agm-1)b,2)—: (9L V(0. Y( ,2))Y (b, 2) :
= —nY (ag-nb,2) +n: (05 Y (a,2))Y (b, 2)

= —nY(a@p—1)b, 2) + Y(a,z)(n Y (b, 2).

De esta manera resulta que (V,|0),Y") es un édlgebra de campos fuerte. I
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2.6. Algebras de vértices

En esta seccién introduciremos el principal objeto de estudio de este
trabajo.

Definicion 2.6.1. Un dlgebra de vértices es un espacio vectorial punteado
(V;]0)) junto con una correspondencia estado-campo Y tal que todos los
pares (Y (a, z),Y (b, 2)) con a,b € V son locales.

Observacion 2.6.2. Debido al Teorema 2.4.5, toda dlgebra de vértices es un
algebra de campos fuerte, con Y = Y°P,

En el siguiente resultado veremos que esto es de hecho una caracteriza-
cion de las dlgebras de vértices.

Proposicion 2.6.3. Un dlgebra de vértices es lo mismo que un dlgebra de
campos (V,|0),Y) tal que Y = Y°P.

Demostracion: Sea (V,|0),Y) un dlgebra de campos con Y = Y°P. Por el
Teorema 2.4.3, el axioma de asociatividad (2.4.1) es equivalente a que para
todos a,b,c € V exista un N € Z, tal que

(z—w)N[Y(a,z),YP(c,w)]b = 0.

Dado que es posible probar que esta relaciéon también vale reemplazan-
do b por Th (ver [B, Lemma 2.8]), resulta que (2.4.1) también se satisface
reemplazando b por e*T'b, es decir que

(z —w)NY (Y (a, 2)e"Tb, —w)e = (2 —w)Ni, Y (a, 2 — w)Y (T, —w)c.
Usando la Proposicién 2.3.14, esto se convierte en

(z=w)Ni, i Y (Y (a, z2—u)b, u—w)c = (z—w)N i, wiw Y (a, z—w)Y (b, u—w)c.

(2.6.1)
Por otro lado, sabemos que existe P € Z, tal que byyc =0 para k > P.
Por lo tanto el lado derecho de (2.6.1) multiplicado por (u — w)? contiene

sélo potencias no negativas de u — w, y en particular contiene solo potencias
no negativas de w. Esto permite evaluar tal expresién en w = 0, con lo cual
obtenemos que

Y(a,2)Y (b,u)c =2z NuP (z—w)N (u—w) i, yin .Y (Y (a, 2—u)b, u—w)c!wzo.
(2.6.2)
Utilizando nuevamente la Proposicién 2.3.14 junto con el hecho de que
Y = Y°P resulta que
P20 (a,z —u)b=Y (e "Ta,z)b
=Ty (b, —2)e "Tq

= iz,ue(Z*")TY(b, u— z)a.
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Esto implica que
e ulwuY (Y(a,z —u)b,u —w) = i,40,.Y (Y(bu—z)a,z —w). (2.6.3)

Tomemos N = P > 0 en (2.6.2). Comparando (2.6.2) y (2.6.3), vemos
que Y (b,u)Y (a, z)c estd dado por el lado derecho de (2.6.2) con i, reem-
plazado por iy, .. Por lo tanto, si K € Z cumple que a)b = 0 para k > K,
tenemos que

(z—u)5Y (a,2)Y (bu)c = (z — w)EY (b,u)Y (a, 2)c,

lo cual es la localidad de Y (a, z) e Y (b, z). Esto prueba que (V,]0),Y) es un
algebra de vértices. U

Observacion 2.6.4. Dada una correspondencia estado-campo Y, vimos en
la Proposicién 2.5.1 que podemos asociarle un A-producto y un producto
normalmente ordenado (y viceversa). Si hacemos esto con la correspondencia
opuesta Y°P, obtenemos los productos

[a3Pb] = Res.e™Y°P(a, 2)b, . ab :°°= Res, 2~ 'Y°P(a, 2)b.

Sin embargo, estos productos pueden expresarse en términos del A-producto
y (—1)-producto con respecto a Y, de la siguiente manera:

[aSPb] = Res.e**e* Y (b, —z)a
=> ()M + 7)™ bma
m=0

= —Res.e~ M2y (b, 2)a

= —[b,)\,TCL].
Por otro lado, recordando que z 1e*l = 271 — fofT e Md)\, resulta que
cab :°P = Res,z 1e*TY (b, —2)a

-T
= Res,2 'Y (b, —2)a — / Res.e Y (b, —2)a dA
0
-T
=:ba: +/ Res.e™Y (b, z)a d\
0

-T
=:ba: —l—/ [bra] dA.
0

Ahora veremos uno de los resultados mas importantes con respecto a
las algebras de vértices, analogo al Teorema 2.4.5 para algebras de campos
fuertes.
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Teorema 2.6.5. Sea Y wuna correspondencia estado-campo en (V,|0)).
Consideremos el A-producto y el producto normalmente ordenado en'V dados
por (2.5.1) y (2.5.2).

Entonces (V,|0),Y) es un dlgebra de vértices si y sélo si V es un
algebra de Lie conforme con respecto al A-producto, V es un dlgebra
diferencial unitaria con respecto al producto normalmente ordenado con
unidad |0) y derivacion T', y ademds se satisfacen las siguientes condiciones
de compatibilidad:

(1) Formula de Wick a izquierda.
[ax:bc:]=:]axblc:+:blaxd: —1—/0)\[[a,\b]uc]du. (2.6.4)
(2) Antisimetria del producto normalmente ordenado.
cab: — :ba:= /(;[a,\b}d)\. (2.6.5)

(8) Cuasi-asociatividad.

Gabi)e:—a(iber) = </0Tdm) bac] < + (/OTd)\b> laxd]

(2.6.6)

Demostracion: Si (V,]0),Y) es un algebra de vértices, entonces por ser
un algebra de campos fuerte satisface automéaticamente todos los
requerimientos del enunciado, salvo quizéas las antisimetrias del A-producto
(2.2.12) y del producto normalmente ordenado (2.6.5).

Pero gracias a que Y = Y°P, tenemos que [axb] = [a3 b] = —[b_r_ra],
es decir que A-producto le otorga a V una estructura de &dlgebra de Lie
conforme. Mds aun, vale que

cab: =:ab:®P

-7
=:ba: —|—/ [braldA
0
-T
=:ba: —/ [a_x_7b]d\
0

0
=:ba: +/ [axb]d\.

-T

Por lo tanto vale (2), que era lo tnico que faltaba probar.

Para ver la reciproca, observemos que si el A-producto y producto
normalmente ordenado en V' cumplen todas las condiciones del enunciado,
entonces por sus repectivas antisimetrias resulta que

laxb] = [a370] y cab:=:ab:°P .
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Entonces por el Teorema 2.5.1 resulta que Y = Y°P. Por lo tanto, la
Proposicién 2.6.3 nos asegura que basta con probar que (V,[0),Y) es un
algebra de campos fuerte. Finalmente, gracias al Teorema 2.4.5, lo tnico
que falta por demostrar es que vale la férmula de Wick a derecha (2.5.4).

Observemos primero que gracias a (2.6.5) podemos escribir la férmula
de Wick a izquierda como

A
[ay:bc:]=:laxblc: 4 :blaxd : +/ [laxb]ucldp
0
0 A
. /_ loatlcldiit : blase]: + /0 ([axbl, cldp

A

—claxd] i+ blaad 4+ /_ loatl el (2.6.7)

Reemplazando A por —\ y aplicando e’ a ambos lados de (2.6.7),
tenemos que el lado izquierdo es

eTa*([a,A tbe:]) = Z T(m)(%\” Z(—/\)(")a(n) 2 be:
m=0 n=0
=D > =N )T (g, < be )
n=0m=0
=Y (A =T)"(ag, : be:)
n=0
= [CL,,\,T : be ]

Por otro lado, el lado derecho esta formado por tres términos:

¢TON(: cla_xbl ) + €T (: bla_xd] 1) + 7O (/

-T

Y
a-stlcldn )

El primero de ellos puede calcularse de la siguiente manera:

TBA cla_xb] : Z Za&m) Tm( c(amb) @)
m=0n=0
= 3 SN S () o)
m=0mn=0 Jj=0 J
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n=0 j=0
= (Z T(ﬁa{c) (Z(—A — 7)™ (%)b))
n=0 j=0 n=0

j
= (eTMe)a_x_1b] : .

Intercambiando b con c en esta expresién conseguimos el segundo término.
Finalmente, el tercer término es

T ( / _A[[G—Ab]uc]d/ﬁ> -
— <m OTW)6A> </ Z,u(”)a ) cdu)

= i T(m>a§1> (Z((_)‘)(nH) _ (—T)(”Jfl))[a_)\b](n)cdu)

m=0 n=0
=33 TR (=N aablmye) = D (=T) D T TUMO ([a3b] ()
n=0m=0 n=0 m=0
=3 TS (MY BN o ate) — DD i)
n=0m=0 i=o \J n=0
=333 0PN T (a\blye) — D (=) ([ayb )
n=0 j=0 m=j n=0
oo n+l oo ' ‘ ‘ 00
=33 >SN DT 9 ([0 3B ye) = D (=T) T ([a b nye)
n=0 j=0 m=0 n=0
=3 (=A-T)D}" T ([a-\bl(my€) — D (=T el ([a_xb] ) 0)
n=0 m=0 n=0
=3 (A=) DTN ([a_\b](nye) = Y _(=T) " e ([a_xb] )
n=0 n=0
—A-T
= /T el [[a—xb]uc] dp.
De esta manera llegamos a que
—A-T
lax—7 :be:] =: (" e)ar_1b] : + : (") [a_r_1C] : +/ " [[a_\b] ] dp.
-T
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Pero ademas tenemos que

A\-T ) —A\=-T i
[ ot du=— [ e rla bl du

T =T

A

:/ €Ta/\[cu[a—)\b”d:u
0
A

:/o lcula,—x—7bl]] dp,

donde la ultima igualdad se sigue de que

"M epla-sbl) = Y7 T (eula-rbl)

m=0
LN ) (T i,
=>4, JZ(:)<J-)[(TJ (T a_x)
= Za&nZ(_M)(J)[C (T(m J)[a )]
m=0  j=0

I
NE
M8
X
z
NE
>
=
a
C
3
S
=

Asi, la igualdad (2.6.8) se convierte en

[axr:be]=: (") angb]: + : (e"Pb)[ar 1] : +/0A[Cu[%ATb]] du,

y aplicandole la antisimetria del A-producto obtenemos la férmula de Wick
a derecha, por lo que (V,|0),Y) es un dlgebra de vértices. O
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3. El algebra de vértices universal envolvente de
un algebra de Lie conforme

En este capitulo veremos que el concepto analogo al de algebra universal
envolvente de un algebra de Lie para las algebras de Lie conformes viene dado
por un algebra de vértices. Ademds, no sélo haremos esto para dlgebras de
Lie conformes, sino que nos permitiremos trabajar con una clase més general
de algebras, que denominaremos dlgebras de Lie conformes no lineales.

A lo largo de todo el capitulo y el siguiente seguiremos el trabajo
realizado por A. De Sole y V. Kac en [DSK].

3.1. El caso lineal

Comenzaremos estudiando la construccion del &dlgebra universal
envolvente para las algebras de Lie conformes que fueron presentadas en
la seccion 2.2. A partir de ahora estas algebras de Lie conformes serdan
llamadas lineales.

El siguiente resultado muestra una manera candnica de dar una estruc-
tura de dlgebra de Lie a un dlgebra de Lie conforme.

Proposicion 3.1.1. Sea R un dlgebra de Lie conforme, con A-producto dado
por R® R — C[A\] ® R, a ® b+ [apb]. Entonces el corchete
0
la,b] = / wbldr  VabeR (3.1.1)
-T
define una estructura de dlgebra de Lie en R.

Demostracion: Para demostrar la identidad de Jacobi, observemos que
dados a, b, c € R vale que

b, 0, c]] = /_ OT[bM ( /_ OT[a/\c] dA)] du

0 00
[0y <— > (1) (a (n)C))]du

-T

Il
—

0 9]
- ( S (=), T<”+1><a(n)c>]> dy
T n=0
0 00
= [ [0 @ ) el ) de
T n=0
0 0
:/ / wlaxc]] dXdp
T T—p
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/ / ulax—pc]] dhdp
:/_TA Byl el dprdA.

Intercambiando a con b, tenemos que

0 0
el = [ [ ol clduar

Finalmente, gracias a la condicién de Jacobi para algebras conformes (2.2.11)

resulta que
na,b],c]zjo[(/o[ 1) e i

_ / OT ( 7Y+ (g (n)b)> sl dx
:/OT< E A [( Aq) d
:/0 /Aoa; blac] dpr dA

= [ [ aalor-sel) - sl
= [a, [b, ] - [b, [as €.

Est muestra que este corchete convierte a R en un algebra de Leibniz
(c.f. definicién 2.2.1). Pero ademads vale que la antisimetria del A-producto
implica la de este corchete, por lo siguiente:

la,b] = / " laxb]

=T

= / ’ [b_»_7a) dA

=T

-/ " Bual s

—1[b,al.
Asi, este corchete convierte a R en un dlgebra de Lie. U

Denotaremos por Rpi, a R con la estructura de dlgebra de Lie dada por
(3.1.1). Observemos que T' es una derivacién de Ry debido a (2.2.17).
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Recordemos que el algebra de Lie de distribuciones formales Lie R
asociada al dlgebra de Lie conforme R (c.f. Proposicién 2.2.18), estd
definida por

Lie R= R/TR = {a(, :a € R,m € Z}.

En esta expresién, R = R ® C[t,t~!] es un C[T]-médulo donde la accién de
T viene dada por T(a® f) =Ta® f+a® 0;f paraa € Ry f € C[t,t7 1],y
ademas estamos utilizando la notacion G,y =a @ t" + T R.

Denotaremos por (Lie R)_ (respectivamente (Lie R)y) al subespacio de
Lie R generado por los @, con a € Ry m > 0 (respectivamente m < 0).
Ambas son subalgebras de Lie R.

Estas algebras de Lie estan relacionadas con Ry a través del siguiente
resultado.

Proposicion 3.1.2. Sea R wun dlgebra de Lie conforme. Entonces la
aplicacion F' : Rp;e — (Lie R)y dada por a v @y, es un isomorfismo
de dlgebras de Lie.

Demostracion: Primero veamos que este mapa es un homomorfismo de
algebras de Lie. Dados a,b € R, tenemos que

F([a,b]) = [a, b](—l)

_ (/OT[a,\b} d)\> 1

_ Z (n+1 )b)t_l
_ Z a(n n+1 t 1)
— Z a(n n+1t n— 2

Por otro lado, recordando que el corchete de Lie en Lie R esta dado por
(2.2.18), resulta que
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Asi, llegamos a que F([a,b]) = [F(a), F'(b)] para todos a,b € R. Ademas F
preserva la accién de T, puesto que

F(Ta) =Tat™' = =0i(at™!) = at=2 = T(a(_1)) = T(Fa).

Esto en particular dice que podemos escribir a todo a(,) € F' como

Q) = (—T)(fnfl)a(,l) — (_T)(fnfl)F(a) — F((—T)(*"*l)a),

lo cual muestra que F' es sobreyectiva.

Por dltimo, la inyectividad de F' se sigue de la demostracién de la
Proposicién 2.2.20, en la cual vimos que si un a € R cumplia que a7y = 0,
entonces debia ocurrir a = 0. (|

Esta Proposicion nos permite realizar la siguiente construccién del
algebra de vértices universal envolvente U(R) de un algebra de Lie conforme
R.

Teorema 3.1.3. Sea R un dlgebra de Lie conforme. Sea Ry el dlgebra
de Lie dada por R con el corchete (3.1.1), y sea V. = U(Rpie) su dlgebra
universal envolvente. Entonces existe una unica estructura de dlgebra de
vértices en V' tal que la restriccion del A-producto a Ryje® Riie coincide con
el A-producto de R, y la restriccion del producto normalmente ordenado a
Riie ® V' coincide con el producto en U(Rpje).

Denotaremos por U(R) a V' con esta estructura de dlgebra de vértices.

Demostracion: En la Proposicién anterior vimos que Ry ~ (Lie R)4.
Por lo tanto, vale que como (Lie R)-médulos,

V = U(Ruyie) ~ U((Lie R)1) ~ U(Lie R) ®y((Lic r)) C = Ind{{5,%) C,
(3.1.2)
donde la accién de (Lie R)_ en C es trivial. Veamos que V = Ind%ﬁ?eRR)iC
posee una estructura de dlgebra de vértices.

Denotemos por g a Lie R. En primer lugar, las distribuciones formales
g-valuadas a(z) con a € R definidas en (2.2.19) permiten definir a su vez
nuevas distribuciones formales V-valuadas, que denotaremos por a(z). Es
posible ver que estas distribuciones formales son campos en f/, locales entre
si. Ademds, si denotamos por |0) a la imagen del 1 € U(g) en V, entonces
V est4 generado por los elementos de la forma

1 ~2 ~k
) {ny) " Uy)]0)s

con ni,...,ny €7, a',...,a* € Ry k € Z,. Por otro lado, la accién de T en
g permite definir una derivacién en U(g), la cual a su vez induce una accién
de T en V que la convierte en un C[T]-médulo.
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Ahora podemos aplicar el Teorema de Existencia® para afirmar que la
férmula

Y (s |00 2) = 8 o) (3@ (- @ 7))

define una correspondencia estado-campo en V de forma tal que (V, [0),Y)
es un algebra de vértices. O

El dlgebra de vértices U(R) cumple la siguiente propiedad universal.

Proposicion 3.1.4. Sea R un dlgebra de Lie conforme. Sea W un dlgebra
de vértices, y sea f : R — W un homomorfismo de dlgebras conformes. Si
consideramos la inclusion candnica i : R — U(R), entonces existe un unico
homomorfismo de dlgebras de vértices f : U(R) — W tal que el siguiente
diagrama conmuta:

Para ver la demostracién de este hecho, serd conveniente desarrollar
primero una serie de herramientas que nos permitirdn entender a U(R)
desde otra perspectiva. Haremos esto a lo largo de las siguientes seccio-
nes, trabajando con una versién mas general de la nocién de algebra de Lie
conforme, y en la seccion 3.5 retomaremos esta propiedad universal.

3.2. Algebras conformes no lineales

De aqui en més nos abocaremos a generalizar los resultados obtenidos
en la seccién 3.1 para abarcar una definicién mas amplia de la nocién de
algebra conforme.

Comenzaremos introduciendo los conceptos de graduacion y filtracion de
un espacio vectorial.

De ahora en adelante, la letra I' denotard un semigrupo abeliano
totalmente ordenado y con un elemento minimo 0, tal que para todo A € T’
hay s6lo una cantidad finita de elementos A’ € T' tales que A’ < A. El
ejemplo mas importante viene dado por I' = Z .

Definicion 3.2.1. Una ['-graduacion de un espacio vectorial U es una
descomposicion del mismo como suma directa de subespacios vectoriales

indexados por I', es decir
U=ual

Ael

® Ver [K, Theorem 4.5]
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Si a € U[A], diremos que A es el grado de a, y lo denotaremos por A(a)
o bien A,.
La I'-filtracion inducida por esta graduacién de U se define mediante

Ur= @ va].

A'<A

Dado un espacio vectorial U, consideremos su dlgebra tensorial T (U),
dada por

T =PUusr=Colal®e--

neEZy

Una I'-graduacién de U puede extenderse a una I'-graduacién de T (U),
definiendo

A(l)=0, A(A®B)=A(A)+A(B), VA BeT(U).
Su I'-filtracién inducida se denota mediante

Ta(U) = @ TO)[A).

A'<A

Ahora podemos dar la definiciéon con la cual trabajaremos durante el
resto del presente trabajo.

Definicién 3.2.2. Un dlgebra conforme no lineal es un C[T]-médulo junto
con una I'\{0}-graduacién en C[T]-submédulos

R= P R[]

Ael\{0}
y un A-corchete dado por una aplicacion C-lineal
[x] : R® R — C[\ ®@T(R),
tales que para todos a,b € R se cumplen las siguientes condiciones:
1. Sesquilinealidad
[Ta)b] = —Alaxb],
[axTb] = (A +T)[axb].
2. Condicion de grado

A(faxb]) < A(a) + A(b). (3.2.3)
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Observacion 3.2.3. Utilizando la notacion de los productos n-ésimos para el
A-corchete vista en el capitulo anterior, la condicién de grado significa que
A(amyb) < A(a) + A(b) para todos a,b € Ry para todo n € Zy.

A su vez, esto también puede expresarse en términos de la I'-filtracion
de T(R), ya que es equivalente a que para todos Ay, Ay € T exista algiin
AeTl talque A< A1+ Ay

[R[A1] X R[Az]] € C[N] © Ta(R).

Ademds, observemos que estas condiciones implican que T (R)[0] = C
y que T (R)[dp] = R[dp], donde &y es el menor elemento de I'\{0} tal que
R[60] # 0.

Ejemplo 3.2.4. Toda é&lgebra conforme (c.f. definiciéon 2.2.8) es un
algebra conforme no lineal segin esta definicién, puesto que podemos
tomar I' = {0,1} y asignarle grado 1 a todo elemento de R, obteniendo
asi una I'-graduacién de R (dada por R = R[1]) que claramente satisface la
condicion de grado.

No obstante, existen ejemplos de algebras conformes no lineales que real-
mente son no lineales, es decir que poseen I'-graduaciones no triviales y en
los cuales intervienen elementos de T (R) en el A-corchete. El primero de
estos ejemplos en ser descubierto fue la Ws-édlgebra de Zamolodchikov (ver
[Z]), la cual consiste en

W3 = C[T]L + C[T]W,

donde A(L) =2, A(W) = 3, y el A-corchete se define a partir de

[LaL] = (T+2)\)L+1—62)\3, [LAW] = (T+30W,  [WiaL] = (2T+3\)W,
[WAT] = (T+2)) Cony+ 1 r2p Ly aanyn) e S
AT 22 + 5¢ 3(22 + bc) 6 360"

3.3. Construccion del dlgebra universal envolvente U(R)

Ahora introduciremos en 7 (R) un producto normalmente ordenado y
extenderemos el A-corchete de R a T(R), a través del uso de la cuasi-
asociatividad y de las férmulas de Wick.

Proposicion 3.3.1. Sea R un dlgebra conforme no lineal. Entonces existen
unicos mapas C-lineales

N:T(R)®T(R)— T(R),
Ly:T(R)®T(R) — CIA\|®@T(R),

tales que, para a,b,c € R y A,B,C € T(R), se cumplen las siguientes
condiciones:
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N(1,A) = N(A,1) = A,
N(a,B) =a® B,

N(a® B,C) = N(a, N(B,C)) + N ((/OT i a> LA(B. 0))

LN ((/OT i B) L, 0)> , (3.3.3)

La(1,A) = Ly(A,1) =0, (3.3.4)
L,\(a, b) = [a,\b],
Ly(a,b® C) = N(Ly(a,b),C) + N (b, Ly(a,C))
A
+/O L(Lx(a,b), C)dp, (3.3.6)
Lya®B,C) =N ((eT%) ,L\(B, (J)) +N ((JaAB) ,La(a, C))
A
+/ Lu(B, Ly_u(a,C))dp. (3.3.7)
0
b)
A(N(A, B)) < A(A) + A(B), (
A(Lx(A, B)) < A(A) + A(B

Demostracidn: Vamos a probar por induccién en A = A(A) + A(B)
que N(A, B) y L\(A, B) existen y estan univocamente determinados por las
ecuaciones (3.3.1) a (3.3.7), y que satisfacen las condiciones de grado (3.3.8)
y (3.3.9).

Primero analicemos el caso de N(A,B). Si A € C o A € R, entonces
N(A, B) queda definido por las condiciones (3.3.1) y (3.3.2) respectivamente.
Supongamos entonces que A € T(R)y A ¢ C, A ¢ R, es decir que A = a® A’
cona € Ry A’ € R® R®? @ ---. Observemos que en particular se cumple
que A(a) < A(a) + A(A") = A(A) y de igual forma, A(A") < A(A). Por la
condicién (3.3.3), resulta entonces que

N(A,B) = a® N(A,B) + N <(/OT dx a) LA B))

+N <</0Td)\A’> ,L,\(a,B)>. (3.3.10)

Veamos ahora que los tres términos de la derecha en (3.3.10) estdn
univocamente definidos por hipétesis inductiva. En el caso de N(A', B),
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esto ocurre porque A(A") + A(B) < A; en el caso del segundo término, pri-
mero debemos considerar que, si denotamos Ly(A",B) = > 77, /\(”)A’(n)B

con A’(n)B € T(R) para todo n € Z, entonces

T o
N <(/0 d)\a) 7L>\(A/,B)> - Z_;)]\I(T(n—&-l)a7 /(n)B).

Como A(A’) + A(B) < A, podemos usar la hipétesis inductiva (3.3.9) y
afirmar que A(A’(n) ) < A(A") + A(B). Luego resulta que

A(T"a) + A(A[, B) < AT Va) + A(A) + A(B)
= A(a) + A(4") + A(B)
= A,

lo cual nos permite afirmar que N (7" Vq, A'(n)B) estd bien definido para
todo n € Z4 por hipétesis inductiva, y esto dice que el segundo término
de (3.3.10) se encuentra bien definido. El tercer término se trata de manera
andloga, teniendo en cuenta que 7" actia como una derivacién en 7 (R), y
que esto implica que cada T (R)[A] es un C[T]-submédulo de T(R).

Consideremos ahora el caso de Ly(A,B). Si A € C o B € C, entonces
Ly(A,B) = 0 por (3.3.4). Méas aun, si A, B € R, entonces Ly(A, B) queda
definido por (3.3.5). Esto hace que s6lo queden dos casos por revisar.

El primero de ellos se da cuando A=a € Ry B=b® B conbe Ry
B' € R®R®?@---. En esta situacién, tenemos por la condicién (3.3.6) que

L)\(A,B) = N(L)\(a, b), B/) + N(b, L)\(a, B/))

n /A L, (Lx(a,b), B')dp. (3.3.11)
0

Ahora puede verse de manera andloga a lo hecho anteriormente para
N(A, B) que los tres términos de la derecha en (3.3.11) se encuentran bien
definidos por hipétesis inductiva. Por ejemplo, para el primero tenemos que
N(Lx(a,b), B') = 3"y N(a(m)b, B), y usando la condicién de grado (3.2.3)
de R llegamos a que

Alagb) + A(B) < A(a) + A(b) + A(B') = A.

El segundo y tltimo caso consiste en tomar A = a® A’ cona € Ry
A'B€ R® R*? @ ---. Entonces por (3.3.7) vale que

Ly(A,B) =N ((eTf’Aa) Ly (A, B)) +N (<eT8AA/) ,La(a, B))

A
+ [ LA a0, B
0
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y puede verse de igual forma que en los casos anteriores que los términos de
la derecha de esta tltima expresion se encuentran bien definidos por hipéte-
sis inductiva. O

La Proposicién anterior nos permite definir lo que sera el ideal de T (R)
por el cual cocientaremos para obtener el &dlgebra de vértices U(R) que
queremos definir.

Definicion 3.3.2. Sea R un algebra conforme no lineal. Dado A € T,
definimos el subespacio Ma(R) C T (R) como

MA(R)_SpanC{AQg ((b@c—c@b)@D—N</o

=T

LA(b,c)d)\,D>>:
bce R, A,D € T(R), A®b®c®DeTA(R).}.

Definimos también

M(R) = | Ma(R).

Ael

Observacion 3.3.3. M(R) es un subespacio vectorial de T(R) ya que la
unién es creciente. Ademds, es importante destacar que esta definicién esté
inspirada en (3.1.1), puesto que queremos que la relacién

0
b®c—c®b:/ [bac] dA
-7

con b, ¢ € R se cumpla en el cociente T(R)/M(R).
Ahora podemos definir con precisién el anélogo no lineal del concepto de

algebra de Lie conforme.

Definicion 3.3.4. Un dlgebra de Lie conforme no lineal es un algebra
conforme no lineal R tal que su A-corchete satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Antisimetria
[a)\b] = —[b,,\,Ta] Va,be€ R. (3.3.12)

2. Identidad de Jacobi

Ly(a,L,(b,c))—L,(b,Lx(a,c))—Lxtu(La(a,b),c) € CI\, pl@Mas(R),
(3.3.13)

para todos a,b,c € Ry para algin A" € T" tal que A’ < A(a) + A(b) +
Alc).
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Dada un élgebra de Lie conforme no lineal R, consideremos el espacio
vectorial

U(R) = T(R)/M(R).

En la siguiente secciéon veremos que es posible dar un producto normalmente
ordenado y un A-corchete en U(R) de forma tal que se convierta en un
algebra de vértices. Por este motivo, U(R) se denomina el dlgebra de vértices
universal envolvente asociada a R.

3.4. Estructura de dlgebra de vértices en U(R)

El primer paso para ver que U(R) posee una estructura de dlgebra de
vértices consiste en brindar una accién de T en U(R) para transformarlo en
un C[T]-médulo. Recordemos que 7 (R) es un C[T]-médulo con la accién de
T definida por

T(1)=0, T(A®B)=T(A)®@B+A®T(B) VA BecT(R). (34.1)

Proposicion 3.4.1. Sea R un dlgebra conforme no lineal. Entonces el
endomorfismo T : T(R) — T(R) es una derivacién del producto
N : T(R)®T(R) — T(R). Es decir, para todos A, B € T(R) vale que

TN(A,B) = N(TA,B) + N(A,TB). (3.4.2)

Ademds, el A\-corchete Ly : T(R) ® T(R) — C[\] ® T(R) satisface las
condiciones de sesquilinealidad, es decir que para todos A, B € T(R) wvale
que

LA\(TA, B) = —ALy(A, B), (3.4.3)
LA(A,TB) = (A +T)L(A, B).

En particular, T es una derivacion de L.

Demostracion:  Probaremos ambas afirmaciones por induccién en
A =A(A)+A(B).Si A =0, entonces A, B € C, y no hay nada que probar.
Supongamos entonces que A > 0. Si A € C, las igualdades (3.4.2), (3.4.3)
y (3.4.4) se satisfacen automaticamente. Por lo tanto, resta considerar sélo
los siguientes casos:

1. A=a € R,
2. A=a® A, cona € Ry A€ ROR®?® - ..

Caso 1. La ecuacién (3.4.2) se sigue de (3.4.1), puesto que
N(a,B) = a ® B. En relacién a las otras dos igualdades, observemos que
para B € C son triviales, y para B € R valen por (3.3.5). Supongamos
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entonces que B=b® B, conbe Ry B'€¢ R® R®? & ---. Ahora debido a
(3.3.6) y a la hipétesis inductiva, tenemos que

A
Ly(Ta,B) = N(Lx(Ta,b),B") + N(b,Lx(Ta, B")) +/0 L,(Lx(Ta,b),B")du

A
= —AN(Ly(a,b), B') — AN(b, Ly(a, B')) — /\/O L (Lx(a,b), B') du

= —ALy(a, B).
De manera similar resulta que

Lx(a,TB) = L\(a,Tb® B') + Ly(a,b® TB')

A
= N(Lyx(a,Tb), B') + N(Tb, L(a, B")) +/0 L,(Lx(a,Tb),B")dp

+ N(Lx(a,b),TB') + N(b, Lx(a, TB")) + /A L,(Lx(a,b), TB') dp
0

= N((A+ T)Lx(a,b), B) + N(b, (A + T)Ly(a, B'))

+ N<L/\(a7 b)7 TB/) + N(b7 <)‘ + T)L)\(CL, B/))

A A
[ 0= LuEa@ b B it [ TIL(L(a.D). B di
0 0

= AN(Lx(a,b), B') + TN (b, Ly(a, B')) + AN(b, Lx(a, B))
+TN(Ly(a,b),B) + (A +T) /A L,(Lx(a,b), B) du
0

= (A+T)Lx(a, B).

Caso 2. Debido a la ecuacion (3.3.3), a las condiciones de grado (3.3.8)
y (3.3.9) y a la hipdtesis inductiva, tenemos que

T
TN(A,B) = TN(a, N(4, B)) + TN </ A a,L,\(A’,B)>
0
+TN( dNA', Ly(a B>
= N(Ta,N(A',B)) + N(a,N(T A, B)) + N(a, N(A', TB))

([ arassitm) o ([ wasri.n)
+N</O d)\aLAA’TB>+N</O d)\TA’LAaB>
( )

T
+N</ d)\A’LATaB>+N / d\ A, Ly(a, TB)
0 0

=N(Ta® A,B)+ N(a®TA',B) + N(a® A, B)
— N(TA,B)+ N(A,TB).
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Similarmente, usando la relacion e\ = (A + T)eT9, vale que
L\(TA,B)=Ly(Ta® A", B) + Lx(a®@ TA’, B)
- N (eTBATa) LA B)> +N ((Jaw) ,L(Ta, B))
YN ((eT%) L LA(TA B)) +N ((eTaATA’>  La(a, B))
+ /0A Lu(A', Ly—y(Ta, B)) dp + /0A Ly(TA, Lx-u(a, B)) du
= N (T ("a) ,LA(4, B)) + N (=2 = T) (7% 4") Ly (e, B) )
+N ((—)\ —T) (eT%) L La(A, B)) +N <T (eTBAA’) ,La(a, B)>
-/ (= VLA Ly, B)) - / LA Ly (0 B) dp
= —AL\(4, B).
Finalmente,

LA(A, TB) = N ((eT%) ,L\(A',TB) ) +N ((aTaAA) La(a TB))
+//\LM A Ly_u(a, TB))dp
0

_N (()\+T) (eT@ ) La(A, B ) +N (( T%) ,TLA(A’,B)>
N (()\ +7) ( Ta*A’) ,B)) ((eTBAA’) ,TLy(a, B))

A
+/ (A+T)Lu(A', Ly_(a, B)) dp
0

AN ((6T6Aa> L La(A, B)) +TN ((eTBAa) L (A, B))
+ AN ((eTaAA/) , Lx(a, B)) +TN ((eTa*A’> , Lx(a, B))

A
L+ T) /0 L(A', Ly (a, B)) dp
~ A+ T)LA(A, B).

O
Una consecuencia inmediata de esta Proposicién es lo siguiente:

Corolario 3.4.2. Los subespacios Ma(R) C T(R) son invariantes bajo la
accion de T para todo A € T'. En particular, TM(R) C M(R).

Gracias a esto, definiendo 7 : T(R) — U(R) como la proyeccién
canénica, queda bien definida una accién de 7" en U(R) mediante

T(r(A)) = m(TA).
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Decimos en este caso que la accién de T en T (R) induce una accién de T en el
cociente U(R). Ahora queremos ver que las aplicaciones N y Ly inducen en
U(R) un producto normalmente ordenado y un A-corchete respectivamente,
y que éstos cumplen con las propiedades necesarias para que U(R) sea un
algebra de vértices (de acuerdo al Teorema 2.6.5).

Para comprobar esto, introduciremos una notacién que permitiré escribir
de forma sucinta todas estas condiciones, y simplificard las cuentas. Dados
A, B,C € T(R), definimos

sn(A, B,C) = N(A,N(B,C)) — N(B,N(A,C))

([ mamn).c).

SI(A, B; A) = Ly (A, B) 4 Loy_1(B, A),
J(A,B,C; )\7/~L) = L)\( ( )) - LM(B7L)\(A70)) - L)\—HL(L)\(A? B)7C)7
Q(A,B,C)=N(N(A,B),C)— N(A,N(B,C))

—N</0Td)\A,L,\(B,C)> —N(/OTd)\B,L)\(A,C)>,

Wl(A,B,C; >‘) = L)\(A,N(B,C)) - /A L;L(L)\(Av B)7C) d,u
0
— N(Lx(A,B),C) — N(B,Ly\(A, (),

W"(A, B,C;\) = Ly(N(A, B),C) — /A Lu(B, Lx—u(4,C)) dp
0
~N <(€Ta>‘A> ,Ly(B, (J)) ~N ((eTa*B> Ly (A, C)) :

De esta manera, podemos reescribir las ecuaciones que definen a los
mapas N : T(R) @ T(R) — T(R) y Ly : T(R) ® T(R) — C[\| ® T(R)

(cuasiasociatividad y férmulas de Wick) como
Q(a,B,C) =0, Wi(a,b,C;)\) =0, W"(a,B,C;\) =0,

para todos a,b € Ry B,C € T(R). Asimismo, el axioma de sesquilinealidad
y la condicién de Jacobi que definen a las algebras de Lie conformes no
lineales pueden ser escritos como

sl(a,b2) = 0, J(asb, i\ ) € CIA 1] © M (R),

para todos a,b,c € Ry para algin A’ € T tal que A’ < A(a) + A(b) + A(c).
Finalmente, los subespacios Ma(R) C T(R) con A € I' pueden definirse
como

MAa(R) = spanC{A@)sn(b, ¢,D): A,DeT(R),b,ce R, A(A®b®c® D) < A}.

En el siguiente Lema reuniremos los resultados fundamentales para la
demostracién de que U(R) es un algebra de vértices. Daremos una idea de
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la demostracién, ya que la mayoria de los calculos involucrados son andlogos
entre si. La demostracién completa puede encontrarse en [DSK, Lemma 4.5].

Lema 3.4.3. Para todos A1, Ao € 1" valen las siguientes inclusiones:

N(TA1 (R)’ Ma, (R)) C Ma,+a, (R)’
N(MA1 (R)7 Tas (R)) C Ma,+a, (R)

Ademds, existe un A" € T' con A" < Ay + As tal que

L(Ta,(R), Ma,(R)) € C[A] @ Mar(R), (3.4.7)
Lx(Ma,(R), Tay(R)) € C[A] @ Mar(R), (3.4.8)
sI(Ta, (R), Ta,(R); ) € C[\] ® Mas(R). (3.4.9)

Por otro lado, para todos A1, Ag, Az € T" se cumple que

Q(TA1 (R)7 Tas (R)7 Tas (R)) C Ma, 485443 (R)7 (3'4-10)
Sn(TA1 (R)7 TA2 (R)7 TA?, (R)) - MA1+A2+A3 (R) (3'4'11)

Ademds, existe un A’ € T' con A < A1+ Ag + Az tal que

WH(Ta, (R), Tays (R), Ta, (R); A) € C[A] @ Mar(R), (3.4.12)
W'(Ta, (R), Ta,(R), Tas(R); ) € C[A] @ Mar(R), (3.4.13)
J(Ta, (R), Taz (R), Tag (R); A, 1) € C[A, p] @ Mar(R). (3.4.14)

Idea de la demostracion: Se prueba por induccién en A € T" que existe un
A" < A tal que para todos A, B,C, D, E € T(R) se cumplen las siguientes
condiciones:

Q(A,B,C) e Ma(R), siA(A)+ A(B)+A(C) <A,
WA, B,C;)\) € C[\] @ Mar(R), si A(A)+ A(B) + A(C) < A,
W'(A,B,C;\) € CIA] @ Mar(R), si A(A)+A(B)+ A(C) <A,
J(A,B,C; A, ) € CA, p] @ Mar(R), st A(A) + A(B) + A(C) < A,

N(A E) € Ma(R), siA(A)+A(E) <A,
N(E,D) € Ma(R), siA(D)+A(E) <A,

Ly(A,E) € CI\| @ Mar(R), siA(A)+A(E) <A,

LA\(E,D) € C[\| @ Mas(R), si A(D)+A(E) <A,

sn(A, B,C) € Ma(R), siA(A)+ A(B)+A(C) <A,

sI(A, B; \) € C[\] ® Mar(R), si A(A) +A(B) < A.

Para A = 0 no hay nada que probar, asi que podemos tomar A > 0.
Supongamos por hipétesis inductiva que estas condiciones valen para todo
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A < A. Para cada una de estas expresiones, debemos encontrar un Al <A
para el cual se cumplan, y luego de ello podemos tomar el maximo de todos
los A} como el A’ buscado. Veremos cémo hacer esto en uno de los casos (el
correspondiente a Wl), dado que los otros son muy similares y pueden verse
en [DSK, Lemma 4.5].

Para A € C no hay nada que probar. Por lo tanto, vamos a analizar por
separado los siguientes casos:

1. A=a € R.
2. A=a® A conac RyA € ROR*?---.

Caso 1. Si A =a € R, tenemos que para B € C la condicién es trivial,
y para B = b € R vale por (3.3.6), ya que W'(a,b,C;\) = 0. Tomemos
entonces B=b® B, conb € Ry B ¢ R®R® @ ---. En este caso, es
posible calcular® que

W'(a, B,C;\) = N(b,W'(a, B',C; \)) — Q(Lx(a,b), B/, C)

A T
+/ W (Ly(a,b), B',C; ) dpu + W' <a/ dp,B’,L“(b,C);)\>
0 0

A T
—/ WT(LA(a,b),B’,C;M)dquN(/ dub,J(a,B’,C;A,u)>
0 0

T P —
+N< / duBﬁJ(a,b,c;A,u)) s [ s, B G dvi
0 0

0
Ahora por la hipétesis inductiva, cada término de la derecha pertenece
a Ma/(R) para algin A’ < A.

Caso 2. En este caso, es posible obtener la siguiente igualdad:”
WA, B,C;\) = N ((eTf‘)Aa) WA, B, C: )\)) YN ((eTf)AA’) ,W(a, B, C; A))
o) ((eTa*A’) ,L(a, B), 0) +sn ((eT%) ,B,LA(A’,C))
+sn ((eTf)AA') ,B, Ly(a, 0)) + /0A L(A' W (a, B,C; X — ) dp
A T TOx A .
_/0 W% ((e A) ,LA(a,B),C,,u) du
+/A WA, Ly_,(a, B),C; p) du
0
+/AWZ(A”B,LA—M(@70);M) dp.
0

A A
s [T L e B, G v
0 0

5Ver [DSK, Lemma 4.4, Eq. 4.8].
"Ver [DSK, Lemma 4.4, Eq. 4.9].
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Nuevamente podemos ver que, gracias a la hipétesis inductiva, todos los
términos del miembro derecho de esta ecuacién pertenecen a Mas(R) para
algin A’ < A, lo cual concluye la prueba de que existe un A’ < A tal que

WI(A, B,C; \) € C[A\] @ Mar(R),
para todos A, B,C € T(R) tales que A(A) + A(B) + A(C) < A. O

Ahora estamos listos para probar el Teorema méas importante de este
capitulo.

Teorema 3.4.4. Sea R un dlgebra de Lie conforme no lineal. Consideremos
el espacio vectorial U(R) = T(R)/M(R), y denotemos por m : T(R) —
U(R) a la proyeccion candnica.

Entonces existe una estructura de dlgebra de vértices en U(R), en la cual
el vector vacio |0) es w(1), el operador de traslacion T : U(R) — U(R) es
inducido por la accion de T en T(R):

T(r(A)) = n(T(A)) YAeT(R), (3.4.15)
el producto normalmente ordenado en U(R) es inducido por N :
:7(A)w(B) :=n(N(A,B)) VA, BEeT(R), (3.4.16)
y el A-corchete [5] : U(R) ® U(R) — C[\| @ U(R) es inducido por Ly
[m(A) x7(B)] = n(LA(A,B)) YA, BeT(R). (3.4.17)

Demostracion: Ya habiamos visto que (3.4.15) define una accién de T  en
U(R). Ahora podemos ver que el producto normalmente ordenado (3.4.16)
estd bien definido, puesto que si 7(A) = 7w(A) y 7(B) = w(B), entonces
tenemos que

7m(N(A,B)) = n(N(A,B)) +n(N(A,B — B)) + n(N(A— A, B))
7(N(A, B)).

Aqui hemos usado tanto (3.4.5) como (3.4.6), es decir que M(R) es un
ideal bildtero en 7 (R) con respecto al producto N. Andlogamente, (3.4.7)
y (3.4.8) dicen que también es un ideal con respecto a Ly, por lo cual el
A-corchete dado por (3.4.17) estd bien definido.

Gracias a la Proposicién 3.4.1, resulta que T es una derivacién de
este producto normalmente ordenado en U(R), y por (3.3.1) tenemos que
|0) = m(1) es la unidad del mismo. Por otro lado, la Proposicién 3.4.1
también dice que U(R) es un algebra conforme con respecto al A-producto
(3.4.17), y es de hecho un élgebra de Lie conforme gracias a (3.4.9) y (3.4.14).

Por ultimo, la férmula de Wick (2.6.4), la antisimetria del producto
normalmente ordenado (2.6.5) y la cuasiasociatividad (2.6.6) se cumplen
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gracias a (3.4.12), (3.4.11) (tomando C' = 1) y (3.4.10) respectivamente.
Por ejemplo, la cuasiasociatividad se obtiene de la siguiente forma: dados
A,B,C € T(R), vale que

D m(A)n(B) )m(C) : — - w(A)(: (B
= m(N(N(A, B) C) - N(A,N(B,C))

77( < ANA, Ly(B, 0)> </0Td)\B,LA(A, C)> +Q(A,B,C))
- (

)m(C):) i =
)

OTdm ) (B)M(C)]:+:< /fdM(B)) [r(A)A7(C)] .

O

Para concluir esta seccién, veremos un resultado que serd de utilidad en
el capitulo siguiente.

Proposicion 3.4.5. Sea R un dlgebra de Lie conforme no lineal. Entonces
el mapa L : T(R)® T(R) — T(R) definido por

L(A,B) = /OT La(A, B)dA, (3.4.18)

para todos A, B € T(R) cumple la propiedad de antisimetria:
L(A,B)+ L(B,A) € Ma/(R), (3.4.19)

para todos A, B € T(R) y para algin A" < A(A)+ A(B), y también cumple
la condicion de Jacobi:

L(A,L(B,C)) — L(B,L(A,C)) — L(L(A,B),C) € Ma/(R), (3.4.20)
para todos A, B,C € T(R) y para algin A" < A(A) + A(B) + A(C).

Demostracion: Sean A, B,C € T(R). La propiedad de antisimetria vale
porque

0 0

Ly(A, B)d\ + / Lx(B, A)d\
=T

L(A,B) + L(B, A) :/

=T

0 0
:/ LA(A,B)d/\—/ L_x-7(B,A)d\

-T =T

0
:/ sl(A4, B;\)d\ € Ma/(R),

-T

para algin A’ < A(A) + A(B), gracias a (3.4.9).
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Por otro lado, para probar que la condiciéon de Jacobi es valida, primero
observemos que

L(A, L(B,C)) :/O I <A, /O L,.(B,C) du> dx
0 0
_ / / Ln (A, Lu(B, C)) dudA.

Similarmente, tenemos que

L(B,L(A,C)):/O /0 L, (B, Ly(A,C)) dAdp.

:/0 /_A_ L, (B, Ly(A,C)) dudn.

Por ltimo,

L(L(A, B),C) :/0 L, /0 LA(A,B)dA,C> dp

=/O /OLu(LmA,B),c)dAdu
-T7Ju
| a4 B).C)duar

0 0
- / / Lsu(LA(A, B), C) dpud.
De esta manera, resulta que

L(A,L(B,C)) — L(B,L(A,C)) — L(L(A,B),C) =

0 0
= [ [ saBcawduir e Mam),
T J-\-T

para algin A’ < A(A) + A(B) + A(C), por (3.4.14). O

3.5. La propiedad universal de U(R)

En esta seccion veremos el resultado andlogo a la Proposicién 3.1.4 para
el caso no lineal.

Definicion 3.5.1. Un homomorfismo de dlgebras de Lie conformes no
lineales ¢ : R — R’ es un homomorfismo de C[T]-médulos que preserva la
I-graduacién y tal que el homomorfismo de dlgebras asociativas ¢ : T(R) —
T(R') inducido naturalmente por ¢ cumple que para todos A, B € T(R)
existe un A < A(A) + A(B) de manera que se satisfacen las siguientes
condiciones:

O(N(A, B)) = N'($(A), 4(B)) € Ma(ayram)(R), (3.5.1)
S(LA(A, B)) — Ly($(A), 6(B)) € CIN] © Ma(R). (3.5.2)
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Definicion 3.5.2. Un homomorfismo de dlgebras de vértices 1 : V — W es
un homomorfismo de C[T]-mddulos que preserva tanto el A-producto como
el producto normalmente ordenado.

Estas dos nociones estan muy relacionadas entre si, como veremos en el
siguiente resultado.

Proposicién 3.5.3. Sea ¢ : R — R’ un homomorfismo de dlgebras de Lie
conformes no lineales. Entonces para todo A € T vale que

(Ma(R)) € Ma(R)). (3.5.3)

En  particular, ¢ induce un homomorfismo de dlgebras de wvértices
v :U(R) — U(R).

Demostracion: Dados A,D € T(R) y b,c € R tales que se cumple que
A(A) + A() + A(e) + A(D) < A, tenemos que

¢§<A® <(b®c—c®b)®D N</O Ly(b,c) dX, D>>>

=) & ((6(8) @ 0(0) = o(c) @ ) @ (D) - (/ IA(60).0(0) 7. 6(D) ) )

—&(A)®($<N</_OLAbcd)\D>) </ ngLAbc))dAD))

~sre v ([ (3eat.0) - (601 60)) ar.60)).

=T

Por lo tanto, para probar (3.5.3) basta con ver que los tres términos
de la derecha en esta igualdad estdn en Ma(R'). Para el primero de ellos
esto ocurre por definicién, y porque QNS preserva la I'-graduacién. El segundo
término puede escribirse como

S 648 (3 (N (T b)), D) ) = 3 (1) (6(8) 6. D) )
n=0

Por (3.5.1), el grado de cada uno de estos sumandos es menor o igual a

A(S(A)) + A((=T) D (baye)) + A(D) = A(A) + A(bye) + A(D)
< A(A) + A(b) + A(e) + A(D)
<A,

asi que este segundo término estd en Ma(R’). Finalmente, puesto que por
(3.5.1) existe un A’ < A(b) + A(c) tal que

0
| (62abe) = L5(00).6(e)) dx € MR,

-T
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podemos hacer uso de (3.4.6) y concluir que el tercer término también estd
en Ma(R).

Esto concluye la prueba de (3.5.3). Gracias a esta inclusién, podemos
definir un mapa ¢ : U(R) — U(R') mediante

b(m(A)) =7'(¢(4)) VAeT(R),

con 7, 7' las respectivas proyecciones canénicas. Es inmediato a partir de las
definiciones (3.4.16) y (3.4.17) chequear que esta aplicacion es un
homomorfismo de dlgebras de vértices. U

En la siguiente Proposicién veremos la propiedad universal que satisface
U(R), de la cual deriva su nombre.

Proposicion 3.5.4. Sean R un dlgebra de Lie conforme no lineal y V un
dlgebra de vértices. Sea ¢ : R — V' un homomorfismo de C[T]-mddulos tal
que si lo extendemos a una aplicacion C-lineal ¢ : T(R) — V mediante

Pla1 @+ ®ap) =: ¢(ar) -+ - d(ay) :, se tiene que

¢(La(a, b)) = [¢(a)rp(b)] Va,be R. (3.5.4)

Entonces existe un unico homomorfismo de dlgebras de vértices
Y :U(R) — V tal que el siguiente diagrama conmuta:

Demostracién: Primero, es necesario ver que la aplicacién ¢ : T(R) — V
cumple que

O(N(A,B)) =: $(A)p(B) : v (LA(A,B)) = [$(Ad(B)]  (3.5.5)

para todos A, B € T(R). Esto puede hacerse facilmente por induccién en
A = A(A) + A(B), puesto que para A, B € R las igualdades se cumplen
por hipétesis, y para el resto de los casos pueden usarse las férmulas (3.3.2),
(3.3.3), (3.3.6) y (3.3.7) para poder utilizar la hipdtesis inductiva.

Ahora podemos definir el mapa 1 : U(R) — V mediante

Y(n(A)) = $(A) VA€ T(R).
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Este se encuentra bien definido porque ¢ (M(R)) = 0, y esto a su vez
ocurre debido a la hipétesis (3.5.4), puesto que

$<A®<(b®c—c®b)®D—N</OTL,\bc d\ D>>)

=3 (+ (- o010(0)  ~ < o(cIo): - / 606(] 07 ) 3D) ) :

=0,

donde la ultima igualdad vale por (2.6.5). Ademads, esta aplicacién es un
homomorfismo de algebras de vértices gracias a (3.5.5). La unicidad es
inmediata. (]

Observacion 3.5.5. Si R es un algebra de Lie conforme (lineal), entonces
la propiedad universal dada por la Proposicion 3.1.4 se deduce de la que
acabamos de ver, puesto que si ¢ : R — W es un homomorfismo de algebras
conformes, entonces se cumple la condicién (3.5.4).
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4. Una generalizacion del Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt

En este capitulo daremos un resultado analogo al Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt (el cual se cumple para dlgebras de Lie), de manera tal que
se pueda extender su validez a las algebras de Lie conformes no lineales
estudiadas en el capitulo anterior. Para ello, seguiremos basidndonos en el
articulo [DSK].

Recordemos que este Teorema establece lo siguiente:

Teorema (PBW): Sea g un élgebra de Lie, y sea A = {a; : i € Z} una
base ordenada de g. Sea U(g) el dlgebra universal envolvente asociada a g,
y sea 7 : T (g) — U(g) la proyeccién canénica. Entonces el conjunto

B = {W(ai1®---®ain) < < .- Sin,n€Z+}
constituye una base para U(g).
Para comenzar, tomemos un algebra de Lie conforme no lineal R, y sea

A = {a; : i € Z} una base ordenada de la misma.
Definimos el conjunto auxiliar

B=1{a,®  ®a, :i1<is<-<ip,n€Li}.

A su vez, denotaremos B[A] = BNT(R)[A] y Ba = BNTa(R) para cada
A € I'. Finalmente, definimos el conjunto que queremos probar que es base

de U(R) como B = w(B). Un élgebra de vértices V' tal que B es una base de
V sobre C se dice libre® sobre R.

En el siguiente lema veremos que B es un conjunto de generadores de

U(R).

Lema 4.1. Para todo A € T wale que todo elemento E € Ta(R) puede
descomponerse como
E=P+ M, (4.1)

donde P € spanCBA y M € MA(R). Es decir, vale que
Ta(R)/Ma(R) = spancm(Ba) VYA €T.
Por lo tanto, se cumple que

U(R) = spancB.

8Ver [DSK, Definition 2.6]
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Demostracion: Basta con probar que vale (4.1) para monomios en 7 (R)[A],
es decir, elementos de la forma

F = aj, (ORI aj, € T(R) [A], (4.2)

donde A € I' y aj,,...,a;, € A. Definimos el nimero de inversiones de E
como
dE)={(p.q) : 1<p<q<ny >}l

Probaremos que E posee una descomposiciéon como en (4.1) mediante
induccién en el conjunto de todos los pares de la forma (A, d) tales que
existe algin E € T(R)[A] con d = d(F), ordenado lexicograficamente.

Sea (A, d) fijo en este conjunto, y asumamos que todo par (A, d) menor
a ¢l satisface la hipdtesis inductiva. Tomemos un E € T (R)[A] de la forma
(4.2) con d = d(E). Si d = 0, entonces E € B[A], y no hay nada que probar.
Supongamos entonces que d > 1, y sea p € {1,...,n — 1} tal que j, > jp41-
Ahora, por definicién de Ma(R), tenemos que

E=a;® - ®aj,,®a,® q

0
+a;,® - -@N </ [aj, X aj,1 ] AN, aj, ®---®ajn> mod Ma(R).
-7

El primer término en el lado derecho posee grado A y d — 1 inversiones,
mientras que el segundo término pertenece a Ta/(R) para algin A’ < A, asi
que por hipétesis inductiva ambos poseen una descomposicion. O

Consideremos ahora el espacio vectorial U cuya base es el conjunto B , s
decir .
u=Epca

A través de los siguientes lemas, veremos que U(R) es isomorfo a U
como espacio vectorial, con lo cual tendremos probado el resultado al que
queremos llegar.

Lema 4.2. Eziste una tnica aplicacion C-lineal o : T(R) — U tal que
1. o(A) = A para todo A € B,
2. M(R) C Ker o.

En particular, o induce un mapa & : U(R) — U que hace conmutativo el
stguiente diagrama:

T(R)/a u
U(R)
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Demostracion: Para probar esto, veremos que existe una tinica coleccion
de aplicaciones C-lineales oa : TA(R) — U con A € T tal que:

(1) 00(1) =1,y si A’ <A, entonces UAlTA/(R) =on/,

(2) o(A) = A para todo A € B[A],
(3) Ma(R) C Ker oa.

Si tal coleccién existiera, simplemente definirfamos el mapa o : T(R) — U
como

J‘TA(R) =opn VAel.

La condicién o¢(1) = 1 determina por completo a og, y como My(R) = 0,
esta aplicacién satisface todos los otros requerimientos. Tomemos ahora un
A > 0, y supongamos que oas estd univocamente definida y satisface las
condiciones (1)-(3) para todo A" < A.

Unicidad de on. Dado un monomio F = aj, ® --- ® a;, € T(R)[A],
mostraremos que oa(FE) estd univocamente definido por induccién en el
mismo conjunto que utilizamos en la demostracién del Lema anterior, dado
por los pares (A,d) con el orden lexicografico. Para d = 0, tenemos que
E € Ba, asi que oa(E) = E por la condicién (2). Tomemos entonces d > 1,
y sea p € {1,..,n — 1} el menor entero tal que j, > jp41 (es decir, el
correspondiente a la inversién que se encuentra més a la izquierda en F).
Por la condicién (3) y por la definicién de Ma(R), tenemos que

oa(E) =oalaj; @ ®aj,,, ®aj, Q- Daj,) (4.3)
0
toa <aj1 ®---@N </ I:aijajp-&-l] d)‘aajp+2 - ® ajn)) .
-7

Ahora bien, observemos que aj, ® -+ ® aj, ., ® aj, ® --+ @ aj, es de
grado A y posee d — 1 inversiones, mientras que el tensor en el cual esta
siendo evaluada oa en el segundo término posee grado menor estricto que
A. Por lo tanto, la hipétesis inductiva nos permite afirmar que ambos estdn
univocamente definidos por las condiciones (1)-(3), y entonces oa(E)
también lo esta.

FExistencia de oan. Es posible definir recursivamente la aplicacién
C-lineal oa, partiendo de imponer la condicién (2) y aplicando sucesiva-
mente la féormula (4.3) (respetando el orden lexicografico). De esta manera,
obtenemos para cada A € I un mapa que satisface las condiciones (1) y (2),
asi que sdlo falta probar que vale (3).

Por definicion de Ma(R), basta con ver que para todo monomio
E=uaj ® --®aj, € T(R)[A] y para todo g € {1,...,n — 1} vale que

oa(aj, @ @ aj, @sn(az,, 4,1, Qg @ @ag,)) =0, (4.4)
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Por la antisimetria del A-corchete, podemos asumir que j; > j4+1. Ademads,
si ocurriera que j; = jg+1, tendriamos que fET[ajq A, ]dXN = 0 (por la
Proposicién 3.1.1), asi que en este caso (4.4) se satisface trivialmente. Por lo
tanto, podemos asumir que (jg, jq+1) €s una inversién de E, y en particular
d=d(F)>1.

Queremos probar (4.4) por induccién. Sea (jp, jp+1) la inversién de E
que se encuentra més a la izquierda. Si p = ¢, (4.4) vale por construccién.
Luego basta con analizar los casos p < q¢—2yp=gq— 1.

Caso 1. Supongamos que p < ¢q — 2. Para simplificar los célculos,
reescribiremos
EFE=AQ¢cb3D® fRe® H,
donde A = aj, ® -+ ® Ajp_15 C = Qjp, b= Ajpy1s D = Ajpio @ - D Ajy_ys
f=a,e=a;,y H=a,®  ®aj. Ademds, haremos uso de la
aplicacién L : T(R) ® T(R) — T(R) definida por (3.4.18). Ahora el lado
izquierdo de (4.4) puede escribirse como

oA(ARcRbRDRfRe®H)—oaA(A®cRb®D®e® f@ H) (4.5)
—oA(A®c®@b® D ® N(Le, f),H)).

Por definicién de oa, el primer término de (4.5) es igual a

AARbRcRD® fRew H) (4.6)
+oA(A® N(L(c,b),D® f @ e @ H)).
Por otro lado, A®c®bR DRe® f® H tiene grado A y d—1 inversiones,

por lo que podemos usar la hipdtesis inductiva para reescribir el segundo
término de (4.5) como

—oA(A®bRc®D®e® f® H) (4.7)
—oa(A® N(L(e,b), D@ e® f @ H)).

Por dltimo, como A ® c®b® D ® N(L(e, f), H) posee grado A" < A,
podemos usar la condicién oa ‘TA/( R) = O junto con la hipétesis inductiva

para escribir el tercer término de (4.5) de la siguiente manera:

—oA(A®b®c® D@ N(L(e, f), H)) (4.8)
— oA(A® N(L(c,b),D @ N(L(e, f), H))).

Combinando las expresiones (4.6), (4.7) y (4.8), resulta que (4.5) adopta
la siguiente forma:

oA(ARbRc@D®sn(f,e,H))+oa(A®R N(L(c,b), D@sn(f,e, H))). (4.9)

El primer término de (4.9) es cero debido a la hipétesis inductiva,
puesto que AR c® D ® f®e® H tiene grado A y d — 1 inversiones.
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Por otra parte, en el segundo término de esta expresién, el argumento de oa
pertenece a Ma/(R) para algin A’ < A as{ que también se anula por la
hipétesis inductiva. De esta manera (4.9) se anula, y por lo tanto vale (4.4).

Caso 2. Supongamos que p = g—1. Para mayor simplicidad, escribiremos
EF=ARc®b®a® D,

en donde A = aj ® --- ® aj, 4, C = ajp,, b = Aj,qy @ = Qj, 5 Y
D = aj, ; ® - ® aj,. Ahora el lado izquierdo de la expresién (4.4)
puede reescribirse como

oA(A®RcRbRa®@D)—oA(ARcRa®b® D)—oa(A®c® N(L(b,a),D)).
(4.10)
Mediante la aplicaciéon reiterada de la hipdtesis inductiva, podemos
realizar las siguientes manipulaciones en el primer término de (4.10):
oA(ARc®b®a®D)=0A(ARbRc®a® D)+ oa(A® N(L(c,b),a ® D))
=oA(ARbRa®c® D)+ oa(A®Rb® N(L(c,a), D))
+0a(A® N(L(c,b),a® D))
=oA(ARa®bRc® D)+ oa(A® N(L(b,a),c® D))
+oA(A®b® N(L(c,a),D)) + oa(A® N(L(e,b),a® D)).
Similarmente, en el segundo término de (4.10) podemos hacer lo
siguiente:
—oA(ARcRa®b®D)=-0A(ARa®c®@b® D) —oa(A® N(L(c,a),b® D))
=—0A(A®a®b®c® D) —oa(A®a® N(L(c,b), D))
—oaA(A® N(L(c,a),b® D)).
De esta manera, luego de cancelar el sumando cA(A®Ra®b®c® D) que
se repite, podemos expresar a (4.10) como
oa(A® (N(L(e,b),a® D) — a® N(L(c,b), D))) (4.11)
+oa(A® (b® N(L(c,a), D) — N(L(c,a),b® D)))
+oa(A® (N(L(b,a),c® D) — c@ N(L(b,a), D))).
Pero si observamos que
A® (N(L(e,b),a® D) — a® N(L(c,b), D)) =
— A® N(L(a, L(c,b)), D) + A® sn(a, L(c,b), D),

y que algo similar puede decirse acerca del segundo y tercer términos de
(4.11), podemos usar la hipétesis inductiva y deducir que la expresién (4.11)
puede reescribirse como

oa(A® (N(L(b,L(c,a)),D) — N(L(a, L(c,b)), D) — N(L(c, L(b, a)), 1(3))).)
4.12
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Pero por otro lado, gracias a (3.4.19) y (3.4.20) tenemos que
L(L(b,c),a) — L(a, L(c,b))

L(L(b,c),a) + L(a, L(b, c))
0 mod M3, (R),

L(b, L(¢,a)) — L(a, L(¢,b)) — L(c, L(b,a))

para algin A’ < A(a) + A(b) + A(c), y gracias a ello existe un A’ < A tal
que el argumento de oa en (4.12) estd en Ma/(R). Por lo tanto, debido a
la hipétesis inductiva y a la condicién (1), resulta que la expresién (4.12) se
anula, y esto muestra que (4.4) vale. O

Lema 4.3. Si 0 es la funcion dada por el Lema 4.2, entonces vale que el
mapa @ : U(R) — U inducido por o es un isomorfismo de espacios vectoria-
les.

Demostracion: Por definicién, @ es sobreyectiva. Por otro lado, existe
una correspondencia natural @ : & — U(R) que le asigna a cada elemento
A=a; @ - ®a;, €B el elemento 7(A) =: a;, ---a;, : € BC U(R). Por el
Lema 4.1, esta aplicacién también es sobreyectiva. Ademés, la composicién

U5 UR) - U

es la identidad (por definicién de @ y 7). De aqui es sencillo concluir que
tanto @ como 7 son biyectivas. O

Los lemas anteriores tienen como corolario inmediato el siguiente
resultado, el cual como ya hemos mencionado constituye una
generalizacion del Teorema de Poincaré-Birkoff-Witt enunciado al comienzo
de este capitulo.

Teorema 4.4. Sea R un dlgebra de Lie conforme no lineal, y sea
A = {a; : i € I} una base ordenada de R. Sea U(R) el dlgebra de
vértices universal envolvente asociada a R (dada por el Teorema 3.4.4), y
sea m: T(R) — U(R) la proyeccion candnica. Entonces el conjunto

B—{ (a;, ® '®ain)1i1§i2§"'§in7nez+}

constituye una base para U(R).
Es decir, U(R) es un dlgebra de vértices libre sobre R.
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