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Resumen

ste trabajo se enfoca en el diseno de dispositivos termo-electro-mecanicos

mediante técnicas de disefio 6ptimo. En particular, se considera la utilizacion

de una técnica de optimizacién estructural topoldgica basada en el concepto de
derivada topologica. El objetivo particular de este trabajo es obtener disefios geométricos
6ptimos (segiin alguna medida de desempeno) de actuadores electro-termo-mecénicos,
considerando el efecto de calentamiento Joule en un sistema eldstico. El analisis
se focaliza en problemas de diseno bidimensionales usando modelos cinematicos y
constitutivos lineales acoplados débilmente. Este acoplamiento se manifiesta cuando
el campo de solucién del problema eléctrico afecta al problema térmico a través de
la propiedad constitutiva de conduccién eléctrica y, a su vez, este genera deformacion
eldstica (problema mecénico) debido a la expansién térmica.

En el andlisis asintético se utiliza una técnica novedosa que permite tratar problemas
lineales, como asi también los no lineales, considerando una perturbacién circular en
las propiedades constitutivas de los materiales. La principal herramienta de la técnica
consiste en escribir todo el problema de optimizacion topoldgica con un formalismo
Lagrangeano, desde el punto de vista de optimizacién, para luego realizar las variaciones
del funcional. Una vez completada esta etapa, se procede a estudiar la sensibilidad a
un cambio topoldgico del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, utilizando una
técnica clasica, tanto para los estados directos como los adjuntos. Todo ello permitié
obtener una forma analitica y cerrada de la derivada topoldgica para esta clase particular
de problemas de ingenieria.

Se presenta una justificacién matematica rigurosa de la expansion asintotica
topolégica de la funcién de costo realizando estimativas precisas de los residuos de dicha
expansion.

Se realiz6 también un procedimiento numérico para la validaciéon de la expresién
analitica de la derivada topoldgica obtenida, mostrando una buena concordancia entre
la aproximacién numérica y el valor tedrico.

Tanto en la validacién numérica como en los ejemplos de aplicacién considerados
en esta tesis, las soluciones de las ecuaciones de estado (tanto directo como adjunto)
se obtienen mediante el método de los elementos finitos. La solucién computacional
del problema de disefio 6ptimo de los dispositivos se logra mediante un algoritmo de
optimizacion topolégica basado en la evolucién de curvas level-set guiadas por la derivada
topoldgica asociada al problema.

Se destaca, finalmente, que el problema tratado en este trabajo no se encuentra
reportado en la literatura existente y constituye uno de los pocos avances que se
han logrado hasta el momento en el campo del andlisis de sensibilidad topolégico en
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problemas no-lineales de ecuaciones diferenciales parciales acopladas.
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Abstract

of optimal design techniques. In particular, the use of a topological structural

optimization technique based on the concept of topological derivative is
considered. The particular objective of this work is to obtain optimal geometrical
designs (according to some performance index) of electro-thermo-mechanical actuators,
considering the Joule heating effect in an elastic system. The analysis focuses on
two-dimensional design problems using weakly coupled linear kinematic and constitutive
models. This coupling is manifested when the solution field of the electrical problem
affects the thermal problem through the constitutive property of electrical conduction
and, in turn, this generates elastic deformation (mechanical problem) due to thermal
expansion.

This work focuses on the design of thermo-electro-mechanical devices by means

A novel technique that allows treating linear as well as nonlinear problems is used in
the asymptotic analysis, where a circular perturbation in the constitutive properties of
the materials was considered. The main tool of the technique consists of writing the whole
topological optimization problem with a Lagrangian formalism, from the optimization
point of view, and then performing the variations of the functional. Once this stage is
completed, we proceed to study the sensitivity to a topological change of the system
of coupled differential equations, using a classical technique, for both direct and adjoint
states. This procedure allowed obtaining an analytical and closed form of the topological
derivative for this particular class of engineering problems.

A rigorous mathematical justification of the asymptotic topological expansion of the
cost function is presented, making precise estimates of the residuals of this expansion.

A numerical procedure for the validation of the analytical expression of the obtained
topological derivative was also performed, showing a good agreement between the
numerical approximation and the theoretical value.

In the numerical validation as well as in the application examples considered in this
thesis, the solutions of the state equations (both direct and adjoint) are obtained by
means of the finite element method. The computational solution of the optimal design
problem of the devices is achieved by means of a topological optimization algorithm
based on the evolution of level-set curves guided by the topological derivative associated
with the problem.

Finally, it is emphasized that the problem treated in this work is not reported in the
existing literature and constitutes one of the few advances that have been achieved so
far in the field of topological sensitivity analysis in nonlinear problems of coupled partial



differential equations.
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Resumo

este trabalho estuda-se o projeto 6timo de dispositivos termoeletro-mecanicos.

Em particular, considera-se uma técnica de otimizacdo estrutural topoldgica

baseada no conceito de derivada topoldgica. O principal objetivo é obter
a geométria ideal (de acordo com alguma medida de desempenho) de atuadores
eletrotermo-mecanicos, considerando o efeito de aquecimento Joule num sistema elastico.
A anélise concentra-se em problemas bidimensional usando modelos cineméticos e
constitutivos lineares fracamente acoplados. O acoplamento manifesta-se quando o
campo de solucao do problema elétrico afeta o problema térmico por meio da propriedade
constitutiva da condugao elétrica e, por sua vez, gera-se deformagao eldstica (problema
mecénico) devido & expansao térmica.

Na analise assintotica, é utilizada uma nova técnica permitindo lidar com problemas
lineares, bem como nao lineares, considerando uma perturbagao circular nas propriedades
constitutivas dos materiais. A principal ferramenta da técnica consiste em escrever o
problema de otimizac¢ao topolégica num formalismo Lagrangeano (do ponto de vista
da otimizagao) e, entdo, calcular as variagoes do funcional de custo. Concluida esta
etapa, fase-se o estudo da a sensibilidade mudanca topolégica do sistema de equagoes
diferenciais acopladas, utilizando uma técnica classica, dos estados diretos e adjuntos.
Assim, obtem-se uma forma analitica e fechada da derivada topoldgica nessa classe
particular de problemas de engenharia.

Apresenta-se, uma rigorosa justificacdo matemdtica da expansdo assintética
topolégica da fungdo custo, fazendo-se estimativas precisas dos residuos da expansao.

Utiliza-se um procedimento numérico na validagdo da expressao analitica da derivada
topolégica obtida, mostrando uma boa concordancia da aproximacao numérica e o valor
tedrico.

Tanto na validacdo numérica como nos exemplos de aplicagdo considerados nesta
tese, as solugoes das equagoes de estado (tanto diretas quanto adjuntas) sdo obtidas pelo
método dos elementos finitos. A solu¢do computacional do problema de projeto 6timo
de dispositivos é obtida por meio de um algoritmo de otimizacao topoldgica baseado na
evolugao de curvas de niveis guiadas pela derivada topoldgica associada ao problema.

Finalmente, destacar-se que o problema tratado neste trabalho nio é reportado na
literatura existente e constitui um dos poucos avangos alcancados até o momento no
campo da andlise de sensibilidade topoldgica em problemas nao lineares de equagoes
diferenciais.
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Parte 1

Analisis de Sensibilidad
Topoloégico






CArPiTULO

Introduccion

1.1 Motivacion

Los dispositivos termo-electro-mecanicos (TEM) son aquellos artefactos cuyo principio
de funcionamiento estd basado en el acoplamiento de fenémenos térmicos, eléctricos
y mecanicos, o al menos su disefio se encuentra fuertemente influenciado por estos.
Como ejemplo, dentro de este grupo de dispositivos podemos incluir a cualquier sistema
electrénico; sensores piezoresistvos, sensores, actuadores y cosechadores piezoeléctricos;
generadores y cosechadores termoeléctricos; hasta sistemas micro-electro mecanicos
(MEMS por sus siglas en inglés).

Debido a la complejidad del principio de funcionamiento de los dispositivos TEM, su
diseno representa una tarea sumamente desafiante, la cual aumenta a medida que mas
fendmenos fisicos y restricciones se agregan. Por otra parte, al disefiar nuevos productos,
los ingenieros tienden a inspirarse en sus proyectos y experiencias anteriores. Aunque
esto es excepcionalmente valioso, este enfoque puede llevar a la obtencién de disefios
altamente influenciados por nociones preconcebidas. La necesidad de obtener soluciones
imparciales y, hasta a veces poco intuitivas para el disefiador, requiere de un enfoque de
diseno orientado por objetivos y basado en simulacién.

En este sentido, el diseno generativo es una metodologia de ingenieria avanzada que
permite abordar ambas problemaéticas, y este consiste en combinar la generaciéon de
geometria, la simulacion y la automatizacién del diseno. Esta orientada por objetivos

y basada en simulacién, utilizando software y algoritmos computacionales para generar
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

geometrias de alto rendimiento en base a requisitos de ingenieria definidos por el usuario.

Una de sus técnicas principales es la optimizacion topolédgica, donde lo que se busca
es encontrar la éptima distribucién de material dentro de un dominio fijo de disefio que
maximice/minimice una determinada medida de desempeno.

El método de optimizacién topoldgica mas difundido en la actualidad dentro de la
comunidad ingenieril es el método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization
[16, 17, 53]) debido a la simplicidad de su formulacién. Este método se basa en encontrar
el valor de una densidad ficticia p de material base para cada punto del dominio de disefio
Q, tal que p(x) € [0,1] Vx € Q. Para penalizar las zonas de densidades intermedias y
forzar soluciones bi-materiales, las propiedades constitutivas en el dominio se interpolan
mediante una ley de potencias de la forma pP.

El primer inconveniente de este método es que, a pesar de la ley de potencias, grandes
zonas con densidades intermedias son obtenidas y las propiedades constitutivas en estas
zonas no siempre cumplen con los limites de Hashin-Shtrikman, dando ademdas como
resultado topologias sub6ptimas, tal como se reporta en [24]. Aunque otras alternativas
de interpolacion, asi como nuevos métodos de proyeccién han sido propuestos para sortear
estas dificultades ([20, 56, 59]), estos algoritmos requieren del ajuste manual de una gran
cantidad de parametros. Estos, intervienen en la heuristica propia de cada método pero
guardan poca relacién con la fisica del problema en tratamiento.

Los algoritmos basados en el concepto de derivada topolégica resuelven este problema

de manera precisa y eficiente ya que

o Utilizan el valor exacto de la sensibilidad de un funcional de costo a la introduccién
de una perturbaciéon en la distribucién de propiedades constitutivas dentro del

dominio de proyecto.

e La solucion que se obtiene esta libre de grandes zonas con propiedades constitutivas

intermedias.

e Su implementacién computacional es simple y no se requiere de procesos de filtrado,

por lo que el costo computacional es igual o menor.

Ademas, en base a este concepto, es que se han podido justificar muchos de los valores
de los exponentes del método SIMP ampliamente aceptados por su comunidad, tal como
se muestra en [4, 24].

El concepto de derivada topoldgica fue introducida por primera en los trabajos
fundacionales [54] y [19]. Luego fue satisfactoriamente aplicado en diferentes &reas

tales como procesamiento de imégenes [13, 14], problemas inversos [7, 23, 49] y
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1.2. OBJETIVO GENERAL

optimizacién topolégica [37-39]. La mayoria de estas aplicaciones tratan con problemas
de optimizacién restrictos mediante ecuaciones diferenciales parciales (EDP) lineales,
para los cuales las derivadas topoldgicas estan bien entendidas. Aunque, este no es el
caso para problemas no-lineales, y el interés en desarrollar métodos para obtenerlas ha
ido creciendo en la ultima década.

Los primeros trabajos que abordaron este tipo de restricciéon son [3, 34], donde
consideraron perturbaciones de dominio singulares para una clase particular de
operadores elipticos de EDP no lineales. Desde entonces, se ha avanzado en la extension
del analisis a perturbaciones de dominio regular en ecuaciones elipticas cuasilineales
[6, 27], y ecuaciones elipticas semilineales [57]. Gangl y Sturm [25] han ideado un enfoque
sistematico para el cdlculo automatico numérico de derivadas topolégicas. Hasta la fecha,
solo se ha encontrado una aplicacion industrial de la derivada topoldgica a un problema
de diseno no lineal con restricciones EDP [28], aunque no se presenta una férmula

explicita y cerrada de la derivada topoldgica asociada.

1.2 Objetivo General

En base a lo expuesto anteriormente, podemos concluir que la necesidad a resolver es la de
obtener una herramienta de disefio sistematico de dispositivos termo-electro-mecanicos,
libre de parametros algoritmicos heuristicos y que permita contemplar las no linealidades
en los operadores diferenciales presentes en las ecuaciones de estado. La solucién natural a
este problema seria utilizar técnicas de optimizacién topoldgica basadas en la sensibilidad
exacta del problema (derivada topoldgica), la cual hasta la fecha no se ha determinado

debido a las dificultades ya mencionadas.

1.3 Objetivos Particulares

1. Realizar el analisis de sensibilidad topolégico sobre los sistemas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP) que modelan los dispositivos

termo-electro-mecanicos e identificar la derivada topoldgica de cada uno de ellos.

2. Desarrollar técnicas automaticas para obtener configuraciones 6ptimas de los

dispositivos disefiados.

La cantidad de posibilidades en la que los tres campos (eléctrico, térmico y mecénico)
pueden acoplarse dentro de un operador diferencial puede ser muy grande. Por lo tanto,

en esta tesis, se opté por enfocar el analisis en un tipo particular de problema de



CAPITULO 1. INTRODUCCION

gran interés ingenieril, a saber, el problema asociado al calentamiento por efecto Joule

acoplado con expansién térmica.

1.4 Estructura de la Presentacion

En base a los objetivos anteriormente planteados, la estructura del presente trabajo
se divide en dos grandes partes. La primera parte trata sobre el andlisis asintético
topolégico del problema propuesto y su objetivo es obtener una férmula cerrada de
la derivada topoldgica asociada. Se presenta el marco tedrico asociado con verificaciones
analiticas y numéricas. La segunda parte considera este resultado y lo utiliza para generar
un algoritmo de disenio de actuadores termo-electro-mecdnicos. Aqui se presenta el
algoritmo construido junto con algunos ejemplos de aplicacién. Una descripcién detallada

se muestra a continuacion:

Parte 1

o Capitulo 2. En éste capitulo se describe de forma detallada las ecuaciones de estado
que gobiernan el problema. Luego se define el tipo de perturbacién topolégica que
se realizard en el dominio, para obtener finalmente la version perturbada de las

ecuaciones de estado y sus cantidades asociadas.

e Capitulo 3. Aqui se explica la clase de funcionales de costo considerados en este
trabajo, obteniéndose finalmente los estados adjuntos del problema en sus versiones

perturbadas y no perturbadas.

e Capitulo 4. La variacién de la funcién de costo se deduce en este capitulo
implementando una técnica basada en funciones Lagrangianas. Uno de los
principales aportes de este trabajo de tesis se encuentra en este capitulo, en donde
se obtiene la derivada topolégica de la parte no lineal del operador diferencial en

estudio.

e Capitulo 5. En este capitulo se realiza el andlisis asintético topoldgico de las
soluciones perturbadas de los estados directos y adjuntos en base a series asintoticas
de Poincaré. Se introducen conceptos basicos de los métodos de perturbacién y se
obtienen las expresiones de los correctores de capa limite de manera explicita para

todos los estados. También se deriva la forma fuerte de los problemas residuales.
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1.4. ESTRUCTURA DE LA PRESENTACION

o Capitulo 6. Se calcula la expresién de la derivada topolégica para dos ejemplos de
funciones de costo empleando la féormula de la variacion del funcional obtenido en

capitulos anteriores.

e Capitulo 7. En este capitulo se realizan las estimativas de los problemas residuales

en términos del tamafno de la perturbacién.

e Capitulo 8. En este apartado se lleva a cabo una verificacién numérica de la

expresién de la derivada topoldgica obtenida.

La demostraciéon de los teoremas y lemas auxiliares, asi como las estimaciones de los

residuos se muestran en el Apéndice.

Parte 11

o Capitulo 9. En este apartado se formula el problema de diseno 6ptimo de actuadores
termo-electro-mecanicos. Se describen las funciones de costo empleadas y la forma

particular de las ecuaciones de estado.

e Capitulo 10. En este capitulo se realiza una introduccién sobre los procesos de
escalado de ecuaciones diferenciales y su aplicacion a problemas de optimizacion. El
capitulo comienza enumerando las ventajas de resolver problemas de optimizacién
en forma escalada y concluye con la obtencién de la versién escalada del problema

de disenio 6ptimo a resolver en este trabajo.

e Capitulo 11. Aqui se presentan los principios bésicos de los algoritmos de
optimizacion topoldgica basados en el método de curvas level-set y el empleo de
derivada topolégica. Se adjunta el pdseudocddigo del algoritmo empleado en este

trabajo.

e Capitulo 12. En éste apartado se realizan algunos ejemplos de aplicacién del

algoritmo planteado para el problema de disenio 6ptimo propuesto.

La disertacién finaliza con las conclusiones finales del trabajo y las lineas futuras de

investigacion en el Capitulo 13.






CArPiTULO

Ecuaciones de estado

El problema de calentamiento por efecto Joule acoplado a expansién térmica es un
problema ampliamente conocido, de caracteristicas transitorias y no lineales. En su
forma més simple y en condiciones de estado estacionario, las ecuaciones que gobiernan
este conjunto de fenémenos consisten en un sistema de tres EDP elipticas débilmente
acopladas. En este problema, una densidad de corriente eléctrica circula por un cuerpo
generando calor debido al efecto Joule. Este calor modifica el campo de temperatura
sobre el cuerpo y entonces, gracias a la propiedad de expansion térmica, el cuerpo se
deforma. En las siguientes secciones se describiran la versién perturbada y no perturbada
de las ecuaciones de gobierno de este problema. Para distinguir las variables perturbadas
de las no perturbadas, emplearemos los subindices € y 0 respectivamente. En ambos casos,
supondremos que las propiedades constitutivas no dependen de los estados (eléctrico,

térmico y mecanico).

2.1 Problemas directos no perturbados

Sea 2 C R? un dominio abierto y acotado con frontera suficientemente suave 9 tal

como se muestra en la figura Figura 2.1. La forma fuerte de las ecuaciones de gobierno
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE ESTADO

Figura 2.1: Dominio para el problema no perturbado.

para los campos eléctricos ¢g, térmicos 6y, y mecanicos ug no perturbados es
div(jo(¢o)) =0 en Q
(2.1a) ¢o =¢r en Ty
—Jjo(¢o) A =jr en Tj
div(qo(fo)) =Qo(¢0) en £
(2.1b) fp=0r en Ty
—qo(fp) -n=qgr en Iq
div(So(ug,09)) =0 en
(2.1c) u =ur en Iy
So(ug,0p)n =tr en T}y

El potencial eléctrico ¢ y la densidad de corriente jo(¢g) estan relacionadas mediante

las siguientes ecuaciones constitutivas

(2.2) Jo(¢o) = —s0V o,

siendo sg la conductividad eléctrica del material.

El flujo de calor qo(fp) dado por la ley de Fourier es
(2.3) q0(90) = —koveo,

donde ko es la conductividad térmica, mientras que Qo(¢p) es una fuente de calor
volumétrico debido al efecto Joule y depende del potencial eléctrico de la siguiente

manera

(2.4) Qo(o) = s0l|Veol[3-
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2.1. PROBLEMAS DIRECTOS NO PERTURBADOS

En la ecuaciéon mecénica (2.1c), ug representa el campo vectorial de desplazamiento,
So(up, fp) el tensor de tension efectivo, og(ug) el tensor de tensién debido a efectos
mecanicos, Bo(6p) es el tensor de tension debido a la expansion térmica, aq el coeficiente
de expansién térmica, y Cy el tensor de elasticidad de cuarto orden. Estas cantidades se

definen mediante las siguientes relaciones

So(ug,0o) = oo(ug) — Bo(fo), oo(ug) = CoV7uy,

(2.5)
Bo(0p) = aoColfy, Co = 2pol + (I 1),

donde pp v Ag son los coeficientes de Lamé, I y I son los tensores de identidad de cuarto
y segundo orden respectivamente, y el operador V*(-) representa la parte simétrica del

tensor gradiente, dado por

En el caso de asumir comportamiento de tensiéon plana, los coeficientes de Lamé se

pueden calcular en términos del médulo de Young Fy y la coeficiente de Poisson v como

Eo I/Eo

2. - = \g = 0
(2.6) H=503) ¥ T

mientras que en el caso de deformacién plana son

E() o = Z/EO
21+v) ¥ T )l —2w)

(2.7) po =

En este trabajo solo se consideran solo condiciones de borde de Dirichlet y Neumann
para cada problema, es decir, un potencial eléctrico ¢r prescrito en I'y y una densidad
de corriente jr sobre I'; para el problema eléctrico; una temperatura 6 prescrita en I'g y
un flujo de calor gr sobre I'q para el problema térmico; y un desplazamiento ur prescrito
en I'y y una fuerza de traccién tr sobre I'y para el problema mecanico. Por otra parte,
el vector n representa un versor normal a 9€2 en la direccién saliente de €.

La frontera del dominio 0f) se descompone en tres pares de regiones
(2.8) 8Q:F¢UFJ :FQUFq =TywUTI:, tal que F¢ﬁFj :Fgﬂrq =I'ynNIl'y =9.

La forma variacional de las ecuaciones de gobierno (2.1a), (2.1b), (2.1c) es

(2.92) do € Uy —/Qjo(d)o) Vg :/r grne Vg € Ve,

J

(2.9b) 0o € Uy : —/qu(Qo) -Vne = /QQO(%)UQ +/ arne Vg € Vg,
r

qa
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE ESTADO

(2.9¢) ug € Uy : / So(ug, 0y) : Vin, = / tr-my, Ymy € Vu.
Q Te

Para definir los espacios de funciones en donde se encuentran estas soluciones, se

haran las siguientes consideraciones.

Suposicion 1. Los datos presentes en el sistema de EDP poseen la suficiente reqularidad

como para asequrar que las soluciones de (2.9) son C! continuas sobre .

Luego, los conjuntos de funciones son

(2.10) Uy={ne H(Q): n=¢r en Iy} nC(Q),
(2.11) Uy={neH(Q): n=0r en Ty}nCYQ),
(2.12) U= {ne H(Q)?: mn=ur en I'y}nCYQ)?

y los espacios de funciones asociados son

(2.13) Vs={neH(Q): n=0 en Iy}nCY(Q),
(2.14) Vo={neHY(Q): n=0 en Tp}nC(Q),
(2.15) Va={neH(Q?: n=0 en Ty}NnCQ)>

Se puede expresar la formulacién variacional (2.9) de una forma més compacta de la

siguiente manera

(2.16a) Po € Uy = ap(do,mg) = Li(ng)  Y1p € Vo,
(2.16b) 0o € Uy : bo(Bo,m0) = No(dbo,m0) + Lq(ne) Ve € Vo,
(2.16¢) Uy € Uy : c10(ug, ny) — c20(00,my) = le(ny) YNy € Va-

donde ay, by, c1g, ¥ c20 son formas bilineales dadas por
ao(¢o,Mp) = — /Q.io(@bo) -Vng, bo(bo,m9) = —/9010(90) - Vg,
ClO(uﬂvnu) - /QO-O(UO) : vsnuv 020(0077’11) - /Qnu)BO(OO) : vS’

5, Lq, v ¢¢ formas lineales asociadas a las condiciones de borde de Neumann

gJ(n(ﬁ) :/ jFW)a gq(ﬁé) :/ qrne, Et(nu) :/F tF'Ir’ua
j t

I Iq

y Np una forma no lineal asociada a la generacion de calor por efecto Joule.

No(¢o,770)=/QQo(¢o)779-
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2.2. PROBLEMAS PERTURBADOS DIRECTOS

Figura 2.2: Representacién del dominio luego de la perturbacion.

2.2 Problemas Perturbados Directos

Considere la introducciéon de una pequena perturbacién en (2, caracterizada por una
bola B, = {x € Q : ||x — X||2 < £} centrada en un punto x arbitrario de € tal que
B. C Q, tal como se muestra en la Figura 2.2. Dicha regién del dominio est4 llena de
un material cuyas propiedades constitutivas difieren por un factor de escala de las del
resto del dominio. Entonces, la distribucion de las propiedades constitutivas sobre todo
el dominio puede expresarse mediante una funcién continua por tramos empleando la

funcién caracteristica yp. de la siguiente manera

5e = xB.7°50 + (1 — x5.)50,
ke = xB.7"ko + (1 — x5.)ko,
C. = x8.7%Co + (1 — x5.)Co,
a: = xp.7%ao + (1 — x5.)ao,

(2.17)

donde yp. = 1 en B. y cero en Q\ B., y los parametros de contraste v*,v¥, ~C, v 4* son

todos constantes finitas y positivas.

Observacion 2.1. Se considera que la perturbacion del tensor eldastico C. se produce
solo a través de un salto en el valor del modulo de Young. Esta es la razon por la que en
la definicion de los pardametros de Lame (ecs. ecuacion (2.7) y ecuacion (2.6)), la unica
propiedad constitutiva con un subindice es el modulo de Young, lo que implica que el
coeficiente de Poisson permanece constante después de la perturbacion. Para una clase

general de perturbacion eldstica véase [30].
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CAPITULO 2. ECUACIONES DE ESTADO

En base a las definiciones anteriores, la forma fuerte del sistema perturbado es

div(je(¢e)) =0 en Q

(2.18a) —je(¢e) -n=jr en Ij

div(qe(f)) =Q=(¢:) en
0. =0r en Iy
(2.18b) —q:(0:) - n=qr en Iy
[0c] =0 en 9B.
—[q:(0:)] - =0 en 9B
div(Ss(us,6:)) =0 en £

u:=ur en Iy,
(2.18¢) Sc(ug,0c)n =tr en I

[u.] =0 en 0B
[S(u.,0.)[a=0 en OB.

y la respectiva forma débil en su versién compacta es

(2.19a) Ge € Uy : ac(Pe,mp) = Li(1g) Ve € Vg,
(2.19b) 0& cEUy: ba(9aﬂ79) = Na(d)aa 776') + EQ(HG) VUH € VQ)
(2.19C) u: € Uy : Cle(ue,nu) - 02a(95777u) = Et('r,u) v"7u € Vu.

Las definiciones de las magnitudes perturbadas que aparecen mas arriba se obtienen
sustituyendo las propiedades constitutivas perturbadas (eq. ecuacién (2.17)) por sus

homélogas no perturbadas, de la siguiente manera

(2.20) ae(aﬁs,%) = - /Q.]e(¢6> : V%, .]6(¢€) = —5:Voy,

para las cantidades eléctricas,

be(0,19) = /Q @-(0.) - Vg, Na(6osmy) = /Q ie(62) - e(ée)p,

q-(0:) = —kV0., Qc(¢:) = s:||Voel|3.

(2.21)
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2.2. PROBLEMAS PERTURBADOS DIRECTOS

para las cantidades térmicas, y

Clz—:(usanu) = /QO-E(UE) : VSTIua 025(9577711) = /QB‘?(QE) : vsnuv

o-(u;) = C.Viu., B.(6:) = a.C.I0..

(2.22)

para las cantidades mecanicas.

Observacion 2.2. Ndtese que ¢., 0, y u. y sus respectivos gradientes deben tener salto
nulo sobre OB. C €. Por lo tanto, pedir que estas soluciones viven en Uy, Up, y Uy es

apropiado.

El vector f presente en las condiciones de borde de salto en (2.18), representa el

versor normal a la frontera 9B, en la direccién saliente de B;.
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CArPiTULO

Formalismo Lagrangiano

Teniendo en cuenta la clase de perturbacion topoldgica definida en la Seccién 2.2,
definimos la funcién Jy : P — R como una funcién de costo asociada al dominio no
perturbado y J: : P — R, su contraparte perturbada. Por otro lado, las formas fuertes
de los sistemas no perturbado (2.1) y perturbado (2.18) se pueden expresar de manera
abstracta en base los siguientes operadores diferenciales, ey : P — Z, ye. : P — 2

respectivamente, tal que

€0 (p0> = 0’
€e (ps) 0,
en donde, P y Z son espacios de Banach. Por motivos de simplicidad notacional, se
ha agrupado el triplete de estados no perturbados y perturbados de la siguiente forma

po = (00,00, 10) y pe = (¢, 0, uc). En el siguiente capitulo, se mostrard que la siguiente

expansion asintética del funcional de costo es vélida

(3.1) Je(p=) = Jo(po) + f(e)TnT (po)(X) + E(e),

donde TpJ (po)(X) se conoce como la derivada topoldgica de la funcién de coste 7, y
f(e) una funcién escalar positiva tal que f(¢) — 0 cuando ¢ — 0. Dada la clase de
perturbacién topolégica considerada en este trabajo, entonces f(g) = me2. Ademés, &(¢)
es el residuo de la expansién asintética, a saber % — 0 cuando ¢ — 0.

Para demostrar la validez de la expansién anterior, debemos suponer que se cumplen

las siguientes condiciones:
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CAPITULO 3. FORMALISMO LAGRANGIANO

Suposicion 2. Se requiere que

1. El funcional J. y el operador diferencial e. deben ser doblemente Fréchet

diferenciables en pg.

2. La siguiente expansion del funcional J. debe ser vdlida
(3.2) J-(p) = Jo(p) + 0T (p) Vp€P, tal que 5J(p)=O(?).

Ademas, se considera que la primera derivada direccional del funcional de costo J

se puede expresar mediante las siguientes expresiones

(33)  (OpT(p)mp) = /Q Jo(p) - Vipp + /Q Jo(p) -mp+ / Jo(p) - My 7p € V.

(B34 (Opo(p)mp) = /Q Jop) - Vi + /Q Jop) - mp + /F J(p) Ty p € V)

J

donde los paréntesis (-,-) denotan un producto de dualidad entre los espacios
correspondientes, y el simbolo - dentro de los integrandos de las expresiones anteriores
representa una operacién de producto interno generalizado. Los operadores Jz, Jo, Jz y
Jo se definen por partes empleando la funcién caracteristica x5, de la bola B. de la

siguiente manera

J-(p) = xB. Jn(P)+(1=X8.) Jout (0), | Je(p) = xB. Jin (D)}+ (1= XB.) Jout (P),

(3.5) ~ B
Jo(p) = Jout(p), Jo(p) = Jout(p)-

Estos operadores generalizados son para nuestro caso Jn = (jfl, ji@m jl‘];) y Jout =

(jfut, jgut, j(‘)‘ut), y cada una de sus componentes puede ser funciéon de cualquiera de los
estados contenidos en p, y de la coordenada x. Por lo tanto, dados x € Q y p € P

tenemos

jina jout S Rz X Rz X RQXQ)
Jins Jout € R x R x R2.

En otras palabras, los operadores Ji, y Jout actiian contra los estados ¢, 0, y u, mientras

que los operadores Ji, v Jout actiian contra sus gradientes. Luego,

J-p) = Jo(®) = x5, (Jn(p) = Jou(p)) = x50 (D),

Je(p) — Jo(p) = xB. (Jin(p) — Jout(p)) = x8.0J (p).
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Por lo tanto, la siguiente expansién es valida

(3.6) (0pT-(0),1p) — (DpTo (D), ) = /B 5. (p) - Vi + /B 5I(p) -1y Vo € Pomp € Vp

Suposicion 3. También, se requiere que
1. 5j(p) sea un operador continuamente diferenciable en B, VB. C €.
2. 16J(p)|l 25,y = Ofe).

La funciéon Lagrangiana para el problema no perturbado se define como

(3.7) Zo(pp*) = Jo(p) + (p* e0(p)) 2+ = »

y para el problema perturbado

(38) g&(papa) = ja(p) + <pa’ eE(p»Z*,Z ’

Los segundos términos del lado derecho de (3.7) y (3.8), son productos de
dualidad entre elementos del espacio Z y su dual Z*. Estos productos conforman una
representacion generalizada pero equivalente de la forma débil de los sistemas (2.9) y

(2.19) respectivamente. Es decir, evaluando 7, en algin p® € V, se tiene
(%, e0(p)) 2+ z =a0(9, ¢") — £5(¢") + bo(6,6%) — No(¢,0%) — £q(0°)+
+c10(u, u”) — ez0(6, u”) — e (u?),

(P%, ec(p)) 2+ z =ae(0,9) — £(¢") + be(0,0%) — Ne(9,0%) — £q(0%)+

+cie(u,u®) — coc(0,u”) — Ly (u®).

(3.9)

(3.10)

El estado adjunto no perturbado p§ = (¢§,05,uf) y el estado adjunto perturbado

p¢ = (¢2,602,u?), se definen respectivamente como soluciones de los siguientes problemas

grren (3
variacionales
(3.11) P6 € Vp 1 (OpL0(0: 10)s Mp) lp=po = 0 Vp € Vp,
(3.12) Pe € Vp 1 (0pLe(p,02), M) lp=po =0 Vnp € V),

Desarrollando (3.11) se obtiene

8 a
(3.13) <8p$0(p,p8),77p> ‘p=po = afo(po + tnp3p0)|t=0

= (0pJ0(P0); Mp) + (PG> Opeo(Po)mp) -
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CAPITULO 3. FORMALISMO LAGRANGIANO

Luego, se puede se puede reescribir el segundo término del lado derecho de la ecuacién

*

anterior empleando el adjunto del operador Jpeq(pp), lldmese Opeg(po)*. Entonces

despejando se obtiene la forma equivalente de (3.11)
(3.14) Py € Vp : {Gpeo(po) P p) = — (FpJo(po)smp) s Vip € V.

Sistema Adjunto no perturbado

Empleando (3.9), se puede desarrollar el lado izquierdo de la ecuacién anterior de la

siguiente manera

*,a a a a
(Opeo(po) PG, Mp) = (PG, Fpeo(Po)np) = g (rG; eo(Po + tnp)) lt=0

0

(3.15) =5 [ao(¢o + tng, #G) — £5(G) + bo(fo + tne, 05) — No(¢o + tng, 65)
+c10(ug + t, uf) — c20(bo + tng, uf) — e(ug)] |i=o

= a0(77d>7 ¢8) + bO(U&a 98) - d0(¢07 987 77¢) + 010(77117 118) - 620(7797 ug))

donde
(3.16) do(¢0,65,m6) = (O3 No(¢0,65),ng) = —/929&0((%50) Vg,

Finalmente, la forma débil del sistema adjunto no perturbado se escribe de la siguiente

manera

(3.17a) ¢ € V1 ao(ng, 95) — do(do,05,m6) = — (0sTo(P0)sme) Vg € Ve,
(3.17D) 0% € Vy : bo(ne, 05) — c20(ng, ug) = — (FpJo(Po),n6) V1o € Vo,
(3.17¢c) uj € Vy: c10(Ny, ug) = = (GuJo(P0), M) YNy € Vu-

Sistema Adjunto perturbado

Operando de manera similar obtenemos la versién equivalente de (3.12)

(3.18) <8p6€(l7)*p?,77p> ‘p=p0 = - <8pjs(P)v7ip> |p=po Vip € Vp.

Aplicando la definicién del operador diferencial (3.10) se obtienen que en forma detallada

el sistema adjunto perturbado
(3198') (rbg 6 V(; : aa(n¢7¢g) - d6(¢079g777¢)

(3.19D) 0 € V5 be (1, 02) — c2:(p, u)
(3.19¢) ul €V c1e(My, ug)

—(0pT=(p0):ng) Vg € Vg,
- <89\7€(p0)7n0> \V/779 € ng
- (811\76(]30)’ T’u> Vﬁu € Vfl

20



donde
(3.20) de (o, 02,m9) = (OpNe(0, 02 ), mp) = — /Q 2025 (¢0) - Vg,

Debido a la clase de funcionales de costo considerados (ver Ecuacién (3.3)), las
soluciones de este sistema tienen una discontinuidad de salto en sus gradientes. Por

lo tanto, los espacios de funciones apropiados son

(3.21) Vi={ne H'(Q): [n]=0 on 9B., n=0 on Iy},
(3.22) Vi={neH' (Q): [n]=0 on 9B., n=0 on Iy},
(3.23) Vi={neH(Q)?: [n]=0 on 9B.,, =0 on Iy}.
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CArPiTULO

Variacion de la Funcion de Costo

En este trabajo, para obtener la expansion asintética del funcional de costes se sigue una
version ligeramente modificada del método de Amstutz, presentado en [2], y expandido
para algunos sistemas de EDP no lineales en [3] y [6]. Para una descripcién de los métodos
lagrangianos més novedosos desarrollados para obtener derivadas topolégicas, véase [15].

Con el objeto de simplificar la notacién en éste capitulo y en adelante se denotara dp =
(56,56, 5u) = (6= — o, 6-—fo, u-—ug) y Ip° = (3¢°, 56, ) = (¢2— ¢, 6203, u—ug).

Evaluando las funciones lagrangianas con las correspondientes soluciones de los
estados directos se obtienen las funciones de costo. Es decir, evaluando (3.7) en p = py
y (3.8) en p = p, se logra

Zo(po, ") = Jo(po) + (07, e0(p0)) z- = = Jo(po),
=0

Ze(pe,p") = Te(pe) + (0%, €c(pe)) z+ 2z = Te(pe),
| ——
=0
Restando las ecuaciones anteriores y tomando p® = pg, se obtiene la variaciéon de la

funcion de costo como

(4.1) J-(p:) — Jo(po) = Le(pe, p2) — Zo(po, p2)-

Es necesario resaltar que las funciones lagrangianas deben ser evaluadas en el estado
adjunto perturbado p?. En el caso que se desee utilizar pfj se obtendran residuos de la

expansién del orden O(g?) [12], lo cual no es suficiente.
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Sumando y restando .Z;(po, p?) a la ecuacién anterior se obtiene

(4.2)  Z(pe,p) — Lo(po, ) £ ZL(po,ps) = [Le(pe, pE) — Ze(po, p2)] + 0L (po, p2),

donde el término 6.Z(pg,p?) representa la variacion de la funcién de coste debido
solo a un cambio en las propiedades constitutivas, mientras que la diferencia
[Z:(pe, p%) — Z:(po, p?)] representa la contribuciéon dada por un cambio del estado py
debido a la introduccién de la perturbacién B. El término .Z(p., p¢) puede expandirse

en una serie de Taylor sobre la variable p alrededor de pg de la siguiente manera

Le(pe,p2) =ZLe(po + 6p, p2) = ZLe(po, p2) + (0pZLe(p, D), 0P) [p=po

(4.3) L a
t 5 (O5Le(p.2)0p. D) p=po + E1(c),

con el residuo

(4.4) &1(e) = o(/|opl[p)-

De la definicién del problema adjunto obtenemos que (9p-Zz(p, p2), 6p) |p=p, = 0, ya que
ép € V;, = Vg x Vj x V. Luego introduciendo los tltimos resultados en (4.2) se obtiene

(4.5) T=(pe) — Jo(po) = *<3 Z(p,p2)0p, 6p) lp=po + 0L (o, p2) + E1(e).

Dado que casi todos los términos en (p%, e-(p)) 2+ z son lineales con p, excepto Nc(¢,m9)

se tiene
(4.6) (02 ZLe(po, p2)0p, 5p) = (02T (p0)dp, 6p) — (03N (¢o, 02)5¢, 6) .
El dltimo término del lado derecho de la ecuacién anterior puede expresarse como

(3N, (60, 6256, 66) = / 63.(56) - Vo
:_2NE(5¢702)

(4.7)

La variacién del lagrangiano dada por sélo el cambio de las propiedades constitutivas en

la regién perturbada es
(4.8) 6.2 (po,p) = 67 (po) + (pe,de(po)) z« z »
con (pZ,de(po)) z+ z dado por

(4.9) (p¢,0e(po)) z- z = da(po, ¢2) + db(bo, 62) — N (¢, 02) + de1(uo, ug) — dea(bo, ug)
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siendo

(4.10) 5M@wﬁ%4%—a®@mﬁ)=hﬁ—n/‘%V%‘Vﬁv

5

(@11)  ab(60,62) =(bx ~ b)(60,07) = (o ~ 1) [ ka8 - VL,

€

(4.12) 6Mm@beWM%%bth/%%Wm%

€

(4.13) de1(ug, u?) =(cie — c10)(ug, u?) = (¢ — 1)/6 CoViug : Viug,

(414) 562(90, ug) :(625 — 620)(90, ug) = (’ya’)/(c — 1)/ 010(30190 . Vsug.

Be
Empleando los resultados anteriores, se obtiene la siguiente expresién de la variacion

funcional de costo
1
Je(pe) — Jo(po) =5 (02 T-(p)dp, 6p) |p=po + 6T (po) — N=(5¢,6%)

+ (7 = 1)/8 soVeo - Voo + (vF — 1)/13 koVoy - V2

(4.15)
—w—n/%@wwﬁﬂﬁ—n/cwmmW@
Be Be

— ("}/a"}/(c — 1)/8 anColby : VSU.? + &1 (6)

Es necesario realizar un trabajo adicional para expresar N:(d¢,6%) en términos de
una integral sobre la bola B. mas, posiblemente, un residuo. Integrando por partes y

aplicando el teorema de la divergencia generalizada obtenemos
N:(0¢,02) = / 025.Vip - Vogp = / div(0p02s.Vp) — / dopdiv(02s.Vip) =
Q Q Q
(4.16) = / 0p02s:Vip - n — / [0662s.Vo¢] - n
o0 0B:
—/ dp02div(s.Vigp) — / 0pseVop - VL.
Q Q

El primer término del lado derecho de la ecuaciéon anterior puede descomponerse

como

(4.17) / 5p0%s. Vo -h= [ 5¢0%s. Vg -+ / 5025 V8¢ - .
oN .

Ly T

A partir de las condiciones de contorno en los problemas (2.1a) y (2.18a), tenemos
¢pe=¢o=¢r en I'y = 6p=0 en Ty
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CAPITULO 4. VARIACION DE LA FUNCION DE COSTO

Ademas, teniendo en cuenta que
8€v¢5 ‘N = J€(¢€) ‘N = jr = J0<¢0) ‘N = SQV(b() ‘N = 35V¢0 ‘N €en Fj.

y por lo tanto
je(¢e) -t —jo(¢o) -h = —5.Vdp-1=0 en Tj.

En conclusién, tenemos que

(4.18) / 3p02s:Vip-n = 0.
o0
Para el segundo término en el lado derecho de (4.16) se tiene que
[06025-V 0] = 606 [5-V ],
ya que d¢ y 62 son continuos. Luego, es facil demostrar que
[s:Vog] = [s:Ve] — [s:V o]
De la condicién de salto en el problema (2.18a) se concluye que
[s:Ve] -0 = —[je(6-)] - 1 = 0.
Siguiendo la definicién (2.17) obtenemos
—[s:Vo] = —[s:] Vo = —(1 —7*)soV ¢o.

Debido a las relaciones anteriores, el segundo término del lado derecho de la

ecuacion (4.16) se simplifica en la forma

(4.19) - /8 ] [660%5.V4] - = (1 —4°) | 000250V do

El operador divergencia del tercer término de (4.16) se descompone como

div(seVog) =div(s:Ve) — div(s: Vo) =

(4.20)
=div(s:V¢e) — div(soVeo) + div((so — se) Vo) ,

donde se ha sumado y restado el valor div(soV¢g) para obtener dicho resultado. Los

primeros dos términos del lado derecho de la ecuacién anterior son nulos Vx € ) debido
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a (2.1a) y (2.18a). Introduciendo estos resultados en el tercer término de (4.16) se obtiene
(4.21)

_ / 5$0°div (5.V6) = / 560°div((s. — 50)Vbo) =
Q Q
— [ v (6092(s. — 50) Vo) — [ (52 = 50) Vi - V(3092) =
Q Q
= / 002 (se — so)Vepo - — / [0002(s: — s0)Veo] - 1+ / (so — se)Veo - V(9p62).
o0 OB: Q

Siendo que s = s fuera de la bola B, el primer término de la ecuacién anterior
desaparece. El salto en el segundo término de la ecuacién de arriba puede tratarse de

manera similar que en (4.19) y obtenerse
[0¢62 (s —s0) Vo] = (1 —°)6¢02 50V do,
y por ende, el tercer término de (4.16) se simplifica de la siguiente manera
(4.22) - /Q dp02div(s:Vig) = /BE soVeo - V(6p02) — (1 —~%) /BE 30250V o - .
Reemplazando (4.18), (4.19) y (4.22) en (4.16) se obtiene
(123)  N.(66,02) = (1—+°) /B s0Ven- V(6092) = | 605.V60- V0.

Finalmente, la variacién de la funcién de costo en la ecuacién (4.15) puede escribirse

de la siguiente manera

N | —

T(p2) — Tolpo) = (027 (p0)op, 50) + 6.7 (o) + (+* — 1) / 50V o - V(5662)

Be

+ (-1 /B 50V - Vol + (F — 1) / KoVt - V6!

B

(424) S a 2 C s S..a
=1 [ st Venll3 + (0F - 1) [ CoViug: Vs
Be Be
2
— (’ya'y(c — 1)/ CL’[)(C()I@O . Vsug‘ + ZSZ(FS)
Be i=1
con
(4.25) Ea(c) = / 5.V - V6L,
Q

y €1(e) dado en la ecuacién (4.4).
El primer y tercer término del lado derecho de la expansion (4.24) poseen dependencia

con respecto al estado directo perturbado p. a través de la variacién ép = p.—pg. Por otra
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CAPITULO 4. VARIACION DE LA FUNCION DE COSTO

parte, salvo los dos primeros términos, dicha variacién posee dependencia con respecto
al estado adjunto perturbado pZ.

La expresion (4.24) estd dada en términos de integrales concentradas en la regién
perturbada B.. Por lo tanto, con el objeto de obtener una expansién asintética de la
forma (3.1), es necesario conocer el comportamiento asintético de las soluciones p. y p?
con respecto a la variable €. Una vez que dicho comportamiento asintético es conocido
de manera explicita, es posible expresar los estados perturbados en términos de los no
perturbados y asi poder realizar la integracion de los términos del lado derecho de la
expansion. Esto permite identificar a la funcién f(g) y otros términos de orden superior
contenidos en dichas integrales que terminaran siendo parte del residuo £(g), pudiendo
finalmente identificar la derivada topolégica asociada al funcional de costo J. En el
siguiente capitulo se trata en detalle el procedimiento abordado para obtener dichas

expansiones asintéticas.
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CArPiTULO

Analisis asintotico de las soluciones

Para obtener una aproximacion de los estados perturbados en términos de las
soluciones no perturbadas, consideramos la siguiente expansién asintotica de los estados

generalizados directo y adjunto

(5.1) Pe = po + ewy(y) + B,
(5.2) pe = py + ewpa(y) + .

Esta expansién también se conoce como expansion en serie de Poincaré. Aqui, la
transformacién y = x/e se ha introducido, y tiene el efecto de estirar la regién en
la vecindad de B, cuando & se hace pequeno, por lo que a veces se la conoce como una
transformacion de estiramiento. Con esta transformacién, el centro de la perturbacién
pasa de X a ¥, y la perturbacién del dominio B. en el dominio estirado R? se convierte

en la bola unitaria centrada en y, es decir
(53) Bi={yeR’:|ly-Jla2<1} v Bi={yeR*:|y-y|2=1}.

Las funciones wy(y) y wpe (y) son soluciones de problemas exteriores en R?, y también
se los conocen como correctores de capa limite dentro de la literatura de métodos de
perturbacién. Estas funciones decaen a cero en el infinito, es decir, w,(y) — 0y wpa(y) —
0 cuando ||y — ¥||2 — oo, y compensan la discrepancia introducida por el término de
orden inferior de la expansion de Poincaré (pg y p§ alrededor de x). Las funciones p y p%,
se las conoce como soluciones de un problema de residuo, y su propédsito es compensar

las discrepancias dejadas tanto por wy(y) y wpe(y) en la frontera exterior 9Q como por
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CAPITULO 5. ANALISIS ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES

el término de orden superior de la expansion en la vecindad de B.. Basandonos en la

transformacion de estiramiento, los operadores diferenciales son los siguientes
. 1. 1
(5.4) div(:) = Zdivy(), V()= -Vy(),

donde div(-) y V(-) son el operador de divergencia y el de gradiente respecto a la variable
independiente x. Por comodidad notacional, cada variable basada en estos operadores se
denotard con el subindice adicional y para indicar que la operacion diferencial se realiza
respecto a esta variable, por ejemplo jey(¢) = —s-Vy¢. Luego, mediante el cambio de

variable definimos las funciones wy,(x/¢) = ewp(y) y wpa(X/€) = ewpa(y).

5.1 Estados Directos

Problema Eléctrico

Siguiendo la ecuacién (5.1), el ansatz

(5.5) P = o + cwy(y) + &,

es introducido en la ecuacién (2.18a) y por lo tanto se obtiene que la funcién wyg es

solucién del siguiente problema

divy (jey(wg)) =0 en R?,
wy =0 con ||y —yll2 = o0,
[we] =0 en 0By,
liey (wg)] - B =vy en OB,

con vy = —(1 = 7*)jo(do)(X) - A,
El problema de valor en la frontera anterior admite una solucién explicita, que tras un

cambio de variables tiene la forma

1_ S

1+73v¢0(x).(x—x) en B,
(5.7) wi(x/e) =4

11— €

Vo(x) - (x — X 0\ B..
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5.1. ESTADOS DIRECTOS

El residuo ¢ de (5.5), es solucién del siguiente problema de valor en la frontera

div ( je en Q,
( 25 r Jo =0,
=g en b .
(5.8) jo(¢) - R :h¢ en Ty, con 9o = %(X/s)a A
_ OB hg = —je(wi(x/e)) -1
i (QE)]][[ !] - a; Py =(v* — 1)Vjo(¢o)(X)(x — X) - i,
L e ‘N =py en -

con el punto x € B.. Entonces, la funcién ¢ posee la siguiente estimativa |\q§| |71(Q) = o(e)
(ver Lema 7.5).

Problema Térmico
Anélogo al problema anterior, se introduce el siguiente ansatz
(5.9) 0. = 0o + cwp(y) + 90,
n (2.18b), y se obtiene el siguiente problema de valores en la frontera

divy(qey(wp)) =0, en R?

wWe —>07 con Hy - yHQ — 00,

(5.10)
[we] =0, en OBy,
[[QEy(wG)]] -n=vy en OBy,
con vg = —(1—~*)qo(6p)(X) - fi. Su solucién explicita luego de un cambio de variables es
1— k
T V0o(%)- (x —%) en B,
(5.11) wy(x/e) = L+t
' 0 1— ,Yk 62

Vo — X 0\ B.,
o g V) %) e Q\B.

donde el residuo 0 es solucién de

div(a-(0)) =fp, en @, fo =xs. |(1 = 7*)div(ao(60)) +
0=go, en Ty, +(v* = 1)@0(%)} +my + ma,
(5.12) q-(f) - =hg, en T4 CON go = — wi(x/e),
[0]=0 en 0B, ho = — q-(wj(x/¢)) - A,
[ac(0)] - =py en OB.. (P9 =— (1 —+")[qo(f0) — qo(6o)(%)] - B

siendo xp. la funcién caracteristica de la bola B, y m1 = 2s.Vy - V(wj + b), y mg =
sel|V(wg + ®)|3. La estimativa HéHHl(Q) = o(¢) es vélida (ver Lema 7.6).
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CAPITULO 5. ANALISIS ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES

Problema Mecanico

Siguiendo la misma metodologia, el ansatz para este problema se escribe
(5.13) u: = up +ewy(y) + 1,
e introduciéndolo en la ecuacién (2.19c¢), se obtiene el siguiente problema de valores en
el contorno
divy(oey(Wy)) =0, en R?
Oey(Wu)t =0, con |y — |2 = oo,
[wu] =0, en 0B,

[oey(Wu)J =Ayn en 0B,

(5.14)

con Ay = (V¢ — Dog(ug)()) — (v*4C — 1)By(hy)(X). Considerando un sistema de
coordenadas polares (r,p), centradas en el punto X, las componentes del tensor

o-(wWE (x/¢)) estdan dadas por (véase, por ejemplo, [29]):

o Fuera de la bola (r > ¢)

(5.16)
1 g2 A1+ 459 3 gt A 1—A99
E\pp — _ - 5 ) - 5 5 2
oe(wu) 1+ a1~C r? ( 2 + 1+ aoyCrt 2 cos ey
5 é Az + Az sin 2
1+ aoC rt 2 &
(5.17)
1 &2 €2\ [(A11—A22) .
oo (WE)PT _1+a27(c 3 (2 372) < 5 sin 2¢
1 i i Ai12+A21 R
1+ agy© r? r2 2 z
e Dentro de la bola (0 <r < ¢):
(WS = — a1y® A+ A2 axy® A1 — Az cos 20
(5.18) R 1+ a1y© 2 1+ axC 2
_ axy© A2+ Az sin 2
1+ agn© 2 4
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5.2. ESTADOS ADJUNTOS

oo (WE)PP —— a1n®  [(Ar1+As any® [ A11—Asp 052
(5.19) o 1+ a1© 2 1+ ax© 2 4
' ] apy®  [(Ara+A2, sin 2
14 apnC 2 ¥
o (Wi)¥ =— aﬂ/c A1z + Aa cos 2¢
590 Su 1+ aon© 2
(5:20) ay® (A — Az
+ : = | sin 2¢,
1+ azy® < 2 )

donde A; ; son las componentes del tensor A, mientras que las constantes a; y as son

las siguientes

_MO+)\0_ 14+v
T
3uo+Xro 3—v

a9 = = .
Ho+Xo 14V

(5.21) a1

(5.22)

El residuo u es solucién de

(div(o.(0)) =fy, en fu =div (Bs(wé + é))
a=g,, en Iy, —div([(oe—070)(ug)—(B—By)(0)]),
(5.23) o-(a)n =h,, en I, con gu = — W,
[a] =0 en 0B, hy = [B.(wf +0) — 0. (w)| &,
o=@ =pu e 95 Pu =Suft + [Be(wj + 0)]a
con Sy = —[(p—0:)(ug—u(x))—(Bo—B:)(6o—0o(%))]. La estimativa |[i|| g1 ()2 = o(e)

es valida (ver Lema 7.7).

5.2 Estados Adjuntos

Dado que el acoplamiento de los estados adjuntos sigue un orden inverso al de los estados

directos, introduciremos el andlisis asintético de los problemas adjuntos en ese orden.

Problema Mecanico
Introduciendo el ansatz
(5.24) ul = uf + ewya(y) + 0,
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CAPITULO 5. ANALISIS ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES

en (3.19¢) se obtiene el siguiente problema exterior para wya:

divy(oey(Wya)) =0, en R?,
Ocy(Wya)nn —0, con —ylle = oo,
(5.25) sy( ue) lly = ¥ll2
[Wue] =0, en 0B,

[[O'Ey(wua)]]fl:Auafl en 681,

con Aya = (7€ — 1)oo(ud) (%) + 6J%(po)(X).
La solucién de este sistema es dado en coordenadas polares (r, ) y sigue exactamente
las mismas expresiones que las ecuaciones (5.15) y (5.20), reemplazando A, — Aye.
El residuo u® es soluciéon de
(5.26)
fue = — div ([ —ero] () + x5, 67 (o))

div(o.(u®)) =fye en €, ~
i =gus en Ty, X607 (po),
o.(0")n=hy. en Ty, con Bue =~ W,
[0’] =0 en 0B, Bue = = ore(wye)n,
o (8 —pue e OB, pus = [ (7~ 1) (0 (u) ~oro(uf) (%)) ]

—[xB.(8.7%(po) — 6.7*(po)(%))] .

La estimativa |[a?||g1(q)2 = o(¢) es vilida (ver Lema 7.8).

Problema Térmico

Mediante la introduccion del siguiente ansatz

(5.27) 0 = 02 + cwge (y) + 6%,

en el problema de valores en la frontera (3.19b), se obtiene el siguiente problema exterior

divy(qey(wga)) =0, en R27
wga —0, con ||y —y||l2 = oo,

(5.28)
[wga] =0, en 0By,

ey (wpa)] - =vga -2 en OBy,

con vga = [vF — 1]qo(63) (%) — §J%(po)(X). Su solucién explicita es

1
e B
' Ro@rom e TF e B
(529) waa (X/(g) == 5‘2 (X . }A{)
Voa - - en O\ B,
Fo(1 + %) [x — ][5
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5.2. ESTADOS ADJUNTOS

y el residuo 6* es solucién de

(5.30)
foo == div([qe—qo](6))
div (q5(§“)> —fpe, en Q, +Bo: V¥ (wge +13%) + (B-~Bp): V°u?
6% =g, en Ty, +div (5.0 (po) ) = x5.0.7° (o),
—qc(0%) - =hga, en Tq, CON | goa = — wia(x/c),
[61 =0 en 0B, hga = — qc(wha (x/€)) - 1,
[ac(6“)] - & =pge en OB.. poe =[x (7" —1][a0(66) —ao(65) (X)])] -0
| +xs.(67%(po) = 6% (po)(%))] - .

La estimativa HéaHHl(Q) = o(¢) es vélida (ver Lema 7.9).

Problema Eléctrico

Mediante la introduccién del ansatz

(5.31) Pz = 95 + ewge(y) + 0%,
en el problema de valores en el contorno (3.19a), se obtiene el siguiente problema exterior

divy (jey(wga)) =0, en RZ
wga —0, con |ly —¥|lo — oo,
(5.32) 6 I I
[wga] =0, en 0By,

ey (wge)] - B =vge -8 en 9By,

con Ve = [v* = 1jo(66) (%) — 205(X)[7* — 1]jo(o) (X) — 6% (po) (%).Su solucién explicita

€S

1
o (x— % B
c so(l+7%) ¢ (x=%) en B,
(5.33) Wga (x/€) = 22 (x — %)
Vga en Q\B:
so(1+9%) " [lx — I3 ’
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y el residuo g?)“ es solucion de
(5.34)

'div(g(i)“)> —fpe, en Q
¢ =gga, en Ty,
—Jje(9") - B =hga, en Ty,
[¢°] =0 en 0B,
[ic(6")] - f =pge en OB

con

( fse =— div([j-—jo](¢8))

+2div (05 (e —jo) (¢o) + 66jc(¢0))
+div (x5.07%(p0) )~ x8.0.7% (p0).
gon = — Wia(x/e),
hga =je(wga(x/€)) - i — 200%jo (o) - 1,
pge = — [xB. 0" —1)[io(45) —jo(45) (X
+[2[05 — 05 (%) + 66°](3= — Jo)(¢o
+[x5.206 (%) (v*~1)[jo(¢0)—Jo (o (fc)H]-ﬁ
+x5. (7% (po) — 6.7 (po)(%))] - 1

La estimativa HéaHHl(Q) = o(¢) es valida (ver Lema 7.10).
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Evaluacién de la Derivada Topolégica

En esta seccién, se presenta el calculo de la derivada topoldgica para algunos ejemplos

de funcionales de costo empleando la expansion (4.24).

6.1 Ejemplo 1

Para un funcional lineal de la forma

(6.1) J(p)=/rlf1¢+/r2f29+/r3f3-u,

donde no existe dependencia directa con la perturbacion o, en otras palabras, dado p € P,

J=(p) = Jo(p) = T (p), se tiene

(6.2) (027 (po)dp, 6p) = 0,
(6.3) 6 (po) =0,

y la contribucién a las expansiones de las soluciones perturbadas es
(6.4) 8.J(p) = (8J%(po),0.7°(po), 6.J" (o)) = (0,0,0).

Empleando el ansatz para los estados perturbados (ecuaciones (5.5), (5.24), (5.27)
y (5.31)) se obtiene

65 (1 —1) /B 50V o - Ve = 1 [Pujoldn) - Vet + B, Qol(90)08] (%) + E3(2),
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CAPITULO 6. EVALUACION DE LA DERIVADA TOPOLOGICA

(6.6) (v — 1) / oV V2 = 7 [Pra(fo) - V) (5) + E4().
(6.7) ~r 1) | s0lTeul 32 = 7 o, Qu(60)t] () + £5c),

(6.8) (+C - 1) /B T U = 7 [P () - VU () + £6(6)
(6.9)  —(%4C —1) / a0Colfp : Vul = 22 [PeBo(fo) : Vol (%) + &1(c),

€

(v —1) /B 50V bo-V(560%) =(v°—1) /B 50V o VS8 +Es(e)

=me” (B Qo($0)05] (%) +Es(e).

Por lo tanto, la derivada topoldgica asociada es

Tp(po)J (%) =Psjo(bo)(%)-V§(x) + BoQo(do) ()65 (%) + Prao(fo)(%)- VoG (x)

(6.10)

(6.11) ’ ) ) )
+Pso0(uo)(x) : Viug(x) + PeBo(0p)(x) : Viug(x),
donde
6120) fou =297 g, — (1), oy = Lo, Fo = 3, 22T
: Q1 14+~5 " Q2 Y ) Qs 9 Q1> Q - Qi 1+~5
1—~% 1—’yk
6.12b P, =2 I, P.=2—-1I,
(6.12¢)
1-49) i (1-59)
P, = —(1 —~5)(1 T:—(i 1 I+ =(a; —as)——+~~IRXI
( )T+ T) (1 +~Cay) [( + az) +2(a1 a2)(1+'y(ca1) ® 1|,
(6.12d)
1—~29%) 1 (1-7°)
]P’:l—a(C]IT:(il I+ =(a; —as)—==IX1
B ( e )( + ) (1_’_,}/((:(12) ( +CL2) + 2(@1 CLQ) (1_'_,)/@(11) & )
con
(6.13) T_li 2ao] + L7 92 1o
' T 2144\ T 1+ anC '

Las constantes a; y ag se definen en (5.21) y (5.22). Ademads, el residuo £(g) =

21‘8:1 Ei(e) = o(g?), tal como se muestra en el Lema B.1.

6.2 Ejemplo 2
Considere el siguiente funcional cuadratico

(6.14) $<p>=/§ZQ€<¢)=/S)sE|V¢||%,
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6.2. EJEMPLO 2

El término 6.7 (po) se obtiene de manera trivial

(6.15) 6J (po) = (as — ao)(¢o, ¢o).

Para la segunda contribucion a la variacion se tiene

(6.16) % (827 (p0)dp, 0p) = a-(56,69).

Afortunadamente, gracias a la ecuacién (7.4), se puede formular la siguiente expresién

como una integral sobre la bola B de la siguiente manera

(6.17) 5 (037 (00)3,57) = —(az — a0) (60, 69).

La contribucién del funcional de costo a las soluciones de los problemas exteriores es

(618) 5j(p) = (2(78 - 1)50V¢0> 07 0)7

y por ende, la expansion de ¢¢ cambia con respecto a su homoéloga del ejemplo
anterior. Consecuentemente, la expansién del término da(¢o, ¢p2) = (a: — ao)(¢o, ¢2)
en la ecuacién (4.10) cambia, mientras que las expresiones del resto de los términos
permanecen inalterados. Sumando las contribuciones en las ecuaciones (6.15) y (6.17)

con (4.10) se obtiene los siguiente

(6.19) % (02 T-(po)dp, 5p) + 6.7 (po) + da(do, %) = daleo, do) — da(eo, 5¢) + da(do, BL).

Siguiendo la expresion (5.33), y utilizando el resultado (6.18),la solucién del problema

exterior wza para este problema es

m Voo — 206V o + 2V (X) - (x —x) en B,
(6:20) Wi/ =1 ! 7) L (x=%) )
0T (V5 — 205V o + 2V o] (X) - FEE Q\ B..

Comparando esta solucién con wj)a y wg del ejemplo anterior, se puede establecer lo

siguiente
(6.21) w‘;a = wéa + Qw;,

donde wg. es la solucién al problema exterior para ¢¢ cuando 6J%(p) = (0,0,0), y wg,
es la solucién del problema exterior para ¢.. Introduciendo la descomposicién anterior

en (6.19), y utilizando el ansatz (5.31) en la ecuacién (4.10) se obtiene

da(eo, ¢o) —da(eo, 68)+da(do, o2) =da(do, po — w5 — ¢ + ¢f+ W5 +2w5+¢")

(6.22)
= 0a(¢o, po + wy) + da(do, ¢j + Wga) + E3(e) + Eo(e),
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CAPITULO 6. EVALUACION DE LA DERIVADA TOPOLOGICA

con Ey(e) = —da(¢o, ) = o(e?), véase Lema B.1. El primer y el tercer término del lado
derecho de la ecuacién anterior ya estan expresados en la expansion del funcional de
costo (vea ecuacién (6.5)), y los nuevos términos a ser agregados son el segundo y el
cuarto.

Se concluye que la derivada topoldgica asociada a este problema estd dada por la

siguiente expresion

(6.23) 27 P0)(X) = Pudo(60)(%)- VG (%) + FoQ(0) ()65 (%) + Piaio(60)(%)- V5 (%)
+Pgoo(u) (%) : VPuj(x) +PeBo(0o) (%) : VIui(x) + Psjo(do)(X) Vo ().
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CArPiTULO

Estimacion de las soluciones de la expansion asintética

En esta secciéon supondremos continuidad del tipo C? de los estados directo y adjunto
no perturbados sobre 2 para probar las siguientes estimaciones, pero esta condicion
puede debilitarse considerablemente. Ademés, asumimos que los datos en las EDP en los
problemas (2.16a) y (3.17b) cumplen las condiciones necesarias para asegurar que Vo
y V& viven en L>(Q)2.

En esta seccion y en el Apéndice, la letra C' numerada representa una constante
positiva independiente del radio de la perturbacion e.

Es importante destacar que las estimaciones de las cantidades |[0¢|| g1 (), 1100|510
y [l6u]|g1(q) realizadas en los Lemas 7.1, 7.3 y 7.4 respectivamente pueden realizarse
empleando las expansiones (5.5), (5.9) y (5.13) y los resultados obtenidos dentro de
los restantes lemas presentes en esta seccién y en el apéndice. La importancia de estos

primeros lemas es justamente que son validos independientemente del ansatz utilizado.

Lema 7.1. Sea ¢. y ¢o soluciones de la ecuacion de estado perturbada (2.19a) y no

perturbada (2.16a), respectivamente, luego la siguiente estimativa es vdlida

(7.1) l|¢e — ollm1(0) = O(e).
Prueba. Restando (2.16a) de (2.19a) y luego evaluando en 14 = d¢ se obtiene
(7.2) ac(¢e, 6¢) — ao(o,00) = £;(6¢) — £5(6¢) = 0.

Ahora sumando y restando a.(¢g,d¢) a la ultima ecuacién tenemos
(73) a6(¢67 6¢) - a0(¢07 5¢) :t a€(¢07 6¢) = a8(6¢7 5¢) + (aé‘ - CLO)(¢07 5¢) - 07

41



CAPITULO 7. ESTIMACION DE LAS SOLUCIONES DE LA EXPANSION
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y por ende,

(7.4) 0:(66.50) = (a0 = ) (00.60) = (1=7°) [ %0 - Vi

Luego, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y del teorema de valor medio del calculo
integral

(7.5) |ac(60,00)| < C1[|[Vollr2(8.)l100]|22(5.) < C2elldd] 1 (0)-

Ya que 0¢ € Vy la desigualdad de Poincaré es valida y por ende la forma bilineal a. (6¢, d¢)

es Vy-eliptica, esto es

(7.6) Csl10¢l[71 () < a=(0¢,69),
Finalmente, usando las tltimas dos expresiones, se obtiene
(7.7) 160 1(0) < Cle.

Lema 7.2. Sea ¢ y ¢o soluciones de las ecuaciones de estado perturbadas (2.19a) y

no perturbadas (2.16a), respectivamente, luego 0¢ es acotada y la siguiente estimativa es

valida

(7.8) l|¢e — dol|Lo (@) = O(e)

Prueba. Sustrayendo (2.16a) de (2.19a) se puede establecer un nuevo problema
variacional

(7.9) dp € Vy:  ac(dp,ng) = (ao — as)(¢o,Mp) YNy € Vg,

donde

(7.10) (a0 = a2)(00.m0) = [ (G2 = o) o) - Vi

Siguiendo el Teorema A.3 con y = d¢, y £ = (je — jo)(¢o) se obtiene

1108 1 (0) < €oollGe — 30)(@0)| oz < Cillio(0)l| Lo(s.)2 = Cse*P.

Ya que ¢g € H'(Q), esto es, ¢g € L*(Q) y Vo € L?(Q)?, luego, al menos p = 2. Se

concluye que

(7.11) [66]| Lo () < Cse.
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Lema 7.3. Sea 6. y 0y soluciones de las ecuaciones de estado perturbadas (2.19b) y no

perturbadas (2.16b), respectivamente, luego la siguiente estimativa es valida
(7.12) 16 = bol|m1(0) = O(e).

Prueba. Sustrayendo (2.16b) de (2.19b) con 14 = d¢, sumando y restando b.(6p, 06) al

lado izquierdo y N¢(¢o,d0) al lado derecho la ecuacion se, arriba a la siguiente expresién
(7.13)  b:(860,00) = (bg — be) (6o, 00) + Ne(pe, 00) — Ne(po, 00) + (N — No)(¢o, 06).

Dado que ¢ = ¢y + d¢, se puede expandir de manera exacta el segundo término de
la ecuaciéon anterior mediante una serie de Taylor hasta el término de segundo orden

alrededor del punto ¢ = ¢ de la siguiente manera

(T.14) N.(2,66) = No(on,50) + (0,No(6,80),60) |+ 5 (0EN.0.00)36,60) | .
y por lo tanto arribar a la siguiente expresién

(7.15) Ne(¢e,60) = Ne(¢o,00) + d= (o, 66,5¢) + Ne(66,50).

Introduciendo el resultado anterior en (7.13), se obtiene

(7.16) bc(66,00) = (bo — be) (0o, 00) + d=(¢b0, 00,¢) + Ne(3¢,60) + (Ne — No)(¢o, 66).

Para el primer término de la ecuaciéon de arriba, empleado la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se tiene

0 02360,50) = | [ (1 =4 k900 950 <
(7.17) Be
< CilIVOoll 28 IV0| 128,y < Coel|68]] 1 (q)-

Usando la desigualdad generalizada de Hélder en el segundo término de la ecuacién

(7.16), y ya que se asume que Voo € L>¥(Q)? se obtiene el siguiente resultado

0= (60, 66, 60)] = ‘2 /Q 50060 V&ﬁ‘

< C3|IVoll oo () 11001 L2 [ VOBl L2y < Callddl| 1 () 10011 1 ()

(7.18)

De manera similar, para el cuarto término de la expansién (7.16)

(7.19) |(Ne = No)(¢o, 00| = '/B (v = 1)50||V¢0||§60' <

< Cs|ls0l| Vol 311228 11001| 25,y < Coel06] |11 ()
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El tercer término de la expansién (7.16) puede ser tratado de manera similar al tercer
término de la ecuacién (4.15) y obtener una expresion similar a (4.23), considerando el

hecho que 66 es continua sobre 0B, i.e.
N:(6¢,00) =(1 — fys)/B soVo - V(6pd0) — /Q<5¢s€v5¢ -Véo
(7.20) =(1— ’ys)/B 3050V eo - Voo + (1 — ’ys)/g d0psoV g - Vb —
— (v - 1)/6 0psoVop - Voo — /QégzﬁsOVégb - V6.

El término N.(d¢,d0) puede ser acotado de la siguiente forma

IN2(66,80)| < Cr 1V 0ll 20 (5110611 25, | V08 |25,y +
(7.21) Vool oo 81001281V 00| L2(8.) + 100 Lo (8 10¢]| 1281V 30| L2(5.)
11561 o 0 1591 220 1V 8011 2| < Cs [1+ 1108 w2y 1561 17160 156121 s

En base a la coercividad de la forma bilineal b.(d6,d6) se tiene que
(7.22) 160]311 () < be (89, 66).

Finalmente, tomando las estimativas ecuaciones (7.7), (7.11), (7.17) a (7.19), (7.21)
y (7.22) se obtiene

(7.23) ||6‘9HH1(Q) < Cy [1 + S] = 0(6)
|

Lema 7.4. Sea u. y ug soluciones de los problemas perturbados (2.19¢) y no perturbados

(2.16¢), respectivamente, luego la siguiente cotas es vdlida
(7.24) |lus — u0HH1(Q) = 0(e).

Prueba. Restando (2.16c) de (2.19c), luego evaluando en n,, = du, y finalmente

adicionando y sustrayendo c¢i-(ug,du) y ca-(6p, 0u) se obtiene
(725) Clg(llg’ 511) —028(05, (511) — [CIO (110, 511) — C20 (00, 511)} :i:clg(uo, (511) Zl:CQg(eO, 6u) =0.
Ya que du = u. — uy, se puede despejar ci.(du, Ju) obteniéndose

c1:(0u, 0u) = (c10 — ¢1¢)(ug, du) + c20(d6, u)

(7.26)
+(625 — CQO)(50, (511) + (020 — 625)(90, (511)
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Cada término de la ecuacién anterior puede ser acotado de la siguiente manera

(7.27) [(c10 = c12) (uo, du)| = ‘(1—7C) /E oo(ug): Viou

< Cilloo(uo)|| L2 [|V*0ul|p2(s,) < Cocldul|giq) < Csel|dul|gr(q),

|c20(06, 6u)| = / Bo(60) : VPou| < Cul|60]| 20l [V 0ul|12(0) <
(7.28) Q
< G510 g1 lloul| g1 ()

(cae — €20)(00,0u)| = [(v*4F = 1) / apCoId : Viu
(7.29) B.

< G100l 2. [1Vul| 128,y < Cr]|60]] (o ll6u]| 71 (0),

‘(020 — CQE)(H[), (511)‘ = (1 — ’}/a’yc)/ a0C0190 : Viou
(7.30) B.

< Csll0oll 28I VP0ul[ 25,y < Coelloul| g1(qy,

donde el teorema del valor medio del calculo integral se ha empleado.
Debido a la coercividad de la forma bilineal ¢1-(du, du) y a las estimativas dadas por

las ecuaciones (7.27) a (7.30), se tiene que

(7.31) H5‘1H12ql(sz) < c1e(6u,du) < Cyp [5 + 11601 1) + 1160 1 () + 5] [[oul] g1 (0)-
Finalmente, teniendo en cuenta la estimativa (7.23) en la expresién anterior

(7.32) 0wl 1) < Cnie

Lema 7.5. Sea ¢ solucién del problema de wvalores en el contorno (5.8) o
equivalentemente solucion del siguiente problema variacional

Encuentre (5 € Z;{; tal que

(7.33) —/je(cg)'V% = —/ h¢77¢+/ Polly  Vng € Vg,
Q I o0B:

J

donde el conjunto Z:lj) y el espacio V; se definen de la siguiente manera

(7.34) LN{(i ={ne HY(Q):[n]=0 on 9B., n=gs on Ty},
(7.35) Vi = {ne HY(Q):[n]=0 on 0B., n=0 on Ty}

Luego, la siguiente estimativa es vdlida
(7.36) H¢HH1(Q) = o(e).
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Prueba. Tomando 14 = ¢ — gy en (7.33), donde gy es el lifting de la condicién de borde
de Dirichlet g4 en I'y, se tiene que

(7.37) —/Qja(é)-V&z—/ugqug(&)'ﬂ—/r.

J

h¢,gg+ /313 p¢<;3.

Debido a las condiciones de borde impuestas (5.8), i.e. d~> =gy = —wg en I'y, el primer

término del lado derecho de la ecuacién anterior puede reescribirse de la siguiente forma
(7.39) [ @)= [ wii@)a= [ diwy
Ly Ty Ty

Luego, tomando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (7.37)

&Js(wé) 0|+
Ly

/&(&)W‘g

/F'js(wi)-ﬁg% +‘/BBEVS—1)stO(¢O)(5()A A

J

(739) <C|Bll L2y i (wh) Al L2,y + Callic (wh) Al 2y 161 L2y +
Cse||Vio(¢o) (X)h-h| 120516l 12(08.)

<Cu?(||| gy + C5e?||Bl|r () + Coe® (1 11 (5.
<Cr(e* + 53/2)”&”1{1(9),
donde se ha utilizado el teorema del valor medio del célculo integral sobre la frontera

0B, la desigualdad de la traza, y la solucién explicita (5.7). Debido a la coercividad de

la forma bilineal en (7.33), véase [21], se tiene que

(7.40) Csl19l[7p () < — /Q Je(9) - Vo,

y por lo tanto se arriba a

(7.41) 1Pl () < Co(e? +£%/2),

lo que conduce a la estimativa deseada cuando. |

Lema 7.6. Sea 6 la solucién al problema de wvalores en la frontera (5.12) o
equivalentemente, solucion al siguiente problema varaicional:

Encuentre 6 € Z:lg tal que

(7.42) —/Qqa(é)'vnez/ﬂfene—/ hene+/ pone  Yne € Vg,

T'q e

donde el conjunto Z;Ig y el espacio Vi son definidos de la siguiente manera
(7.43) U = {ne H(Q): [n]=0 on 9B., n=gs on Iy},
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(7.44) Vi={neH' (Q):[n]=0 on 0B, n=0 on Iy}.
Luego, la siguiente estimativa es valida
(7.45) 1101|5110y = oe).

Prueba. Evaluando (7.42) en ng = 0 — gy, con gy siendo el lifting de Dirichlet gy sobre

Ty, se obtiene

(7.46) —/Qqa(é)‘V9~=—/Fogeqa(é)'ﬂJr/Qfeé—/Fq h9é+/68€peé.

El dltimo término de la ecuacién anterior puede ser reescrito de la siguiente forma

wan [ w4 I (80 + | fau(th) = an(@) ) vil

Luego, considerando la expansién de Taylor qo(6p) = qo(fo)(X) + Vqo(6o)(X)(x — %),

para algun x € B., se obtiene

- / a:(0) Vi = / 009:@) 2+ (v —1) | Qo)+ / (mn + ma)d
(7.48) @ To B @

~ [ hob+(F =) [ Van(Go) @) x %) - V.
Iy B.

e El primer término del lado derecho puede acotarse utilizando la solucién explicita

(5.11), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de traza

(7.49) \— | ity

< 101 2 (ry)llac (i) r2ry) < C1E2110] 11 (0

donde se han utilizado las condiciones de borde sobre I'y para cambiar los argumentos

de las normas.

o Para el segundo término en (7.48), empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y

el resultado del Lema 1.1 en [38] se obtiene

(7.50) \w =i Qo(qﬁo)é‘ < CalIQo(60) 121l 25, < Coe™ 118111 e,
con § € (0,1).

e Siguiendo el mismo tratamiento que para el primer término, el cuarto esta acotado

de la siguiente manera

(7.51) ‘— / hgf

q

< Cyl | Vw§ll 2wy 101l 2rq) < Csel101] 1 (g)-
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e Para el quinto término, se tiene

o ‘(v’“—l) /B Vo (60) (%) (x~%)- V| < Gl [Veto(0) (%) (xR | 23|V 25,
< Crdgllx = %25, 10111 () < Cse10] 11 (0

donde se ha empleado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y Aq es el radio espectral

del tensor de segundo orden Vqo(6p)(%X)? Vo (o) (X).

o La estimacién del tercer término de (7.48) es bastante més complicada. En primer

lugar, empezamos con

/ m19~
Q

El dltimo término de la desigualdad anterior es facilmente acotado aplicando la

(7.53) < +

/ 25.0V ¢y - V§
Q

/ 250V g - Vb
Q

desigualdad de Holder, aprovechando la regularidad de ¢g, y usando la estimacion
para ¢~) de Lema 7.5, esto es
[ 25:6%00 - V8 < Gl Vaull 02009310
(7.54) Q
< Col |01l @18l 11 0y < C11E¥ 2110|111 (-
Para el primer término de (7.53), primero se obtiene la siguiente forma equivalente

(7.55) / 25.0V ¢y - Vg, = / 2500V ¢ - Vws + / 2(v* — 1)s00V ¢ - Vs,
Q Q

€

y entonces, aplicando el teorema de la divergencia y las reglas de diferenciacién para

el segundo término de la ecuacién anterior, se obtiene
/ 2500V - Vs = / 2div (s0fVaous) - / 2div 500V 6o ) w§
Q Q Q
(7.56) . 5 )
= / 2800wz Ve - i — / 2div(soVeo) wg — / 250V - VOwg,
aQ Q Q

donde el segundo término se anula ya que div(soVep) = 0.

En conclusion, el primer término en (7.53) estd acotado como se muestra a

continuacion

/ 250V -V
Q

S‘/ 2509~wzv¢0~ﬁ
oN

+‘/2sov¢0 : véw;‘
Q

+ < C122”) 10| 12(00)

/ 27— 1)500V oV
B,

€

(7.57) ) ]
+C13[[Vo|| Lo () [ VO] L2y [0 L2 ()

+C1a| [V ol| oo (5 VWG| 225, 16] | £2(5.)
< [01552 +Cl6€2\/m+01751+5} 101 (@),
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donde la desigualdad de Holder, la estimativa en Lema 1.1 en [38] y (A.1), y la

regularidad de ¢ fueron aplicadas. Con la cota anterior y el resultado de (7.54) se

/ mlé
Q

Solo queda estimar ma. Comparando con la definiciéon de la forma no lineal N,
Q
en (2.21), se puede observar que

obtiene

(7.58) = o(e).

(7.59) /Q maf = N.(66,0).

Por lo tanto, se puede utilizar su forma equivalente en (4.23) y obtenerse

(7.60) /szé = (1797 [/Be soVéo - V5¢§+/

Be

sV - vé&;s] - /Q 55V ¢ -V,

Esta expresiéon puede ser facilmente acotada como
' | | <CuslIVull ey (119881 21l 2 + 1981122 166 L.
+C10l[06| oo ()| VIS | £2(2) [V | £2(02)
(7.61) <Co0ll8¢| |1 ()2 101|110y + 11011 111 1160 11 ()
e IVl 2oy + V8l 2| 1811 o)

<Cyy [Eual —1—51*52} HQNHHI(Q) n {52 +€2+‘53} HéHHl(Q)7

con 0; € (0,1) yi=1,...,4. Aqui, la regularidad de ¢q, la solucién explicita (5.7), la
estimativa del Lema 1.1 en [38], los resultados en (7.11) y Lema 7.5 han sido tomados

en cuenta.

Finalmente, considerando la coercividad de la forma bilineal (7.42)

(7.62) ol < — /ﬂ a-(6) - V6,

y tomando en consideracién ecuaciones (7.49), (7.52), (7.58) y (7.61) y tomando limite

para cuando € — 0, se obtiene el resultado esperado
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Lema 7.7. Sea 1 solucion del problema de walores en la frontera (5.23) o
equivalentemente solucion del siguiente problema variacional

Encuéntrese i € U5,
(7.63) / oc(u): Vo, = —/ fu - 1y +/ hy -7y —/ Pu N V1 € Vy,
Q Q It 9B

donde el conjunto Z;Ifl y el espacio V5, son definidos como

(7.64) Ui ={neH'Q?:[n]=0 on 9B., n=ga on L.},
(7.65) Vi={neH(Q)?:[n]=0 on 0B, n=0 on Iy}.

Luego la siguiente estimativa es valida
(7.66) [l 1102 = o(e)-

Prueba. Evaluando (7.63) en n,, = @ — g,,, con g,, siendo el lifting de Dirichlet de la

condicién de borde g, en I'y, se obtiene

(7.67) /Ua(ﬁ):vsﬁ——/fu-ﬁ—i—/ a's(ﬁ)ﬁ-gu—i—/ hu-ﬁ—/ Pu - .
9] Q u I'¢ 0B:

El primer término de la ecuacién anterior puede expandirse gracias al teorema de la

divergencia generalizada de la siguiente manera
—/ fuit = — / div (B.(wj+9)) -ﬁ+/ div((o9—02)(ug) — (Bo—B2)(fo))- &
Q Q Q
:—/diV(Bg(wg—i-é)ﬁ)—i—/ B.(wj+0): Vi
Q Q
(7.68) + [ div((o0=02) ()~ (Bo—B.) (0) i

:_/ Bg(w§+§)ﬁ~ﬁ—/ B.(wi+0)n-i+ | [B.(wf+0)]-i
u Tg OB

+/QBE(w§+0~):VSﬁ+/ div((eg—0:)(ug)—(Bo—B.)(6y))- 1,

€

donde la identidad

/QdiV((Uo—Ue)(uo)—(Bo—Bs)(9o))'ﬁZ/ div((o9—oc)(uo) —(Bo—B:)(6o)) - 1,

€

ha sido utilizada, la cual puede ser obtenida por medio de sucesivas aplicaciones del

teorema de la divergencia generalizado.
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Mediante la aplicacion del teorema de la divergencia sobre la bola B., podemos
obtener una forma equivalente del tltimo término en el lado derecho de la ecuacién

(7.67), como sigue

/ass Pu- U =/%E Suft - ﬁ+/88€[[Ba(w§+é)]] i
(7.69) = / div(Syit) + /8 B.(wi+d)] - &

:/ div(Su)-ﬁ+/ Su:Viu+ [ [Bo(wj+0)] - 0.
X 2 8B.

Ademés, div((eg — o¢)(up(x)) — (Bg — B:)(6p(x))) = 0, ya que la derivada de un tensor
constante es cero, y por ende
div[(eo—0o¢)(ug—ug(x)) - (Bo—B:) (0o —bo(X))] =
div((e0—0:)(uo) - (Bo—B:)(0h)) -
Introduciento este resultado en (7.69) se obtiene

/ pu.ﬁ:/ div((e9—0o:)(uo)—(Bo—Bc)(o)) - u
oB.

S

(7.70)

(7.71)
+/ Suzvsﬁ+/86 [B:(wy + 0)] - a.

Reemplazando (7.68) y (7.71) en (7.67), y luego tomando valor absoluto obtenemos

/ o.(i): V| < / o ()h - gu| + / B.(wj + )i -1
(7.72) @ u u
+ / o.(wi)n-u| + /Bg(w§+9):vsﬁ + / Su: V.
I't Q <
o Teniendo en cuenta las condiciones de borde en (5.23), i.e. t = gy = —w¢, en ['y, se

pueden cambiar los argumentos en las siguientes ecuaciones y obtener

/ o (Wi - g / o.(—wi)h 1

u u

(7.73) < 0152Hﬁ”L2(Fu)2 < 02€2|’ﬁ”H1(Q)27

donde la solucién explicita en las ecuaciones (5.15) a (5.17) y la desigualdad de la

traza han sido utilizadas.

« Utilizando la solucién explicita (5.11) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

B.(wj +0)h - @

- <Cs [Ilugl 2 + 10112 | 18122 0y
(7.74) <Cu | + 11120 Il 2o
<Cs [ + &) 1l e,
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donde la desigualdad de la traza y la estimativa HéHL2(Q) < HéHHI(Q) < Ce'*9 han

sido empleadas, véase Lema 7.6.

o De manera similar, usando las ecuaciones (5.15) a (5.17) y la desigualdad de la traza

se obtiene

(7.75) \— [ owiga-s

< Coe® || 2(ryy2 < Cre?|lal] a2

o Utilizando el mismo procedimiento para estimar el segundo término de (7.72)

obtenemos

<Cs |2 VIl + 110111 | 16111110

<Cy |2v/lel + 7] [l e,

/Bg(wg +0): Viu
Q

(7.76)

e Tomando la siguiente expansiéon de Taylor
Su = —[(1 =) Vao(u)(x1) — (1 — ¥*7%)VBy(fo) (%2)] (x — %),
para algin x1, X9 € B., obtenemos

Su : Vu| <Cjpmax [)\",)\B] 1% = X[ z2(8.y2 | [0]| 51 ()2

(7.77) 5.

<Cue?|[all i (aye;

donde \° y AB son los radios espectrales de los tensores de tercer orden
(Voo(ug)(x1))" Voo(ug)(x1) v (VBo(fo)(X2))" VB (6)(X2) respectivamente.

o Finalmente, por la coercividad de la forma bilineal (7.63), (véase [21])
(7.78) Cal[t][711 gy < /Q o.(a) : V°a,

arribamos al resultado esperado.

Lema 7.8. Sea u® solucion del problema de wvalores en la frontera (5.26) o
equivalentemente del siguiente problema variacional:

Encuentre u®* € Ua:

(7.79) / o.(u*) :Vn, = —/ fue - My +/ hya - My —/ Pus - My, VM4 € Vi,
Q Q Tt o0B:
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donde el espacio V5, se define en (7.65), y el conjunto Usa es

(7.80) Uso = {neH'(Q)?:[n]=0 on 0B., Mm=gu on TIy}.
Luego, la siguiente estimativa es vdlida

(7.81) 1871 (2 = o(2).

Prueba. En primera medida, y por simplicidad, se asumira que el operador oJu (po) es

simétrico. Luego, evaluando (7.79) en n,, = 0% — gy« arribamos a

(7.82) /ag(ﬁa):vsm:_/fua.ﬁu/ hua.ﬁa—/ pua.au/ o (@®)h - i,
Q Q I'y oB: u

Empleando el teorema de la divergencia generalizada, el tercer término de la ecuacién

anterior puede reescribirse de la siguiente manera

(7.83)
[ pat= [ P (0 Do) oo(a) () + 5.7 ()67 () ) ) -
Be Be
= [ o (05~ 1) (0 (u) ~ o0l )+ 67 (o) 5.7 (o) ()
o0
= e (v (65 = 1) ) ~r0 () ()67 (o) =67 () () )
~ (0 = Diatu) () (0)+5.7 (o) =67 (o) () : Vi

Ya que B. C Q, luego xg. = 0 en 9Q. Ademds, div([o. — op](ul)(X)) = 0 y
div <6ju(p0)(§<)> =0, ya que og(ug)(X) y 6J%(po)(X) son tensores constantes.
Teniendo en cuenta estos hechos, y considerando que [o. —o¢](ul) = (7¢ — 1)og(ud),
luego, la suma del primer y el tercer término de (7.82) es

[ gt [ it = [ (4 1)(o0(u) - ou(uf) (x): 9

(7.84) “ 0B B
- (557 ) v = [ 67

o Empleando el teorema de Taylor-Lagrange, la ecuaciéon anterior puede acotarse de la

siguiente manera

‘—/ fua-ﬁa—/ Pue i
(7.85) Q o8.

+[8.T% (po) | 12512110l 28,y < Cole® + e[l e,

< Crmax7, X[ [x = &l 25,2 V78] 2,2
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donde A% y A\ son los radios espectrales de los tensores (Veoo(ug)(%1))? Veoro(ug)(X1)
~ T ~

y (V&J“(po)(i2)> VoJ"(po)(X2) respectivamente para algin X1,X3 € B.. Ademds,

el Lema 1.1 [38], y la Suposicion 3 han sido tenidos en cuenta para estimar los ultimos

dos términos de la ecuacién (7.84).

o El segundo término de (7.82) puede ser acotado usando la desigualdad de la traza y

la de Cauchy-Schwarz de la siguiente manera

/ huo - 0
I'y

donde la solucién explicita o(w$a.) fuera de la bola B, también ha sido empleada.

(7.86) < [l (Wil z2a2l 8 2y < Cae?l[a] a0y

o Se pueden utilizar las condiciones de borde definidas en (5.26) para intercambiar
los argumentos dentro del tdltimo término de (7.82), y usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz y la de la traza se obtiene

(7.87) < [lo (Wil z2r2 [0 22 < Cag® [0 g (g)2

/ U(ﬁa)ﬁ * Wfla

u

donde la solucién explicita del sistema (5.25) también ha sido utilizada.

« Debido a la coercividad en la forma bilineal (7.82) (vea [21]), tenemos que

I

(7.88) Cs ][0 212 < ’ /Q o-(@%) : Vial

y por lo tanto, abordamos al resultado esperado.

Lema 7.9. Sea 0% la solucién del problema de walor en la frontera (5.30) o
equivalentemente solucion al siguiente problema variacional:

Encuentre 6% € Z;lga tal que

(789) - /Q a:(0) - Vg = /Q Jous + / oo + / poats Vg € Vi

Iy 0B,

donde el espacio Vj es definido en (7.44) y el conjunto Z;{(ja es

(7.90) Us, = {ne HY(Q):[n] =0 on 0B., n=gga on Ty}.
Luego, la siguiente estimativa es vdlida

(7.91) HéaHHl(Q) =o(e).
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Prueba. Luego de evaluar 7y en 6o — Joe en (7.89) se obtiene la siguiente ecuacién

(7.92) —/qa(éa)-véa:/fgaéu/ hgaéu/ peaéa—/ q-(0%) - fagga,
Q Q r oB: Iy

q
con gga siendo el lifting sobre la condicién de borde de Dirichlet gga en I'y. Aplicando
el teorema de la divergencia generalizada en el tercer término de la ecuacién anterior

obtenemos

/ poe® = / x5 (6.7° (o)~ 0.7 (po) (%) [~ 1][a0 (68) a0 (66) (%)] ) - 56"
o0B: oN

(7.93) + [ aiv (x. (0=l 8)-aol05) )57 (o)=0." () ()] ) &

[ v (0= Ulaol65)- a0 6) GOl (67 ()67 () (5] ) - 9.
Q

Sobre la frontera 0f2, la funcién caracteristica para la regién perturbada es xp. = 0.
Entonces, como qo(03)(%) y 6.J%(po)(%) son vectores constantes, su divergencia seré cero.
Asi, sumando la expresién anterior con el primer término de (7.92) obtenemos

/fauéa +/ pga° :/BO:VS(w;a+ﬁa)éa+/ (v*1C—1)By: V*ulf®
(7.94) 7 0B “ -

530 + [ (1= 1lan(88)—ao(68) 0] -6 ()67 (o) ()] - 9"
Be e

e El primer término de la expresion anterior puede acotarse de la siguiente manera

2a0(ug+)\0)/ diV(Wia +l~la) 0¢
Q

/ By : V¥ (Wi, +1%)?
Q

20 (po+Ao) [[;Q(Wfla‘i‘ﬁa)‘ﬁéa—/

(Woa +1%) .véa}
Q

7.95 € ~a na ~a na
9B <y (lIwhat 2] 2o 18 2o + 1wE + 8 20 V8] 12
< Cs (|Iwaell 200y + 116|200 + [1Wael 22 + 161 2(0) ) 101120

< (s (52 +e' 0 +%/|Ine] +51+6> 6%/ 1210

donde se han empleado la desigualdad del tridngulo, la traza y de Cauchy-Schwarz,
ademds de la estimacién (7.81) (ver Lema 7.8), y la solucién wi. (ver ecuaciones (5.15)
a (5.17)). Mediante los mismos conceptos, podemos estimar el segundo término de

(7.94) de la siguiente manera

/ (v*4*—1)Bg: Viul6®

/ (724 =1 apI:o0(u®)s*

= <

796 a S~a na
(7.96) < (Iloo(i)] 2.y +loo(wsl L2,y +IV* 52 21612 s

<Cyle+e+ €1+6l)56”éa”Hl(Q).
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CAPITULO 7. ESTIMACION DE LAS SOLUCIONES DE LA EXPANSION
ASINTOTICA

Siguiendo la Suposicién 3 y utilizando el Lema 1.1 [38], tenemos

< 187 (o)l 2 (8. [10° || 2.y < Cse'*116%] | 1 -

(7.97) ‘ /B 5 85.J% (po)6°

El término final de (7.94) tiene la siguiente estimativa

| (= lo(68) o 65) ()= 57 () =57 () () -V <

< Co max{A%, M| 1x — %||2(8.) [V 22(5.) < Cre?|10] |11 (0

(7.98)

donde A y A/ son el radio espectral de los tensores (Vqo(62)(x1))" Vao(63)(%1), y
~ T ~
(V&Je(pg)(ig)) V6% (po)(%2) respectivamente, con X1,%s € Be.

Por ende, tenemos la estimativa para

/Qfeaéa + /BBepeaéa‘ = o(e).

o El segundo término de (7.92) puede ser acotado empleando la desigualdad de la traza

(7.99)

y la solucién explicita de wj, en la ecuacién (5.29), i.e.

/ hga
Fq

« El dltimo término de (7.92) puede estimarse utilizando las mismas herramientas que

(7.100) < < Cse?(0%| g1 (-

/ - (Wha ) - noe
Fq

en la desigualdad anterior y, ademés, las condiciones de contorno en (5.30), con el fin

de intercambiar los argumentos de las normas de la siguiente manera

< Jae(wia)l 2y 10| 121y < Coc®|l0| 11 (-

(7.101) ]— [ @) -on

o Por tltimo, a partir de la coercividad de la funcién bilineal en (7.92), tenemos

(7.102) Cul 1y < |- [ acld) e

Combinando las estimaciones anteriores, llegamos al resultado esperado tomando el

limite de € — 0.
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Lema 7.10. Sea ¢ la solucién del problema de wvalores en la frontera (5.34) o
equivalentemente solucion del siguiente problema variacional:
Encuentre (;3“ € Z/Nl;a tal que:

(7.103) —/je(éa)'V%:/qua%Jr/ h¢a?7¢>+/ Pgatly  Vng € V5,
Q Q T 0B.

donde el espacio Vg es definido en (3.21) y el conjunto Z;{ga es

(7.104) Z:I;a ={neH(Q):[n]=0 on 0B., n=ggp on Ty}.

Luego, la siguiente estimativa es vdlida

(7.105) 6% | £11 () = o(e).

Prueba. Luego de evaluar 74 en ¢~>a — gge en la ecuacion (7.103) se obtiene la siguiente

ecuacion

(7.106) —/QjewE“)-vé“—/wa&u/Fj h¢a$“+/885p¢aé“—A¢j5(é“>-ﬁg¢a,

con gge siendo el lifting de la condicién de borde de Dirichlet g4 sobre I'y. Aplicando el
teorema de la divergencia generalizado sobre el tercer término de la expresién anterior

se aborda a la siguiente ecuacion
(7.107)

[ pendt = [ [xm. 6% Dlio(8)~0(68) ) + 2185 05 (%) +56°) G —fo) (é0)] 5"
0B, o0

+ [ . 25500 Dliolo)-io(0) GOl + (5 m) 67 (o) () - 6"

- [ vl (07 = Dlio(68) ~Jo(e§) (%) 3+ [ (2°=1)o(68) ~do(et) (%))- V3"

£

/ (2[66 — 65 (%) +06%] (o) (¢0)) ¢° / (05— 06 (%) +06) (3=—jo) (¢0) Vo
- /Q div(x5.263 (%) (7*~1)[jo (¢0)—o (o) ()]) " = | 266(%)(v*~1)[jo(d0)—Jo(b0) (X)]- V§*

Be

— [ i (s 67 on) - 57 m) () 87 — [ [57° () =57 ) (9 - V5"
Q

€

Los primeros dos términos de la ecuacion anterior son cero ya que xp. = 0 fuera de la
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bola. Por lo tanto, la suma del primer término y del tercer término de (7.106) es
(7.108)

Ta Ja __ . as Ja__ 70 Ja
/Q Jon /8 e = /Q 2div (56“30 (o)) & /B 7 0)0
T / (PP [(68) —§(68) (%)] - Y / 2008 — 68 (%)+66°](v*—L)j (o) - V"
B. Be

—/ 298(*)(75—1)5(@50)—j(<Z>o)(f<)]'V&“—/(78—1)[5j¢(po)—5j¢(po)(>?)]-Viﬁ“-

Be B
e Empleando reglas de diferenciacion y el teorema de la divergencia en el primer término
de la expresién anterior se obtiene la siguiente estimativa
(7.109)

<

56%50 (o) - G~ /Q 56930 (o) - Vo

/92div(59“j0(¢0)) ¢ -
< C1[]160% L2 (a0 10”1 1200 [130(90) | oo (902 +100% L2 (0 1V 07| 20y o (D0) | 2o 0]
< Co[ (Il 200110 r2(00) ) 16°] 1 (1B |2yt 10% 22 ) 1671 )]
< (s {€2+€2\/m+|\9~a\|1{1(9)} H¢~5a|\H1(Q)

< Gy [V Tel+e| 116 i o),

donde se ha empleado la desigualdad de la traza y las estimativas en la ecuacién (A.1)
y el Lema 7.9. El segundo término en el lado derecho de la ecuacion (7.108) se acota
empleando la Suposicién 3, y la estimativa en el Lema 1.1 de [38] de la siguiente

manera

(7.110) \— / 87

< 167%(po) | 22510 22(5.) < C5e™[0%| 1110 -

El resto de los términos en (7.108) pueden ser acotados empleando la desigualdad de

Holder y de Taylor-Lagrange, y la estimativa en el Lema 7.9 de la siguiente manera

/ (-1 [i(68) —3(68) (%] - Vé°| = / (V1) Vi(68) () (x — %) - V?| <
(7.111) |/B. 5.

< CoN|[x—%|| 125, [VO | 125,y < Cre 0|11 ()
(7.112)

‘—/ 205 — 66 (%) +06] (v*~1)j(90) V" =‘2(1—78)/[V98(5<2) - (x=%) + 86%jo(¢o) - Vo*

< Csll3o(00) |l 2o ) IVl L2852 (1100 2(5.) + [1V 06 (K2 )| £oo (5. 1% — | 12(5.)]
< Cy [Ilwfellzzqs, + 18l ) + 2] 161 o)

< Cho {82 +el ot 4 52} ||€5a||H1(Q),
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(7.113)
\—/ 20 (5) (v"—1)[j (60) —3(60) ()] - V6| = ' [ 2060 o)) - 9

< 011>\j2||X—X||L2(BE)\|V¢a\|L2(BE) < Cr22?(16 | i1 ()

7114
' =[O =1 )5 ) (- V| = ‘ - [ =098 ) ) ) 9

< CisNJ|[x—%|| L2 (5| IV || 125,y < C1a?]6% |1 ()

donde 61,02 > 0. Los coeficientes )\jl, /\j2 y )\i son los radios espectrales
de los  tensores (Vi(08) (%)) Vi(6g)(%1),  (Vi(do)(%s))" Vi(do)(%s) ¥
<V5j¢(p0)()~c4)> V% (po)(X4) respectivamente, para algin X1, Xo, X3,%4 € B..

El segundo término de la ecuacion (7.106) puede ser acotado empleando la desigualdad
de la traza, la desigualdad generalizada de Holder y la solucién explicita (5.33) de la
siguiente manera

(7.115)

hnd”| < Cus [|l3e (i)l 2y + (1wfolliacey) + 102y ) Ho(Go)l Ly | 1167122y

Ty

< Ci6le® + 10%] o) l0% | () < Crrle? + e 01116% | e,
donde la estimativa en el Lema 7.9 también ha sido utilizada.

Para el dltimo término de (7.106) se ha empleado la desigualdad de la traza y las
condiciones de borde en (5.34) con el objeto de intercambiar los argumentos de las
normas
(7.116)

- / 5:(6%) - gy =‘— / je(wSa) - 57
Ty Ly

Finalmente, dada la coercividad de la forma bilineal en (7.106) se obtiene

< C1se”||6% 2r,) < Crog®[16% N1 (o)

(7117) 181 < |- [ 1698,

y luego, el resultado esperado se obtiene tomando limite de € — 0.
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CArPiTULO

Validaciéon Numérica

La expresion analitica de la expansién asintética topoldgica, y por tanto también de
la derivada topolédgica, pueden validarse mediante un procedimiento numérico que se
explicard en esta seccion.

Consideremos la expansién asintética

(8.1) J=(pe) = Jo(po) + f()TnT (po)(X) + £(e).-

Despejando £(¢) y luego tomando valor absoluto se obtiene

(8.2) E(e) = |T=(pe) — Jo(po) — f(e)TpT (po)(X)] -

Evaluando la expresion anterior para una secuencia de valores decrecientes de €, podemos
demostrar que empleando la férmula analitica obtenida para TpJ (po)(X), recuperamos la
estimacién encontrada en el Lema B.1 para el residuo, es decir, £(g) = o(e?). Esta técnica
también se empled en [25], y es particularmente 1til ya que nos permite determinar la
tasa de variacién exacta para un caso de evaluacion especifico. Otra forma clasica de
verificar la validez de la férmula analitica es compariandola con una aproximacién por

diferencias finitas. Considere la funcién g(x)

J=(pe) — Jo(po)
f(e) '

(8.3) 9= (%) =

Ya que por definicién
lim (%) = TpJ (po) (%),
e—0
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CAPITULO 8. VALIDACION NUMERICA

o I‘j2 L e | =
Q q Q Q
2 1 1 1
r g r, Iy
(a) Problema Eléctrico. (b) Problema Térmico. (c) Problema Mecénico.

Figura 8.1: Dominio y condiciones de borde. Las regiones de Dirichlet se representan en
azul y las regiones Neumann en rojo.

luego, el cociente g(x)/TpJ (po)(X) — 1. Més alla del hecho de que estas dos condiciones
son equivalentes, por razones de completitud se verificaran ambas dos.

En particular, comprobaremos la validez de la derivada topoldgica dada para un
funcional de costo como el del ejemplo 1, en la Seccién 6.1 (ver ecuacién (6.11)).

El dominio computacional 2 consiste en una regién cuadrada de longitud 2. El centro
de la perturbacion circular B coincide con el origen del sistema de coordenadas y con el
centro del dominio computacional, es decir x = (0,0). Obtenemos pg, y luego p. para la
siguiente secuencia de radios de perturbacién € € {0.160, 0.080, 0.040, 0.020,0.010,0.005},
empleando un procedimiento estandar de elementos finitos. El dominio computacional se
discretiza con 822158 elementos lineales triangulares de Lagrange con 411528 nodos. Las
propiedades del material empleadas son: conductividad eléctrica syg = 1, conductividad
térmica kg = 1, médulo de Young Fy = 1, coeficiente de Poisson v = 0.33, y coeficiente
de expansién térmica ag = 1073. Para el problema mecénico, se consideraron hipétesis
de tensiones planas.

Las fronteras de Dirichlet y Neumann para cada problema estan compuestas por un
par de segmentos de linea disjuntos, esto es I'y = FéUF i yIj="T Jl UI‘J-2 para el problema
eléctrico, , I'g = Fé U Fg yIq= Fcll U F?l para el problema térmico, y I'y = 'L UT2 y
I'y = F% UI’% para el problema mecénico, ver figura 8.1. Los valores prescriptos para cada
condiciéon de borde sobre cada regién estan listados en la Tabla 8.1, como asi también
las coordenadas de los puntos inicial y final de dichas regiones de frontera.

Se evaltan los funcionales J:(p:) v Jo(po), utilizando la versién discretizada de la
expresion (6.1). Las regiones relacionadas con este funcional de costo estan compuestas
también por un par de regiones de lineas disjuntas, i.e. I'1 = [T UT? Ty =TJUT3, y

['s = ' UT3. Los valores de f1, fo y f3 sobre sus regiones asociadas se enumeran en la
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Problema ((i]:r];c(i)lr(gzn Region | Valor | Punto Inicial | Punto Final
or T (-1,1) (0.8,1)
2
Eléctrico ! (0.8,-1) (1,-1)
: I -1 (-1,-0.1) (-1-0.8)
" ]:‘.]2 1 (17'01) (1,—08)
01_‘ Fé (_17'1) (-0.8,-1)
Térmi Is (0.8,1) (1,1)
rmico f
I'g -1 (-1,-0.1) (-1,-0.8)
" I 1 (1-0.1) (1,-0.8)
ur Iy | (00) | (-1-08) (1-1)
Mecénico I (0,0) (1,0.8) (1,1)
e |01 | (0.1-1) (0.1-1)
tr t ’ ) s
Iy 01| (01,1 (0.1,1)

Tabla 8.1: Condiciones de borde y sus valores prescriptos.

Distribucion| Region | Valor | Punto Inicial | Punto Final
F ri 1 (-1,0.1) (-1,-0.1)
' 12 1 (1,0.1) (1,-0.1)
P ri -1 (-1,0.8) (-1,-0.8)
? 12 2 (1,0.8) (1,-0.8)
¢ ri (0,1) (-0.1,-1) (0.1,-1)
’ r2 | 0-)| (01,0 (0.1,1)
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Tabla 8.2: Valores de las distribuciones asociadas a los funcionales de costo y coordenadas
de los puntos inicial y final de sus regiones lineales.

Tabla 8.2, asi como las coordenadas iniciales y finales de los segmentos de linea.

El estudio se realiz6 para todas las combinaciones de parametros de contraste 7°,
v*. A€, v 4* con valores en el conjunto {1072,1071,10°,10%, 10?2}, dando un total de
n. = 625 combinaciones. Para cada conjunto de parametros de contraste, la evaluacién
del residuo £(e) puede diferir en érdenes de magnitud, por lo que se emplea el siguiente

esquema de escalado para representar graficamente estos resultados.

En primer lugar, se asume el siguiente comportamiento del residuo en funcién de &
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1) J—
102}
w04F

106

108

1(]—10

10712

1072

Figura 8.2: Resultados del residuo escalado.

para una determinada combinacién de pardmetros de contraste i (i

1071
£

(84) (‘:2(5) =~ Ci€pi

Tomando logaritmos a ambos lados se obtiene
(8.5) In&i(e) = pilne +1ng;.

A continuacién, podemos utilizar el método de minimos cuadrados para obtener p;, In ¢;,
y finalmente ¢;. Las evaluaciones del residuo escalado &;(g)/¢; se representan en la figura

8.2, mientras que el valor normalizado de la derivada topoldgica g(x)/TpJ (po)(X) se

representa en la Figura 8.3.

Segun los experimentos numéricos, se observa que la aproximacion por diferencia finita
de la derivada topoldgica converge al valor analitico correspondiente para todos los casos

evaluados. Asimismo, la evaluacién numérica del residuo muestra tasas con media p,, =

1

Ne
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Sl pi = 3,94, lo que confirma la estimacién £(g) = o(g?).
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Figura 8.3: Derivada topoldgica normalizada ¢(x)/7TpJ (po)(x).
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CArPiTULO

Formulacion del problema de Optimizacion

9.1 Descripcion general del problema

Tal como se mencioné anteriormente, la segunda parte de este trabajo de tesis trata
sobre la aplicacion de los conceptos de derivada topoldgica a la resolucion de problemas de
optimizacion topoldgica, en particular a la sintesis de actuadores termo-electro-mecanicos
(TEM). En éste capitulo, se presentara la formulacién del problema de optimizacién
topoldgica asociada a dicho problema.

Considere un dominio de disefio 2 C R? abierto y acotado, con frontera
suficientemente suave 0, el cual estd subdividido en una regién material Qy y otra
asociada al vacio (y, ver Figura 9.1. Dicha subdivisién puede realizarse mediante una
funcién caracteristica y, la cual valdrd 1 Vx € Q y 0 en caso contrario.

En base a esta representacién geométrica se puede explicar el principio de
funcionamiento de un actuador TEM. Primero se hace circular una corriente eléctrica
Jx(¢) a través de la estructura flexible del actuador, resultado de las condiciones de
borde eléctricas en I'; y I'y. El flujo de dicha corriente genera calor por efecto Joule
Qy(¢), elevando asi la temperatura 6 de la estructura y con ello, por dilatacién térmica,
deforméandola. El objetivo de diseno entonces es, dado un conjunto de condiciones de
borde eléctricas, térmicas y mecanicas, obtener la topologia de la estructura flexible
(caracterizada por la region Qy, y ésta a través de la funcién caracteristica x) que
maximice el desplazamiento u promedio de la regién I';y en la direcciéon é utilizando una

determinada cantidad de material.
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En términos matematicos, dicho problema de optimizacién se puede establecer de la

siguiente manera:
(9.1a) min J(u) = —/ é-udl,
Xexad FJ
(9.1b)  s.a. |Qu| = |9/,
¢ €Uy : ax(,mp) = bi(ny)  Ynp € Vs,
(9.1c) 0 €V :b(0,m9) = Ny(d,m0) +Lq(n9) V19 € Vo,
uc Vu : clx(uanu) + Ck(uanu) = CQX(exv nu) + gt(nu> V’?u € VU?
donde el conjuntos de funciones Uy estd definido en (2.10), mientras que los espacios

funcionales Vg y Vy lo estédn en (2.13), (2.14) y (2.12) respectivamente, mientras que la

definicién de los espacios de funciones Vg, Vy y Vu se encuentra en (2.13), (2.14) y (2.15).

Figura 9.1: Caracterizaciéon del dominio de disefio en conjunto con las condiciones de
borde.

Para modelar la respuesta de una pieza de trabajo sobre la cual opera el actuador,
se ha agregado una condiciéon de apoyo eldstico sobre la region I'j, que se materializa en

el sistema de EDP (9.1) mediante la siguiente forma bilineal

9.2) ce(u,7) = / kot - 1,
ry

donde kg representa la rigidez por unidad de longitud de la pieza de trabajo.
Las formas lineales {5, {q y {¢, conservan las mismas definiciones dadas en (2.16a),

(2.16b) y (2.16¢), mientras que a las formas bilineales y no lineales poseen el subindice
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X, indicando que estas dependen de manera directa de la funcién caracteristica a través

de la definicién de las propiedades materiales, a saber

(9.3) ox(6.15) = = [ 1(0) - Vs
(9.4) &deﬂm)=~—/gqxw)-vnmﬁh
(9.5) -M@m@zLQWWWQ
(9.6) ennmy) = [ o) Vs
(9.7 nlByma) = [ Bi0): Vo,
(9.8) Jx(¢) = —5, V9,

(9-9) QX(Q) = _kaaa

(9.10) Qx(0) = s, [|V |3,

(9.11) oy(u) =C,Viu,

(9.12) B, (6) = a,C, I,

siendo

(9.13) sy = s(x +p°(1 = x)),
(9.14) ky = k(x + p*(1 = x)),
(9.15) Cy =C(x+p"(1 - x)),
(9.16) oy = a(x +p*(1 - x)).

Los coeficientes p*, p¥, p€ y p® son factores de contraste entre las propiedades
constitutivas del medio vacio y el medio material. Los valores de estos factores deben ser
lo suficientemente bajos como para hacer despreciable la contribucién de la regién vacia
a la funcién de costo y a las soluciones directas y adjuntas, y lo suficientemente alto
como para evitar problemas de singularidad en las discretizaciones de los operadores
diferenciales (matriz de rigidez de elementos finitos). Valores entre 1072 y 1073 son
usuales en la literatura.

El volumen (érea) ocupada por la estructura flexible se obtiene mediante

(9.17) il = | xa,
Q
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CAPITULO 9. FORMULACION DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION

y la cantidad maxima que ésta puede ocupar se denota por |Q2|*.

La formulacién del problema (9.1) es clésica para la obtencién de actuadores flexibles,
y se puede encontrar en aplicaciones para generar mecanismos flexibles de funcionamiento
con fenémenos puramente eldsticos [47, 50]', o multifisicos [1, 41, 48, 51, 52]. Para una
revision exhaustiva de la sintesis de actuadores y mecanismos flexibles se puede consultar
[61].

La formulacién antes presentada no contempla la posibilidad de que se obtengan
disenos de actuadores con altos niveles de movimientos parasitos. El movimiento parésito
se define como el desplazamiento de la zona de trabajo del actuador en una direcciéon

perpendicular a la deseada, lldmese €, , donde € - &, = 0. En efecto, tenemos que

/é.udp:/ 118]]2]|ul |2 cos (B)dT.
1N ry

Luego, ya que € es un versor, su norma es unitaria. Entonces, existe un x € I'; tal que
[ llacos (9)dr = g cos (3,11
ry

con up siendo la magnitud del desplazamiento promedio dentro de la regiéon I';, dado
por

up = [[ulf2(x),
y cos (Bp) el coseno del dngulo formado entre € y u en el punto X, es decir cos () =

p
cos (5(x)). Luego, podemos reescribir la funcién de costo de la siguiente manera
(9.18) 7 (w) = —up cos (B,) [T,

La generaciéon de movimientos parasitos por parte del actuador puede caracterizarse por
este angulo, si cos (8,) = 1, entonces la direccién de u coincide con la de € y no hay
movimientos pardsitos. Como caso opuesto, si cos () = 0, entonces el desplazamiento
que genera el actuador es puramente parasito. La funcién (9.18) se minimiza con
valores altos del producto uy,cos (), en otras palabras se pueden obtener actuadores
dptimos con movimientos pardsitos altos (cos (/) cercano a 0) en tanto el valor del
desplazamiento obtenido u;, sea lo suficientemente alto.

Con el objeto de solventar esta situacién, planteamos un funcional de costo
alternativo para (9.1), el cual permita minimizar los movimientos pardsitos mediante

un esquema de penalizacién, a saber

(9.19) j(u):—/ é-udF+m/ e, -udl,
r, r;

'En [50] se presenta una formulacién con una funcién de costo més general, y la del presente trabajo
seria un caso particular de esta.
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9.2. CONTROL DE VOLUMEN

con k > 0 el factor de penalizacién.

9.2 Control de volumen

En este trabajo utilizaremos el método de lagrangiano aumentado para implementar las
restricciones de tipo no PDE en el problema de optimizacién. Por lo tanto, reescribimos

el problema (9.1) de la siguiente manera

. A2
min - A (w,A) = T (W) + MG+ FC
(9.20) ¢ €Uy : ay(d,m9) = L5(ng)  Vng € Vs,

6 S V@ : bx(evne) = NX(¢7779) + gq(ﬁ@) vn@ S V@v
ucVy: Clx(uvnu) + Ck(u7nu) = CQX(9X7 nu) + Et(nu) v,"Iu € Vll?
con J(u) dado por (9.1a) o por (9.19), y donde C, es

_ 19wl
S E

siendo A1 un estimador del multiplicador de lagrange asociado a la restriccion C, y A2

(9.21)

un parametro de penalizacién .

9.3 Funcién Derivada topolégica

Se puede re-interpretar a la derivada topoldgica como un campo escalar tal que TpJ :
x — R, cuya expresion variara dependiendo de la zona del dominio € a la que pertenece
el punto x en donde se introduce la perturbacién B.(x). En ese sentido, la derivada

topologica toma la siguiente forma
(9.22) TnJ (x) = x(x) 75V T (x) + (1 — x(x)Tp ™MT (%),

donde TA'™VJ(x) indica la tasa de cambio de la funcién J(u) cuando se introduce un
hueco en la region solida Qyr, mientras 7y "M 7(x) indica la tasa de cambio cuando se
introduce una isla en la regiéon vacio 2y .

Para una funcién de costo [J(u) dada por (9.1a) o (9.19), la expresién de la derivada
topolégica para un hueco 7™V 7 (x) se calcula mediante (6.11). En dicha expresién los

tensores de polarizacion Py, Py, Py y P, y en el escalar B¢ se los reemplaza por pM=V

M-V M-V M-V M-V
Pk 9 IP)a' ) ]P)B 9 y BQ

)

, cuyas expresiones estan dadas por (6.12) utilizando los

siguientes contrastes

(9.23) V=0 A =0 AT =05 =0,
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mientras que PY 7™M PX*M, py—-M }P’g*M, y 65_>M, se obtienen con las mismas

expresiones pero con los siguientes contrastes

1 1 1 1
9.24 ==, ==, == ==
(9-24) P’ pk p© pe

La derivada topoldgica de Cy(x) se construye en base a la misma estructura, esto es

(9.25) ToC(x) = x(x)TH 7V C(x) + (1 — x(x) Ty "MC(x),
siendo

(9.26) T Ve = - 5’* Wx € O,

(9.27) T ) = Sy* W € Oy

Finalmente, la derivada topolégica del problema (9.20) es

(9.28) TpAy(x) =TpJ (x) + ()\1 + );CX) TpCy(x), c.t.p. de Q.
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CAPITULO

Conceptos de Escalado

10.1 Introduccion

Una de las formas mas eficientes y populares para automatizar o sistematizar un proceso
de diseno es mediante diseno 6ptimo, en donde se traduce el problema de disefio a un
problema de optimizacién. Dentro del planteamiento de un problema de optimizacién,
se encuentra un determinado nimero de parametros fisicos, algunos contenidos dentro
del conjunto de restricciones (EDPs y otros), y otros dentro de la funcién de costo.
Uno de los fines dltimos en un problema de disefio es lograr trazar un mapa que
permita entender como cambia la soluciéon 6ptima en funcién de los valores de dichos
pardametros fisicos. A modo de ejemplo, en un problema de disefio de intercambiadores de
calor sometido a distintos fenémenos de transferencia de calor (conduccién, conveccién,
radiacién), interesa saber cémo impactan en el diseno final las magnitudes relativos de
éstos fendomenos. Si nos extendemos a problemas multifisicos, cada vez méas pardmetros
fisicos aparecen a medida que se agregan nuevos campos de solucién, y empezamos a
perder nocién de como éstos pardametros influyen en la solucién del problema de disefio
optimo.

Una forma eficiente de reducir la complejidad de este tipo de estudios es escalando
el problema de optimizacion. Tradicionalmente, el proceso de escalado se usaba
principalmente para identificar pequenos pardmetros en modelos mateméticos con el
objeto de emplear métodos de perturbacién para poder obtener soluciones aproximadas

a ecuaciones diferenciales.
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Actualmente, es muy utilizado por diferentes razones. En primer lugar, el nimero de
parametros a definir que resultan del proceso de escalado es mucho menor al namero de
pardametros fisicos del modelo original. Ademads, estos pardmetros son adimensionales, y
expresan los efectos de los fenémenos fisicos en términos relativos a otros en vez de su
valor individual. Definir valores significativos de algunos pocos ntimeros adimensionales
resulta mas facil que determinar valores relevantes de los parametros fisicos originales.

Otra gran ventaja que se obtiene es que el costo computacional de muchos estudios
puede verse reducido en gran medida. Por ejemplo, en [36] se ejemplifica un gran cantidad
de modelos fisicos estacionarios y transitorios en donde la version escalada de ellos no
posee parametro adimensional alguno. Por lo tanto, esas soluciones son validas para
todo valor de pardametros fisicos y por ende sélo es necesario resolver los problemas
escalados una sola vez y luego re-escalar para obtener la versiones particulares. Este
tipo de situaciones son sumamente ttiles en estudios de barridos paramétricos, en donde
la cantidad de simulaciones a realizar se reduce drasticamente, ya que la cantidad de
parametros posibles a barrer es ahora menor. Para una descripcién mas detallada de los
métodos de escalado se puede consultar [33, 36].

En la siguiente seccion se daran los conceptos preliminares y generales de un proceso
de escalado a un problema de optimizacion. Estos conceptos seran aplicados a un ejemplo
clasico en la Seccién 10.3 y finalmente al problema de estudio de este trabajo de tesis en

la Seccién 10.4.

10.2 Preliminares

No existe un procedimiento general reconocido para escalar un problema de optimizacién.

Atun asi, proponemos dividirlo en 3 partes:
1. Escalar la funcién de costo.
2. Escalar las restricciones.
3. Escalar las sensibilidades.

En un problema de optimizacién topolégica, el grupo de restricciones més importante lo
conforman las EDPs. El escalado de este tipo de restricciones es un poco mas complejo
que el resto y por ello serdan tratados por separado en la Seccién 10.2.1. Luego, el
escalado de la funcién de costo en conjunto con las sensibilidades serd abordado en
la Seccién 10.2.2.
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10.2.1 Escalado de Ecuaciones Diferenciales

Lo que se busca durante el proceso de escalado de EDPs es
1. Lograr variables dependientes e independientes adimensionales.
2. Lograr que los valores de estas variables se encuentren dentro del intervalo [0, 1].

3. Lograr que el valor cada uno de los términos de la ecuaciéon diferencial punto a
punto estén dentro del intervalo [0, 1], y si esto no se logra, que entonces no difieran

en orden de magnitud.

Con la intencién de fijar ideas, considere el siguiente problema de valores en el contorno:
Dado a: RN = Ry f:RY - R con Q c RNV, N =2,3; encuentre u tal que

—div(aVu) = f en £,

(10.1)
u=0 en ON.

Utilizando el proceso de escalado de propuesto en [36] tenemos:

1. Identificar variables. Tenemos una variable independiente x y tres dependientes

a, fyu.

2. Adimensionalizar variables. Introduciendo el siguiente cambio de variables

(10.2) X=xX oa=o0, [f=ff u=udu,
donde z.,ac, fo v u. son factores de escala, y X,&,f y @ son las variables

adimensionalizadas.

3. Adimensionalizar cada término de la EDP estimando escalas. Primero
introducimos los cambios de variables en la ecuacién diferencial, teniendo en cuenta
que V(-) = 2, 'Vx() y div(+) = 27 divk ("),

(10.3) - (1;”ZQ> div(@Ved) = f en &,

ui =0 en 0.

Los factores de escalas de a,x y f deben ser seleccionados de tal manera que el
valor absoluto de las variables escaladas estén dentro del intervalo [0,1]. Para a. y

fe simplemente se puede seleccionar

(10.4) Qe = max (@), fo= max (f)-
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Para z, podemos tomar el radio de la menor esfera Br(X) tal que 2 C Br(X), esto

es
(10.5) L=min{R:||x—x|2 <R V¥x,x€Q},

pero podria utilizarse otro tipo de medida con tal que el valor absoluto de cada
componente de la variable espacial varie dentro del intervalo unitario.

En base a estas consideraciones f varia entre 0 y 1, y por lo tanto podriamos

ajustar u. de tal manera que el lado izquierdo de ecuacién (10.3) también lo haga,

es decir

U, maxg (a) maxgq (f)L?
10. —— =1 e = ———————
(106) maxq (f)L? T maxg (a)
y por ende
(10.7) |div(aVga) | € [0, 1].

Finalmente el problema de valores en el contorno queda: Dado & : R? - R y

f:R%2 =R con Q C R?, encuentre @ tal que

(10.8)

Como se puede observar, el sistema (10.1) posee 2 pardmetros fisicos que deben ser
dados, a. y f., mientras que el sistema (10.8) no posee ninguno. Este es un resultado
extraordinario, ya que experimentos numéricos empleando el modelo original requeririan
simulaciones con distintos valores de los pardmetros fisicos, mientras que empleando el
modelo escalado el experimento se limita a una sola simulacién.

La forma débil del problema escalado anterior es
(10.9) u € Hy(Q): / aVxi - VgndQ = / fndQ ¥n e HH(Q).
Q Q

Hay que notar que no es necesario escalar la variaciéon 7, ya que el factor de escala
apareceria a ambos lados de la ecuacion anterior, y al ser todas las formas débiles lineales
con respecto a las variaciones, este factor terminaria canceldndose.

Se puede obtener de manera alternativa la versién débil de la EDP partiendo de la
forma no escalada de la siguiente manera. Para ello, y en base al cambio de variables
en la coordenada espacial (10.2), consideremos la siguiente transformacién entre los

diferenciales de dominio
(10.10) dQ = zNVdQ.
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Introduciendo esta expresién y los cambios de variables (10.2) en ambos lados de la

forma débil del problema original tenemos

/ aVu - VndQ :acucajév_2 / aVgi - VndQ,
(10.11) @ @
[ nag=ga? [ o

Q Q
Igualando ambos términos obtenemos

QcUc

fex?

Si seleccionamos de la misma forma el parametro de escala u,, es decir, de tal manera

(10.12)

/_O_évxﬂ : VindQ = /_ andQ
Q Q

que el factor del lado izquierdo sea unitario, abordamos nuevamente a la versién escalada
de la forma débil

(10.13) / aVxt - VgndQ = / fndQ,
Q Q

y por lo tanto ambas metodologias son equivalentes. Ya que dentro de los problemas de
optimizacion en general las restricciones de EDPs estan expresadas en su forma débil,
utilizaremos ésta tultima alternativa de escalado en vez de la primera, mas conocida y

difundida.

10.2.2 Escalado de Problemas de Optimizacion

Considere el siguiente problema de optimizacién topolégica en Q C RV:

min j(x,u):/gxudQ,
Q

(10.14) XEdad
sa. u€ Hi(Q): /Q o, Vu - VndQ = /Q fndQ ¥n e HH (D),
con g, definido por

(10.15) g =go(x +p?(1 —x)), con p?€(0,1), go>0.

El estado adjunto asociado al problema de optimizacién es

(10.16) ve HHD) : / a, Vv - VndQ = —/ g,ndQ Vi € Hy(Q).
Q Q

En este problema, la variable a optimizar es la funcién caracteristica y € X4, con Xyg

un conjunto admisible de funciones caracteristicas. La EDP presente en (10.14) es la
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misma que la que se ha escalado en la seccién anterior, con la diferencia en que se ha

cambiado la funciéon que opera en el término principal por
(10.17) ay = ao(x + p*(1 = X)),

con p* € (0,1) y ap > 0.
Tenemos tres metas que perseguir mediante el proceso de escalado de un problema

de optimizacion, a saber:

1. Lograr que la funcién de costo escalada sea del orden de la unidad y ademas

adimensional.

2. Lograr expresiones adimensionales y del orden de la unidad de las restricciones.
En particular con las restricciones EDP, es tutil que la solucién de éstas sea de

magnitud aproximadamente unitaria punto a punto.

3. Lograr que las sensibilidades estén en el orden de la unidad, esto es, que la solucién

del estado adjunto sea de magnitud unitaria punto a punto.

La variable a optimizar y ya es del orden de la unidad por definicién de funcién
caracteristica, y por ende no es necesario escalarla. En base a los conceptos ya elaborados

anteriormente, introducimos en (10.14) y (10.16) los siguientes cambios de variables

(10.18) X =2:X gy = Gely, Qx = Qcly, [=ff, u=ucl, v=uv.D,
obteniendo para la funcién de costo

(10.19) J(x,u) = gcucxév/ﬁgxudﬁ,

y para los problemas directos y adjuntos

(10.20) @€ H(Q) : auexy 2 /Q ay Vi - VgndQ = feal /Q fndQ Vi e HYQ)
(10.21) 7€ HE(Q) : acver 2 /Q a V0 - VgndQ = —gcmév/ggxndﬁ, v € Hi(Q).

Realizando la siguiente seleccién de factores de escala

L2
(10.22) z.=L, ge=9; ac=qa; f[fe=max(f), uc=——", ve =22,
Q (8% (6%
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con L dado por (10.5), g, = (x + p?(1 — X)) ¥ &, = (x + p*(1 — X)), obtenemos el

siguiente problema de optimizacién escalado

min j(XaU):/gx(Pg)Uan

XEXad (9]

(10.23)
sa. @€ Hy(Q): /_ a (p*) Vi - VgndS) = /_ fndQ Vn e HY(Q),
Q Q
con
(10.24) ve Hy(Q): /Q@X(pa)vx@ - VxndQ = —/ngndﬁ v € HY(Q),

en donde se ha dejado indicado de manera explicita la dependencia del problema
de optimizacién y del estado adjunto con respecto a los dos unicos pardmetros
adimensionales p? y p®.

En base a un andlisis similar al realizado en la Secciéon 10.2.1, los estados directos y
adjuntos son unitarios. Por otro lado, la funcién de costo escalada es adimensional y su
valor absoluto ronda la unidad. Esto se puede mostrar primero teniendo en cuenta que
0 < g, <1, aligual que u. y v, luego por el teorema de valor medio del cdlculo integral

tenemos

(10.25) J(x, @) = /ngad() = gy (x1)u(x1)]9,

donde [Q] es la medida de la regién €. Debido al cambio de transformacién introducido
para la variable x = LX, se puede mostrar que 2 C Bj, con B; una esfera de radio

unitaria. Entonces
(10.26) T (x,w)| < gy (x1)[a(x1)||Bi] = O(1),

con O(1) significando que el resultado es del orden de la unidad, y con lo cual los objetivos
del proceso escalado se han cumplido para este caso.
El procedimiento aqui aplicado sera utilizado en la siguiente seccién para demostrar

un resultado clédsico de la literatura de optimizacién estructural.

10.3 Un resultado clasico

Considere el siguiente problema de optimizacién en R, con N = 2, 3.

min j(u):/ t-udl
ry

XEXa,d

(10.27) s.a. /Qde <19/,

ueEVy: / CyViu: Von,dQ = t-n.dl Vn, € Vu,
Q Ty
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con
Va={neH QN :n=0 en T}

El problema (10.27) es un problema cldsico de sintesis de estructuras. Para elasticidad

lineal isotrépica tenemos que

E vE
10.28 C=2ul+ \I®1 =T =
(10:28) M+ AI®T), con p=gam%, 1+v)(1—2v)

siendo E el médulo de Young y v el coeficiente de Poisson. La expresion de A en la

ecuacion anterior es valida para elasticidad 3D o deformacién plana, en caso que se
vE

considere tensién plana se debe reemplazar por el valor A = m La funcién de
costo utilizada aqui se la conoce como compliance functional y mide el trabajo realizado
por la carga superficial externa t sobre la estructura. La minimizaciéon de este funcional
lleva a obtener estructuras lo més rigidas posibles con una utilizacién méxima de material
dada por |Q]*.

Un resultado ampliamente conocido es que el minimizador del problema (10.27)
(topologia éptima) resulta independiente de la magnitud de la carga t y del valor del
médulo eldstico del material de la estructura E. Este hecho solo se ha comprobado
numéricamente y hasta el momento, ninguna demostracién formal de éste fenémeno
ha sido presentada. El siguiente teorema demuestra este comportamiento bajo ciertas

condiciones.

Teorema 10.1. Sea el problema de optimizacién topoldgica (10.27), tal que t = t.t con
t € L>=(Q)N, C, dado por (9.15), y C y u dados por (10.28). Luego, si Xopt €s un
minimizador local de este problema, entonces éste es minimizador para todo t. € R y
para todo B2 > 0. Mds atun, el minimizador del problema depende solamente del valor de

V.

Prueba. Introducimos los siguientes cambios de variables

(10.29) X =X, U=uu, t=~1t:-t.

donde %,u y t son las variables adimensionalizadas, y Z.,u. y t. son los factores de
escala.
En base a la nueva variable espacial adimensionalizada X, se redefinen los operadores

diferenciales
(10.30) dl = 2N "Dl dQ = 2NdQ, V() =2 'Vx(-),
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Introduciendo los cambios de variables en la EDP del problema de optimizaciéon y

sacando factor comun p en el lado izquierdo obtenemos

(10.31) ieVa: ““/ C, Via: Vin,dQ :/ t-nudl Vny € Va,
Tete JO T,

con
(10.32) Cy=C(x+p°(1—-%), C=2aA+mIAI),
siendo

A 2v
10. =—=
(10.33) m PRy
para elasticidad 3D o deformacién plana

2v

10.34 =
( 0.3 ) ™ 1— V7

para tension plana.
Ucpt

Luego, seleccionando el factor de escala u. de tal forma que .= 1, esto es
a:.C (&

t

(10.35) ue = ¢
7

obtenemos la versién escalada de la EDP

(10.36) uecVy: /_ Cy(p®,m) Vit : Vin,dQ = /_ t-nudl Vn, € Vu,

Q Iy

donde se ha denotado de manera explicita la dependencia de @x con los parametros
adimensionales pC y m. Por otro lado, dividiendo ambos lados de la restriccién

de volumen por el volumen total del dominio |2| obtenemos la siguiente restriccién

adimensionalizada
(10.37) vp < v},
_ | g .o y
donde vy = Q) es la fraccion de volumen y vy = Q) es la fraccién de volumen
maxima.

Introduciendo los cambios de variable en la funcién de costo obtenemos

N2
_ _ t _ _
(10.38) J(u) :tcucxiv—l/ t-udl“:xcc/ t-adl.
T H r

Si seleccionamos los siguientes valores de los factores de escala
(1039) tC = HtHLOO(FJ)N7 Te = L,
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on L siendo el radio de la bola de menor tamano que contiene a (). entonces el factor
Nt2
xC C

es no negativo. Como el minimizador de una funcién no se ve afectado si se

multiplica a esta por una constante no negativa, luego el minimizador de J(u) es el
mismo que el de la funcién escalada J, luego el problema de optimizacién (10.27) es
equivalente al siguiente

min  J (@) :/ t - udrl,

XEXad 1:"]

(10.40) sa. vy <vj,

uaecVy: /(C pC, Vit : Vin,dQ = /’E-nudf YNy € Va,

'y
Como podemos ver, el problema de optimizacién (10.40) solo posee 3 pardmetros
adimensionales a definir: p©, 7 y v;, y en ninguno de ellos interviene el valor del médulo
elastico F, ni la magnitud de la carga superficial t.. Si el problema de optimizacion tiene
alguna solucién, lldmese x,p¢, entonces esta no cambiard si se modifica F y t., solo lo

hara con el valor de v a través de . |

10.4 Escalado del problema de diseno 6ptimo de
actuadores TEM
En esta secciéon se utilizaran los procedimientos explicados en las secciones 10.2.1 y

10.2.2 para obtener la version escalada del problema de optimizacién (9.1). Comenzamos

introduciendo los siguientes cambios de variables

X =TX, Sy =8c5y, ky=kky, Cy=pnlC, ay=an, s = keks

(10.41) - " - _ - _
O = ¢, 0 = 909’ u = uu, P = ¢<Cz¢a7 e = 939a7 u® = u‘clua.

Luego, consideremos la forma bilineal del problema eléctrico a, e introduzcamos los

cambios de variables correspondientes

(10.42) ax(6,16) = 5ce /Q 5 Vsd - Vinpdd.

Podemos llamar a la forma bilineal del lado derecho de la expresién anterior de la

siguiente manera

(10.43) ay (9, mg) = /ngvxﬁg'vx%dﬁa

donde a, es la version escalada de la forma bilineal. Luego vale la siguiente expresién
(10.44) ax (4, 7g) = actelin(P,74)-
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Aqui, a. es el factor de escala de la forma bilineal, que para esta situacién es a. = s..
Podemos expresar el sistema de EDP del problema directo de manera similar de la

siguiente forma

é € aqb : ac¢cdx(¢_)»77¢) =0 vn(b € V¢7

_ o N.¢p? _ -
(10.45) 0 € Vo :by(0,m9) = 375N (&,10) Vg € Vi,
cYc
_ _ Che _ 2l -
i€ Vy: ey (1) + (i, ny) = =<9y (0,m,) Y0y € Va,
Clc ClclUc
con
(10.46) L?¢:{UEH1(Q) : n=¢r on Iy},
donde
(10.47) be = ke, Ne=Sc, Cle = e, Coc= QcflcTe, Cge = Kscie.
N.g? 0
Podemos seleccionar 0. y u. de tal forma que iz =1y Ccve _ 1, entonces
bcec ClclUc
2
(10.48) 0, = 52%7 Ue = acfee.
(&

Si seleccionamos los siguientes valores para los factores de escala
(10.49) Te=1L, sc=8, ke=k, pec=p, ac=a, ks =ks
con L el radio de la esfera Br de menor didmetro que contenga al dominio 2, ver (10.5),
entonces las propiedades constitutivas escaladas quedan
Sy =x +p°(1 = x),
ky =x + p"(1 = x),

(10.50) Cy =C(x+p*(1-x)), con C=2A+mIxI),
ay =x +p*(1 —x),
ks =1.
con
A
10.51 ™=,
( ) 1=

y el sistema escalado de EDP es

QE € Z;I¢ : C_LX(Q[_),TM,) =0 Vnd, € V¢,
(10.52) 0 € Vo : by(0,19) = Ny(d,m9) Vng € Ve,
aec Vy: Elx(ﬁa 'rlu) + WQék(ﬁ’ nu) = EQX(év nu) vnu € Vu,
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donde

koL
(10.53) g = ke _ T
Clc H

Note que el sistema (10.52) depende de solamente dos pardmetros adimensionales,
w1 y 72, donde m; representa el cociente entre los pardmetros de Lamé del material
de la estructura flexible del actuador y me indica cuan rigida es la pieza de trabajo
(materializada por el resorte distribuido en la frontera I'j), con respecto al material
de fabricacién del actuador. Queda por determinar el factor de escala para la solucién

eléctrica, el cual se obtiene a partir de la condicién de borde de la forma

(10.54) 6o = max((r)

La funcién de costo J(u) en (9.1) se la puede escalar siguiendo el mismo esquema

(10.55) J) = Ju.J@), con J.=L, J(u)= —/ é-u.

Ty

Luego teniendo en cuenta que

(10.56) (0uT (1), 1) = (Ou (TeucT () ;1) = Teuc(0aT ()dau, ny,),

en donde Jdgu es el jacobiano de la transformacién entre u y @, es decir dgu = 1/uc,
entonces

(1057) <aun7(u)7nu> = jc<aﬁj(ﬁ)7nu>

En base a estas expresiones, obtenemos para el sistema adjunto

iy = za d6¢09g 7 (1 pa
¢ € Vo 1 ax(mp, ¢%) = — pr dy (¢, 0% mp) g € Vs,
) 7 N c Cu(cI— =a
(10.58) 0 €Vy:by(ng,0%) = ZCWCQX(ng,u ) Vng € Vg,
_ _ —a Ck _ —a jc = _
aeVy: Clx(ﬂuvu ) + zck(nuau ) = _Cl ua <aﬁj(u)7rlu> Vﬂu € Vu.

Je Cchg dc¢cea

Seleccionamos ¢%, 8¢ v u¢ de tal manera que los cocientes , sean
(Z)C e ¥ Y q C1cUY bc‘gg ac¢g
unitarios obteniendo
L aepuulL
(10.59) up=. 0= “hE2L gt =02
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y por lo tanto el sistema adjunto queda

O € Vg ax (g, %) = dy(6,0%,1m5) Vg € Vo,
(10.60) 0 € Vo :by(19,0%) = Cay (9, 0) Vi €V,
u’ e Vu Elx(nuvﬁa) + 7r25/€(77u7 ﬁa) = _<aﬁj(ﬁ)7nu> vnu € Vu.

La restricciéon de volumen se puede tratar al igual que en la Seccién 10.3, ecuacién (10.37).
Segun (10.55) y (10.48), Ju. es una constante positiva, entonces el minimizador de 7 (u)
y de J (1) es el mismo, y por lo tanto utilizamos la versién escalada de manera directa
como funcién de costo. En base a estas consideraciones podemos establecer finalmente

el problema de disefio 6ptimo de actuadores TEM de la siguiente manera

(10.61a) min j(ﬁ):—/ é-udl

XEXad r'y
(10.61b) sa. vp =},
¢ €Uy ay(d,ng) =0 Vng € Vy,
(10.61c) 0 €V : by(0,m9) = Ny(d,m0)  Vng € Vg,

ue€ Vy: Elx(ﬁa nu) + WQEk(ﬁ7 nu) = 52)((5? nu) V’I’]u € Vu,
Por otra parte, la versién escalada del funcional (9.19) disefiado para disminuir los
movimientos parasitos es

(10.62) Jw) = —/

é-udF+7r3/ éJ_'ﬁdf‘,
Ty

Ty
con 73 un parametro de penalizacién.

Observacion 10.1. Note que los parametros adimensionales w1 y wo que figuran en
el problema de optimizacion (10.61), con funcion de costo (10.61a) o (10.62), son
independientes de la magnitud de la diferencia de potencial ¢. impuesta en I'y. Por

lo tanto, la topologia optima xopt solucion de (10.61) serd independiente del valor de ¢e.

Como se ya lo ha mencionado anteriormente, el tratamiento de las restricciones de
volumen se realizard mediante el método del lagraneano aumentado. Por lo tanto, el
problema (10.61) se reescribe en términos de la funcién lagrangiano aumentado de la

siguiente manera

. _— o D Py
(10.632)  min Ay (8,A1) = T (@) + Ml + FCy,
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(ZB S Z/_{¢ : éx(gg,nqs) =0 V?]¢ S V¢,
(10.63b) é c Vg : Ex(é, T}g) = Nx(gzg,ng) VT]Q S Va,
uaec Vy: Elx(ﬁv 77u) + WQEk(ﬁa nu) = EQX(év nu) V’I’[u € Vu,

donde

(10.64) Gy =L 1,

Yy

La derivada topoldgica de este problema escalado es

(10.65) TpAL(X) = TpJ (X) + <>\1 + /\;C_X) TpCy(X), c.t.p. de Q
donde
(10.66a) ToC(x) = x(x)T5 "VC(x) + (1 = x(x))Tp "™MC(x),
(10.66b) TAVCe(x) = —Ui* VR € Oy,

f
(10.66c¢) Ty " MC(x) = Ui* VR € Qy.

f

y, de manera similar,
(10.67) ToJ (%) = x(x) T VI (%) + (1 — x(x))Tp MI(%).
La derivada topoldgica de J(ii) para un hueco es
ToTM 7V (x ) PM_N (D) (%) - V(%) + By ¥ Qx (6)(%)0%(%)
(10.68) 7V, (0)(x) - Vx0°(%) + Py Ve (0)(%) : Vi (x)
HP’]\B/I_NB (0)(x) : Vin(x), c.t.p.de Q.

y la derivada para una isla 77" 7™M (%) se obtiene de manera similar (ver Seccién 9.3).

El resto de las cantidades que figuran en (10.68) se definen a continuacién.

(10.69) x(¢) = =5, V=9,
(10.70) ay(0) = —k, V0,
(10.71) Qx(e) = §x||vi€5”%,
(10.72) a,(u) = C, Viu,
(10.73)

10.73 B, (0) = a,C,I6.

La expresién (10.65) es vélida tanto para J (1) dado por (10.61a) como por (10.62).
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CAPITULO

Algoritmo de optimizaciéon topolégica

11.1 Algoritmo SLERP

En esta seccion se presenta el algoritmo de optimizacién topologica basado en derivadas
topoldgicas y en la representaciéon de dominio mediante funciones level-set. Propuesto
por Amstutz and André en [5], este consiste bésicamente en buscar una condicién de
optimalidad para el problema de minimizacién (10.61) escrito en términos de la derivada
topologica y la funcion level-set. La eficiencia de este algoritmo se demuestra en varias
aplicaciones tales como en problemas de flujo a través de medios porosos [5], optimizacién
estructural con restriccion de tension [8, 10] y optimizacién de microestructuras elasticas
[9]. En las aplicaciones anteriormente nombradas solo se busca la topologia 6ptima
considerando un sélo tipo de material, pero también se han implementado versiones
que contemplen el uso de multiples materiales [26, 41]. Cabe sefialar que, a diferencia
de los métodos de optimizaciéon topoldgica encontrados en la literatura, la derivada
topolégica no requiere un modelo material basado en densidades intermedias. Esta
caracteristica es crucial en problemas con restricciones de tension ya que los esquemas
de interpolacién son innecesarios. De esta forma, naturalmente, se evitan las dificultades
derivadas de los procedimientos basados en densidades intermedias tal como SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization). Ademas, la derivada topoldgica tiene la ventaja de
proporcionar una férmula analitica para la sensibilidad topolégica que permite obtener
la topologia 6ptima en pocas iteraciones. Por lo tanto, el algoritmo de optimizacién

topolégica es considerablemente eficiente, con implementacién computacional simple y
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requiere un ntimero minimo de parametros algoritmicos definidos por el usuario, como
se vera mas adelante.

Tal como se ha mencionado, este algoritmo utiliza el método de representacién de
dominio mediante funciones level-set. Este método consiste en lograr la representacién de
las distintas regiones de forma implicita a partir de los valores de una funcién 1 € L%(Q),
conocida como funcién level-set. La representaciéon de las regiones del dominio se logra
definiendo la funcién caracteristica en términos de la funcién level-set de la siguiente

manera

(11.1) X(x) = —H(¢(x)),

donde H es la funcién Heaviside. En otras palabras, se define la regiéon material 2y
donde la funcién ¢ (x) < 0 y Qy donde 9(x) > 0.

Si Jy(p) es la funciéon a minimizar con p solucién de una EDP, entonces en el
minimizador, la introduccién de una perturbacién en el dominio debe hacer crecer la

funcién de costo, es decir
(11.2) TpJy(x) >0 VxeQ.

Esta es la condicién de optimalidad suficiente para la clase de perturbaciones de dominio
presentadas segin [5]. Con el objeto de escribir la condicién anterior en términos de la

funcién level-set, se define el gradiente topoldgico g(x) de la siguiente manera

(11.3) 9(x) = —THVI (%) Vx:ah(x) <0,
TY"MT(x) Vx:9(x) > 0.

Luego, en el éptimo, segin (11.2) tendremos que

g(x) <0 Vx:9(x) <0,
g(x) >0 Vx:i(x)>0.

(11.4)

y por lo tanto las funciones ¢ y 1 seran paralelas en un sentido L?, la cual es una manera
alternativa de condicién de optimalidad.

La estrategia de los métodos level-set para actualizar la funcién level-set se basa en
la utilizacién de ecuaciones de evolucién, normalmente la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

En particular, este algoritmo emplea la siguiente

o

Wt:() S S)
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con t siendo un pseudo-tiempo, S la esfera unitaria

(11.6) S={pe L*(Q):|loll2@ =1},
y PwL (g), la proyeccién de g sobre una direccién ortogonal a 1) dada por

(gﬂl))m(g)

11.7 PJ- — gy 2 TIEE
AL7) VO =9 e

La configuracién 6ptima se alcanza cuando la topologia deja de cambiar, es decir
cuando o = 0, y segin (11.5), qu-(g) = (0, implicando que en el 6ptimo la funcién
level-set y el gradiente topoldgico son paralelos, tal como lo requiere la condicién (11.4).

Para verificar numéricamente y de manera eficiente esta condicion, se evalia el angulo

¥ que existe entre estas dos funciones a partir de

(11.8) @wm@—AW—mmmwm@mw,

y luego despejando para 1

(9,%) )
(11.9) mm@wmmm

Entonces, desde el punto de vista analitico, el 6ptimo se alcanza cuando ¥ = 0.

A continuacién se detalla la secuencia logica del algoritmo. Primero se inicializa
con una level-set inicial 19 € S. Luego para una iteracién genérica ¢ se calcula el
gradiente topoldgico g. A continuacion se actualiza la funcién level-set utilizando la

siguiente expresién

1
(11-10) VYiy1 = m

donde 19; es el angulo formado entre g; y ;. El esquema de actualizacién anterior

Lin((l — K)0i)Yi + Sin('{ﬁi)wlz%m] 7

puede ser obtenido integrando la ecuacién (11.5) mediante un esquema de Euler en la
esfera unitaria. Es de aqui que el algoritmo adquiere el nombre SLERP (spherical linear
interpolation), ya que el esquema de integracién anterior puede ser interpretado como
una interpolacién a lo largo de la geodésica dentro de la esfera unitaria S que une los
elementos ¢; y Pj (g9). El pardmetro x representa un paso determinado por un proceso
de busqueda lineal. Este paso, inicialmente se setea igual a 1 y se lo reduce de acuerdo
a Kk < /2 hasta que la condicion Jy,,,(pi+1) < Jy,(pi) se cumple. Este proceso se
repite hasta que ¥; < ey, donde €y es una tolerancia numérica suficientemente pequena.

Si para alguna iteracién el paso de la busqueda lineal x es menor que una determinada

91



CAPITULO 11. ALGORITMO DE OPTIMIZACION TOPOLOGICA

Algoritmo 1: Algoritmo SLERP

© W N O 0k W N

N NN NN NNLN R B BB e e e e e
N 0 R W NN R O © 0 NO Ut N W N RO

Entrada: €, 99, €y, €4, datos de la ecuacion diferencial
Salida: Topologia 6ptima Xopt

Vi < o

Calcular x; usando (11.1)
Resolver ecuacién diferencial para obtener p; asociada a y;
Calcular J,, (p;)

Calcular g; a partir de (11.3)
Calcular 9; a partir de (11.9)

i <+ 1o

wold — %‘; jold — in(pi); jnew — in(pi) + 1; K41
while Jpew > Joiq do

Calcular ¥y, usando (11.10);
wi < djnew

Ejecutar lineas 2-4;

Jotd < T (pi)

K4 K/2

end

if kK < ¢, then

Remallar !

Yig1 < pisi—i+1

Volver a linea 2

else if ¥; > ¢y then

Yig1 P i i+ 1

Volver a linea 2

else

wopt — wz

Calcular x; usando (11.1)
return Xop: < X;i

end
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tolerancia €, y la condicién de optimalidad no se cumple, luego un refinamiento de la
malla en todo el dominio de proyecto €2 es realizado y el proceso iterativo continia. El

pseudo-codigo del algoritmo descripto anteriormente se presenta a continuacion

11.2 Algoritmo de Lagrangiano Aumentado

Para resolver problemas con restricciones, Amstutz construyé en [11] un método
numérico capaz de contemplar problemas de optimizacion topoldgica con restricciones
en conos utilizando conceptos de derivada topolégica y el método de lagrangiano
aumentado. En pocas palabras, el método de lagrangiano aumentado obtiene la solucién
del problema de optimizacién restricta resolviendo una sucesién de problemas irrestrictos.
El método numérico ideado por Amstutz utiliza el Algoritmo 1 para resolver la
sucesion de problemas irrestrictos y luego emplea conceptos tradicionales de los métodos
de lagrangiano aumentado para actualizar los estimadores de los multiplicadores de
Lagrange. Amstutz muestra en [11] la efectividad del método controlando los valores
limite de la energia de deformacién de un estructura optimizada como asi también su
primer autovalor asociado, mientras que Campeao lo utilizé como método de control de
volumen en [18].

El algoritmo que se presenta a continuacién estd basado el algoritmo propuesto en
[11] pero con la diferencia de que éste no espera a obtener un minimizador parcial para
actualizar los multiplicadores de Lagrange sino que los actualiza para cada paso de
busqueda. Esta versién ha sido satisfactoriamente implementada en [41] para obtener
disenos optimos de estructuras bidimensionales, de placas, disipadores de calor, y
actuadores piezoeléctricos utilizando multiples materiales. Los detalles se muestran en

el pseudocddigo a continuacion.

'En general se le pide al usuario decidir si corta la ejecucién del programa o refina la malla.

93



CAPITULO 11.

Algoritmo 2: Algoritmo de Lagrangiano Aumentado modificado

© 0 N O 0k W N -

W W W W NNNNNDDNDNDNLDLN = e e e e e
W N H O © 0NN W N H O © 00NN = O

Entrada: €, vy, v]*c, €9, € €0,A1,0, A2 ,datos de la ecuacion diferencial

Salida: Topologia éptima Xop¢
¥ < o

Al & A1
Calcular x; usando (11.1) o
Resolver (_10.63b) para obtener p; = (¢;, 0;,0;) asociada a x;
Calcular A, (p;, A\1,;) mediante (10.63a)
gi = —XTp VA + (L= x)Tp M A
Calcular 9; a partir de (11.9) )
Yold < Vis Aotd Ay, (Di, Mi)s Anew < Ay, (Dis Mi) + 15 5 1
while A,¢, > Ayq do
Calcular )y, usando (11.10);
¢i < @Z}new
Ejecutar lineas 3-5;
Aot + Ay, (Dis A1i)
K4 K/2
end
if kK < ¢, then
Remallar
Yipr1 < Pisi i+ 1
Volver a linea 3
else if_ﬂi > ¢y then
if C,, > ec then B
| ALt < Avi + Aoy,
else
| ALis1 < A
end
Yi1 < Yis
141+ 1;
Volver a la linea 3;
else
wopt — %
Calcular y; usando (11.1)
Xopt S Xi
end
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CAPITULO

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentan una serie de ejemplos numéricos de aplicacién
del Algoritmo 2 de optimizacién topologica para la sintesis de actuadores
termo-electro-mecanicos.

En cada ejemplo se realizaran distintos estudios, pero en todos ellos se trabajara

sobre el mismo dominio de proyecto, el cual estd esquematizado en la Figura 12.1. En

¢r = 0.3[V 25[pm]

o
M

200[pm]

or = 0[°C]

75 um

L = 500[pm]

¢r = [V}

Figura 12.1: Descripcién geométrica del dominio de proyecto.

este dominio, la regién gris corresponde a la regiéon optimizable, mientras que los dos
rectangulos negros a la izquierda estan restringidos a permanecer como parte de la region
material Qyr. Dichos rectdngulos negros cumplen la funcién de puertos eléctricos, en
donde se impone la diferencia de potencial ¢r sobre su frontera exterior izquierda. Sobre

la misma frontera también se empotra el dispositivo (ur = 0) y se imponen condiciones

95



CAPITULO 12. RESULTADOS NUMERICOS

de borde térmicas (- = 0). Por otro lado, el rectangulo blanco esta restringido a siempre
pertenecer a la regién vacia y.

Para todos los ejemplos contenidos en esta seccion, las propiedades constitutivas del
medio material son s = 3.774 x 107[S/m], k = 238)W/(m K)], E = 70 x 10°[Pa], v = 0.33
y a = 23 x 1075[1/K]. Los factores de contraste (7%, v¥, 7€ y 4%) se setean en 1 x 1073,

El problema de optimizacion serd resuelto utilizando su expresién escalada. La region
de proyecto asociada a este problema escalado se muestra en la Figura 12.2. Los valores
de los pardametros adimensionales son para todos los ejemplos m = 0.985 y m = 0.01.
La rigidez del resorte ks puede obtenerse a partir del valor de my utilizando la ecuacién
(10.53).

L3
W
4

]

ér =0

Figura 12.2: Descripcién geométrica del dominio de proyecto escalado.

Para la resolucién numérica de los sistemas PDE directos y adjuntos, en todos los
casos, se utiliza el método de los elementos finitos. El dominio es discretizado mediante

elementos triangulares lineales tipo Langrange P1.

12.1 Ejemplo 1

En este ejemplo se comprobard numéricamente lo establecido en la Observacion 10.1.
Para ello, se resuelve el problema de optimizacion considerando los siguientes valores de
condiciones de borde eléctricas ¢r = {0.3[V],0.6[V],0.9[V]} con un valor de restriccién
de la fraccién de volumen v; = 0.55. El dominio se discretiza inicialmente utilizando
2256 elementos triangulares con un total de 1337 nodos para luego de 3 procesos de
remallado finalizar con 163840 elementos y 82369 nodos. El criterio de optimalidad para
este caso se setea en €y = 8, mientras que la tolerancia para la restriccion es ec = 0.01.
El desplazamiento en la direccién deseada u. = u - €|p, del punto de actuacién

se muestra en la Figura 12.3, mientras que la topologia obtenida para cada valor de
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140

120

100

Ue [pm]

40

20 e Simulacién |
—— Interpolacién

O 1 1 1 L 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ér([V]

Figura 12.3: Respuesta mecéanica del actuador en funcién de la diferencia de potencial.

condicion de borde su muestra en la Figura 12.4. Superpuesto se muestra también las
lineas de campo eléctrico. Estas lineas indican la forma en la que la corriente eléctrica
circula a través de la estructura conductora del actuador. Mientras mas apiladas se

encuentren en una determinada regién el valor de la densidad de corriente j, (¢) aumenta.

Como puede observarse en la Figura 12.3, la respuesta del actuador en funcién
de la diferencia de potencial es no lineal (cuadratica), tal como era de esperarse. La
topologia éptima se mantiene independiente de éste valor, como puede comprobarse en
la Figura 12.4.

Finalmente, la configuracién deformada y la distribucién de temperaturas se grafica
en la Figura 12.5. En esta imagen se observan condiciones de temperatura que harfan
inviable su funcionamiento para practicamente cualquier material base de construccién.
Para resolver este problema, seria mnecesario implementar modelos de transferencia
de calor més realistas, tales como se reporta en [51] y [52], en donde se consideran
mecanismos convectivos con un coeficiente de pelicula h determinado mediante ensayos
experimentales. También, seria necesario considerar restricciones de temperatura o de

corriente.
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(a) or = 0.3[V]

(c) ¢r = 0.9[V]

Figura 12.4: Estructura del actuador en la configuracién deformada en conjunto con la
distribucién de temperaturas para cada caso del Ejemplo 1.
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12.1. EJEMPLO 1

(c) ¢r = 0.9[V]

Figura 12.5: Estructura del actuador en la configuracién deformada en conjunto con la
distribucién de temperaturas para cada caso del Ejemplo 1.

1500(K]
1000(K]

500[K]

6000[K]

4000[K]

2000[K]

15000[K]

10000[K]

5000[K

99



CAPITULO 12. RESULTADOS NUMERICOS

12.2 Ejemplo 2

En este ejemplo se estudia como cambia el disefio éptimo del actuador en funcién de la
fraccién de volumen requerida. Para ello, se resuelve el problema de optimizacién (10.63)
para los siguientes valores de fracciones de volumen v; desde 0.2 hasta 0.65 con un paso
de 0.05. El criterio de optimalidad para todos los casos de este ejemplo se setea en €y = 8°,
mientras que la tolerancia para el cumplimiento de la restriccién es e¢ = 0.01. También,
el estimador inicial del multiplicador de lagrange se setea en A;g = 0. El pardmetro
de penalizacién en conjunto con la malla inicial y final para cada caso de evaluacién se

muestra en la Tabla 12.1.

Fraccion Volumen Discretizacién inicial | Discretizacién final o
Elementos | Nodos | Elementos | Nodos
0.2 10240 5233 163840 82369 | 0.001
0.25 10240 5233 163840 82369 | 0.001
0.3 10240 5233 163840 82369 | 0.001
0.35 2560 1337 163840 82369 | 0.005
04 10240 5233 163840 82369 | 0.001
0.45 2560 1337 163840 82369 | 0.001
0.5 2560 1337 163840 82369 | 0.0025
0.55 2560 1337 163840 82369 | 0.005
0.6 2560 1337 163840 82369 | 0.0025
0.65 640 349 163840 82369 | 0.005

Tabla 12.1: Parametro de penalizacién, malla inicial y final para cada caso de evaluacion.

Las topologias 6ptimas para cada fraccion de volumen se muestran en la Figura 12.6,
mientras que la magnitud del campo de desplazamiento del punto de actuaciéon se muestra
en la Figura 12.7. Por otro lado, en la Figura 12.8 se muestra el dngulo de inclinaciéon

con respecto a la horizontal que forma u en la zona de interés I';j, dado por

ll'él

[[ullzf|1]]2”

a-é;

(12.1) cos (Bu) = [[af]2]é1][

6 cos(fu) =

con €; el versor candnico que indica la direcciéon horizontal.

Se puede observar en la Figura 12.7 una tendencia creciente del desplazamiento del
actuador con respecto a la fracciéon de volumen utilizada. Por otra parte, el dngulo de
funcionamiento para los dispositivos obtenidos ronda entre los 35° y los 50° para todo
el rango evaluado, bastante alejados del objetivo de 90°. De aqui se puede concluir que
el empleo del funcional de costo (10.61a) no es recomendable para obtener bajos niveles

de movimientos parasitos.
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— P

) vp =20% ) vy =25%

(c) vy = 30% (d) vy = 35%

(e) vy = 40%

Uf—50% Uf—55%
i) v =60% j) v =65%

Figura 12.6: Topologlas obtenidas para distintas fracciones de volumen vy para el
Ejemplo 2.
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23

22

21

20 -

191

[lullr, ]

18

17

16 Interpolated
O Obtained

15 1 1 1 1 1 1 1 1

20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65%
vf

Figura 12.7: Magnitud del desplazamiento del punto de actuacién vs. fracciéon de

volumen.

1200 T T T T T T T T
Interpolated
o Obtained
100° - — — —Target 7
80° | 1
o5 60° F 1
20° .
00 1 1 1 1 1 1 1 1
20% 25% 30% 35% 40% 45% 50% 55% 60% 65%

vf
Figura 12.8: Angulo del vector desplazamiento del punto de trabajo vs. la fraccién de
volumen del actuador.
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m3 | 0.05]0.075 | 0.1]0.125 | 0.15 | 0.175 | 0.2 | 0.225 | 0.25 | 0.275 | 0.3
Ao(x1073) | 75 | 75 |25 75 | 1 | 25 [25] 75 | 1 | 75 |75

Tabla 12.2: Parametro de penalizacion, para cada caso de evaluacion.

12.3 Ejemplo 3

El objetivo es analizar la capacidad de esta funcién de costo (10.62) para obtener disefios
de actuadores TEM con bajos niveles de movimientos parasitos. Para ello, se resuelve
el problema de optimizacién (10.63) con J(ii) dado por la Ecuacién (10.62) y vp = 0.5,
para los siguientes valores de pardmetro de penalizacién 73 desde 0.05 hasta 0.3 con un
paso de 0.025. El criterio de optimalidad para todos los casos de este ejemplo se setea
en ey = 8°, a excepcién del caso para m3 = 0.225 en donde se ha tomado ¢y = 4°,
con el objeto de obtener una topologia libre de islas de material. La tolerancia para el
cumplimiento de la restriccién es e = 0.01 para todos los casos. También, el estimador
inicial del multiplicador de lagrange se setea en A1 = 0. Para todos los casos la malla
inicial consta de 2560 elementos y 1337 y la malla final consta de 655360 elementos y
328580 nodos. Los pardmetros de penalizaciéon 73 y Ag,1 se muestran en la Tabla 12.2.

Los disefios de actuadores para este ejemplo se muestran en la Figura 12.9 y una
ilustracion de los actuadores en su configuracién no deformada y deformada se muestra
en la Figura 12.10 algunos valores caracteristicos de 3.

Se puede observar en las imédgenes de la Figura 12.9 que para valores bajos de 73, las
topologias obtenidas coinciden morfolégicamente con las obtenidas utilizando el funcional
de costo (10.63). También, éstas comparten niveles de movimientos parasitos del mismo
orden (By entre 35° y 45°) como se muestra en la Figura 12.11. A partir de 73 > 0.15
el nivel de movimientos parasitos para esos disefios comienza a reducirse hasta que para
wg > 0.225 aumentan nuevamente. Para estos rangos de w3, los disefios de los actuadores
cambian, apareciendo estructuras que simulan tensores desde los cuales se tira del punto
de actuacién, y de ésta manera se logra compensar hasta cierto punto el movimiento
parasito. También, con el aumento de w3 se verifica una tendencia decreciente de la
magnitud del campo de desplazamiento u en el punto de actuacién.

La ventaja de los métodos de penalizacién lineal para considerar restricciones reside
en su facilidad de implementacién, pero estos son solo efectivos si la variable que se
quiere controlar tiene una correspondencia monotonica creciente o decreciente con el
valor del penalizador. Esto es asi ya que con algunas pocas resoluciones del problema
de optimizaciéon se puede ajustar rapidamente el valor del penalizador para lograr

el valor deseado en la variable a controlar. Cuando la tendencia no es monoténica,

103



CAPITULO 12. RESULTADOS NUMERICOS

como en este caso (ver Figura 12.11), es dificil ajustar el valor del penalizador ya que
aumentarlo/reducirlo no implica siempre aumentar/reducir la variable a controlar. Es
por este hecho que tampoco el funcional (10.62) es recomendable para obtener diseno de

actuadores TEM con bajos valores de movimiento parasito.
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%%

(a) m3 = 0.05 b) m3 = 0.075

=

) 5 = 0.100 (d) 75 = 0.125

="

) w3 = 0.150 (f) 75 = 0.175

—

) m3 = 0.200 (h) 75 = 0.225

s

i) m3 = 0.250 (j) m3 = 0.275

(k) 3 = 0.300

Figura 12.9: Topologias obtenidas para distintas parametros de penalizacién 73 para el
Ejemplo 3.
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(a) 75 = 0.05

(b) 73 = 0.225

(C) T3 = 0.3

Figura 12.10: Configuracién deformada no deformada (negro) y configuracién deformada
del actuador (gris). La flecha roja representa el campo de desplazamiento del punto de
actuacion.
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150° T T T T

100°

s
ol
50°
Interpolated
O Obtained
— — —Target
OO 1 1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

3

Figura 12.11: Angulo del vector desplazamiento del punto de trabajo vs. pardmetro 3.

24 T T T T

Interpolated
o Obtained

[l | [pmm]

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
3

Figura 12.12: Magnitud del desplazamiento del punto de actuacién vs. 3.
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CAPITULO

Conclusiones

13.1 Contribuciones principales

En la primera parte de este trabajo, se ha realizado el analisis asintdotico topolégico del
problema de calentamiento por efecto Joule acoplado con dilataciéon térmica para una
clase particular de funcionales de costo, obteniéndose finalmente una férmula analitica y
cerrada de la derivada topoldgica asociada. A diferencia de la mayoria de los resultados
presentados en la literatura sobre derivadas topoldgicas en problemas no lineales, la
expresiéon aqui obtenida es explicita. Para obtener esta expresion se ha utilizado una
técnica lagrangiana basada en una modificacién del método de Amstutz.

Luego, se obtuvieron estimativas precisas tanto de los términos del residuo de la
expansion asintotica del funcional de costo como de las soluciones a los problemas
residuales asociadas a las expansiones de Poincaré de los estados directos y adjuntos.
Estas estimativas en conjunto con la expresién de la derivada topolégica obtenida, fueron
confirmadas mediante un procedimiento numérico, mostrando una buena concordancia
entre el valor tedrico y la aproximaciéon numérica.

En la segunda parte de este trabajo, la derivada topoldgica obtenida fue aplicada
a problemas de disefio 6ptimo de actuadores termo-electro-mecanicos utilizando un
algoritmo basado en el método de funciones level-set.

Debido a la complejidad que surge al tratar problemas multifisicos, se opto por
transcribir el problema de optimizaciéon a una versién escalada y adimensional. Los

beneficios de escribir el problema en estos términos pudieron comprobarse mediante
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el Teorema 10.1 y la Observacién 10.1. Dicha observacién fue verificada numéricamente
en base a los resultados obtenidos en la seccién 12.1, en donde claramente se aminora la
complejidad del problema de diseno reduciendo la cantidad de pardmetros fisicos libres
a definir.

En base a los resultados de los experimentos numéricos realizados se pueden esbozar

las siguientes conclusiones:

e La metodologia propuesta permite obtener de manera efectiva disenos 6ptimos de
actuadores termo-electro-mecénicos, libres de zonas intermedias y con un minimo

de pardmetros algoritmicos a setear.

e Los funcionales de costo empleados no son efectivas para obtener disenos de

actuadores con movimientos parasitos reducidos.

La técnica de diseno 6ptimo generada en esta tesis permite no solo disefar
actuadores termo-electro-mecénicos sino cualquier otro tipo de dispositivo cuyo principio
de funcionamiento esté basado en ese conjunto de acoplamientos fisicos. Esta técnica
también tiene aplicacién en cualquier dispositivo cuyo funcionamiento no esté basado
sino condicionado por los fenémenos ya nombrados. Un ejemplo claro seria cualquier
circuito electrénico de baja frecuencia, en donde el calentamiento por efecto Joule genera
tensiones termo-mecanicas entre el dispositivo semi-conductor y el sustrato, que con el

tiempo pueden llevar a la falla.

13.2 Trabajos Futuros

También, en base a los resultados obtenidos, se ponen evidencia que para poder obtener

disenos listos para su fabricacién es necesario

o Emplear modelos de transferencia de calor mas realistas, contemplando fenémenos
de conveccion y/o radiacién, para asi poder capturar con precision la distribucion

de temperaturas en la estructura del actuador.
o Considerar el funcionamiento en régimen dinamico (respuesta en frecuencia).
e Implementar restricciones de funcionamiento:

— De movimientos parasitos.

— De tensién, para evitar la concentracién de tensiones debido a la generacion

de mecanismos de flexibilidad concentrada.
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— De temperatura, para evitar la degradacién del dispositivo.

— De resistencia eléctrica del dispositivo, ya que la caida de tensién a través
del dispositivo es una especificacién del disefio microelectrénico donde esta

contenido el actuador.

o Implementar restricciones tecnoldgicas asociadas a la fabricabilidad. Por ejemplo
restricciones perimétricas para controlar el tamafio minimo de las estructuras
internas generadas (brazos de pequeno espesor), como para reducir el tiempo de

fabricacion.

o Utilizar otras funciones de costo que permitan maximizar la eficiencia energética

u otros indices de performance a definir.

e Realizar el diseno 6ptimo de estos dispositivos empleando miiltiples materiales.
El objetivo es determinar si es posible obtener disenos que ofrezcan mayor

performance en base a alguna combinacién de materiales especifica.

13.3 Publicaciones originadas

El niicleo de la primera parte de este trabajo ha sido enviado para su publicacién bajo el
titulo Topological asymptotic analysis of the coupled Joule-heating with thermal expansion
problem en la revista SIAM Journal on Control and Optimization.

Durante el trabajo de doctorado también se realizaron las siguientes publicaciones
cientificas, que por razones de tiempo no fueron integradas en la presente disertacion:

¢ A. Romero.

Optimum design of two-material bending plate compliant devices.

Engineering Computations, 39(1):395-420, 2022

¢ AA Romero Onco and Sebastian Miguel Giusti.

A robust topological derivative-based multi-material optimization approach:

Optimality condition and computational algorithm.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 366:113044, 2020

También se realizaron las siguientes presentaciones en congresos nacionales y workshops

internacionales
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APPENDIX

Lemas Auxiliares

Lema A.1. Sea w un campo escalar, solucion de un problema exterior escalar tal como
(5.6), (5.10), (5.28) o (5.32), luego las siguientes estimativas son vdlidas

(A1) |lwl|2(q) < C*V/IIne| = o(e'1?),
(A.2) [IVw|[L2q)2 = O(e),

para algin § € (0,1) y C independiente de ¢.
Prueba. Vea [2] Lema 9.1, p. 9. [

Observacion A.1. S7 wes un campo vectorial, tales como las funciones definidas por
(5.14) y (5.25), entonces el caso es andlogo y la cota (A.1) y (A.2) son igualmente vdlidas,
i.e. [|Wl[r2(0)2 < Ce?\/|lne| = o(e'*?). La prueba de este resultado puede ser encontrada
en [40] Ch. 4, pp. 105.

Lema A.2. Sea kg € R, y suponga que ¢ es una funcion no negativa y no decreciente

definida en [ko,0) la cual posee la siguiente propiedad: para todo h >k > ko,

h) < ———o(k)?
p(h) < (h_k)acp( )

con constantes C >0, a >0, y b > 1. Luego p(ko + 0) =0, donde
(A.3) 8% = Cip(kg)b~1257
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Prueba. Vea [35], Lema B.1. |

Teorema A.3. Considere el siguiente problema variacional
(A4) y € Hy(Q) : aly,n) = £(n), Vn e Hy(9),

con Q C R? siendo un dominio Lipschitz acotado, a(-,-) una forma bilineal simétrica,

acotada y coercitiva dada por

(I(y, 77) = /QaVy : VU,

con a > 0Vx € Q, y una formma lineal

e(n):/ﬂf.vn.

Luego, si £ € LP(Q)? con p > 1, entonces eviste una unica solucion débil y € H*(Q) N

L>®(Q), y existe alguna constante coo > 0, la cual no depende de f tal que
(A.5) Y[l Lo (@) < cool [El]Lr ()2

Prueba. La existencia y unicidad en H'(f2) se obtiene por el teorema de Lax-Milgram
para las suposiciones dadas. Resta por mostrar que la solucion estd acotada y la validez
de la estimativa (A.5). Para ello, se seguird el procedimiento presentado en [58], Teorema
4.5, el cual estd basado en el método de Stampacchia, véase [55] y [35]. Considere un

escalar k > 0, la funcién

yx)—k i y(x) >k
vp(x) =40 if |y(x)| <k,
y(x)+k if yx)<-—k

y el dominio
k) = {x € Q: ly(x)| = k}.

Se mostrara que la funciéon v desaparece para c.t.p. para un k suficientemente grande,
lo cual implica el acotamiento de y. Evaluando (A.4) en 1 = vy, la siguiente igualdad se

obtiene de manera trivial

a(y, vg) = a(vg, vi) = £(vk).
Considerando que Vv, = 0 en \ Q(k), y utilizando la desigualdad generalizada de
Holder con %—i— % —i—% =1,y g = 2; y la desigualdad de Young ab < %aQ + %ba Va,b e R

118



y 7 > 0, el lado derecho de la ecuacién anterior se puede estimar de la siguiente manera

/chvk :|/ f- Vg
Q Q(k)

T 1 T
< |Ifl| o2Vl | 51 ()2 QR < ;HfH%P(QP Qk) T + THka?ﬂ(Q)Q'

< |Ifllr @2 [IVrl L2 (2 [ 1Ll Lr ()2

Debido a la coercividad de af-,-)

Bllvel[7r1 () < alvk, vr),

luego seleccionando 0 < 7 < 3
okl 31 ) < CallEl[ o 120R)[

Dado h > k, luego Q(h) C Q(k), lo cual implica que |Q(h)| < |Q(k)|, por ende

2/s

2/s
||vk||is(m=[/ w] =[/ |y—k|$]
Q(k) Q(k)

2/s 2/s
> [/ |y—k|s] > [/ \h—k!S] = (h = k)* [Q(R)[*/*
Q(h) Q(h)

Luego, considerando el teorema de inmersién de Sobolev |[vg||ps) < cf|vk|[g1(q) para

1 < s < o0, se tiene
(h = k)2 [QR)[P/* < CllE|I 0 2 1R

2/s

Seleccionando s = Ar, y llamando ¢(h) = |Q(h)|**, arribamos a la siguiente desigualdad

02 by
h) < — (k).
Aplicando el Lema A.2 con a =2, Cy = C’leH%p(Q)Q, b=X>1y ko =0 se obtiene
0 = C3|If]| 70 (e

Se concluye que ¢(d) = 0 significa que |y| < ¢ para c.t.p. en Q, y por ende y € L>®(Q).

Luego, por definiciéon
[yl <d ae.in Q = [[yllr=(Q) < I = collf]|rr()2-

Esto concluye la prueba |
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APPENDIX

Estimacion de los residuos del funcional de costo

Lema B.1. Sea ¢,¢% 0% y u® solucién de los problemas (5.8), (5.34), (5.30), y
(5.26) respectivamente, y sean (5.5), y (5.27) las expansiones de Poincaré de ¢z, y 6

respectivamente, luego

(B.1) E(e) = ZSZ-(&?) = o(e?),
=1
(B.2) &1(e) =o (||ps — pol3) .
(B.3) £x(e) = / 565.V66 - V0",
Q
(B.4) &a(e) =r* = 1) [ saVon- Vi,
(B.5) Ea(e) =(v* — 1)/ ko Voo - V6°,
(B.6) &s(e) =(° = 1) [ soll Vol 300",
(B.7) &(e) =% =) [ Vuo (i),
(B.8) Er(e) =— (v*/° - 1)/ apColby : V',
(B.9) £s(e) =(1° — 1) /B 50V - [Vugo® + Ve + ve26s)
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APPENDIX B. ESTIMACION DE LOS RESIDUOS DEL FUNCIONAL DE COSTO

(B.10) E(e)=—(*-1) / soV o - V.

£

Prueba. o Considerando los resultados (7.7), (7.23) y (7.32), se obtiene

[1p= = pol =16= — @oll71 ) + 116= = bol[7p1 0y + |1ue — uollF1 ()2

(B.11)
<Ce® 4 Cye? + C3e?,
y por ende
(B.12) &1(e) = o (|lp- — pollp) = o(?).

e Luego, es posible dividir el segundo residuo de la siguiente manera

Ea(e) =— / 5psgVop-VHI — / 5psoVEp-V o
(B.13) @ @

—/ 5¢(SE—80)V5¢'V98—/ 00(se—80)Vop-VIo®.
Q Q

Entonces, empleando los ansazt asociados para ¢., y 02, se obtiene las siguientes

estimaciones para los términos del lado derecho de la ecuacién anterior

- | 5650556:765 < Cul[ V8§l (e 5 + 200y I V50l
(B.14) Q
< Cs [l llz2@) + 19l | 119611 @) < Co [ y/Tnel +&%] & = o(e?),
- | 5650980956 < Callsollu 1561l o 1191200y + 11

< Cgel ™t (e 4+ £1H0) = o(e?),

—/ 6¢(SE—50)V5¢-V98:/ dpso(1—~°)Vop-Vog
Q BE

(B.15

B.1 .
(B.16) < Col|VO5 || Lo (8100 225 [V 60| L2(5.) < Cloéé\l&ﬁllél(m
< Cpe®t = o(e?),
—/ 5¢(se—50)VIp-V0* = [ dpso(1—°)Vip- Vo
Q B.
(B.17) < 166|118V Dl 252 {ngauLz(&) + |\véa\|L2(Ba)}

< 11091 0 186l | IV sy + 10|

< 62[8+€1+61] _ 0({52).

donde las estimativas de los Lemas 7.5y 7.9, Lema 1.1 en [38] y en las ecuaciones (7.7)
y (7.11) han sido utilizadas.
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para el tercer y cuarto residuo

obtenemos,

(B.18)  &3(e) < Cual|Voll eIV 12(5.) < Crsel|d|| i) < Crae®t = o(e?),

(B.19)  &u(e) < Cusl|VOoll 125, [IV0*|| 125, < Crel 0% () < Crre™™ = o(e?).

Utilizando la desigualdad del tridangulo y de Cauchy-Schwarz obtenemos la siguiente
estimacién para el quinto residuo

(B.20)

&5(e) < Cusel|06%]| 12(5.) < Croe [HwZGHLz(BE) +110%] 28, | < Cooele?+¢' ] = o(e?).

Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos las siguientes estimaciones

(B:21) Es(e) < Con||Vuol[ 25,2l V|| 125,y Cozel [8%| 102 < Caze™ = o(e?),

(B.22)  &r(e) < Coull6o]| 12 () ||V | 25,2 < Cosel[a]| 1 ()2 < Cose™® = o(e?).

Empleando la desigualdad generalizada de Holder para Eg(e) tenemos
(B.23)
Es(&) < Corl Vol |2y |1V 205 166 | 25

196l 2252y (10611 252) + 0l 225.) + 1% 23 )
+ (98811205 + IV 05l 25y + 1V 1205 ) 11061 25

< Cas [£179111660% 1 + 1llrqey (= + 22 +£17%) + (= 4118 iy ) 2110610

< Cyo [€2+61+54 4205 4 3405 4 246540y | 2403406 €2+53+56+57} — o(c2).

Mediante la estimativa del Lema 7.5, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

para el iltimo término

(B.24)  &y(e) < Cs0l|Veoll 25|Vl 12(5.) < Ca1eld]| () < Ca2e®™ = o(?).
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