LA TEORIA DE LIE Y LA CONSERVACION DE LA
ENERGIA MECANICA

José Sanchez y Daniel Abud
Departamento de Fisica — Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales — Universidad Nacional
de Cordoba — Avenida Vélez Sarsfield 1611 (CP 5000) Coérdoba. Argentina.

daniel.abud@yahoo.com, joseasanchez53@yahoo.com.ar

1. RESUMEN
En el presente articulo se utilizara la teoria de grupos de Lie para obtener una integral

primera de la ecuacion diferencial x, = f(X), la que surge en problemas de mecénica
en los cuales la fuerza s6lo depende de la posicion.

2. RESOLUCION DEL PROBLEMA PLANTEADO
2.1 Condicién de invariancia infinitesimal

Sila EDO de primer orden

f(xy,y)=0 @)
es invariante bajo las transformaciones uniparamétricas,
X =p(XY,6)
Y =X, Y, &) )
Y, =0(x.y,y',€)
es decir,
f (Xl,yl, yl’)z f(xy.y) (3

Entonces existen coordenadas canénicas X, Y (ver [1], [2]), en las cuales la ecuacidn
diferencial x, = f(X) se transforma en la ecuacion diferencial ordinaria a variables

separables:

dy
d_X_g(x) 4)

donde X e Y satisfacen las ecuaciones:
S(xy) X, +n(xy) X, =0

(5)
Y)Y+ n(xy) Y, =1
con
£(x,y) = g—¢
S (6)
_%¢
nMW—%M

La condicion necesaria y suficiente para la invariancia de f bajo el grupo de
transformaciones (2) es:

Efent +(no+(n,-&)y-£y?) 1, =0 (7)



Esta ecuacién se denomina condicion de invariancia infinitesimal, la cual, conjuntamente
con la ecuacion f(x,y,y’)=0, permite obtener £y n.

De manera similar, la condiciéon de invariancia infinitesimal de una ecuacién de segundo
orden:

Fy,y,y)=0 ®)
bajo un grupo de transformaciones de la forma (2) y mediante la prolongacion de la derivada
segunda:

!

" g d
A =9(><,y,y,y,e)=di )
X
es:
é:fx +77fy +(77x +(77y _é:x) y/_é:nyZ) fy’ +
[0+ @y =&)Y + (1, —2£,,)Y7 - (10)

&Y+, =25, -38,y)y"lf,. =0
Mediante las coordenadas candnicas (5), la ecuacién (8) puede escribirse en la forma:
F(X,Y, Y =0 (11)
la que se transforma en una EDO de primer orden mediante la sustitucion z=Y', ver [4].

2.2 Obtencidn de la integral primera de la ecuacion diferencial x, = f(x)

Dada la ecuacion diferencial ordinaria:

X = £(X) (12)
Puede verificarse que £ =1 y n=0 satisfacen la condicién de invariancia infinitesimal (10)
para la ecuacion (12).

Resolviendo el sistema de ecuaciones (5) obtenemos las coordenadas canonicas:
X=x, Y=t (13)

Reescribimos la ecuacion diferencial (12) mediante las coordenadas canénicas:
dy dt 1

- = 14
dX dx x s
es decir,
2 3
—di=—%&tﬂ=—i§=—(d—Yj f(X) (15)
dXx X~ dx X dX
dy .
Reemplazando z =— se obtiene:
dX
dz 3
—=-7"f(X 16
ax (X) (16)
Resolvemos (16) por el método de separacién de variables:
dz
- 5= j f (X)dX



2—2
7:jf(X)olx +c,

-y

2=(2] £(X)dX +c,) ’ 17)
Introduciendo las variables originales, tenemos:

dt Y2

&=(2j f(x)dx+cl) (18)

-1/2

t+c, =J'(2J' f(x)dx+cl) dx (19)
de la ecuacion (18) se obtiene:

(%) = 2j f (x)dx+c, (20)
Denotando:

X=X

21

F(x) = [ f(9dx 1)
podemaos reescribir la ecuacion (20) de la siguiente manera:

%XZ—F(X):C (22)

dE(®)
dt

Si denominamos E(t) :%Xz —F(x), obtenemos =0 —integral de la energia—.

Multiplicando ambos miembros por m —masa del cuerpo— tenemos que la energia mecénica
total de la particula —energia cinética mas energia potencial- es constante para este caso,
pues se trata de fuerzas conservativas:

%mx2 :%mv2 = Energia cinética

—mF (x) = Energia potencial

2.3 Aplicaciones a problemas de la mecanica

Sistema Ecuacion Integral Primera Conservacion de la
Mecanico diferencial Energia Mecanica Total
Caida lib d2y=—g l5/2+9y=0 lmS/2+mgy=6

aida libre e 2 2

Péndulo d20 g 1,2 ¢ 1 \2 -

i —_1 —(@) +=cosf=c —m(16) +mglcosé=¢C
Simple a2 I send 2( ) 2 ( ) 9
Sistema 2

masa - d_;(:_kx %)‘(2+%£x2=c %mxz+%kx2=6
resorte dt m m

lineal

Sistema 2

masa — d_z(:_ﬁx_ﬂ)@ %x2+%£x2+%&x4=c %mxz+%kx2+%qx4=6
resorte no dt m - m m m

lineal




3. CONCLUSIONES

La teoria de Lie permite abordar desde una perspectiva diferente, resultados conocidos de la
Matematica 6 de la Fisica, como ocurre en este caso con la conservacion de la energia
mecanica total de una particula sometida a fuerzas conservativas.

Nuestro interés consiste en estimular el conocimiento de una herramienta poderosa que
puede utilizarse para resolver en forma exacta, ecuaciones diferenciales que ofrecen mayor
dificultad desde los enfoques tradicionales.
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