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1. RESUMEN  
En el presente artículo se utilizará la teoría de grupos de Lie para obtener una integral 
primera de la ecuación diferencial  ( )ttx f x , la que surge en problemas de mecánica 

en los cuales la fuerza sólo depende de la posición. 
 
 
2. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA PLANTEADO 
 
2.1 Condición de invariancia infinitesimal 
 
Si la EDO de primer orden 

( , , ) 0f x y y       (1) 
es invariante bajo las transformaciones uniparamétricas,  
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es decir, 

   1 1 1, , , ,f x y y f x y y      (3) 

 
Entonces existen coordenadas canónicas X, Y (ver [1], [2]), en las cuales la ecuación 
diferencial ( )ttx f x  se transforma en la ecuación diferencial ordinaria a variables 

separables: 
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donde X e Y satisfacen las ecuaciones:  
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La condición necesaria y suficiente para la invariancia de f  bajo el grupo de 
transformaciones (2) es: 

  2 0x y x y x y yf f y y f               (7) 
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Esta ecuación se denomina condición de invariancia infinitesimal, la cual, conjuntamente 
con la ecuación  , , 0f x y y  , permite obtener  ξ y η. 

 
De manera similar, la condición de invariancia infinitesimal de una ecuación de segundo 
orden: 

( , , , ) 0f x y y y       (8) 
bajo un grupo de transformaciones de la forma (2) y mediante la prolongación de la derivada 
segunda: 
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es: 
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Mediante las coordenadas canónicas (5), la ecuación (8) puede escribirse en la forma: 
( , , ) 0F X Y Y       (11) 

la que se transforma en una EDO de primer orden mediante la sustitución z Y  , ver [4]. 
 
 
2.2 Obtención de la integral primera de la ecuación diferencial  ( )ttx f x  

 
Dada la ecuación diferencial ordinaria: 

( )ttx f x      (12) 

Puede verificarse que 1    y 0   satisfacen la condición de invariancia infinitesimal (10) 
para la ecuación (12). 
 
Resolviendo el sistema de ecuaciones (5) obtenemos las coordenadas canónicas: 
 

,X x Y t      (13) 
 
Reescribimos la ecuación diferencial  (12) mediante las coordenadas canónicas: 
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es decir,  
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Reemplazando  
dY

z
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  se obtiene: 
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Resolvemos (16) por el método de separación de variables: 
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     (17) 

Introduciendo las variables originales, tenemos: 
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f x dx c
dx
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      (19) 

de la ecuación (18) se obtiene: 
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Denotando: 
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tx x
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    (21) 

podemos reescribir la ecuación (20) de la siguiente manera: 
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Si denominamos  21
( ) ( )

2
E t x F x  , obtenemos 

( )
0

dE t

dt
  – integral de la energía–. 

Multiplicando ambos miembros por m  –masa del cuerpo– tenemos que la energía mecánica 
total de la partícula –energía cinética más energía potencial– es constante para este caso, 
pues se trata de fuerzas conservativas: 
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2.3 Aplicaciones a problemas de la mecánica 
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3. CONCLUSIONES 
La teoría de Lie permite abordar desde una perspectiva diferente, resultados conocidos de la 
Matemática ó de la Física, como ocurre en este caso con la conservación de la energía 
mecánica total de una partícula sometida a fuerzas conservativas. 
  
Nuestro interés consiste en estimular el conocimiento de una herramienta poderosa que 
puede utilizarse para resolver en forma exacta, ecuaciones diferenciales que ofrecen mayor 
dificultad desde los enfoques tradicionales. 
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