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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo de urnas que combina dos modelos clasicos: el
de Ehrenfest y el del votante, ambos modelos estocdsticos que han sido ampliamente
utilizados para describir sistemas fisicos. En cada uno se consideran dos urnas y un
numero finito N de elementos distribuidos en ellas. Cada modelo define una evolucién
temporal diferente que modifica de manera aleatoria la distribucién de los elementos. En
particular, en cada paso temporal, hay una probabilidad a de que la evolucién sea la
correspondiente al modelo de Ehrenfest y 1 — o de que sea del modelo del votante. Se
supone que para este sistema la distribucién de los tamanos de fluctuaciones respecto
al estado de equilibrio sigue una ley de potencias cuando N tiende a infinito. En este
trabajo verificamos numéricamente dicho comportamiento para diferentes valores de N y
«. Ademas analizamos la distribucién de retornos, que se define como la distribucion de la
diferencia de fluctuaciones consecutivas. Esta distribucién estd asociada a distribuciones
del tipo g-Gaussiana cuando la distribucién de las fluctuaciones sigue una ley de potencias.
Relacionando el parametro ¢ con el exponente de la ley de potencias y considerando los
efectos de tamano finito, comprobamos numéricamente que las distribuciones de retorno
pueden relacionarse con una combinacién de Gaussianas y g-Gaussianas, donde el aporte

Gaussiano disminuye a medida que N aumenta.

Palabras Clave: Distribuciones de retorno, Caminatas aleatorias, Modelos de Urna, Ley

de Potencia, Tamafio Finito.
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Introduccion

Los sistemas complejos se caracterizan por estar formados por una gran cantidad de
componentes interactuantes que, como un conjunto, presentan conductas macroscopicas
que son dificiles de deducir y/o relacionar con sus correlaciones microscépicas. Estos
sistemas estan presentes en campos tan diversos como, por ejemplo, el estudio de redes
neuronales, de ecosistemas, de opiniones en una comunidad, de fluidos o del compor-
tamiento de la bolsa de valores. En muchos casos, un modelo definido con simples reglas
de interacciéon entre sus elementos, puede constituir un sistema complejo y llevarnos a
observar conductas no evidentes y dificiles de determinar.

En este trabajo, planteamos un modelo de urna que es combinacién de otros dos
modelos para los cuales ya conocemos su comportamiento: el modelo de Ehrenfest y el
modelo del votante. El nuestro se compone de N elementos distribuidos en dos urnas A
y B. La distribuciéon de los elementos cambia de manera aleatoria en el tiempo segin
las reglas de evoluciéon del modelo de Ehrenfest o las del votante, con probabilidad «
y 1 — «, respectivamente. El mecanismo de evolucién especifico aplicado en cada caso
serd explicado en los capitulos siguientes. El modelo a considerar en este trabajo sera
denominado Noisy Voter Model porque es un caso particular del modelo planteado por
Kirman en 1993 [1].

Los modelos de urna constituyen una herramienta simple pero poderosa que busca
representar el comportamiento de un sistema complejo a través de la evolucién de estados
discretos a lo largo del tiempo. Son mayormente empleados en el estudio de sistemas
que involucran variables aleatorias, como la dinamica de precios el mercado y en modelos
de opinién. En el primer caso, cada urna podria representar, por ejemplo, la riqueza de
un individuo y las reglas de transicién podrian describir cémo esa riqueza cambia con
el tiempo debido a factores como el intercambio comercial. En el segundo caso, cada
urna podria representar una opinién, y las reglas de transicién podrian modelar cémo
esas opiniones cambian a medida que las personas interactiian entre si. En este sentido,
estudiando el proceso estocastico involucrado podemos inferir propiedades de la dindmica
del mismo, que nos sirven para comprender e intentar predecir la conducta de sistemas
reales.

En este trabajo también caracterizamos nuestro modelo de urnas con una caminata
aleatoria unidimensional, lo que constituye una herramienta crucial para comprender y

analizar su dindmica. Nos permite estudiar distribuciones de probabilidad relacionadas



a magnitudes del sistema que seran detalladas en las secciones posteriores. Una de
las distribuciones que estudiaremos, tendrd comportamiento tipo ley de potencia. Este
tipo de comportamiento es particularmente relevante, porque emerge en muchos sistemas
complejos cuya dindmica y propiedades microscécipas son muy diferentes entre si, lo cual,
sugiere la existencia de un origen generalizado que atin no se conoce en la actualidad. Otras
de las distribuciones que estudiaremos en este trabajo tienen la forma de g-Gaussianas.
Las mismas son de interés porque son distribuciones estandar en el estudio recientemente
desarrollado de la entropia no aditiva de Tsallis [2], cuyo enfoque busca generalizar las
herramientas de la mecanica estadistica para otros tipos de sistemas mas complejos y fuera
del equilibrio termodinamico usual. Entender la conexién de este tipo de distribuciones
puede significar un camino hacia la comprension de la complejidad inherente de este tipo
de sistemas, revelando regularidades que pueden escapar a un andlisis superficial.

En definitiva, la simplicidad de este tipo de modelos puede limitar su capacidad para
capturar todos los aspectos de la realidad, pero a la vez pueden ofrecer intuiciones valiosas
sobre los mecanismos subyacentes que impulsan el comportamiento observado. Ademads,
pueden servir como punto de partida para investigaciones mas sofisticadas y andlisis mas
detallados.

Este trabajo final se organiza de la siguiente manera: en el primer capitulo, intro-
duciremos el marco tedérico necesario para caracterizar el comportamiento del modelo
de Ehrenfest, del votante y el Noisy Voter Model. Alli expondremos herramientas de la
teoria de caminatas aleatorias que utilizaremos, junto a otras que completan la descripcion
y pueden ser de utilidad para futuros trabajos. En el segundo capitulo, describiremos
nuestro modelo en detalle, utilizando desarrollos tedricos de otros autores y mostraremos la
presencia de un pseudo punto critico para el valor de a = 1/N, que marca dos regiones con
patrones de comportamiento diferentes. En el tercer capitulo presentaremos los resultados
computacionales obtenidos junto a un andlisis de los mismos, donde relacionaremos el
exponente de la ley de potencias de la distribucién de primer retorno, con el pardmetro
q de la g-Gaussiana relacionada a la denominada distribucién de retornos. Ademas, la
observacion del comportamiento asintotico de estas distribuciones nos permitird sacar
conclusiones sobre céomo influye el tamafio finito del sistema, y como el mismo podria

comportarse en el caso limite de N — oo.
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Capitulo 1

Marco Teoérico

1.1 Modelos de Urnas

Los denominados modelos de urnas se han utilizado desde épocas muy antiguas y
constituyen un enfoque comunmente utilizado en teoria de probabilidad y mecanica es-
tadistica. Como sefialamos en la introduccion, resultan muy utiles para la comprensién
de algunos sistemas dindmicos complejos [3]. Su nombre proviene de la analogia que
se establece entre las componentes del sistema a describir y sus estados individuales, con
urnas o cajas que contienen elementos que pueden ser de distinta naturaleza. En principio,
estos modelos pueden componerse por cualquier nimero de urnas y de elementos. Esos
elementos pueden tener diferentes caracteristicas; y en general, esas diferencias se asocian
con colores. A través de procesos aleatorios y reglas especificas se seleccionan los elementos
de las urnas y se establecen acciones sobre ellos, como puede ser la adicién o extraccién de
los mismos de alguna urna, y/o cambios en su color. La eleccién de estas reglas definen la
dinamica del modelo y de ellas dependera qué sistema fisico puede representarse. Si bien
las posibilidades son muy diversas, en este trabajo nos centramos en una clase especifica:
modelos de solo dos urnas con transferencia de elementos entre ellas.

Un niimero considerable de resultados de la teoria de probabilidad pueden ser derivados
de forma simple utilizando modelos de urna. Por ejemplo, supongamos que tenemos una
sola urna que contiene N elementos, de los cuales 11 son rojos y no son azules. Si definimos
como regla sistematica el sacar un elemento al azar de la urna y volverlo a colocar en la
misma, y lo repetimos n veces, obtenemos una secuencia RARAA... de colores de los
elementos. Podemos considerar como variable de interés la cantidad x de elementos rojos
que salen al cabo de repetir el experimento n veces. Es decir, nos interesa la distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria X que representa el nimero de elementos rojos

1

x entre los n-. Esta distribucién es muy conocida y se obtiene al tener en cuenta que

los N elementos tienen la misma probabilidad de ser tomados: la probabilidad de que un

'La notacién utilizada es la usual en estadistica: sea X una variable aleatoria o estocdstica que puede
tomar valores x que pertenecen a un conjunto numerable (en este caso finito) denominado espacio muestral
S = {x1, 2, ...}, es decir, X(S) = x1, 2, .... La distribucién de probabilidad P(z) de X es la probabilidad
de que X tome el valor z, y viene dada por la suma de las probabilidades de todos los puntos muestrales
de S para los cuales X toma el valor x y satisface 0 < P(z) <1 V x.
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elemento individual sea tomado es 1/N, la probabilidad de tomar uno rojo es p =n1/N y
la de uno azul ¢ = ny/N =1 — p. Asi, teniendo en cuenta también las formas de ordenar

la secuencia RARAA... con el coeficiente binomial, obtenemos:

que es la conocida distribuciéon binomial.
A continuacién detallamos la clase de modelos de urna que utilizaremos en este trabajo,

para luego plantear desde esta perspectiva al modelo de Ehrenfest y al del votante.

1.1.1 Planteo del problema general

En nuestro caso particular consideramos un sistema compuesto por dos urnas, las cuales
llamamos A y B; y por N elementos idénticos repartidos en las mismas. Si bien en este caso
los elementos son todos iguales, no son indistinguibles, ya que los mismos estan numerados.
Decimos que estan rotulados con los ntimeros 1, 2, 3, ..., N. Esto significa que cada elemento
es unico y solo puede estar ubicado en la urna A o en la B, lo cual puede pensarse como
un sistema cuantico de dos niveles de N particulas distinguibles. Denotamos al estado
del elemento ¢ por s;, con ¢ = 1,..., N. Como solo hay dos estados posibles para cada
elemento, dado que puede estar colocado o bien en la urna A o bien en la urna B, decimos
que s; toma el valor 1 si el elemento estd ubicado en la urna A y que s; toma el valor
0 si esta ubicado en la urna B. Asi, el estado total del sistema queda caracterizado por
un conjunto especifico de los estados s;, que representa una configuraciéon concreta de los
elementos i en las urnas. Definimos el vector de ocupacion, v = (s1, s2, ..., Sn), como el
vector que describe el estado total del sistema.

En todos los modelos que presentamos en este trabajo, la primera variable de interés
considerada es la cantidad de elementos en cada urna. Denotamos por n4 y np la cantidad
de elementos en la urna A y B, respectivamente. Como la cantidad total N de elementos
es constante, solo una de estas variables es independiente (ng = N —n4). Por lo tanto,
utilizamos n4 para describir esta caracteristica del sistema. Dada la definicién de los

estados s;, podemos obtener n 4 a través de la suma de todos los estados s;, es decir,

N
nA:Zsi (1.1)
i=1

Finalmente, definimos para cada modelo un conjunto de acciones que se aplican a
cada paso temporal At, el cual, sin pérdida de generalidad, es considerado como una
unidad temporal (At = 1). La implementacién sucesiva de varios pasos temporales, donde
se aplica el conjunto de acciones, constituye la dindmica del sistema. De esta forma, las
cantidades que caracterizan al sistema son variables del tiempo (v(t), n4(t)) y su variacién
na(t + 1) — na(t) dependerd exclusivamente de la dindmica especifica considerada.

En nuestro trabajo realizamos simulaciones numéricas de la evolucién temporal de los

modelos de urna. Independientemente de las reglas a implementar, o proceso estocastico a
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considerar, en general vamos a inicializar nuestras simulaciones desde un estado con igual
cantidad de elementos en cada urna, lo cual implica que v(t = 0) = (1,...,1,0,...,0).
Esto significa que ubicamos los primeros N/2 elementos en la urna A, es decir que tienen
estado s; = 1; y colocamos los segundos N/2 elementos en la urna B, y en consecuencia
su estado es s; = 0. En este sentido es conveniente considerar N como un nimero par.
La inicializacién del sistema puede ser implementada como mostramos en el siguiente

pseudocddigo, donde se genera el vector v con las condiciones iniciales mencionadas.

Algoritmo Inicializacion del sistema

Input N niimero natural par.

Output v vector cuya entrada i, v[i], se corresponde con s;, el estado del elemento i.
o[1],v[2],...,v[§] =1 > Los N/2 primeros elementos estin en la urna A.
v[% +1],...,v[N] =0 > Los N/2 sequndos elementos estdin en la urna B.

1.1.2 Modelo de Ehrenfest

El modelo de Ehrenfest, formulado en 1907 por Tatiana y Paul Ehrenfest, es consid-
erado un clésico en la teorfa de la probabilidad [4]. Puede ser descripto utilizando los
términos presentados en la seccién anterior, dado que consiste de dos urnas A y B con
N elementos idénticos rotulados. La motivacién detras de este modelo fue estudiar la
transferencia de calor entre dos cuerpos aislados separados por una membrana permeable.
En esta representacion, las urnas simbolizan los dos cuerpos y las moléculas que pueden
atravesar la membrana representan los elementos que se transfieren entre las dos urnas. El
proceso estocastico asociado a este modelo puede resumirse mediante la siguiente accién:
en cada instante de tiempo t, se selecciona un elemento de manera aleatoria y se cambia

de urna. Es decir, en cada paso temporal ocurre lo siguiente:

1. Se sortea un niimero entero m entre 1y N.

2. El elemento con rétulo m se cambia de urna.

En este caso, el cambio en la cantidad de elementos en la urna A, n4(t), solo puede

aumentar o disminuir en una unidad. Es decir,
na(t+1) —na(t) = £1

Es conocido para este sistema que, independientemente de la condicién iniciall, el
mismo evoluciona a un estado de equilibrio donde las urnas tienen la misma cantidad de
elementos cada una, con pequenas fluctuaciones alrededor del mismo. En otras palabras,
luego de un tiempo de transicion, la variable n4(t) fluctta alrededor del estado de equilibrio
N/2. Este comportamiento fue utilizado para explicar la interpretaciéon estadistica de la

segunda ley de la termodindmica, la cual afirma que la entropia de un sistema cerrado

Ta distribucién inicial de los elementos, o n.4(t = 0).
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solo puede incrementar?. La deduccién de estos resultados tiene que ver con teoremas que
seran presentados en la préxima seccién.

En la Fig. 1.1, se muestra el comportamiento mencionado para tres tamafios de sistema
N. En estos casos, la condicién inicial se corresponde con el estado en el que todos los
elementos estdn ubicados en la urna A (n4(0) = N). Podemos observar en la figura un
decaimiento exponencial de la variable n4(t) hacia el valor medio N/2, donde la tasa de
decaimiento depende del tamarnio de sistema N. Las fluctuaciones de n4(t) respecto al
valor de equilibrio también son sensibles al tamafo de sistema N, ya que su amplitud

(relativa a N) se reduce a medida que el tamano de sistema aumenta.

100+ [ 5001 [ 1000

90 1 [ 4501 I 900

80 [ 400 A I 800

£ 70 I 350 I 700
<
<

60 300 F 600

50 b 2504 F 500

404 b 200 b 400

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
t t t

Figura 1.1: Evolucién temporal de la cantidad de elementos en la urna A, n4(t), para 5000
pasos temporales y tamanos de sistema de N = 100 (izq.), N = 500 (centro), N = 1000
(der.).

El modelo de Ehrenfest puede ser resumido como se muestra en el siguiente pseu-
docédigo. Recordemos que la componente v[i] del vector de ocupacién es el estado s; del
elemento con rétulo i, por lo que conociendo v(t) y tomando la suma de sus componentes

al tiempo t, podemos conocer n4(t).

Algoritmo Paso temporal de Ehrenfest

Input v(t) > v(t) es el vector de ocupacion al tiempo t.
Output v(t+1)

Sortear niimero m entre 1 y N

if vfm] =1 then

v[m] =0 > cambiar el elemento m de la urna A a la urna B.
else if v[m| =0 then

v[m] =1 > cambiar el elemento m de la wrna B a la urna A.
end if

1.1.3 Modelo del Votante

El modelo del votante ha sido empleado para explicar la evolucién de opiniones en una
poblacion hacia el consenso. Su version clasica es otro caso del que hemos presentado: dos

urnas A y B con N elementos totales. A diferencia del modelo de Ehrenfest, las reglas de

2Sin importar cémo estén distribuidas inicialmente las particulas en los dos cuerpos, si el sistema es
cerrado y la membrana es permeable, las particulas se difundirdn ocupando ambos cuerpos.
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evolucion consideran una interaccién entre los elementos, donde se busca modelar cémo
los agentes de una sociedad con opiniones distintas, cambian de opinién mediante una
comunicacién entre ellos. El proceso estocéastico definido por las acciones que se aplican

en cada paso temporal, puede expresarse de la siguiente manera:

1. Se sortean dos ntimeros enteros mj y meo, ambos entre 1 y N.

2. El elemento cuyo rétulo coincide con msg es colocado en la urna del elemento con

rotulo my.

En este caso es posible que los elementos que salen sorteados tengan el mismo estado,
es decir sean tomados de la misma urna. Cuando eso ocurre, ninguno de los elementos
cambia de estado. Esto significa que la cantidad de elementos en la urna A puede aumentar
o disminuir una unidad, pero también puede permanecer constante al cabo de un paso

temporal. Esto es:

na(t+1) —na(t) =+£1,0

El comportamiento a tiempos largos de este modelo es conocido y exhibe, durante un
tiempo de transicién, una competicion entre la poblacion de elementos en la urna A y los
de la urna B. Luego evoluciona hacia uno de los estados de total ocupacion, es decir, un
estado donde todos los elementos estén ubicados en la urna A o todos en la urna B. En
términos de los agentes de una sociedad con dos opiniones A y B, significa que la sociedad
evoluciona a un consenso global, donde todos los agentes tienen la misma opinién, ya sea
la A o la B. Una vez alcanzado ese punto de equilibrio, el sistema permanece en ese
estado para siempre. Por este motivo decimos que los dos estados de ocupacién total son
absorbentes para el sistema.

En la Fig. 1.2 se puede observar a través de la variable n4(t) el estado del sistema,
para diferentes tamafios N. La condicién inicial en los tres casos es que las dos urnas
tengan la misma cantidad de elementos, es decir, el caso de una sociedad con maxima

3. La dindmica del sistema muestra un tiempo de transicién donde n(t)

polarizacién
flucttia hasta alcanzar el valor de uno de los bordes 0 o N, donde permanece constante.
Esto ocurre porque una vez que se alcanza uno de los bordes no hay posibilidad de cambiar
elementos de una urna a otra con las reglas definidas, ya que todos los elementos estan en

la misma.

3En otras palabras, la mitad de los individuos con opinién A y la otra mitad con opinién B
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Figura 1.2: Evolucién temporal de la cantidad de elementos en la urna A, n4(t), para
distintos tamanos de sistema y cantidad de pasos temporales: N = 20 y 1000 pasos (izq.),
N =100 y 10000 pasos (centro), N = 500 (der.) y 100000 pasos.

El modelo del votante puede ser descripto de manera simplificada por el siguiente

pseudocddigo.

Algoritmo Paso temporal modelo del votante

Input v(t) > v(t) es el vector de ocupacion al tiempo t.
Output v(t+1)
Sortear niimero mj entre 1 y N
repeat
Sortear niimero my entre 1 y N
until mo # my >m1 y my son dos elementos diferentes
if v[ms] # v[m1]| then
v[ma] = v[my] > cambiar a ma a la urna de my
end if

1.2 Caminatas Aleatorias

En esta seccion estudiaremos los sistemas ya expuestos desde el formalismo de cam-
inatas aleatorias. El objetivo es caracterizar a la variable n4(t) con la posicién de un
caminante aleatorio que realiza su caminata en una red discreta y finita, para poder
valernos de resultados conocidos. Resulta natural relacionar cada paso temporal del estado
de un modelo de urnas con el paso de un caminante aleatorio, porque en los mismos el
tiempo se toma como una variable discreta.

Una caminata aleatoria discreta a tiempos discretos, es la trayectoria que realiza un
caminante dando pasos aleatorios sucesivos en una grilla definida. Cada nodo de la grilla
es un valor del espacio muestral disponible para una variable aleatoria Y, que en nuestro
caso es la cantidad de elementos en la urna A, na(t). En este contexto, la grilla es una
red unidimensional con N + 1 puntos equiespaciados, del 0 al V.

La posicion del caminante luego de n pasos y con condicién inicial Yy, queda definida
por la variable aleatoria Y, que dado el tamaifio de la red puede tomar valores desde 0

hasta N. Asi, la secuencia {Y,,} con n = 0,1,2,... conforma la caminata aleatoria, que
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nos da la evolucién en el tiempo de la cantidad de elementos en la urna A, es decir, n4(t)

parat=20,1,2,.... En general, se define a la variable aleatoria Y,, como:

Yo =na(0)

n (1.2)
Yy =na(te) =Y Xi =Yy 1+ X, n=12,..
=1

donde X; es una variable aleatoria que denota el paso i-ésimo que da el caminante y genera
la caminata aleatoria con Y, = X7 + Xo + ... + X,.

Todos nuestros casos de interés se restringen a caminatas con saltos a primeros vecinos
y con (o sin) posibilidad de permanencia en el mismo sitio al cabo de un paso temporal,
por lo que X; solo puede tomar los valores {+1,0}. En otras palabras, si el caminante
estd en un sitio de la red, solo es no nula la probabilidad de que salte a uno de los sitios
contiguos o la de que permanezca en el mismo.

Si el caminante se encuentra en la posicién i de la red al cabo de n pasos temporales
(Y, = i), decimos que puede saltar a la derecha con probabilidad a;, a la izquierda con
probabilidad ¢; o permanecer en la misma posicién con probabilidad b;, donde a; +b; +¢; =
1, Vientre 1 y N — 1. En otras palabras, a; es la probabilidad de que X,,+1 =1, b; de
que X411 =0y ¢; de que X,, 11 = —1. Esto se esquematiza en la Fig. 1.3.

La expresion explicita de las probabilidades a;, b; y ¢; depende del sistema en particular
considerado, junto a las condiciones de contorno para ¢ = 0, IV, pero es importante destacar
que en general las mismas no son constantes a lo largo de la red, es decir, dependen de la

posicién ¢ en la que se encuentra el caminante.

| | |
| | 1 1 1
i i+l pN

Figura 1.3: Esquema de caminata aleatoria unidimensional, con saltos a primeros vecinos.

1.2.1 Caminatas aleatorias como cadenas de Markov

Una de las cosas que nos podria interesar conocer, es qué probabilidad hay de que la
urna A tenga una cantidad especifica de elementos al cabo de n pasos temporales. Es
decir, que por ejemplo n4(t,) = j, con j algtin valor entre 0 y N. A continuacién vemos
que algo que en general es una pregunta dificil de responder, para un sistema que es una
cadena de Markov se simplifica.

Comenzamos definiendo el vector de distribucién de probabilidad del sistema al tiempo
tn, como el vector P(t,). Este vector P(t,) = (Po(tn), Pi(tn), ..., Pn(ty)), tiene N +

1 componentes P;(t,), donde cada una de ellas representa la probabilidad de que el
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caminante esté en la posicion ¢ al cabo de n pasos, o lo que es lo mismo, la probabilidad
de ocupacién P(Y, = i) de i luego de n pasos, dado que comenzé en Yy.*

Conocer las componentes de P(¢,,) puede resultar una tarea muy pesada, ya que habria
que tener en cuenta todas las trayectorias que llegan al punto j en n pasos partiendo de Yj,
sin embargo, en los casos estudiados en este trabajo esta probabilidad se simplifica porque
las caminatas aleatorias consideradas cumplen la propiedad de Markov, y por lo tanto
se denominan cadenas de Markov. Esta propiedad implica que la probabilidad de que el
caminante salte de un sitio a otro es independiente del camino que trazé y depende solo
de la posicion del caminante. En términos de probabilidades condicionales, la propiedad

de Markov se lee:
P(YTL - j‘Yn—l = i,Yn_Q = k,Yn_g = la aYb - m) = P(Yn = j’YTL—l = 74) = MZ (13)

P(Y,, = j|Y,—1 =1i) = P(j|i) representa la probabilidad condicional de que Y,, tome el
valor j dado que Y;,_1 toma el valor 7. La cantidad M;; es la probabilidad de transicion del
estado i al j y puede ordenarse conformando la matriz de transicion M € RVTDx(N+1)

cuyas entradas vienen dadas por:

Moy Mo Mon
My My My N

M= (1.4)
Mno Mpy Mnn

Como en nuestro caso las caminatas que consideraremos solo tienen saltos a primeros
vecinos, M;; = 0 para todo |i — j| > 1. O sea que en los casos considerados, la matriz sera

a lo sumo tridiagonal, con

M; i1 = a;
M;; = b; (1.5)
M1 = ¢

Si la matriz de transicién M es aplicada al vector P(t,,), se obtiene la distribucién de

probabilidad del sistema al cabo de un paso temporal,

MP(t,) = P(t, + 1) (1.6)

donde t,+1 = t,+1. De esta manera, la distribucién de probabilidad del sistema al tiempo

tn, se obtiene de aplicar n veces la matriz M a P(0).

4La condicién inicial Yo, en términos del vector de distribucién de probabilidad, se lee como P(0) =
(0,0,...,1,...,0), lo que significa que al tiempo ¢ = 0, el caminante estd en una posicién de la red con
total certeza.
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M"P(0) = P(t,) (1.7)

Escribir la ecuacién (1.6) para una componente P;(t), nos da la ecuacion maestra del
sistema, la cual contiene toda la informacién de la evolucién del mismo. En nuestro caso,

la misma toma la forma:

Pi(t) = Mi—1;Pi_1(t) + M; ; Pi(t) + M1, Pi1(2)
= P(ili — 1) Pi—1(t) + P(i[i) P;(t) + P(i[i + 1) Pi1(t) (1.8)
=a;—1Pi—1(t) + b Pi(t) + cit1 Pt (2)

Conocer la ecuacién maestra es de utilidad porque a través de una expansién de tamano
del sistema la misma toma la forma de una ecuacién diferencial. Al final de la seccién se

muestran estos resultados para el modelo de Ehrenfest y del votante.

1.2.2 Distribuciones estacionarias de probabilidad

Si bien de esta manera es posible conocer la distribucién de probabilidad del sistema al
tiempo t,, dada una distribucion inicial; también es interesante conocer su comportamiento
a tiempos largos. Se define la distribucion estacionaria de probabilidad como la solucién

a la ecuacion

Mnr=mn (1.9)

junto a la condicion de normalizacién para w. Si estamos interesados en el comportamiento
del sistema a tiempos largos, tenemos que considerar la distribucién estacionaria de
probabilidad. Es posible obtener esta distribucién analiticamente para algunos casos
particulares, tomando el limite de manera adecuada para t,, — oo, y relacionando a P;(t,)
con un conjunto de polinomios ortogonales. En este trabajo, utilizamos las distribuciones
estacionarias conocidas para el modelo de Ehrenfest, el modelo del votante y nuestro propio

modelo, para analizar el comportamiento de las simulaciones realizadas.

1.2.3 El modelo de Ehrenfest y del votante como caminatas aleatorias

Para el modelo de Ehrenfest, la probabilidad de saltos a primeros vecinos viene dada

por:

N -
ai=P(ili +1) = ——

iN (1.10)
i = P(ili—1) =

donde a; es la probabilidad condicional de elegir un elemento de la urna B (dado que tiene

N — i elementos) entre N elementos totales, y ¢; es la probabilidad condicional de elegir
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un elemento de la urna A (dado que tiene i elementos) entre los N totales. En este caso,
las condiciones de contorno son reflectantes, porque cuando el caminante llega a uno de
los extremos de la red, en el siguiente paso vuelve al nodo anterior inevitablemente. Esto
implica que Mp1 =1 = My n_1, por lo que

En este caso la matriz de transiciéon viene dada por:

0 1 0

C1 0 aq

Co 0 as
M = T : (1.11)

cn-1 0 an—
0 .. 1 0

ya que b; =0 V ¢, y por lo tanto, ag = 1 = ¢y. La ecuaciéon maestra, en este caso es:

Pl(t) = aiPi_l(t) + CiR+1(t), (112)

para i entre 1 y N — 1, con condiciones de contorno Py(t) = Pi(t) y Pn(t) = Py—1(t). La

distribucién estacionaria para Ehrenfest es una distribucién binomial que tiene la forma

[5]:
() "

Esta expresion se grafica en la Fig. 1.4, donde se puede observar cémo se afina la regiéon
de mayor probabilidad al incrementar el valor de N. Que la distribucién estacionaria
tenga un maximo en este punto significa que el sistema estard con mayor probabilidad
en valores cercanos al valor medio N/2, luego del tiempo de transicién que le lleva al
sistema estabilizarse en su comportamiento caracteristico. El hecho de que la distribucion
estacionaria tenga un decaimiento méas abrupto a medida que N aumenta estd directamente
relacionado a que las fluctuaciones respecto a N/2 disminuyan su amplitud relativa al
aumentar el tamafio de sistema. Este es el comportamiento que se expuso en la Fig. 1.1.
N/2 se denomina un punto de atraccion del sistema, porque el mismo alcanza un equilibrio

fluctuando alrededor de ese punto.
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Figura 1.4: Distribucién estacionaria para el modelo de Ehrenfest para tres tamanos de
sistema: NN = 10, 100, 1000.

Para el modelo del votante, las probabilidades de saltos a primeros vecinos son:

. t N —1

aZ:P(z|z+1)—NN_1
. t N —1

bZ:P(z]z)*1—2NN_1 (1.14)
. i N —1

c,:P(Z|z—1)—NN_1,

donde P(i|i £ 1) es el producto de la probabilidad de elegir un elemento de la urna A de
los N elementos totales, i/N, y la probabilidad de elegir un elemento de la urna B de los
N — 1 restantes, (N —i)/(N — 1). Mientras que P(ii) =1 — P(i|i + 1) — P(i|i — 1). La

la matriz de transicion resulta:

1 b ap

C2 bz as
M = L (1.15)

cN—1 bn-1 an—1
0o .. 0 1

En este caso la condiciéon de contorno en los bordes de la red es absorbente, ya que una
vez que el caminante llega a uno de los extremos, finaliza su caminata. Por lo tanto
bo=by=1yay=cy=0.

La ecuaciéon maestra es la (1.8) para i entre 1 y N, y con condiciones de contorno
Py =1 = Py. La distribucién estacionaria para el modelo del votante, estd dada por una
en la que todos los elementos estdn en la urna A, o bien todos estdn en la urna B, sin
fluctuar. Es decir que el caminante fue absorbido por uno de los bordes y por lo tanto

luego de un tiempo de transicion, ese serd el estado en el que encontraremos al sistema.
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1.2.4 Probabilidad de primer pasaje y distribucién de retornos

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo vamos a estudiar algunas distribu-
ciones de probabilidad asociadas al modelo que detallaremos en el capitulo siguiente. Una
de ellas, es la distribucién de primer pasaje y la otra se denomina distribucién de retornos.
Estas distribuciones son de interés ya que describen la probabilidad de que un sistema, que
evoluciona en el tiempo como un proceso estocéstico, regrese a ciertos estados especificos.
Esta informacién es importante para comprender el comportamiento a largo plazo del
sistema y como puede fluctuar.

Una manera de definir la probabilidad de primer pasaje f (n) o5 a través del tiempo, es
decir, la cantidad de pasos temporales que el caminante tiene que realizar para volver a un
punto por primera vez una vez que salié del mismo. Sea Ty el tiempo hasta que el caminante
aleatorio vuelve al punto de partida por primera vez. Es decir, dado Y,, = Y,_1 + X,

n=1,2,... y considerando Yy = 1,

T, =min{n>1:Y, =i} (1.16)

Definimos a T; como el tiempo de primer pasaje al punto i. Dado que, en este ejemplo,
el caminante salié del punto ¢ y volvié al mismo punto, solemos referirnos a 7T; como el
tiempo de primer retorno al punto i. De la misma manera se puede definir el tiempo de
primer pasaje utilizando puntos arbitrarios de la red. Por ejemplo, si el caminante sale

del punto %, el tiempo de primer pasaje por el punto j viene dado por:

Ti; =min{n >0: Yy, =14,Y, = j}, (1.17)

es decir, T;; es el tiempo de primer pasaje al punto j, dado que el caminante comenzo en
el punto i.

En este trabajo estamos interesados en las distribuciones de probabilidad de tiempos
de primer pasaje o la distribuciéon de primer retorno. En particular, estudiaremos el
primer pasaje al punto Y,, = N/2, dado que Yy = N/2. Para obtener la distribucién
de probabilidad, se calculardn sucesivos tiempos de primeros pasajes T/, a través de
simulaciones numéricas, donde el sistema evolucionara en el tiempo modificando su estado
na(t). En esta evolucién, cada vez que el caminante sale del punto na(t) = N/2 y
vuelve, el tiempo que tarda en realizarlo constituye un punto para el armado de la
distribucion de frecuencias de Tl/3. En este sentido, es natural considerar a los valores
T'nyo como el tamafio temporal de las fluctuaciones del sistema respecto al valor na(t) =
N/2. Llamaremos A al tamano temporal de dicha fluctuacion. Asi, la distribucién de
probabilidades de primer pasaje f](\% es la misma que la distribucién de los tamanos
temporales de las fluctuaciones A respecto al valor medio.

En la Fig. 1.5, se esquematiza una evolucién temporal del sistema y los valores A que
forman parte de la distribucion de primer pasaje. Numéricamente, el valor de A se obtiene
como A =t/ —t" donde na(t') = na(t") = N/2, y no ocurre que n4(t) = N/2 para ningin
t entre t' y t”.
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Figura 1.5: Esquema de la trayectoria de la caminata aleatoria Y,, para n =0,1,.... Los
puntos rojos son los puntos donde Y,, = N/2.

La segunda distribucion de interés que mencionamos en la introduccion, es la distribu-
cién de retornos®. Esta se define como la distribucién de probabilidad de las diferencias

entre tamafnios de fluctuaciones consecutivas, esto es:

ANE) = Ak +1) — A(k)

donde k son el conjunto de los valores de tiempo t tal que n4(k) = N/2.

Si bien en este trabajo el estudio de estas distribuciones es a partir de un enfoque
numérico, es posible obtener la distribucién de primer pasaje f(™ de manera analitica
para algunos casos resolviendo el problema de polinomios ortogonales relacionado a la Ec.
(1.7). Este en general es un problema complejo, dado que hay que conocer dos familias
de polinomios ortogonales: los que estan relacionados con la caminata aleatoria y los
denominados asociados de aquellos. Un ejemplo de este enfoque esta dado en el trabajo
[6], donde se obtienen expresiones para f () en caminatas aleatorias como las de nuestro
trabajo, pero con probabilidades de saltos a primeros vecinos constantes en toda la red, es
decir, para diferentes conjuntos de valores a; = a,b; = b, ¢; = ¢ Vi. Mas adelante veremos
que las conclusiones de este trabajo cobran relevancia en el andlisis de nuestros resultados.

A continuacién se muestra el algoritmo con el pseudocddigo que realiza la evolucién

temporal del sistema y recopila los valores de A y AA\.

5Notar que a pesar de su denominacién, es diferente a la distribucién de prime retorno, la cual hace
referencia a la de primeros pasajes o de tamafios A.
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Algoritmo Caélculo de primeros pasajes y retornos

Input v(0),T > T es la cantidad de pasos temporales a realizar
Output v(T), A, A\
for t in [0,7] do
Ehrenfest(v(t)) o Votante(v(t)) > Se realiza un paso temporal, obtenemos v(t + 1)
if t +1 es tal que na(t+ 1) = N/2 then

lista;.agregar(t + 1) > La lista con los tiempos donde el sistema estd en N/2

end if
end for
for i in rango(largo(lista;) — 1) do

A.agregar(lista;[i + 1] - listas[i]) > El arreglo X contiene los primeros pasajes
end for
for ¢ in rango(largo(\) — 1) do

AN.agregar(A[i + 1] - A[i]) > El arreglo AN contiene los retornos
end for

1.3 Comportamiento tipo ley de potencia

Para finalizar con el marco tedrico, mencionaremos algunas propiedades que emergen
cuando un sistema se comporta siguiendo una ley de potencia. Este comportamiento
es comun y se observa en las distribuciones de probabilidad de varias cantidades de la
naturaleza. Como mencionamos en la seccién anterior, en este trabajo estudiaremos las
distribuciones de primer pasaje y la de retornos para el modelo que serd propuesto en
el capitulo 2. En particular observaremos si la distribucién de primer pasaje sigue un
comportamiento del tipo ley de potencia.

En términos matematicos, una ley de potencia se da cuando la variable dependiente
cambia proporcionalmente como una potencia de la variable independiente. Para una
distribucién de probabilidad, en general, es de interés ver cuando el comportamiento

asintético de la misma tiene esta forma, lo cual se expresa como:

P(X>x)~az

donde « es una constante positiva que caracteriza a la ley de potencia y x algtin valor de
la distribucién de probabilidad. La constante « es el exponente de la misma, y determina
la tasa de decaimiento de la probabilidad a medida que z aumenta. En la Fig. 1.6 se
puede observar una distribucién con esta conducta.

Una caracteristica distintiva del comportamiento tipo ley de potencia es que la dis-
tribucién tiene una cola pesada, lo que significa que hay una probabilidad significativa
de observar eventos extremadamente raros o de gran magnitud. Otra caracteristica es la
ausencia de una escala caracteristica que determine el tamano tipico de los eventos. Esto
significa también que la distribucién se mantiene similar cuando se la observa a diferentes
escalas, es decir, al observarse eventos a diferentes niveles de magnitud. Este tipo de
comportamiento, es distintivo respecto al comportamiento "gaussiano" encontrado en la

mayoria de los procesos aleatorios y que se encuentra mas comunmente en la naturaleza,
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Figura 1.6: Un ejemplo de comportamiento tipo ley de potencia, en escala lineal (izq.) y

log-log (der.). La funcién graficada corresponde a y = z72.

donde las distribuciones presentan colas cortas, que decaen exponencialmente. En el caso
gaussiano el tamano de los eventos queda caracterizado por un rango posible, ya que la
probabilidad de que ocurra uno fuera de esa escala es despreciable. Tienen una escala
caracteristica definida por la media y la desviacién estandar, lo que indica la tendencia
central y la dispersion de los datos. En cambio, las distribuciones tipo ley de potencia
pueden no tener media y varianza finitas en algunos casos, especialmente cuando la cola
es extremadamente pesada.

Aunque en los modelos de urnas que estudiamos en este trabajo la cantidad de elemen-
tos N se mantiene finita y por lo tanto siempre observaremos efectos de tamano finito,
veremos en el capitulo 3 que tanto la distribucion de primer pasaje como la de retornos
presentan un comportamiento tipo ley de potencia para valores grandes de N. Esto nos
indica, por ejemplo, que existe una probabilidad baja pero no despreciable de observar
fluctuaciones de tamafio A extremadamente grandes. FEn la Fig. 1.7, se puede ver cémo se

manifiesta una ley de potencia, comparada a un decaimiento exponencial.
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o \
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Figura 1.7: Un ejemplo de comportamiento tipo ley de potencia comparado a un
decaimiento exponencial, en escala lineal (izq.) y log-log (der.). La relacién funcional
graficada corresponde a y = z 7! y e! =%,
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Capitulo 2

Modelo Fisico

En este capitulo, presentaremos el modelo fisico desarrollado en este trabajo y lo
describiremos utilizando los conceptos previamente expuestos en las secciones anteriores.
En primer lugar, lo caracterizaremos como un modelo de urnas que combina el modelo de
Ehrenfest y el del votante a través de la introduccién de un pardmetro «. Analizaremos
las similitudes que tiene con cada uno de ellos y veremos cé6mo el valor de dicho pardmetro
influye en su comportamiento. Luego, estudiaremos simulaciones de evoluciones tempo-
rales del mismo, comentando respecto a los comportamientos cualitativos del sistema,
utilizando la distribucion estacionaria de probabilidad del mismo para justificarlos. Por
ultimo presentaremos el algoritmo con el pseudocédigo completo, que inicializa el sistema,
lo evoluciona y computa la distribucién de tamanos de fluctuaciones y de retornos, las

cuales conforman los resultados del préximo capitulo.

2.1 Noisy Voter Model

En el capitulo anterior introdujimos dos conocidos modelos de urna: el de Ehrenfest
y el del votante. La propuesta de este trabajo final consiste en una combinacién de los
mismos. Vimos que ambos se componen de N elementos rotulados del 1 al N distribuidos
en dos urnas A y B, pero que se diferencian en las reglas de interaccién entre los ele-
mentos. Nuestro modelo tiene las mismas componentes, pero su dindmica queda definida
combinando las reglas de evoluciéon de los dos modelos ya expuestos. En particular, en
cada paso temporal nuestro sistema tiene la posibilidad de realizar un paso temporal de
Ehrenfest o uno del votante. Esto se realiza mediante la definicién de un pardmetro a que
representa la probabilidad de que en cada paso temporal ocurra un paso de Ehrenfest. En
otras palabras, o es la probabilidad de que a un dado paso temporal la dindmica sea de
Ehrenfest, mientras que 1 — « es la probabilidad de que a un dado paso temporal se utilice
la dindmica del modelo del votante. Asi, las acciones que definen el proceso estocastico

subyacente son las siguientes:
e Se sortea un nimero real [ del 0 al 1.

e Sil < q, se realiza un paso de Ehrenfest:
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1. Se sortea un ntimero entero m entre 1 y N.

2. El elemento con rétulo m se cambia de urna.
e Sil > a, se realiza un paso del votante:

1. Se sortean dos ntimeros enteros mj y meo, ambos entre 1 y N.

2. El elemento cuyo rétulo coincide con mg se cambia a la urna del elemento con

rétulo mg.

En este caso, la variacion en la cantidad de elementos en la urna A luego de un paso

temporal viene dado por:

na(t+1) —na(t) = £1,0,

por lo que en cada paso temporal, la cantidad de elementos en la urna A puede mantenerse
constante, aumentar o disminuir una unidad. Los valores +1 pueden ocurrir tanto si el
paso temporal fue de Ehrenfest o del votante, mientras que el valor 0 solo puede ocurrir
si el paso temporal fue del votante. Més adelante veremos que esta propiedad cobrara
relevancia en el comportamiento del sistema, para valores de o cercanos a 1. En particular,
si @ = 1 recuperamos el modelo de Ehrenfest, y si a = 0 volvemos a tener el del votante.

El modelo que presentamos es un caso particular de uno ya propuesto por Alan Kirman
en 1993 [1], conocido como Noisy Voter Model. Kirman abordé este modelo como una
modificacion al modelo del votante, en el cual se agregan parametros que juegan el rol de
ruido. Esto lo hizo con el objetivo de evitar los bordes absorbentes del modelo del votante.
De esta manera, el sistema ya no evoluciona hacia un estado absorbente de equilibrio,
porque la consecuencia inmediata de incluir ruido es que si el sistema alcanza el estado
de consenso absoluto, hay una probabilidad no nula de abandonarlo. En nuestro caso,
a puede ser considerado un parametro que juega un papel equivalente al ruido. Kirman
propone un modelo mas generalizado, con dos pardmetros € y J, aunque analiza en detalle
un caso particular para el cual 6 toma el valor de 2¢. Nuestro modelo se corresponde con
el modelo de Kirman tomando § = e.

En este trabajo consideramos més intuitivo abordar el Noisy Voter Model como una
combinacién de los dos modelos estudiados en el capitulo anterior. Este enfoque ya fue
propuesto en el trabajo de Perachia y Menchén [6], donde se lo plantea en términos de
un modelo de opinién. Desde esa perspectiva, es posible afirmar que si luego de un paso
temporal ocurre que na(t + 1) — na(t) = £1 debido al modelo del votante, el individuo
cambié de opinién (cambié de urna) por interaccién con otro individuo. Por otro lado, si
esto ocurre debido a un paso de Ehrenfest, se puede decir que el cambio de opinién fue
espontaneo. En otras palabras, se combinan los cambios de opinién por interaccion entre
individuos con peso 1 — « con los cambios de opinién espontanea con peso «. Este enfoque
representa la combinacién de un proceso que tiende naturalmente hacia el consenso (todos
los elementos en una de las urnas), con otro que tiende naturalmente hacia la polarizacién

(igual cantidad de elementos en ambas urnas).
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El algoritmo que incluye el parametro « en la evoluciéon temporal puede ser represen-

tado por el siguiente pseudocddigo.

Algoritmo Paso temporal Noisy Voter Model

Input v(t) > v(t) es el vector de ocupacion al tiempo t.
Output v(t+1)
Sortear niimero [ entre 0 y 1

if [ < « then

Ehrenfest(v(t)) > con probabilidad « se realiza un paso de Ehrenfest.
else

Votante(v(t)) > con probabilidad 1 — o se realiza un paso del votante.
end if

2.1.1 Ejemplo

Supongamos que tenemos N = 10 elementos rotulados en las urnas A y B, y que la
condicion inicial es n4(tg) = 5, es decir, la mitad de los elementos en A y la mitad en B.
Supongamos que fijamos el parametro o = 0.5 y que la distribucién de los elementos es
como en la Fig. 2.1.

Para obtener n4(tp + 1) se sortea un ndimero ! (paso temporal I en la Fig. 2.1).
Suponiendo que obtenemos [ = 0.2 y dado que a > 0.2 se efectiia el paso temporal de
Ehrenfest: se sortea nq. Suponiendo que en el sorteo obtenemos nq = 3, como el elemento
con el rétulo igual a 3 estd en la urna A y estamos haciendo un paso de Ehrenfest, se lo
cambia a la urna B, y asi, al tiempo tg + 1 tenemos n4(top + 1) = 4, donde ny(tog + 1) —
na(to) = —1.

Luego, para obtener n4(tp+2) se sortea un nuevo niimero [ (paso temporal II en la Fig.
2.1), digamos que ahora [ = 0.8 > 0.5 = . En este caso se realiza un paso temporal del
votante: es decir se sortea nj y ne. Suponiendo que ny toma el valor 8 y ns el valor 2, como
el elemento con la etiqueta 8 estd en la urna B y el elemento con la etiqueta 2 en la A, se
coloca el elemento 8 en la urna A. Asi, n4(tg+3) = 5, donde na(to+2) —na(to+1) = +1.

Si iteramos un paso més (paso temporal III en la Fig. 2.1), para obtener n4(to+ 3) se
sortea [ = 0.7 > 0.5 = a, por lo que nuevamente se realiza un paso temporal del votante:
si en el sorteo obtenemos n; = 1 y ny = 8, como el elemento con la etiqueta 1 estd en la
urna A y el elemento con la etiqueta 8 también, no se cambia de urna ningiin elemento y
se obtiene na(tp + 3) = 5, donde na(to +3) — na(to +2) = 0.

A B A B A B A B

®
N LI®© e
o @@@ ®6 @@@ o @@@ 00 @@@
@ Qe @ |® @ ||® ®@ |[®

Figura 2.1: Esquema de evolucién temporal con tres pasos temporales de las urnas A y B.
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La evolucién temporal al cabo de M pasos se obtiene haciendo M — 3 iteraciones mas.

2.1.2 El modelo como una caminata aleatoria

Como se mencioné en la seccién 1.2 es posible relacionar la cantidad n(t) con una
caminata aleatoria unidimensional con saltos a primeros vecinos. El Noisy Voter Model es
un problema andalogo al de una caminata aleatoria a tiempo discreto en una red de N + 1
nodos equiespaciados del 0 al N. Las condiciones de contorno en 0 y N dependen del
pardmetro a. En particular, si @ = 1 son reflectantes, ya que recuperamos las condiciones
de Ehrenfest, y si a = 0 son absorbentes, ya que tenemos el caso del votante. FEn los casos
intermedios, los bordes son denominados "pegajosos", y su nivel de adherencia depende
del peso que tenga el modelo del votante, es decir son méas pegajosos a medida que « toma
valores mas cercanos a 0.

En nuestro modelo, la probabilidad de saltos a primeros vecinos estd dada por:

- N —1 i N—1
a; =P(ili+1) =« ~ +(1_Q)NN—1
1 N—1
i = P(ili) = (1 — 1-2— 2.1
b= Pl = (1— )1 -2 22 2.)
1 1t N—1
= Plili—1)=a— 4 (1 —a)——
o= Plili—1) =0t +(1—a) et

donde a;,b; y ¢; constituyen la suma pesada de las probabilidades de saltos a primeros
vecinos que antes teniamos para Ehrenfest y el votante. Esto es asi porque nuestro modelo

L La matriz de transicién

es la combinacién de dos procesos estocasticos independientes
M tiene la misma forma que la Ec. (1.4), con los coeficientes de la Ec. (2.1).

Este sistema tiene un pseudo punto critico? en o = 1/N [6]. En este punto, existe un
balance entre el modelo del votante y el de Ehrenfest, mientras que sia > 1/N (o < 1/N),
el modelo de Ehrenfest (votante) tiene méas peso que el del votante (Ehrenfest). Cuando
N — o0, el sistema tiene una transicion entre un estado de orden a uno de desorden para
a. = 0.

Para analizar el comportamiento en las regiones que divide el pseudo punto critico,
utilizamos la distribucién de probabilidad estacionaria del sistema. En este caso la dis-

tribucién tiene la forma [6]:

N a+j+1,N+a+1—7
mz( )m +i+1LN+a+1—j) (2.2)

J Bla+1,a+1) ’

donde S(z,y) = I'(x)I'(y)/T'(z + y) es la funcién beta y I'(z) es la funcién gamma, con
a = (aN —1)/(1 — «). En particular, si & = 1 recuperamos la ecuacién (1.13) del modelo

de Ehrenfest, la cual se obtiene tomando correctamente el limite para o — 1 (a — o0).

Lsortear el ntimero [ es independiente del sorteo de m o m1 y mao
2Es decir que el sistema para N — oo tiene un punto critico.
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Para o = 1/N, se obtiene que m; = 1/(N + 1), por lo que la distribucion estacionaria es
uniforme. Si o =0y n4(0) =0, 7; =0 para j entre 1 y N — 1,y mp = 1/2 = 7wy, que es
el caso del modelo del votante.

En la Fig. 2.2 se grafica esta distribuciéon para distintos valores de a. Observamos
que para valores de « cercanos a 1, la distribucién se parece a la de Ehrenfest con un
tnico maximo en N/2, y a medida que disminuye su valor (pero todavia o« > 1/N), el
valor maximo de la distribucién es cada vez menor. En o = 1/N = 0.1 podemos ver la

distribucién uniforme, y para @ < 1/N se observa que hay dos méximos en los valores
extremos j =0y j=N.

a=0,004
0.08 - 1‘ — 2=0,01
! \ —-- a=0,15
1 \‘ ..... a=0,5
! - =0,9
0.06 [
oo
S El
I 1
i 1
3 [
0.04 A hH /‘\.\‘
y )
7 i
/A ¥
K} ™
/i [
0.02 A Ve [T
i W\
/ :! v\
/'/ < ‘\‘\ N
000 ——————Taau N ——
0 20 40 60 80 100

Figura 2.2: Distribuciones estacionarias para un sistema de N = 100 elementos.

Esta informacion permite caracterizar tres regiones distintas, cada una con patrones
de comportamiento diferentes. FEn primer lugar, tenemos el pseudo punto critico en
a = 1/N, donde la distribucién es uniforme y el sistema no tiene mayor probabilidad
de encontrarse en un punto en particular. En términos de n4(t), significa que no hay
manera de predecir su valor luego de un tiempo caracteristico. Como mencionamos hace
un momento, este pseudo punto critico divide una fase bi-modal de una unimodal. La
primera fase que denominaremos region supracritica, se correspnde con o > 1/N. En esta
region la distribucién estacionaria tiene su maximo en N/2, por lo que el mismo es un
evidente atractor del sistema, haciendo que fluctie alrededor del mismo. Notamos que
la atraccién mas fuerte hacia N/2 se da para el caso de Ehrenfest (o« = 1), y que va
disminuyendo a medida que se acerca al valor del pseudo punto critico. En términos de
los modelos de urna, esta region se identifica con que las urnas estdn ambas parcialmente
llenas. En un modelo de opinién, esto se traduce en la presencia de dos poblaciones
macroscépicas coexistiendo (opiniones A y B). La segunda fase la denominaremos region
subcritica, y es donde o < 1/N. En este caso la distribucién de probabilidad tiene dos

méaximos ubicados en los extremos, lo cual genera que los bordes sean "pegajosos'. A
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medida que a — 0, la intensidad de la adherencia aumenta, ya que nos acercamos al caso
del modelo del votante. En términos de los modelos de urna, casi todos los elementos
estan en, por ejemplo, la urna A por un tiempo determinado y luego cambian a estar
casi todos en la urna B. Desde la perspectiva de un modelo de opinién, esto implica que
existe solo una poblacién macroscopica con una opinién definida, que luego de un tiempo
determinado puede invertirse.

En la Fig. 2.3 se observan diferentes evoluciones para distintos valores de ov. Podemos
observar en la evolucién superior el caso de Ehrenfest, que ya habiamos observado en la Fig.
1.1. Vemos que el valor de n 4(t) nunca llega a los bordes y que el sistema fluctia alrededor
del valor N/2. La segunda evolucién, contando de arriba a abajo, es para un valor de «
de la regién supracritica. Observamos el mismo comportamiento que en Ehrenfest pero
con fluctuaciones un poco méas grandes. En la tercer evolucion, que corresponde al valor
de «a correspondiente al pseudo punto critico, se puede ver que el sistema ya no tiende a
fluctuar muy cerca de N/2. La cuarta evolucién corresponde a la regién subcritica, y alli
se ven con claridad los bordes "pegajosos". La tltima evolucion corresponde al modelo
del votante, y vemos como al llegar a uno de los bordes n 4(t) permanece constante en ese

valor.
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Figura 2.3: Evolucién temporal de n4(t) para diferentes valores de a.
Si bien a partir del valor & < N la distribucién estacionaria ya no tiene un maximo
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en N/2, este punto sigue siendo importante, ya que si tomamos cualquier otro punto i de
la red, el tiempo Ty/o; que el sistema tarda en ir de N/2 a ese punto es menor que el
tiempo T; n/o de ir de i a N/2. Es decir, N/2 sigue siendo un punto de atraccién [6]. Por
este motivo, para todas las simulaciones que realizamos en el capitulo 3, calculamos los
tiempos de primer retorno hacia N/2.

Para finalizar la seccién, a continuacién se presenta el pseudocddigo completo, que
realiza una cantidad n de ciclos de T pasos temporales, y donde ademés se calculan los
vectores A y AX que guardan los valores de la distribucién de primer pasaje y de la de

retorno.

Algoritmo FEvoluciéon temporal

Input «,v(0),T,1.
Output v(n x T), listay, listaay

listay = [0] > condicion inicial para t =0
na(t) = 2N, (v]i])] > condicion inicial para t =0
listay = ||
listaay = ] > las listas con los tamanos de fluctuaciones A y retornos estin vacias.
while largo(lista_\) < 1+ 1 do
for ¢ in [0,7] do > Se realiza un paso temporal
Sortear nimero [ entre 0 y 1
if [ < a then > con probabilidad o se realiza un paso de Ehrenfest.

Sortear niimero m entre 1 y N
if vim] =1 then

v[m] =0 > cambiar el elemento m de la urna A a la urna B.
else if v[m] =0 then
v[m| =1 > cambiar el elemento m de la urna B a la urna A.
end if
else > con probabilidad 1 — « se realiza un paso del votante.
Sortear niimero m; entre 1 y N
repeat
Sortear niimero mg entre 1 y N
until mo # my >my y my son dos elementos diferentes
if v[ma] # v[m;] then
v[ma] = v[my] > cambiar a ma a la urna de my
end if
end if

if t+ 1 es tal que na(t+1) = N/2 then
lista;.agregar(t + 1) > La lista con los tiempos donde el sistema estd en N/2
end if
end for
for i in rango(largo(list;) — 1) do
A.agregar(listas[7 + 1] - list4[d]) > El arreglo X contiene los primeros pasajes
end for
for i in rango(largo(\) — 1) do
AX.agregar(A[i + 1] - A[i]) > El arreglo AN contiene los retornos
end for
end while

32



Capitulo 3

Resultados y Discusion

En este capitulo presentaremos los resultados obtenidos del estudio computacional del
Noisy Voter Model que describimos en el capitulo 2. Como mencionamos anteriormente,
el sistema presenta tres regimenes caracteristicos en funciéon del pardametro a: la region
supracritica (a > 1/N), el pseudo punto critico (« = 1/N) y la regién subcritica (o <
1/N). Nuestro objetivo principal es investigar a través de las distribuciones de primeros
pasajes y de retornos el comportamiento del sistema al aumentar su tamano N. En ese
sentido, dividiremos los resultados de esta manera: los obtenidos en la regién supracritica
(. > 1/N) y los obtenidos en el pseudo punto critico (&« = 1/N). En el primer caso,
primero replicaremos los resultados obtenidos en un trabajo previo [5], en el que se
explord el comportamiento para varios « de la region. Luego nos centraremos en nuestros
resultados principales, que son las distribuciones para diferentes valores de N para oo = 0.9
y a = 1/N. Para estos dos casos, replicaremos la téncnica utilizada por Bakar y Tirnakli
[7] en el modelo de Ehrenfest, donde se utiliza una relacién entre el exponente 7 de la ley de
potencia de la distribucién de primer pasaje y el parametro g de la g-Gaussiana asociada
a la distribucién de retornos. Luego realizaremos el ajuste de la funcién propuesta en
[8] sobre las distribuciones de retorno obtenidas, con el pardmetro ¢ calculado a priori.
No presentaremos resultados de la regién subcritica por el alto costo computacional que

significa simular un buen nimero de fluctuaciones respecto a N/2 en este caso.

3.1 Resultados en la regién supracritica (o > 1/N)

En esta region vimos que la distribucién estacionaria de probabilidad tiene un maximo
en N/2 y por lo tanto ese punto es un atractor del sistema, que fluctuard al rededor
del mismo. Como estamos interesados en los primeros pasajes a N/2 (o lo que es lo
mismo, los tamanos temporales A de fluctuaciones respecto a N/2), comenzamos todas las
simulaciones con condicién inicial en ese punto, es decir, con na(0) = N/2 1. Como se
menciono en la seccion 1.2.4, para computar el tamano A de una fluctuacién, se registra

la cantidad de pasos temporales entre que el sistema sale de la posiciéon de equilibrio

'Recordemos que esto significa que las dos urnas comienzan con la misma cantidad de elementos cada
una.
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N/2 y vuelve. Luego, para obtener los retornos, calculamos la diferencia entre valores A
consecutivos: AN = A(k + 1) — A(k), donde el indice k indica el orden en el que fueron
obtenidas las fluctuaciones de tamano A.

Lo primero que notamos al realizar las evoluciones fue que la cantidad de puntos A y
A\ obtenidos con una cantidad especifica de pasos temporales es diferente para distintos
valores de v y N. Esto era esperado porque vimos que la probabilidad de que el sistema
salga y se acerque a IN/2 cambia en cada caso. Por este motivo, para obtener una cantidad
de puntos de A y AX que permita comparar todos los casos, fijamos como orden de
magnitud aceptable una cantidad de entre 10° (simulaciones donde comparamos diferentes
a) y 107 (simulaciones donde comparamos para distintos N) puntos. Para satisfacer
ese requisito, se utilizé el Algoritmo Ewvolucion temporal en todas las simulaciones. Este
algoritmo aplica ciclos de T = 3 x 10° pasos temporales cada uno, hasta que se satisface
la condicién requerida.

En la Fig. 3.2 se observan las distribuciones de tamanos A y A\ obtenidas, en escala
logaritmica, para N = 100 y a = 1. Este es el caso donde nuestro sistema se reduce al
modelo de Ehrenfest. Podemos observar, al igual que en el trabajo de Bakar y Tirnakli
[7], que la distribucién de tamafnos A presenta una ley de potencia que se extiende hasta
A ~ 102, y que para valores mas grandes de A presenta un decaimiento exponencial debido
al efecto de tamafio finito del sistema. Sobre esta distribucion realizamos un ajuste lineal y
obtuvimos un valor de 7 = 1.5, donde definimos 7 como el exponente de la ley de potencia.

En la misma figura podemos ver también la distribuciéon de retornos A\. La misma
no puede ser ajustada por una gaussiana, pero tampoco presenta la cola ancha de una
g-Gaussiana, debido al decaimiento por tamano finito. El valor maximo de la distribucién
de retornos se da para A\ = 0, por la gran contribucién debido a pequenas fluctuaciones.

Estos resultados coinciden con los reportados en el trabajo mencionado.

0 J 0
10 a=1 10 a=1
10-1 — 1=1.50 1o-1
\g 10—2 ] \ § 1024
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s =
& 1073 5 é 10734
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& 10744 <
10—4 B
-5 |
10 10—5 .
10° 10! 102 103 —-400 -200 0 200 400
A AA

Figura 3.1: Distribucién de tamano de fluctuaciones A, para el caso de Ehrenfest (a« = 1) y
N = 100, normalizada al valor maximo, junto a ajuste lineal para el calculo del exponente
7 (Izq.). Distibucién de retornos para el mismo caso, normalizada al valor de A\ = 0.
(Der.) Cada distribucién tiene aproximadamente 10° puntos.

Luego, en la Fig. 3.2 tenemos las distribuciones de tamanos A para otros valores de
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a, también para N = 102. Un aspecto que resalta inmediatamente, a diferencia del caso
de Ehrenfest, es la division en dos ramas cuando « se aproxima a 1. Esta distincion
ocurre porque, si consideramos una fluctuacién, el caminante puede tardar una cantidad
par o impar de pasos en volver a N/2 una vez que sali6 del mismo punto, ya que hay
una probabilidad no nula de permanecer en el mismo sitio al cabo de un paso temporal.
En el modelo de Ehrenfest, vimos que el cambio na(t + 1) — n4(t) solo puede ser +1,
lo que se traduce en que los A solo pueden ser pares. Al incluir la posibilidad de que
naA(t 4+ 1) —na(t) = 0 en nuestro modelo, podemos tener A impares. Dado que el modelo
del votante tiene muy poca probabilidad de ocurrencia si « es cercano a 1, la probabilidad
de tener A\ impares es menor. Esto nos da como resultado dos ramas en la distribucién:
la de mayor probabilidad corresponde a los A pares y la de menor probabilidad a los A
impares.

Ademaés, en la figura podemos notar que la diferencia entre la rama par e impar es mas
pronunciada para valores pequenos de A. Esto se debe a que fluctuaciones pequenas el
sistema sale y regresa al equilibrio en una menor cantidad de pasos, lo que reduce las opor-
tunidades de que ocurra un paso del modelo del votante. Este comportamiento es similar
al observado en otros sistemas, como por ejemplo en el estudiado en [6], donde se considera
una caminata aleatoria con probabilidades de saltos a primeros vecinos constantes y donde

la probabilidad de permanencia en el sitio disminuye considerablemente.
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Figura 3.2: Distribuciones de tamano de fluctuaciones A, para distintos valores de «, para
N = 10? y ajustes lineales para el célculo del exponente 7. Estdn normalizadas respecto
al valor maximo de cada una. Cada distribucién tiene aproximadamente 10° puntos.

Respecto al comportamiento tipo ley de potencia, en la Fig. 3.2 podemos observar su

presencia en todos los casos, junto al decaimiento exponencial por efecto de tamano finito.
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Notamos que la ley de potencia se extiende para valores mas grandes de A a medida que
« disminuye y se acerca al valor del pseudo punto critico. Ademds, observamos que a
medida que « se acerca a 1, la rama impar disminuye gradualmente en comparacién con
la rama par, manteniendo su pendiente.

Los ajustes lineales realizados sobre las distribuciones dan un valor 7 = 1.4, para los
casos donde no hay separacién en dos ramas. Por otro lado, cuando existe la divisién, se
obtiene Tpqr = 1.5 ¥ Timpar = 0.5. En el trabajo previo de Perachia [5], se obtuvo el mismo
comportamiento, con los mismos exponentes.

Posteriormente, en la Fig. 3.3 se presenta el resultado obtenido para las distribuciones
de retornos A\, correspondientes a los mismos casos de la Fig. 3.3. Podemos observar que
para los o que habia divisién en A\ pares e impares, las distribuciones de retorno también
se separan en dos ramas. La rama superior corresponde a los retornos pares, mientras que
la rama inferior los impares.

Es importante tener en cuenta que, dado que los retornos A\ son la diferencia de dos A
consecutivos, un retorno par se forma con la diferencia entre dos A pares o dos A\ impares,
mientras que un A) impar solo se forma con la diferencia de un A\ par y otro impar. En
este caso la rama par de retornos es mayor que la impar porque siempre es més probable
tener un A par seguido de otro par que de uno impar, y claramente es menos probable
tener dos A impares consecutivos.

Por dltimo, notamos que a medida que « se acerca al valor del punto critico, la cola

de la distribucion se vuelve cada vez méas ancha.

0 0 4
10 a =0.9995 10 a=0.99
1071 4 10714
S 10724 10724
Q.
=
5 10735 10734
a
10744 10744
10754 1075 4
—800 —600 —400 —200 0 200 400 600 800 —800 —600 —400 —200 0 200 400 600 800
0 0 4
10 a=05 10 a=01
1071 4
1071 4
S 102/
<
= 10724
5 10-34
a
10744 10734
10—5 4
10—4 4
—800 —600 —400 —200 0 200 400 600 800 —800 —600 —400 —200 0 200 400 600 800
AA (retornos) AA (retornos)

Figura 3.3: Distribuciones de retornos A\, para distintos valores de «, para N = 102.
Estdn normalizadas respecto al valor méximo de cada una (P(0)). Cada distribucién
tiene aproximadamente 10° puntos.
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Resultados para a = 0.9

Como anticipamos en la introduccién de este capitulo, luego de caracterizar el com-
portamiento de « en toda la region supracritica nos enfocamos en aumentar el tamano de
sistema para el valor de oo = 0.9.

En la Fig. 3.4, se presenta la distribucién de tamanos de fluctuaciones A\ para los
valores de N = 102,10%,5 x 10% y 10*. En todos los casos se observa una ley de potencia
con la misma pendiente 7 = 1.45 4+ 0.05. Para este valor de « la divisién en dos ramas se
da para A pequenos. Como la separacién no varia al cambiar el N, podemos afirmar que
no se debe a un efecto de tamano finito.

Notamos que a medida que aumentamos el sistema, el decaimiento exponencial se
pospone hacia valores mas grandes de A. Esto se debe a que los bordes del sistema se
encuentran relativamente mas cerca del punto de equilibrio N/2 si el sistema es pequeno.
Si los bordes estan més lejos, hay posibilidades de que el caminante aleatorio tarde més en
volver a N/2 una vez que salié, lo que aumenta la probabilidad de obtener fluctuaciones
mas grandes. Con estos resultados, podemos suponer que si N — oo, la ley de potencia

se extendera para todo A.

1009 - N=10* f

] . = N=5x103
10_1g

P(A)/P(/\ma’x)

10754

10764

107 -

10° 10! 102 103 10% 10°

Figura 3.4: Distribuciones de tamano de fluctuaciones A en escala logaritmica para
N = 10%,10%,5 x 10%,10%, normalizadas respecto al valor maximo de cada una. Cada
distribucién tiene aproximadamente 107 puntos. Ajuste lineal de pendiente 7 = 1.4540.05.

En la Fig. 3.5, presentamos la distribucién de retornos para los mismos valores de
N. Tanto en el grafico a como en el b, se puede observar que las distribuciones tienden
a tener colas cada vez mas mds anchas a medida que aumenta el tamafio de sistema.
Este resultado confirma nuestra expectativa de que, a medida que disminuye el efecto de
tamafio finito en la distribucién de primer pasaje, su distribuciéon de retornos asociada se

asemeja cada vez més a una g-Gaussiana.
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Figura 3.5: Distribuciones de retorno en escala logaritmica para N = 10%,10%,5 x

103,104, normalizadas respecto al valor méximo de cada una. Cada distribucién tiene
aproximadamente 107 puntos.

Una g-Gaussiana se puede definir en términos de los parametros ¢ y 8 de la siguiente

manera:

1

P(z) = P(0) [1 = (1 - q)B2?] ", (3.1)

donde x = AX—(AMN), y (A)) es el valor medio de los retornos, que en nuestro caso resulta

ser igual a 0. El pardmetro 8 caracteriza el ancho de la distribucién, mientras que ¢ es el
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indice de mecéanica estadistica no aditiva. Si ¢ — 1, se recupera la distribucién gaussiana,
mientras que si ¢ # 1, el comportamiento difiere del gaussiano.

En el trabajo de Bakar y Tirnakli [7], [9], que se centrd en el andlisis del modelo de
Ehrenfest, establecen una relacién entre la pendiente 7 de la distribucién de primeros
pasajes y el valor ¢ de la g-Gaussiana que ajusta a la distribucién de retornos. Esta
relacion es importante porque permite obtener uno de los parametros de la q-Gaussiana
a priori. Por otro lado, en la investigacién de Celikoglu y Tirnakli [8], que abord un
problema similar denominado Coherent Noise Model, se obtuvo una férmula exacta para

esta relacion:

q= : (3:2)

la cual emplearemos en este trabajo para ahorrar un pardmetro de ajuste para las dis-
tribuciones de retorno.

En nuestro modelo, observamos que las distribuciones de retornos no tienen la forma de
una gaussiana ni de una g-Gaussiana, y notamos que su forma depende del tamano N del
sistema. Por lo tanto, utilizaremos como funcién de ajuste la propuesta en los trabajos [7]
y [8]. Esta funcién combina una gaussiana con una g-Gaussiana, e incluye dos parametros

aq y a1, ademas del valor de ¢ que obtenemos a priori a partir de la relacion (3.2):

ag @ 2
-1 q q (g—1)ar1z*11/(1—q)
f@) = 1 - 52 4+ Saclavesstyifi0) (33
donde una vez mas x = AX — (AN), y (AX) =0.

Esta ecuacion es solucién a la ecuaciéon diferencial:

dy r

_ _ _ q
d(xQ) ary (aq a?”)y

(3.4)
[aq >ar 20, g >, y(O) = 1]7

conr =1y q>1. Sia =0 lasolucién es una q-Gaussiana, mientras que si ag = a; (y
por lo tanto ¢ = 1) la solucién es gaussiana. En la regién intermedia, para aq > a1 >0y
q > 1, se da una combinacién de ambas.

En las Fig. 3.6 y 3.7 se presentan los ajustes lineales realizados sobre las distribuciones
de tamafios A y los ajustes de la funcién (3.3) sobre las distribuciones de retorno. En
todos los casos, se calculd el pardmetro ¢ utilizando la Ec. (3.2). Para los ajustes
lineales, consideramos para cada N una regién relevante del eje A\: se dejaron afuera
las fluctuaciones mas pequenas y las més grandes, evitando la separacién en dos ramas y
el decaimiento exponencial. En cuanto a los ajustes sobre las distribuciones de retornos,
se consideraron solamente los puntos de la rama de retornos par, ya que el 7 obtenido se

relaciona a los A pares. Ademds para realizar los ajustes, tomamos el logaritmo de los
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datos y ajustamos el logaritmo de la Ec. (3.3), ya que de otra manera los puntos en las

colas no pesaban lo suficiente.

5 1 L 1 1 1 101 I 1 1 1 1 1 L L L
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Figura 3.6: Ajuste lineal sobre la distribucién de tamanos de fluctuaciones A en el intervalo
[25,100] para N = 10? y [25,1000] para N = 103 (izq.). Ajuste de la funcién f(x) (Ec.
(3.3)) sobre la distribucién de retornos con valor ¢ calculado a priori, en los intervalos
[—370,370] para N = 10 y [—3800, 3800] para N = 103 (der.).

Podemos verificar a través de los ajustes, que la componente gaussiana a; disminuye
al aumentar el tamano de sistema, por lo que la distribucién queda caracterizada cada
vez méas por una q-Gaussiana a medida que N crece. Notemos que si (¢ — 1)a12? < 1,
la Ec. (3.3) tiende a una q-Gaussiana, f(z) ~ [1 — (1 — q)ag2?]™7. Con esta notacién,
el pardmetro a, cumple el rol del pardmetro § de la Ec. (3.1). Por otro lado, si (¢ —
1)aiz? > 1 el término con la exponencial prevalece, por lo que asintéticamente va como
una gaussiana: f(z) ~ (ag/a1)" =9 exp(—ai2?).

Con base en estos resultados, podemos concluir que a medida que la ley de potencia
en la distribucién de primeros pasajes se extiende, la g-Gaussiana apropiada domina cada

vez mas en la distribucion de retornos.
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Figura 3.7: Ajuste lineal sobre la distribucién de tamanos de fluctuaciones A en el intervalo
[30,4500] para N = 5 x 10% y [30,9500] para N = 10* (izq.). Ajuste de la funcién f(z)
(Ec. (3.3)) sobre la distribucién de retornos con valor g calculado a priori, en los intervalos
[—9950,9950] para N =5 x 10% y [—9950, 9950] para N = 10% (der.).

3.2 Resultados en el pseudo punto critico (o = 1/N)

En esta seccién también realizamos simulaciones aumentando el tamafnio IV de sistema.
Recordemos que para este valor de «, la distribucién estacionaria de probabilidad es
uniforme. En este caso, al simular el sistema para valores de N maés grandes, surgieron
problemas de complejidad computacional. Al estar el sistema en el pseudo punto critico, la
probabilidad de tener tamafios grandes de fluctuaciones A es mayor. Ademas, con sistemas
de mayor tamano, es posible que se requiera una cantidad considerable de pasos temporales
para que el sistema regrese a su estado de equilibrio en N/2 una vez que sali6 del mismo,
lo que implica un tiempo de computo considerable para cada fluctuacion individual.

Como mencionamos en la seccién anterior, establecimos como criterio aceptable la
generacién de aproximadamente 107 fluctuaciones. Sin embargo, al intentar alcanzar este
objetivo para los casos de N = 5 x 10> y N = 10%, el tiempo de ejecucién se volvid
inmanejable. Para solucionar este problema realizamos optimizaciones del c6digo, pasando
de Python a Julia. Dado el enfoque cientifico de Julia, esta transicién proporcion6 mejoras

significativas en los tiempos de ejecuciéon. Aun asi, para obtener una cantidad aceptable
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de puntos en las distribuciones, tuvimos que recurrir a la paralelizacion del cédigo. Esto
significé realizar 1000 evoluciones de 10* puntos en paralelo, que luego se unieron. Es
importante destacar que el efecto de esta practica en los resultados es despreciable en
comparacién con la cantidad de datos obtenidos. De esta manera, pudimos obtener 107
puntos en la distribucién de tamafos A y de retornos.

En la Figura 3.8, se presentan las distribuciones de tamafios A\ en escala logaritmica
para N = 10%,10%,5 x 10% y 10%. Se destaca que, a diferencia del caso supracritico, no
existe separacién en dos ramas. Ademads, se observa que para todos los valores de N,
la distribucién sigue una ley de potencia de exponente 7 = 1.5. Podemos ver que para
N = 102, hay un decaimiento exponencial en el rango de valores de A ~ 10* — 10°. Para
los valores de N mads grandes no observamos decaimiento exponencial. Sin embargo, a
partir de A ~ 10% la distribucién en estos casos se torna ruidosa, con probabilidades muy
bajas de ocurrencia. Con esto podemos concluir que el efecto de tamano finito deja de
existir en rango observado. Lo que esperamos, es que al aumentar la cantidad de puntos
en la distribucién el decaimiento ocurra eventualmente para estos valores de N, pero que
al igual que en el caso supracritico, si N — oo la ley de potencia se extienda para todo
valor de A. Con las técnicas de paralelizacion podrian llevarse a cabo mayor cantidad de

simulaciones en trabajos futuros.

109 -, N=10% F
. - N=5x10
10714 N=10° f
, N=10?
1074 3
=< 10—3 J L
<
< 10-4 i
S 10
1075 + 3
1076 i
10! 103 105 107

A

Figura 3.8: Distribuciones de tamano de fluctuaciones A en escala logaritmica para
N = 10%,10%,5 x 10%,10%, normalizadas respecto al valor maximo de cada una. Cada
distribucién tiene aproximadamente 107 puntos. El ajuste lineal tiene pendiente 7 = 1.5.

En la Fig.3.9, se presenta la distribucién de retornos obtenida. Podemos notar que no
hay diferencias significativas en la forma de las distribuciones. Se puede observar que para

los N > 102, las distribuciones tienen colas méas anchas, pero a la vez mas ruidosas.
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Figura 3.9: Distribuciones de retorno en escala logaritmica para N = 10%,103,5 x

103,10%, normalizadas respecto al valor miximo de cada una. Cada distribucién tiene
aproximadamente 107 puntos.

En las Fig. 3.10 y 3.11 se muestran los ajustes lineales realizados sobre las distribu-
ciones de tamanos de A y las funciones ajustadas sobre la distribuciéon de retornos. El
ajuste lineal se realizé con el mismo criterio que en la seccién anterior. Como el valor del
pardmetro a; < 1 en el caso de N = 102, para los demés valores de N ajustamos una

g-Gaussiana. Reescribiendo la Ec. (3.1) de la siguiente manera:

(3.5)

9

gx) = [1- (1 —gq)pa?] "7

donde z = A\ y calculando ¢ con la Ec. (3.2), realizamos los ajustes sobre la distribucién
de retornos para N = 103,5 x 103, 10%.

43



10-1;

P(A)/P(Amax)

P(A)P(Améx)

P

2
L
h

Figura 3.10: Ajuste lineal sobre la distribucién de tamafios de fluctuaciones A para N = 102
y N = 103 (izq.). Ajuste sobre la distribucién de retornos de la funcién f(x) (Ec. (3.3))

1004

10-2;
10734
10-4;
10-5;

1076 4

s N=10?
Ajuste lineal, T=1.49

103 10* 10°

1004

107

_

<
b
.

F
2
A
h

-

5}
&
h

106 ]

o N=10°
Ajuste lineal, T=1.50

100

P(8A)/P(0)

P(AA)/P(0)

-

o
El
L

—
o
1
~
s

-
o
1
A
L

F

2
IS
h

PJ

2
&
h

s N=102 L
Ajuste f(x), g=2.34
ag=0.07
a;=1.479%-16

-500 [ 500

5000 10000 15000

—15000-10000 —5000 0
AA (retornos)

100 4

10—2 4

10—4 B

PJ

2
&
h

o N=10° L
——- Ajuste g(x), g=2.33
B=0.07

107
107
107>
107

10-9.

-2000 -1000 0

1000 2000

—10000 0 10000 20000

AA (retornos)

—20000

(N =10%) y g(z) (Ec. (3.5)) (N = 10%)con valor ¢ calculado a priori (der.).

P(A)P(Améx)

P(A)P(Améx)

F

b
L
;

Figura 3.11: Ajuste lineal sobre la distribucién de tamanos de fluctuaciones A para N =
5x 103 y N = 10* (izq.). Ajuste sobre la distribucién de retornos de la funcién g(x) con

10° 4
107
10—2 o
10-3;
1074
107

1076 4

o N=5x103
Ajuste lineal, T=1.50

100

10t

10?

103 10* 10°

10° 4

107

._.

5]
o
.

PJ

<
4
h

h
2
&
h

F

2
S
.

N=10*
—— Ajuste lineal, T=1.50

100

10t

10? 103 10* 10°

valor ¢ calculado a priori (der.).

P(AA)/P(0)

P(AA)/P(0)

44

1094 10 o N=5x10° L
10 ——=- Ajuste g(x), g =2.33
10724 10 B=0.07
1077
10744 10
-2000 -1000 O 1000 2000
107°+
1084
10-10
10-12 st at
—20000 —10000 0 10000 20000
AA (retornos)
10%9 500 1 i N=10* 3
109 1 I ——- Ajuste g(x),q=2.33
10724 10 A B=0.06
1077 /
10744 10 ,_/// \\\\_
=2000 -1000 0 1000 2000
-6 | i
10 i
1
)
1078+ n
i\
10-10 /N
/‘/ \\
-12 /.z’ L
107144 - S

—30000 —20000 —10000 0 10000 20000 30000
AA (retornos)



Es importante remarcar que el pardmetro a, del caso N = 102 coincide con el pardmetro
S de los casos N = 103, 5 x 103. Con estos resultados, podemos decir que en el caso del
pseudo punto critico, la distribucion de retornos se ajusta a una g-Gaussiana de parametro
5~ 0.07.
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Conclusiones

En este trabajo estudiamos la dindmica temporal de un modelo de urnas que denomi-
namos Noisy Voter Model. Vimos que el mismo se puede definir como una combinacién de
dos modelos ya conocidos: el modelo de Ehrenfest y el del votante. La combinacién se logra
definiendo a « como la probabilidad de ocurrencia de un paso temporal de Ehrenfest y a
1 — « como la del votante. A lo largo del marco tedrico, estudiamos el comportamiento de
estos dos modelos, para poder entender qué conductas del nuestro se deben a la presencia
de cada uno. Entendimos que el caso o = 1 se reduce al modelo de Ehrenfest, y el de
a = 0 al del votante.

Con base en investigaciones previas, hemos caracterizado el comportamiento del sis-
tema en tres regiones distintas: el pseudo punto critico (& = 1/N), la regién supracritica
( > 1/N) y la regiéon subcritica (o« < 1/N). En el caso del valor pseudo critico,
la distribucién de probabilidad estacionaria es uniforme, lo que implica que todas las
configuraciones de las urnas son igualmente probables. Para valores menores de «, la
configuracién més probable cambia, favoreciendo aquellas en las que una urna esta llena y
la otra vacia en lugar de tener ambas con la misma cantidad de elementos. Esto conlleva
a que los estados 0 y N sean méas probables que el estado N/2. En este sentido, seria
interesante realizar un anélisis similar centrado en los tiempos de retorno a los estados 0
o N. En este caso un enfoque numérico puede ser muy costoso, pero uno analitico como
se realiz6 en [6] podria ser de utilidad.

Para el caso supracritico pudimos replicar los comportamientos en funcién de e obtenidos
en los trabajos [5], [7]. Observamos la separacién en rama par e impar de la distribucién
de tamatios de A en dos leyes de potencia con pendientes 7o = 1.4 ¥ Timpar = 0.5. Seria
interesante estudiar en trabajos futuros el comportamiento cuando N aumenta en estos
casos, buscando la forma de relacionar los exponentes de cada rama con la distribucién de
retornos que también se divide en una rama par y otra impar.

Pudimos verificar, para el caso del pseudo punto critico y supracritico, que nuestro
sistema presenta comportamiento tipo ley de potencia para la distribuciéon de primer
pasaje al punto de atraccién N/2. Observamos que el decaimiento dado por efecto de
tamafo finito disminuye gradualmente con el aumento de N en el caso supracritico. Por
otro lado, en el caso pseudo critico, deja de estar presente en el rango observado de tamanos
A para N > 102. Estos hallazgos respaldan nuestra hipétesis y sugieren que para N — oo,

la ley de potencia estara presente en todo el rango de valores de A.
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El valor del exponente obtenido en las leyes de potencia es en todos los casos cercano
a 1.5. Este valor es recurrente en muchos sistemas que exhiben leyes de potencia, lo
cual es una caracteristica intrigante. Sugiere que la emergencia de este comportamiento
podria no depender de la dindmica especifica del modelo considerado, sino mas bien de
alguna propiedad general que atin no se comprende completamente. Este fenémeno plantea
preguntas interesantes sobre la universalidad de ciertos comportamientos en sistemas
complejos.

Ademas, realizamos un analisis de las distribuciones de retornos asociadas al sistema y
su relacion con las distribuciones g-Gaussianas. En todos los casos, obtuvimos el parametro
q a priori, con valores en el rango de 2.3 a 2.4. Para el caso supracritico, donde el
decaimiento por tamano finito debe ser considerado, ajustamos una funcién que combina
una gaussiana con una g-Gaussiana. Observamos que el parametro ai, que representa el
peso gaussiano, disminuye a medida que aumenta N. Esto nos hace pensar que en el limite
N — o0, la distribucién de retornos es una g-Gaussiana. Para el caso del pseudo punto
critico, las distribuciones presentan colas mas pesadas, y ajustamos directamente una q-
Gaussiana. Determinamos que el parametro § de la g-Gaussiana es aproximadamente
0.07.

Es interesante explorar un sistema donde las leyes de potencia dan lugar a distribu-
ciones de probabilidad tipo g-Gaussianas, ya que esto sugiere una conexién entre estas
distribuciones y la teoria desarrollada por Tsallis. Aunque esto no constituye una prueba
formal, abre la puerta a una interesante linea de investigacion. Para futuros trabajos, seria
beneficioso considerar herramientas analiticas similares a las empleadas en [6], asi como
aumentar el nimero de simulaciones utilizando técnicas de paralelizacién para obtener

resultados més precisos y exhaustivos.
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