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RESUMEN

El estudio de pruebas mas potentes de ajuste al Modelo Normal Univariante, en los dltimos afios cobra
importancia, tanto en la investigacion tedrica como empirica. Evidencia de esto, es el desarrollo de un
gran namero de estas pruebas; y la atencidn puesta en proporcionar al analista ayuda en la eleccién de
las pruebas mas adecuadas para las necesidades particulares. Numerosos articulos se orientan a evaluar
la potencia de estas pruebas. Lamentablemente, la mayoria de las verificaciones existentes operan con
muestras de cincuenta 0 méas datos. En cambio, en este trabajo se estima la potencia de diversos tests,
con muestras de diez y quince datos. Ademas se comprueba la potencia en situaciones donde la
distribucion original es simétrica, lo cual es sin duda la peor condicion para la prueba. Para estas
determinaciones, se realizan experimentos de simulacion. Finalmente se concluye con una valoracién
cualitativa sobre la conveniencia de las pruebas analizadas, recomendandose la implementacion de la
prueba Shapiro-Wilk modificada por Rahman y Govindarajulu (1997). Esta prueba de normalidad
evidencia una mayor potencia empirica en términos generales, sin embargo con muestras pequefias la
potencia de ese test es reducida, por lo que se considera imprescindible complementar el anélisis con
otras herramientas. Cabe sefialar que, el andlisis de las pruebas de normalidad realizado coincide con
otros estudios, dado que las potencias para diez y quince datos, parecen compatibles con las reportadas
por otros autores, para tamafios de muestra mayores.

Palabras clave: Pruebas de ajuste al modelo Normal Univariante — Muestras pequefias —
Distribuciones alternativas simétricas.

Introduccion

La verificacion de que los datos observados sobre un fenébmeno aleatorio, pueden suponerse extraidos
de una Distribucion de Probabilidad Normal, es necesaria en una variedad de situaciones précticas
para las que frecuentemente se cuenta con pocas observaciones. Si bien en la literatura estadistica
actual se cuenta con alrededor de 40 pruebas de ajuste al Modelo Normal Univariante (Dufour et al.
1998); no existe una unica prueba de normalidad que merezca ser “la recomendable” (Tanveer-Ul-
Islam, 2011). En otras palabras, debido a la gran variedad de alternativas a la normalidad, no existe
“una prueba” mds potente en términos generales.

En el presente documento, se realizd una revision bibliografica sobre pruebas de ajuste al Modelo
Normal Univariante o Univariado y se propuso la seleccion de un conjunto de éstas, con base en los
siguientes criterios: potencia para muestras de diez y quince datos en situaciones donde la distribucion
original es simétrica y disponibilidad de estas pruebas en los programas de computadora que se
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utilizan frecuentemente en nuestro pais. Se concluyd con una valoracion cualitativa sobre la
conveniencia de las pruebas analizadas.

Desarrollo

Cabe recordar que el inicio del estudio para detectar desviaciones de la normalidad tuvo sus origenes
en las investigaciones de Pearson (1895), en relacién a los coeficientes de asimetria y curtosis
(Althouse et al. 1998). A partir de esto, comenzaron a surgir varias pruebas de normalidad, llamadas
también pruebas de bondad de ajuste. Estas pruebas son procedimientos de inferencia estadistica,
disefiados para evaluar si la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria univariante, es la
distribucion de probabilidades Normal.

En este texto, la presentacion de estas pruebas se estructuré en cuatro grupos, con base en la
clasificacion propuesta por Seier (2002). Las pruebas basadas en los C-momentos y L-momentos de la
muestra; las pruebas que se basan en la comparacion de la funcién de distribucion empirica con la
funcion de distribucion acumulada normal -a partir de diferentes modos de calcular estas distancias-;
las pruebas de correlacion y regresion y un conjunto de pruebas gue no se sitlan en la clasificacion
anterior.

Ahora bien, para el célculo de la potencia de estas pruebas, se considerd6 como hipétesis nula el
supuesto de normalidad y como alternativa, la posibilidad de que la distribucion verdadera sea
Uniforme. Esta es una de las peores condiciones posibles para los tests de normalidad, debido a que la
distribucion es simétrica. Mediante experimentos de generacion aleatoria, se determind la potencia de
cada una de ellas, para la deteccién de la distribucion Uniforme para los tamafios de muestra de diez y
quince datos.

El estudio de la disponibilidad de estas pruebas, se enfocd en programas de computadora que se
utilizan frecuentemente en nuestro pais por usuarios no especializados en estadistica. A los fines de
este trabajo, se analizaron los software estadisticos: Infostat 2014, SPSS 19, Stata 11 y Minitab 17.

Resultados y Conclusiones

Como producto de la investigacion de bibliografia, se concreté una primera seleccién de unas veinte
pruebas, divididas en cuatro grupos segun la estrategia utilizada. Se enumeran estos tests en la tabla
siguiente:

Tabla 1. Pruebas seleccionadas

Estrategia Nro. Nombre
1 DAgosting-Pearson (1973)
2 Jargue-Bera (1950)
Prushas bazadas en hMomentos 3 Prueha robusta de Jarque-Bera (Gely Gastwirth, 2008)
4 Bonert-Seier (2002)
3 Hosking (1990)
6 Kolmogorov-Smirnov (1933)
- 1 Kolmogorev-Smirnov modificads por Lilligfors (1967)
Prugbas basadas en la fincion 8 Kalnogorov-Smirnov modificads por Stephens y Harley (1972)
de distribucion empirica I —— -
] Anderzony Darling (1934)
10 Zhang v Wu (2003)
11 Glen, Leemiz y Barr (2001)
12 Shapire-Wilk (1963)
Pruebas de correlacion v 13 Shapiro-Francia (1971)
fegreston 14 Chen-Shapiro(1993)
15 Modificacion del Shapiro-Wilk sugerida por Ralman y Govindarajuly (1997)
16 Madificacion de Shapiro-Wilk propuesia por D" Agestina(1971)
17 Filliben (1973)
Otras prushas 18 FPrueba de correlacion de cuantiles de Del Barrio ef al (1999)
19 Frueba de Coin (2007)
20 Gel Miao y Gasowirth (2007)
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Cabe destacar ademas, que los estudios mas tempranos (Shapiro y Wilk, 1965; Shapiro et al. 1968;
Pearson et al. 1977; Gan y Koehler, 1990 y D'Agostino y Stephens, 1986) sugieren, que la mayoria de
los procedimientos analizados funcionan bien cuando las distribuciones alternativas de no normalidad
resultan fuertemente sesgadas. En tanto, ante distribuciones alternativas no normales y simétricas,
surgen notables diferencias (Coin, 2007). En la tabla 2, tabla 3, tabla 4, tabla 5 y tabla 6 se sintetizaron
los resultados de varios estudios realizados en este sentido:

Tabla 1- Potencia empirica para distribucion U [0,1] -Rahman y Govindarajulu (1997)-

Potencia Empirica
Prueba de Normalidad n=10; a.=0,10 n=20; 0.=0,10
Shapiro-Wilk (W) 16% 36%
Shapiro-Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu ( W’) 27% 54%

Tabla 2 - Potencia empirica para distribucién U [0,1] -Coin (2007)-

Prueba de Normalidad n=20; o=0,05
Kolmogorov-Smirnov (K-S) 10%
Anderson-Darling (AD) 17%
Zhangy Wu (Z,) 6%
Jarque-Bera (JB) 1%
Bonett-Seier(T,,) 21%
Shapiro-Wilk (W) 20%
D"Agostino (Dag) 10%
Coin (B3 ) 30%

Tabla 3 - Potencia empirica para distribuciones simétricas -Roméo et al. (2010)-

Prueba de Normalidad n=25; a.=0,05 | N=25; a.=0,10
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors (D) 39% 46%
Anderson-Darling (AD*) 45% 52%
Zhang y Wu (Z¢) 44% 52%
Zhangy Wu (Z,) 44% 51%
Glen-Leemis-Barr (Pg) 45% 52%
D"Agostino-Pearson combinado (KZ) 42% 50%
Hosking (T imom) 47% 54%
Bonett-Seier (T,) 45% 52%
Shapiro-Wilk (W) 46% 53%
Shapiro-Francia (W) 44% 50%
Shapiro-Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu W 44% 51%
D"Agositno (Dag) 40% 46%
Fillibien ( r ) 43% 50%
Chen-Shapiro (CS) 46% 53%
Barrio-Cuesta-Albertos-Matran-Rodriguez (BCMR) 45% 52%
Coin (83) 49% 56%
Gel-Miao-Gastwirth (R) 46% 52%
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Tabla 4 - Potencia empirica para distribucién U [0.1] -Razali y Wah (2011)-

0=0,05 0=0,10
Prueba de Normalidad n=10 | n=20 | n=10 n=20
Shapiro-Wilk (W) 9% 20% 18% 36%
Kolmogorov-Smirnov (K_S) 9% 11% 16% 17%
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors (D) 7% 10% 13% 19%
Anderson-Darling (AD*) 9% 17% 17% 29%

Tabla 5 - Potencia empirica para distribucién U [0.1] -yap y Sim (2011)-

Prueba de Normalidad n=10; a =0,05 | n=20; o =0,05
Kolmogorov-Smirnov (K-S) 9% 11%
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors (D) 7% 10%
Anderson-Darling (AD) 9% 17%
Shapiro-Wilk (W) 10% 20%
Jarque-Bera (JB) 2% 3%
Cramer-von Mises (CVM) 8% 14%
D’Agostino y Pearson (K ?) 2% 13%
Chi cuadrado de Pearson 0% 2%

Tabla 6 - Potencia empirica para distribucién U [0.1] - Brzezinski (2012)-

Potencia Empirica
Prueba de Normalidad n=20; «=0,05 | n=20; a=0,10
D"Agostino-Pearson (segin D"Agostino et al. 1990) 13% 27%
Shapiro-Wilk (W) 20% 36%
Shapiro-Francia (W) 8% 19%
Chen-Shapiro (CS) 22% 37%

Por otra parte, en la tabla 7 se resumié la disponibilidad de las pruebas de bondad de ajuste en
software estadisticos antes indicados. Cabe destacar, que pese a que muchos estudios plantean el
escaso poder empirico de la prueba de Kolmogorov-Smirnov y de su version modificada por Lilliefors
(estadisticos de prueba K-S y D), éstos se encuentran disponibles en los software estadisticos (Romao
et al. 2010). Se resalta ademas, la presencia casi nula en la literatura estadistica de la prueba de Ryan-
Joiner presente en Minitab 17.

Tabla 7 - Disponibilidad de pruebas de normalidad en software estadisticos

Spss | Infostat |Stata 11| Minitab
Prueba de Normalidad

19 2014 17
Kolmogorov-Smirnov X
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors X X
Anderson-Darling (AD*) X
D" Agostino-Pearson (segun D"Agostino et al. 1990) X
Shapiro-Wilk X X
Shapiro-Francia
Shapiro-Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu X
Chen-Shapiro X
Ryan-Joiner X
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Ahora bien, en las tablas 8 y 9 se muestran los resultados de la experimentacion con las pruebas
disponibles en los paquetes estadisticos mencionados. Se incluyd ademas, el calculo mediante
programacion computacional de la potencia empirica de la prueba de Gel-Miao-Gastwirth (R) -
estadistico recomendado para la deteccion de distribuciones simétricas no normales en muestras de
tamafio de 25 datos 0 més y de féacil programacién computacional-.

Tabla 8 - Potencia empirica para distribucion U [0.1] obtenida experimentalmente

Pruebas de Normalidad n=10; a=0,10 Produc':tos
computacionales

Shapiro-Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu 25% | Infostat
Shapiro-Wilk 18%|Spss
Anderson-Darling (AD*) 16%|Minitab
D"Agostino-Pearson (segin D"Agostino et al. 1990) 15% |Stata
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors 13%|Infostat
Shapiro-Francia 11%|Stata
Ryan-Joiner 11%]|Minitab
Gel-Miao-Gastwirth 10%|No programado

Tabla 9 - Potencia empirica para distribucion U [0,1] obtenida experimentalmente

Pruebas de Normalidad n=15; a=0,10 Produc.tos
computacionales
Shapiro-Wilk modificado por Rahman y Govindarajulu 45% [Infostat
Shapiro-Wilk 29%|Spss
Anderson-Darling (AD*) 26% |Minitab
D"Agostino-Pearson (segin D"Agostino et al. 1990) 15%|Stata
Kolmogorov-Smirnov modificado por Lilliefors 17%|Infostat
Shapiro-Francia 18%|Stata
Ryan-Joiner 17%|Minitab

En coincidencia con los resultados que fueron obtenidos por Rahman y Govindarajulu (1997), la
prueba de Shapiro-Wilk modificada por estos autores; resulto la de mayor potencia empirica para la
deteccion de la distribucion Uniforme como alternativa a la Normal, en muestras de tamafio 10 y 15
datos y para un nivel de significancia del 10%. Es de destacar que ésta prueba se encuentra disponible
en el software estadistico Infostat 2014, desarrollado en la Universidad Nacional de Cérdoba.

De todos modos, parece claro que en tren de verificar la normalidad de los datos cuando se cuenta con
muestras pequefias, es conveniente complementar la aplicacién de estas pruebas con otros estudios que
ayuden a validar sus conclusiones. En particular, las herramientas graficas y los coeficientes de
asimetria y curtosis pueden ser de gran ayuda para determinar posibles causas de la desviacion de la
normalidad.
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