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Resumen

De acuerdo con el modelo estandar sistemas de particulas compuestas que estan
formadas por un nimero par de constituyentes fermionicos se comportan en la
practica como sistemas de bosones elementales. La teoria de bosones compuestos
(cobosones) permite explicar en detalle el comportamiento de particulas compues-
tas aproximadamente bosénicas tomando en cuenta el caracter fermidnico de los
constituyentes. En este trabajo estudiamos un sistema compuesto por dos pares de
fermiones de distinta especie en una trampa acoplados por una interaccion armé-
nica basado en el modelo de Moshinsky. Se resolvié el Hamiltoniano del sistema
de manera exacta y se construyo la solucién utilizando el formalismo de bosones
compuestos. Se analizé la calidad de la aproximacién dada por el formalismo, estu-
diando la fidelidad, las correlaciones espaciales y la energia del sistema. Finalmente
determinamos el entrelazamiento considerando distintas biparticiones del sistema
y obtuvimos una expresién cerrada para calcular el entrelazamiento en un sistema
con un numero arbitrario de pares utilizando el formalismo de cobosones.

Abstract

According to the standard model, composite systems consisting of an even number
of fermionic constituents behave in practice as elementary boson systems. In this
work we study a system composed of two pairs of fermions of different species in
a trap coupled by a harmonic interaction based on the Moshinsky’s model. The
Hamiltonian of the system was solved exactly and the solution was constructed
using the composite boson (coboson) formalism. The quality of the approximation
given by the formalism was analyzed, studying the fidelity, the spatial correlations
and the energy of the system. Finally we determined the entanglement considering
different bipartitions of the system and obtained a closed expression to calculate the
entanglement in a system of an arbitrary number of pairs using the composite boson
formalism.






Agradecimientos

En estas lineas me gustaria dedicar unas palabras de agradecimiento a mi directora
Ana Majtey, por todo, su guia, paciencia, optimismo, ensefianza, carifio y alegria. A
Martin Jiménez por toda su ayuda y acompafiamiento durante este trabajo, por las
discusiones, por las ideas y estar siempre disponible para dar una mano y sacar las
cosas adelante.

A Cecilia Cormick por las discusiones, sugerencias y correciones al trabajo. A Yamila
Garro Linck por sus correcciones, sugerencias, por su calidad humana, su carifio y
por su apoyo.

A mi familia, mi mamd, mi papa por estar siempre incondicionalmente y nunca
soltarme la mano, por todo el amor y guiarme en la vida, por ensefiarme a nunca
bajar los brazos y pelear hasta el final por lo que uno quiere. A mi abuelo Gilberto por
acompafiarme espiritualmente en los momentos adversos y por inculcar la educacion.
A mis hermanas Nati y Fer, por todo su amor. A mis sobrinas, Cati y Pili, que las amo
un monton.

A los amigos y amigas que me hice en la facultad, a los primeros Mili, Gero, Jony,
Male, Eric (por imprimirme casi todos los libros de la carrera). A los chicos Angelo,
Fran, Fabri y Martin con quiénes comparti esta ultima etapa.

A los profesores y profesoras que me formaron, en especial a Maria Eugenia Gabach
Clement por todo su carifio y calidad humana, ademds de las ecuaciones de Maxwell.

A mi pais, Argentina. A la Universidad Nacional de Cérdoba y a todos los que hacen
posible la educacién ptblica.

vil






Indice general

1 Introduccion

1.1 Organizacién del Trabajo . . .

2 Marco tedrico

2.1 Particulas idénticas . . . . . .
2.2 Segunda cuantizaciéon . . . .

2.2.1 Numero de ocupacion

2.2.2 EspacioyestadosdeFock .. ..................

2.2.3 Operadores creacién y aniquilacién . . . . . ... ... .. ..

2.2.4 Cambio de base y operadores de campo . . . ... ......

2.3 Entrelazamiento . ... ...

2.3.1 Operador densidad, descomposicién y rango de Schmidt . . .

2.3.2 Entrelazamiento en sistemas de fermiones idénticos . . . . . .

2.4 Teoria de cobosones . . . ..

3 Modelo Trabajado

3.1 Un par de fermiones . . . . .
3.2 Dos pares de fermiones . . . .

4 Solucion exacta del sistema

4.1 Un solo par de fermiones . . .

4.1.1 Un par de fermiones en dos dimensiones . . . . . ... .. ..

4.2 Dos pares de fermiones . . . .

4.2.1 Dos pares de fermiones en dos dimensiones . . ... ... ..

5.1 Ansatz en una dimension . . .
5.2 Ansatz en dos dimensiones . .
5.3 Caélculo de la energia . . . . .

6 Comparacion de soluciones

6.1 Fidelidades . .........

6.2 Funciones de onda y energias

7 Entrelazamiento

Solucion con el ansatz de cobosones

23
23
24

27
27
28
29
34

43
44
48
52

55
55
58

61



7.1 Entrelazamiento del subsistema aa con el resto del sistema . . . . . .
7.2 Entrelazamiento entre un fermién de tipo a con el resto del sistema .
7.3 Entrelazamiento del subsistema ab con el resto del sistema . . . . . .
7.4 Entrelazamiento y ansatz de cobosones . . . . . . ... ... ... ..

8 Conclusiones y proyectos futuros
8.1 Proyectos futuroS . . . . . . . v v v i i i e e e e e e e e e e e

Bibliografia
A Modelo de Schwinger

B Calculo de factor de normalizacién y matriz densidad reducida

63
65
67

71
72

73

79

83



Introduccion

La comprension y descripcion de sistemas cuanticos de muchos cuerpos interactuan-
tes, y a su vez, disefiar y utilizar estos sistemas para tareas de informacién cudntica,
plantea uno de los desafios mas significativos en la fisica cuantica.

Entre los fenémenos descubiertos con el advenimiento de la fisica cudntica se destaca
el entrelazamiento, una forma de correlacién cuantica sin equivalente en la fisica
clasica. Comprender el entrelazamiento es crucial para el desarrollo de tecnologias
cudnticas. Un area de gran interés es el estudio de criterios de separabilidad, es
decir, poder establecer criterios que nos permitan decir si un cierto sistema esta
entrelazado o es separable. En afios recientes, el debate se ha extendido a sistemas
compuestos por particulas idénticas, debido a las correlaciones que se presentan
al (anti)simetrizar los estados del sistema. Para sistemas de fermiones idénticos
se han establecido criterios simples que resultan necesarios y suficientes para su
separabilidad, entendiendo al entrelazamiento en este tipo de sistemas como las
correlaciones por encima de las correlaciones de simetria [1, 2, 3].

Los sistemas cuanticos formados por muchas particulas exhiben una amplia variedad
de fendmenos fisicos que algunas veces pueden conducir a propiedades macroscopi-
cas fascinantes, como la superconductividad a alta temperatura o la termalizacion.
Resolver la mayoria de estos sistemas resulta extremadamente dificil, y es esencial
desarrollar técnicas que mejoren nuestra comprension de estos fendmenos. Por otro
lado, los modelos solubles nos proporcionan una via para entender dindmicas cudnti-
cas que de otro modo serian inaccesibles, pueden darnos informacién relevante sobre
el comportamiento de las funciones de correlacion, la evolucion del entrelazamiento
entre otros aspectos.

Una de las situaciones usuales en la naturaleza es aquella en la cual las particulas
se encuentran ligadas, por ejemplo, un dtomo de Hidrégeno, un par de Cooper o
una molécula, este hecho ofrece la posibilidad de pensar este agregado de particulas
como una unidad, la cual se denomina particula compuesta. En este contexto uno de
los marcos tedricos que ha surgido recientemente es lo que se conoce como teoria
de bosones compuestos o cobosones [4, 5], el cual logra dar una descripcién en
sistemas de muchas particulas compuestas aproximadamente bosénicas. La idea
de que las particulas compuestas formadas por nimero par de fermiones puedan
comportarse como bosones elementales se espera del hecho de que tienen espin
total entero, o equivalentemente, que el estado cuantico debe ser simétrico bajo el
intercambio de dos particulas compuestas de este tipo.
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El formalismo de cobosones tiene su origen en el estudio de la interaccion entre
excitones, los cuales forman bosones compuestos ya que estan constituidos por dos
fermiones, electrén y hueco. El desarrollo posterior de la teoria incluyé su aplicacién
a los condensados de Bose-Einstein [6], los pares de Cooper [7], entre otros, y
ademads paralelamente, un enfoque desde la informacién cudntica proporcioné una
visiéon mas profunda del comportamiento de los bosones compuestos, mostrando
una conexion entre el caracter bosonico y el entrelazamiento de los constituyentes
[8, 9].

La teoria de bosones compuestos brinda una descripcion de un sistema de particulas
aproximadamente bosdnicas a través de lo que se conoce como ansatz de cobosones,
este ansatz aproxima el estado fundamental de un sistema de muchos cuerpos
repitiendo la aplicacién del operador que, al actuar sobre el vacio, crea un tnico
par en un determinado estado de energia. El ansatz de cobosones constituye una
herramienta poderosa para describir sistemas en los cuales la estructura intrinseca
de las particulas compuestas empieza a ser evidente y nos brinda informacién sobre
cantidades fisicas, como la energia, la fraccién del condensado, la densidad espectral,
los efectos del principio de exclusién de Pauli y como veremos en este trabajo, resulta
ser de gran utilidad para estudiar las correlaciones cudnticas presentes en el sistema.

Un sistema de particular interés dado que admite una solucién analitica es el
llamado modelo de Moshinsky [10, 11] que consiste de dos particulas en una trampa
armonica acopladas por una interaccién arménica, dado que el modelo y su soluciéon
analitica es generalizable para practicamente cualquier nimero de particulas, ha
constituido un campo de pruebas para el estudio de diversos sistemas que van desde
la fisica atémica y molecular a la fisica de agujeros negros [12]; por el lado de la
informacion cudntica se ha utilizado para explorar caracteristicas relacionadas con
el entrelazamiento [13, 14, 15, 16, 17] y otras manifestaciones de correlaciones
cudnticas [18] en sistemas atomicos.

Este trabajo tiene una motivacion doble. Por un lado, aprovechamos las ventajas
de un modelo de juguete analiticamente soluble que puede aplicarse a un numero
arbitrario de particulas, incluso si el sistema estd compuesto por particulas de
diferentes especies. Por otro lado, buscamos caracterizar las correlaciones en estos
sistemas de muchos cuerpos. El modelo de Moshinsky con el que trabajamos nos
permite poner a prueba el ansatz del formalismo de cobosones y utilizando el
formalismo de cobosones, encontramos expresiones formales para cuantificar el
entrelazamiento entre distintas biparticiones de un sistema compuesto por N pares
de particulas.

Utilizando el modelo de Moshinsky en este trabajo calculamos, de forma (analitica)
exacta y usando el ansatz de bosones compuestos, el entrelazamiento de un sistema
de cuatro particulas dos de especie a y dos de especie b considerando diferentes
formas de biparticionar el sistema. El ansatz nos permite introducir una herramienta

Capitulo 1 Introduccion



para calcular el entrelazamiento en un sistema con un numero arbitrario de parti-
culas, algo inviable de calcular exactamente en forma analitica y muy costoso para

calcular numéricamente.

1.1 Organizacion del Trabajo

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera, en el Capitulo (2) se describen
las herramientas tedricas e ideas fundamentales para la comprension y resolucion
del sistema. En el Capitulo (3) se introduce el modelo desarrollado, este sistema
corresponde al modelo de Moshinsky del cual se hizo mencién en la introduccion.
Luego en los Capitulos (4) y (5) se resuelve el sistema de dos maneras, primero de
manera exacta y luego implementando el ansatz de cobosones, para concluir este
estudio en el Capitulo (6) se comparan y analizan los resultados obtenidos. Final-
mente, en el Capitulo (7) utilizando ambas soluciones se estudia el entrelazamiento.
Para terminar en el Capitulo (8) comentamos las conclusiones y perspectivas a

futuro.

Como material complementario para los Capitulos (4) y (7) se encuentran los
Apéndices (A) y (B).

1.1 Organizacion del Trabajo






Marco tedrico

En este capitulo se introduciran los conceptos y herramientas tedricas utilizadas
en el trabajo. Se comenzard con las consideraciones e ideas a tener en cuenta al
trabajar con sistemas de particulas idénticas en mecanica cudntica. Luego se seguira
con una introduccion al formalismo de la segunda cuantizacién y una nocion de
entrelazamiento. Finalmente se introducira el formalismo de cobosones.

Para las Secciones (2.1), (2.2) y (2.3) se han seguido primordialmente los libros
Quantum Mechanics, Volume 2: Angular Momentum, Spin, and Approximation Methods
y Quantum Mechanics, Volume 3: Fermions, Bosons, Photons, Correlations, and Entan-
glement de Claude Cohen-Tannoudji et al.

2.1 Particulas idénticas

En la mecdnica clédsica no es necesario tratar sistemas que contengan particulas
idénticas de alguna manera en especial, porque aunque todas sus propiedades
caracteristicas sean las mismas (masa, carga, etc), siempre es posible identificar
cada una de ellas. En principio es suficiente medir la posicién y el momento de
cada particula en un instante de tiempo dado. Con estos valores como condiciones
iniciales y usando las ecuaciones de movimiento, cada particula se puede identificar
a cualquier tiempo posterior [19].

Una de las diferencias fundamentales entre la mecdnica cudntica y la mecdnica
clasica es la indistinguibilidad de las particulas, ya que en la mecédnica cuantica
sabemos que no es posible definir trayectorias como en el caso clasico debido al
principio de incerteza. Si consideramos un sistema de particulas idénticas en algun
instante de tiempo, la funcidon de onda que representa el estado del sistema estara
dada por productos de paquetes de ondas individuales que en general se superponen.
Por lo tanto, si en un instante posterior se localiza una particula, es imposible
determinar cudl era su configuracion inicial. Es justamente esta superposicién de
paquetes de ondas, lo que da lugar a la diferencia fundamental en el tratamiento de
la distinguibilidad de particulas idénticas en los marcos cldsico y cuantico [19]. Un
ejemplo concreto de esta situacion es el de dispersion o colisiéon entre dos particulas
idénticas [20].

En mecénica cudntica la idea es la siguiente. Supongamos un sistema compuesto
por dos particulas idénticas, con el mismo espin s, a las cuales denotamos con los
numeros (1) y (2). Eligiendo una base, {|u;)}, en el espacio #; de la particula (1) y
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via producto tensorial podemos construir una base {|1 : u; ; 2 : u; )} para el espacio
‘H de dos particulas, donde H := H; ® Ho. Sin embargo, el espacio de estados H no
representa el espacio de estados fisicos para el sistema de dos particulas idénticas,
la naturaleza nos indica que particulas de una misma especie solo pueden estar
representadas por dos tipos de estados que dependiendo de la naturaleza de las
particulas idénticas son completamente simétricos o completamente antisimétricos
con respecto a la permutacidn de estas particulas. Aquellas particulas para las cuales
los estados fisicos son simétricos reciben el nombre de bosones, y aquellas para los
que son antisimétricos, fermiones. En términos matematicos definiendo el operador
permutacién P»; que intercambia la particula (1) con la (2), cuya accién en los

estados de la base es,

Por|l:u;; 2:uj)=12:u;; 1:uy), (2.1)

tenemos que para estados (anti)simétricos (|104)) |v¥s),

Poy [ths) = [bs) (2.2)
Poy [tha) = —[1a) . (2.3)

Es decir, que los autoestados de P»; con autovalor +1 son estados completamente
simétricos mientras que los autoestados de P»; con autovalor —1 son estados comple-
tamente antisimétricos. El operador permutacion nos permite definir los operadores
proyeccion Sy A,

S = %(H + P2), (2.4)

A= (T Py), (2.5)

de manera que si |¢) es un estado que pertenece a H, entonces S [¢) es un estado
completamente simétrico y A|[¢) es un estado completamente antisimétrico. Por
ejemplo, si comenzamos con un estado [¢) = |1 : u; ; 2 : u; ) tenemos que,

Sl) =
Aly) =

(1 1rw; 20wy ) +12:u 5 1wy ), (2.6)

N =N

(JLrw; 20wy ) — 12w 1iwy)). 2.7)

Capitulo 2 Marco tedrico



Notemos que la Ec.(2.7) se anula si las particulas se encuentran en el mismo estado,
esto se conoce como principio de exclusion de Pauli.

De manera general para un sistema de N particulas idénticas, andlogamente comen-
zando con una base {|u;)}, correspondiente al espacio de estados de una particula,
podemos construir una base {|1:u;; 2:u;; ...; N :up)} en el espacio producto
‘H donde en este caso H := H1 ® ... ® Hy. Sin embargo, en analogia al caso de
dos particulas idénticas, debido a que las particulas solo presentan un Unico tipo
de simetria, el espacio fisico de estados no es H sino alguno de los subespacios
conformados por los estados totalmente simétricos(antisimétricos), Hs (H_4). Los
proyectores de dichos subespacios vienen definidos por,

1
S = MEa:Pa, (2.8)

1
A=+ zaj aPa, 2.9)

donde P, es un operador permutacién arbitrario asociado con un sistema de N
particulas y o representa una permutacién arbitraria de los primeros N enteros'.
Ademas se tiene ¢, = +1 si P, es una permutacién par y ¢, = —1 si P, es una
permutacién impar.

Nuevamente si [i)) es un estado que pertenece a H, entonces S |¢) es un estado
completamente simétrico y A [¢) es un estado completamente antisimétrico. En la
literatura una forma usual de representar estados antisimétricos viene dada por lo
que se conoce como determinante de Slater, para un sistema de N particulas idénticas
como el descripto anteriormente lo podemos definir como:

]1u1> ‘1U,J> \luk>
2y 2 u; s |2
AW = o | :u> | :u”> ) | :uk> . (2.10)

En su forma elemental, es decir cuando N = 2, la expresion viene dada por el
determinante de una matriz 2 x 2, en completa equivalencia el estado (2.7) puede
representarse:

11w |1:uy)

) (2.11)
120 u;) |2 uy)

1
Al =

"También es usual en la literatura definir P como cualquier permutacién en Sx (grupo de permutacién
sobre N elementos).

2.1 Particulas idénticas
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2.2 Segunda cuantizacién

Para un sistema donde se presenta un nuimero grande de particulas idénticas la
(anti)simetrizacién se vuelve complicada. Por ejemplo, para calcular el valor de
expectacion de un operador simétrico se requiere la simetrizacién del bra, el ket y
finalmente del operador lo que introduce una gran cantidad de términos. Para evitar
estas complicaciones puede utilizarse un método equivalente basado en operadores
de creacién y aniquilaciéon que actiian en lo que se conoce como espacio de Fock.
Las reglas de conmutacion (o anticonmutacidon) que satisfacen estos operadores
reflejan la simetria de paridad de las particulas. La numeracién de particulas es
reemplazada asignando un nimero de ocupacion, a partir de los estados individuales
de una particula, lo cual es mds natural para tratar particulas idénticas. Todas estas
ideas son las que subyacen en lo que se llama segunda cuantizacion.

2.2.1 Numero de ocupacion

Supongamos un problema de N particulas idénticas no interactuantes, entonces el
Hamiltoniano puede expresarse de la forma

N

H(mlu'"awvalv‘"apN) :Zh(mlupz) (212)
i=1

Si tenemos resuelto el problema de autovalores para una particula, es decir,

hlug) = e lug) , (2.13)

donde u; denota un conjunto completo de numeros cudnticos, podemos construir
un autoestado de H via producto tensorial como

|u2> ]uz> ]u3> |u3> |ul> |ul> e = ]ni,nj, Ny, > 5 (214)

n; nj ny

n; 1 it wi), M 1
donde n; representa el nimero de particulas en el estado ; el nimero de
particulas en el estado |u;), etc; sujetos a la condicién:

los vectores de estado pueden caracterizarse entonces por los nimeros de ocupaciéon
n;, donde n; es el numero de ocupacion del estado |u1), ng es el nimero de ocupacién
del estado |ug) y asi siguiendo. En este conjunto de niimeros de ocupacién algunos
de ellos seran nulos ya que un estado arbitrario no siempre tiene que estar ocupado.

Capitulo 2 Marco tedrico



2.2.2 Espacio y estados de Fock

Para bosones, los kets fisicos se escriben de la forma:

|ni,nj, s Ny, >
N! 1
= 7ni!nj!..nl!..ﬁgpyl:u“ 2twis ity i+ liu g s ngtng iy ).
(2.16)

Para fermiones teniendo en cuenta el principio de exclusién de Pauli, los nimeros
de ocupacion son 1 o 0 por lo que denotamos a los kets fisicos de la forma:

Uy Uy, , U, > =
Vv N! ﬁzp(—l)PPH S 21 ug ;o gy . ug diferentes,
0 u; tdénticos,
(2.17)
donde denotamos |u;), |u;), .. ,|w;), .. a todos los estados con un nimero de

ocupacion igual a 1.

Los estados de Fock pertenecen a lo que se conoce como espacio de Fock, el cual
agrupa los espacios simétrico y antisimétricos para un numero N de particulas
arbitrario. Utilizando la definicién de suma directa, definimos los espacios de Fock
para cada caso, bosones H?7., ;. v fermiones Hy, . ©

Hioer = Hs(0) @ Hs(D)OHs(2) @ .. @ Hs(N) D .., (2.18)
Hioer = Ha(0) @ HADSHA2) ® .. @ HAN) @ .., (2.19)

en ambos espacios el subespacio Hg 4(0) se define como un espacio 1-dimensional
que contiene al vector "vacio", el cual se denota como |0,0, .. ,0, ..) = |0). Por lo que
tanto como para bosones y fermiones podemos construir una base para el espacio de

Fock con los kets |n;,nj, .. ,n, ..) teniendo en cuenta que
0,1 para fermiones,
n; = (2.20)
0,1,2, ... para bosones.

Con esto presente podemos definir de manera equivalente el espacio de Fock como un
producto tensorial de espacios de Fock 7} , asociados con los estados ortogonales

2.2 Segunda cuantizacion



|u;), siendo generado por los kets |n;) donde n; toma todos los valores enteros
positivos posibles (de cero a infinito para bosones, de cero a uno para fermiones):

S,A i
HFock = Qlf—'lock ® 11?0016 ® .. ® ,Hllf—'ock @ .. (221)

Es decir, que los estados de Fock, los cuales forman una base del espacio de Fock,
pueden ser escritos como:

]nl,ng, ey Mg, > = |n1> & |n2> R .. Q |nz) R ... (2.22)

2.2.3 Operadores creacion y aniquilacion

A partir de las ideas antes mencionadas, es natural definir la accion del operador
creacion aLi en el espacio de Fock, para bosones:

a;&i Ini,na, .., ni, ) =+vn;+ 1|ny,ng, .. ,n;+1, ..), (2.23)

es decir, la accion de aLi sobre un estado del espacio de Fock, crea una particula
en el estado |u;). Mientras que para fermiones teniendo en cuenta el principio de
exclusién de Pauli se tiene:

aL, [uj, ooy Uy Uy, ) = |u g, s U, U, ) (2.29)

por otro lado, si comenzamos con un ket donde ya hay una particula en el estado
|u;) (n; = 1) obtenemos:

aLi [Ujy ooy Uiy ooy Uy, ) = Uy Uy ooy Uiy Uy, o) = 0. (2.25)

Definimos también la accién del operador aniquilacién a,,, para bosones y fermio-
nes respectivamente

Ay, |1, N2, .. N, ) =/ni|ni,ne, ., —1, ), (2.26)

Qo Wiy Wy UL 5 o UGy o) = UG, Uy -, U, ) 2.27)

o si inicialmente el estado |u;) no estd ocupado:

Ay, |uj,uk , -y, ) =0. (2.28)

10 Capitulo 2 Marco tedrico



Ademas la accién de ambos operadores, para los dos tipos de particulas, sobre el
vacio se define:

al,, |0) = |u;) (2.29)
u, |0) = 0. (2.30)

Finalmente es importante mencionar que, segtn el tipo de particula, estos operadores
cumplen las siguientes relaciones de conmutacién:

lal,af] =0, (2.31)
[ai, aH = 0;j, para bosones (2.32)
[ai, aj] =0. (233)
y
{aT at} =0 (2.34)
77 ] ) .
{ai,a;} = 0;5, para fermiones (2.35)
{ai, aj} =0. (236)

2.2.4 Cambio de base y operadores de campo

Los operadores ali y a,, fueron definidos por su accion en el espacio de Fock a partir
de una base ortonormal de estados individuales |u;) para una particula. También se
puede elegir cualquier otra base |v,) y definir de la misma forma operadores creacién
als y aniquilacién a,,, surge entonces la motivacion de estudiar qué relacién hay
entre los operadores escritos en bases distintas. Para operadores creacion se puede
inferir la relacién viendo su accién en el vacio,

al, [0) = [1:v,) = D Jus) (il L vg) = 3 (o) |12 ) = 3 (uilos) al, |0),
Z Z Z (2.37)
con lo cual podemos deducir,
als = Z (u;lvs) aLi, (2.38)

con su Hermitico conjugado,

2.2 Segunda cuantizacion
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ay, = Z (vs|ui) ay, - (2.39)

i

Si reemplazamos la base {|vs)} por la base posicién {|r)} donde r simboliza los tres
indices continuos, el operador a,, dependerd entonces del indice continuo r y recibe
el nombre de operador de campo. Denotaremos a este operador ¥ (r) siguiendo la
notacion usual de los libros de texto, utilizando la Ec.(2.39) obtenemos:

= Z u;i(r) ai, (2.40)

donde w;(r) = (r|u;) .

Tomando el conjugado Hermitico del operador obtenemos

=S ui(r) af, (2.41)

este operador crea una particula en la posiciéon r, esto lo podemos corroborar
aplicandolo al vacio

Zu Zu ) |ug) :Z (ui|r) |us) = Z\uz ) (ui|r) = |r).

(2.42)

Por otro lado, uno puede invertir las Ecs.(2.41)-(2.40) y obtener,

/ &r ot (r) U(r) = / PErui(r) S ui(r)a; =3 605 = a, (2.43)
J J
ademas, tomando el Hermitico conjugado se obtiene,
/ &Prug(r) Ul (r) = af. (2.44)
Los operadores de campo cumplen las relaciones de conmutacion:

(), ¥t (@) =0,

[\Il(x), \I/T(HJ/)} =6(xz —1'), parabosones (2.45)
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{\I/(:):), \I/T(x')} =d(x —2'), para fermiones (2.46)

2.3 Entrelazamiento

Los sistemas compuestos son sistemas que pueden descomponerse en dos o mds
subsistemas. Formalmente el espacio de Hilbert # asociado a un sistema compuesto,
o sistema multipartito, estd dado por el producto tensorial H; ® ... ® Hy de los
espacios correspondientes a cada subsistema.

Consideremos un sistema bipartito, es decir dos sistemas fisicos A y B, cada uno con
un espacio de estados asociado H 4 y ‘H p respectivamente, estos sistemas pueden
agruparse para asi formar un sistema total A + B cuyo espacio de estados es el
producto tensorial H 4 ® Hp. Si asumimos que los estados A y B estan descriptos
por los vectores de estado |p4) V |xpB) respectivamente, el estado |®) que describe el
sistema total es el producto tensorial:

|®) = |pa) ® |xB) - (2.47)

En este caso, cada uno de los tres sistemas fisicos A, B, y A + B son descriptos
por un vector de estado. Sin embargo, la situacion es diferente cuando el vector de
estado del sistema total no es un producto. Supongamos que tenemos dos bases
{|<p,4> ,1Ca),y e },.., y {|XB> s €B), - } de los espacios A y B respectivamente,
invocando el principio de superposicién es posible tener un estado |¢)) para el sistema
total dado por:

1Y) = alpa) @ |xB) + BCa) ® [€B) , (2.48)

los coeficientes complejos a y § cumplen la condicién de normalizacién |o|? +
|8 |2 = 1, un estado de las caracteristicas de la Ec.(2.48) donde « y 3 son no-nulos,
que contiene una superposicion coherente de dos o mas componentes donde cada
componente es un producto, se llama estado entrelazado. Por el contrario si « = 0
6 5 =0, el estado es separable. En general un estado arbitrario |w) € Hy ® Hp es
separable si 3 |wa4) € Ha,|wp) € Hp tal que |w) = |wa) ® |wp). Una definicién
equivalente de estado entrelazado es, todo estado que no sea separable es entrelazado.

La propiedad asociada con los estados entrelazados se conoce como entrelazamiento
y expresa el hecho de que el estado de cada subsistema estd, de alguna manera,
condicionado por el estado del otro subsistema. Ahora supongamos que uno esta

2.3 Entrelazamiento
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interesado en medir cierta cantidad de un observable en uno de los subsistemas, por
ejemplo, en el subsistema A, para ello uno recurre, cuando es posible, al vector de
estado con el cual se calcula la probabilidad correspondiente de medir la cantidad
de interés. Sin embargo, cuando el sistema total estd entrelazado como en el caso
descripto por la Ec.(2.48), no existe generalmente un vector de estado que pertenezca
al espacio H 4 y nos permita realizar los calculos de dichas probabilidades. Para esto
hay una descripcion equivalente donde el protagonista ya no es mds el vector de
estado sino el operador densidad del sistema que se denota usualmente con la letra
p, pasamos entonces a describir algunas ideas de trabajar en esta descripcion.

2.3.1 Operador densidad, descomposicion y rango de
Schmidt

El operador densidad del sistema total A + B, cuyo vector de estado es [¢)) se define
como:

paB = ) (¥], (2.49)

cuya traza es igual a uno,

Tl”{pAB} =1, (2.50)

cuando un sistema puede ser descripto por un vector de estado, se dice que esta en
un estado puro y su operador densidad cumple la relacion:

[paB]> = pas, (2.51)

y por lo tanto,

T {[pas)?} = 1. (2.52)

Bajo estas condiciones, se tiene la libertad de describir al sistema total o bien por el
vector de estado |¢)) o por el operador densidad p 4. 5. Por otro lado, la descripcion
para los subsistemas A y B se obtiene tomando la traza parcial sobre el sistema que
no es observado. Por ejemplo, para el sistema A se tiene:

pa=Trp{pan}. (2.53)
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Cuando el sistema estd descripto por el estado entrelazado dado por la Ec.(2.48) el
operador densidad del subsistema A viene dado por,

pa =) Ta® (v|(|¥) (W) 14 ® |vp)
g (2.54)

= |al?*|pa) (pal + 1B [Ca) (Cal »

que es la suma de dos proyectores. Como consecuencia, el subsistema A estd en el
estado |p4) con una probabilidad |a|?, y en el estado |¢4) con una probabilidad |5|?
es decir que, en oposicién al estado de A + B, no se tiene certeza del estado de A,
solo se tiene cierta probabilidad. Este hecho se expresa en la desigualdad,

Tr{[pA]2} <1, (2.55)

esta desigualdad nos indica que el estado de A solo es conocido de manera estadistica,
es decir, la descripcién del sistema A es menos precisa que la del sistema total A + B.
Notemos que si« =0 6 8 = 0 en la Ec.(2.54) se cumple la igualdad en la Ec.(2.55),
por lo tanto, el subsistema A se encuentra en un estado puro, de manera analoga se
puede ver que al subsistema B le ocurre lo mismo.

Cuando el sistema bipartito A + B se encuentra en un estado puro, es decir, cuando
esta descripto por un vector de estado como (2.47) 6 (2.48), existe un criterio para
determinar si los subsistemas son separables o estan entrelazados [21].

Descomposicion de Schmidt:

Supongamos que |¢)) es un estado puro de un sistema compuesto A+ B. Entonces
existen estados ortonormales |i4) para el sistema Ay |ip) para el sistema B tal

que

) = Z Vi lia) liB) (2.56)

donde /\; son numeros reales no-negativos que satisfacen Z)‘i = 1vyse
i
conocen como coeficientes de Schmidt.

Este resultado es muy ttil, ya que si i) es un estado puro de un sistema compuesto
A + B entonces por descomposicion de Schmidt se tiene que py = Z Ailia) (ial

ypB = Z i i) (ip|, es decir, que los autovalores de los operadores densidad de

i
cada subsistema son los mismos, a saber \;.
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Definimos el rango de Schmidt asociado al estado |¢/) como el niimero de /\; no-
nulos presentes en la Ec.(2.56), denotado como R. Cuando R = 1, el estado total
del sistema no esta entrelazado, es decir el estado del sistema es separable y cada
subsistema se encuentra en un estado puro. Mientras que en el caso contrario el
sistema esta entrelazado. La distribucién de los coeficientes de Schmidt v/); nos
brinda informacién acerca de cudn entrelazado esta el sistema. La medida mas
fundamental basada en el grado de mezcla de las matrices reducidas es la entropia
de entrelazamiento,

e([¥)) = Sun(pa) = Sun(pB). (2.57)

donde S,n(p) = —Tr(plogp) es la entropia de von Neumann del operador p. Esta
medida en términos de los coeficientes de Schmidt toma la forma:

Sen = — Y Adog(Xy). (2.58)

Otro indicador ttil de la cantidad de entrelazamiento de un estado puro estad dado
por la entropia lineal de las matrices marginales, definida como

S, =1-7P, (2.59)

donde P = Tr {[,oA}Q} =Tr {[pB]Q} =) " A? se define como la pureza. Este indica-

(2
dor tiene la ventaja de ser computacionalmente mas eficiente, ya que no requiere la
diagonalizacién de las matrices densidad.

2.3.2 Entrelazamiento en sistemas de fermiones idénticos

Al tratar sistemas de particulas idénticas fermidnicas, como se detalld en la Seccion
(2.1), debemos antisimetrizar el estado que describe al sistema. Las correlaciones
entre fermiones idénticos que son debidas unicamente a la naturaleza antisimétrica
del estado no contribuyen al entrelazamiento del estado [22, 23, 24, 25]. Segun el
enfoque que seguiremos en este trabajo, ampliamente discutido en la literatura, el
entrelazamiento estd dado por las correlaciones cudnticas existentes por encima de
estas minimas de simetria.

Los ejemplos usuales de entrelazamiento, como el visto anteriormente, son en
sistemas compuestos de subsistemas distinguibles. En un sistema compuesto de dos
subsistemas A y B donde H 4 y H p son sus respectivos espacios de Hilbert, vimos
que es posible estudiar el entrelazamiento utilizando la descomposicion de Schmidt.
La expresion para el estado |¢)) dada por la Ec.(2.56) es una expansién en una base
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ortogonal de vectores producto con un numero minimo R de términos no nulos. Este
numero al cual llamamos rango de Schmidt de |v)), puede tomar valores entre uno y
min{dim(H 4),dim(H )}, el estado |¢) estd entrelazado siy solo si R > 1.

Ahora supongamos el caso de dos fermiones idénticos [23, 24], donde cada uno
pertenece a un espacio de Hilbert #,, de dimensién n. El espacio de Hilbert total es
A(H,, ® Hy) donde A denota la antisimetrizacion del espacio, un estado general |w)
viene dado por la Ec.(2.60),

lw) =Y wi;f1£110), (2.60)

0]

donde fj y ij corresponden a los operadores creacion de un fermion en los estados
|i) y |7) de una particula. Los coeficientes w;; son antisimétricos, es decir w;; = —wj;,
por lo tanto conforman una matriz compleja antisimétrica w de dimensién n x n.
Esta matriz cumple con la condiciéon de normalizacion,

Tr (wTw) — % (2.61)

Una transformacion unitaria del espacio de una sola particula, teniendo en cuenta
la Ec.(2.38), transforma los operadores fj = ZUji( f]’-)T a nuevos operadores
J

fermidnicos f; v ( fj‘)T. Mientras que las matrices de coeficientes w transforman
como,

w — UwUT (2.62)

donde U7 es la transpuesta de U.

Para toda matriz w compleja antisimétrica de dimensién n x n existe una transfor-
macién unitaria U tal que w’ = UwU? tiene entradas no nulas solo en los bloques
2 x 2 de la diagonal [24]. Esto es,

0
w' = diag[Z1, ..., Zr, Zo] con Zj, = [ zg] , (2.63)

donde z; > 0 con k € {1,..., R}, y Zy es la matriz nula de dimensién (n — 2R) X
(n—2R). Cada bloque 2 x 2, Zj, corresponde a un determinante de Slater elemental.
Estos determinantes de Slater son andlogos a los estados producto en sistemas
de particulas distinguibles. De este modo, cuando lo expresamos en esta base, el
estado |w) es una suma de determinantes de Slater donde cada estado posible,

2.3 Entrelazamiento
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correspondiente a la base de estados de una particula, ocurre a lo sumo en un solo
término. En términos matematicos siguiendo [26] lo que se tiene es

N\S

Zw () ng\O = Z (For—0) ()T 10) (2.64)

el numero de coeficientes no nulos z;, es decir el numero de determinantes de Slater
no nulos, se conoce como rango de Slater del estado |w).

Un estado puro de un sistema compuesto por dos fermiones idénticos se considera
separable (es decir, no entrelazado) si y solo si puede ser descripto como un tinico
determinante de Slater. Los estados puros de este tipo se dice que tienen rango de
Slater igual a 1.

2.4 Teoria de cobosones

En la naturaleza la mayoria de las particulas son particulas compuestas formadas
por dos o mas fermiones fundamentales, los 4tomos, las moléculas y los ntcleos son
ejemplos de ello. Asi mientras los procesos fisicos no revelen una estructura interna
podemos pensar una particula compuesta como un todo y tratarla aproximadamente
como un bosén (fermidn) si el nimero de particulas constituyentes es par (impar)

[8].

En este trabajo estudiamos bosones compuestos o cobosones, es decir sistemas con
un numero par de fermiones fundamentales. El grado de entrelazamiento entre los
fermiones constituyentes determina qué tanto se acerca el sistema a comportarse
como un bosén puro [8].

Supongamos dos fermiones de especies a y b, cada uno tiene asociado un espacio de
Hilbert en los cuales definimos una base |k,) y |ks). De forma tal que se tiene

ko) = af, [0), (2.65)
|ky) = b, 10). (2.66)

los estados |k, k) = a;rca bzb |0) forman una base del espacio producto y en conse-
cuencia cumplen la relacién de clausura:

I= " |ka k) (ka, kel (2.67)
ka,kp
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esto nos permite escribir un estado arbitrario |i) correspondiente al par de fermiones
(a,b) o cobosén como:

= Z ‘kavkb> <ka7kb‘i>a (2.68)
ka,kp

a su vez, utilizando el formalismo de la segunda cuantizaciéon , podemos asociar un
operador creacion c para el estado i) del cobosén?,

cf = 37 (ka, koli) af, b, . (2.69)
kﬂ.ykb

particularizando para la base posicién de cada fermién |r,, ;) se tiene?,

¢ —// (Ta, Tp|7) ra)‘llT(rb)dradrb, (2.70)

si el estado |i) corresponde al estado fundamental del cobosén y estamos en una
dimensién, tenemos que:

o / / drady®o (24, 25) Ul (24) U] (23). 2.71)

Siempre podemos expresar la funcién de onda del estado fundamental ®¢(z,, xp) en
la forma de la descomposiciéon de Schmidt [8, 27],

Do (24, xp) Z\/>¢ (z4q) qﬁ(b (zp), (2.72)

con lo cual podemos asociar operadores creacion para cada fermién de manera
analoga a la que hicimos en las Ecs.(2.43)-(2.44). De esta forma podemos escribir
un operador creacidn para el par,

Z Vg albh, (2.73)

2Utilizando la relacién de clausura obtenemos: |i) = Z (ka, kb|i) |ka, kp) =

ka,ky
> (K koli) af, b, [0) .

ka,kyp

3En el paso al continuo se tiene Z / / drqdry.

ka,kp

2.4 Teoria de cobosones
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donde los operadores dados por las Ecs.(2.74)-(2.75) corresponden a la creaciéon de
los fermiones de especie a y b respectivamente, en el n-ésimo modo de Schmidt,

d= [ deof? @) W), (2.74
bl = / Y da O (2) U} (). (2.75)

Teniendo en cuenta que los operadores dados por las Ecs.(2.74)-(2.75) son fer-
miodnicos, y por lo tanto cumplen las relaciones de conmutacién dadas por las
Ecs.(2.34)-(2.36), puede verse que el operador creacién para el par dado por la Ec.
(2.73) cumple la relaciéon de conmutacién [8],

[c, cT] —1-A, (2.76)

donde el operador A se define como

A= (afan +bbn) (2.77)
n
y representa una correccién teniendo en cuenta que el operador ¢ no es puramente
bosénico.

A partir del estado de un cobosén, en nuestro caso el estado fundamental, puede
construirse un estado para N cobosones de la siguiente forma,

~1/2 (C)N
IN) = xx Nici 10) . (2.78)

La Ec.(2.78) representa lo que se conoce como ansatz de cobosones. El factor y

corresponde a un factor de normalizacién tal que cumple (N|N) = 1 y para el caso
en que a y b son fermiones tiene una expresion dada por la Ec.(2.79) [8],

XN = N! > At Aps - Apy s (2.79)

PN>PN—1>...>P2>Pp1

para el caso N = 2 tenemos que la expresién dada por la Ec.(2.80)%.

42)\191/\1)2:Z)‘p1z)‘p2zlzz)‘m>\p2:z)\?+ Z Ap1Aps
P1 P2 i

P1P2 P1P2 P1#P2
N—— —— N——

1 1 P1=P2
2 Apq A
D gy M1 P2
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X2 =2 D Apdp, =13 A, (2.80)

p2>p1

De la Ec.(2.80) observamos que el factor y» coincide con la entropia lineal.

Este factor también nos da informacién de cudn bosénicos son los operadores cy ¢/,
escribiendo la ecuacion de cdmo actia el operador aniquilaciéon en un estado de N
pares

¢|N)=anVNI|N —1) + |en), (2.81)

donde ay es una constante y |ex) es un término de correccion ortogonal a [N — 1).
De la expresion dada por la Ec.(2.81) vemos que ¢ se comporta como un operador
bosdnico si se satisfacen las dos condiciones ay — 1y (en|en) — 0, luego de realizar
algunos célculos puede verse que [8],

an = xich , (2.82)
—1
(enlen) :1_NX>J<VN +(N—1)X>]<V;1. (2.83)
-1
XN+1

con lo cual se observa que en el limite — 1 emerge el comportamiento

L. XN
bosédnico.

2.4 Teoria de cobosones
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Modelo Trabajado

En este capitulo se introducira el modelo trabajado. Si bien el sistema se analizd
en una y dos dimensiones solo se resolvié en una dimension, ya que para mas
dimensiones el sistema puede ser desacoplado y reducir la solucién a la de una
dimensién, como se explica en la Seccién (3.1).

3.1 Un par de fermiones
El modelo trabajado, mostrado en la Fig.(3.1), consiste en un par de fermiones de

especies a y b, de misma masa m e igual w, interactuando armdénicamente en una
trampa armonica.

V(x)

Figura 3.1: Un par de fermiones en una trampa arménica, uno de especie a y otro de especie
b interactuando arménicamente.

El Hamiltoniano del sistema en dimension arbitraria viene dado por la Ec.(3.1), si
el signo es positivo (negativo) la interaccién es atractiva (repulsiva), donde A > 0
es el parametro de acoplamiento. Por otro lado, las coordenadas espaciales x1 y x2
corresponden a los fermiones de especie a y b respectivamente.

_ 1 2 2 Lo 2(.2 2 Lo 2
H = (P34 P) + smu? (2 +a3) + 201 — wal) 3.1)

Notando lo dicho al comienzo de la seccién para el caso en dos dimensiones!,

'E]l mismo procedimiento puede generalizarse para la dimensién que se requiera y con otras variables.
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(ley — @2])? = ([(z1,1) — (x2,92)])? (3.2)

= (21 — 22,51 — y2)|° (3.3)

= (21— 22)* + (11 — 12)°, (3.4)
con lo cual,

H=H,+H,. (3.5

Por lo tanto, la soluciéon del sistema vendra dada por una funcién de la forma,
®(z,y) = 2(x)2(y). (3.6)

3.2 Dos pares de fermiones

El mismo modelo pero esta vez para dos pares se muestra en la Fig.(3.2), con-
siste en dos pares indistinguibles de fermiones de especies a y b interactuando
armoénicamente.

V(x)

@ especie a
@ especie b

Figura 3.2: Dos pares indistinguibles de fermiones de especie a y b interactuando armdnica-
mente en una trampa.

El Hamiltoniano del sistema en dimension arbitraria viene dado por la Ec.(3.7). Las
coordenadas x; y z3 corresponden a los fermiones de especie a, mientras que las
coordenadas x5 y x4 corresponden a los fermiones de especie b.
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+ (|21 — @a])? + (|23 — 22|)?]

3.2 Dos pares de fermiones

3.7)
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Solucion exacta del sistema

En este capitulo se resolvera de manera exacta el problema para un par de fermiones,
mostrado en la Fig.(3.1). Primero lo haremos en una dimension donde se obtendra
la funcién de onda para el estado fundamental y su energia. Luego repetiremos el
procedimiento para el problema de dos pares, mostrado en la Fig.(3.2), en una y
dos dimensiones. De aca en adelante se utilizarén las unidades 4 = m = 1.

4.1 Un solo par de fermiones

El modelo que se resolverd en esta seccién consta de un par de fermiones de
especie a y b respectivamente, los cuales se encuentran en una trampa armonica e
interactian de manera armodnica y cuyo esquema esta representado en la Fig.(3.1).
El Hamiltoniano del sistema viene dado por la Ec.(4.1),

1( 0? 0? 1 1
H=_—-(—22 v -2 2 2 4+ = 2 _ 2. 1
5 (693% + 890%) + 2w (xl +x2) 2/\ (x1 — x2) “4.1)

Para resolver el sistema de manera exacta es conveniente introducir las coordenadas

1
r:\ﬁ(azl—xg)yR:\ﬁ

de masa respectivamente. En estas coordenadas el sistema queda desacoplado y

(x1 + x2), que llamaremos coordenadas relativa y centro

podemos reescribirlo de la siguiente manera,

1o 0 1ogoo 1/ 9 i) 2

Es decir que el Hamiltoniano pasa a ser el de dos osciladores arménicos desacoplados,
de frecuencias:

K1 :i= W, 4.3)

Ko = Vw? £ 2)\2, 4.4)

. . (o w
notamos que la frecuencia k5 para el caso repulsivo esta definida para A € {0, \/5} .

Por lo tanto, las soluciones al problema de autovalores H® = E® , son de la forma
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(I):

@%%M )<I>2il donde las expresiones para (I)T(gM )y ®r¢l vienen dadas por las
Ecs.(4.5) y (4.6),

5 > H,, (VckR), nrg=0,1,2,3,.., (4.5)
K2 i /€2’l“2
ne =\ r92n, (n,1)2 exXp | —

5 > H,, (\/kar), n, =0,1,2,3,.., (4.6)

donde la expresion H,,(x) corresponde al polinomio de Hermite de grado n [28].

Mientras que el espectro de energia tiene la forma de la Ec.(4.7),

1 1
Bunn, =s1 (0t 3) +ma (4 3) ey =023 @)

En particular el estado fundamental se corresponde al caso ngp = n, = 0 y viene
dado por la Ec.(4.8),

@ (ar,22) = o7 (R)@ (r) = (12

Y B <—Zl(fr1 - mz)z) exp (—R

f(m - m2)2> :
(4.8)

N

con energia,

By — /‘61+li2'
2

(4.9)
4.1.1 Un par de fermiones en dos dimensiones

El Hamiltoniano isotrépico para el problema de un par de fermiones en dos dimen-
siones viene dado por la Ec.(4.10),

2 2 2
0 0 1
H—‘;(axg*ayg)*z

1
( +@3) £ 53 (@1 — wal)”
Debido al desacoplamiento notado en la Seccién (3.1) tenemos que,

(4.10)

H=H,+ H,.

(4.11)
28
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Por lo tanto podemos resolver el problema de autovalores con la misma estrategia
del problema en una dimensidn, esto es utilizar las coordenadas relativa y centro de
masa, con lo cual la solucién nos queda,

b(z,y) = M) (Rm)@fii (TZ)(I)%%T)(RQJ)(I)ZZ (Ty)- (4.12)

MRy

En particular para el estado fundamental se tiene que ng, = n,, = ng, = n;, =0,

por lo tanto la expresién toma la forma,

R1K 1/2 K
Po(x, y) = (I;)GXP( -

=S+ a4 o+ )] = 2l - 2+ (- )]
(4.13)

notamos que el estado fundamental de un par en dos dimensiones es no degenerado.

4.2 Dos pares de fermiones

En esta seccion, se resolvera el modelo constituido por dos pares de fermiones, cuyo
esquema puede verse en la Fig.(3.2). El Hamiltoniano del sistema viene dado por la
Ec.(4.14),

1 0% 1 1
H=Y" ( 2907 2w2m?> :}:5)\2[(351 — 19)% 4 (x5 — 14)?

=1
+ (.1‘1 — x4)2 + (£U3 — $2)2]. 4.19)

El objetivo es desacoplar el sistema introduciendo nuevas coordenadas, esto se puede
llevar a cabo utilizando la teoria de modos normales [28, 29, 30].

Lo primero a realizar es la construccién de la matriz asociada a la energia potencial
del sistema, para ello reescribimos el Hamiltoniano dado por la Ec.(4.14) de la
siguiente manera,

4
Z +3 Z ziVijj, (4.15)

1,j=1

con lo cual la matriz asociada a la energia potencial nos queda:

K3 B0 B

_L|B8 K B0

V_2 0 5&%&’ (4.16)
B0 B K
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con (3 := +£A%

Diagonalizando la matriz, obtenemos:

k3 0 0 0

110 w3 0 0
D== , (4.17)

210 0 ¥ 0

0 0 0 &3

donde

k3 1= Vw2 £4)\2 (4.18)

. . L4 w
notamos que la frecuencia 3 para el caso repulsivo estd definida para \ € {0, 2] .

Como se observa tenemos un autovalor degenerado por lo que se debe ortogonalizar
utilizando, por ejemplo, Gram-Schmidt y obtenemos el conjunto de autovectores,

2 1 R }

i RN {\@(0’ 1,0, 1), (=1, 0,1, 0) (4.19)
KT — {;(—1, 1, -1, 1)}, (4.20)
K - {;(17 1, 1, 1)}, (4.21)

a partir de los cuales podemos inferir las coordenadas que desacoplan al sistema,

T4 — T2
R, = , 4.22
1 NG (4.22)
r3 — I1
Ry = , 4.23
2 73 (4.23)
Ry= 2T (4.24)
R4:x1+$2—;—$3+1’4, (4.25)
en estas coordenadas el Hamiltoniano del sistema pasa a ser,
1 n & L1 o po 2 2p2 . ,2p2
H = _5 ; aR% . 5 |:H2(R1 + Rz) + /‘/ile + /€3R4:| . (4.26)

Es decir, que nos queda un sistema de cuatro osciladores armdnicos desacoplados,
con lo cual la solucién en primera instancia vendra dada por,
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¥ = g, (B1)Png, (R2)¢ng, (R3)eng, (R4), (4.27)

donde,

P, (Ri) = <77')2> * e (_; (m-R?D Hyp, (VIiR),  (4.28)

2% (npg,!

coni = 1,2,3,4, m = n2 = ko, M3 = k1 Y N4 = k3. Mientras que el espectro de
energia viene dado por:

1 1
E”Rl MRy, MRy MRy ’{2(an +npg, + 1) + K1 (7133 + 2) + K3 <nR4 + 2> > (4.29)

coni=1,2,3,4yng, =0,1,2,....

Sin embargo, como se explico en la Seccion (2.1), las particulas de especie a y b son
fermiones idénticos, es decir, que los estados fisicos del sistema pertencen al espacio
de Hilbert H, ® H;, donde H, y H; denotan los espacios de Hilbert antisimétricos
de los fermiones a y b respectivamente. Por lo tanto, es necesario antisimetrizar la
funcién de onda, mas especificamente, debe cumplirse:

AaAph =, (4.30)

donde los operadores A, y A, se corresponden con la antisimetrizacién de los
fermiones a y b. En este caso como son dos particulas de cada especie, la forma de
los operadores sera:

1

Ay = i(H_P31)a (4.31)
1

Ay = 5(I- Pu), (4.32)

donde los operadores P31 y Py corresponden a cambiar los estados de los fermiones
a 'y b respectivamente. Para antisimetrizar la solucién dada por la Ec.(4.27) debemos
calcular A, Ay, utilizando las Ecs.(4.31)-(4.32) obtenemos la Ec.(4.33).

4.2 Dos pares de fermiones
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AaAquZ)

1 1
= 5= Pa) (L= Pi2)png, (B1)eng, (R2)¢ng, (B3)ong, (R4)

1
1= Pz = P+ P31 Pia)ong, (B1)Png, (R2)np, (Bs)pnp, (Ra)

(4.33)

Veamos ahora como acttia cada operador sobre el producto de estados, para eso

debemos analizar como cambian las coordenadas desacopladas cuando se aplican

las permutaciones.

= P3; corresponde a la permutacion de los fermiones de especie a y su efecto

sobre las coordenadas es el siguiente:

Ry
Ry
Rs

Ry

Ty — T2 P3 g T4 — T2
g R f— :R,
V2 N !
T3 —T1 P31 75 Tl — X3
= R = :—R’
V2 RV ’
:$2—$1;—$4—$3 Psq %2902—363;-334—961:1?3’
T1+ T2+ T3 +T4 Py 5 T3 T T2+ T1 ATy

Por lo tanto se tiene que,

P31(PnR1 (Rl)(PnRQ (R2)§0nR3 (RS)SOnR4 (R4)
= g, (B1)Png, (—R2)Png, (R3)Png, (Ra).

(4.38)

= Py corresponde a la permutacién de los fermiones de especie b y su efecto

sobre las coordenadas es el siguiente:

Ry =

R3

Ry

Por lo tanto el efecto del permutador P,, viene dado por la Ec.(4.43).

Ty — T2  Pyo = T2 — T4
— R, = =Ry,
2 1 NG 1
r3 — I1 Pyo —~ r3 — I
— R, = = Ry,
V2 ? V2 ?
:302—361-;1’4—333 Py E:$4—$1;$2—$3:R3’
T1+rota3+24 Py = X1+ T4+ T3+ 22
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(4.39)
(4.40)

(4.41)

(4.42)



Piopng, (B1)@ng, (R2)@ng, (13)¢ng, (1R4)
= Png, (—R1)np, (R2)Png, (R3)¢ng, (Ra)

(4.43)

De esta manera podemos escribir:

1
AaAyl = 2 0ng, (B1)Png, (B2)Pnp, (1) Png, (Ra)
1
= 1P, (CRU)ng, (B2)ong, (Bs)ong, (Ra)

1
= 3 Pnr, (B1)¢ng, (= R2)Png, (R3)ong, (Ra)

1
+ Z(anl <_R1)(PHR2 (_R2)¢HR3 <R3)90nR4 (R4)

(4.44)

Notamos que si pny, (—R1) = —¢n, (B1) Y @np, (—R2) = —@ny, (R2) entonces 1 es
autoestado del operador A, A;. Los polinomios de Hermite tienen paridad definida
[28] con lo cual basta tomar ng, = ng, = 1y ng, = ng, = 0, la eleccién de estos
numeros cudnticos representa el estado fundamental del sistema teniendo en cuenta
la indistinguibilidad de los fermiones. Por lo tanto, el estado tiene la forma:

i

Y1p = % (Klﬁgﬁ?))

1
X exp (—2 (52 (R} + R3) + raR3 + mRZ)) H (VR2Ri1) Hi (v/R2Rs)
(4.45)

con energia

(k1 + 53)'

5 (4.46)

EO,ex = 3Ko +

Si bien tenemos las expresiones exactas para el estado fundamental, una forma
de caracterizar al estado es a través de las correlaciones espaciales presentes en
el sistema [31]. Esto serd ttil al momento de comparar los resultados obtenidos
utilizando el ansatz para las soluciones del problema en el Capitulo (6).

La densidad conjunta para fermiones de diferentes especie para el caso atractivo, se
define en términos de segunda cuantizacion como:

Doy (,2") = (| U} (&) UF (2) W, (2) Wy (2") |) . (4.47)

Mientras que la densidad conjunta para dos fermiones de la misma especie se define
a través de la densidad conjunta,

4.2 Dos pares de fermiones
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Daa(z,2') = (| Ul (2") U] (2) Va(2)Wa(a’) [4), (4.48)

donde |1)) es un estado normalizado, dado que las funciones de onda con las que se
trabaja estan normalizadas. Las graficas (4.1)-(4.2)-(5.2)-(5.3) son proporcionales
por una constante a las densidades conjuntas (4.47)-(4.48). Notamos que se grafica
solo el caso atractivo de manera que el trabajo no se extienda tanto, pero en principio
es posible graficar ambos casos.

En los cuatro paneles de la Fig.(4.1) se observa una fuerte correlaciéon diagonal
a medida que aumentamos el pardmetro de interacciéon \. La densidad conjunta
Dz, 2') representa la probabilidad de encontrar un fermién de especie a y b en
las posiciones z y 2’ respectivamente (o viceversa por la simetria del problema),
de manera que al aumentar la interaccion las gréficas nos indican que hay mayor
probabilidad de encontrar a las particulas en z = 2/, es decir, que los fermiones a y b
forman pares fuertemente ligados.

En la Fig.(4.2) ilustramos las correlaciones espaciales entre dos fermiones de la
misma especie a través de la densidad conjunta, para diferentes valores del parametro
de interaccién A en el caso atractivo. Las graficas (4.2) muestran claramente la
presencia del principio de exclusidn de Pauli, en los cuatro paneles la densidad es cero
en la diagonal. Dos fermiones idénticos tienen mas probabilidades de encontrarse
separados el uno del otro a una distancia que estard determinada por la escala
espacial de la trampa armonica y como se observa cambia para los diferentes valores
de A. Una posible explicacién de este comportamiento es que debido al acoplamiento
entre fermiones de distinta especie cuando se aumenta la interaccién los fermiones
de misma especie se acercan cada vez mas.

4.2.1 Dos pares de fermiones en dos dimensiones

Para comprender mejor el problema y motivados por los resultados de [32], se
estudio el problema exacto en dos dimensiones.

El Hamiltoniano a resolver esta dado por la Ec.(3.7) teniendo en cuenta que & =
(z,y), el desacoplamiento de las dimensiones mencionado en la Seccién (3) y
utilizando las coordenadas (4.22-4.25) que desacoplan al problema unidimensional
la forma del Hamiltoniano se reduce a la dada por la Ec.(4.49),

1
+5 [ (IR +1Ro?) + R RsP + W3R
(4.49)

1
H=-33

=1

52
[aRix " oRz,
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xr xr
(a) Pardmetro de interaccion A = 1. (b) Pardmetro de interaccién A = 5.
3R 3R
1.0
2t 2t
N 0.8 N
~ of 0.6 ~ of
-1t 0.4 -1t
-2 0.2 -2
-3k 0 -3k
-3 -3
xr xr
(c) Pardmetro de interacciéon A = 50. (d) Parametro de interaccién A = 100.

Figura 4.1: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie correspondientes a la
solucion exacta del sistema, para distintos valores del pardmetro de interaccion
A en el caso atractivo con w = 1.

Como consecuencia, el espectro de energia vendrd dado por la Ec.(4.29), pero con
la importante diferencia de que los ntimeros cudnticos principales serdn de la forma
nR, = Ng,, + ng,,- Esto nos indica que hay una degeneracion presente y que H no
constituye un C.C.0.C!, volveremos sobre este punto en un momento.

Dada la forma del Hamiltoniano la solucién del problema tendra una estructura
dada por la Ec.(4.50) donde las soluciones en una dimensién son las dadas por la
Ec?.(4.27),

¢(R17 R27 R3, R4) = ¢(R1,:p> R2,:E7 R3,xa R4,x)w(R1,ya R2,y7 R3,y7 R4,y)- (450)

!Conjunto Completo de Observables Compatibles.

*Teniendo en cuenta la coordenada cartesiana que corresponda, Por ejemplo R; , =

Ry y = i &

V2

4.2 Dos pares de fermiones
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xr xr
(a) Pardmetro de interaccion \ = 1. (b) Pardmetro de interaccién A = 5.
3F 3F
1.0
2t 2t
N 0.8 N
~ O} 0.6 ~  of
—1H 0.4 —1H
-2 0.2 -2
-3k 0 -3
xr xr
(c) Pardmetro de interaccién A = 15. (d) Pardmetro de interaccién A = 30.

Figura 4.2: Correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie correspondientes a
la solucion exacta, para distintos valores del parametro de interaccién \ en el
caso atractivo con w = 1.

Teniendo en cuenta la indistinguibilidad debemos antisimetrizar la solucién, es decir,
calcular A, Ay (R1, R2, R3, R4), en este caso las permutaciones vienen dadas por
las Ecs.(4.51)-(4.52).

Piopng, (B1)@ng, (R2)¢ng, (Rs)pn,, (Ra)
= SOan (_Rl,:m _Rl,y)SOnR2 (RQ,:m RQ,y) (4.51)

X Pnr, (R3,;r7 R3,y)‘PnR4 (R4,$7 R47y)

)

= Sanl (_Rl)SOTZRQ (RQ)(,OnRS (RS)SOnR4 <R4

P1png, (B1)@ng, (R2)@ng, (R3)ong, (Ra)
= g, (B2, R1y)eng, (—Roe, —Ray) (4.52)
X¢”R3 (R37177 R3,y)30nR4 (R4,a:7 R4,y)
)

— (anl (Rl)('lan2 (_RQ)(anS (R3)SOTLR4 (R4
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Por lo tanto, de la antisimetrizacion se obtiene la Ec.(4.53),

1
Aady) = Abnn, (B1)¢ng, (R2) = np, (—R1)ong, (R2) = ¢np, (R1)Png, (—R2)

+ Ong, (—R1)Png, (= R2) }ong, (R3)ony, (Ra).
(4.53)

Por lo tanto, el estado |¢) es antisimétrico si ng, y ng, son impares. Andlogamente
al caso unidimensional el estado fundamental se corresponde con los valores ngr, =
ngr, = 1y ng, = ngr, = 0 con lo cual las soluciones serdn de la forma,

Y(R1, Ra, R3, R4) = p1(R1)p1(R2)po(R3)po(Ry). (4.54)

Ademas de la indistinguibilidad de los fermiones agregar una dimensién extra al
problema es también agregar una simetria extra como se noto al principio de la
seccion, reescribiendo el Hamiltoniano se tiene H = Hg, + Hg, + Hr, + Hg, donde
cada termino corresponde a un oscilador armoénico bidimensional en la coordenada
R, cada uno con su frecuencia correspondiente. Es claro entonces que el problema
presenta la degeneracion propia de un oscilador arménico bidimensional isotrépico,
por esta razén para determinar univocamente a los estados debemos agregar uno o
mas observables de forma tal que obtengamos un C.C.O.C.

Para la construccion de nuestro C.C.O.C utilizamos el modelo de Schwinger, el cual
puede consultarse en el Apéndice (A), por cada oscilador puedo asociar un operador
momento angular, es decir R; — J; .. Tenemos entonces que para los osciladores 3
y 4 se cumple ng, = ng, = 0 lo cual implica j3 = j4 = 0y m3 = m4 = 0, entonces
puedo reducir el problema a la suma de dos momentos angulares correspondientes
a los osciladores 1y 2.

Para estos osciladores se tiene que ng, = ng, = 1 lo cual por la Ec.(A.25) implica
que j; = jo = 1/2, luego de la suma de momentos angulares sabemos que,

1/201/2=1a0, (4.55)

con lo cual los estados son,
11,1) =11/2,1/2),

Triplete: < [1,0) = % (|1/2,-1/2) +|-1/2,1/2)), (4.56)
|17 _1> = |_1/27 _1/2> )

4.2 Dos pares de fermiones
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S

Singlete:  |0,0) =
V2

(11/2,-1/2) = |-1/2,1/2)). (4.57)

Veamos la representacién de estos estados en términos de operadores creacién y
aniquilacién, por ejemplo los del triplete, en particular el estado |1, 0). Utilizando la
Ec.(A.26) y que n = 1 = n4 + n_ obtenemos:

1 n+ —ni— n1+—(1—n1+) 2n1+—1
P — ) ) — ) 3 — ) .58
ecuacion de la cual inferimos que n; y = 1y ny— = 0. De la misma manera para mo
se tiene que,
1 2094 —1
= - =2+ - 5
mo 9 9 5 (4 9)
. 1 1
de lo cual deducimos que ny = 0y ny— = 1. El caso m; = —3 Yy mo = 3 es
andlogo, se tiene entonces:
|1/2, —1/2> = ‘TL17+ = 1,711,, = 0, 7”L2’+ = O,TLQ’, = 1> = CL11-,+CL£7_ |g0070> 5 (460)
|—1/2, 1/2> = ‘nl’Jr = 0,7117, = 1, ng + = 1, ng — = 0> = al_agﬂr |g0()’()> . (461)

a1,4+02,- = 75 (“Lm ™ wl,y) 7 (“zx - wzy)
1” V2 (4.62)
= 5 (ai,zag,x - ia]i,ma;,y + iaJ{,ya;z + aJ{,ya;,y) )
y
Pt [ BN SO
a4 = 75 (al,x - ml,y) 7 (au + m2,y>
I@ V2 (4.63)
= 5 (aJ{,xa;z + iaJ{,xa;y z'aiya; T + ali ya‘; y)
Reescribiendo se obtiene,
1
|1,0) = ﬁ (alxag’z + a;ya;y> lv00) , (4.64)
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notemos que a este estado falta multiplicarlo por las soluciones n3 = ngy = 0,
finalmente obtenemos,

1
Y10y (R, R2, R3, Ry) = 7 {4/71(R1,z)900(R1,y)<P1(Rz,x)wo(RQ,y)

Fonl 1) (B0 Ra)r(Ray) oo Ba)ioo(Ra)
(4.65)

Este procedimiento se repitié con los estados restantes, obteniendo las Ecs.(4.66)-
(4.67)-(4.68).

1
Yi0,0)(R1, R2, R3, Rq) = \/5{SDO(Rl,x)@l(Rl,y)SOl(Rz,x)GOO(Rz,y)

—801(Rl,w)wo(Rl,y)soo(Rz,x)sOl(R2,y)}@0(R3)¢0(R4)
(4.66)

1
Y1) (R, Re, R3, Ra) = {2 (@1(Rl,z)wo(RLy)@l(R2,x)900(R2,y)

- SOO(Rl,x)(Pl(Rl,y)SOO(RQ,r)Spl(RZy))
+ 5 (B0l Ro)r(Bay)

+nlBr)er (RugJon (Ras)o(Fay) ) oo Raeo(a)
(4.67)

DN | —

Yp,—1)(R1, Rz, R3, Ry) = { (801(Rl,x)SOO(RI,y)SDl(R2,x)¢0(R2,y)

~ ool Br)r (B po(Roa)r (Ray)

(sm<R1,z>soo<RLy>soo<Rz,xm<R2,y>

N | .

+ soou%l,xm<R1,y>m<R2,w>soo<R2,y>)}wo<R3>eoo<R4>
(4.68)

Ahora notemos también que otra eleccidon posible de observables, para formar
el C.C.0.C, pueden ser los Hamiltonianos Hg, , y Hg,, con lo cual los estados

4.2 Dos pares de fermiones
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vendran determinados por los nimeros cudnticos ng, , y ng, ,, teniendo en cuenta
la indistinguibilidad las soluciones vendran dadas por las Ecs.(4.69)-(4.72),

) (R1z)e1(R1y)eo(Roz)e1(Ray)eo(Rs)po(Ra),  (4.69)
) (R1z)e1(Ray)e1(Roz)eo(Ray)eo(Rs)po(Ra),  (4.70)
Y3(R1, R, R3, Ry) = @1(R1,2)p0(R1,y)po(R2z)e1(Ray)eo(R3)po(Ry), (4.71)
) (Riz)e0(Riy)e1(Raz)eo(Ray)eo(Rs)po(Ry).  (4.72)

En particular notemos que por el principio de superposicién, sumando las soluciones
1 Y Y4, ¥ luego normalizando, recuperamos la soluciéon dada por la Ec.(4.65).
Otra propiedad interesante de las soluciones (4.69)-(4.72) es que tienen paridad
definida ante reflexiones en los ejes x e y. Definiendo la reflexién en el eje x por el
operador I, f(z,y) = f(—x,y), se tiene:

I = @o(— R 2)p1(Ray)po(—Roz) w1 (Rey)eo(Rs)po(Ra) = 1, (4.73)
9 = @o(—R1z)e1(R1y)e1(—Raz)wo(Ray)po(R3)po(Rs) = —1p2,  (4.74)
Mytp3 = p1(—Riz)po(R1y)po(—Rew)p1(Ray)po(Rs)po(Ra) = =93, (4.75)
14 = @1(=Riz)po(Riy)e1(—Raz)po(Ray)po(Rs)po(Ra) = 4. (4.76)

Andlogamente definiendo la reflexién en el eje y por el operador II, f(x,y) =
f(x,—y), obtenemos,

yh1 = po(R12)p1(—Riy)eo(R2,2)e1(—Ray)po(Rs)po(Ra) = 1, (4.77)
12 = po(R12)p1(—Riy)p1(Raz)po(—Ray)po(R3)po(Ra) = —tp2,  (4.78)
Iyvs = ¢1(R1a)po(—Riy)po(R2,z)e1(—Ray)eo(R3)eo(Ra) = =3, (4.79)
II,Y4 = @1(Riz)po(—Riy)e1(Rez)po(—Ra,y)po(Rs)po(Ra) = 4. (4.80)

Por lo que podemos ver que las soluciones 2 y ¥3 son impares mientras que las
soluciones 11 y 14 son pares ante reflexiones. Dicho de otra forma las soluciones
12 y 13 son autoestados de los operadores II, , con autovalor —1 mientras que las
soluciones 1)1 y 14 son autoestados de los operadores II,, ,, con autovalor +1.

De la misma manera podemos observar que el estado 1 o) tiene autovalor +1
mientras que el estado 9|y o) tiene autovalor —1. Por otro lado los estados 1y 1y y
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t1,—1) no presentan paridad definida ante reflexiones en los ejes z e y, en otras
palabras no son autoestados de los operadores 11, ,,.

Como tltima observaciéon podemos notar que la solucion 1, o) es invariante ante
rotaciones alrededor del eje z en un dngulo 7, para ver esto simplemente notamos
que ante esta rotacion se obtiene R, — R, y R, — —R,. Por lo tanto la solucion
cumple una condicién necesaria de isotropia.

4.2 Dos pares de fermiones
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Solucidon con el ansatz de
cobosones

En este capitulo se resolvera el problema para un par de fermiones de distinta especie
utilizando el ansatz de cobosones en una dimension, se obtendra la funcién de onda
para el estado fundamental y su energia para el problema de dos pares. Por ultimo
se resolverd el problema para dos dimensiones.

En la Seccion (2.4) se mostré que para utilizar el ansatz debemos elegir un estado y
a partir del mismo definir un operador creacion. El estado a estudiar es el estado
fundamental, cuya solucion unidimensional viene dada por la Ec.(4.8) con lo cual en
una primera instancia podriamos definir el operador creacién para una dimension,
pero debido al desacoplamiento en las dimensiones antes sefialado es posible cons-
truir el operador creacién para el estado fundamental de un cobosén en la dimensién
que se requiera.

Comenzando con el operador creacién de un par dado por,

CJr = /d3:c1d3m2<130(:c1,:132)‘1!2(:81)‘112(932). (5.1)

Tenemos que para un sistema de dos cobosones constituido por dos fermiones de
especie a y b, el operador creacion viene dado por,

2
(CT) :/d3$1d3$2d33§3d3m4@0(3’31,:382)(1)()(21}3,£L'4)\I’l(:lfl)‘1’3;(:133)\112(:132)\112(334).

(5.2)
El ansatz nos dice que el estado del sistema es,
1 2
2) = f 5.3
2) = 5= (<) 10). (5.3)
proyectando en la base posicién, luego de algunas cuentas obtenemos:
1
(x]2) = m(q’o(mlwa)‘I}O(fEB,JM) — ®o(x1, 4)Po(x3, 2)). (5.4)
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De acéa en adelante definimos:

q)AN(mla $2,$3,$4) = <m|2> ) (55)
Oy (T, @2, T3, @4) 1= Po(w1, T2) Po (w3, T4), (5.6)
% v (1, T2, T3, T4) 1= Po(1, 1) Do (3, T2), (5.7)

de manera que la solucién dada por el ansatz la reescribimos,

1
O un(T1, T2, T3, T4) = N (‘I)iw(iﬁl,mmm:z,m) - ¢?4N(m1,5027583,334)) . (5.8)

5.1 Ansatz en una dimensidn

En las secciones anteriores se obtuvo la solucién del estado fundamental para un
par dada por la Ec.(4.8) para el caso unidimensional, con lo cual resta calcular y».

Para ello calculamos la descomposiciéon de Schmidt del estado fundamental, siguien-
do la misma estrategia que [33] utilizamos la férmula de Mehler,

i (1 - 22)% (;)nexp (_ 2) H,(u) exp (—“5) H,(v)

u
n=0 2
(u? +v2) 1+ 22 N 2z
=exp | — uv
P 2 1-22 "o 2)

(5.9

lo que queremos es reescribir la Ec.(4.8) de forma tal que coincida con el lado
derecho de la Ec.(5.9), para ello introducimos una variable «,

/12 (x% —2z129 + m%)

4
__(Fr h2 fi_ k2
= <4+4>($1+x2> 2<4 4>:L‘1x2
) (23 +23) — 2 (i — i) w12

(k1 +
(u? +v?) <1+22>+ a2z
— a
2

(z1 —x2)% = (l‘l + 2x129 + 1:2)
1

1— 22 e
(5.10)

con k1 = % Y Ko = @, de forma tal que debemos resolver el siguiente sistema de
ecuaciones dado por las Ecs.(5.11)-(5.12).
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(N+N) a (1422
K ko) =— | ——=
A A

(5.11)
— az
(K/]_ — K/Q) = —1_722 (5.12)
Dividiendo las Ecs. (5.11)-(5.12) nos queda la ecuacién de segundo orden
2yoLER) (5.13)
K1 — K2)
cuyas soluciones son
1
2y = ———— ( (K1 + K2) = 2V K1K2 ) (5.14)
(K1 — K2)
queddndonos con la solucion z,, la reescribimos

_ (va-vA)
T (VA VR)

(5.15)
reemplazando este valor en la Ec.(5.12) obtenemos «
o=\ Kik3.

(5.16)
Por lo tanto, utilizando la Ec.(5.9) y reescribiendo la Ec.(4.8) obtenemos la descom-
posicién de Schmidt,

N

S (1-2)* (5) e (<5 (ot ) ) o (Vam) i (v

(5.17)
i 1 . n 1
Ahora notemos que si ¢ = 23 entonces (1 - z+) T2 =(1-9z2&z = ((1 -2,
por lo que podemos escribir el estado
H,llig i > 1 (\/>'T1) (\/>$2)
Qo(71,22) = N niz:o )2 exp <— (371+55§>) on
(5.18)

5.1 Ansatz en una dimension
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donde ¢ € [0, 1]. Comparando las Ecs.(5.18)-(2.72) deducimos que la distribucién
de coeficientes de Schmidt es \,, = (1 — £)¢", n = 0,1,2, ..., reemplazando en la
Ec.(2.79) puede verse [8] que para N particulas la expresidn para y y es,

N!gN(N_l)/Q(l _ g)N

= ) (5.19)
A9 -e).1-¢Y)
particularizando para el caso NV = 2 tenemos que:
28
= 5.20
X2 =g (5.20)

. . W
reemplazando por el valor de £ y teniendo en cuenta las definicionesde k1 = — y

4
WV w?£2)2 ) .,
Ko = — obtenemos el factor x, en una dimensién denotado como x2 1p,
Vi (w? £ 2)%)
w(w 4
X21p =1—2 ) (5.21)
w+ Vw? £2)2
0 en términos de k1 y Ko,
2./
X2,1p =1 — A (5.22)

K1+ Ko

En las Fig.(5.1) podemos ver el factor x» en funcion del parametro de acople \ para
los casos atractivo y repulsivo. Recordemos que x» ademas de ser el coeficiente de
normalizacién del estado de un cobosdn, representa el entrelazamiento del estado de
un par ab. Se observa que el entrelazamiento crece con el parametro de interaccién A,
en particular para la Fig.(5.1a) teniendo en cuenta la Ec.(5.21) vemos que si A — oo
entonces x2,;p — 1 mientras que si A — 0 entonces x21p — 0y por lo tanto el
estado es separable. Por otro lado para la Fig.(5.1b) observamos un comportamiento
analogo con la particularidad de que ) solo esta definido en el intervalo [0, 1/ \/ﬂ

Para construir la expresién propuesta por el ansatz escribimos las funciones de onda
en una dimension, dadas por las Ecs.(5.23-5.24).

(r1k2)3
T

Yy 1p(a1, w2, 23, 24) =

exp(—jl [/@1{(331 + 29)? + (23 + m4)2} (5.23)

+ rof(z1 — 22)* + (23 — x4)2}D
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0.0
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(a) Caso atractivo.

1.0
0.8}
~ 0.6}
>

0.4t

0.2¢

0.0
0.0

0.3 0.4 0.6 0.7

A

0.1 0.2 0.5

(b) Caso repulsivo.

Figura 5.1: Factor de normalizacion x» en funcién del pardmetro de interaccién A en ambos
casos con w = 1, atractivo y repulsivo, para el sistema en una dimension.

(kik2)?
v

exp<1 [“1{(1‘1 +24)% + (w3 + 12)%}

% N 1p (w1, 22, 73, 24) =

1 (5.24)

+ /12{(1’1 — a;4)2 + (563 — x2)2}}>

Utilizando las coordenadas desacopladas (4.22)-(4.25), la Ec.(5.8) y luego de algu-
nas cuentas es posible escribir la soluciéon del ansatz en una dimension en la forma
de la Ec.(5.25).

5.1 Ansatz en una dimension
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1
1 (2Kk1Kk9\?
(DAN(x17x27x37x4) == — X
™ \ X2,1D

exp(—%[(m + ko) ((954 —29)? + (23 — x1)2) + ro((z2 + x4) — (z3 4+ 21))*+

(g — w2 (w3 — 901))

K
k1(xy + 2o + 23 + .CC4)2]) sinh ( 2
(5.25)

En la Fig.(5.2), de manera anéloga al caso exacto, se graficaron las densidades de
probabilidad conjunta para el caso atractivo y distintos valores del pardmetro de
acople \.

De manera andloga a la realizada en el Capitulo (4) podemos caracterizar a la
solucion del ansatz a través de las correlaciones espaciales presentes en el sistema.
La Fig.(5.2) muestra las las correlaciones espaciales para fermiones de diferentes
especie para el caso atractivo, podemos observar que a medida que la interaccion
crece la probabilidad de que los pares a y b formen un par ligado aumenta.

Por otro lado, en la Fig.(5.3) ilustramos las correlaciones espaciales entre dos
fermiones de la misma especie a través de la densidad conjunta para el caso atractivo,
definida por la Ec.(4.48). Las graficas (4.2) muestran claramente la presencia del
principio de exclusién de Pauli, en los cuatro paneles la densidad es cero en la
diagonal.

5.2 Ansatz en dos dimensiones

Al aumentar una dimension el andlisis previo para determinar el factor yo deja
de ser valido, la descomposicion de Schmidt que encontramos fue para el caso
unidimensional. Para calcularlo puede recurrirse a una forma alternativa, como se
seflald en el marco tedrico se tiene,

x2=1-"P, (5.26)

donde la pureza tiene la expresion [34],

P = /d2$1d2$2d2$3d2$4@0($1,$2)<I>0(£B2,183)(1)0(333,134)(1)0(:31,%4), (527)

teniendo en cuenta el desacoplamiento que se notd anteriormente, es decir ®¢(x1, 2)
Do (1, 22)Po(y1,y2), la solucion del ansatz serd simplemente un producto de la solu-
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(a) Pardmetro de interaccion A = 1.

3 T

(c) Pardmetro de interacciéon A = 50.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0
x
(b) Pardmetro de interaccién A = 5.
3 w3
1.0
2F
N 0.8
~ of 0.6
—1F 0.4
-2 0.2
-3k 0

(d) Parametro de interaccién A = 100.

Figura 5.2: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie correspondientes al

ansatz de cobosones, para distintos valores del parametro de interaccién A en el
caso atractivo con w = 1.

cion unidimensional en las variables x e y. Mientras que el cdlculo de la pureza se

reduce a:

2
P = (/ d$1d.712d$3d$4(1)0($1,.%2)‘1’0(1’2,.%'3)(130(:E3,$4)‘I’0(x1,.7}4)) . (5.28)

La integral nos da el resultado:

A2+ Hl(lil + Hz)

(5.29)

Por lo que obtenemos el factor x2 en dos dimensiones denotado por x»2p,

A2 + %1(/‘%1 + KQ) — 2K1K2

(5.30)

A2 + Kki(K1 + K2)
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(a) Pardmetro de interaccion \ = 1.

3F
1.0
2F

1t 0.8
~  of 0.6
—1H 0.4
—2of 0.2

3L 0

(c) Pardmetro de interaccién A = 15.

(b) Pardmetro de interaccién A = 5.

3 T

(d) Pardmetro de interaccién A = 30.

Figura 5.3: Correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie correspondientes
al ansatz de cobosones, para distintos valores del parametro de interacciéon A en

el caso atractivo con w = 1.

Teniendo en cuenta la expresion general (5.8), de manera andloga al caso unidimen-

sional, notamos que:

CI)}ANQD(QUI’ T2, T3, T4) = ‘I’,laxN,lD(xl:3«"273037954)@’,14]\/,11:)@1, Y2, Y3, Y4),

q)‘iN’QD(wla 2, I3, 21}4) = ®?4N71D(w17 x2,xs3, $4)(p,24N71D(y17 Y2,Ys, y4)7

(5.31)
(5.32)

por lo tanto, con esto ya queda definida la solucién en dos dimensiones a la cual

denotamos como ¢ 4 2p. Es importante notar que la solucion en dos dimensiones

de un par en su estado fundamental es no degenerada.

En la Fig.(5.4) podemos ver el factor xo en una y dos dimensiones, en funcién del

parametro de acople \ para los casos atractivo y repulsivo. De manera andloga al

caso unidimensional, para el caso bidimensional se observa que el entrelazamiento
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crece con el parametro de interaccién A, en particular para la Fig.(5.4a) teniendo en

cuenta la Ec.(5.30) vemos que si A — oo entonces x2 2p — 1 mientras que si A — 0

entonces x22p — 0y por lo tanto el estado es separable. Ademés observamos que el

entrelazamiento del par ab en dos dimensiones es mayor que en una dimensioén, lo

cual es razonable debido a que tenemos mas grados de libertad.

1.0
0.8}
~ 0.6f
>

0.4}

0.2f

0.0

0

(a) Caso atractivo.

20 30 40 50

1.0
0.8}
~ 0.6}
=<

0.4t

0.2¢

0.0

0.0

(b) Caso repulsivo.

0.2 03 04 05 0.6 0.7
A

Figura 5.4: Factor de normalizacion x» en funcién del parametro de interaccién A en ambos
casos con w = 1, atractivo y repulsivo, para el sistema en una y dos dimensiones.

5.2 Ansatz en dos dimensiones
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5.3 Calculo de la energia

En esta seccion calculamos la energia del estado fundamental para el Hamiltoniano
exacto en una dimensién dado por la Ec.(4.14) utilizando el ansatz de cobosones,
lo que se célculo fue el valor de expectacién (®n1p| H |Pan,1p). Por una cues-
tién practica solo por esta seccién denotaremos ® 4 a ®4n,1p, para el cdlculo
comenzamos reescribiendo la expresion del Hamiltoniano como:

1 1
H = Hys+ Hyy &+ ~N2(21 — x24)% £ =N (23 — 29)°
12 30 5 (21 1) 5 (x3 2) (5.33)

= Hyo + H3zs + V14 + V3o,

donde Hi2 y H34 son los Hamiltonianos dados por la Ec.(3.1) para los pares x1,

T2 V T3, T4 respectivamente, ademds denotamos V4 := j:§A2(a:1 — :U4)2 y Vo =

1 . . .,
i§A2(az3 - :c2)2 como los potenciales de interaccidon para los pares x1, x4y =3, T2
respectivamente.

Luego el valor de expectacion vendra dado por:

(Pan| H |Pan) = (Pan| Hi2 |Pan) + (Pan| H34 |Pan)
(1) (2)
+ (Pan| Via + Va2 [Pan) .
(3)

(5.34)

Calculando cada término por separado:

1.
1
(@an| o [®av) = 5~ { ((@hn] = (@hy]) Hiz (1hn) — 1950)) |
1
= 55 {(@nl = (@n1) (Bo [®hy) — Hiz|9%y)) |
1
= 5, 10— Bo (®anl®hy) — Fo (Phy|®hn) + @iy Hizl®in) |
Ey 1
= S {1 2@ @) |+ 5 — (PhnHl®hy),
2 X2 (5.35)
2.

Ey 2 1 1 2 2
) Hsy |® = —11-2(® P + — (P Hs4|®
< AN| 34| AN> 2X2{ < AN| AN>} 2X2< AN| 34| AN>(>5 )
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(PAN|Via + V3o [P an)

1
= 55 {(@anl Via + Vaa [®ly) = 2(@%y| Vi + Viz [ D)}
L a2 2
+ Tra (Pan| Via + Va2 [Pop) -
(5.37)
Notando que:
Hio + Hsq + Via + Vaa = Hig + H3a + Vig + Vag, (5.38)
se obtiene,
(P4n| Hiz + Hay + Vig + Vaz |94 ) = 2Eg + (P x| Viz + Vaa |[®5y),  (5.39)
y reuniendo estos resultados obtenemos,
1 2 15l 2 2
(@an|HI®a) = 5 {4F) — 4Fo (¥%y|@hy) + (Phy|Viz + Vaa | Phv) |
- (5.40)
+ 515 (®hl (Vi + Vo) {[@y) —21@5) |

Utilizando las Ecs.(5.26)-(5.27) notamos que P = (&% |®4 ) = 1 — x2, de esta
forma la Ec.(5.40) nos queda:

(Pan|H [PaN)
1
=260 + 5~ { (@] Vi + Vaa [ @) + (@] (Via + Vi) { @) = 2(@%w) }}

(5.41)

Ahora teniendo en cuenta que Py [0 y) = — [¢4n) ¥ PLIQ(V12+V34)P42 = (Via+V32),

podemos reescribir la Ec.(5.41) como,

(Pan|H [PaN)

(5.42)

1
=2F, + - (@Y v | (Vig + V32) {‘@}4N> - ’(1)124N>} :
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Finalmente por la simetria del problema tenemos (® | Vi4 {|<I>h N — P4 N)} =

(®h N | Va2 {]@h N — |94 N)} ya que la interaccién entre fermiones distintos de pares
distintos es la misma, por lo tanto, concluimos que:

2

(Pan| H |Pan) =2E) + E

(®hn| Via {‘¢}4N> - |<I’,24N>} ~ (5.43)

En la Seccion (6.2) se muestra el valor de expectacion calculado en términos del
pardmetro de interaccién \.
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Comparacion de soluciones

En este capitulo se comparan los resultados obtenidos de manera exacta y con el
formalismo de cobosones.

6.1 Fidelidades

Una forma de cuantificar qué tan parecidos son dos estados es por medio de la
fidelidad F, de manera general para dos estados |f) y |¢g) normalizados definimos la
fidelidad como:

F=1(/lg) (6.1)

En nuestro caso nos interesa ver qué tan parecida es la solucién del ansatz respecto
a la solucién exacta en una y dos dimensiones, es decir que debemos calcular,

2
F = (/d2m1d2m2d2m3d2m4¢AN(m1,wg,mg,m4)¢(m1,m2,m3,m4)> , (6.2)

donde ® 4 y v se representardn segtin su dimensién correspondiente.

Comenzando con el caso en una dimensién, para calcular la integral lo que se
hizo fue cambiar al sistema desacoplado, de las coordenadas dadas por las Ecs.
(4.22)-(4.25) despejamos 1, T2, x3 ¥ 4. Por lo tanto, las soluciones dadas por las
Ecs.(5.23)-(5.24) se reescriben,

1/2 1
Bl (R, o, R R0) = "2 e (1 [+ ) (B2 + )
4 (6.3)
+2(KJ1 — Hg)RlRQ + 2I€QR§ + QKlRi])
y
2 _ ("51"02)1/2 <1 2 2
W (Br,Fo, By Re) = = — e (—g[m ) BEHRD)

—2(/{1 — HQ)RlRQ + 2H2R§ + 2H1Rﬂ) .

Entonces la solucién del ansatz nos queda,



®aN,1D(R1, Ro, R3, Ry) =

1
1 [ 2Kk1k9 \ 2 1 2 2 2 2 ) . ((Hz—/ﬁ) )
: 1 ) , ) |
T <X271D> exp ( 4 [(/‘il + /€2) (Rl + Rg) + H2R3 + I€1R4} sin 5 RiRy
(6.5)

Teniendo en cuenta la expresién de la solucion exacta dada por la Ec.(4.45) y que el
determinante de la matriz Jacobiana correspondiente al cambio de coordenadas es
1, calculamos la fidelidad:

2
F= < / deddeRng@AN,w(Rl,Rz,Rg,R4>w1D(R1,Rz,Rg,R4>) . (6.6)

El procedimiento para dos dimensiones es el mismo, teniendo en cuenta el desacople
en las dimensiones que ya hemos utilizado en los capitulos anteriores. Utilizando las
coordenadas (4.22)-(4.25) para las Ecs.(5.31)-(5.32) obtenemos,

O n2p(R1, Ry, R3, Ry)

V2 Kik 1
= V3 xp (= [ o) (IR + [ Raf?) + 26l Raf? + 201 R ] )
™™ X2,2D 4

sinh ((Kz ; m) (RizR20 + R1,yR2,y)> .

6.7)

Los resultados se muestran en la Fig.(6.1), la curva sélida de color verde se co-
rresponde con | (P an,1p|Y1D) |2, la curva sélida de color rojo se corresponde con
| <¢AN,2DW|1,0>) |2, la curva a trazos de color azul se corresponde con | (Pan2p|¥1) 12,
la curva sélida de color naranja se corresponde con | (® 4 2p|14) |2, €l resto de las
soluciones exactas obtenidas dieron una fidelidad nula. El ansatz no logra reproducir
la degeneracion del problema para dos pares en dos dimensiones, ya que solo nos
brinda una solucién, dicho de otra forma no muestra la verdadera dimension del
espacio de soluciones.

Notamos que la solucién provista por el ansatz en dos dimensiones, ® 4n2p, €s
isotrépica’ y por lo tanto tiene paridad definidad ante reflexiones en los ejes z e
y, es decir es autoestado de los operadores II,, ,, en particular su autovalor es +1.
Entonces es razonable que la fidelidad del ansatz ® 4 2p con los estados g oy, V1,1
Y ¥)1,-1), sea nula.

'Esto puede verse teniendo en cuenta que Ry o Ra,c + R1,yRoy = —3(|R1|* + |R2|?)
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La fidelidad disminuye con el parametro de interaccién en todos los casos, y la
capacidad del ansatz para describir las soluciones 2D dadas por las Ecs. (4.65)-
(4.72)-(4.69) es limitada. El ansatz de cobosones ofrece una aproximacion aceptable
de la solucién exacta solo en el caso de un sistema con interaccién débil (A ~ 0). Es
importante destacar que el sistema consiste en cuatro particulas con interacciones
de largo alcance entre particulas de diferentes especies (Fig.(3.2)), por lo que no
se espera que se comporte como un sistema de pares no interactuantes en ningtin
régimen, sino mas bien como un sistema con interacciones entre las cuatro particulas,
ya que cada particula de una especie interacttia con ambas de la otra especie.

Es directo verificar que el ansatz de cobosones proporciona una descripcién 6ptima
de la solucién en un sistema donde cada particula de una especie interactia solo con
una particula de la otra especie. Ha sido discutido en la literatura [4] que el ansatz
solo puede proporcionar una buena aproximacion del verdadero estado fundamental
en sistemas que se espera que exhiban condensacién a temperatura cero. Este no es
el caso en el problema que estudiamos.

1.0]
0.8
0.6}

0.4f

0.2}

0_0-................
0

Figura 6.1: Fidelidad entre el estado fundamental exacto y el ansatz de cobosones para dos
pares en funcién del pardmetro de interaccion, la curva sélida verde corresponde
al sistema 1D, las curvas roja sélida, naranja sélida y azul de trazo corresponden
a las diferentes soluciones del sistema 2D.

6.1 Fidelidades
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6.2 Funciones de onda y energias

Si bien la capacidad del ansatz de describir al sistema es limitada, consigue capturar
aspectos fundamentales de la fisica del sistema. En las Figs.(6.2)-(6.3) se muestra
una comparacion de las densidades calculadas en los Capitulos (4)-(5). Podemos ver
que el ansatz reproduce la estadistica del sistema al notarse la presencia del principio
de exclusion de Pauli en la Fig.(6.3). Ademas como puede verse en la Fig.(6.2) en
ambos casos se observa la correlacién diagonal correspondientes a las particulas a y
b que forman un par ligado.

3F
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0.8

0.6

0.4

0.2

(a) Correlaciones espaciales correspon- (b) Correlaciones espaciales correspon-
dientes a la solucion exacta. dientes al ansatz de cobosones.

Figura 6.2: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie, para el parametro
de interaccién A = 5 en el caso atractivo, con w = 1.
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(a) Correlaciones espaciales correspon- (b) Correlaciones espaciales correspon-
dientes a la solucién exacta. dientes al ansatz de cobosones.

Figura 6.3: Comparacion de correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie,
para el pardmetro de interaccién A = 5 en el caso atractivo, con w = 1.
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Otra comparacion posible y relevante es la de las energias, como se vio en las
secciones anteriores fue posible calcular el espectro de energias. En particular para
el estado fundamental se obtuvo que la energia viene dada por la Ec.(4.46). Por otro
lado, utilizando el ansatz de cobosones se obtuvo el valor de expectacién dado por la
Ec.(5.43), se ha sefialado que el ansatz de cobosones describe pares no interactuantes
por lo que no corresponde a un autoestado del Hamiltoniano. Teniendo en cuenta la
solucién exacta para el problema de un par, la energia de dos pares no interactuantes
vendra dada por 2Ey, donde la energia E viene dada por la Ec.(4.9).
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(a) Energia caso atractivo.
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(b) Energia caso repulsivo.

Figura 6.4: Valores de expectaciéon correspondientes al Hamiltoniano del sistema. Las curvas
naranja, azul y verde sélidas corresponden a los valores (P 4| H |Pan), Eo,ex
y 2E, respectivamente, con w = 1.

En la Fig.(6.4) se muestran las energias obtenidas utilizando la solucién del ansatz
de cobosones y exacta. La curva naranja sélida corresponde al valor de expectacién
utilizando el ansatz dado por la Ec.(5.43), vemos que a medida que la interacciéon
crece se sobrestima a la energia exacta del sistema, que viene dada por la curva
azul solida y la Ec.(4.46). A modo de referencia en la Fig.(6.4) se agrega la energia

6.2 Funciones de onda y energias
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para dos pares no interactuantes 2F, dada por la curva verde sdlida. Notamos
ademds que para el caso repulsivo mostrado en la Fig.(6.4b) se tiene que Ey ., =

3v1—2X% + (14 v1—4X2) y por lo tanto A € [O, %]
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Entrelazamiento

En este capitulo analizamos el entrelazamiento para distintas biparticiones del
sistema, las cuales se muestran, a modo de esquema, en la Fig.(7.1). El sistema
consiste de dos fermiones de especie a y dos fermiones de especie b, considerando
que el sistema completo se encuentra en un estado puro |¢) es natural usar como
indicador de la cantidad de entrelazamiento una medida basada en el grado de
mezcla de la matriz densidad reducida del sistema que se desea observar, obtenida
después de trazar el estado completo p = |¢) (1| sobre el sistema que no nos interesa
observar. Como complemento de este Capitulo se encuentra el Apéndice (B).

(a) (b) ©)

Figura 7.1: Distintas biparticiones posibles para el sistema de cuatro fermiones.

7.1 Entrelazamiento del subsistema aa con el resto
del sistema

La primera biparticidon que se estudié fue entre dos fermiones de misma especie a
con dos fermiones de especie b cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(a)). En este
caso como la biparticion es entre particulas de distinta especie, es decir particulas
distinguibles, no se presentan correlaciones debidas a la indistinguibilidad.

Para cuantificar el entrelazamiento del subsistema aa con el resto del sistema utiliza-

mos la entropia lineal definida, para este caso, como:

Eqapp = 1 —Tr (p?m) . (7.1)

En la base posicién la matriz densidad reducida viene definida por la Ec.(7.2),
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Oaa (901,903,95,1,58;,) = (2| paa |7) = /¢ (90/1,902,90;;,1?4) Y(z1, 2, T3, T4)dTodny.
(7.2)

Teniendo en cuenta la Ec.(7.2) se calculé por medio de integraciéon numérica,

Trp?, = / (aaa ((L’l,ZL’g, xll, xlg))2 d{L’ld.ng.fElld{L’;. (7.3)

1.0 T r r r
0.8}
_ o6} ]
Y 0.4f ]
Ansatz —
0.2¢ Exacta — |
0.0 : : : :
10 20 30 40

A

(a) Entrelazamiento ¢,,;;, de dos fermiones de la misma especie con el
resto del sistema en funcién del pardmetro de interaccién A.

Eaalbb

Ansatz —
Exacta — ]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
X2

(b) Entrelazamiento ¢,,;, de dos fermiones de la misma especie con el
resto del sistema en funcion del entrelazamiento de un par ys.

Figura 7.2: Entrelazamiento de dos fermiones de la misma especie con el resto del sistema,
las curvas roja y azul sélidas corresponden al entrelazamiento utilizando el
ansatz de cobosones y la solucidn exacta respectivamente. Las gréficas corres-
ponden al caso atractivo y con w = 1.

En la Fig.(7.2) se muestran los resultados obtenidos para ¢,,, en funcion del
parametro de acople y en funcion del factor ys. La curva roja sélida corresponde

62 Capitulo 7 Entrelazamiento



al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones observamos que a medida
que la interaccién )\ crece, sobrepasa a la curva azul sélida que corresponde al
entrelazamiento utilizando la solucién exacta. La sobreestimacion por parte del
ansatz ocurre en ambos casos, es decir ocurre en funcidn del pardmetro de interacciéon
y en funcién del entrelazamiento de un par ab, xa.

7.2 Entrelazamiento entre un fermion de tipo a con
el resto del sistema

La segunda biparticiéon que se estudio6 fue entre un fermidn tipo a con el resto del
sistema’ cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(b)).

Buscamos un indicador de entrelazamiento entre uno de los fermiones y el resto del
sistema. Notamos lo siguiente:

= Puesto que los dos fermiones de tipo a son idénticos, el entrelazamiento de
un fermidn tipo a con el resto del sistema debe ser el mismo para ambos
fermiones.

= Si cada fermién a estd desentrelazado de los dos fermiones b, el par de fer-
miones aa como un todo debe estar desentrelazado de los otros dos fermiones
bb.

Siguiendo [22, 35] utilizamos para cuantificar el entrelazamiento de uno de los
fermiones y el resto del sistema,

Safbar = 1 = 2Tr (p2) . (7.4)

Esta reformulacién de la medida de entrelazamiento se basa en que para un estado
puro de dos fermiones idénticos la matriz densidad reducida satisface 1 — Tr (,o?) >
1/2 y la igualdad se cumple si y solo si el estado es un determinante de Slater, es
decir un estado separable de fermiones [25]. En otras palabras,

|1) tiene rango de Slater 1 < Tr (pff) =1/2. (7.5)

En la base posicion la matriz densidad reducida viene definida por la Ec.(7.6),

Ta (fblani) = ('] pa |2) = /¢ (93/1»932,963,964) Y(x1, 2, 23, £4)dxodr3dry. (7.6)

INotar que debido a la simetria del sistema (dada la simetria de las interacciones.) la discusién es
también valida para el entrelazamiento de un fermion de tipo b con el resto del sistema.

7.2 Entrelazamiento entre un fermidén de tipo a con el resto del sistema
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Teniendo en cuenta la Ec.(7.6) se calculd por medio de integracién numérica,

Ealbab

(a) Entrelazamiento ¢,;,;, de un fermién con el resto del sistema en

Ealbab

(b) Entrelazamiento ¢,;,, de un fermién con el resto del sistema en

Trp2 = / (aa (xl,m;>)2dac1dxll.

1.0 T T T T

0.8f

0.6f ,-*°
0.4}

0.2f

10 20 30 40

funcién del parametro de interaccién .

0.7F - - - -

0.6F _L..mzziEE

P

0.4F
0.3F

0.1F

0.0 . . . . . .

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
X2

funcién del entrelazamiento de un par xo.

(7.7)

Figura 7.3: Entrelazamiento de un fermién con el resto del sistema, las curvas roja y azul
solidas corresponden al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones y la
solucién exacta respectivamente. Las graficas corresponden al caso atractivo y

conw = 1.

En las Fig.(7.3a) se muestra el comportamiento del entrelazamiento €5, €n funcion

del pardmetro de acople \. Por otro lado, la Fig.(7.3b) muestra el comportamiento

en funcién del entrelazamiento de los constituyentes a y b de un par. Las curvas

solidas tienen en cuenta el factor que quita las correlaciones debido a la indistin-

guibilidad, mientras que las curvas a trazos corresponden a tener en cuenta todas

las correlaciones. El entrelazamiento e,;,,;, crece para las dos soluciones, de manera

Capitulo 7 Entrelazamiento



distinta, al aumentar la interaccion entre los fermiones (Fig.(7.3a)) y al aumentar el
entrelazamiento, xo, de un par ab (Fig.(7.3b)).

7.3 Entrelazamiento del subsistema ab con el resto
del sistema

La tercera y ultima biparticion que se estudio fue entre un par ab con el resto del
sistema cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(c)).

Siguiendo una idea similar a la del caso anterior, para cuantificar el entrelazamiento
cuando consideramos la biparticién ab - ab utilizando el grado de mezcla de la matriz
densidad reducida p,; realizamos un reajuste en la medida de tal forma de eliminar
(o no cuantificar) las correlaciones debido a la antisimetria de la funcién de onda
por la indistingubilidad de los fermiones de tipo a y los del tipo b. En este caso
utilizaremos,

Eaplap = 1 — 4Tt (pgb) . (7.8)

Esta redefinicion de la medida surge teniendo en cuenta que para un estado puro
de cuatro fermiones idénticos de a pares (como en este caso, dos fermiones a y dos
fermiones b) la matriz densidad reducida de dos fermiones de especie diferentes,
pyy satisface: Tr (pfc f,) < 1/4 con igualdad solo si el estado es un estado producto
de dos determinantes de Slater, un determinante de Slater para el estado de los
fermiones tipo f y un determinante de Slater para los fermiones de tipo f’, es decir

|¢sep> = w%f ® T/J}”g/lf/; (7.9)
1
con ¢} = 5 (1) laz) = [a2) |a)).

Las medidas introducidas son completamente consistentes con el enfoque de entrela-
zamiento de fermiones idénticos discutido en la introduccién. En particular, toma en
cuenta el hecho que las correlaciones -minimas- requeridas por la antisimetria no
contribuyen al entrelazamiento.

La matriz densidad reducida proyectada en la base posicion para esta biparticién
viene dada por,

Tab (1‘1,062@/1,96/2) = ('] pap |) = /%D (56/1733/27333%4) (1, 22, T3, T4)dr3dry,
(7.10)

de manera que por medio de integracion numérica se calculd,

7.3 Entrelazamiento del subsistema ab con el resto del sistema
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Trpgb = / (aab (:Ul,xg,:vll,x,g))Qd:vldxgd:c/ld:v;. (7.11)

1.0 T T T r
0.8:_‘—-’-"_’:::_——--------------_-------------_--'
_ 06} ]
Y 04f ]
0.2f Ansatz —/—= 1

Exacta ==
0.0 L L v .
10 20 30 40

A

(a) Entrelazamiento €44, de un par ab con el resto del sistema en funcién
del parametro de interaccion A.

0.8}

0.6}

Eablab

0.4

Exacta —=

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

X2

(b) Entrelazamiento €444, de un par ab con el resto del sistema en funcién
del entrelazamiento de un par xs.

Figura 7.4: Entrelazamiento de un par ab con el resto del sistema, las curvas roja y azul
solidas corresponden al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones y la
solucion exacta respectivamente. Las graficas corresponden al caso atractivo y
conw = 1.

En la Fig.(7.4a) se muestra el comportamiento del entrelazamiento ¢,)q; en funcién
del parametro de acople \. Por otro lado en la Fig.(7.4b) se muestra en funcion
del entrelazamiento de los constituyentes a y b de un par. Andlogamente al caso
anterior las curvas sdlidas tienen en cuenta el factor que quita las correlaciones
debido a la indistinguibilidad mientras que las curvas a trazos corresponden a tener
en cuenta todas las correlaciones. Por un lado se observa que el entrelazamiento
correspondiente a la solucién exacta, curva azul, crece al aumentar la interaccion
entre fermiones.
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Para la solucién correspondiente al ansatz, curva roja, vemos que el entrelazamiento
decrece lentamente a medida que aumentamos la interaccion. Recordemos que €,p)4s
corresponde al entrelazamiento de un fermién tipo a cualquiera y un fermién tipo b
cualquiera con el resto del sistema, vemos que un fermién de tipo a y un fermion
de tipo b se correlacionan con el resto del sistema cada vez menos, utilizando los
elementos de matriz dados por la Ec.(7.18) calculados en la Seccién (7.4), es posible
comprobar? que al aumentar la interaccién \ el entrelazamiento Eablab — 0y por lo
tanto el estado tiende a un estado separable, salvo correlaciones de simetria. Esto
parece indicar que el bosén compuesto se ird aproximando a un comportamiento
similar al de un bosén puro.

7.4 Entrelazamiento y ansatz de cobosones

Entre las ventajas de calculo que tiene utilizar el ansatz de cobosones, se encuentra
el entrelazamiento para la biparticiéon de un sistema de N pares ab, a modo de
esquema puede verse la Fig.(7.5).

Figura 7.5: Biparticién para un sistema de N pares.

En particular es posible calcular la matriz densidad reducida de un fermién a con el
resto del sistema, denotada como p,,

o
(il pald) = 55 (Nlafai IN) (7.12)
donde,
1
N) = —— S A digal bl af b 10). (7.13)
Sy FiN

A continuacién calculamos la accién de los operadores a; y a;[ sobre el estado de N
pares, |N).

2Utilizando la férmula cerrada derivada en la Seccién (7.4).

7.4 Entrelazamiento y ansatz de cobosones
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donde hemos utilizado las relaciones de conmutacion para operadores fermionicos
dadas por las Ecs.(2.34)-(2.36), notemos que el factor N tiene en cuenta que la
aniquilacién del iésimo modo es en cada uno de los espacios de las N particulas. De
manera analoga para el operador creaciéon obtenemos,

1
<N|a}=\/m S VA Ay (01 bjyajy by a5,

n#j2.#in
N
~ VX! 752#‘ Aji Az -+ Aj (0] bjiy @y by 4y (%j - a}%) (7.15)
J17#J2---FIN
N/,
=V VoA (0] b iy -o-bip @b
T Z J2 AN NN V5220
VNN ki

Reemplazando estos resultados, utilizando las relaciones de conmutacién para
operadores fermionicos y luego de un poco de algebra obtenemos,

e VAN Dun
(i| pa |J) = Xijgéfl”éij, (7.16)

Ai7>‘ j . .7 .
donde ngflj ] corresponde al factor de normalizacién pero sin los modos A; y A;.

Con la Ec.(7.16) se puede calcular la cantidad de entrelazamiento entre una particula
y las 2N — 1 particulas restantes en el sistema:

i XN

]\ 2
ca=1-Tr(p2)=1-3Y_ (Aile) : (7.17)

Siguiendo un procedimiento andlogo, podemos calcular la matriz densidad reducida
de una particula a y una particula b [36], que en el caso N = 2 toma la forma,
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A sk =1 =k=1
X (N = DA e sik =k UV =1yk#1 (7.18)
OBV il sk =1, k=1yl+l

E U pay 1K1 =
<7|pb|’> NXN

Notar que la Ec.(7.18) nos indica que la matriz densidad reducida a priori no es
diagonal. En principio para N > 2 hay mas elementos de matriz que calcular. En
la Fig.(7.6) se muestra el entrelazamiento que se obtiene utilizando las Ecs.(7.16)-
(7.18) comparado con el entrelazamiento que se obtuvo numéricamente a partir del
cdlculo de la matriz densidad reducida en la base coordenada.

1.0
Formula cerrada ———--
0.8} Integraciéon numérica
0.6} h
S
0.4}
0.2}
0.0 .
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A

(a) Entrelazamiento ¢, de un fermién « con el resto del sistema en funcion
del pardmetro de interaccién A.

1.0
Férmula cerrada ———--

0.8} Integracién numérica

0.6}

S

0.4}

0.2}

0.0 - - - -

0 10 20 30 40 50

A

(b) Entrelazamiento ¢,;, de un par ab con el resto del sistema en funcién
del parametro de interaccién A.

Figura 7.6: Entrelazamiento para N = 2 pares con w = 1, las curvas azules sélidas corres-
ponden al entrelazamiento calculado por integracion numérica y las curvas a
trazo rojas corresponden al entrelazamiento calculado con las férmulas cerradas
obtenidas.
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Si uno estd interasado en calcular el entrelazamiento de un par ligado ab, es decir
que la particula a y b estan en la misma posicién (modo de Schmidt) la Ec.(7.18)

toma una forma mas simple, dada por la Ec.(7.19),

[)‘i 7/\7,"]

(@,7) pap i, 3) = v/ Ak XJJ\,V; . (7.19)
N

Por lo tanto es posible calcular el entrelazamiento del par ligado como:

7

N\ 2 LYBVIANE
XNZI1 XNflj
Eab — 1-— E AZ' — E )\i/\j NXN . (720)

Nxw i3,
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Conclusiones y proyectos futuros

Como primer paso, se calcularon las funciones de onda y el espectro de energia
para un par de fermiones de especie a y b. Luego, se realiz6 la descomposicion de
Schmidt del estado fundamental obtenido. Esto nos permitié construir el ansatz
de cobosones para el estado fundamental del sistema. Por otro lado, resolvimos
de forma exacta el modelo de Moshinsky para cuatro fermiones con interaccién
entre fermiones de diferentes especies. Para este sistema calculamos el espectro de
energias y construimos las funciones de onda considerando la indistinguibilidad
entre particulas de la misma especie.

Los célculos de las funciones de onda exactas y las dadas por el ansatz se realizaron
en una y dos dimensiones. Las soluciones se compararon por medio de la fidelidad.
Encontramos que la fidelidad entre las soluciones exactas y el ansatz decrece en
funcién del parametro de interaccion, lo que indica que el ansatz solo da una buena
descripcion del sistema para valores muy pequeiios de la interaccion. También
comparamos las energias exactas y el valor esperado del Hamiltoniano utilizando
el ansatz, encontramos que este valor esperado sobrestima la energia del sistema.
En este trabajo encontramos que el ansatz de cobosones describe de forma exacta
un sistema en el que una vez que un fermién de tipo a interactda con uno de tipo
b ya no interactia con otro, es decir un sistema de pares no interactuantes entre
si. A pesar de esto mediante las correlaciones espaciales observamos que el ansatz
consigue capturar aspectos fundamentales de la fisica del sistema, como la presencia
del principio de exclusion de Pauli.

Como segunda parte del trabajo analizamos el entrelazamiento para distintas bi-
particiones del sistema en el caso atractivo, utilizando ambas soluciones, se pudo
observar el efecto de no quitar las correlaciones de simetria. La primera biparticiéon
que estudiamos fue entre dos fermiones de tipo a con dos fermiones de tipo b se
observa que a medida que aumenta la interaccién el ansatz pasa de subestimar a
sobrestimar la solucion exacta. La siguiente biparticion que estudiamos fue entre
un fermidén de tipo a con el resto del sistema, se observa que el ansatz subestima
a la solucién exacta a medida que aumentamos la interaccién. La tercera y ultima
biparticién que estudiamos fue entre un par de particulas ab con otro par particulas
ab en cuyo caso se observa que el ansatz subestima a la solucion exacta y ademas
decrece al aumentar la interaccién. Finalmente obtuvimos férmulas para cuantificar
el entrelazamiento en sistemas de N pares utilizando el ansatz de cobosones.
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8.1 Proyectos futuros

Para futuras investigaciones, queda pendiente el estudio del entrelazamiento del par
ab de nuestro estado de cuatro particulas, lo que implica analizar las correlaciones
entre un fermién de tipo a y uno de tipo b que componen el sistema de cuatro
fermiones. En este caso, p,, = Trq,(p) representa un estado mixto, y la cuantificacién
de su entrelazamiento no es trivial, ya que para estados mixtos la pureza de la matriz
densidad reducida no es un indicador adecuado del entrelazamiento. Para estados
mixtos arbitrarios, existen testigos de entrelazamiento o férmulas basadas en el techo
convexo que requieren una optimizacion barriendo sobre todo el espacio de estados,
lo que conlleva un alto costo computacional. El criterio PPT (Positive Partial Transpo-
se, por sus siglas en inglés), que se define en términos de la positividad de la parcial
transpuesta, constituye un criterio necesario y suficiente de separabilidad solo para
sistemas de dimensiones 2 x 2y 2 x 3. Seria de interés comparar el entrelazamiento
entre particulas de diferentes especies (una a con una b) en un sistema de NN pares
con el entrelazamiento de un solo par, es decir, el entrelazamiento del estado puro
|ap) que ya hemos caracterizado. Obtener informacidn sobre este entrelazamiento
nos permitiria establecer relaciones de monogamia del entrelazamiento al considerar
diferentes biparticiones del sistema.

En el corto plazo, tenemos la intencién de investigar el entrelazamiento en siste-
mas cuyo estado fundamental puede ser bien descrito por el ansatz de cobosones,
utilizando las expresiones (7.16) y (7.19). Para una interaccién atractiva de corto
alcance entre diferentes especies de fermiones (a y b), se ha demostrado que el
estado fundamental de gases de Fermi en 3D de dos componentes a temperatura
cero puede aproximarse mediante un estado de bosones compuestos, |N), siempre
que existan estados ligados de dos fermiones [37]. Dado que se conocen [38] las
distribuciones de coeficientes de Schmidt )\; para una molécula Feshbach, las cuales
pueden describir las moléculas del gas, podriamos cuantificar el entrelazamiento en

un gas de Fermi formado por N pares calculando los coeficientes y y XE\A,“’\J' I
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Modelo de Schwinger

Para este apéndice seguimos los libros Quantum Mechanics, Volume 2: Angular
Momentum, Spin, and Approximation Methods de Claude Cohen-Tannoudji et al. y
Modern Quantum Mechanics (Second Edition) de los autores J. J. Sakurai y Jim J.
Napolitano.

El Hamiltoniano del oscilador armoénico bidimensional para una particula de masa
m viene dado por la Ec.(A.1),

P2 P2 1 1
H = T x Ty - 2X2 - 2y2
om T am T g AT W (A.1)
- Hx+Hya

donde los Hamiltonianos H, y H, corresponden al oscilador arménico en una
dimensién, entonces siguiendo la descripcion usual en términos de operadores

creacidn y aniquilacion escribimos las Ecs.(A.2) y (A.3) con 8 = %,
1 P
s =— | BX + x) , A2
0r = s (8% +i5 (A.2)
1 P
ay = ﬁ (ﬂY + Zﬁ%) . (A.B)

Debido a que acttian en distintos espacios de Hilbert, los cuatro operadores a,a,,al, y
al tienen solo los siguientes conmutadores no nulos [ax, aH = [ay, a?ﬂ = [. Teniendo
en cuenta el problema unidimensional, para cada oscilador a su vez podemos definir
un operador nimero,

N, =ala ,
o (A4
N, = aLay,
lo cual permite reescribir el Hamiltoniano de la siguiente forma:
H=hw(alay +ala, +1
(ober +aje +1) (A.5)

= hw(Ng + Ny + 1),

como consecuencia el espectro de energia viene dado por,
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E=hwn+1) ,n=0,1,2,..., (A.6)
=hw(ng +ny+1) , ngy=0,1,2,..., (A.7)

donde n = n, + n,. Por lo tanto es posible determinar univocamente los estados
considerando los numeros cuénticos n, y n, ya que debido al desacoplamiento los
estados serdn de la forma:

[Preiny) = |9ns) ® lon,) = W ()™ (af)"™ leoo) (A.8)

la funcién de onda viene dada por la Ec.(A.9), donde H,, son los polinomios de
Hermite,

(2)m= 1 (ng!) (] 2

‘Pnz,ny(xay) = \/ B ) exp (ﬁz ($2 + 3/2)) Hy, (5$)Hny(ﬁy) (A.9)

Ahora definiendo nuevos operadores creacién y aniquilacion definidos por las
Ecs.(A.10) y (A.11),

ay = —=(az — iay), (A.10)

Hg\H
[\

a_ = ﬁ(% +iay), (A.11)

repitiendo los mismos argumentos que en el caso anterior, teniendo en cuenta que se
cumplen las mismas relaciones de conmutacion y definiendo los operadores nimero
dados por la Ecs. (A.12)-(A.13),

Ny =dla, (A.12)
N_ =da a_ (A.13)

podemos reescribir el Hamiltoniano del problema:

H=lw(d a +aT_a,+1
(al-a ) (A.14)
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En analogia con lo anterior el espectro de energia viene dado por

E = hw(n +1) n=0,1,2,.., (A.15)
=hw(ng +n_+1) ,ny_=0,1,2,.., (A.16)

lo cual nos permite determinar los estados univocamente de otra forma equivalente,
mediante los nimeros cudnticos ny y n_,

Xnym_) = % (ai)m (aT—)n_ l©0,0) - (A.17)

nyln_!

Mediante los operadores a y a_ es posible hacer una conexion entre el dlgebra del
momento angular y el dlgebra de dos osciladores desacoplados.

Definiendo los operadores,

Jy = halay (A.18)

J_=hala_, (A.19)
h h

J, = (2) (aiaJr - aT_af) = (2) (N4 = N-), (A.20)

puede demostrarse que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion
dadas por las Ecs.(A.21)-(A.22) que definen al operador momento angular,

[Js, Ji] = £hJy, (A.21)
[y, J_] = 2hJ,. (A.22)

Ademas definiendo
N=Ny+N_= a1a+ + aT_a_, (A.23)

puede verse que

1
ﬂzﬁ+jLL+Lh)

K2 N
= —N(=—+1]).
V(5 )

(A.24)
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Con lo cual a partir de la Ec.(A.14) tenemos que {H o 2} = [H, J,] = 0, esto permite
identificar los estados con los nimeros cuanticos j y m definidos por las Ecs. (A.25)-
(A.26),

= Mj (A.25)
2
m = % (A.26)
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Calculo de factor de
normalizacion y matriz densidad
reducida

Consideremos el espacio de Hilbert, H , para un sistema de cuatro particulas distin-
guibles, sabemos que H = H; ® Ho ® Hs ® Hy, por lo tanto una base posible para
este espacio puede ser el producto tensorial de la base posicién correspondiente a
cada subsistema. Si llamamos {|i : z;), ¢ = 1,2, 3,4} a cada base posicién, sabemos
que se cumple la relacién de clausura,

/|z czi) (i zi| dz =1, (B.1)

donde I; corresponde a la identidad en cada espacio. Ademds en cada espacio se
cumple la relacién de ortogonalidad,

(zilzi) = 0(2f — ). (B.2)

Un sistema en estado puro de dos fermiones de especie a y dos fermiones de especie
b en el estado |¢), puede escribirse en segunda cuantizacién como:

) = /w(xl,a:2,wg,964)‘112(581)‘112(903)‘112(962)‘1’2(374)|0> dzidradrsdry  (B.3)

donde la funcién de onda de la expansion cumple ¢ (z3, x2, x1, 4) = —(x1, 22, T3, T4)

Y¢($1,$4>$3,$2) = —¢(J31,$2,9E37$4), con <$1,x2,1‘3,$4|¢> = ¢(5U1>ZU2»333,904)-

1
Para que el estado |1)) este normalizado debe cumplirse / [ (z)|?da = T Veamos

esto en mas detalle, teniendo en cuenta que’,

Ul ()Wl (23) |0) = —=[|1: 215 3:a23) — [1:23; 3:21)] (B.4)

)—t%‘»—l
[\)

Ul (20) Wl (24) |0) = —=[|2: w05 4: ) — 25245 41 a0)] (B.5)

V2

'Recordar que |n : u; ; p: u;) significa que las particulas (n) y (p) se encuentran en los estados u; y
u; respectivamente.
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podemos escribir,

1
W) =1 [ v @)@)
(Lo 3eal| —(Leah; 3:ah|] [(2:ah; 4 oy — (220 ; 4: 28]
(1:21;3:23) —[1:a3; 3:21)][|2: 22,4 :m4) —|2: 245 4: 29)] dadT,
(B.6)

donde 9 (x) = (w1, 32,23, 74), V*(x') = (2], 2y, 25, 7)), de = drvidredrsdry y
dx' = dx'|drhydzlyda).

Utilizando la relacion de ortogonalidad notamos que los productos entre corchetes
de la Ec.(B.6) se reducen a,

[(1:a; 3ol — (Lol 3:af|] 1o 3:as3) —[1:ag; 3: )]

= 02y —x1)d(wy — x3) — d(x) — x3)d(xy — 1) — d(f — 21)d(2) — x3) B.7)
+0(2f — 23)0(2) — 21 .
= 2[0(2) — x1)d(a} — x3) — d(2] — 23)0 (25 — 21)]
y
[(2: xhy Aol — (22 ; 4:abl][|2:ao; 4wy — |2: 245 4 32)]
= 0(ah — w2)d(wy — x4) — d(wy — x4)0(xy — 2) — (2 — 22)d(2h — w4) B.8)

+8(a) — x4)0(h — x2)
= 2[0(zh — w2)0(xly — w4) — 0(2h — w4)0(2)y — 22)].

Reemplazando las Ecs.(B.7)-(B.8) en la Ec.(B.6) , se obtiene:

<¢|¢> :/w*(xl,xQ,.’E3,$4)w(x1,x2,x3,$4)dm—/w*(.%'l,$4,$3,$2)¢($1,$2,$3,[E4)d$
—/w*(xg,l'g,$1,$4)¢($1,$2,$3,$4)d$—|—/w*(xg,l‘;l,$1,$2)’¢($1,J)2,$3,$4)d$

= 4/W(fm,i@,$3,334)¢($1,$2,$3,334)dm = 4/|¢(m)|2d$,
(B.9)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado las propiedades antisimétricas de la

funcién de onda. Por lo tanto (¢|¢)) =1 = / () |2dx = 1
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Utilizando las Ecs.(B.4)-(B.5) es posible escribir el operador densidad p para este
sistema como:

p=1 [ @@

(1:21; 3:@s)—|1:ag; 3:x)|[|2:@2; 4:my) — |2: 245 4: x9)]
[(Leoah ;s 3eal| — (Leah; 32| [(2:2h; 42y —(2:2); 4: 2] dedx’.
(B.10)

Ahora supongamos que quiero calcular la matriz densidad reducida p,;, de un par ab
del sistema de cuatro fermiones, para ello por definicion debemos calcular la traza
parcial sobre el espacio del otro par ab es decir,

Pab=/<3:z3 s A:zy|pl3:izs; 4 zg) dzgdzy (B.11)

Considerando la Ec.(B.12) y su conjugado Hermitico,

(B3:zg;d:zg|[|[l:xy; 3:asg) — 1235 3: 1))
[12:29; 4:xg) —|2: 245 4 29)]

=[0(z3 —x3) |1 : x1) — d(23 — 1) |1 : x3)]

[0(24 —x4) |2 22) — 6(24 — x2) |2 1 24)]

(B.12)

podemos reescribir la matriz densidad reducida como,

Pab = i/w*(a’/
[0(z3 —x3)|1:21) — (23 — 1) |1 : @3)] [0(24 — 24) |2 : 22) — 5(24 — 22) |2 : 24)]
525 — ) (1 4] — (s — a2 (1: 2] 5z — 24) (2 4] — 64 — ) (2 4]
dedx'dzzdzy.
(B.13)

El célculo de esta integral la hacemos en dos pasos, primero integramos sobre las
variables de los fermiones tipo a dada por la Ec.(B.14),

I 2/1/1*(%/)1/1(37) [6(23 —x3) |1 21) — 023 — 1) |1 : @3)]
[6(23 — af) (1 : 2f| — 0(25 — o)) (1 : 2%]] deda’,

(B.14)

dicho céalculo resulta,
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I
= |:/1/J(I‘1,332723,5E4) I1: 1) dridredry — /¢(23,x2,1:3,x4) [1:x3) d:vgdxgdaz4]
[/ ¥ (2, o, 23, 2)) (1 : 2| da|dabdal, — /w*(z;),,ac'g,xg,xﬁl) (1: 24 da:édac'gdxq

:4/1/)*(x/1,:c'2, 23, ) (x1, T2, 23, 4) |1 : 1) (1 : 2| dz1daeds’ dabdrsdaly.
(B.15)

Reemplazando en la Ec.(B.13) para la matriz reducida p,; obtenemos,

pus = [ 0" (@b 20,0 )b, o2, 2, w0) |15 1) (L)

(8(za — wa) [2 2 @2) — 8(za — 22) |2 wa)] [S(za — 2) (2 2 hl — Oz — ) (2: ]

drydrodr’ dahydryda)dzsdzy.
(B.16)

El segundo paso es integrar la expresion dada por la Ec.(B.17),

I
= {/11}(3:1,@, 23,24) |2 : x9) drg — /1[)(:31,24,23,134) |21 zq) du]
* / / / / * / / / / / (B.17)
[/w (27, x5, 23, 24) (2 : xy| dxy — /7,/) (27, 24, 23, 2) (2 : x| du} dxidzy

24/1[)*(56/1,:6/2, 23, 24) (T, T2, 23, 24) |2 1 T2) (2 : 2| dx1da|dwodal.

Por lo tanto, reescribimos la Ec.(B.16) como:

Pab

:4/1[)*(z’1,:v'2,23,24)111(3:1,302,23, za) 1@y 2 @) (122 5 2 | doyda’ | dradahydzsdzy.
(B.18)

El célculo de las matrices reducidas p,, y p. €s andlogo. Por ultimo notemos que se
cumple Tr(p,p) = 1, ya que por definicién se tiene,

Tr(pap) = / (1:215 2: 29| pap |1 : 215 21 229) dz1dzo, (B.19)

utilizando las relaciones de ortogonalidad se cumple la Ec.(B.20),
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(1:iz1;2:z|liay; 2 ae) (1ol 2:2h]1: 215 2 29)

=0(z1 — 21)0(22 — 12)8(21 — )0(22 — 25).

(B.20)
Reemplazando en la Ec.(B.19) e integrando vemos que,
2 1

Te(pay) = 4/ Bz =4x =1 (B.21)

lo mismo puede corroborarse para los operadores densidad pu, V pq-
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