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Resumen

De acuerdo con el modelo estándar sistemas de partículas compuestas que están
formadas por un número par de constituyentes fermiónicos se comportan en la
práctica como sistemas de bosones elementales. La teoría de bosones compuestos
(cobosones) permite explicar en detalle el comportamiento de partículas compues-
tas aproximadamente bosónicas tomando en cuenta el carácter fermiónico de los
constituyentes. En este trabajo estudiamos un sistema compuesto por dos pares de
fermiones de distinta especie en una trampa acoplados por una interacción armó-
nica basado en el modelo de Moshinsky. Se resolvió el Hamiltoniano del sistema
de manera exacta y se construyó la solución utilizando el formalismo de bosones
compuestos. Se analizó la calidad de la aproximación dada por el formalismo, estu-
diando la fidelidad, las correlaciones espaciales y la energía del sistema. Finalmente
determinamos el entrelazamiento considerando distintas biparticiones del sistema
y obtuvimos una expresión cerrada para calcular el entrelazamiento en un sistema
con un número arbitrario de pares utilizando el formalismo de cobosones.

Abstract

According to the standard model, composite systems consisting of an even number
of fermionic constituents behave in practice as elementary boson systems. In this
work we study a system composed of two pairs of fermions of different species in
a trap coupled by a harmonic interaction based on the Moshinsky’s model. The
Hamiltonian of the system was solved exactly and the solution was constructed
using the composite boson (coboson) formalism. The quality of the approximation
given by the formalism was analyzed, studying the fidelity, the spatial correlations
and the energy of the system. Finally we determined the entanglement considering
different bipartitions of the system and obtained a closed expression to calculate the
entanglement in a system of an arbitrary number of pairs using the composite boson
formalism.
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1Introducción

La comprensión y descripción de sistemas cuánticos de muchos cuerpos interactuan-
tes, y a su vez, diseñar y utilizar estos sistemas para tareas de información cuántica,
plantea uno de los desafíos mas significativos en la física cuántica.

Entre los fenómenos descubiertos con el advenimiento de la física cuántica se destaca
el entrelazamiento, una forma de correlación cuántica sin equivalente en la física
clásica. Comprender el entrelazamiento es crucial para el desarrollo de tecnologías
cuánticas. Un área de gran interés es el estudio de criterios de separabilidad, es
decir, poder establecer criterios que nos permitan decir si un cierto sistema está
entrelazado o es separable. En años recientes, el debate se ha extendido a sistemas
compuestos por partículas idénticas, debido a las correlaciones que se presentan
al (anti)simetrizar los estados del sistema. Para sistemas de fermiones idénticos
se han establecido criterios simples que resultan necesarios y suficientes para su
separabilidad, entendiendo al entrelazamiento en este tipo de sistemas como las
correlaciones por encima de las correlaciones de simetría [1, 2, 3].

Los sistemas cuánticos formados por muchas partículas exhiben una amplia variedad
de fenómenos físicos que algunas veces pueden conducir a propiedades macroscópi-
cas fascinantes, como la superconductividad a alta temperatura o la termalización.
Resolver la mayoría de estos sistemas resulta extremadamente difícil, y es esencial
desarrollar técnicas que mejoren nuestra comprensión de estos fenómenos. Por otro
lado, los modelos solubles nos proporcionan una vía para entender dinámicas cuánti-
cas que de otro modo serían inaccesibles, pueden darnos información relevante sobre
el comportamiento de las funciones de correlación, la evolución del entrelazamiento
entre otros aspectos.

Una de las situaciones usuales en la naturaleza es aquella en la cual las partículas
se encuentran ligadas, por ejemplo, un átomo de Hidrógeno, un par de Cooper o
una molécula, este hecho ofrece la posibilidad de pensar este agregado de partículas
como una unidad, la cual se denomina partícula compuesta. En este contexto uno de
los marcos teóricos que ha surgido recientemente es lo que se conoce como teoría
de bosones compuestos o cobosones [4, 5], el cual logra dar una descripción en
sistemas de muchas partículas compuestas aproximadamente bosónicas. La idea
de que las partículas compuestas formadas por número par de fermiones puedan
comportarse como bosones elementales se espera del hecho de que tienen espín
total entero, o equivalentemente, que el estado cuántico debe ser simétrico bajo el
intercambio de dos partículas compuestas de este tipo.
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El formalismo de cobosones tiene su origen en el estudio de la interacción entre
excitones, los cuales forman bosones compuestos ya que están constituidos por dos
fermiones, electrón y hueco. El desarrollo posterior de la teoría incluyó su aplicación
a los condensados de Bose-Einstein [6], los pares de Cooper [7], entre otros, y
además paralelamente, un enfoque desde la información cuántica proporcionó una
visión más profunda del comportamiento de los bosones compuestos, mostrando
una conexión entre el carácter bosónico y el entrelazamiento de los constituyentes
[8, 9].

La teoría de bosones compuestos brinda una descripción de un sistema de partículas
aproximadamente bosónicas a través de lo que se conoce como ansatz de cobosones,
este ansatz aproxima el estado fundamental de un sistema de muchos cuerpos
repitiendo la aplicación del operador que, al actuar sobre el vacío, crea un único
par en un determinado estado de energía. El ansatz de cobosones constituye una
herramienta poderosa para describir sistemas en los cuales la estructura intrínseca
de las partículas compuestas empieza a ser evidente y nos brinda información sobre
cantidades físicas, como la energía, la fracción del condensado, la densidad espectral,
los efectos del principio de exclusión de Pauli y como veremos en este trabajo, resulta
ser de gran utilidad para estudiar las correlaciones cuánticas presentes en el sistema.

Un sistema de particular interés dado que admite una solución analítica es el
llamado modelo de Moshinsky [10, 11] que consiste de dos partículas en una trampa
armónica acopladas por una interacción armónica, dado que el modelo y su solución
analítica es generalizable para prácticamente cualquier número de partículas, ha
constituido un campo de pruebas para el estudio de diversos sistemas que van desde
la física atómica y molecular a la física de agujeros negros [12]; por el lado de la
información cuántica se ha utilizado para explorar características relacionadas con
el entrelazamiento [13, 14, 15, 16, 17] y otras manifestaciones de correlaciones
cuánticas [18] en sistemas atómicos.

Este trabajo tiene una motivación doble. Por un lado, aprovechamos las ventajas
de un modelo de juguete analíticamente soluble que puede aplicarse a un número
arbitrario de partículas, incluso si el sistema está compuesto por partículas de
diferentes especies. Por otro lado, buscamos caracterizar las correlaciones en estos
sistemas de muchos cuerpos. El modelo de Moshinsky con el que trabajamos nos
permite poner a prueba el ansatz del formalismo de cobosones y utilizando el
formalismo de cobosones, encontramos expresiones formales para cuantificar el
entrelazamiento entre distintas biparticiones de un sistema compuesto por N pares
de partículas.

Utilizando el modelo de Moshinsky en este trabajo calculamos, de forma (analítica)
exacta y usando el ansatz de bosones compuestos, el entrelazamiento de un sistema
de cuatro partículas dos de especie a y dos de especie b considerando diferentes
formas de biparticionar el sistema. El ansatz nos permite introducir una herramienta
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para calcular el entrelazamiento en un sistema con un número arbitrario de partí-
culas, algo inviable de calcular exactamente en forma analítica y muy costoso para
calcular numéricamente.

1.1 Organización del Trabajo
Este trabajo esta organizado de la siguiente manera, en el Capítulo (2) se describen
las herramientas teóricas e ideas fundamentales para la comprensión y resolución
del sistema. En el Capítulo (3) se introduce el modelo desarrollado, este sistema
corresponde al modelo de Moshinsky del cual se hizo mención en la introducción.
Luego en los Capítulos (4) y (5) se resuelve el sistema de dos maneras, primero de
manera exacta y luego implementando el ansatz de cobosones, para concluir este
estudio en el Capítulo (6) se comparan y analizan los resultados obtenidos. Final-
mente, en el Capítulo (7) utilizando ambas soluciones se estudia el entrelazamiento.
Para terminar en el Capítulo (8) comentamos las conclusiones y perspectivas a
futuro.

Como material complementario para los Capítulos (4) y (7) se encuentran los
Apéndices (A) y (B).

1.1 Organización del Trabajo 3





2Marco teórico

En este capítulo se introducirán los conceptos y herramientas teóricas utilizadas
en el trabajo. Se comenzará con las consideraciones e ideas a tener en cuenta al
trabajar con sistemas de partículas idénticas en mecánica cuántica. Luego se seguirá
con una introducción al formalismo de la segunda cuantización y una noción de
entrelazamiento. Finalmente se introducirá el formalismo de cobosones.

Para las Secciones (2.1), (2.2) y (2.3) se han seguido primordialmente los libros
Quantum Mechanics, Volume 2: Angular Momentum, Spin, and Approximation Methods
y Quantum Mechanics, Volume 3: Fermions, Bosons, Photons, Correlations, and Entan-
glement de Claude Cohen-Tannoudji et al.

2.1 Partículas idénticas
En la mecánica clásica no es necesario tratar sistemas que contengan partículas
idénticas de alguna manera en especial, porque aunque todas sus propiedades
características sean las mismas (masa, carga, etc), siempre es posible identificar
cada una de ellas. En principio es suficiente medir la posición y el momento de
cada partícula en un instante de tiempo dado. Con estos valores como condiciones
iniciales y usando las ecuaciones de movimiento, cada partícula se puede identificar
a cualquier tiempo posterior [19].

Una de las diferencias fundamentales entre la mecánica cuántica y la mecánica
clásica es la indistinguibilidad de las partículas, ya que en la mecánica cuántica
sabemos que no es posible definir trayectorias como en el caso clásico debido al
principio de incerteza. Si consideramos un sistema de partículas idénticas en algún
instante de tiempo, la función de onda que representa el estado del sistema estará
dada por productos de paquetes de ondas individuales que en general se superponen.
Por lo tanto, si en un instante posterior se localiza una partícula, es imposible
determinar cuál era su configuración inicial. Es justamente esta superposición de
paquetes de ondas, lo que da lugar a la diferencia fundamental en el tratamiento de
la distinguibilidad de partículas idénticas en los marcos clásico y cuántico [19]. Un
ejemplo concreto de esta situación es el de dispersión o colisión entre dos partículas
idénticas [20].

En mecánica cuántica la idea es la siguiente. Supongamos un sistema compuesto
por dos partículas idénticas, con el mismo espín s, a las cuales denotamos con los
números (1) y (2). Eligiendo una base, {|ui⟩}, en el espacio H1 de la partícula (1) y
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vía producto tensorial podemos construir una base {|1 : ui ; 2 : uj ⟩} para el espacio
H de dos partículas, donde H := H1 ⊗ H2. Sin embargo, el espacio de estados H no
representa el espacio de estados físicos para el sistema de dos partículas idénticas,
la naturaleza nos indica que partículas de una misma especie solo pueden estar
representadas por dos tipos de estados que dependiendo de la naturaleza de las
partículas idénticas son completamente simétricos o completamente antisimétricos
con respecto a la permutación de estas partículas. Aquellas partículas para las cuales
los estados físicos son simétricos reciben el nombre de bosones, y aquellas para los
que son antisimétricos, fermiones. En términos matemáticos definiendo el operador
permutación P21 que intercambia la partícula (1) con la (2), cuya acción en los
estados de la base es,

P21 |1 : ui ; 2 : uj ⟩ = |2 : ui ; 1 : uj ⟩ , (2.1)

tenemos que para estados (anti)simétricos (|ψA⟩) |ψS⟩,

P21 |ψS⟩ = |ψS⟩ , (2.2)

P21 |ψA⟩ = − |ψA⟩ . (2.3)

Es decir, que los autoestados de P21 con autovalor +1 son estados completamente
simétricos mientras que los autoestados de P21 con autovalor −1 son estados comple-
tamente antisimétricos. El operador permutación nos permite definir los operadores
proyección S y A,

S = 1
2(I + P21), (2.4)

A = 1
2(I − P21), (2.5)

de manera que si |ψ⟩ es un estado que pertenece a H, entonces S |ψ⟩ es un estado
completamente simétrico y A |ψ⟩ es un estado completamente antisimétrico. Por
ejemplo, si comenzamos con un estado |ψ⟩ = |1 : ui ; 2 : uj ⟩ tenemos que,

S |ψ⟩ = 1
2 (|1 : ui ; 2 : uj ⟩ + |2 : ui ; 1 : uj ⟩) , (2.6)

A |ψ⟩ = 1
2 (|1 : ui ; 2 : uj ⟩ − |2 : ui ; 1 : uj ⟩) . (2.7)
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Notemos que la Ec.(2.7) se anula si las partículas se encuentran en el mismo estado,
esto se conoce como principio de exclusión de Pauli.

De manera general para un sistema de N partículas idénticas, análogamente comen-
zando con una base {|ui⟩}, correspondiente al espacio de estados de una partícula,
podemos construir una base {|1 : ui ; 2 : uj ; ... ; N : up⟩} en el espacio producto
H donde en este caso H := H1 ⊗ ... ⊗ HN . Sin embargo, en analogía al caso de
dos partículas idénticas, debido a que las partículas solo presentan un único tipo
de simetría, el espacio físico de estados no es H sino alguno de los subespacios
conformados por los estados totalmente simétricos(antisimétricos), HS (HA). Los
proyectores de dichos subespacios vienen definidos por,

S = 1
N !

∑
α

Pα, (2.8)

A = 1
N !

∑
α

εαPα, (2.9)

donde Pα es un operador permutación arbitrario asociado con un sistema de N
partículas y α representa una permutación arbitraria de los primeros N enteros1.
Además se tiene εα = +1 si Pα es una permutación par y εα = −1 si Pα es una
permutación impar.

Nuevamente si |ψ⟩ es un estado que pertenece a H, entonces S |ψ⟩ es un estado
completamente simétrico y A |ψ⟩ es un estado completamente antisimétrico. En la
literatura una forma usual de representar estados antisimétricos viene dada por lo
que se conoce como determinante de Slater, para un sistema de N partículas idénticas
como el descripto anteriormente lo podemos definir como:

A |ψ⟩ = 1
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|1 : ui⟩ |1 : uj⟩ · · · |1 : uk⟩
|2 : ui⟩ |2 : uj⟩ · · · |2 : uk⟩

...
...

. . .
...

|N : ui⟩ |N : uj⟩ · · · |N : uk⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.10)

En su forma elemental, es decir cuando N = 2, la expresión viene dada por el
determinante de una matriz 2 × 2, en completa equivalencia el estado (2.7) puede
representarse:

A |ψ⟩ = 1
2

∣∣∣∣∣|1 : ui⟩ |1 : uj⟩
|2 : ui⟩ |2 : uj⟩

∣∣∣∣∣ . (2.11)

1También es usual en la literatura definir P como cualquier permutación en SN (grupo de permutación
sobre N elementos).

2.1 Partículas idénticas 7



2.2 Segunda cuantización
Para un sistema donde se presenta un número grande de partículas idénticas la
(anti)simetrización se vuelve complicada. Por ejemplo, para calcular el valor de
expectación de un operador simétrico se requiere la simetrización del bra, el ket y
finalmente del operador lo que introduce una gran cantidad de términos. Para evitar
estas complicaciones puede utilizarse un método equivalente basado en operadores
de creación y aniquilación que actúan en lo que se conoce como espacio de Fock.
Las reglas de conmutación (o anticonmutación) que satisfacen estos operadores
reflejan la simetría de paridad de las partículas. La numeración de partículas es
reemplazada asignando un número de ocupación, a partir de los estados individuales
de una partícula, lo cual es más natural para tratar partículas idénticas. Todas estas
ideas son las que subyacen en lo que se llama segunda cuantización.

2.2.1 Número de ocupación
Supongamos un problema de N partículas idénticas no interactuantes, entonces el
Hamiltoniano puede expresarse de la forma

H(x1, ...,xN ,p1, ...,pN ) =
N∑

i=1
h(xi,pi). (2.12)

Si tenemos resuelto el problema de autovalores para una partícula, es decir,

h |uk⟩ = ϵk |uk⟩ , (2.13)

donde uk denota un conjunto completo de números cuánticos, podemos construir
un autoestado de H vía producto tensorial como

|ui⟩ ... |ui⟩︸ ︷︷ ︸
ni

|uj⟩ ... |uj⟩︸ ︷︷ ︸
nj

... |ul⟩ ... |ul⟩︸ ︷︷ ︸
nl

... = |ni, nj , .. , nl, ..⟩ , (2.14)

donde ni representa el número de partículas en el estado |ui⟩, nj el número de
partículas en el estado |uj⟩, etc; sujetos a la condición:

n1 + n2 + .. + nk + .. = N, (2.15)

los vectores de estado pueden caracterizarse entonces por los números de ocupación
ni, donde n1 es el número de ocupación del estado |u1⟩, n2 es el número de ocupación
del estado |u2⟩ y así siguiendo. En este conjunto de números de ocupación algunos
de ellos serán nulos ya que un estado arbitrario no siempre tiene que estar ocupado.
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2.2.2 Espacio y estados de Fock

Para bosones, los kets físicos se escriben de la forma:

|ni, nj , .. , nl, ..⟩

=
√

N !
ni!nj !..nl!..

1
N !

∑
P

P |1 : ui ; 2 : ui ; .. ; ni : ui ; ni + 1 : uj ; .. ; ni + nj : uj ; ..⟩ .

(2.16)

Para fermiones teniendo en cuenta el principio de exclusión de Pauli, los números
de ocupación son 1 o 0 por lo que denotamos a los kets físicos de la forma:

|ui, uj , .. , ul, ..⟩ =
√
N ! 1

N !
∑

P (−1)PP |1 : ui; 2 : uj ; ..; q : ul; ..⟩ ui diferentes,

0 ui idénticos,
(2.17)

donde denotamos |ui⟩ , |uj⟩ , .. , |ul⟩ , .. a todos los estados con un número de
ocupación igual a 1.

Los estados de Fock pertenecen a lo que se conoce como espacio de Fock, el cual
agrupa los espacios simétrico y antisimétricos para un número N de partículas
arbitrario. Utilizando la definición de suma directa, definimos los espacios de Fock
para cada caso, bosones HS

F ock y fermiones HA
F ock :

HS
F ock = HS(0) ⊕ HS(1)⊕HS(2) ⊕ .. ⊕ HS(N) ⊕ .., (2.18)

HA
F ock = HA(0) ⊕ HA(1)⊕HA(2) ⊕ .. ⊕ HA(N) ⊕ .., (2.19)

en ambos espacios el subespacio HS,A(0) se define como un espacio 1-dimensional
que contiene al vector "vacío", el cual se denota como |0, 0, .. , 0, ..⟩ = |0⟩. Por lo que
tanto como para bosones y fermiones podemos construir una base para el espacio de
Fock con los kets |ni, nj , .. , nl, ..⟩ teniendo en cuenta que

nj =

0, 1 para fermiones,

0, 1, 2, ... para bosones.
(2.20)

Con esto presente podemos definir de manera equivalente el espacio de Fock como un
producto tensorial de espacios de Fock Hui

F ock asociados con los estados ortogonales
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|ui⟩, siendo generado por los kets |ni⟩ donde ni toma todos los valores enteros
positivos posibles (de cero a infinito para bosones, de cero a uno para fermiones):

HS,A
F ock = Hu1

F ock ⊗ Hu2
F ock ⊗ .. ⊗ Hui

F ock ⊗ ... (2.21)

Es decir, que los estados de Fock, los cuales forman una base del espacio de Fock,
pueden ser escritos como:

|n1, n2, .. , ni, ..⟩ = |n1⟩ ⊗ |n2⟩ ⊗ .. ⊗ |ni⟩ ⊗ ... (2.22)

2.2.3 Operadores creación y aniquilación

A partir de las ideas antes mencionadas, es natural definir la acción del operador
creación a†

ui
en el espacio de Fock, para bosones:

a†
ui

|n1, n2, .. , ni, ..⟩ =
√
ni + 1 |n1, n2, .. , ni + 1, ..⟩ , (2.23)

es decir, la acción de a†
ui

sobre un estado del espacio de Fock, crea una partícula
en el estado |ui⟩. Mientras que para fermiones teniendo en cuenta el principio de
exclusión de Pauli se tiene:

a†
ui

|uj , .. , uk , .. , ul, ..⟩ = |ui, uj , .. , uk , .. , ul, ..⟩ , (2.24)

por otro lado, si comenzamos con un ket donde ya hay una partícula en el estado
|ui⟩ (ni = 1) obtenemos:

a†
ui

|uj , .. , ui , .. , ul, ..⟩ = |ui, uj , .. , ui , .. , ul, ..⟩ = 0. (2.25)

Definimos también la acción del operador aniquilación aui , para bosones y fermio-
nes respectivamente

aui |n1, n2, .. , ni, ..⟩ =
√
ni |n1, n2, .. , ni − 1, ..⟩ , (2.26)

aui |ui, uj , uk , .. , ul, ..⟩ = |uj , uk, .. , ul, ..⟩ , (2.27)

o si inicialmente el estado |ui⟩ no está ocupado:

aui |uj , uk , .. , ul, ..⟩ = 0. (2.28)
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Además la acción de ambos operadores, para los dos tipos de partículas, sobre el
vacío se define:

a†
ui

|0⟩ = |ui⟩ , (2.29)

aui |0⟩ = 0. (2.30)

Finalmente es importante mencionar que, según el tipo de partícula, estos operadores
cumplen las siguientes relaciones de conmutación:

[
a†

i , a
†
j

]
= 0, (2.31)[

ai, a
†
j

]
= δij , para bosones (2.32)

[ai, aj ] = 0. (2.33)

y

{
a†

i , a
†
j

}
= 0, (2.34){

ai, a
†
j

}
= δij , para fermiones (2.35)

{ai, aj} = 0. (2.36)

2.2.4 Cambio de base y operadores de campo

Los operadores a†
ui

y aui fueron definidos por su acción en el espacio de Fock a partir
de una base ortonormal de estados individuales |ui⟩ para una partícula. También se
puede elegir cualquier otra base |vs⟩ y definir de la misma forma operadores creación
a†

vs
y aniquilación avs , surge entonces la motivación de estudiar qué relación hay

entre los operadores escritos en bases distintas. Para operadores creación se puede
inferir la relación viendo su acción en el vacío,

a†
vs

|0⟩ = |1 : vs⟩ =
∑

i

|ui⟩ ⟨ui|1 : vs⟩ =
∑

i

⟨ui|vs⟩ |1 : ui⟩ =
∑

i

⟨ui|vs⟩ a†
ui

|0⟩ ,

(2.37)

con lo cual podemos deducir,

a†
vs

=
∑

i

⟨ui|vs⟩ a†
ui
, (2.38)

con su Hermítico conjugado,

2.2 Segunda cuantización 11



avs =
∑

i

⟨vs|ui⟩ aui . (2.39)

Si reemplazamos la base {|vs⟩} por la base posición {|r⟩} donde r simboliza los tres
índices continuos, el operador avs dependerá entonces del índice continuo r y recibe
el nombre de operador de campo. Denotaremos a este operador Ψ(r) siguiendo la
notación usual de los libros de texto, utilizando la Ec.(2.39) obtenemos:

Ψ(r) =
∑

i

ui(r) ai, (2.40)

donde ui(r) = ⟨r|ui⟩ .

Tomando el conjugado Hermítico del operador obtenemos

Ψ†(r) =
∑

i

u∗
i (r) a†

i , (2.41)

este operador crea una partícula en la posición r, esto lo podemos corroborar
aplicándolo al vacío

Ψ†(r) |0⟩ =
∑

i

u∗
i (r) a†

i |0⟩ =
∑

i

u∗
i (r) |ui⟩ =

∑
i

⟨ui|r⟩ |ui⟩ =
∑

i

|ui⟩ ⟨ui|r⟩ = |r⟩ .

(2.42)

Por otro lado, uno puede invertir las Ecs.(2.41)-(2.40) y obtener,

∫
d3r u∗

i (r) Ψ(r) =
∫
d3r u∗

i (r)
∑

j

uj(r) aj =
∑

j

δij aj = ai, (2.43)

además, tomando el Hermítico conjugado se obtiene,

∫
d3r ui(r) Ψ†(r) = a†

i . (2.44)

Los operadores de campo cumplen las relaciones de conmutación:

[
Ψ†(x),Ψ†(x′)

]
= 0,[

Ψ(x),Ψ†(x′)
]

= δ(x− x′), para bosones[
Ψ(x),Ψ(x′)

]
= 0.

(2.45)
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{
Ψ†(x),Ψ†(x′)

}
= 0,{

Ψ(x),Ψ†(x′)
}

= δ(x− x′), para fermiones{
Ψ(x),Ψ(x′)

}
= 0.

(2.46)

2.3 Entrelazamiento
Los sistemas compuestos son sistemas que pueden descomponerse en dos o más
subsistemas. Formalmente el espacio de Hilbert H asociado a un sistema compuesto,
o sistema multipartito, está dado por el producto tensorial H1 ⊗ ... ⊗ HN de los
espacios correspondientes a cada subsistema.

Consideremos un sistema bipartito, es decir dos sistemas físicos A y B, cada uno con
un espacio de estados asociado HA y HB respectivamente, estos sistemas pueden
agruparse para así formar un sistema total A + B cuyo espacio de estados es el
producto tensorial HA ⊗ HB. Si asumimos que los estados A y B están descriptos
por los vectores de estado |φA⟩ y |χB⟩ respectivamente, el estado |Φ⟩ que describe el
sistema total es el producto tensorial:

|Φ⟩ = |φA⟩ ⊗ |χB⟩ . (2.47)

En este caso, cada uno de los tres sistemas físicos A, B, y A + B son descriptos
por un vector de estado. Sin embargo, la situación es diferente cuando el vector de
estado del sistema total no es un producto. Supongamos que tenemos dos bases{

|φA⟩ , |ζA⟩ , ... ,
}

,.., y
{

|χB⟩ , |ξB⟩ , ... ,
}

de los espacios A y B respectivamente,
invocando el principio de superposición es posible tener un estado |ψ⟩ para el sistema
total dado por:

|ψ⟩ = α |φA⟩ ⊗ |χB⟩ + β |ζA⟩ ⊗ |ξB⟩ , (2.48)

los coeficientes complejos α y β cumplen la condición de normalización |α|2 +
|β|2 = 1, un estado de las características de la Ec.(2.48) donde α y β son no-nulos,
que contiene una superposición coherente de dos o más componentes donde cada
componente es un producto, se llama estado entrelazado. Por el contrario si α = 0
ó β = 0, el estado es separable. En general un estado arbitrario |w⟩ ∈ HA ⊗ HB es
separable si ∃ |wA⟩ ∈ HA, |wB⟩ ∈ HB tal que |w⟩ = |wA⟩ ⊗ |wB⟩. Una definición
equivalente de estado entrelazado es, todo estado que no sea separable es entrelazado.

La propiedad asociada con los estados entrelazados se conoce como entrelazamiento
y expresa el hecho de que el estado de cada subsistema está, de alguna manera,
condicionado por el estado del otro subsistema. Ahora supongamos que uno está
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interesado en medir cierta cantidad de un observable en uno de los subsistemas, por
ejemplo, en el subsistema A, para ello uno recurre, cuando es posible, al vector de
estado con el cual se calcula la probabilidad correspondiente de medir la cantidad
de interés. Sin embargo, cuando el sistema total está entrelazado como en el caso
descripto por la Ec.(2.48), no existe generalmente un vector de estado que pertenezca
al espacio HA y nos permita realizar los cálculos de dichas probabilidades. Para esto
hay una descripción equivalente donde el protagonista ya no es más el vector de
estado sino el operador densidad del sistema que se denota usualmente con la letra
ρ, pasamos entonces a describir algunas ideas de trabajar en esta descripción.

2.3.1 Operador densidad, descomposición y rango de
Schmidt

El operador densidad del sistema total A+B, cuyo vector de estado es |ψ⟩ se define
como:

ρAB = |ψ⟩ ⟨ψ| , (2.49)

cuya traza es igual a uno,

Tr{ρAB} = 1, (2.50)

cuando un sistema puede ser descripto por un vector de estado, se dice que está en
un estado puro y su operador densidad cumple la relación:

[ρAB]2 = ρAB, (2.51)

y por lo tanto,

Tr
{

[ρAB]2
}

= 1. (2.52)

Bajo estas condiciones, se tiene la libertad de describir al sistema total o bien por el
vector de estado |ψ⟩ o por el operador densidad ρA+B. Por otro lado, la descripción
para los subsistemas A y B se obtiene tomando la traza parcial sobre el sistema que
no es observado. Por ejemplo, para el sistema A se tiene:

ρA = TrB{ρAB}. (2.53)
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Cuando el sistema está descripto por el estado entrelazado dado por la Ec.(2.48) el
operador densidad del subsistema A viene dado por,

ρA =
∑
vB

IA ⊗ ⟨vB| (|ψ⟩ ⟨ψ|) IA ⊗ |vB⟩

= |α|2 |φA⟩ ⟨φA| + |β|2 |ζA⟩ ⟨ζA| ,
(2.54)

que es la suma de dos proyectores. Como consecuencia, el subsistema A está en el
estado |φA⟩ con una probabilidad |α|2, y en el estado |ζA⟩ con una probabilidad |β|2

es decir que, en oposición al estado de A+B, no se tiene certeza del estado de A,
solo se tiene cierta probabilidad. Este hecho se expresa en la desigualdad,

Tr
{

[ρA]2
}
⩽ 1, (2.55)

esta desigualdad nos indica que el estado deA solo es conocido de manera estadística,
es decir, la descripción del sistema A es menos precisa que la del sistema total A+B.
Notemos que si α = 0 ó β = 0 en la Ec.(2.54) se cumple la igualdad en la Ec.(2.55),
por lo tanto, el subsistema A se encuentra en un estado puro, de manera análoga se
puede ver que al subsistema B le ocurre lo mismo.

Cuando el sistema bipartito A+B se encuentra en un estado puro, es decir, cuando
está descripto por un vector de estado como (2.47) ó (2.48), existe un criterio para
determinar si los subsistemas son separables o están entrelazados [21].

Descomposición de Schmidt:

Supongamos que |ψ⟩ es un estado puro de un sistema compuestoA+B. Entonces
existen estados ortonormales |iA⟩ para el sistema A y |iB⟩ para el sistema B tal
que

|ψ⟩ =
∑

i

√
λi |iA⟩ |iB⟩ , (2.56)

donde
√
λi son números reales no-negativos que satisfacen

∑
i

λi = 1 y se

conocen como coeficientes de Schmidt.

Este resultado es muy útil, ya que si |ψ⟩ es un estado puro de un sistema compuesto
A + B entonces por descomposición de Schmidt se tiene que ρA =

∑
i

λi |iA⟩ ⟨iA|

y ρB =
∑

i

λi |iB⟩ ⟨iB|, es decir, que los autovalores de los operadores densidad de

cada subsistema son los mismos, a saber λi.
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Definimos el rango de Schmidt asociado al estado |ψ⟩ como el número de
√
λi no-

nulos presentes en la Ec.(2.56), denotado como R. Cuando R = 1, el estado total
del sistema no está entrelazado, es decir el estado del sistema es separable y cada
subsistema se encuentra en un estado puro. Mientras que en el caso contrario el
sistema está entrelazado. La distribución de los coeficientes de Schmidt

√
λi nos

brinda información acerca de cuán entrelazado esta el sistema. La medida más
fundamental basada en el grado de mezcla de las matrices reducidas es la entropía
de entrelazamiento,

ε (|ψ⟩) = SvN (ρA) = SvN (ρB), (2.57)

donde SvN (ρ) = −Tr(ρlogρ) es la entropía de von Neumann del operador ρ. Esta
medida en términos de los coeficientes de Schmidt toma la forma:

SvN = −
∑

i

λilog(λi). (2.58)

Otro indicador útil de la cantidad de entrelazamiento de un estado puro está dado
por la entropía lineal de las matrices marginales, definida como

SL = 1 − P, (2.59)

donde P = Tr
{

[ρA]2
}

= Tr
{

[ρB]2
}

=
∑

i

λ2
i se define como la pureza. Este indica-

dor tiene la ventaja de ser computacionalmente más eficiente, ya que no requiere la
diagonalización de las matrices densidad.

2.3.2 Entrelazamiento en sistemas de fermiones idénticos

Al tratar sistemas de partículas idénticas fermiónicas, como se detalló en la Sección
(2.1), debemos antisimetrizar el estado que describe al sistema. Las correlaciones
entre fermiones idénticos que son debidas únicamente a la naturaleza antisimétrica
del estado no contribuyen al entrelazamiento del estado [22, 23, 24, 25]. Según el
enfoque que seguiremos en este trabajo, ampliamente discutido en la literatura, el
entrelazamiento está dado por las correlaciones cuánticas existentes por encima de
estas mínimas de simetría.

Los ejemplos usuales de entrelazamiento, como el visto anteriormente, son en
sistemas compuestos de subsistemas distinguibles. En un sistema compuesto de dos
subsistemas A y B donde HA y HB son sus respectivos espacios de Hilbert, vimos
que es posible estudiar el entrelazamiento utilizando la descomposición de Schmidt.
La expresión para el estado |ψ⟩ dada por la Ec.(2.56) es una expansión en una base
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ortogonal de vectores producto con un número mínimo R de términos no nulos. Este
número al cual llamamos rango de Schmidt de |ψ⟩, puede tomar valores entre uno y
min{dim(HA),dim(HB)}, el estado |ψ⟩ está entrelazado si y solo si R > 1.

Ahora supongamos el caso de dos fermiones idénticos [23, 24], donde cada uno
pertenece a un espacio de Hilbert Hn de dimensión n. El espacio de Hilbert total es
A(Hn ⊗ Hn) donde A denota la antisimetrización del espacio, un estado general |w⟩
viene dado por la Ec.(2.60),

|w⟩ =
n∑
i,j

wijf
†
i f

†
j |0⟩ , (2.60)

donde f †
i y f †

j corresponden a los operadores creación de un fermión en los estados
|i⟩ y |j⟩ de una partícula. Los coeficientes wij son antisimétricos, es decir wij = −wji,
por lo tanto conforman una matriz compleja antisimétrica w de dimensión n × n.
Esta matriz cumple con la condición de normalización,

Tr
(
w†w

)
= 1

2 . (2.61)

Una transformación unitaria del espacio de una sola partícula, teniendo en cuenta
la Ec.(2.38), transforma los operadores f †

i =
∑

j

Uji(f ′
j)† a nuevos operadores

fermiónicos f ′
j y (f ′

j)†. Mientras que las matrices de coeficientes w transforman
como,

w → UwUT (2.62)

donde UT es la transpuesta de U .

Para toda matriz w compleja antisimétrica de dimensión n× n existe una transfor-
mación unitaria U tal que w′ = UwUT tiene entradas no nulas solo en los bloques
2 × 2 de la diagonal [24]. Esto es,

w′ = diag[Z1, ..., ZR, Z0] con Zk =
[

0 zk

−zk 0

]
, (2.63)

donde zk > 0 con k ∈ {1, ..., R}, y Z0 es la matriz nula de dimensión (n − 2R) ×
(n− 2R). Cada bloque 2 × 2, Zk, corresponde a un determinante de Slater elemental.
Estos determinantes de Slater son análogos a los estados producto en sistemas
de partículas distinguibles. De este modo, cuando lo expresamos en esta base, el
estado |w⟩ es una suma de determinantes de Slater donde cada estado posible,
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correspondiente a la base de estados de una partícula, ocurre a lo sumo en un solo
término. En términos matemáticos siguiendo [26] lo que se tiene es

|w⟩ =
∑
i,j

w′
ij(f ′

i)†(f ′
j)† |0⟩ = 2

≤ n
2∑

k=1
zk(f ′

2k−1)†(f ′
2k)† |0⟩ , (2.64)

el número de coeficientes no nulos zk, es decir el número de determinantes de Slater
no nulos, se conoce como rango de Slater del estado |w⟩.

Un estado puro de un sistema compuesto por dos fermiones idénticos se considera
separable (es decir, no entrelazado) si y solo si puede ser descripto como un único
determinante de Slater. Los estados puros de este tipo se dice que tienen rango de
Slater igual a 1.

2.4 Teoría de cobosones
En la naturaleza la mayoría de las partículas son partículas compuestas formadas
por dos o más fermiones fundamentales, los átomos, las moléculas y los núcleos son
ejemplos de ello. Así mientras los procesos físicos no revelen una estructura interna
podemos pensar una partícula compuesta como un todo y tratarla aproximadamente
como un bosón (fermión) si el número de partículas constituyentes es par (impar)
[8].

En este trabajo estudiamos bosones compuestos o cobosones, es decir sistemas con
un número par de fermiones fundamentales. El grado de entrelazamiento entre los
fermiones constituyentes determina qué tanto se acerca el sistema a comportarse
como un bosón puro [8].

Supongamos dos fermiones de especies a y b, cada uno tiene asociado un espacio de
Hilbert en los cuales definimos una base |ka⟩ y |kb⟩. De forma tal que se tiene

|ka⟩ = a†
ka

|0⟩ , (2.65)

|kb⟩ = b†
kb

|0⟩ . (2.66)

los estados |ka,kb⟩ = a†
ka
b†

kb
|0⟩ forman una base del espacio producto y en conse-

cuencia cumplen la relación de clausura:

I =
∑

ka,kb

|ka,kb⟩ ⟨ka,kb| , (2.67)
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esto nos permite escribir un estado arbitrario |i⟩ correspondiente al par de fermiones
(a, b) o cobosón como:

|i⟩ =
∑

ka,kb

|ka,kb⟩ ⟨ka,kb|i⟩ , (2.68)

a su vez, utilizando el formalismo de la segunda cuantización , podemos asociar un
operador creación c†

i para el estado |i⟩ del cobosón2,

c†
i =

∑
ka,kb

⟨ka,kb|i⟩ a†
ka
b†

kb
, (2.69)

particularizando para la base posición de cada fermión |ra, rb⟩ se tiene3,

c†
i =

∫ ∫
⟨ra, rb|i⟩ Ψ†

a(ra)Ψ†
b(rb)dradrb, (2.70)

si el estado |i⟩ corresponde al estado fundamental del cobosón y estamos en una
dimensión, tenemos que:

c† =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxadxbΦ0(xa, xb)Ψ†

a(xa)Ψ†
b(xb). (2.71)

Siempre podemos expresar la función de onda del estado fundamental Φ0(xa, xb) en
la forma de la descomposición de Schmidt [8, 27],

Φ0(xa, xb) =
∑

n

√
λnϕ

(a)
n (xa)ϕ(b)

n (xb), (2.72)

con lo cual podemos asociar operadores creación para cada fermión de manera
análoga a la que hicimos en las Ecs.(2.43)-(2.44). De esta forma podemos escribir
un operador creación para el par,

c† =
∑

n

√
λn a

†
nb

†
n, (2.73)

2Utilizando la relación de clausura obtenemos: |i⟩ =
∑

ka,kb

⟨ka, kb|i⟩ |ka, kb⟩ =∑
ka,kb

⟨ka, kb|i⟩ a†
ka

b†
kb︸ ︷︷ ︸

c
†
i

|0⟩ .

3En el paso al continuo se tiene
∑

ka,kb

→
∫ ∫

dradrb.
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donde los operadores dados por las Ecs.(2.74)-(2.75) corresponden a la creación de
los fermiones de especie a y b respectivamente, en el n-ésimo modo de Schmidt,

a†
n =

∫ ∞

−∞
dxϕ(a)

n (x) Ψ†
a(x), (2.74)

b†
n =

∫ ∞

−∞
dxϕ(b)

n (x) Ψ†
b(x). (2.75)

Teniendo en cuenta que los operadores dados por las Ecs.(2.74)-(2.75) son fer-
miónicos, y por lo tanto cumplen las relaciones de conmutación dadas por las
Ecs.(2.34)-(2.36), puede verse que el operador creación para el par dado por la Ec.
(2.73) cumple la relación de conmutación [8],

[
c, c†

]
= 1 − ∆, (2.76)

donde el operador ∆ se define como

∆ =
∑

n

λn

(
a†

nan + b†
nbn

)
, (2.77)

y representa una corrección teniendo en cuenta que el operador c no es puramente
bosónico.

A partir del estado de un cobosón, en nuestro caso el estado fundamental, puede
construirse un estado para N cobosones de la siguiente forma,

|N⟩ = χ
−1/2
N

(
c†
)N

√
N !

|0⟩ . (2.78)

La Ec.(2.78) representa lo que se conoce como ansatz de cobosones. El factor χN

corresponde a un factor de normalización tal que cumple ⟨N |N⟩ = 1 y para el caso
en que a y b son fermiones tiene una expresión dada por la Ec.(2.79) [8],

χN = N !
∑

pN >pN−1>...>p2>p1

λp1λp2 ...λpN , (2.79)

para el caso N = 2 tenemos que la expresión dada por la Ec.(2.80)4.

4
∑
p1p2

λp1 λp2 =
∑
p1

λp1︸ ︷︷ ︸
1

∑
p2

λp2︸ ︷︷ ︸
1

= 1 =
∑
p1p2

λp1 λp2 =
∑

i

λ2
i︸ ︷︷ ︸

p1=p2

+
∑

p1 ̸=p2

λp1 λp2︸ ︷︷ ︸
2
∑

p2>p1
λp1 λp2

.
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χ2 = 2
∑

p2>p1

λp1λp2 = 1 −
∑

i

λ2
i , (2.80)

De la Ec.(2.80) observamos que el factor χ2 coincide con la entropía lineal.

Este factor también nos da información de cuán bosónicos son los operadores c y c†,
escribiendo la ecuación de cómo actúa el operador aniquilación en un estado de N
pares

c |N⟩ = αN

√
N |N − 1⟩ + |ϵN ⟩ , (2.81)

donde αN es una constante y |ϵN ⟩ es un término de corrección ortogonal a |N − 1⟩.
De la expresión dada por la Ec.(2.81) vemos que c se comporta como un operador
bosónico si se satisfacen las dos condiciones αN → 1 y ⟨ϵN |ϵN ⟩ → 0, luego de realizar
algunos cálculos puede verse que [8],

αN =
√

χN

χN−1
, (2.82)

⟨ϵN |ϵN ⟩ = 1 −N
χN

χN−1
+ (N − 1)χN+1

χN
. (2.83)

con lo cual se observa que en el límite
χN±1
χN

→ 1 emerge el comportamiento

bosónico.
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3Modelo Trabajado

En este capítulo se introducirá el modelo trabajado. Si bien el sistema se analizó
en una y dos dimensiones solo se resolvió en una dimensión, ya que para más
dimensiones el sistema puede ser desacoplado y reducir la solución a la de una
dimensión, como se explica en la Sección (3.1).

3.1 Un par de fermiones

El modelo trabajado, mostrado en la Fig.(3.1), consiste en un par de fermiones de
especies a y b, de misma masa m e igual ω, interactuando armónicamente en una
trampa armónica.

Figura 3.1: Un par de fermiones en una trampa armónica, uno de especie a y otro de especie
b interactuando armónicamente.

El Hamiltoniano del sistema en dimensión arbitraria viene dado por la Ec.(3.1), si
el signo es positivo (negativo) la interacción es atractiva (repulsiva), donde λ ⩾ 0
es el parámetro de acoplamiento. Por otro lado, las coordenadas espaciales x1 y x2

corresponden a los fermiones de especie a y b respectivamente.

H = 1
2m

(
P 2

1 + P 2
2

)
+ 1

2mω
2
(
x2

1 + x2
2

)
± 1

2λ
2(|x1 − x2|)2 (3.1)

Notando lo dicho al comienzo de la sección para el caso en dos dimensiones1,

1El mismo procedimiento puede generalizarse para la dimensión que se requiera y con otras variables.
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(|x1 − x2|)2 = (|(x1, y1) − (x2, y2)|)2 (3.2)

= |(x1 − x2, y1 − y2)|2 (3.3)

= (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2, (3.4)

con lo cual,

H = Hx +Hy. (3.5)

Por lo tanto, la solución del sistema vendrá dada por una función de la forma,

Φ(x, y) = Φ(x)Φ(y). (3.6)

3.2 Dos pares de fermiones
El mismo modelo pero esta vez para dos pares se muestra en la Fig.(3.2), con-
siste en dos pares indistinguibles de fermiones de especies a y b interactuando
armónicamente.

Figura 3.2: Dos pares indistinguibles de fermiones de especie a y b interactuando armónica-
mente en una trampa.

El Hamiltoniano del sistema en dimensión arbitraria viene dado por la Ec.(3.7). Las
coordenadas x1 y x3 corresponden a los fermiones de especie a, mientras que las
coordenadas x2 y x4 corresponden a los fermiones de especie b.
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H =
4∑

i=1

(
P 2

i

2m+1
2mω

2x2
i

)
±1

2λ
2[(|x1 − x2|)2 + (|x3 − x4|)2

+ (|x1 − x4|)2 + (|x3 − x2|)2] (3.7)
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4Solución exacta del sistema

En este capítulo se resolverá de manera exacta el problema para un par de fermiones,
mostrado en la Fig.(3.1). Primero lo haremos en una dimensión donde se obtendrá
la función de onda para el estado fundamental y su energía. Luego repetiremos el
procedimiento para el problema de dos pares, mostrado en la Fig.(3.2), en una y
dos dimensiones. De acá en adelante se utilizarán las unidades ℏ = m = 1.

4.1 Un solo par de fermiones
El modelo que se resolverá en esta sección consta de un par de fermiones de
especie a y b respectivamente, los cuales se encuentran en una trampa armónica e
interactúan de manera armónica y cuyo esquema esta representado en la Fig.(3.1).
El Hamiltoniano del sistema viene dado por la Ec.(4.1),

H = −1
2

(
∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

)
+ 1

2ω
2
(
x2

1 + x2
2

)
± 1

2λ
2(x1 − x2)2. (4.1)

Para resolver el sistema de manera exacta es conveniente introducir las coordenadas
r = 1√

2
(x1 − x2) y R = 1√

2
(x1 + x2), que llamaremos coordenadas relativa y centro

de masa respectivamente. En estas coordenadas el sistema queda desacoplado y
podemos reescribirlo de la siguiente manera,

H = −1
2

(
∂2

∂R2 + ∂2

∂r2

)
+ 1

2ω
2R2 + 1

2
(
ω2 ± 2λ2

)
r2. (4.2)

Es decir que el Hamiltoniano pasa a ser el de dos osciladores armónicos desacoplados,
de frecuencias:

κ1 := ω, (4.3)

κ2 :=
√
ω2 ± 2λ2, (4.4)

notamos que la frecuencia κ2 para el caso repulsivo está definida para λ ∈
[
0, ω√

2

]
.

Por lo tanto, las soluciones al problema de autovalores HΦ = EΦ , son de la forma
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Φ = Φ(CM)
nR

Φrel
nr

donde las expresiones para Φ(CM)
nR

y Φrel
nr

vienen dadas por las
Ecs.(4.5) y (4.6),

Φ(CM)
nR

=
(

κ1
π22nR(nR!)2

) 1
4

exp
(

−κ1R
2

2

)
HnR (

√
κ1R) , nR = 0, 1, 2, 3, .., (4.5)

Φrel
nr

=
(

κ2
π22nr (nr!)2

) 1
4

exp
(

−κ2r
2

2

)
Hnr (

√
κ2r) , nr = 0, 1, 2, 3, .., (4.6)

donde la expresión Hn(x) corresponde al polinomio de Hermite de grado n [28].

Mientras que el espectro de energía tiene la forma de la Ec.(4.7),

EnR,nr = κ1

(
nR + 1

2

)
+ κ2

(
nr + 1

2

)
, nR,r = 0, 1, 2, 3, ... (4.7)

En particular el estado fundamental se corresponde al caso nR = nr = 0 y viene
dado por la Ec.(4.8),

Φ0(x1, x2) = Φ(CM)
0 (R)Φrel

0 (r) = (κ1κ2)
1
4

√
π

exp
(

−κ1
4 (x1 + x2)2

)
exp

(
−κ2

4 (x1 − x2)2
)
,

(4.8)

con energía,

E0 = κ1 + κ2
2 . (4.9)

4.1.1 Un par de fermiones en dos dimensiones

El Hamiltoniano isotrópico para el problema de un par de fermiones en dos dimen-
siones viene dado por la Ec.(4.10),

H = −
2∑

i=1

(
∂2

∂x2
i

+ ∂2

∂y2
i

)
+ 1

2
(
x2

1 + x2
2

)
± 1

2λ
2(|x1 − x2|)2. (4.10)

Debido al desacoplamiento notado en la Sección (3.1) tenemos que,

H = Hx +Hy. (4.11)
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Por lo tanto podemos resolver el problema de autovalores con la misma estrategia
del problema en una dimensión, esto es utilizar las coordenadas relativa y centro de
masa, con lo cual la solución nos queda,

Φ(x,y) = Φ(CM)
nRx

(Rx)Φrel
nrx

(rx)Φ(CM)
nRy

(Ry)Φrel
nry

(ry). (4.12)

En particular para el estado fundamental se tiene que nRx = nrx = nRy = nry = 0,
por lo tanto la expresión toma la forma,

Φ0(x,y) = (κ1κ2)1/2

π
exp

(
−κ1

4 [(x1 + x2)2 + (y1 + y2)2] − κ2
4 [(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2]

)
,

(4.13)

notamos que el estado fundamental de un par en dos dimensiones es no degenerado.

4.2 Dos pares de fermiones
En esta sección, se resolverá el modelo constituido por dos pares de fermiones, cuyo
esquema puede verse en la Fig.(3.2). El Hamiltoniano del sistema viene dado por la
Ec.(4.14),

H =
4∑

i=1

(
−1

2
∂2

∂x2
i

+ 1
2ω

2x2
i

)
±1

2λ
2[(x1 − x2)2 + (x3 − x4)2

+ (x1 − x4)2 + (x3 − x2)2]. (4.14)

El objetivo es desacoplar el sistema introduciendo nuevas coordenadas, esto se puede
llevar a cabo utilizando la teoría de modos normales [28, 29, 30].

Lo primero a realizar es la construcción de la matriz asociada a la energía potencial
del sistema, para ello reescribimos el Hamiltoniano dado por la Ec.(4.14) de la
siguiente manera,

H = 1
2

4∑
i=1

P 2
i + 1

2

4∑
i,j=1

xiVijxj , (4.15)

con lo cual la matriz asociada a la energia potencial nos queda:

V = 1
2


κ2

2 β 0 β

β κ2
2 β 0

0 β κ2
2 β

β 0 β κ2
2

 , (4.16)
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con β := ±λ2.

Diagonalizando la matriz, obtenemos:

D = 1
2


κ2

2 0 0 0
0 κ2

2 0 0
0 0 κ2

1 0
0 0 0 κ2

3

 , (4.17)

donde

κ3 :=
√
ω2 ± 4λ2, (4.18)

notamos que la frecuencia κ3 para el caso repulsivo está definida para λ ∈
[
0, ω2

]
.

Como se observa tenemos un autovalor degenerado por lo que se debe ortogonalizar
utilizando, por ejemplo, Gram-Schmidt y obtenemos el conjunto de autovectores,

κ2
2 →

{ 1√
2

(0, −1, 0, 1), 1√
2

(−1, 0, 1, 0)
}
, (4.19)

κ2
1 →

{1
2(−1, 1, −1, 1)

}
, (4.20)

κ2
3 →

{1
2(1, 1, 1, 1)

}
, (4.21)

a partir de los cuales podemos inferir las coordenadas que desacoplan al sistema,

R1 = x4 − x2√
2

, (4.22)

R2 = x3 − x1√
2

, (4.23)

R3 = x2 − x1 + x4 − x3
2 , (4.24)

R4 = x1 + x2 + x3 + x4
2 , (4.25)

en estas coordenadas el Hamiltoniano del sistema pasa a ser,

H = −1
2

4∑
i=1

∂2

∂R2
i

+ 1
2
[
κ2

2(R2
1 +R2

2) + κ2
1R

2
3 + κ2

3R
2
4

]
. (4.26)

Es decir, que nos queda un sistema de cuatro osciladores armónicos desacoplados,
con lo cual la solución en primera instancia vendrá dada por,
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ψ = φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4), (4.27)

donde,

φnRi
(Ri) =

(
ηi

π22nRi (nRi !)2

) 1
4

exp
(

−1
2
(
ηiR

2
i

))
HnRi

(√ηiRi) , (4.28)

con i = 1, 2, 3, 4, η1 = η2 = κ2, η3 = κ1 y η4 = κ3. Mientras que el espectro de
energía viene dado por:

EnR1 ,nR2,nR3 ,nR4
= κ2(nR1 + nR2 + 1) + κ1

(
nR3 + 1

2

)
+ κ3

(
nR4 + 1

2

)
, (4.29)

con i = 1, 2, 3, 4 y nRi = 0, 1, 2, ....

Sin embargo, como se explicó en la Sección (2.1), las partículas de especie a y b son
fermiones idénticos, es decir, que los estados físicos del sistema pertencen al espacio
de Hilbert Ha ⊗ Hb, donde Ha y Hb denotan los espacios de Hilbert antisimétricos
de los fermiones a y b respectivamente. Por lo tanto, es necesario antisimetrizar la
función de onda, más específicamente, debe cumplirse:

AaAbψ = ψ, (4.30)

donde los operadores Aa y Ab se corresponden con la antisimetrización de los
fermiones a y b. En este caso como son dos partículas de cada especie, la forma de
los operadores será:

Aa = 1
2(I − P31), (4.31)

Ab = 1
2(I − P42), (4.32)

donde los operadores P31 y P42 corresponden a cambiar los estados de los fermiones
a y b respectivamente. Para antisimetrizar la solución dada por la Ec.(4.27) debemos
calcular AaAbψ, utilizando las Ecs.(4.31)-(4.32) obtenemos la Ec.(4.33).
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AaAbψ

= 1
2(I − P31)1

2(I − P42)φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

= 1
4(I − P42 − P31 + P31P42)φnR1

(R1)φnR2
(R2)φnR3

(R3)φnR4
(R4)

(4.33)

Veamos ahora como actúa cada operador sobre el producto de estados, para eso
debemos analizar como cambian las coordenadas desacopladas cuando se aplican
las permutaciones.

P31 corresponde a la permutación de los fermiones de especie a y su efecto
sobre las coordenadas es el siguiente:

R1 = x4 − x2√
2

P31−−−→ R̃1 = x4 − x2√
2

= R1, (4.34)

R2 = x3 − x1√
2

P31−−−→ R̃2 = x1 − x3√
2

= −R2, (4.35)

R3 = x2 − x1 + x4 − x3
2

P31−−−→ R̃3 = x2 − x3 + x4 − x1
2 = R3, (4.36)

R4 = x1 + x2 + x3 + x4
2

P31−−−→ R̃4 = x3 + x2 + x1 + x4
2 = R4. (4.37)

Por lo tanto se tiene que,

P31φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

= φnR1
(R1)φnR2

(−R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4).
(4.38)

P42 corresponde a la permutación de los fermiones de especie b y su efecto
sobre las coordenadas es el siguiente:

R1 = x4 − x2√
2

P42−−−→ R̃1 = x2 − x4√
2

= −R1, (4.39)

R2 = x3 − x1√
2

P42−−−→ R̃2 = x3 − x1√
2

= R2, (4.40)

R3 = x2 − x1 + x4 − x3
2

P42−−−→ R̃3 = x4 − x1 + x2 − x3
2 = R3, (4.41)

R4 = x1 + x2 + x3 + x4
2

P42−−−→ R̃4 = x1 + x4 + x3 + x2
2 = R4. (4.42)

Por lo tanto el efecto del permutador P42 viene dado por la Ec.(4.43).
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P42φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

= φnR1
(−R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)
(4.43)

De esta manera podemos escribir:

AaAbψ = 1
4φnR1

(R1)φnR2
(R2)φnR3

(R3)φnR4
(R4)

− 1
4φnR1

(−R1)φnR2
(R2)φnR3

(R3)φnR4
(R4)

− 1
4φnR1

(R1)φnR2
(−R2)φnR3

(R3)φnR4
(R4)

+ 1
4φnR1

(−R1)φnR2
(−R2)φnR3

(R3)φnR4
(R4).

(4.44)

Notamos que si φnR1
(−R1) = −φnR1

(R1) y φnR2
(−R2) = −φnR2

(R2) entonces ψ es
autoestado del operador AaAb. Los polinomios de Hermite tienen paridad definida
[28] con lo cual basta tomar nR1 = nR2 = 1 y nR3 = nR4 = 0, la elección de estos
números cuánticos representa el estado fundamental del sistema teniendo en cuenta
la indistinguibilidad de los fermiones. Por lo tanto, el estado tiene la forma:

ψ1D = 1
2π
(
κ1κ

2
2κ3
) 1

4

× exp
(

−1
2
(
κ2
(
R2

1 +R2
2

)
+ κ3R

2
3 + κ1R

2
4

))
H1 (

√
κ2R1)H1 (

√
κ2R2) ,

(4.45)

con energía

E0,ex = 3κ2 + (κ1 + κ3)
2 . (4.46)

Si bien tenemos las expresiones exactas para el estado fundamental, una forma
de caracterizar al estado es a través de las correlaciones espaciales presentes en
el sistema [31]. Esto será útil al momento de comparar los resultados obtenidos
utilizando el ansatz para las soluciones del problema en el Capítulo (6).

La densidad conjunta para fermiones de diferentes especie para el caso atractivo, se
define en términos de segunda cuantización como:

Dab(x, x′) = ⟨ψ̃| Ψ†
b(x

′)Ψ†
a(x)Ψa(x)Ψb(x′) |ψ̃⟩ . (4.47)

Mientras que la densidad conjunta para dos fermiones de la misma especie se define
a través de la densidad conjunta,
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Daa(x, x′) = ⟨ψ̃| Ψ†
a(x′)Ψ†

a(x)Ψa(x)Ψa(x′) |ψ̃⟩ , (4.48)

donde |ψ̃⟩ es un estado normalizado, dado que las funciones de onda con las que se
trabaja están normalizadas. Las gráficas (4.1)-(4.2)-(5.2)-(5.3) son proporcionales
por una constante a las densidades conjuntas (4.47)-(4.48). Notamos que se grafica
solo el caso atractivo de manera que el trabajo no se extienda tanto, pero en principio
es posible graficar ambos casos.

En los cuatro paneles de la Fig.(4.1) se observa una fuerte correlación diagonal
a medida que aumentamos el parámetro de interacción λ. La densidad conjunta
Dab(x, x′) representa la probabilidad de encontrar un fermión de especie a y b en
las posiciones x y x′ respectivamente (o viceversa por la simetría del problema),
de manera que al aumentar la interacción las gráficas nos indican que hay mayor
probabilidad de encontrar a las partículas en x = x′, es decir, que los fermiones a y b
forman pares fuertemente ligados.

En la Fig.(4.2) ilustramos las correlaciones espaciales entre dos fermiones de la
misma especie a través de la densidad conjunta, para diferentes valores del parámetro
de interacción λ en el caso atractivo. Las gráficas (4.2) muestran claramente la
presencia del principio de exclusión de Pauli, en los cuatro paneles la densidad es cero
en la diagonal. Dos fermiones idénticos tienen más probabilidades de encontrarse
separados el uno del otro a una distancia que estará determinada por la escala
espacial de la trampa armónica y como se observa cambia para los diferentes valores
de λ. Una posible explicación de este comportamiento es que debido al acoplamiento
entre fermiones de distinta especie cuando se aumenta la interacción los fermiones
de misma especie se acercan cada vez más.

4.2.1 Dos pares de fermiones en dos dimensiones

Para comprender mejor el problema y motivados por los resultados de [32], se
estudió el problema exacto en dos dimensiones.

El Hamiltoniano a resolver está dado por la Ec.(3.7) teniendo en cuenta que x =
(x, y), el desacoplamiento de las dimensiones mencionado en la Sección (3) y
utilizando las coordenadas (4.22-4.25) que desacoplan al problema unidimensional
la forma del Hamiltoniano se reduce a la dada por la Ec.(4.49),

H = −1
2

4∑
i=1

[
∂2

∂R2
i,x

+ ∂2

∂R2
i,y

]
+ 1

2
[
κ2

2

(
|R1|2 + |R2|2

)
+ κ2

1|R3|2 + κ2
3|R4|2

]
.

(4.49)
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(a) Parámetro de interacción λ = 1. (b) Parámetro de interacción λ = 5.

(c) Parámetro de interacción λ = 50. (d) Parámetro de interacción λ = 100.

Figura 4.1: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie correspondientes a la
solución exacta del sistema, para distintos valores del parámetro de interacción
λ en el caso atractivo con ω = 1.

Como consecuencia, el espectro de energía vendrá dado por la Ec.(4.29), pero con
la importante diferencia de que los números cuánticos principales serán de la forma
nRi = nRi,x + nRi,y . Esto nos indica que hay una degeneración presente y que H no
constituye un C.C.O.C1, volveremos sobre este punto en un momento.

Dada la forma del Hamiltoniano la solución del problema tendrá una estructura
dada por la Ec.(4.50) donde las soluciones en una dimensión son las dadas por la
Ec2.(4.27),

ψ(R1,R2,R3,R4) = ψ(R1,x, R2,x, R3,x, R4,x)ψ(R1,y, R2,y, R3,y, R4,y). (4.50)

1Conjunto Completo de Observables Compatibles.
2Teniendo en cuenta la coordenada cartesiana que corresponda, Por ejemplo R1,x = x4 − x2√

2
y

R1,y = y4 − y2√
2

.
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(a) Parámetro de interacción λ = 1. (b) Parámetro de interacción λ = 5.

(c) Parámetro de interacción λ = 15. (d) Parámetro de interacción λ = 30.

Figura 4.2: Correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie correspondientes a
la solución exacta, para distintos valores del parámetro de interacción λ en el
caso atractivo con ω = 1.

Teniendo en cuenta la indistinguibilidad debemos antisimetrizar la solución, es decir,
calcular AaAbψ(R1,R2,R3,R4), en este caso las permutaciones vienen dadas por
las Ecs.(4.51)-(4.52).

P42φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

= φnR1
(−R1,x,−R1,y)φnR2

(R2,x, R2,y)

×φnR3
(R3,x, R3,y)φnR4

(R4,x, R4,y)

= φnR1
(−R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

(4.51)

P31φnR1
(R1)φnR2

(R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

= φnR1
(R1,x, R1,y)φnR2

(−R2,x,−R2,y)

×φnR3
(R3,x, R3,y)φnR4

(R4,x, R4,y)

= φnR1
(R1)φnR2

(−R2)φnR3
(R3)φnR4

(R4)

(4.52)
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Por lo tanto, de la antisimetrización se obtiene la Ec.(4.53),

AaAbψ = 1
4{φnR1

(R1)φnR2
(R2) − φnR1

(−R1)φnR2
(R2) − φnR1

(R1)φnR2
(−R2)

+ φnR1
(−R1)φnR2

(−R2)}φnR3
(R3)φnR4

(R4).
(4.53)

Por lo tanto, el estado |ψ⟩ es antisimétrico si nR1 y nR2 son impares. Análogamente
al caso unidimensional el estado fundamental se corresponde con los valores nR1 =
nR2 = 1 y nR3 = nR4 = 0 con lo cual las soluciones serán de la forma,

ψ(R1,R2,R3,R4) = φ1(R1)φ1(R2)φ0(R3)φ0(R4). (4.54)

Además de la indistinguibilidad de los fermiones agregar una dimensión extra al
problema es también agregar una simetría extra como se noto al principio de la
sección, reescribiendo el Hamiltoniano se tiene H = HR1 +HR2 +HR3 +HR4 donde
cada termino corresponde a un oscilador armónico bidimensional en la coordenada
Ri cada uno con su frecuencia correspondiente. Es claro entonces que el problema
presenta la degeneración propia de un oscilador armónico bidimensional isotrópico,
por esta razón para determinar unívocamente a los estados debemos agregar uno o
más observables de forma tal que obtengamos un C.C.O.C.

Para la construcción de nuestro C.C.O.C utilizamos el modelo de Schwinger, el cual
puede consultarse en el Apéndice (A), por cada oscilador puedo asociar un operador
momento angular, es decir Ri → Ji,z. Tenemos entonces que para los osciladores 3
y 4 se cumple nR3 = nR4 = 0 lo cual implica j3 = j4 = 0 y m3 = m4 = 0, entonces
puedo reducir el problema a la suma de dos momentos angulares correspondientes
a los osciladores 1 y 2.

Para estos osciladores se tiene que nR1 = nR2 = 1 lo cual por la Ec.(A.25) implica
que j1 = j2 = 1/2, luego de la suma de momentos angulares sabemos que,

1/2 ⊗ 1/2 = 1 ⊕ 0 , (4.55)

con lo cual los estados son,

Triplete:


|1, 1⟩ = |1/2, 1/2⟩ ,

|1, 0⟩ = 1√
2 (|1/2,−1/2⟩ + |−1/2, 1/2⟩) ,

|1,−1⟩ = |−1/2,−1/2⟩ ,

(4.56)
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y

Singlete: |0, 0⟩ = 1√
2

(|1/2,−1/2⟩ − |−1/2, 1/2⟩) . (4.57)

Veamos la representación de estos estados en términos de operadores creación y
aniquilación, por ejemplo los del triplete, en particular el estado |1, 0⟩. Utilizando la
Ec.(A.26) y que n = 1 = n+ + n− obtenemos:

m1 = 1
2 = n1,+ − n1,−

2 = n1,+ − (1 − n1,+)
2 = 2n1,+ − 1

2 , (4.58)

ecuación de la cual inferimos que n1,+ = 1 y n1,− = 0. De la misma manera para m2

se tiene que,

m2 = −1
2 = 2n2,+ − 1

2 , (4.59)

de lo cual deducimos que n2,+ = 0 y n2,− = 1. El caso m1 = −1
2 y m2 = 1

2 es
análogo, se tiene entonces:

|1/2,−1/2⟩ = |n1,+ = 1, n1,− = 0;n2,+ = 0, n2,− = 1⟩ = a†
1,+a

†
2,− |φ0,0⟩ , (4.60)

|−1/2, 1/2⟩ = |n1,+ = 0, n1,− = 1;n2,+ = 1, n2,− = 0⟩ = a†
1,−a

†
2,+ |φ0,0⟩ . (4.61)

Los operadores creación en las Ecs.(4.60)-(4.61) actúan de la forma:

a†
1,+a

†
2,− = 1√

2

(
a†

1,x + ia†
1,y

) 1√
2

(
a†

2,x − ia†
2,y

)
= 1

2
(
a†

1,xa
†
2,x − ia†

1,xa
†
2,y + ia†

1,ya
†
2,x + a†

1,ya
†
2,y

)
,

(4.62)

y

a†
1,−a

†
2,+ = 1√

2

(
a†

1,x − ia†
1,y

) 1√
2

(
a†

2,x + ia†
2,y

)
= 1

2
(
a†

1,xa
†
2,x + ia†

1,xa
†
2,y − ia†

1,ya
†
2,x + a†

1,ya
†
2,y

)
.

(4.63)

Reescribiendo se obtiene,

|1, 0⟩ = 1√
2

(
a†

1,xa
†
2,x + a†

1,ya
†
2,y

)
|φ0,0⟩ , (4.64)
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notemos que a este estado falta multiplicarlo por las soluciones n3 = n4 = 0,
finalmente obtenemos,

ψ|1,0⟩(R1,R2,R3,R4) = 1√
2

{
φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)

+φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)
}
φ0(R3)φ0(R4).

(4.65)

Este procedimiento se repitió con los estados restantes, obteniendo las Ecs.(4.66)-
(4.67)-(4.68).

ψ|0,0⟩(R1,R2,R3,R4) = i√
2

{
φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)

−φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)
}
φ0(R3)φ0(R4)

(4.66)

ψ|1,1⟩(R1,R2,R3,R4) =
{1

2

(
φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)

− φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)
)

+ i

2

(
φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)

+ φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)
)}

φ0(R3)φ0(R4)

(4.67)

ψ|1,−1⟩(R1,R2,R3,R4) =
{1

2

(
φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)

− φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)
)

− i

2

(
φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)

+ φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)
)}

φ0(R3)φ0(R4)

(4.68)

Ahora notemos también que otra elección posible de observables, para formar
el C.C.O.C, pueden ser los Hamiltonianos HRi,x y HRi,y con lo cual los estados
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vendrán determinados por los números cuánticos nRi,x y nRi,y , teniendo en cuenta
la indistinguibilidad las soluciones vendrán dadas por las Ecs.(4.69)-(4.72),

ψ1(R1,R2,R3,R4) = φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)φ0(R3)φ0(R4), (4.69)

ψ2(R1,R2,R3,R4) = φ0(R1,x)φ1(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)φ0(R3)φ0(R4), (4.70)

ψ3(R1,R2,R3,R4) = φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ0(R2,x)φ1(R2,y)φ0(R3)φ0(R4), (4.71)

ψ4(R1,R2,R3,R4) = φ1(R1,x)φ0(R1,y)φ1(R2,x)φ0(R2,y)φ0(R3)φ0(R4). (4.72)

En particular notemos que por el principio de superposición, sumando las soluciones
ψ1 y ψ4, y luego normalizando, recuperamos la solución dada por la Ec.(4.65).
Otra propiedad interesante de las soluciones (4.69)-(4.72) es que tienen paridad
definida ante reflexiones en los ejes x e y. Definiendo la reflexión en el eje x por el
operador Πxf(x,y) = f(−x,y), se tiene:

Πxψ1 = φ0(−R1,x)φ1(R1,y)φ0(−R2,x)φ1(R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = ψ1, (4.73)

Πxψ2 = φ0(−R1,x)φ1(R1,y)φ1(−R2,x)φ0(R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = −ψ2, (4.74)

Πxψ3 = φ1(−R1,x)φ0(R1,y)φ0(−R2,x)φ1(R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = −ψ3, (4.75)

Πxψ4 = φ1(−R1,x)φ0(R1,y)φ1(−R2,x)φ0(R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = ψ4. (4.76)

Análogamente definiendo la reflexión en el eje y por el operador Πyf(x,y) =
f(x,−y), obtenemos,

Πyψ1 = φ0(R1,x)φ1(−R1,y)φ0(R2,x)φ1(−R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = ψ1, (4.77)

Πyψ2 = φ0(R1,x)φ1(−R1,y)φ1(R2,x)φ0(−R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = −ψ2, (4.78)

Πyψ3 = φ1(R1,x)φ0(−R1,y)φ0(R2,x)φ1(−R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = −ψ3, (4.79)

Πyψ4 = φ1(R1,x)φ0(−R1,y)φ1(R2,x)φ0(−R2,y)φ0(R3)φ0(R4) = ψ4. (4.80)

Por lo que podemos ver que las soluciones ψ2 y ψ3 son impares mientras que las
soluciones ψ1 y ψ4 son pares ante reflexiones. Dicho de otra forma las soluciones
ψ2 y ψ3 son autoestados de los operadores Πx,y con autovalor −1 mientras que las
soluciones ψ1 y ψ4 son autoestados de los operadores Πx,y con autovalor +1.

De la misma manera podemos observar que el estado ψ|1,0⟩ tiene autovalor +1
mientras que el estado ψ|0,0⟩ tiene autovalor −1. Por otro lado los estados ψ|1,1⟩ y
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ψ|1,−1⟩ no presentan paridad definida ante reflexiones en los ejes x e y, en otras
palabras no son autoestados de los operadores Πx,y.

Como última observación podemos notar que la solución ψ|1,0⟩ es invariante ante
rotaciones alrededor del eje z en un ángulo π

2 , para ver esto simplemente notamos
que ante esta rotación se obtiene Rx → Ry y Ry → −Rx. Por lo tanto la solución
cumple una condición necesaria de isotropía.
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5Solución con el ansatz de
cobosones

En este capítulo se resolverá el problema para un par de fermiones de distinta especie
utilizando el ansatz de cobosones en una dimensión, se obtendrá la función de onda
para el estado fundamental y su energía para el problema de dos pares. Por último
se resolverá el problema para dos dimensiones.

En la Sección (2.4) se mostró que para utilizar el ansatz debemos elegir un estado y
a partir del mismo definir un operador creación. El estado a estudiar es el estado
fundamental, cuya solución unidimensional viene dada por la Ec.(4.8) con lo cual en
una primera instancia podríamos definir el operador creación para una dimensión,
pero debido al desacoplamiento en las dimensiones antes señalado es posible cons-
truir el operador creación para el estado fundamental de un cobosón en la dimensión
que se requiera.

Comenzando con el operador creación de un par dado por,

c† =
∫
d3x1d

3x2Φ0(x1,x2)Ψ†
a(x1)Ψ†

b(x2). (5.1)

Tenemos que para un sistema de dos cobosones constituido por dos fermiones de
especie a y b, el operador creación viene dado por,

(
c†
)2

=
∫
d3x1d

3x2d
3x3d

3x4Φ0(x1,x2)Φ0(x3,x4)Ψ†
a(x1)Ψ†

a(x3)Ψ†
b(x2)Ψ†

b(x4).
(5.2)

El ansatz nos dice que el estado del sistema es,

|2⟩ = 1√
2χ2

(
c†
)2

|0⟩ , (5.3)

proyectando en la base posición, luego de algunas cuentas obtenemos:

⟨x|2⟩ = 1√
2χ2

(Φ0(x1,x2)Φ0(x3,x4) − Φ0(x1,x4)Φ0(x3,x2)). (5.4)

43



De acá en adelante definimos:

ΦAN (x1,x2,x3,x4) := ⟨x|2⟩ , (5.5)

Φ1
AN (x1,x2,x3,x4) := Φ0(x1,x2)Φ0(x3,x4), (5.6)

Φ2
AN (x1,x2,x3,x4) := Φ0(x1,x4)Φ0(x3,x2), (5.7)

de manera que la solución dada por el ansatz la reescribimos,

ΦAN (x1,x2,x3,x4) = 1√
2χ2

(
Φ1

AN (x1,x2,x3,x4) − Φ2
AN (x1,x2,x3,x4)

)
. (5.8)

5.1 Ansatz en una dimensión

En las secciones anteriores se obtuvo la solución del estado fundamental para un
par dada por la Ec.(4.8) para el caso unidimensional, con lo cual resta calcular χ2.

Para ello calculamos la descomposición de Schmidt del estado fundamental, siguien-
do la misma estrategia que [33] utilizamos la fórmula de Mehler,

∞∑
n=0

(
1 − z2

) 1
2
(
z

2

)n

exp
(

−u2

2

)
Hn(u) exp

(
−v2

2

)
Hn(v)

= exp
(

−(u2 + v2)
2

1 + z2

1 − z2 + uv
2z

1 − z2

)
,

(5.9)

lo que queremos es reescribir la Ec.(4.8) de forma tal que coincida con el lado
derecho de la Ec.(5.9), para ello introducimos una variable α,

−κ1
4 (x1 + x2)2 − κ2

4 (x1 − x2)2 = −κ1
4
(
x2

1 + 2x1x2 + x2
2

)
− κ2

4
(
x2

1 − 2x1x2 + x2
2

)
= −

(
κ1
4 + κ2

4

)(
x2

1 + x2
2

)
− 2

(
κ1
4 − κ2

4

)
x1x2

= − (κ̃1 + κ̃2)
(
x2

1 + x2
2

)
− 2 (κ̃1 − κ̃2)x1x2

= −
(
u2 + v2)

2 α

(
1 + z2

1 − z2

)
+ uv

α2z
1 − z2 ,

(5.10)

con κ̃1 = κ1
4 y κ̃2 = κ2

4 , de forma tal que debemos resolver el siguiente sistema de
ecuaciones dado por las Ecs.(5.11)-(5.12).
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(κ̃1 + κ̃2) = α

2

(
1 + z2

1 − z2

)
(5.11)

(κ̃1 − κ̃2) = − αz

1 − z2 (5.12)

Dividiendo las Ecs. (5.11)-(5.12) nos queda la ecuación de segundo orden,

z2 + 2(κ̃1 + κ̃2)
(κ̃1 − κ̃2)z + 1 = 0, (5.13)

cuyas soluciones son:

z+,− = 1
(κ̃1 − κ̃2)

(
− (κ̃1 + κ̃2) ± 2

√
κ̃1κ̃2

)
, (5.14)

quedándonos con la solución z+, la reescribimos,

z+ = −

(√
κ̃1 −

√
κ̃2
)

(√
κ̃1 +

√
κ̃2
) , (5.15)

reemplazando este valor en la Ec.(5.12) obtenemos α,

α =
√
κ̃1κ̃2. (5.16)

Por lo tanto, utilizando la Ec.(5.9) y reescribiendo la Ec.(4.8) obtenemos la descom-
posición de Schmidt,

Φ0(x1, x2) = (κ1κ2)
1
4

√
π

∞∑
n=0

(
1 − z2

+

) 1
2
(
z+
2

)n

exp
(

−α

2
(
x2

1 + x2
2

))
Hn

(√
αx1

)
Hn

(√
αx2

)
.

(5.17)

Ahora notemos que si ξ = z2
+ entonces

(
1 − z2

+

) 1
2 zn

+ = (1 − ξ)
1
2 ξ

n
2 = ((1 − ξ)ξn)

1
2 ,

por lo que podemos escribir el estado,

Φ0(x1, x2) = (κ1κ2)
1
4

√
π

∞∑
n=0

((1 − ξ)ξn)
1
2 exp

(
−α

2
(
x2

1 + x2
2

)) Hn (
√
αx1)Hn (

√
αx2)

2n
,

(5.18)
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donde ξ ∈ [0, 1]. Comparando las Ecs.(5.18)-(2.72) deducimos que la distribución
de coeficientes de Schmidt es λn = (1 − ξ)ξn, n = 0, 1, 2, ..., reemplazando en la
Ec.(2.79) puede verse [8] que para N partículas la expresión para χN es,

χN = N !ξN(N−1)/2(1 − ξ)N

(1 − ξ) (1 − ξ2) ... (1 − ξN ) , (5.19)

particularizando para el caso N = 2 tenemos que:

χ2 = 2ξ
1 + ξ

, (5.20)

reemplazando por el valor de ξ y teniendo en cuenta las definiciones de κ̃1 = ω

4 y

κ̃2 =
√
ω2 ± 2λ2

4 obtenemos el factor χ2 en una dimensión denotado como χ2,1D,

χ2,1D = 1 − 2
√
ω
(
ω2 ± 2λ2) 1

4

ω +
√
ω2 ± 2λ2

, (5.21)

ó en términos de κ1 y κ2,

χ2,1D = 1 −
2√

κ1κ2
κ1 + κ2

. (5.22)

En las Fig.(5.1) podemos ver el factor χ2 en función del parámetro de acople λ para
los casos atractivo y repulsivo. Recordemos que χ2 además de ser el coeficiente de
normalización del estado de un cobosón, representa el entrelazamiento del estado de
un par ab. Se observa que el entrelazamiento crece con el parámetro de interacción λ,
en particular para la Fig.(5.1a) teniendo en cuenta la Ec.(5.21) vemos que si λ → ∞
entonces χ2,1D → 1 mientras que si λ → 0 entonces χ2,1D → 0 y por lo tanto el
estado es separable. Por otro lado para la Fig.(5.1b) observamos un comportamiento
análogo con la particularidad de que λ solo esta definido en el intervalo

[
0, 1/

√
2
]
.

Para construir la expresión propuesta por el ansatz escribimos las funciones de onda
en una dimensión, dadas por las Ecs.(5.23-5.24).

Φ1
AN,1D(x1, x2, x3, x4) =(κ1κ2)

1
2

π

exp
(

−1
4
[
κ1
{
(x1 + x2)2 + (x3 + x4)2}

+ κ2
{
(x1 − x2)2 + (x3 − x4)2}])

(5.23)
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(a) Caso atractivo.
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(b) Caso repulsivo.

Figura 5.1: Factor de normalización χ2 en función del parámetro de interacción λ en ambos
casos con ω = 1, atractivo y repulsivo, para el sistema en una dimensión.

Φ2
AN,1D(x1, x2, x3, x4) =(κ1κ2)

1
2

π

exp
(

−1
4
[
κ1
{
(x1 + x4)2 + (x3 + x2)2}

+ κ2
{
(x1 − x4)2 + (x3 − x2)2}])

(5.24)

Utilizando las coordenadas desacopladas (4.22)-(4.25), la Ec.(5.8) y luego de algu-
nas cuentas es posible escribir la solución del ansatz en una dimensión en la forma
de la Ec.(5.25).
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ΦAN (x1, x2, x3, x4) = 1
π

(
2κ1κ2
χ2,1D

) 1
2

×

exp(−1
8[(κ1 + κ2)

(
(x4 − x2)2 + (x3 − x1)2

)
+ κ2((x2 + x4) − (x3 + x1))2+

κ1(x1 + x2 + x3 + x4)2]) sinh
(
κ2 − κ1

4 (x4 − x2)(x3 − x1)
)

(5.25)

En la Fig.(5.2), de manera análoga al caso exacto, se graficaron las densidades de
probabilidad conjunta para el caso atractivo y distintos valores del parámetro de
acople λ.

De manera análoga a la realizada en el Capítulo (4) podemos caracterizar a la
solución del ansatz a través de las correlaciones espaciales presentes en el sistema.
La Fig.(5.2) muestra las las correlaciones espaciales para fermiones de diferentes
especie para el caso atractivo, podemos observar que a medida que la interacción
crece la probabilidad de que los pares a y b formen un par ligado aumenta.

Por otro lado, en la Fig.(5.3) ilustramos las correlaciones espaciales entre dos
fermiones de la misma especie a través de la densidad conjunta para el caso atractivo,
definida por la Ec.(4.48). Las gráficas (4.2) muestran claramente la presencia del
principio de exclusión de Pauli, en los cuatro paneles la densidad es cero en la
diagonal.

5.2 Ansatz en dos dimensiones
Al aumentar una dimensión el análisis previo para determinar el factor χ2 deja
de ser válido, la descomposición de Schmidt que encontramos fue para el caso
unidimensional. Para calcularlo puede recurrirse a una forma alternativa, como se
señaló en el marco teórico se tiene,

χ2 = 1 − P, (5.26)

donde la pureza tiene la expresión [34],

P =
∫
d2x1d

2x2d
2x3d

2x4Φ0(x1,x2)Φ0(x2,x3)Φ0(x3,x4)Φ0(x1,x4), (5.27)

teniendo en cuenta el desacoplamiento que se notó anteriormente, es decir Φ0(x1,x2) =
Φ0(x1, x2)Φ0(y1, y2), la solución del ansatz será simplemente un producto de la solu-
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(a) Parámetro de interacción λ = 1. (b) Parámetro de interacción λ = 5.

(c) Parámetro de interacción λ = 50. (d) Parámetro de interacción λ = 100.

Figura 5.2: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie correspondientes al
ansatz de cobosones, para distintos valores del parámetro de interacción λ en el
caso atractivo con ω = 1.

ción unidimensional en las variables x e y. Mientras que el cálculo de la pureza se
reduce a:

P =
(∫

dx1dx2dx3dx4Φ0(x1, x2)Φ0(x2, x3)Φ0(x3, x4)Φ0(x1, x4)
)2
. (5.28)

La integral nos da el resultado:

P = 2 κ1κ2
λ2 + κ1(κ1 + κ2) . (5.29)

Por lo que obtenemos el factor χ2 en dos dimensiones denotado por χ2,2D,

χ2,2D = λ2 + κ1(κ1 + κ2) − 2κ1κ2
λ2 + κ1(κ1 + κ2) . (5.30)
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(a) Parámetro de interacción λ = 1. (b) Parámetro de interacción λ = 5.

(c) Parámetro de interacción λ = 15. (d) Parámetro de interacción λ = 30.

Figura 5.3: Correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie correspondientes
al ansatz de cobosones, para distintos valores del parámetro de interacción λ en
el caso atractivo con ω = 1.

Teniendo en cuenta la expresión general (5.8), de manera análoga al caso unidimen-
sional, notamos que:

Φ1
AN,2D(x1,x2,x3,x4) = Φ1

AN,1D(x1, x2, x3, x4)Φ1
AN,1D(y1, y2, y3, y4), (5.31)

Φ2
AN,2D(x1,x2,x3,x4) = Φ2

AN,1D(x1, x2, x3, x4)Φ2
AN,1D(y1, y2, y3, y4), (5.32)

por lo tanto, con esto ya queda definida la solución en dos dimensiones a la cual
denotamos como ΦAN,2D. Es importante notar que la solución en dos dimensiones
de un par en su estado fundamental es no degenerada.

En la Fig.(5.4) podemos ver el factor χ2 en una y dos dimensiones, en función del
parámetro de acople λ para los casos atractivo y repulsivo. De manera análoga al
caso unidimensional, para el caso bidimensional se observa que el entrelazamiento
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crece con el parámetro de interacción λ, en particular para la Fig.(5.4a) teniendo en
cuenta la Ec.(5.30) vemos que si λ → ∞ entonces χ2,2D → 1 mientras que si λ → 0
entonces χ2,2D → 0 y por lo tanto el estado es separable. Además observamos que el
entrelazamiento del par ab en dos dimensiones es mayor que en una dimensión, lo
cual es razonable debido a que tenemos más grados de libertad.
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(a) Caso atractivo.
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(b) Caso repulsivo.

Figura 5.4: Factor de normalización χ2 en función del parámetro de interacción λ en ambos
casos con ω = 1, atractivo y repulsivo, para el sistema en una y dos dimensiones.
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5.3 Cálculo de la energía

En esta sección calculamos la energía del estado fundamental para el Hamiltoniano
exacto en una dimensión dado por la Ec.(4.14) utilizando el ansatz de cobosones,
lo que se cálculo fue el valor de expectación ⟨ΦAN,1D|H |ΦAN,1D⟩. Por una cues-
tión práctica solo por esta sección denotaremos ΦAN a ΦAN,1D, para el cálculo
comenzamos reescribiendo la expresión del Hamiltoniano como:

H = H12 +H34 ± 1
2λ

2(x1 − x4)2 ± 1
2λ

2(x3 − x2)2

= H12 +H34 + V14 + V32,
(5.33)

donde H12 y H34 son los Hamiltonianos dados por la Ec.(3.1) para los pares x1,

x2 y x3, x4 respectivamente, además denotamos V14 := ±1
2λ

2(x1 − x4)2 y V32 :=

±1
2λ

2(x3 − x2)2 como los potenciales de interacción para los pares x1, x4 y x3, x2

respectivamente.

Luego el valor de expectación vendrá dado por:

⟨ΦAN |H |ΦAN ⟩ = ⟨ΦAN |H12 |ΦAN ⟩︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ⟨ΦAN |H34 |ΦAN ⟩︸ ︷︷ ︸
(2)

± ⟨ΦAN |V14 + V32 |ΦAN ⟩︸ ︷︷ ︸
(3)

.
(5.34)

Calculando cada término por separado:

1.

⟨ΦAN |H12 |ΦAN ⟩ = 1
2χ2

{(
⟨Φ1

AN | − ⟨Φ2
AN |

)
H12

(
|Φ1

AN ⟩ − |Φ2
AN ⟩

)}
= 1

2χ2

{(
⟨Φ1

AN | − ⟨Φ2
AN |

) (
E0 |Φ1

AN ⟩ −H12 |Φ2
AN ⟩

)}
= 1

2χ2

{
E0 − E0 ⟨Φ2

AN |Φ1
AN ⟩ − E0 ⟨Φ1

AN |Φ2
AN ⟩ + ⟨Φ2

AN |H12|Φ2
AN ⟩

}
= E0

2χ2

{
1 − 2 ⟨Φ2

AN |Φ1
AN ⟩

}
+ 1

2χ2
⟨Φ2

AN |H12|Φ2
AN ⟩ ,

(5.35)

2.

⟨ΦAN |H34 |ΦAN ⟩ = E0
2χ2

{
1 − 2 ⟨Φ2

AN |Φ1
AN ⟩

}
+ 1

2χ2
⟨Φ2

AN |H34|Φ2
AN ⟩ ,

(5.36)
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3.

⟨ΦAN |V14 + V32 |ΦAN ⟩

= 1
2χ2

{
⟨Φ1

AN |V14 + V32 |Φ1
AN ⟩ − 2 ⟨Φ2

AN |V14 + V32 |Φ1
AN ⟩

}
+ 1

2χ2
⟨Φ2

AN |V14 + V32 |Φ2
AN ⟩ .

(5.37)

Notando que:

H12 +H34 + V14 + V32 = H14 +H32 + V12 + V34, (5.38)

se obtiene,

⟨Φ2
AN |H12 +H34 + V14 + V32 |Φ2

AN ⟩ = 2E0 + ⟨Φ2
AN |V12 + V34 |Φ2

AN ⟩ , (5.39)

y reuniendo estos resultados obtenemos,

⟨ΦAN |H|ΦAN ⟩ = 1
2χ2

{
4E0 − 4E0 ⟨Φ2

AN |Φ1
AN ⟩ + ⟨Φ2

AN |V12 + V34|Φ2
AN ⟩

}
+ 1

2χ2
⟨Φ1

AN | (V14 + V32)
{

|Φ1
AN ⟩ − 2 |Φ2

AN ⟩
}
.

(5.40)

Utilizando las Ecs.(5.26)-(5.27) notamos que P = ⟨Φ2
AN |Φ1

AN ⟩ = 1 − χ2, de esta
forma la Ec.(5.40) nos queda:

⟨ΦAN |H |ΦAN ⟩

=2E0 + 1
2χ2

{
⟨Φ2

AN |V12 + V34 |Φ2
AN ⟩ + ⟨Φ1

AN | (V14 + V32)
{

|Φ1
AN ⟩ − 2 |Φ2

AN ⟩
}}

.

(5.41)

Ahora teniendo en cuenta que P42 |ϕ2
AN ⟩ = − |ϕ1

AN ⟩ y P †
42(V12+V34)P42 = (V14+V32),

podemos reescribir la Ec.(5.41) como,

⟨ΦAN |H |ΦAN ⟩

=2E0 + 1
χ2

⟨Φ1
AN | (V14 + V32)

{
|Φ1

AN ⟩ − |Φ2
AN ⟩

}
.

(5.42)
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Finalmente por la simetría del problema tenemos ⟨Φ1
AN |V14

{
|Φ1

AN ⟩ − |Φ2
AN ⟩

}
=

⟨Φ1
AN |V32

{
|Φ1

AN ⟩ − |Φ2
AN ⟩

}
ya que la interacción entre fermiones distintos de pares

distintos es la misma, por lo tanto, concluimos que:

⟨ΦAN |H |ΦAN ⟩ = 2E0 + 2
χ2

⟨Φ1
AN |V14

{
|Φ1

AN ⟩ − |Φ2
AN ⟩

}
. (5.43)

En la Sección (6.2) se muestra el valor de expectación calculado en términos del
parámetro de interacción λ.
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6Comparación de soluciones

En este capítulo se comparan los resultados obtenidos de manera exacta y con el
formalismo de cobosones.

6.1 Fidelidades
Una forma de cuantificar qué tan parecidos son dos estados es por medio de la
fidelidad F , de manera general para dos estados |f⟩ y |g⟩ normalizados definimos la
fidelidad como:

F = | ⟨f |g⟩ |2. (6.1)

En nuestro caso nos interesa ver qué tan parecida es la solución del ansatz respecto
a la solución exacta en una y dos dimensiones, es decir que debemos calcular,

F =
(∫

d2x1d
2x2d

2x3d
2x4ΦAN (x1,x2,x3,x4)ψ(x1,x2,x3,x4)

)2
, (6.2)

donde ΦAN y ψ se representarán según su dimensión correspondiente.

Comenzando con el caso en una dimensión, para calcular la integral lo que se
hizo fue cambiar al sistema desacoplado, de las coordenadas dadas por las Ecs.
(4.22)-(4.25) despejamos x1, x2, x3 y x4. Por lo tanto, las soluciones dadas por las
Ecs.(5.23)-(5.24) se reescriben,

Φ1
AN (R1, R2, R3, R4) = (κ1κ2)1/2

π
exp

(
−1

4
[
(κ1 + κ2)(R2

1 +R2
2)

+2(κ1 − κ2)R1R2 + 2κ2R
2
3 + 2κ1R

2
4

]) (6.3)

y

Φ2
AN (R1, R2, R3, R4) = (κ1κ2)1/2

π
exp

(
−1

4
[
(κ1 + κ2)(R2

1 +R2
2)

−2(κ1 − κ2)R1R2 + 2κ2R
2
3 + 2κ1R

2
4

])
.

(6.4)

Entonces la solución del ansatz nos queda,
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ΦAN,1D(R1, R2, R3, R4) =

1
π

(
2κ1κ2
χ2,1D

) 1
2

exp
(

−1
4
[
(κ1 + κ2)

(
R2

1 +R2
2

)
+ 2κ2R

2
3 + 2κ1R

2
4

])
sinh

((
κ2 − κ1

2

)
R1R2

)
.

(6.5)

Teniendo en cuenta la expresión de la solución exacta dada por la Ec.(4.45) y que el
determinante de la matriz Jacobiana correspondiente al cambio de coordenadas es
1, calculamos la fidelidad:

F =
(∫

dR1dR2dR3dR4ΦAN,1D(R1, R2, R3, R4)ψ1D(R1, R2, R3, R4)
)2
. (6.6)

El procedimiento para dos dimensiones es el mismo, teniendo en cuenta el desacople
en las dimensiones que ya hemos utilizado en los capítulos anteriores. Utilizando las
coordenadas (4.22)-(4.25) para las Ecs.(5.31)-(5.32) obtenemos,

ΦAN,2D(R1,R2,R3,R4)

=
√

2
π2

κ1κ2
χ2,2D

exp
(

−1
4
[
(κ1 + κ2)

(
|R1|2 + |R2|2

)
+ 2κ2|R3|2 + 2κ1|R4|2

])
sinh

((
κ2 − κ1

2

)
(R1,xR2,x +R1,yR2,y)

)
.

(6.7)

Los resultados se muestran en la Fig.(6.1), la curva sólida de color verde se co-
rresponde con | ⟨ΦAN,1D|ψ1D⟩ |2, la curva sólida de color rojo se corresponde con
| ⟨ΦAN,2D|ψ|1,0⟩⟩ |2, la curva a trazos de color azul se corresponde con | ⟨ΦAN,2D|ψ1⟩ |2,
la curva sólida de color naranja se corresponde con | ⟨ΦAN,2D|ψ4⟩ |2, el resto de las
soluciones exactas obtenidas dieron una fidelidad nula. El ansatz no logra reproducir
la degeneración del problema para dos pares en dos dimensiones, ya que solo nos
brinda una solución, dicho de otra forma no muestra la verdadera dimensión del
espacio de soluciones.

Notamos que la solución provista por el ansatz en dos dimensiones, ΦAN,2D, es
isotrópica1 y por lo tanto tiene paridad definidad ante reflexiones en los ejes x e
y, es decir es autoestado de los operadores Πx,y en particular su autovalor es +1.
Entonces es razonable que la fidelidad del ansatz ΦAN,2D con los estados ψ|0,0⟩, ψ|1,1⟩

y ψ|1,−1⟩, sea nula.

1Esto puede verse teniendo en cuenta que R1,xR2,x + R1,yR2,y = − 1
2 (|R1|2 + |R2|2)
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La fidelidad disminuye con el parámetro de interacción en todos los casos, y la
capacidad del ansatz para describir las soluciones 2D dadas por las Ecs. (4.65)-
(4.72)-(4.69) es limitada. El ansatz de cobosones ofrece una aproximación aceptable
de la solución exacta solo en el caso de un sistema con interacción débil (λ ∼ 0). Es
importante destacar que el sistema consiste en cuatro partículas con interacciones
de largo alcance entre partículas de diferentes especies (Fig.(3.2)), por lo que no
se espera que se comporte como un sistema de pares no interactuantes en ningún
régimen, sino más bien como un sistema con interacciones entre las cuatro partículas,
ya que cada partícula de una especie interactúa con ambas de la otra especie.

Es directo verificar que el ansatz de cobosones proporciona una descripción óptima
de la solución en un sistema donde cada partícula de una especie interactúa solo con
una partícula de la otra especie. Ha sido discutido en la literatura [4] que el ansatz
solo puede proporcionar una buena aproximación del verdadero estado fundamental
en sistemas que se espera que exhiban condensación a temperatura cero. Este no es
el caso en el problema que estudiamos.
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Figura 6.1: Fidelidad entre el estado fundamental exacto y el ansatz de cobosones para dos
pares en función del parámetro de interacción, la curva sólida verde corresponde
al sistema 1D, las curvas roja sólida, naranja sólida y azul de trazo corresponden
a las diferentes soluciones del sistema 2D.
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6.2 Funciones de onda y energías
Si bien la capacidad del ansatz de describir al sistema es limitada, consigue capturar
aspectos fundamentales de la física del sistema. En las Figs.(6.2)-(6.3) se muestra
una comparación de las densidades calculadas en los Capítulos (4)-(5). Podemos ver
que el ansatz reproduce la estadística del sistema al notarse la presencia del principio
de exclusión de Pauli en la Fig.(6.3). Además como puede verse en la Fig.(6.2) en
ambos casos se observa la correlación diagonal correspondientes a las partículas a y
b que forman un par ligado.

(a) Correlaciones espaciales correspon-
dientes a la solución exacta.

(b) Correlaciones espaciales correspon-
dientes al ansatz de cobosones.

Figura 6.2: Correlaciones espaciales para fermiones de distinta especie, para el parámetro
de interacción λ = 5 en el caso atractivo, con ω = 1.

(a) Correlaciones espaciales correspon-
dientes a la solución exacta.

(b) Correlaciones espaciales correspon-
dientes al ansatz de cobosones.

Figura 6.3: Comparación de correlaciones espaciales para fermiones de la misma especie,
para el parámetro de interacción λ = 5 en el caso atractivo, con ω = 1.
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Otra comparación posible y relevante es la de las energías, como se vio en las
secciones anteriores fue posible calcular el espectro de energías. En particular para
el estado fundamental se obtuvo que la energía viene dada por la Ec.(4.46). Por otro
lado, utilizando el ansatz de cobosones se obtuvo el valor de expectación dado por la
Ec.(5.43), se ha señalado que el ansatz de cobosones describe pares no interactuantes
por lo que no corresponde a un autoestado del Hamiltoniano. Teniendo en cuenta la
solución exacta para el problema de un par, la energía de dos pares no interactuantes
vendrá dada por 2E0, donde la energía E0 viene dada por la Ec.(4.9).
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(a) Energía caso atractivo.
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(b) Energía caso repulsivo.

Figura 6.4: Valores de expectación correspondientes al Hamiltoniano del sistema. Las curvas
naranja, azul y verde sólidas corresponden a los valores ⟨ΦAN |H |ΦAN ⟩, E0,ex

y 2E0 respectivamente, con ω = 1.

En la Fig.(6.4) se muestran las energías obtenidas utilizando la solución del ansatz
de cobosones y exacta. La curva naranja sólida corresponde al valor de expectación
utilizando el ansatz dado por la Ec.(5.43), vemos que a medida que la interacción
crece se sobrestima a la energía exacta del sistema, que viene dada por la curva
azul sólida y la Ec.(4.46). A modo de referencia en la Fig.(6.4) se agrega la energía
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para dos pares no interactuantes 2E0 dada por la curva verde sólida. Notamos
además que para el caso repulsivo mostrado en la Fig.(6.4b) se tiene que E0,ex =
3
√

1 − 2λ2 + 1
2(1 +

√
1 − 4λ2) y por lo tanto λ ∈

[
0, 1

2

]
.
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7Entrelazamiento

En este capítulo analizamos el entrelazamiento para distintas biparticiones del
sistema, las cuales se muestran, a modo de esquema, en la Fig.(7.1). El sistema
consiste de dos fermiones de especie a y dos fermiones de especie b, considerando
que el sistema completo se encuentra en un estado puro |ψ⟩ es natural usar como
indicador de la cantidad de entrelazamiento una medida basada en el grado de
mezcla de la matriz densidad reducida del sistema que se desea observar, obtenida
después de trazar el estado completo ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| sobre el sistema que no nos interesa
observar. Como complemento de este Capítulo se encuentra el Apéndice (B).

Figura 7.1: Distintas biparticiones posibles para el sistema de cuatro fermiones.

7.1 Entrelazamiento del subsistema aa con el resto
del sistema

La primera bipartición que se estudió fue entre dos fermiones de misma especie a
con dos fermiones de especie b cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(a)). En este
caso como la bipartición es entre partículas de distinta especie, es decir partículas
distinguibles, no se presentan correlaciones debidas a la indistinguibilidad.

Para cuantificar el entrelazamiento del subsistema aa con el resto del sistema utiliza-
mos la entropía lineal definida, para este caso, como:

εaa|bb = 1 − Tr
(
ρ2

aa

)
. (7.1)

En la base posición la matriz densidad reducida viene definida por la Ec.(7.2),
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σaa

(
x1, x3, x

′
1, x

′
3

)
:= ⟨x′| ρaa |x⟩ =

∫
ψ
(
x

′
1, x2, x

′
3, x4

)
ψ(x1, x2, x3, x4)dx2dx4.

(7.2)

Teniendo en cuenta la Ec.(7.2) se calculó por medio de integración numérica,

Trρ2
aa =

∫ (
σaa

(
x1, x3, x

′
1, x

′
3

))2
dx1dx3dx

′
1dx

′
3. (7.3)

Ansatz
Exacta

10 20 30 40
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(a) Entrelazamiento εaa|bb de dos fermiones de la misma especie con el
resto del sistema en función del parámetro de interacción λ.
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Exacta
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(b) Entrelazamiento εaa|bb de dos fermiones de la misma especie con el
resto del sistema en función del entrelazamiento de un par χ2.

Figura 7.2: Entrelazamiento de dos fermiones de la misma especie con el resto del sistema,
las curvas roja y azul sólidas corresponden al entrelazamiento utilizando el
ansatz de cobosones y la solución exacta respectivamente. Las gráficas corres-
ponden al caso atractivo y con ω = 1.

En la Fig.(7.2) se muestran los resultados obtenidos para εaa|bb en función del
parámetro de acople y en función del factor χ2. La curva roja sólida corresponde
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al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones observamos que a medida
que la interacción λ crece, sobrepasa a la curva azul sólida que corresponde al
entrelazamiento utilizando la solución exacta. La sobreestimación por parte del
ansatz ocurre en ambos casos, es decir ocurre en función del parámetro de interacción
y en función del entrelazamiento de un par ab, χ2.

7.2 Entrelazamiento entre un fermión de tipo a con
el resto del sistema

La segunda bipartición que se estudió fue entre un fermión tipo a con el resto del
sistema1 cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(b)).

Buscamos un indicador de entrelazamiento entre uno de los fermiones y el resto del
sistema. Notamos lo siguiente:

Puesto que los dos fermiones de tipo a son idénticos, el entrelazamiento de
un fermión tipo a con el resto del sistema debe ser el mismo para ambos
fermiones.

Si cada fermión a está desentrelazado de los dos fermiones b, el par de fer-
miones aa como un todo debe estar desentrelazado de los otros dos fermiones
bb.

Siguiendo [22, 35] utilizamos para cuantificar el entrelazamiento de uno de los
fermiones y el resto del sistema,

εa|bab = 1 − 2Tr
(
ρ2

a

)
. (7.4)

Esta reformulación de la medida de entrelazamiento se basa en que para un estado
puro de dos fermiones idénticos la matriz densidad reducida satisface 1 − Tr

(
ρ2

f

)
≥

1/2 y la igualdad se cumple sí y solo sí el estado es un determinante de Slater, es
decir un estado separable de fermiones [25]. En otras palabras,

|ψ⟩ tiene rango de Slater 1 ⇐⇒ Tr
(
ρ2

f

)
= 1/2. (7.5)

En la base posición la matriz densidad reducida viene definida por la Ec.(7.6),

σa

(
x1, x

′
1

)
:= ⟨x′| ρa |x⟩ =

∫
ψ
(
x

′
1, x2, x3, x4

)
ψ(x1, x2, x3, x4)dx2dx3dx4. (7.6)

1Notar que debido a la simetría del sistema (dada la simetría de las interacciones.) la discusión es
también válida para el entrelazamiento de un fermión de tipo b con el resto del sistema.
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Teniendo en cuenta la Ec.(7.6) se calculó por medio de integración numérica,

Trρ2
a =

∫ (
σa

(
x1, x

′
1

))2
dx1dx

′
1. (7.7)
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Exacta
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(a) Entrelazamiento εa|bab de un fermión con el resto del sistema en
función del parámetro de interacción λ.
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(b) Entrelazamiento εa|bab de un fermión con el resto del sistema en
función del entrelazamiento de un par χ2.

Figura 7.3: Entrelazamiento de un fermión con el resto del sistema, las curvas roja y azul
sólidas corresponden al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones y la
solución exacta respectivamente. Las gráficas corresponden al caso atractivo y
con ω = 1.

En las Fig.(7.3a) se muestra el comportamiento del entrelazamiento εa|bab en función
del parámetro de acople λ. Por otro lado, la Fig.(7.3b) muestra el comportamiento
en función del entrelazamiento de los constituyentes a y b de un par. Las curvas
sólidas tienen en cuenta el factor que quita las correlaciones debido a la indistin-
guibilidad, mientras que las curvas a trazos corresponden a tener en cuenta todas
las correlaciones. El entrelazamiento εa|bab crece para las dos soluciones, de manera
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distinta, al aumentar la interacción entre los fermiones (Fig.(7.3a)) y al aumentar el
entrelazamiento, χ2, de un par ab (Fig.(7.3b)).

7.3 Entrelazamiento del subsistema ab con el resto
del sistema

La tercera y última bipartición que se estudió fue entre un par ab con el resto del
sistema cuyo esquema se muestra en la Fig.(7.1(c)).

Siguiendo una idea similar a la del caso anterior, para cuantificar el entrelazamiento
cuando consideramos la bipartición ab - ab utilizando el grado de mezcla de la matriz
densidad reducida ρab realizamos un reajuste en la medida de tal forma de eliminar
(o no cuantificar) las correlaciones debido a la antisimetría de la función de onda
por la indistingubilidad de los fermiones de tipo a y los del tipo b. En este caso
utilizaremos,

εab|ab = 1 − 4Tr
(
ρ2

ab

)
. (7.8)

Esta redefinición de la medida surge teniendo en cuenta que para un estado puro
de cuatro fermiones idénticos de a pares (como en este caso, dos fermiones a y dos
fermiones b) la matriz densidad reducida de dos fermiones de especie diferentes,
ρff ′ satisface: Tr

(
ρ2

ff ′

)
≤ 1/4 con igualdad solo si el estado es un estado producto

de dos determinantes de Slater, un determinante de Slater para el estado de los
fermiones tipo f y un determinante de Slater para los fermiones de tipo f ′, es decir

|ψsep⟩ = ψSl
ff ⊗ ψSl

f ′f ′ , (7.9)

con ψSl
ff = 1√

2
(|α1⟩ |α2⟩ − |α2⟩ |α1⟩).

Las medidas introducidas son completamente consistentes con el enfoque de entrela-
zamiento de fermiones idénticos discutido en la introducción. En particular, toma en
cuenta el hecho que las correlaciones -mínimas- requeridas por la antisimetría no
contribuyen al entrelazamiento.

La matriz densidad reducida proyectada en la base posición para esta bipartición
viene dada por,

σab

(
x1, x2, x

′
1, x

′
2

)
:= ⟨x′| ρab |x⟩ =

∫
ψ
(
x

′
1, x

′
2, x3, x4

)
ψ(x1, x2, x3, x4)dx3dx4,

(7.10)

de manera que por medio de integración numérica se calculó,
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Trρ2
ab =

∫ (
σab

(
x1, x2, x

′
1, x

′
2

))2
dx1dx2dx

′
1dx

′
2. (7.11)
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(a) Entrelazamiento εab|ab de un par ab con el resto del sistema en función
del parámetro de interacción λ.
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(b) Entrelazamiento εab|ab de un par ab con el resto del sistema en función
del entrelazamiento de un par χ2.

Figura 7.4: Entrelazamiento de un par ab con el resto del sistema, las curvas roja y azul
sólidas corresponden al entrelazamiento utilizando el ansatz de cobosones y la
solución exacta respectivamente. Las gráficas corresponden al caso atractivo y
con ω = 1.

En la Fig.(7.4a) se muestra el comportamiento del entrelazamiento εab|ab en función
del parámetro de acople λ. Por otro lado en la Fig.(7.4b) se muestra en función
del entrelazamiento de los constituyentes a y b de un par. Análogamente al caso
anterior las curvas sólidas tienen en cuenta el factor que quita las correlaciones
debido a la indistinguibilidad mientras que las curvas a trazos corresponden a tener
en cuenta todas las correlaciones. Por un lado se observa que el entrelazamiento
correspondiente a la solución exacta, curva azul, crece al aumentar la interacción
entre fermiones.
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Para la solución correspondiente al ansatz, curva roja, vemos que el entrelazamiento
decrece lentamente a medida que aumentamos la interacción. Recordemos que εab|ab

corresponde al entrelazamiento de un fermión tipo a cualquiera y un fermión tipo b
cualquiera con el resto del sistema, vemos que un fermión de tipo a y un fermión
de tipo b se correlacionan con el resto del sistema cada vez menos, utilizando los
elementos de matriz dados por la Ec.(7.18) calculados en la Sección (7.4), es posible
comprobar2 que al aumentar la interacción λ el entrelazamiento εab|ab → 0 y por lo
tanto el estado tiende a un estado separable, salvo correlaciones de simetría. Esto
parece indicar que el bosón compuesto se irá aproximando a un comportamiento
similar al de un bosón puro.

7.4 Entrelazamiento y ansatz de cobosones
Entre las ventajas de cálculo que tiene utilizar el ansatz de cobosones, se encuentra
el entrelazamiento para la bipartición de un sistema de N pares ab, a modo de
esquema puede verse la Fig.(7.5).

Figura 7.5: Bipartición para un sistema de N pares.

En particular es posible calcular la matriz densidad reducida de un fermión a con el
resto del sistema, denotada como ρa,

⟨i| ρa |j⟩ = 1
N

⟨N | a†
jai |N⟩ , (7.12)

donde,

|N⟩ = 1√
χNN !

∑
i1 ̸=i2... ̸=iN

√
λi1λi2 ...λiNa

†
i1
b†

i1
...a†

iN
b†

iN
|0⟩ . (7.13)

A continuación calculamos la acción de los operadores ai y a†
j sobre el estado de N

pares, |N⟩.

2Utilizando la fórmula cerrada derivada en la Sección (7.4).
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ai |N⟩ = 1√
χNN !

∑
i1 ̸=i2... ̸=iN

√
λi1λi2 ...λiNaia

†
i1
b†

i1
...a†

iN
b†

iN
|0⟩

= N√
χNN !

∑
i1 ̸=i2... ̸=iN

√
λi1λi2 ...λiN

(
δii1 − a†

i1
ai

)
b†

i1
...a†

iN
b†

iN
|0⟩

= N
√
λib

†
i√

χNN !
∑

i2 ̸=i3... ̸=iN

√
λi2 ...λiNa

†
i2
b†

i2
...a†

iN
b†

iN
|0⟩ ,

(7.14)

donde hemos utilizado las relaciones de conmutación para operadores fermiónicos
dadas por las Ecs.(2.34)-(2.36), notemos que el factor N tiene en cuenta que la
aniquilación del iésimo modo es en cada uno de los espacios de las N partículas. De
manera análoga para el operador creación obtenemos,

⟨N | a†
j = 1√

χNN !
∑

j1 ̸=j2... ̸=jN

√
λj1λj2 ...λjN ⟨0| bjNajN ...bj1aj1a

†
j

= N√
χNN !

∑
j1 ̸=j2... ̸=jN

√
λj1λj2 ...λjN ⟨0| bjNajN ...bj1aj1

(
δj1j − a†

jaj1

)

= N
√
λj√

χNN !
∑

j2 ̸=j3... ̸=jN

√
λj2 ...λjN ⟨0| bjNajN ...bj2aj2bj .

(7.15)

Reemplazando estos resultados, utilizando las relaciones de conmutación para
operadores fermionicos y luego de un poco de álgebra obtenemos,

⟨i| ρa |j⟩ =
√
λiλj

χN
χ

[λi,λj ]
N−1 δij , (7.16)

donde χ[λi,λj ]
N−1 corresponde al factor de normalización pero sin los modos λi y λj .

Con la Ec.(7.16) se puede calcular la cantidad de entrelazamiento entre una partícula
y las 2N − 1 partículas restantes en el sistema:

εa = 1 − Tr(ρ2
a) = 1 −

∑
i

λi
χ

[λi]
N−1
χN

2

. (7.17)

Siguiendo un procedimiento análogo, podemos calcular la matriz densidad reducida
de una partícula a y una partícula b [36], que en el caso N = 2 toma la forma,
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⟨k′, l′| ρab |k, l⟩ = 1
NχN

×


λlχ

[λl]
N−1 , si k′ = l′ = k = l

(N − 1)λkλlχ
[λk,λl]
N−2 , si k′ = k, l′ = l y k ̸= l

√
λl′λlχ

[λl′ ,λl]
N−1 , si k′ = l′, k = l y l ̸= l′

(7.18)

Notar que la Ec.(7.18) nos indica que la matriz densidad reducida a priori no es
diagonal. En principio para N > 2 hay más elementos de matriz que calcular. En
la Fig.(7.6) se muestra el entrelazamiento que se obtiene utilizando las Ecs.(7.16)-
(7.18) comparado con el entrelazamiento que se obtuvo numéricamente a partir del
cálculo de la matriz densidad reducida en la base coordenada.

Fórmula cerrada
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(a) Entrelazamiento εa de un fermión a con el resto del sistema en función
del parámetro de interacción λ.
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(b) Entrelazamiento εab de un par ab con el resto del sistema en función
del parámetro de interacción λ.

Figura 7.6: Entrelazamiento para N = 2 pares con ω = 1, las curvas azules sólidas corres-
ponden al entrelazamiento calculado por integración numérica y las curvas a
trazo rojas corresponden al entrelazamiento calculado con las fórmulas cerradas
obtenidas.

7.4 Entrelazamiento y ansatz de cobosones 69



Si uno está interasado en calcular el entrelazamiento de un par ligado ab, es decir
que la partícula a y b están en la misma posición (modo de Schmidt) la Ec.(7.18)
toma una forma más simple, dada por la Ec.(7.19),

⟨i′, i′| ρab |i, i⟩ =
√
λiλi′

χ
[λi,λi′ ]
N−1
NχN

. (7.19)

Por lo tanto es posible calcular el entrelazamiento del par ligado como:

εab = 1 −
∑

i

λi
χ

[λi]
N−1
NχN

2

−
∑

i,j,i̸=j

λiλj

χ[λi,λj ]
N−1
NχN

2

. (7.20)
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8Conclusiones y proyectos futuros

Como primer paso, se calcularon las funciones de onda y el espectro de energía
para un par de fermiones de especie a y b. Luego, se realizó la descomposición de
Schmidt del estado fundamental obtenido. Esto nos permitió construir el ansatz
de cobosones para el estado fundamental del sistema. Por otro lado, resolvimos
de forma exacta el modelo de Moshinsky para cuatro fermiones con interacción
entre fermiones de diferentes especies. Para este sistema calculamos el espectro de
energías y construimos las funciones de onda considerando la indistinguibilidad
entre partículas de la misma especie.

Los cálculos de las funciones de onda exactas y las dadas por el ansatz se realizaron
en una y dos dimensiones. Las soluciones se compararon por medio de la fidelidad.
Encontramos que la fidelidad entre las soluciones exactas y el ansatz decrece en
función del parámetro de interacción, lo que indica que el ansatz solo da una buena
descripción del sistema para valores muy pequeños de la interacción. También
comparamos las energías exactas y el valor esperado del Hamiltoniano utilizando
el ansatz, encontramos que este valor esperado sobrestima la energía del sistema.
En este trabajo encontramos que el ansatz de cobosones describe de forma exacta
un sistema en el que una vez que un fermión de tipo a interactúa con uno de tipo
b ya no interactúa con otro, es decir un sistema de pares no interactuantes entre
sí. A pesar de esto mediante las correlaciones espaciales observamos que el ansatz
consigue capturar aspectos fundamentales de la física del sistema, como la presencia
del principio de exclusión de Pauli.

Como segunda parte del trabajo analizamos el entrelazamiento para distintas bi-
particiones del sistema en el caso atractivo, utilizando ambas soluciones, se pudo
observar el efecto de no quitar las correlaciones de simetría. La primera bipartición
que estudiamos fue entre dos fermiones de tipo a con dos fermiones de tipo b se
observa que a medida que aumenta la interacción el ansatz pasa de subestimar a
sobrestimar la solución exacta. La siguiente bipartición que estudiamos fue entre
un fermión de tipo a con el resto del sistema, se observa que el ansatz subestima
a la solución exacta a medida que aumentamos la interacción. La tercera y última
bipartición que estudiamos fue entre un par de partículas ab con otro par partículas
ab en cuyo caso se observa que el ansatz subestima a la solución exacta y además
decrece al aumentar la interacción. Finalmente obtuvimos fórmulas para cuantificar
el entrelazamiento en sistemas de N pares utilizando el ansatz de cobosones.

71



8.1 Proyectos futuros
Para futuras investigaciones, queda pendiente el estudio del entrelazamiento del par
ab de nuestro estado de cuatro partículas, lo que implica analizar las correlaciones
entre un fermión de tipo a y uno de tipo b que componen el sistema de cuatro
fermiones. En este caso, ρab = Trab(ρ) representa un estado mixto, y la cuantificación
de su entrelazamiento no es trivial, ya que para estados mixtos la pureza de la matriz
densidad reducida no es un indicador adecuado del entrelazamiento. Para estados
mixtos arbitrarios, existen testigos de entrelazamiento o fórmulas basadas en el techo
convexo que requieren una optimización barriendo sobre todo el espacio de estados,
lo que conlleva un alto costo computacional. El criterio PPT (Positive Partial Transpo-
se, por sus siglas en inglés), que se define en términos de la positividad de la parcial
transpuesta, constituye un criterio necesario y suficiente de separabilidad solo para
sistemas de dimensiones 2 × 2 y 2 × 3. Sería de interés comparar el entrelazamiento
entre partículas de diferentes especies (una a con una b) en un sistema de N pares
con el entrelazamiento de un solo par, es decir, el entrelazamiento del estado puro
|ψab⟩ que ya hemos caracterizado. Obtener información sobre este entrelazamiento
nos permitiría establecer relaciones de monogamia del entrelazamiento al considerar
diferentes biparticiones del sistema.

En el corto plazo, tenemos la intención de investigar el entrelazamiento en siste-
mas cuyo estado fundamental puede ser bien descrito por el ansatz de cobosones,
utilizando las expresiones (7.16) y (7.19). Para una interacción atractiva de corto
alcance entre diferentes especies de fermiones (a y b), se ha demostrado que el
estado fundamental de gases de Fermi en 3D de dos componentes a temperatura
cero puede aproximarse mediante un estado de bosones compuestos, |N⟩, siempre
que existan estados ligados de dos fermiones [37]. Dado que se conocen [38] las
distribuciones de coeficientes de Schmidt λi para una molécula Feshbach, las cuales
pueden describir las moléculas del gas, podríamos cuantificar el entrelazamiento en
un gas de Fermi formado por N pares calculando los coeficientes χN y χ[λi,λj ]

N−1 .
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AModelo de Schwinger

Para este apéndice seguimos los libros Quantum Mechanics, Volume 2: Angular
Momentum, Spin, and Approximation Methods de Claude Cohen-Tannoudji et al. y
Modern Quantum Mechanics (Second Edition) de los autores J. J. Sakurai y Jim J.
Napolitano.

El Hamiltoniano del oscilador armónico bidimensional para una partícula de masa
m viene dado por la Ec.(A.1),

H = P 2
x

2m +
P 2

y

2m + 1
2mω

2X2 + 1
2mω

2Y 2

= Hx +Hy,

(A.1)

donde los Hamiltonianos Hx y Hy corresponden al oscilador armónico en una
dimensión, entonces siguiendo la descripción usual en términos de operadores

creación y aniquilación escribimos las Ecs.(A.2) y (A.3) con β =
√
mω

ℏ
,

ax = 1√
2

(
βX + i

Px

βℏ

)
, (A.2)

ay = 1√
2

(
βY + i

Py

βℏ

)
. (A.3)

Debido a que actúan en distintos espacios de Hilbert, los cuatro operadores ax,ay,a†
x y

a†
y tienen solo los siguientes conmutadores no nulos

[
ax, a

†
x

]
=
[
ay, a

†
y

]
= I. Teniendo

en cuenta el problema unidimensional, para cada oscilador a su vez podemos definir
un operador número,

Nx = a†
xax,

Ny = a†
yay,

(A.4)

lo cual permite reescribir el Hamiltoniano de la siguiente forma:

H = ℏω
(
a†

xax + a†
yay + 1

)
= ℏω(Nx +Ny + 1),

(A.5)

como consecuencia el espectro de energía viene dado por,
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E = ℏω(n+ 1) , n = 0, 1, 2, ..., (A.6)

= ℏω(nx + ny + 1) , nx,y = 0, 1, 2, ..., (A.7)

donde n = nx + ny. Por lo tanto es posible determinar unívocamente los estados
considerando los números cuánticos nx y ny ya que debido al desacoplamiento los
estados serán de la forma:

|φnx,ny ⟩ = |φnx⟩ ⊗ |φny ⟩ = 1√
nx!ny!

(
a†

x

)nx
(
a†

y

)ny

|φ0,0⟩ , (A.8)

la función de onda viene dada por la Ec.(A.9), donde Hn son los polinomios de
Hermite,

φnx,ny (x, y) = β√
π(2)nx+ny (nx!)(ny!)

exp
(
β2

2
(
x2 + y2

))
Hnx(βx)Hny (βy). (A.9)

Ahora definiendo nuevos operadores creación y aniquilación definidos por las
Ecs.(A.10) y (A.11),

a+ = 1√
2

(ax − iay), (A.10)

a− = 1√
2

(ax + iay), (A.11)

repitiendo los mismos argumentos que en el caso anterior, teniendo en cuenta que se
cumplen las mismas relaciones de conmutación y definiendo los operadores número
dados por la Ecs. (A.12)-(A.13),

N+ = a†
+a+ (A.12)

N− = a†
−a− (A.13)

podemos reescribir el Hamiltoniano del problema:

H = ℏω
(
a†

+a+ + a†
−a− + 1

)
= ℏω(N+ +N− + 1).

(A.14)
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En analogía con lo anterior el espectro de energía viene dado por

E = ℏω(n+ 1) , n = 0, 1, 2, ..., (A.15)

= ℏω(n+ + n− + 1) , n+,− = 0, 1, 2, ..., (A.16)

lo cual nos permite determinar los estados unívocamente de otra forma equivalente,
mediante los números cuánticos n+ y n−,

|χn+,n−⟩ = 1√
n+!n−!

(
a†

+

)n+ (
a†

−

)n−
|φ0,0⟩ . (A.17)

Mediante los operadores a+ y a− es posible hacer una conexión entre el álgebra del
momento angular y el álgebra de dos osciladores desacoplados.

Definiendo los operadores,

J+ ≡ ℏa†
+a+ (A.18)

J− ≡ ℏa†
−a−, (A.19)

Jz ≡
(ℏ

2

)(
a†

+a+ − a†
−a−

)
=
(ℏ

2

)
(N+ −N−), (A.20)

puede demostrarse que estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación
dadas por las Ecs.(A.21)-(A.22) que definen al operador momento angular,

[Jz, J±] = ±ℏJ±, (A.21)

[J+, J−] = 2ℏJz. (A.22)

Además definiendo

N ≡ N+ +N− = a†
+a+ + a†

−a−, (A.23)

puede verse que

J2 ≡ J2
z + 1

2(J+J− + J−J+)

= ℏ2

2 N
(
N

2 + 1
)
.

(A.24)
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Con lo cual a partir de la Ec.(A.14) tenemos que
[
H,J2

]
= [H,Jz] = 0, esto permite

identificar los estados con los números cuánticos j y m definidos por las Ecs. (A.25)-
(A.26),

j ≡ n+ + n−
2 , (A.25)

m ≡ n+ − n−
2 . (A.26)
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BCálculo de factor de
normalización y matriz densidad
reducida

Consideremos el espacio de Hilbert, H , para un sistema de cuatro partículas distin-
guibles, sabemos que H = H1 ⊗ H2 ⊗ H3 ⊗ H4, por lo tanto una base posible para
este espacio puede ser el producto tensorial de la base posición correspondiente a
cada subsistema. Si llamamos {|i : zi⟩ , i = 1, 2, 3, 4} a cada base posición, sabemos
que se cumple la relación de clausura,

∫
|i : zi⟩ ⟨i : zi| dzi = Ii, (B.1)

donde Ii corresponde a la identidad en cada espacio. Además en cada espacio se
cumple la relación de ortogonalidad,

⟨z′
i|zi⟩ = δ(z′

i − zi). (B.2)

Un sistema en estado puro de dos fermiones de especie a y dos fermiones de especie
b en el estado |ψ⟩, puede escribirse en segunda cuantización como:

|ψ⟩ =
∫
ψ(x1, x2, x3, x4)Ψ†

a(x1)Ψ†
a(x3)Ψ†

b(x2)Ψ†
b(x4) |0⟩ dx1dx2dx3dx4 (B.3)

donde la función de onda de la expansión cumple ψ(x3, x2, x1, x4) = −ψ(x1, x2, x3, x4)
y ψ(x1, x4, x3, x2) = −ψ(x1, x2, x3, x4), con ⟨x1, x2, x3, x4|ψ⟩ = ψ(x1, x2, x3, x4).

Para que el estado |ψ⟩ este normalizado debe cumplirse
∫

|ψ(x)|2dx = 1
4 . Veamos

esto en más detalle, teniendo en cuenta que1,

Ψ†
a(x1)Ψ†

a(x3) |0⟩ = 1√
2

[|1 : x1 ; 3 : x3⟩ − |1 : x3 ; 3 : x1⟩] (B.4)

Ψ†
b(x2)Ψ†

b(x4) |0⟩ = 1√
2

[|2 : x2 ; 4 : x4⟩ − |2 : x4 ; 4 : x2⟩] (B.5)

1Recordar que |n : ui ; p : uj⟩ significa que las partículas (n) y (p) se encuentran en los estados ui y
uj respectivamente.
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podemos escribir,

⟨ψ|ψ⟩ = 1
4

∫
ψ∗(x′)ψ(x)[

⟨1 : x′
1 ; 3 : x′

3| − ⟨1 : x′
3 ; 3 : x′

1|
] [

⟨2 : x′
2 ; 4 : x′

4| − ⟨2 : x′
4 ; 4 : x′

2|
]

[|1 : x1 ; 3 : x3⟩ − |1 : x3 ; 3 : x1⟩] [|2 : x2, 4 : x4⟩ − |2 : x4 ; 4 : x2⟩] dxdx′,
(B.6)

donde ψ(x) = ψ(x1, x2, x3, x4), ψ∗(x′) = ψ(x′
1, x

′
2, x

′
3, x

′
4), dx = dx1dx2dx3dx4 y

dx′ = dx′
1dx

′
2dx

′
3dx

′
4.

Utilizando la relación de ortogonalidad notamos que los productos entre corchetes
de la Ec.(B.6) se reducen a,

[
⟨1 : x′

1 ; 3 : x′
3| − ⟨1 : x′

3 ; 3 : x′
1|
]
[|1 : x1 ; 3 : x3⟩ − |1 : x3 ; 3 : x1⟩]

= δ(x′
1 − x1)δ(x′

3 − x3) − δ(x′
1 − x3)δ(x′

3 − x1) − δ(x′
3 − x1)δ(x′

1 − x3)

+δ(x′
3 − x3)δ(x′

1 − x1)

= 2[δ(x′
1 − x1)δ(x′

3 − x3) − δ(x′
1 − x3)δ(x′

3 − x1)]

(B.7)

y

[
⟨2 : x′

2 ; 4 : x′
4| − ⟨2 : x′

4 ; 4 : x′
2|
]
[|2 : x2 ; 4 : x4⟩ − |2 : x4 ; 4 : x2⟩]

= δ(x′
2 − x2)δ(x′

4 − x4) − δ(x′
2 − x4)δ(x′

4 − x2) − δ(x′
4 − x2)δ(x′

2 − x4)

+δ(x′
4 − x4)δ(x′

2 − x2)

= 2[δ(x′
2 − x2)δ(x′

4 − x4) − δ(x′
2 − x4)δ(x′

4 − x2)].

(B.8)

Reemplazando las Ecs.(B.7)-(B.8) en la Ec.(B.6) , se obtiene:

⟨ψ|ψ⟩ =
∫
ψ∗(x1, x2, x3, x4)ψ(x1, x2, x3, x4)dx −

∫
ψ∗(x1, x4, x3, x2)ψ(x1, x2, x3, x4)dx

−
∫
ψ∗(x3, x2, x1, x4)ψ(x1, x2, x3, x4)dx +

∫
ψ∗(x3, x4, x1, x2)ψ(x1, x2, x3, x4)dx

= 4
∫
ψ∗(x1, x2, x3, x4)ψ(x1, x2, x3, x4)dx = 4

∫
|ψ(x)|2dx,

(B.9)

donde en la segunda igualdad hemos utilizado las propiedades antisimétricas de la

función de onda. Por lo tanto ⟨ψ|ψ⟩ = 1 =⇒
∫

|ψ(x)|2dx = 1
4 .
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Utilizando las Ecs.(B.4)-(B.5) es posible escribir el operador densidad ρ para este
sistema como:

ρ = 1
4

∫
ψ∗(x′)ψ(x)

[|1 : x1 ; 3 : x3⟩ − |1 : x3 ; 3 : x1⟩] [|2 : x2 ; 4 : x4⟩ − |2 : x4 ; 4 : x2⟩][
⟨1 : x′

1 ; 3 : x′
3| − ⟨1 : x′

3 ; 3 : x′
1|
] [

⟨2 : x′
2 ; 4 : x′

4| − ⟨2 : x′
4 ; 4 : x′

2|
]
dxdx′.

(B.10)

Ahora supongamos que quiero calcular la matriz densidad reducida ρab de un par ab
del sistema de cuatro fermiones, para ello por definición debemos calcular la traza
parcial sobre el espacio del otro par ab es decir,

ρab =
∫

⟨3 : z3 ; 4 : z4| ρ |3 : z3 ; 4 : z4⟩ dz3dz4 (B.11)

Considerando la Ec.(B.12) y su conjugado Hermitico,

⟨3 : z3 ; 4 : z4| [|1 : x1 ; 3 : x3⟩ − |1 : x3 ; 3 : x1⟩]

[|2 : x2 ; 4 : x4⟩ − |2 : x4 ; 4 : x2⟩]

= [δ(z3 − x3) |1 : x1⟩ − δ(z3 − x1) |1 : x3⟩]

[δ(z4 − x4) |2 : x2⟩ − δ(z4 − x2) |2 : x4⟩]

(B.12)

podemos reescribir la matriz densidad reducida como,

ρab = 1
4

∫
ψ∗(x′)ψ(x)

[δ(z3 − x3) |1 : x1⟩ − δ(z3 − x1) |1 : x3⟩] [δ(z4 − x4) |2 : x2⟩ − δ(z4 − x2) |2 : x4⟩][
δ(z3 − x′

3) ⟨1 : x′
1| − δ(z3 − x′

1) ⟨1 : x′
3|
] [
δ(z4 − x′

4) ⟨2 : x′
2| − δ(z4 − x′

2) ⟨2 : x′
4|
]

dxdx′dz3dz4.
(B.13)

El cálculo de esta integral la hacemos en dos pasos, primero integramos sobre las
variables de los fermiones tipo a dada por la Ec.(B.14),

I1 =
∫
ψ∗(x′)ψ(x) [δ(z3 − x3) |1 : x1⟩ − δ(z3 − x1) |1 : x3⟩][

δ(z3 − x′
3) ⟨1 : x′

1| − δ(z3 − x′
1) ⟨1 : x′

3|
]
dxdx′,

(B.14)

dicho cálculo resulta,
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I1

=
[∫

ψ(x1, x2, z3, x4) |1 : x1⟩ dx1dx2dx4 −
∫
ψ(z3, x2, x3, x4) |1 : x3⟩ dx3dx2dx4

]
[∫

ψ∗(x′
1, x

′
2, z3, x

′
4) ⟨1 : x′

1| dx′
1dx

′
2dx

′
4 −

∫
ψ∗(z3, x

′
2, x

′
3, x

′
4) ⟨1 : x′

3| dx′
3dx

′
2dx

′
4

]
=4
∫
ψ∗(x′

1, x
′
2, z3, x

′
4)ψ(x1, x2, z3, x4) |1 : x1⟩ ⟨1 : x′

1| dx1dx2dx
′
1dx

′
2dx4dx

′
4.

(B.15)

Reemplazando en la Ec.(B.13) para la matriz reducida ρab obtenemos,

ρab =
∫
ψ∗(x′

1, x
′
2, z3, x

′
4)ψ(x1, x2, z3, x4) |1 : x1⟩ ⟨1 : x′

1|

[δ(z4 − x4) |2 : x2⟩ − δ(z4 − x2) |2 : x4⟩]
[
δ(z4 − x′

4) ⟨2 : x′
2| − δ(z4 − x′

2) ⟨2 : x′
4|
]

dx1dx2dx
′
1dx

′
2dx4dx

′
4dz3dz4.

(B.16)

El segundo paso es integrar la expresion dada por la Ec.(B.17),

I2

=
[∫

ψ(x1, x2, z3, z4) |2 : x2⟩ dx2 −
∫
ψ(x1, z4, z3, x4) |2 : x4⟩ dx4

]
[∫

ψ∗(x′
1, x

′
2, z3, z4) ⟨2 : x′

2| dx′
2 −

∫
ψ∗(x′

1, z4, z3, x
′
4) ⟨2 : x′

4| dx′
4

]
dx1dx

′
1

=4
∫
ψ∗(x′

1, x
′
2, z3, z4)ψ(x1, x2, z3, z4) |2 : x2⟩ ⟨2 : x′

2| dx1dx
′
1dx2dx

′
2.

(B.17)

Por lo tanto, reescribimos la Ec.(B.16) como:

ρab

=4
∫
ψ∗(x′

1, x
′
2, z3, z4)ψ(x1, x2, z3, z4) |1 : x1 ; 2 : x2⟩ ⟨1 : x′

1 ; 2 : x′
2| dx1dx

′
1dx2dx

′
2dz3dz4.

(B.18)

El cálculo de las matrices reducidas ρaa y ρa es análogo. Por último notemos que se
cumple Tr(ρab) = 1, ya que por definición se tiene,

Tr(ρab) =
∫

⟨1 : z1 ; 2 : z2| ρab |1 : z1 ; 2 : z2⟩ dz1dz2, (B.19)

utilizando las relaciones de ortogonalidad se cumple la Ec.(B.20),
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⟨1 : z1 ; 2 : z2|1 : x1 ; 2 : x2⟩ ⟨1 : x′
1 ; 2 : x′

2|1 : z1 ; 2 : z2⟩

= δ(z1 − x1)δ(z2 − x2)δ(z1 − x′
1)δ(z2 − x′

2).
(B.20)

Reemplazando en la Ec.(B.19) e integrando vemos que,

Tr(ρab) = 4
∫

|ψ(z)|2dz = 4 × 1
4 = 1. (B.21)

lo mismo puede corroborarse para los operadores densidad ρaa y ρa.
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