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Resumen

La hipétesis de criticalidad en el cerebro ha sido respaldada empiricamente por nu-
merosos experimentos, pero la ausencia de de datos experimentales de fMRI del conectoma
humano para mayor cantidad de nodos impide estudiar la dependencia de magnitudes
fisicas de este con el escaleo con el tamaio finito (finite size scaling), lo cual constituiria
una evidencia contundente a favor de la criticalidad. Es de interés por tanto utilizar
"conectomas artificiales" analizdndolos mediante simulaciones numéricas. En este trabajo
se utiliza una red de mundo pequeno de Watts-Strogatz definida en una red cuadrada con
condiciones periddicas de contorno sobre la que se implementa una versién modificada del
modelo de Greenberg-Hastings, analoga a la implementada por Zarepour en una dimensiéon
con la finalidad de estudiar como afecta la dimensionalidad al comportamiento critico
del sistema, ademds de ser de interés en Neurociencia dado que el conectoma de los
mamiferos posee estructura quasi-bidimensional. Como era esperado se observé el mismo
comportamiento cualitativo que en el caso de una red de base unidimensional, existiendo
no obstante diferencias cuantitativas entre los respectivos diagramas dindmicos s6lo para

valores relativamente bajos de (k).



Abstract

The critical brain hypothesis has been empirically supported by numerous experiments,
but the absence of experimental fMRI data of the human connectome for a larger quantity
of nodes hinders the possibility of studying the dependence of physical quantities with
finite size scaling. This would constitute a forceful argument in favour of criticality. Hence,
it is of interest the analysis of "artificial connectomes" by way of numerical simulations.
In the present work we use a Watts-Strogatz small world network defined over a square
lattice with periodic boundary conditions upon which is implemented a modified version
of Greenberg-Hastings model, analogous to the network implemented by Zarepour in one
dimension. The goal is to study how does dimensionality affect the critical behaviour of
the system. Besides it is of interest in Neuroscience, since the mammalian connectome
possesses a quasi two-dimensional structure. As expected, it was observed the same
qualitative behaviour than that of a one-dimensional lattice. Nevertheless, there exists
some quantitative differences between the respective dynamical diagrams only for relatively

small values of (k).
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Introduccion

Cuando los sistemas fisicos experimentan un cambio de un estado del sistema a otro, se
dice que experimentan una transiciéon de fase. Sin embargo, a veces la linea de transicién
que delimita una fase de otra desaparece en un punto llamado punto critico. Cuando los
sistemas se encuentran en su punto critico, las fases se vuelven indistinguibles entre si y
los sistemas exhiben un comportamiento inusual. En particular, aparecen fluctuaciones
en multiples escalas de longitud o invariancia de escala (pequefnias fluctuaciones en una
region afectan a la totalidad del sistema). Esto causa comportamiento no analitico de
magnitudes fisicas, que divergen con leyes de potencia en el punto critico [1].

En 1987, Per Bak argumenté y demostré numéricamente que muchos sistemas dindmi-
cos naturales evolucionan naturalmente hacia su punto critico, un fenémeno que él llamé
"self-organized criticality" (SOC) [2]. La criticalidad en estos sistemas no serfa alcanzada
ajustando un parametro del sistema, sino que seria un estado atractor al cual el sistema
tiende. Este trabajo inspiré una gran variedad de trabajos que exploraban la criticalidad
en sistemas de lo mas variados. En particular, en 1995, Herz y Hopfield [3] mostraron
que la dindmica microscépica de los modelos de SOC para terremotos se asemejaban a
las activaciones neuronales. En ese mismo afio, Per Bak y coautores aplicaron un modelo
de juguete del cerebro, que consistia en neuronas integrate-and-fire cuyas conexiones eran
fortalecidas o debilitadas utilizando aprendizaje por refuerzos [4], y mostraron que dicho
sistema llegaba a un punto critico. En 1999, Per Bak y Chialvo [5] revisitaron el mismo
modelo, enfatizando en que la criticalidad del sistema era fundamental para la plasticidad
de las conexiones neuronales y por lo tanto el aprendizaje. Fue recién en 2003 que la
hipétesis de la criticalidad en el cerebro obtuvo evidencia experimental. Beggs y Plenz
[6] utilizaron cultivos de neuronas corticales de roedores y demostraron que su actividad
estaba gobernada por las ecuaciones de avalanchas que proponia Per Bak en su trabajo
de 1987, infiriendo que la criticalidad era una caracteristica de las neuronas corticales.
Desde estos informes iniciales de avalanchas en preparaciones de rodajas in vitro por
Beggs y Plengz, la investigacion sobre la actividad critica similar a avalanchas en registros
neuronales espaciotemporales ha avanzado a gran velocidad [7], [8]. Las observaciones
de fluctuaciones espaciotemporales de ley de escala en datos fisiolégicos espontaneos han
progresado desde preparaciones de rodajas in vitro de Beggs y Plenz, registros in vivo de
capas superficiales de la corteza [9], [10] hasta primates no humanos despiertos [11] (para

una revision, ver [12]). Se han reportado leyes de potencia en distribuciones de avalanchas



en datos magnetoencefalogréficos (MEG) de cerebro humano completo [13], y dependencias
espaciales complejas y de ley de escala consistentes con avalanchas se han descrito en datos
de neuroimagen funcional de cerebro completo (fMRI) [14]. Es importante destacar que
estos registros cruzan amplias escalas de apertura desde registros de unidades multiples
hasta potenciales de campo macroscépicos y datos de neuroimagen funcional de cerebro
completo [15].

Desde un enfoque neurocientifico, la hipotesis de la criticalidad sostiene que cuando el
cerebro se encuentra en su punto critico estd adecuadamente balanceado entre dos estados
extremos: el estado supercritico, en el cual las redes neuronales exhiben excitaciones
descontroladas altamente ordenadas observadas en personas que sufren epilepsia; y el
estado subcritico, en el cual las sinapsis entre neuronas no logran establecer conexiones
de largo alcance y las cascadas de conexiones mueren rapidamente, observadas en estados
comatosos. Permaneciendo en el punto critico, las redes neuronales estarian optimizadas
para la transmision de informacién y pequenos estimulos podrian desencadenar compor-
tamientos complejos y de largo alcance en el cerebro. Esta perspectiva emergente se resume
esquematicamente en la figura 1. En la zona subcritica, los estallidos de actividad cortical
son esporadicos y descoordinados (cuadro rojo). Por encima del valor critico, la actividad
cortical estd acoplada demasiado estrechamente y, por el contrario, inadecuadamente
segregada (cuadro amarillo). Las redes en estado de reposo funcionan en el valor critico,
donde el cambio entre estados de red ocurre debido a débiles inestabilidades dinamicas
(cuadro azul claro) [15].

En 2013, Haimovici y coautores aplicaron un modelo que combinaba los datos empiricos
de la estructura de las conexiones neuroanatémicas junto con una regla dindmica sencilla
[16]. En ese estudio se logr6 la primera demostraciéon de que un modelado hibrido alcanza
aspectos espacio temporales relevantes de la dindmica cerebral siempre que el sistema
funcione en su estado critico. En el modelo, el régimen critico se presenta como una
condiciéon mecesaria para la emergencia de aspectos neurobiolégicamente relevantes de
la estructura cerebral. Un aspecto interesante del estudio realizado por Haimovici y
sus colaboradores es su enfoque en la dindmica neuronal, que se describe mediante la
estadistica de clusters instantdneos de neuronas activadas simultdneamente y conectadas
a través de una subred. Esto abre la puerta a la descripcién de un fenémeno altamente
dindmico utilizando la teoria de percolaciéon, un formalismo originalmente concebido para
analizar sistemas en equilibrio.

En 2020, Zarepour y coautores repararon en la necesidad de replicar el trabajo de
Haimovici para tamafios variables de redes, a los fines de poder estudiar la dependencia
de magnitudes fisicas del sistema con el escaleo con el tamano finito (finite size-scaling) en
las cercanias del punto critico, entendiendo que la deteccion de este tipo de dependencia
constituye uno de los argumentos mas contundentes a favor de la existencia de criticalidad
y al mismo tiempo una prueba crucial de su existencia [17]. Debido a que no existen
datos experimentales del conectoma humano para redes con mayor nimero de nodos, se

estudiaron modelos neuronales definidos en “conectomas artificiales”, esto es, redes gener-



parametro de orden

parametro de control

Figura 1: Propuesta del rol de la criticidad en la dindmica cerebral en reposo a gran
escala. En la regién subcritica, las regiones cerebrales individuales estan efectivamente
desacopladas, mostrando una falta de integracién (cuadro rojo). Por el contrario, en la
regién supercritica, la integracién es demasiado grande y hay una falta de segregacion
(amarillo). Cerca del punto critico, un cuerpo emergente de trabajo en EEG, MEG y
fMRI sugiere que los sistemas cerebrales muestran un equilibrio dindmico de integracién
y segregacién (cuadro azul), fluctuando entre las diversas redes en estado de reposo (y
ritmos EEG). La funcién cognitiva requiere una ligera incursién lejos del régimen critico
que conduce a la estabilizacién de una red particular. Figura extraida de [15].

adas artificialmente con propiedades topologicas andlogas a las del conectoma humano, en
particular sobre redes de mundo pequeno de Watts-Strogatz en una dimensién, que exhiben
caminos medios bajos y coeficientes de clustering elevados, caracteristicas observadas en
el conectoma: un andlisis topolégico de las redes de Hangmann et al. muestra longitud
promedio de los caminos I = 3.07, el coeficiente de clustering C' = 0.47 y promedio de grado
(k) = 36. Estas propiedades demuestran cariacter de mundo pequeifio y alta conectividad.
En [17] se verific6 el comportamiento de escala caracteristico de un sistema critico y que
el comportamiento critico se presenta en una regién amplia del espacio de pardmetros que
definen la topologia de la red con valores de conectividad intermedios.

Un aspecto a considerar del trabajo realizado por Zarepour es cémo influye la dimen-
sionalidad de la red en los resultados obtenidos. Si bien se espera que los resultados
obtenidos en [17] sean independientes de la dimensionalidad de la red subyacente al
algoritmo de Watts-Strogatz para desorden alto, para desorden bajo o intermedio la
dimensionalidad puede tener una influencia importante en los comportamientos dindmicos.
Esto resulta especialmente relevante cerca del punto critico, donde habitualmente el rol
de la dimensionalidad de la red es determinante [1]. En particular, la extensién a modelos
de base bidimensional es de interés en neurociencia, ya que la estructura de la corteza
cerebral en mamiferos es quasi-bidimensional. En este trabajo final analizamos el impacto
de la dimensionalidad en el modelo utilizado en [17], replicando el mismo modelo en una

red cuadrada de Watts-Strogatz con interacciones hasta vecinos de distancia variable y



condiciones periédicas de contorno. El objetivo es extender los resultados obtenidos en
[17] a esta nueva red, esto es, se llevara a cabo el anélisis de la dindmica critica del modelo,
variando el tamano, la conectividad y el grado de desorden de la red de mundo pequefio

(medido este tltimo por la probabilidad de reconexionado de la red).
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Capitulo 1

Redes complejas

1.1 Introduccion

Las redes complejas describen una gran variedad de sistemas naturales y sociales. Una
red (o un grafo) topoldgicamente esta formada por nodos (o vértices) que estan conectados

por enlaces, como se ve en la figura 1.1

O

Figura 1.1: Una red sencilla de seis nodos

Por ejemplo, la célula se describe mejor como una red compleja de sustancias quimi-
cas conectadas por reacciones quimicas; Internet es una red compleja de enrutadores y
computadoras vinculadas por diversos enlaces fisicos o inalambricos; las modas e ideas se
propagan en la red social, cuyos nodos son seres humanos y cuyos vinculos representan
diversas relaciones sociales; la World Wide Web es una enorme red virtual de paginas web
conectadas por hipervinculos. Estos sistemas son solo algunos ejemplos que han llevado
a la comunidad cientifica a investigar los mecanismos que determinan la topologia de las

redes complejas.

1.2 Conceptos basicos de redes

Tradicionalmente, el estudio de las redes complejas estuvo dentro del dominio de la
teoria de grafos. Desde la década de los 1950’s, la estructura de las grandes redes complejas
con ningun disenio aparente ha sido descriptas como grafos aleatorios. El interés creciente
en el estudio de estas redes ha llevado a reconsiderar la idea que detras de las redes
complejas que existen no hay ningtn tipo de orden, y repensarlas como estructuras con

un orden subyacente en su topologia [18].
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Mateméticamente una red corresponde a la pareja de conjuntos G(n,m), donde n
representa el nimero de nodos y m muestra el nimero de enlaces. Los enlaces, si existe
flujo inicamente en una direccién, se les llama dirigidos (figura 1.2), y si tiene flujo en
ambas direcciones se les llama no dirigidos. También existen redes en las cuales los enlaces
entre los nodos tienen diferentes pesos, estas se llaman redes ponderadas o pesadas (figura
1.3).

Figura 1.2: Un grafo dirigido de cuatro nodos

B O
@44 2
8\@ =

Figura 1.3: Un grafo pesado, los niimeros que acompanan a los enlaces indican el peso de
cada conexién.

Existen tres conceptos béasicos que ocupan un papel importante en la forma en la que

se piensan las redes complejas.

1.2.1 Coeficiente de clustering global

La grandes redes tienen una tendencia a formar clusters y cliques. Un cluster es
un conjunto de nodos en una red que estdn mas densamente conectados entre si en
comparacién con el resto de la red. Pueden tener una conectividad interna fuerte, pero no
necesariamente todos los nodos dentro de un cluster estdn conectados directamente entre
si. Los clusters pueden tener diferentes niveles de densidad y se utilizan para identificar
regiones mas cohesionadas en una red. Por otro lado, un clique es un subgrafo en el que
cada par de nodos esta directamente conectado entre si (en un clique, todos los trios de
nodos forman tridngulos).

Elegimos un nodo ¢ en la red con k; vértices que lo conectan a k; nodos. Si los vecinos
son parte de un clique, habria k:l(kzz;l) vértices entre ellos. El cociente entre el nimero E;
de vértices que en realidad existen entre estos k; nodos y el nimero total de vértices del

clique da el coeficiente de clustering del nodo i:

2F;

Q:m%—n
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El coeficiente de clustering de la red es el promedio sobre todos los C;:

1
1EN
En la mayoria de las redes reales el coeficiente de clustering es tipicamente mucho mayor

que el de una red aleatoria de tamano comparable.

1.2.2 Camino medio

El camino medio en una red compleja se refiere a la longitud promedio de los caminos
mas cortos entre pares de nodos en esa red. Este concepto es fundamental para entender
la eficiencia de la comunicacién o la transferencia de informacién en la red.

Para cada par de nodos en la red, se identifica el camino més corto entre ellos. Un
camino es una secuencia de enlaces (o aristas) que conecta los nodos, y la longitud de un
camino se mide por el nimero de enlaces que contiene. Identificamos esta distancia como
d;; para los nodos 4,j. El camino medio es el promedio de las longitudes de todos los
caminos mas cortos en la red. Se calcula sumando las longitudes de todos los caminos més

cortos y dividiendo esa suma por el nimero total de pares de nodos:

1
= ——— dij
N(N—1)§ J

donde N es el nimero de nodos de la red.

1.2.3 Distribucién de grados

La caracteristica individual més usada de un nodo es su grado. El grado k; de un nodo
¢ es el nimero de conexiones con otros nodos. El promedio de los grados de los nodos de
una red se llama grado medio de la red, y se denota como (k). Si una red es dirigida,
esto significa que existirda enlaces que entren y otros que salgan de los nodos. Entonces
existen grados de salida y de entrada en funcién de la disposicién de los enlaces entrantes y
salientes de los nodos. No todos los nodos en una red tienen la misma cantidad de vértices.
La distribucién de los grados de los nodos esté caracterizada por una funcién P(k), que
da la probabilidad de que un nodo elegido al azar tenga exactamente k vértices. En el
caso de un grafo aleatorio, la mayoria de los nodos tienen aproximadamente el mismo
grado, cercano al promedio (k) de grado de la red. La distribucién P(k) en un grafo
aleatorio es una distribucién de Poisson con un pico en P((k)). Para las mayoria de las
redes complejas, la distribucién de grados se desvia significativamente de una distribucion

de Poisson, y suelen variar con una ley de potencias P(k) ~ k™7.
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1.3 Redes de mundo pequeno

El concepto de mundo pequeno, en términos simples, describe el hecho de que en redes
complejas del mundo real, a pesar de su gran tamaifio, suele haber un camino relativamente
corto entre dos nodos cualesquiera (como en una red aleatoria) pero con un coeficiente de
clustering y conectividad mucho mayor al de una red aleatoria de tamano comparable. La
propiedad de mundo pequeno caracteriza a gran parte de las redes complejas. Fue esto lo
que motivo a la definicién de modelos en los cuales sea posible ajustar C' a cualquier valor
deseado. Inspirados por el hecho de que muchas redes sociales ([19], [20]) estédn altamente
agrupadas al mismo tiempo que exhiben una pequefia distancia promedio entre vértices,
Watts y Strogatz (1998) propusieron un modelo que interpola entre reticulos ordenados
(que tienen un coeficiente de clustering alto) y redes puramente aleatorias (que poseen
una pequena longitud de camino promedio), como puede verse en la figura 1.4 [21]. El

algoritmo para una dimensién es el siguiente:

1. Red ordenada: Se empieza con un anillo con N nodos en el cual cada nodo esta

conectado con sus primeros k vecinos, % a cada lado.

2. Aleatorizar: Cada vértice se reconecta con probabilidad 7w evitando conexiones entre
un mismo nodo y conexiones dobles. Variando 7 se puede pasar de un grafo ordenado

(m = 0) a un grafo aleatorio (7w = 1).

Para este trabajo en particular, el anillo (que es una red unidimensional con condiciones
periddicas de contorno) se reemplaza con un toro, es decir una red cuadrada bidimen-
sional con condiciones periddicas de contorno. El modelo funciona exactamente de la
misma forma, solo que el nimero de vecinos no aumenta de a dos, tendremos cuatro
primeros vecinos, ocho segundos vecinos, doce terceros vecinos, veinte cuartos vecinos, y
asi sucesivamente.

Regular Small-world Random

Increasing randomness

Figura 1.4: Un anillo de Watt-Strogatz con N=20 nodos y (k) = 4 para distintas
probabilidades de reconexién. Figura extraida de [18].

Puede verse en la figura 1.5 que existe un gran intervalo de valores de 7 para los cuales
I(m) es muy pequefio, casi cercano al camino medio de un grafo aleatorio (1(0) >> I(7)), y
el coeficiente de clustering C es muy alto (C(mw) ~ C(0)). Este comportamiento es el que
le da la caracteristica de mundo pequeifio a la red. Entonces si m = 0, la red es regular, y
si m = 1 tenemos una red completamente aleatoria.

Para 7w pequetios, el camino medio escala linealmente con el tamano de la red, mientras

que para 7 altos escala logaritmicamente. El origen en la rdpida caida de [ es la apariciéon

14



i(r) *

1(0) Y

w

Figura 1.5: Camino medio y coeficiente de clustering normalizados para una red regular de
Watts-Strogatz en funcién de la probabilidad de reconexién m. Se aplica escala logaritmica
en el eje horizontal. Figura extraida de [18].

de atajos entre los nodos, producto del reconexionado. Gracias al algoritmo, partes
muy alejadas de la red tienen probabilidades de ser conectadas, lo que tiene un impacto
significativo en el camino libre medio de todo el grafo. Incluso una pequena fraccién de
atajos es suficiente para disminuir drasticamente el camino medio.

Watts descubrié que, para un anillo, [ no empieza a decrecer hasta que m > ﬁ,
condicién que garantiza la existencia de al menos un atajo [18]. Esto implica que la
transicion m depende del tamafio del sistema o, dicho de otra forma, existe un tamano de
crossover N* que depende de 7 tal que si N < N*, [ ~ N perosi N > N* [ ~[n(N). Es
aceptado ahora que el camino medio obedece la relacién de escala

Ni

[N, 7) ~ @f’(7r (k) N)

donde f(u) es una funcién que obedece

const u<<1

L u>>1

Esta relacion de escala ha sido confirmada por simulaciones numéricas, técnicas del grupo

de renormalizacion y expansiones en serie.

1.4 Red estructural y funcional cerebral

La corteza cerebral humana estd formada por aproximadamente 10'° neuronas orga-
nizadas en una red compleja de circuitos locales y vias de fibras de largo alcance. Esta
red compleja constituye el sustrato estructural para las interacciones distribuidas entre
sistemas cerebrales especializados. Las conexiones anatémicas entre regiones del cortex
(basicamente, las conexiones sindpticas entre neuronas) forman una red estructural sobre

la cual la actividad neuronal se desarrolla. Por otro lado, las regiones corticales se acoplan
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dinamicamente entre ellas formando redes funcionales asociadas con la percepcién, la
cognicién y la accién, asi como durante la actividad espontanea en el estado de reposo. Por
lo tanto, es muy importante mapear la estructura de la corteza humana a gran escala. En
la corteza humana, se ha investigado la topologia de los patrones de conectividad funcional,
y se han caracterizado atributos clave de estos patrones en diferentes condiciones de reposo
o carga cognitiva [22].

Una manera de construir matrices de conectividad estructural cerebral es a través
de datos de imagenes. Por ejemplo, Patric Hagmann y sus colegas usaron técnicas de
imégenes de difusién tal como las imagenes por espectro de difusién (Diffusion Spectrum
magnetic resonance Imaging, DSI) [38], que permiten mapear de manera no invasiva
las rutas de fibras entre un gran nimero de regiones cerebrales que estan distribuidas
homogéneamente y construir mapas de conexién que cubren todo el cerebro entero. Hang-
mann et al. adquirieron DSI para cinco participantes sanos (edad promedio 29,4 afios,
todos varones). Para cada uno de ellos, toda la corteza se dividié en 998 regiones de
interés de aproximadamente 2cm2 y se aplicé la tractografia de materia blanca-materia
gris (white matter-gray matter: WGM) [39] para inferir las fibras que las conectan.
Las redes individuales se construyeron luego considerando cada regién como un nodo,
y el borde ponderado que conecta dos nodos denota la densidad de las fibras que unen
las dos regiones. Se informé que una red representativa es el promedio en todas las
redes individuales (ver Figura 2.8). Los andlisis computacionales de la red del cerebro,
demuestran regiones de la corteza que estan conectadas altamente y son muy centrales,
y forman un ntcleo estructural del cerebro humano. Los componentes clave del ntcleo
son partes de la corteza medial posterior que se sabe estan altamente activadas en el
estado reposo, cuando el cerebro no esta involucrado en una tarea cognitivamente. A fin
de entender cémo se relaciona la estructura cerebral con la funcién cerebral, Hagmann y
su colegas registraron los patrones de activacion cerebral del mismo grupo participante.
Encontraron que los patrones de conexién estructural y las interacciones funcionales entre
las regiones de la corteza se correlacionaron significativamente [40]. El trabajo mencionado
y muchos trabajos relacionados abarcan un gran proyecto de colaboracién denominado
”Conectoma'del cerebro, en el cual, el objetivo final es comprender la arquitectura de la
conectividad del cerebro completo y con detalles [41]

Por otro lado, es necesario comprender los mecanismos dinamicos que permiten el com-
portamiento complejo del sistema. Para responder a esta inquietud existe una referencia
interesante que ha sido el estudio llamado condiciéon de estado de reposo. En contraste
con la mayoria de los experimentos que utilizan técnicas de neuroimagen, disenadas para
identificar las regiones del cerebro relacionadas con diferentes tareas, el estado de reposo
se ocupa de las fluctuaciones espontaneas de la actividad cerebral sin nigin estimulo
particular. Lejos de ser aleatorios, estas actividades espontineas se organizan en patrones
espaciales bien establecidos denominados Redes de estado de reposo (Restig State Net-
works: RSN) [42]. De hecho, las regiones del cerebro que estan altamente correlacionadas

en promedio forman las RSN, que flucttian en el tiempo y que forman un repertorio de
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estados metaestables [43, 7.

Una caracteristica importante de la conectividad funcional cortical es la red prede-
terminada o Resting State Network (RSN), un conjunto de regiones cerebrales acopladas
dindmicamente que se activan més intensamente en reposo que durante la realizacion de
tareas cognitivamente exigentes. Dentro de la corteza cerebral, los médulos estructurales
dan forma a la conectividad funcional a gran escala. Los RSNs estan formados por
regiones del cerebro que estdn altamente correlacionadas en promedio, pero fluctian
en el tiempo y forman un repertorio de estados metaestables [17]. Una amplia gama
de experimentos que utilizan resonancia magnética funcional (fMRI) ha destacado que
estos grupos espaciales de actividad coherente (RSN), estan asociados especificamente
con sistemas neuronales responsables de funciones sensoriales, cognitivas y conductuales.
Ademas, se ha demostrado que el patrén de correlaciones en estas redes cambia con diversas
condiciones cognitivas y patofisioldgicas [15]. Miltiples estudios muestran que la actividad
de RSN exhibe propiedades de escalamiento peculiares, con correlaciones de largo alcance
que divergian con el tamano de los sistemas y auto similitud de la funcién de la correlacién
que se asemejan a la dinamica cerca del punto critico de una transicién de fase de segundo
orden, en consonancia con evidencia que muestra que el cerebro en reposo estd cerca de
un punto critico. Estos hallazgos empiricos estan en linea con resultados de modelado
computacional [23].

En 2013, Haimovici y coautores adaptaron el modelo paradigmatico de Greenberg y
Hastings de un sistema compuesto por unidades excitables (esto es, unidades discretas que
presentan un periodo refractario para su reactivacién), incorporando ciertos elementos
que posibilitan una mejor interpretacién del mismo como modelo neuronal (tales como
por ejemplo la posibilidad de activaciéon espontanea). El modelo consta entonces de un
conjunto de neuronas artificiales, las cuales se representan por variables de tres estados
(inactivo, activo y refractario) y reglas dindmicas sencillas que determinan una evolucién
paralela a tiempo discreto. Definiendo el modelo sobre una red que reproduce la conec-
tividad empirica entre regiones del cerebro humano, Haimovici y coautores mostraron
que el mismo reproduce ciertos patrones espacio-temporales caracteristicos de la actividad
cerebral (Resting State Network), solo si el modelo se ajusta a su punto critico (definido en
este contexto como un estado que exhibe correlaciones espaciales que abarcan la totalidad
del sistema) [16].

Zarepour y coautores adaptaron el modelo anterior a una red de mundo pequeno
con propiedades topoldgicas semejantes a las del conectoma utilizado por Haimovici y
coautores. Esto posibilité variar a voluntad el tamano del sistema y con ello corroborar
la existencia efectiva de un fenémeno critico, mediante un analisis de las propiedades de
escala con el tamano (FSS). Més atn, en dicho trabajo se mostré que en redes con alto
grado de desorden y alta conectividad la transicién de fase dindmica cambia de orden, esto
es, el sistema cambia de manera discontinua de un estado de alta a uno de baja actividad
[17].

En este trabajo se adapta el trabajo realizado por Zarepour a una red de mundo

17



pequeno bidimensional, ya que el conectoma del cerebro humano es quasi bidimensional.
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Capitulo 2

Percolacion

2.1 Introduccion

La palabra percolacién refiere al movimiento de un fluido a través de un medio poroso:
decimos que un fluido percola si logra atravesar el medio poroso en el que se encuentra.
En Fisica Estadistica, la teoria de percolaciéon describe el comportamiento de una red
cuando nodos o vertices son agregados. La teoria de percolacién puede ser utilizada para
estudiar y modelar una gran variedad de fenémenos y procesos, por ejemplo la gelacion de
polimeros, el comportamiento de los incendios forestales o cémo se distribuye el petréleo

en reservorios con rocas porosas [24].

2.2 Fenomenologia

Supongamos que se tiene un arreglo infinito de cuadrados en forma de grilla, y cada
cuadrado puede ser rellenado o estar vacio. Los grupos de cuadrados vecinos (o sea, que
comparten un lado) que estan rellenos forman estructuras que denominamos clusters.
La teoria de percolacién, en un ejemplo sencillo como este, describe cuantos clusters
existen y las propiedades de estos. Supongamos que cada cuadrado puede estar relleno con
probabilidad p, entonces en una grilla con N cuadrados, tenemos pN cuadrados rellenos
y (p — 1)N cuadrados vacios. Para valores de p pequenos el nimero de clusters que se
forman y su tamano son pequenos, y conforme aumenta p, el tamano y la cantidad de
clusters aumenta.

Se puede ver que existe un p. para el cual aparece el primer cluster que percola, es
decir, se forma un cluster que contiene un camino de sitios ocupados que conecta lados
opuestos de la red. Esta configuraciéon define el problema de percolaciéon de sitios, como
se observa en la figura 2.1.

De manera andloga, se puede pensar en el problema de percolacién de enlaces: cada
enlace entre dos nodos de la red puede estar ocupado con probabilidad p (figura 2.2)

Ambas descripciones comparten la misma fenomenologia: existe un valor critico p. tal

que para p < p. se forman pequefios clusters de enlaces ocupados (por ende, de sitios
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Figura 2.1: Percolaciéon de sitios en dos dimensiones para N=100x100. Los colores
demuestran diferentes clusters con distintos tamanios. Cada sitio de la grilla esta ocupado
con una probabilidad p, correspondiendo los sitios negros a sitios vacios. Para p muy
pequeno, solo se forman pequenios clusters de sitios ocupados, pero cuando aumenta p,
se forman los clusters méas grandes, hasta que con p = p. = 0.5927 se forma un cluster
gigante de sitios ocupados que estd conectado a dos fronteras opuestas. Figura extraida

de [17].

P<Pc P=Pc P>Pc

Figura 2.2: Percolacion de enlaces en dos dimensiones. Cada enlace de la grilla estd
ocupado con una probabilidad p. Para p muy pequena, solo se forman pequefios clusters
de enlaces ocupados, pero al aumentar p, se forman los clusters mas grandes, hasta que
para p = p., se forma un cluster gigante de enlaces ocupados que esta conectado a dos
fronteras opuestas.

conectados) y para p > p. se forma un cluster gigante de enlaces que conecta dos sitios

situados en lados opuestos de la red.

2.3 El parametro de orden

La transicién de percolacién es una transicién de fase geométrica de un estado de-
sconectado a uno conectado. Notemos que si estamos tratando con una red infinita (o sea

en el limite termodindmico), un cluster que percola posee infinitos sitios de red, ya que va
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de un extremo a otro de la red. Como se dijo anteriormente, el umbral de percolacion es
el valor de probabilidad de ocupacién p. para el cual aparece por primera vez un cluster
que percola. Para el cluster infinito (en el limite termodindmico), se define
.5
Py = lim N (2.1)
donde S7 es el nimero de sitios pertenecientes al cluster de mayor tamano, también

denominado cluster gigante o componente gigante. De esta manera, P, es la probabilidad

de que un sitio ocupado pertenezca al cluster gigante. Notemos que de esta forma se tiene

0 <
P — b= Ppe (2.2)

#0 p>pe
De esta manera, P,, se comporta como un parametro de orden, que define el exponente

critico S de la forma,
Po=(p-p)’ p-pd (2:3)

2.4 El tamano promedio de los clusters (s)

Para estudiar el fenémeno de la percolacion independientemente de la forma de la red

o su topologia, es necesario estudiar la estadistica de los clusters que se forman. Definimos

ns(p) = N (2.4)

como el niimero de clusters con s sitios de red por cantidad de sitios, donde N es la
cantidad de sitios y Ny es la cantidad de clusters de tamano s.

La probabilidad de que un sitio arbitrario sea parte de un cluster arbitrario de tamano
s esta dada por ngs, pues ese sitio puede ser cualquiera de los s sitios que son parte del
cluster. Todo sitio ocupado debe pertenecer a un cluster, ya que un sitio ocupado rodeado
de sitios vacios es un cluster de tamafio s = 1. Por lo tanto, la probabilidad de que un sitio
pertenezca a algun cluster es igual a la probabilidad p de que dicho sitio este ocupado, o

donss=p  (p<pc) (2.5)

Notemos que la restriccién p < p. hace que se deban contar por separado los sitios
pertenecientes al cluster infinito, ya que la suma no esta definida si s = co. También

podemos escribir, ahora sin restringir para p < pe:
Py + Znss =p (2.6)
S

ya que un sitio de red pertenece a un cluster de tamafio s o bien al cluster de tamafio
infinito.

Supongamos que tomamos un sitio al azar de la red y deseamos saber que tan grande

21



es, en promedio, el cluster al cual pertenece. Existe una probabilidad nss de que un
sitio pertenezca a un cluster de tamafio s y una probabilidad ), nss de que pertenezca a

cualquier cluster de cualquier tamafio (excepto el cluster infinito). Entonces

NS

B Zs NS

w (2.7)

es la probabilidad de que el cluster al que pertenece un sitio arbitrario tenga exactamente

s sitios. El tamano medio del cluster al que pertenece el sitio que tomamos es entonces

() =) wss (2.8)

S ngs?
= Zns - (p<p) (2.9)
S
La suma se puede extender para p > p. si se excluye el cluster infinito. Dicho de otra
forma L,
> s'ngs
= =" 57 2.10
(5) = S (2.10)

donde s’ indica que se excluye el cluster infinito de la suma. En el limite termodindmico,
(s) es finito para p < p.. A medida que p aumenta, (s) también aumenta; cuando p — p.
(s) diverge. ! Para p > p,. el tamaiio promedio de los clusters toma valores finitos de nuevo
y decrece a medida que p — 1. Esto se debe a que a medida que p — 1, el cluster infinito
aumenta cada vez mas de tamano, por lo que la probabilidad de que un sitio pertenezca
a un cluster que no sea el cluster gigante es cada vez menor. Por lo tanto, (s) es una
cantidad singular en p = p.. En la figura 2.3 se aprecia el comportamiento cualitativo del
parametro de orden y el tamano promedio de los clusters en funcién de la probabilidad de

ocupacién p. Para p — p. se define el exponente critico v como

(s) o< |p—pe| (2.11)

2.5 Distribucion del tamano de los clusters

El tamano medio de los clusters (s) diverge en p = p. junto con la aparicién del cluster

infinito. La cantidad ns(p) se comporta en las inmediaciones de p. como

sTTf (£ <
ng = / (Sf) P=Pe (2.12)

S_Tf+(8£) P> Pe

!La divergencia que muestra (s) en p = pc no estd relacionada con la divergencia de Ps, ya que la suma
que define a (s) siempre excluye al cluster gigante. Ambas divergencias tienen distintas causas. Explicar
los motivos por los cuales diverge (s) excede a los contenidos de este trabajo.
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P- |(a)
1
<s>, |(b)
§
P, p

Figura 2.3: (a) Diagrama esquemadtico de la probabilidad Py, de que un nodo pertenezca al
cluster gigante en funcién de la probabilidad de ocupacién p. Para p < p., P es nulo en el
limite termodindmico, mientras que toma valores estrictamente positivos para p > p.. (b)
Evoluciéon del tamano promedio de los clusters finitos y la longitud de correlacién cerca de
la transicién. Como se ve en el diagrama, en el umbral critico p. aparece la componente
gigante, hay clusters de todo tamafio y la longitud de correlacién diverge (es decir, es
proporcional al tamano del sistema L). Figura extraida de [17].

Las funciones f,,f- son dos funciones de escala que convergen a la misma constante
cuando x — 0 y decaen rdpidamente para valores grandes de z. Se define s¢ como el
tamafio de cluster de cutoff. Los clusters de tamafio comparables a s¢ 0 menores son los

que estan presentes en la red a una dada probabilidad p. Se observa que

1

se=Ip—pel 7 (2.13)

o sea que s¢ diverge cuando p tiende a p.. Esto define un nuevo exponente critico o.
Observemos que el comportamiento de ns descripto por la ecuacion 2.12 define también

el exponente critico 7.

2.6 Teoria de escala

Hemos visto que el comportamiento del proceso de percolacién depende del régimen
en cudl estemos. En el régimen subcritico p < p. todos los clusters son finitos y la
distribucién del tamafio de los clusters tiene una cola que decae exponencialmente. En
el régimen supercritico p > p., donde existe un cluster gigante con probabilidad 1, la
distribucién tiene una cola que decae mas lentamente que una exponencial. Sin embargo,
cerca del punto critico p ~ p., muchas cantidades se anulan o divergen exhibiendo un
escaleo de tipo ley de potencia. Existen diferentes exponentes criticos que caracterizan

esta escala para distintas cantidades. Estos exponentes no son independientes entre si,
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pero pueden asociarse mediante las llamadas relaciones de escala. La teoria de escala ha
hecho predicciones notables sobre el comportamiento del problema de percolacién cerca
de y en el punto critico. A continuacién explicamos como se relacionan los exponentes
criticos cerca de p..

Definimos la longitud de correlacién & como la distancia promedio entre dos sitios
pertenecientes al mismo cluster:

3= L) (2.14)

> g(r)

donde ¢(r) es la funcién de correlacion, definida como la probabilidad de que un sitio a
distancia r de un sitio ocupado esté también ocupado y pertenezca al mismo cluster. La
longitud de correlacién diverge también cuando p — p., y escala con el exponente critico
v

E=1p—pl™ (2.15)

El tamano promedio de los clusters pequenos para p # p. queda caracterizado por la
longitud de correlacién.
Cerca de p., usando la relacién de escaleo para ng de la ecuacion (2.12) y reemplazando

la suma por una integral, la ecuacion para calcular el tamafio promedio de los clusters para

P ~ P queda

()= [sr (5 )d (216)

sy =— [ s°s — | ds .

Pe s*
= /ZEQ_Tf(SL')d:L‘ (2.17)
T—3

~|pe—p| (2.18)
donde se defini6 x = 5. Esta relaciéon predice que el tamafio promedio de los clusters

escala con una ley de potencia. Cerca de p., la probabilidad de que un nodo pertenezca
al cluster gigante puede estimarse reemplazando p. en p = Y, sns(p.), pues en p =
pe la probabilidad de que un sitio pertenezca al cluster infinito es nula, P (p.) = 0.

Reescribiendo la ecuacién que tenemos para p, se tiene:

Pa= Y slnaloe) = nao)] ~ [ [ £0) = £ ()] ds (2.19)

s

= [ T IH0) - f@)dn ~ 5T~ =gl (220

Considerando que la suma Y sns(p.) debe ser convergente, tenemos que 7 > 2. Asimismo,
P, tiende a 0 cuando p — p..

De la forma de escaleo para ns(p) se deduce que tanto P, como (s) siguen leyes de
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potencia cuando p — pe.

(s) ~ [pe =P P, P> pe (2.21)
~ (p—pc)’ (2.22)

donde los exponentes cumplen las siguientes relaciones de escala:

3—7T
= (2.23)
i (2.24)

(2

Los exponentes 3, v y v desempefian un papel crucial al describir el comportamiento
critico de las cantidades asociadas a la transicion de percolacién, siendo denominados
exponentes criticos. Al igual que en los fenémenos criticos en equilibrio, la percolacién
exhibe la universalidad en el comportamiento critico y los exponentes. Esta propiedad
universal es caracteristica de las transiciones de fase, donde el pardmetro de orden de-
saparece de manera continua en el punto critico, marcando una transicién de fase de
segundo orden. Asi, el comportamiento de ley de potencia y las funciones singulares
observadas en el umbral de percolacion representan un ejemplo tipico de transicién de fase
critica. En este contexto, la presencia de una estructura global conexa, que indica el inicio
de una fase macroscopicamente ordenada, se anticipa mediante grandes fluctuaciones en
las propiedades estadisticas del sistema. En el punto critico, cuando estas fluctuaciones
alcanzan el tamano del sistema, el orden macroscépico se magnifica y el sistema ingresa a
una nueva fase [25].

Es importante destacar que los valores exactos de los exponentes criticos no estan
vinculados a los detalles especificos del modelo de percolacion, sino que dependen exclu-
sivamente de la dimensién del sistema (d) y de las simetrias del parametro de orden. Por
lo tanto, aunque el valor preciso de p. varie con la geometria de la red, los exponentes
criticos mantienen su independencia con respecto a ella. Esta independencia también se
extiende al tipo de percolacién, ya sea de enlaces o de sitios.

Ademas de los exponentes 3, v y 7, existen otros exponentes criticos, como 7, o y
a, que caracterizan la distribucién del tamano de los clusters de percolaciéon. A pesar de
su diversidad, existen relaciones interdependientes entre estos exponentes, de modo que

conocer solo dos de ellos permite derivar los restantes.

2.7 Radio de los clusters y dimension fractal

Los fractales son objetos irregulares que presentan invariancia de escala, esto es, su
estructura bésica se repite a diferentes escalas (lucen siempre iguales ante un zoom) [26].
En la naturaleza existen muchos ejemplos de fractales (figura 2.4). Matematicamente, la
propiedad mas importante de un objeto fractal es que su dimensién métrica fractal es un

numero no entero menor que su dimensiéon euclidea. Si consideramos un cubo, se tiene
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Figura 2.4: Geometria fractal en la estructura de un brécoli romanesco (Brassica oleracea
var. botrytis).

que su masa escala con el cubo de la longitud de sus lados, un cuadrado escala con el
cuadrado de la longitud de sus lados y la masa de una recta escala con su longitud; o sea
M L%, donde d es la dimensién euclidea. En el caso de un fractal, por el contrario, se
tiene que M (L) oc L% donde dy es un nimero no entero. Este parametro ds recibe el
nombre de dimension fractal. Benoit Mandelbrot introdujo la "geometria fractal" como una
descripcién unificadora de fenémenos naturales que no son uniformes pero que obedecen
leyes de potencia de esta forma con dimensiones d no enteras [26].

En particular, el primer cluster percolante que aparece en p = p, es un fractal. Si
se analiza cémo escala el tamaifio del cluster infinito M con el tamano del sistema L, se
obtiene en general que M (L) L4 con d ¢ un real menor a la dimensién de la red. En
la figura 2.5 se observa claramente la estructura fractal del cluster percolante: dentro del
cluster se forman huecos que a su vez contienen otros clusters, produciéndose estos huecos
en diferentes escalas.

Este comportamiento fractal desaparece para valores grandes de L'y p > p.: en general
se observa que la longitud de correlacion es tal que M (L) L;lc para L < £ y M(L) o L¢
para L > €.

Dado que los clusters son objetos con geometrias irregulares para describirlos se utiliza

el radio de giracién R, definido como
R? = zsj Irs = rol* (2.25)
T i=1 5 ‘

donde 7y es el centro de masa del cluster y r; es la posicién del i-esimo sitio. La suma se
hace sobre todos los sitios del cluster de tamaifio s. Observemos que si se coloca el origen
de coordenadas en el centro de masa del cluster 79 = 0, podemos relacionar Rs con la

distancia promedio entre dos sitios pertenecientes al mismo cluster:

R )/
2R2 =Y % (2.26)
i
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Figura 2.5: Estructura fractal del cluster percolante de un modelo que describe la
fotosintesis en bacterias, ligeramente por encima del umbral de percolacién. Los sitios
en el perimetro estan de color verde, los sitios en el "cuerpo" (bulk) del cluster se aprecian
en color rojo y en color blanco y negro los sitios adyacentes a sitios vacios. Si bien esta
imagen corresponde a un modelo que describe un fenémeno totalmente distinto al de este
trabajo, es interesante apreciar como se forma la estructura fractal del cluster percolante
en un sistema cualquiera. Imagen extraida de [27].

Dado que para un cluster especifico R? es la distancia promedio al cuadrado entre dos
sitios del cluster, dado que un sitio pertenece con probabilidad ngs a un s-cluster y dado
que este esta conectado a s sitios, entonces el promedio de R? sobre todos los clusters da
el cuadrado de la distancia de correlacion 2.14:
2.2
¢ = 2225528; s (2.27)

De esta forma, la longitud de correlacion es proporcional al radio de aquellos clusters que
més contribuyen al segundo momento (la varianza) de la distribucién del tamano de los
clusters cerca del umbral de percolacién. Recordemos que, en el umbral de percolacién,
los clusters que mas contribuyen a la distribucién del tamano de clusters ng eran aquellos
de tamafio comparables a s¢. Ahora podemos decir que la longitud de correlacion es
simplemente el radio de aquellos clusters que mas contribuyen a las divergencias. Hay una
Unica longitud ¢ dominando el comportamiento critico.

Deseamos estimar como varia el radio Rs con s en el umbral de percolaciéon. Como
M o L% es natural asumir que s  Ry%. Se puede demostrar que d ¢y v se relacionan
de la forma )

= (2.28)
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y también la relacion de escala que relaciona v con el resto de los exponentes

-1
dl/:'y+2ﬁ:2—a:T

(2.29)

En dos dimensiones, la dimension d; da 1.896 y en tres dimensiones da aproximadamente
2.5. Se demuestra entonces que los clusters finitos en el umbral de percolacién son fractales
en el sentido de que su dimensién fractal d; es menor que la dimensién d de la red. Puede
verse que para p > p., dy = d: los clusters que se forman para p > p. no son fractales
sino objetos "normales", cuya dimension fractal es igual a su dimensién euclidea, dado que
§ >> s¢.

Notemos que si la longitud de la red es rescaleada por un factor b (proceso de renor-

malizacién), entonces [28]

u(H)- () -G

por lo que la masa se reduce en un factor b% . Podemos utilizar esto para encontrar como
escala la masa del cluster percolante M (L, ). Rescalamos las distancias por un factor b,

es decir L — % y&— %. Se tiene

M(L,¢) = b4 M (i g) (2.31)
= bl bds M (bLQ bi) (2.32)
: (2.33)
L
= bldr M (bl’ ;) (2.34)

En el punto critico p = p., & x |p — p|™¥ — o0, con lo cual % — 00. Si detenemos el

proceso de renormalizacién cuando b' = L encontramos

M(L,¢) =" M (;2 - oo) (2.35)
= LY M(1, 00) (2.36)
=LY (2.37)

Esto demuestra que la autosimilitud se expresa mateméticamente en el comportamiento

de la ley de potencia. Supongamos p > p. con £ x |p — p.|™¥ < oo con

M(L,¢) = b M (5 Ifl) (2.38)

Ahora debemos considerar dos casos dependiendo del cociente %

i. Si % << 1 <= L << £ (lo cual siempre sucede en p = p.) detenemos el proceso
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de renormalizacién cuando se alcanza la menor longitud ¥ = L y "recuperamos”

M(L,¢) = LY M (1, E) = LY M(1,00) o L% (2.39)

ii. Si % >>1 <= L >> ¢ detenemos el proceso de iteraciéon cuando b'¢ y encontramos

L
|

M(L.€) = €4 M (5

) g @df = ¢hraps (2.40)

d
dado que para un sistema uniforme M (%, 1) x (%)

2.8 Escaleo con el tamano finito

Todas las definiciones que hemos visto hasta ahora corresponden a redes de tamano
infinito que son imposibles de simular. Es de interés describir como varian los resultados
obtenidos para redes de tamano finito. Consideremos el problema de percolacién para
p # pe donde la longitud de correlacién es finita

_ -1
§O(|p*pc‘ l/:>’p*pc|0(§” (2'41)
El tamano del cluster infinito para p > p. puede ser expresado entonces en términos de la

longitud de correlacién finita

_B
P(p) o< (p = pe)’ oc €77 (2.42)

y similarmente para el tamano promedio de los clusters
(s) oc [p = pe| 7 oc £ (243)

Estos son los resultados obtenidos para redes infinitas con L = co. ;Qué sucede para redes
de tamano finito cuando L < co? La respuesta es que nada cambia mientras L >> £. La
unica longitud relevante es la longitud de correlacion €. Sin embargo, cuando L << &, la

longitud de escala esta dada por L. Siendo P la densidad del cluster gigante (basicamente,
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la cantidad de sitios que pertenecen al cluster por sitio de red) se tiene

P(L,§) = p(L,¢) (2.44)
M(L,¢)
L4 [ <<
= . (2.46)
= L >>¢
-8
L~V L <<
& L>>¢
=8 . (L
—¢%¢ (%) (2.48)
3
donde la funcién de escala f se define como
L (L)%ﬁ L<<1
£(g) =1\ : (2.49)
3 constante % >>1
De manera similar, para el tamafio promedio de los clusters deberiamos esperar
L7 L<<
(s) ocq ¢ (2.50)
&v E>>1

Generalmente, si tenemos una magnitud X, X o [p — pe| ™ x & ¢ para L >> £, esper-

ariamos
X@@)m{é: L<<t (2.51)
£ g>>1
. (L
—§Vx1(§> (2.52)

0, en términos de probabilidades de ocupacién
_ 1
X(L,p) = [p — pe| *a2(L¥ (p — pc)) (2.53)

Lo importante a destacar es que estudiando el escaleo con el tamaio finito, o sea, estu-
diando X como funcién de tamanos L de sistemas finitos en p = p,, es posible calcular el
exponente £. Para redes de tamafio finito, el mayor valor que podra adoptar & serd & ~ L.

Este valor corresponde entonces al maximo que podra adoptar (s), esto es

(s) ~ Lv ~ Nvd (2.54)
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2.9 Exponentes criticos

Los exponentes criticos que fueron definidos a lo largo de la seccién anterior toman
diferentes valores dependiendo de la dimension y la topologia de la red. Abajo se encuentra
una lista con los valores que estos exponentes criticos toman para una red cuadrada de

dos dimensiones, que es el caso que trataremos en este trabajo.

Exponente Magnitud 2D d.(d > 6)
a —2/3 1
3 P 5/36 1
y (s) 43/18 1
” ¢ 4/3 1/2
o 5¢ 36/91 1/2
T N 187/91 5/2
d¢(p = pe) Dimension fractal 91/48 4
v/vd Escaleo de (s) con N | 0.895833 1/3
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Capitulo 3

Modelo de Greenberg-Hastings

3.1 Los automatas celulares como herramienta de modelado

Los autématas celulares (cellular automaton CA) son modelos matematicos y computa-
cionales para sistemas dindmicos que evolucionan en pasos discretos. Son definidos sobre
arreglos regulares de celdas del mismo tipo y pueden ser finitos o infinitos en extensién.
Cada celda puede tener un conjunto finito de estados discretos que evolucionan en pasos
temporales discretos. En general, las reglas para la evolucién dependen de los estados de
los vecinos cercanos.

Un ejemplo famoso que ayuda a ilustrar el concepto es el "Juego de la Vida" de J.H.
Conway [29]. En el, las celdas de una red que puede ser finita o infinita poseen dos estados:
las celdas pueden estar "vivas" o "muertas". Se empieza con un estado inicial arbitrario y

las celdas evolucionan en pasos discretos (turnos) de la siguiente manera:

e Nace: una célula pasa de estar "muerta" en un turno a "viva' en el siguiente si tiene

exactamente tres células vecinas vivas
e Muere: una célula puede morir si pasa alguna de las siguientes:

— Sobrepoblacién: si tiene mas de tres células vivas vecinas.

— Aislamiento: si tiene sélo una célula vecina viva o ninguna.
e Vive: la célula se mantiene viva si tiene dos o tres células vecinas vivas

Estas reglas se aplican iterativamente a cada generacién del tablero, lo que lleva a la
evolucién de patrones complejos a partir de estados iniciales simples. El juego de la vida
ha sido objeto de estudio en campos como la teoria de la complejidad, la informatica y la
biologia tedrica debido a su capacidad para generar comportamientos complejos a partir de
reglas simples. También ha sido utilizado como una herramienta de modelado en diversos
campos, incluyendo la evoluciéon biolégica y la auto organizacién en sistemas complejos
[30].

Los modelos de autématas celulares han sido aplicados a multiples problemas fisicos

concretos.
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3.2 Autématas de Greenberg-Hastings

En 1978, James M. Greenberg y Stuart Hastings introdujeron un CA para modelar
medios excitables, es decir, sistemas dindmicos no lineales con la capacidad de propagar
una perturbaciéon de cualquier tipo y que no permiten el paso de una nueva perturbaciéon
durante un periodo de tiempo, llamado tiempo refractario [31]. El modelo se definié
originalmente en una red bidimensional, donde cada sitio tiene asociada una variable de
tres estados z;. Cada sitio estd conectado solamente a sus vecinos més cercanos y la
variable de estado puede tomar los valores x; = 0 (estado quiescente), z; = 1 (estado
excitado) y x; = 2 (estado refractario).

Se comienza con una distribucién aleatoria de los valores de las variables de estado
iniciales, y la dindmica evoluciona en pasos temporales discretos de acuerdo a las siguientes

reglas de transicién:

o Si un sitio estd excitado en el tiempo ¢, z;(t) = 1, entonces en el paso temporal

siguiente pasa a estar en el estado refractario, z;(t + 1) = 2

 Si un sitio esta en el estado refractario en el tiempo t, z;(t) = 2, en el paso siguiente

estard en el estado quiescente, z;(t + 1) = 0

o Si un sitio estd en el estado quiescente en el tiempo t, z;(t) = 0, y al menos un
vecino esté en el estado excitado, x;j(t) = 1, entonces en el paso siguiente cambia al
estado excitado, x;(t + 1) = 1. Caso contrario, permanece en el estado de reposo,
zi(t+1))=0

A través de este trabajo, Greenberg y Hastings mostraron como las inhomogeneidades
espaciales en un medio excitable tienden a llegar a un estado ordenado, produciendo
patrones espaciales que oscilan periédicamente en el tiempo. Numerosas variaciones del
modelo original arriba descripto han sido propuestas desde la publicacién del trabajo orig-
inal, ya sea para analizar las propiedades generales de los medios excitables o para estudiar
sistemas fisicos especificos. En la siguiente seccién nos enfocamos en las aplicaciones del

modelo a la actividad neuronal.

3.3 El modelado de la actividad neuronal y la emergencia

de la criticalidad

En un intento de estudiar la relacién entre la arquitectura neuronal y las fluctuaciones
espontaneas de actividad neuronal, Haimovici y coautores [16] introdujeron una variacién
estocastica del modelo de Greenberg-Hastings y lo aplicaron sobre una estructura de
conexiones neuronales obtenida empiricamente por Hangmann et al. [22]. En dicho trabajo
se encontraron caracteristicas de mundo pequeno y alta conectividad. La distribucién del
peso de las conexiones se pueden representar bien por una funciéon exponencial.

El modelo también incorpora algunos aspectos que son importantes desde el punto de

vista neurofisiolégico y que pueden tener consecuencias dindmicas relevantes. Una de ellas
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es la presencia de una probabilidad de excitacién esponténea, es decir, cada sitio (que puede
representar una sola neurona o un grupo de neuronas) tiene una pequena probabilidad de
disparar r; en ausencia total de estimulo. Tal ingrediente descarta completamente la
posibilidad de tener un estado absorbente inactivo.

FEn el modelo de Haimovici y colaboradores, las reglas originales del modelo de Greenberg-

Hastings se reemplazan por las siguientes:

 Si un sitio estd en el estado excitado en el tiempo ¢, x;(t) = 1, entonces en el paso

siguiente estara en el estado refractario, x;(t + 1) = 2

e Si un sitio estd en el estado refractario en el tiempo ¢, z;(t) = 2, entonces en el
paso siguiente estard en el estado de reposo, z;(t + 1) = 0 con probabilidad 7o y

permanecerd en el estado refractario, x;(t + 1) = 2, con probabilidad 1 — ry

e Si un sitio estd en el estado de reposo en el tiempo ¢, z;(t) = 0, entonces en el
paso siguiente estard en el estado excitado, x;(t + 1) = 1, con probabilidad r o si
> wijd(x;(t),1) > T, donde T es el umbral de excitacién y 6(z,y) es la funcién
delta de Kroenecker. Caso contrario, el sitio permanece en el estado de reposo,

.rl'(t + 1) = 0.

La suma sobre j se ejecuta sobre todos los vecinos del nodo i. En la figura 3.1 se

esquematizan las reglas de transicion.

}%& INACTIVAx; =0 * ACTIVAx; =1

* REFRACTARIA x; = 2

Z} wjfst(xj(t), 1) >T
o con probabilidad ry

siempre

con probabilidad r,

%’iﬁ%
) [ [

Figura 3.1: Reglas de evoluciéon del modelo modificado de Greenberg-Hastings, adaptado
por Haimovici et al..

Se observé [16] que este modelo presenta diferentes fases dindmicas, dependiendo del
valor del umbral T', que por lo tanto actia como un parametro de control. Si T es pequeno,
incluso las conexiones mas débiles w;; pueden propagar la actividad, favoreciendo altos
niveles de actividad global. Los altos valores de T', por el contrario, inhiben la propagacion
de la senal, excepto a través de las conexiones mas fuertes y por lo tanto la actividad global

se reduce. Se puede obtener una caracterizacion cuantitativa de los regimenes dindmicos
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a través de las estadisticas de tamaifio de los clusters activos en el estado estacionario
durante un tiempo suficiente. Los clusters se definen como conjuntos de nodos conectados
que estan activos simultdneamente. Luego, el tamano de los diferentes clusters se puede
calcular en cada paso de tiempo. Esto permite el uso de las herramientas de la teoria
de percolacién analizadas en el capitulo 3. En el ejemplo de la figura 3.2 demuestra el
comportamiento tipico del promedio del primer y segundo mayor cluster en funcién de

T [17]. Los resultados recuerdan fuertemente una transicién de fase de segundo orden

0,15 0,009

0,1

|
o
o
o
(e}

0,05

|
o
o
o
w

Figura 3.2: Comportamiento tipico de promedio del cluster gigante S; y del segundo mayor
cluster S52 en funcién de T en el modelo de Hamovici et al. definido en el conectoma
humano [16]. Imagen extraida de [17].

a cierto valor critico T.. Asi, el cluster dindmico mas grande actia como el parametro
de orden correspondiente. Kste comportamiento sugiere un fenémeno critico del tipo
percolacion y estd de acuerdo con las observaciones empiricas en los experimentos de
fMRI en seres humanos [14]. Consistentemente, diferentes cantidades también exhiben el
comportamiento esperado en un fenémeno critico. Por ejemplo, se observé que la longitud
de correlacién escala con el tamano del cluster en el punto critico [16], también de acuerdo
con los resultados experimentales de RSN [32]. Ademads, la distribucién del tamano de
los clusters en T, exhibe un comportamiento de ley de potencia, otra vez de acuerdo con
las observaciones de fMRI [17]. Finalmente, la variabilidad de la duracién de la actividad
exhibe un maximo en T,.

Pero la informacién mas relevante que se puede extraer del trabajo de Haimovici et
al., es que muchas observaciones experimentales asociadas con la RSN se manifiestan en
el modelo sé6lo en el punto critico. Por lo tanto, los resultados mencionados anteriormente
indican fuertemente la criticalidad como una condicidon necesaria para la emergencia de

varias caracteristicas relevantes de la dindmica del cerebro [17].
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Parte 11

Implementacion y Resultados
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Capitulo 4

Implementacion del algoritmo de

Watts-Strogatz en dos dimensiones

4.1 Construccion de la red

Supongamos que se tiene una red cuadrada de L? = N nodos. Contando las filas i y
columnas j de la red desde 0 hasta L-1, se le asigna al nodo (7,j) un indice z dado por

z = Li+ j, como se ve en la figura 4.1.

00@—@—@

----- . (0, L-1)
.
@

J) ........... : ’

oo
oo
ey

00

0000 @  @us

Figura 4.1: Asignacion de indices para los nodos de la red cuadrada.

Notemos que con estos indices se pueden formar vectores de N componentes donde
cada componente refiere a un nodo de la red. El mapeo inverso para llevar del indice z de

cada nodo a sus coordenadas (i, 7) de la red estd dado por

i=7 (4.1)
j =z mod(L) (4.2)

donde la divisién entre z y L es entera. En la figura 4.2 se aprecia como se construye
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el vector de componentes z.
Con este vector de dimensién N, (0,1,..., N — 1), en el cual cada indice corresponde a
un nodo de la red cuadrada se construye la matriz de adyacencia de la red. Esta matriz

N x N esté definida de la siguiente manera:

1 si z=kyz=1estan conectados
Ap = (4.3)

0 si z=kyz=1no estan conectados

OO0 O O

Figura 4.2: Asignacién del valor de z dado por z = Li+ j a cada nodo de la red cuadrada.

El desafio que se presenta ahora es poder escribir la matriz de adyacencia de la red
con conexiones a k primeros vecinos, teniendo en cuenta que deben cumplirse condiciones
periddicas de contorno. Se definen dos distancias entre los nodos zx, z; que dependen de

sus coordenadas (ig,jx) y (i1, j1):

di = lix — i
(4.4)

dj = |jk — Jil
d; y d;j dan cuenta de la distancia euclidea entre filas o columnas respectivamente
entre dos nodos, como se ve en la figura 4.3. La distancia entre dos nodos estd dada por

A2+ d?. En la figura 4.4 se pueden ver las distancias hasta sextos vecinos desde un nodo

de la red, asi como la localizacién de estos en la red bidimensional.
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RO ¢
<

Figura 4.3: Distancias d; y d; entre dos nodos. Los nimeros dentro de los circulos
corresponden al valor de z.

Figura 4.4: Primeros a sextos vecinos de un nodo arbitrario junto con las distancias entre
ellos.
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Notemos que debido a las condiciones peridédicas de contorno, esta distancia puede ser
grande aunque dos nodos sean vecinos cercanos. Tomemos por ejemplo los nodos z =0y
z = N—1. Ambos son segundos vecinos uno del otro gracias a las condiciones periédicas de
contorno como se puede ver en la figura 4.5(b), pero tienen una distancia d; = d; = L — 1
entre sus filas y columnas, como se ve en la figura 4.6. Comparando estas figuras se puede
ver como son las conexiones hasta terceros vecinos para el nodo z=0 sobre la superficie
del toro y en la red bidimensional en el plano.

Analicemos el caso de dos nodos que son primeros vecinos entre si. Si son primeros
vecinos, entonces d; = 0 y d; = 1, o bien d; = 1 y dj = 0. También puede pasar que
di=L—1yd; =0, como es el caso de los nodos z=0 y z=N-L (figuras 4.5(b) y 4.6) o
al revés; d; =0y dj = L —1 como los nodos 2 =0y z =L — 1 que se ven en las figuras
4.5(b) y 4.6. Si se cumplen cualquiera de estos casos, entonces dos nodos son primeros
vecinos entre si. Resumiendo, se tiene que dos nodos son primeros vecinos si se cumple

alguna de las siguientes condiciones:

L di:L—lydeO
° di:Oydj:L—l

Para conexiones a segundos vecinos, se encara el problema de la misma manera. Dos
nodos son segundos vecinos entre ellos si se cumplen algunas de las siguientes condiciones
(entre paréntesis se ejemplifican nodos que cumplen cada una de las condiciones abajo

enumeradas, se puede chequear que estas se cumplen observando las figuras 4.5 y 4.6):
e di=1yd;=1 (Por ejemplo, los nodos 2 =0, z =L+ 1)

e di=L—-1ydj=1(Nodosz=0yz2=N—-L+1)

di=1lydj=L—-1(Nodosz=0yz=2L—-1)
e di=L—-1ydj=L—-1(Nodos z=0y2z=N—1)

Para conexiones a terceros vecinos se procede de igual manera que para las conexiones a
primeros vecinos, solo que ahora las distancias serdn d; ; = 2 o d; ; = L — 2. Se continia
con este razonamiento para conexiones a grados mas altos. Naturalmente, a medida que
aumenta el grado de los nodos el proceso se vuelve més largo y engorroso, ya que aumenta
el nimero de vecinos y la cantidad de condiciones que dos nodos pueden cumplir para que
sean vecinos. Por ejemplo, se puede ver que se debe cumplir alguna de estas condiciones

para que dos nodos sean vecinos de cuarto grado:
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e di=L—-1yd;=2
e di=2ydj=L-1
e di=1lydj=L-2
e di=L-2ydj=1
e di=L—-1ydj=L-2
e di=L-2ydj=L—-1

En este trabajo se llegd a programar hasta conexiones a séptimos vecinos, lo que da
un grado k = 36, pero finalmente sblo fue necesario usar hasta sextos vecinos, lo que

corresponde a un grado k = 28.

((a))

Figura 4.5: (a) Conexiones hasta terceros vecinos para el nodo z = 0 sobre la superficie
del toro. (b) Zoom de la figura (a).

De esta forma se conformé la matriz de adyacencia: para una red con conexiones a k
primeros vecinos, se calcularon las distancias arriba mencionadas para cada par de nodos
y se observé si cumplian las condiciones también mencionadas arriba, si eran vecinos de
orden k o menor se fijaba Ay, = 1 = A, caso contrario esos elementos de matriz quedaban
nulos.

Una vez que se tuvo la matriz de adyacencia de la red regular, se procedi6 a aplicar el
algoritmo de Watts-Strogatz. Para desconectar dos nodos y conectar uno de ellos con otro
aleatorio, basta con anular los elementos no nulos (Ag; y su simétrico A;;) de la matriz
de adyacencia asociados a estos nodos e igualar a uno los elementos de matriz asociados
a la nueva conexién. Dicho de otra forma, para cada elemento no nulo Aj; (asociado a la
conexién entre los nodos z = j y z = k) se sortea un nimero entre 0 y 1. Si el nimero
sorteado es menor a la probabilidad m de reconexién, entonces se anulan los Aj; y Ag;
y se sortea otro nodo aleatorio z = [, cuidando que el nodo que resulte de este sorteo
no corresponda a un nodo ya conectado con el primero z = j. Si esto se cumple, se fija

Aj; =1 = Ay, caso contrario se sortea otro nodo. Procediendo de esta forma para todos
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N-L

Figura 4.6: Conexiones a primeros, segundos y terceros vecinos en colores azul, rosa y rojo
respectivamente para el nodo z = 0.

los elementos de la matriz de adyacencia de la red regular se obtuvo finalmente la matriz
de adyacencia asociada a la red de Watts-Strogatz.

Verificar que la red ordenada esté correctamente implementada no es complicado de
realizar. En las etapas preliminares se verifico que la matriz de adyacencia esté bien
calculada para redes pequenas, comparando la matriz que arrojaba el programa con las
calculadas a mano para la red regular. También se realizaron graficos de la red ordenada
con los nodos conectados arrojados por el programa para verificar que estuviera realizando

las conexiones de manera correcta para distintos valores de k.

4.2 Propiedades de mundo pequeno

Para verificar que el algoritmo de Watts-Strogatz esté bien implementado se estudié el

comportamiento de el camino medio % y el coeficiente de clustering <<€ >> = pormalizados
0 0

de la red, donde (I)._ y (C). son el camino medio y el coeficiente de clustering de la red
para un valor 7 de probabilidad de reconexién. En particular, (I), y (C), corresponden a
estos valores para un valor de probabilidad 7= = 0.

Sabemos que para una red de mundo pequetio, el camino medio experimenta una caida
dréastica conforme aumenta 7, mientras que el coeficiente de clustering mantiene un valor
elevado, cayendo abruptamente para valores grandes de 7. Ademds, de acuerdo con [18],
el camino medio depende fuertemente del tamano de la red, escalando linealmente con NV
para pequeiios valores de 7 y logaritmicamente para valores de m grandes; mientras que
el coeficiente de clustering deja de depender de N para valores grandes de N. Si la red

reproduce estas propiedades de mundo pequefio esperadas, es indicio de que el algoritmo
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estd funcionando correctamente. Graficando estas métricas para distintos tamafios de red

se obtuvieron los resultados esperados, como se observa en la figura 4.7.

1.0+ T
0ol (@)
0.8
. L=10
L=20
0.7+
% L=30
Do L=35
06 L=40
L=50
0-31 L=60
0.4+
0.3
10-6 105 10 10-3 10-2 10-1 10°
m
1.0
(b)
0.8
(1-m)p3
L=10
(On . L=20
(C)o L=30
L=35
L=40
0.4 L=50
L=60
0.2
10-6 105 10 10-3 10-2 101 10°

I

Figura 4.7: Propiedades topolégicas de las redes generadas con el algoritmo de Watts-
Strogatz para diferentes tamanos de red. (a) Camino medio. (b) Coeficiente de clustering

En la figura 4.7 se aprecia como el coeficiente de clustering normalizado tiende a (1—7)3
cuando N — oo tal como fue predicho en [18].
También se analiz6 cémo escala el camino libre medio con N, 7 y (k). De acuerdo con
[18], el camino libre medio escala con N de la siguiente forma:
1
Nid
(1 = 7 o (k) N) (45)
(k)
donde f(u) obedece
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In(u)
= u>>1

flu) = {const u << 1 (4.6)

De esta forma, para valores grandes de N, se ve que:

Ni In(N (k)

N o~ TNV 4.
O~ T N 8 (47)
En particular, para m = 0 se tiene
Ni
(Do ~ 75 £(0) (4.8)
O (k)
por lo que el camino medio normalizado queda
b, f(Nm(k
WO Aﬁggggﬁgll(x:f(pqﬂ.<k>) (4.9)

(Do £(0)
Si se deja (k) fijo (para esta parte de testeo se eligié (k) = 12) entonces las curvas del

camino medio normalizado en funcion de N7 deben colapsar para valores suficientemente

grandes de N. Esto es lo que se observa en el grafico de la figura 4.8.

1.0
0.9
0.8
L=10
L=20
0.7
(D L=30
(o L=35
0-6 L=40
L=50
031 L=60
0.4
0.3
104 103 102 10-' 10° 10' 102  10°

N

Figura 4.8: Camino medio normalizado en funcién de N7 para diferentes valores de L. Se
observa que las curvas colapsan para valores suficientemente grandes de L.

El dltimo test que se aplico consiste en estudiar la dependencia con N del camino medio
normalizado para el valor de probabilidad més alto que fue utilizado (aproximadamente
7 ~ 0.6). Tomando el valor de m mas grande y dejando (k) fijo se asegura que 7kN > 1.

Aplicando logaritmo a ambos lados de la ecuacién 4.6 para u > 1 se tiene
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()

(Do

Para v > 1, In(u) > In(In(u)). Graficando el camino medio normalizado en funcién

In(++%) o< In(f(u)) = In(In(u)) — In(u) (4.10)

de u para el valor de probabilidad mas alto en escala logaritmica, deberiamos ver una

dependencia lineal del camino medio con u, ya que

O I
ln<<l>0> In(u) (4.11)

En la figura 4.9 se puede apreciar dicho comportamiento.
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Figura 4.9: Camino medio normalizado para m ~ 0.6 y (k) = 12 en funcién de N (k) con
escala logaritmica en ambos ejes.
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Capitulo 5

Dinamica de Greenberg-Hastings

Sobre la red de mundo pequenio de Watts-Strogatz se implementé la dindmica de
Greenberg-Hastings. Cada nodo de la red tendra un estado z;(t) asociado que evoluciona
en cada paso temporal de acuerdo a las reglas del modelo de Haimovici [16]. Para este
trabajo, los valores de los pardmetros son los mismos que los utilizados en [17]. La matriz
de pesos aleatorios w;; que, recordemos, da cuenta de la "importancia" de la conexién entre
los nodos i y j, imita la distribucién de pesos del conectoma humano. Los w;; no nulos se

cligen aleatoriamente de una distribucién exponencial p(w) = Ae ™, con A = 12.5.

5.1 Tiempos de relajacion

Es necesario estimar, antes de estudiar la criticalidad del sistema, cuanto tiempo
demora éste en llegar a un estado estacionario a partir de un estado inicial aleatorio
para distintos valores de T'. Para esto usamos como estimador el tamafio del primer
cluster gigante % en cada paso temporal. Dicho de otra forma, estudiamos el tiempo de
relajacion del sistema a su estado estacionario. Esto se realizd para conexiones a terceros
vecinos ((k) = 12), m# = 0.2 y distintos tamafos de red, como se ve en la figura 5.1.

Se observé que 100 pasos temporales es un tiempo suficiente para que el sistema llegue
a un estado estacionario para todos los valores de T' estudiados, por lo que se estableci6 ese
transitorio para todo el trabajo. Algo interesante a notar en los graficos es que a medida
que el pardmetro T" aumenta, al sistema le cuesta menos llegar al estado estacionario.
Esto tiene sentido, ya que si el umbral de activacién es alto es mas dificil que una neurona
se active si tiene pocas vecinas activas, por lo que se forman clusters mas pequefios de
neuronas activas debido a la actividad espontanea.

Una vez establecidos el transitorio y los pardmetros del modelo, podemos empezar a

explorar el sistema para estudiar sus propiedades criticas.
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Figura 5.1: Evolucién y tiempo de relajacién del tamafio del cluster gigante en funcién de
los pasos temporales para diferentes tamanos de red N y distintos umbrales 7', de arriba
hacia abajo: T=0 ,0.05 ,0.1, 0.15 y 0.2
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5.2 Propiedades criticas

La idea ahora es explorar el comportamiento del sistema para distintos valores de
probabilidad de reconexién 7 y valor medio del grado (k), y poder realizar un mapa de
criticalidad en (7, (k)). La estadistica de clusters se analizé utilizando cantidades estdndar
de la teoria de percolacién, a saber, el tamano del primer cluster gigante % que es
el pardmetro de orden, y el tamano medio de los clusters (s) que seria el equivalente
a la susceptibilidad de un sistema magnético. Primero se exploraron probabilidades
m=0.2,0.4,0.6,0.8 para primeros a sextos vecinos, equivalentes a (k) = 4,8,12,20, 24, 28
respectivamente. En las zonas donde se veia que podria haber una transicién de fase o un

cambio en el tipo de transicién se exploraba mas finamente esa area.

Para valores bajos de (k) y 7 los comportamientos tipicos se ilustran en la figura 5.2.
Se observa que el parametro de orden toma valores finitos para T' = 0 sucesivamente méas
pequeiios conforme se aumenta el tamano del sistema, y se anula rdpidamente al aumentar
T. En el limite termodindmico, se obtendria %—1) nulo para todo T, lo cual indica que en
esta zona no existe transicién de fase. De manera consistente, la susceptibilidad muestra
un valor pequeno, con un decaimiento monétono con 7' (sin un maximo para 7' # 0) para

todo valor de N.

A medida que se aumenta el grado medio (k) y el valor de probabilidad 7, se observa un
comportamiento dindmico diferente. Existe un valor T, tal que para T' < T, el parametro
de orden converge a un valor finito cuando N — oo y converge a cero cuando T > T..
Por otro lado la susceptibilidad exhibe picos en T' = T, que escalan conforme aumenta
el tamafio de la red y divergen para N — oo. Este es el comportamiento tipico de estas
magnitudes en presencia de una transicién de fase de segundo orden. Tomando los valores

de estos picos (s) para cada N y realizandoles un ajuste lineal en escala logaritmica

max
obtenemos la relacién de escala -5 de la ecuacién 2.54. En promedio, para todos los
valores de (m, (k)) se obtiene -5 = 0.34 £ 0.02, lo que resulta consistente con la clase de
universalidad de campo medio en percolacién estandar (ver tabla 2.9) y se corresponde

con lo observado en una red de Watts-Strogatz unidimensional [17].

Conforme aumentan los valores de (7, (k)), se sigue obteniendo un comportamiento
similar al anterior tanto en el parametro de orden como en la susceptibilidad. Dicho de
otra forma, el comportamiento de estas dos magnitudes sigue siendo consistente con una
transicion de segundo orden. La diferencia ahora es que los exponentes criticos obtenidos
% no s6lo no son consistentes con ninguna clase de universalidad, sino que ademés varian
continuamente con los pardmetros topolégicos 7 y (k). De esta forma, aunque la transicién
de fase sea cualitativamente similar a la anteriormente descripta, muestra comportamiento
no universal. Esto se observa en la figura 5.4. La pendiente del ajuste del panel (b) para los

paramétros (m, (k)) correspondientes a dicha figura arrojé un resultado significativamente
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Figura 5.2: Pardmetro de orden (a) y (s) (b) para 7 = 0.6 y conexiones a primeros vecinos
((k) = 4) en funcién del umbral T

distinto a los valores obtenidos anteriormente. Las pendientes de estos ajustes para valores
de (m, (k)) cercanos a los correspondientes a la figura 5.4 variaban desde 0.285 hasta 0.089

aproximadamente.
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Figura 5.3: Parametro de orden (a) y (s) (b) para m = 0.4 y conexiones a terceros vecinos
en funcién del umbral T'. El ajuste corresponde a los picos de la susceptibilidad en funcién

de N, pendiente ~ 0.33.

Para valores muy altos de (m, (k)) los valores maximos de (s) dejan de escalar con el

tamafio de la red, obteniendo un exponente critico v nulo; % ~ 0. Esto se corresponde

con un comportamiento discontinuo en la susceptibilidad, como se observa en la figura 5.5.

El pardmetro de orden también empieza a mostrar comportamiento discontinuo, ya que

aparecen loops de histéresis para valores grandes de N, como se puede observar también

en la figura 5.5. Esta discontinuidad, tanto en la susceptibilidad como en el parametro de

orden, se da en T' = T,. Estos comportamientos son consistentes con una transiciéon de fase
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Figura 5.4: Parametro de orden (a) y (s) (b) para m = 0.4 y conexiones a cuartos vecinos
en funcion del umbral 7. El ajuste corresponde a los picos de la susceptibilidad en funcién
de N, pendiente ~ 0.235.

de primer orden. La frontera entre la zona de transicién de segundo orden no universal
y la transicién discontinua se estimo analizando la existencia de loops de histéresis en el

pardmetro de orden y también la independencia de los valores méximos de (s) con los

tamanos de red N.
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Figura 5.5: Pardmetro de orden (a) y (s) (b) para m = 0.8 y conexiones a sextos vecinos
en funcién del umbral 7. En el parametro de orden se observan loops de histéresis en
T = T que aparecen cuando aumenta N.

5.2.1 Diagrama de criticalidad

Con los comportamientos observados del sistema para valores de (m, (k)) fue posible
esbozar el diagrama de criticalidad de la red en el plano (7, (k)). Los resultados se plasman
abajo en la figura 5.6.

Notemos que en la zona m > 0.6, la red de Watts-Strogatz ya no posee propiedades
de mundo pequeno. Para estos valores de probabilidad de reconexion =, la red exhibe

caminos medios bajos y coeficientes de clustering bajos como se observa en la Figura 4.7,
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Figura 5.6: Diagrama de criticalidad. ST: zona sin transiciéon de fase. CCM: Criticalidad
de campo medio, zona con exponentes de campo medio en percolacion estandar. CNU:
Criticalidad no universal, zona con exponentes criticos no universales. Disc: zona con
transicion de fase discontinua

lo cual hace que su comportamiento sea mas parecido al de una red aleatoria.

Las siglas para cada tipo de transicién (o ausencia de ella) estdn explicadas en el
epigrafe de la figura. Los puntos negros en la imagen corresponden a la estimacién de los
valores de transicién, donde las barras de error son del orden del tamano de los simbolos.
El margen de error es de +0.01 en la probabilidad de reconexién, ya que fue este el o7
mas pequeno utilizado para explorar el mapa de criticalidad. La lineas son puramente
cualitativas y sirven de guia para estimar las zonas de separacién entre distintos tipos de
transicion. Notemos que debido a la topologia de la red cuadrada, en la cual los grados
medios de vecinos (k) aumentan de a cuatro o incluso de a ocho (ver Figura 4.4) existen
zonas que no fue posible explorar, como por ejemplo la zona 12 < (s) < 20. En estas
zonas no es posible trazar una frontera entre regiones con distintas transiciones de fase de

manera exacta, y las curvas que se observan en el diagrama son estimativas en estas areas.
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Discusién y Conclusiones

En este trabajo se utilizdé el modelo de autématas celulares de Greenberg-Hastings
modificado por Haimovici y coautores. Dicho modelo fue implementado sobre una red
cuadrada con condiciones periédicas de contorno sobre la que se le aplica el algoritmo
de Watts-Strogatz. Este tipo de redes de mundo pequenio exhiben altos coeficientes de
clustering y caminos medios cortos para un intervalo significativo de valores de proba-
bilidad de reconexién 7, estableciendo correlaciones a largo alcance entre nodos alejados
de la red, caracteristicas que se observan empiricamente en el conectoma del cerebro de
los mamiferos, de aqui la motivacién de elegir este tipo de redes para el modelado. Este
trabajo sigue los mismos lineamientos del estudio llevado a cabo por Zarepour y coautores
[17] en una red de Watts-Strogatz definida a partir de una red ordenada unidimensional
(anillo). El objetivo principal es investigar en qué medida las propiedades criticas del
modelo se modifican al incluir correlaciones bidimensionales, esto es, reemplazar el anillo
por un toro al construir la red de Watts-Strogatz sobre la cual se define el modelo de
Greenberg-Hastings.

Se exploro la topologia de la red para distintos valores de probabilidad de reconexion m
y grado medio de vecinos (k), logrando detectar en cudles zonas del mapa de parametros
(m,(k)) se produce una transicién de fase y de qué tipo. Con los resultados obtenidos se
esboz6 un diagrama de criticalidad del mapa de pardmetros topolégicos de la red. Para
valores de conectividad bajos (valores bajos de 7 y (k)) no se observan transiciones de
fase, es decir, no se forman clusters activos de neuronas que ocupen regiones alejadas de
la red y el tamano del cluster gigante tiende a cero en el limite termodinamico. Este
régimen se corresponde con estados de actividad cerebral decoherente, correspondiente
a estados comatosos o vegetativos. Para valores intermedios de conectividad se observa
una transicién de fase de segundo orden para un valor critico de umbral 7. con expo-
nentes criticos correspondientes a los de clase de universalidad de percolacién estandar en
campo medio. Este régimen es el observado en cerebros en reposo de individuos sanos,
es decir, se corresponde con el comportamiento de la RSN del cerebro. Para valores
superiores de conectividad se sigue observando el mismo comportamiento correspondiente
a una transicion de fase de segundo érden, pero los exponentes criticos asociados cambian
continuamente y no son consistentes con ninguna clase de universalidad conocida. Para
valores muy altos de conectividad se observan comportamientos compatibles con una

transicion de fase de primer orden: el exponente critico v se anula y el parametro de orden
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exhibe comportamiento discontinuo en la forma de loops de histéresis en T = T,. Este
comportamiento se corresponde con un comportamiento neuronal hipercorrelacionado,
con clusteres grandes de neuronas activas de actividad coherente. Este tipo de com-
portamientos se observa en cerebros epilépticos. En términos generales, los resultados
obtenidos en el presente trabajo reproducen cualitativamente los de Zarepour y coautores.
Cuantitativemente se observa, como era de esperar, una modificacion de los contornos entre
regiones del diagrama de fases dindmico (Fig. 5.6), especialmente para valores bajos de (k),
mientras que para valores altos de dicho pardametro el diagrama préacticamente se vuelve
independiente de (k), como era de esperar. En particular, se observa un ensanchamiento
del area relativa ocupada por la regién de actividad critica, lo cual resulta consistente con
la hipétesis de criticalidad en los sistemas nerviosos.

Un aspecto a notar es que la topologia de la red cuadrada hace que queden muchos
valores de (k) sin explorar. En un futuro deberia idearse computacionalmente algin
algoritmo que permita eliminar conexiones de cada nodo de modo que los nodos que
se eliminen sean simétricos para no alterar la homogeneidad de la red, y asi poder obtener

un diagrama de criticalidad con mayor detalle.
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