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Resumen

Este trabajo consiste en la definicién y estudio de tres lenguajes de
programacion. Los dos primeros seran lenguajes funcionales, uno con
un sistema de tipos simple y otro con un sistema de tipos que soporta
subtipado. El tercero es un lenguaje funcional con aspectos imperativos,
perteneciente a la clase de lenguajes Algol-Like.

Para la definicion semantica se utiliza teoria de categorias, en partic-
ular en la definiciéon de los modelos semanticos. En particular, siguiendo
propuestas de Reynolds y Oles, utilizamos categorias funtoriales para el
lenguaje Algol-like.

Ademas se presentan las pruebas de ciertas propiedades deseables de
las modelos semanticos dados: para el primer lenguaje nos enforcamos
en la continuidad de las ecuaciones semanticas y en la correccion de la
reduccién;en el segundo lenguaje, desarrollamos la prueba de coherencia
para diferentes derivaciones del mismo juicio; y para el tercero, probamos
la naturalidad de las ecuaciones semanticas.

El trabajo teérico estuvo acompanado de la implementacién de evalu-
adores en Idris, un lenguaje con tipos dependientes. Este desarrollo nos
permiti6é descubrir algunas dificultades en ciertas ecuaciones semanticas.

Clasificacion:

F.3.2 - Semantics of Programming Languages - Denotational semantics.
F.4.1 - Mathematical Logic - Lambda calculus and related systems.

Palabras clave:

Semantica denotacional, Categorias, Categoria funtorial, Stack discipline.
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Introduccion

Como lo sugiere el titulo de la tesis, esta tratara sobre el estudio de seman-
ticas categdricas para lenguajes Algol-like. Para esto vamos a estudiar tres
lenguajes, A7, AS y Alike este ultimo perteneciente a la clase de lenguajes
Algol-like y para el cual vamos a dar dos definiciones semanticas. La base de
los lenguajes que vamos a estudiar se puede encontrar en los capitulos 15, 16 y
19 de [5] y [2f], la idea de estudiar categdricamente esta en realidad motivado
por la doble definicién semantica que pretendemos dar de A'**¢. Vamos a
querer mostrar que podemos cambiar el significado semantico de un lenguaje
sin cambiar sus ecuaciones, simplemente eligiendo ciertas categorias.

El trabajo empezara definiendo el lenguaje A, que es el calculo lambda
simplemente tipado con constantes y algunos operadores. Este lenguaje nos
servira para introducir conceptos generales sobre los lenguajes que vamos a
estudiar, tales como los contextos, la semantica intrinseca para los tipos o la
definicién de semantica para un juicio de tipado como manera de representar el
significado de las frases de nuestro lenguaje, entre otras cuestiones relacionas.
Otro aporte de esta tesis es la implementaciéon de cada uno de los lenguajes
a estudiar utilizando un lenguaje de programacion con tipos dependientes
[1]. En este sentido empezar con A~ nos sirvié para familiarizarnos con un
lenguaje con tipos dependientes y esperamos también facilite la comprension
del lector.

El siguiente paso va a ser tomar a A~ y extender su sistema de tipos para
que incluya subtipado, a este nuevo lenguaje lo llamaremos AS. Algo intere-
sante de este nuevo del lenguaje AS es que vamos a reutilizar completamente
todas las definiciones que hicimos en A™”. A su vez, esta forma de ir enrique-
ciendo cada lenguaje daré lugar a A'**¢, Una ventaja de realizar las pruebas de
una manera general, teniendo en cuenta esta jerarquia de lenguajes, es que las
mismas seran validas, o serviran para completar las pruebas, para los lenguajes
mas expresivos.

Para finalizar vamos a extender el lenguaje AS con caracteristicas impera-
tivas, dando lugar al lenguaje A'**¢. Este ser4 un lenguaje Algol-like el cual
combina aspectos imperativos y funcionales. Una particularidad importante
de estos lenguajes es que los mismo cuentan con una semantica que respeta
la stack discipline. Gracias a dar una semantica categorica para este lenguaje,
en esta tesis mostramos como variando algunas elecciones se puede tener una
semantica para A'**¢ sin stack discipline.

El segundo capitulo, puntualmente va a incluir la definicién del lenguaje
A7, esto sera presentar la sintaxis y las ecuaciones semanticas, ademas vamos
a introducir todos los conceptos relacionados al sistemas de tipo simple, para
finalizar vamos a dar pruebas de continuidad de las ecuaciones semanticas
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y vamos a probar la correccién del lenguaje con respecto a la regla-f3. Para
finalizar presentamos una pequena implementacién en Idris.

En el tercer capitulo vamos a presentar todos los conceptos sobre un sistema
de tipos con subtipado y adecuar entonces los tipos de A~ para definir el sis-
tema de tipos de AS, vamos a probar continuidad y como propiedad interesante
teniendo subtipado, vamos a probar coherencia.

El cuarto capitulo tratara sobre el lenguaje A''*¢, como en el segundo capi-
tulo, vamos a presentar la sintaxis y las ecuaciones semanticas. Algo interesante
sera que ahora nuestra categoria principal sera una categoria funtorial. Para
este lenguaje, como ya mencionamos, vamos a dar dos semanticas distintas,
ademas vamos a dar una prueba de la naturalidad de las ecuaciones semanticas.

La tesis requerira conocimientos previos sobre teoria de dominios (pre-
dominios, dominios y funciones continuas), teoria de categorias (categorias
concretas y funtoriales, producto, objeto exponencial y funtores) y semanti-
ca denotacional. Un conocimiento extra sobre tipos dependientes resultara
practico exclusivamente para la parte de implementacion.



Calculo lambda simplemente tipado

En este capitulo presentaremos un lenguaje funcional con tipado explicito
simple. La idea de comenzar con este lenguaje, €l cual ya tiene semantica
bien conocida, es introducir los primeros conceptos relevantes para esta tesis
sobre los sistemas de tipado simple, asi como de la semantica denotacional
del lenguaje, ademas es lo suficientemente simple como para no eclipsar el
aprendizaje de conceptos sobre la implementacién de su evaluador utilizando
tipos dependientes.

2.1. Sintaxis de A

En esta seccidon vamos a introducir la sintaxis de los términos de A~ y de
los tipos. Empezamos introduciendo la sintaxis abstracta de los tipos simples.

(Type) ::= bool | int | real
| (Type) — (Type)

Ahora bien bool, int y real representaran los conjuntos de booleanos, en-
teros y reales respectivamente, y si 6 y 6’ son tipos, 8 — 0’ sera la repre-
sentacion del conjunto de funciones que acepta valores de tipo 6 y retorna
valores de tipo 8, en ocasiones nos referiremos a este tipo como tipo flecha.
Hay que mencionar que — asocia a derecha.

Con el lenguaje de los tipos definido podemos dar la sintaxis abstracta del
lenguaje, notar que por el tipado explicito de la abstraccién lambda nos hace
falta tener definida la sintaxis de los tipos.

(Phrase) ::= (PBool) | (PInt) | (PReal)
| ® (Phrase) | (Phrase) ® (Phrase)

| if (Phrase) then (Phrase) else (Phrase)
| (Id)

| (Phrase)(Phrase)

| A (Id)e . (Phrase)

| rec(Phrase)

(PBool) ::= True | False
(PNat) =:=01[1]2]...

(PInt) z=...| =2 —1] (PNat)
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(PReal) ::= (PNat).{(PNat)}+
| —(PNat).{(PNat)}+

donde
(Id) es un conjunto numerable.
6 € (Type)
©e{-} y
@ E {+) ) *) /’ +) rem? /\’ \/) :>) <:>) :? #? <? >) S) 2}

Antes de continuar con la semantica de A~ vamos a introducir 1. contextos,
que van a permitir anotar el tipo de los identificadores de las frases 2. juicios
de tipado, que serad una relacién entre un contexto, una frase y un tipo 3. las
reglas de inferencia de tipos, que nos van a permitir decidir que juicios son
validos y cuales no mediante una derivacién 4. la semantica de los tipos.

Empecemos introduciendo la idea de contexto, este sera una lista de pares
que asocian un identificador con un tipo, con la restriccién de que no pueden
existir identificadores repetidos, esta restriccién no es menor y mas adelante
cuando tengamos definidas las reglas de inferencia vamos a ver alguna conse-
cuencia de esta elecciéon. En particular, para definir los contextos usamos una
gramatica, esto nos va a permitir tener una versién sintactica de los contextos
y ademas una semantica la cual, un poco mas adelante, vamos a necesitar para
definir la semantica del lenguaje.

Definicion 1. Un contexto estard definido por la siguiente gramdtica,
(Context) ::= & | (Context),(Id):(Type)

tal que dado cualquier contexto 1o : 09, ..., n : On, los identificadores 1o, ...,n
son todos distintos.

La razén por la que la definicién de contextos tiene la restriccién de no tener
identificadores repetidos la dejamos para mas adelante cuando terminemos
de introducir los juicios de tipado, que es lo que empezaremos a hacer a
continuacion.

Definicién 2. Un juicio de tipado sera una relacion entre un contexto 7, una frase
del lenguaje e y un tipo © que establecerd que bajo el contexto Tt la expresion e tiene
tipo 0. Lo denotaremos como Tt & e : 0, en particular, cuando m = & escribiremos
Fe:0

2.2. Reglas de inferencia para A~

Antes definimos los contextos como listas de pares y dimos restricciones
en el sentido de que no cualquier lista de pares era una contexto valido, ahora
necesitamos algo parecido para los juicios de tipado, queremos una manera de
decidir que juicios son validos y cuales no, para esto vamos a definir las reglas
de inferencia, empecemos estableciendo algunas metavariables generales:
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0 € (Type) m € (Context)
5 € {bool, int, real}

e € (Phrase) Le (Id)
n,m €N b €B
i ez T €R

Ahora si presentamos las reglas de inferencia:

Ty Rule: Constantes.

7t b : bool mh1i:int 7k r:real

Ty Rule: Operadores basicos.

7T+ e : bool 7T e:int 7k e:real
7t —e : bool Tk —e:int 7T —e : real
7k e:int ke’ :int

mke®e’:int ® € {+,—*,/,rem}

7 e real 7k e’ :real
mhe®e’:real

® e{+, —*}

7 I e : bool 7k e’ : bool
mke®e’:bool

O e {/\,\/,=>,<:>}

mhHe:d ke’

e e bool ) = {int,real},@ c {<>>>S>Z}

mhe:d ke’ :d
cEi=
nkeSe’ :bool seli=7

Veamos ahora las reglas referidas a la parte del calculo lambda simplemente
tipado, ademas de la regla para el tipado de un identificador.

Ty Rule: Aplicacion.

mHe: 0 — 0 ke :0
mhkee’ :0’

Ty Rule: Operador de punto fijo.

mHe:0—0
mhrece:0
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En la regla de tipado de un identificador se observa como hace falta consul-
tar el contexto para determinar el tipo del identificador. Esta consulta ayuda a
chequear, por supuesto el tipo, pero ademas que el identificador no esté libre
en el contexto de una frase mas compleja, ya que si este identificador fuera
libre para la frase entonces no podriamos justificar la pertenencia al contexto.

Ty Rule: Identificador.

L1:0em
mmhH1:0

En la regla anterior consultdbamos el contexto, en la regla para la ab-
straccién lambda vamos a agregar un identificador con su respectivo tipo. La
abstraccion lambda la podriamos haber definido de dos maneras bien distintas,
con tipado explicito o tipado implicito, la diferencia estd en si especificamos el
tipo del identificador o no.

Ty Rule: Abstraccion lambda.

mL:0Fe: 0’
Tk Aig.e: 0 — 0/

Para terminar con la reglas de inferencia de este lenguaje tenemos la regla
de la expresion condicional.

Ty Rule: Expresion condicional.

71+ b :bool mHe:0 ke :0
nmi-if btheneelsee’: 0

Ahora que hemos terminado de definir todas las reglas de inferencia, pode-
mos mencionar la razén por la cual en la definicién de nuestros contexto no
permitimos tener identificadores repetidos. Tomemos la frase Atine. At/ L', 1a

derivacion para tipar esta frase seria

V:0 € :int, L : real
L:int, U ;real F U : 0

.3 / /.
trint = A, L treal — 0

F Alint-Aljg,- Ut int — real — 0

luego tenemos que O debe ser real y podemos concluir el juicio de tipado,
F Aling.Alg,- U/ ¢ int — real — real. Analicemos ahora que sucederia si
reemplazaramos ' por t, es decir tuviéramos la siguiente frase Atint-Atlreal- L, 1a
derivacion es exactamente igual pero ahora surge un problema, 6 podria ser
o bien int o bien real, surge la pregunta entonces ; como saber que tipo es el
correcto ?
Por otro lado, incluso reemplazando el tipo real por int, es decir tenemos la
frase Alin¢-Alint. L, para la cual tenemos una derivacion del juicio de tipado
F Alint.Alint. L int — int — int. La pregunta que surge es ; Cuando aplicamos
esta frase a dos frases enteras, que valor debe tomar t ?; supongamos tenemos el
juicio anterior aplicado a dos frases enteras, - (Atint-Alint. L) 12 : int el resultado
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de tal evaluacién deberia 2 si nos basamos en la semantica operacional. Esto
sucede porque la primera ocurrencia de t no tiene participacion en el alcance
de la segunda ocurrencia, es decir, aca los parametros de nuestras abstracciones
lambda llevan el mismo nombre pero son distintos parametros, esto pensando
en la funcién que define nuestro ejemplo como una funcién que toma dos
enteros y retorna otro.

Para finalizar entonces notemos que si restringimos los contextos no perdemos
expresividad para definir funciones y si solucionamos posibles problemas de
tipado. La restriccion entonces implica que la frase Atip¢.Alint. L NO tiene ningin
juicio de tipado valido.

2.3. Semantica para A~

Ya tenemos definida la sintdxis de A en conjunto con las reglas de inferen-
cia para los distintos juicios de tipado de cada frase. Empecemos esta seccién
presentando la categoria semantica, que nombraremos DC, esta sera una cate-
goria cartesiana cerrada, la cual iremos adaptando segun las caracteristicas de
nuestro lenguaje. Tanto para A~ como para AS esta sera Dom.

Antes de continuar hagamos un repaso de cual es la categoria Dom, esta
tiene por objetos a dominiog|y por flechas a funciones continuas’]. Ademas
como caracteristica que nos va a interesar, tenemos la existencia del operador
de punto fijo que representaremos como Yp con D un dominio y cuya exis-
tencia la garantiza (5, P 2.5], como ya hemos mencionado es CCC, donde el
producto entre dos objetos D y D’ es el producto cartesiano de conjuntos y
el exponencial DP" es el conjunto de funciones continuas de D’ en D. Men-
cionamos ademas que con | vamos a representar la no terminacién, esto va a
hacer falta ya que nuestro lenguaje basico incluye operador de punto fijo. La
idea es que para interpretar los tipos elegimos objetos de esta categoria, y para
los juicios elegimos morfismos.

Por otro lado definimos S5 como el conjunto de valores que representa a
cada tipo tal que S;ear serd R, Sint serd Z y Spoor Sera {true, false}, todos con
orden llano.

Ademas de la categoria semantica vamos a definir dos categorias mas, una
sera de los tipos ({Type)) y otra de contextos ({Context)). Lo interesante sobre
utilizar categorias, sobre todo para el significado de los juicios de tipado, serd
la capacidad de adaptar las ecuaciones semanticas a las distintas caracteristicas
del lenguaje.

Definicion 3. La categoria de tipos, que nombraremos ©, sera una categoria disc-
reta tal que la coleccion de objetos esta definida como,

B0 =1{010 < (Type)}

*Conjunto parcialmente ordenado con menor elemento.
2Una funcién f entre predominios es continua si preserva el limite de cadenas.
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Definicion 4. La categoria de contextos, que nombraremos Tl, sera una categoria
discreta tal que la coleccion de objetos esta definida como,

MMy ={n|n € (Context)}

Ahora si, con los dominios necesarios, podemos definir dos funtores, uno
entre @ y DC, y otro entre [Ty DC. Esto implica definir funciones, que mapee
objetos en objetos y flechas en flechas, como © y IT son discreta, la definicién
de estas ultimas funciones es directa, por lo tanto vamos a definir el mapeo de
objetos en objetos. En general cuando definamos funtores vamos a explicitar
los indices, pero luego cuando los utilicemos vamos a omitirlos.

Definicion 5. Sea [_] : © — DC un funtor, tal que
[6]o = (Ss) 1
[0 — 0'Jo = [0'7

Notar que como DC es CCC entonces podemos asegurar que existe el objeto
exponencial.

Definicién 6. Sea [_] : TT — DC un funtor, tal que
[rdo=TII [m]

tedom 7

Notar que como DC es CCC entonces tenemos productos finitos, como los
contextos son siempre finitos, la definicidn es correcta.

Ahora estamos en condiciones de definir las ecuaciones semanticas, para
quien esté familiarizado con la definicién de semantica denotacional de lengua-
jes sin tipado podemos comentar que las ecuaciones semanticas se definen
sobre un juicio de tipado y no sobre las frases en si. Esto implica entonces,
que para evaluar un programa este antes debe haber pasado por el chequeo de
tipos, es decir, tenemos una derivacién del juicio de tipado.

Una ecuacién semantica entonces estara definida por un juicio de tipado
valido, supongamos 7t - e : 8, un objeto de la categoria DC, determinado por el
funtor [[7t]], otro objeto de DC, determinado por [6] y un funtor sobre el juicio
de tipado, tal que, [t e: 0] : [7] — [6].

Agregamos a nuestra lista de metavariables, 1 con tipo [7], donde 7 estaré
determinado por el contexto donde usemos 1.

Vamos a definir funciones

(U)o :(Ss = Ss) — ((Ss) L — (Ss) 1)
f@ = (LTOf)J_L

(Jo:(Ss = Ss — Ss/) = ((Ss) — (Ss)L — (Ss7)1)
fozz' = (Ax. A 1p (Fxx"))uz)uz

Ahora si comencemos con las definiciones de las ecuaciones semanticas, un
detalle es que las definiciones consideran DC como Dom.



2.3. Semantica para A~ 9

Denotal Sem: Constantes.
nkEb:boolln=ub [AFi:intln=4ui [k r:realln=1r
T T T
Denotal Sem: Operadores basicos.

[tk —e:int] = —g o [+ e:int]

[tk —e:real] = —g o[t e: real]

[t —e:bool] =—¢ o[t e: bool]

nhe®e’  int|n=Q®g [tk e:int]n [+ e’ :int]n
@
con ® € {+,—,*,/,rem}
nhHe®e’ :realln=Qg [k e:int]n [t e’ : int]n
®
con ® € {+,—, *}
nHe®e’ :boolln=0¢g [th e:int]n [tF e’ :int]n
®
con ® €{A\,V,=, 8}
n-ede’ :boolln=9¢g [tF e:int]n [tk e’ :int]n
®
con b € {int,real}, © € {<,>, <, >}
nkeoe’ :boolln=06¢g [tF e:int]n [tF e’ :int]n
®
con & € {=, #}

Hasta aqui tenemos definida la semantica para las expresiones enteras,
reales y booleanas. Definamos ahora la parte interesante del lenguaje, esto es,
la expresion condicional, aplicacién, abstraccién lambda, operador de punto
fijo e identificador. Parecido a como hicimos para los operadores, definamos

una funcién que llamaremos IF que ird de D x D X (Spoo1) 1 en D, con D un
dominio y cuya definicién es,

1l sib=_1
IF(t, f, b) =<t sib
f si—b

Denotal Sem: Expresion condicional.

[t if b then e else e’ : O]n =
IF([tHe:0]n, [tk e’ :0]n, [tF b:bool]n)
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Denotal Sem: Aplicacion.
[t-ee’:0'In=[nte:0—0'In([tt e’ :6]n)
Denotal Sem: Abstraccién lambda.
[tHA.e:0 —=0']=[mi:0Fe:0']oext, o

donde ext, ¢ : [7r] — [6] — [m,1: 0]
ext enx=[nfr:x]

Denotal Sem: Operador de punto fijo.
[tHrece:0n=Yo([rtFe:0 — 0O]n)
Denotal Sem: Identificador.
[tH1:0n=m
Estas ultimas ecuaciones nos terminan de definir la semantica de nuestro
primer lenguaje A7,
2.4. Continuidad de las ecuaciones semanticas de A~

Ahora que tenemos nuestro lenguaje definido tanto sintacticamente como
semanticamente, veamos algunas propiedades y caracteristicas. Tomemos la
ecuacion semantica de la abstraccién lambda y analicémosla un poco, podemos
empezar notando que el significado que le estamos dando a la abstraccién
lambda de nuestro lenguaje se corresponde exactamente con la nocién de fun-
cién matematica, recordando que [0 — 0'] = [6/][°]

[tk Atg.e: 0 — 0']n : [0’]L°]

es decir, como ya mencionamos antes, el significado de la abstracciéon lambda
es una funcién en Dom, que va de [0] en [0']. Mirando ahora la parte derecha,

[ryu:0Fe:0']o(ext,on):[0] — [0']
vemos que efectivamente es una funcion en el dominio correcto, ademas en
[rou:0Fe:0']:[me:0] — [07]

la aplicacién del entorno extn x extendido tipa perfecto con [, : 8] dando
como resultado el tipo esperado,

[mt,: 0 e:0](ext, enx):[0].

Acabamos de ver un poco mas de cerca la ecuacién semantica de la abstrac-
cién lambda, siguiendo con la etapa de analisis de las ecuaciones que hemos
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definido vamos a tomar la aplicacion y realizar un analisis categoérico, él cual
ademas nos servira mas adelante para probar la continuidad de la aplicacién.

Tomemos un juicio de tipado 7t ee’ : 0 cualquiera; recordemos ademas
que dados dos tipos 0y 8, [0][®] es el objeto exponencial en Dom, es decir,
que ademas de este objeto tenemos una flecha e,

[6]°0 x [6] — [6']

f . . , .
tal que para una flecha D x [0] — [0'], con D un dominio, existe una tnica
flecha f que hace conmutar el diagrama

[0']1°) x [o] — [¢']
FX 1[9]] t
D x 0]
Por otro lado, [+ e’ : 0] : [7] — [6] y, como ya vimos hace un momento,
[tFe:0 — 0]:[n] — [0]0°, luego podemos definir una flecha f =

uncurry ([t e: 0 — 0']) luego, f: [r] x [0] — [0’]. Por lo tanto tenemos el
siguiente diagrama,

[0/71°1 x [6] — [0']
FX 1[9]] T

[ > €]

donde claramente f = [ - e : & — 0’], puesto que dado una flecha g, la
transpuesta de uncurry(g) = g.

Ahora, si tomamos una flecha g tal que g = [t e’ : 0], podemos obtener
la siguiente flecha,

s 1) g

1[[7-[]] X f /
[ [ > [n] ——— [l x [6] — [0]

luego podemos combinar los dos diagramas, donde (1 X g) © (Tjx], 1jx]) =
(111, 9) y obtener,
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16150 x [6] =~ [6]

A

FX ][[9]] )

[ < [6] fo (Ifng, 9)

1y 9)

[

Ahora usando este diagrama podemos definir la ecuacién semantica de la
aplicacién como,

[rthee’: 0] :eo(?,g>
donde (f, g) = (f x Trop) © (1pngs 9)-

Algo importante de notar es que esta definicién se corresponden exac-
tamente con la definicién previa que hicimos, para terminar con este anali-
sis comprobemos que efectivamente pasa esto. Pasando en limpio la nueva
ecuacion de la aplicacién es,

[tHee’:0']=€eo([nke:0 = 0], [tk e’ :0])
tomando un 1 cualquiera tendremos,

[t-ee’:0'In=€co([nte:0 = 0'],[tFe :0])n=

eo([r-e:0—0'n ke :0]n) =

[t-e:0 — 08'n([xt e :0]n)

Continuidad

Ahora estamos en condiciones de demostrar una propiedad importante que
deben cumplir nuestras ecuaciones semanticas, ser funciones continuas: no hay
que olvidar que cuando decimos que, dado un juicio 7t - e : 6, su semantica
serd un morfismo [rt] — [0] en la categoria Dom. Estamos comprometidos a
que [t e : 0] sea una funcién continua.

Empecemos enunciando algunas proposiciones que nos van a hacer atil
para la prueba de continuidad, las pruebas de estas propiedades son mas bien
simples y se pueden encontrar en [5].
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Proposicion 1.

1. Si Py P’ son predominios, P — P’ es un predominio en el cual el limite de la
cadena de funciones fo C” f1 C” - - - es una funcion tal que

oo I

oo !
( |_| fi)X = |_| fiX
i=0 i=0

para todo x € P. Ademds, si P es un dominio, P — P’ es un dominio cuyo
menor elemento es una funcion tal que L""x = 1’ para todo x € P.

2. Supongamos P y P’ son predominios, entonces:

(a) Una funcién constante de P en P’ es la funcién continua de P en P’.
(b) La funcion identidad en P es una funcion continua de P en P.

(c) Sifes una funcion continua de P en P’ y g es una funcion continua de
P’ en P", entonces g o f es una funcion continua de P en P

(d) Dada una cadena fo C” f1 CT" --- tal que cada f; es una funcion
continua de P en P’ y dada otra cadena xo C" xy C" - - de elementos
de P, entonces vale

|_| |_| fin = |_| kak
1=0j=0 k=0
(e) Dadas n funciones f; de P — Py tal que cada f; es continua, entonces la
funcion (fo, f1,...,fn_1) que satisface,
<fo, f] yoeoy fn_] >X = <foX, f]X, ey fn_1x>

es una funcion continua de P en Po x Py X ... X Py_q.

(f) Dado un predominio P y un dominio D, el operador (_) 11 que extiende
funciones de P — D en funciones de P, — D, es continuo.

(g) Yp es una funcion continua.

Teorema 1. Dado un juicio de tipado - e : 0 la ecuacion semdntica [tk e: 0]
es una funcion continua.

Demostracion. En la prueba vamos a proceder por induccion en la estructura
de la derivacion de los juicios de tipado. Supongamos tenemos una cadena
interesante o C 1y C --- en [r] y probemos que

[e9) [e9)
[te:0]( L] ni) = L] [tr e:0]ns.
i=0 i=0

Nuestra hipoétesis inductiva nos dira que, suponiendo tenemos una de-
riaciéon 7w + e : 0 tal que [t - e : 0] es una funcién continua de [7t] en [0]
entonces para una derivacion mas compleja 7t F e : 0 que contenga a la anterior
[t e: 0] es una funcién continua de 7] en [0].
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= Casos base.

» Para probar los casos base de los juicios de las constantes usamos
Prop 1.2.a, que nos asegura que una funcién constante es funcién
continua.

* Supongamos ahora que tenemos 7t t: 6, luego

|:8

fret-:00( L n) = (L] noje=

i=0 i=0

(Miy) = |_| ([t 1:0]ni)
120
luego podemos concluir que [+ t: 0] es una funcién continua.

= Casos inductivos

* Supongamos tenemos 7t - ee’ : 6, como ya anticipamos antes, vamos
a usar la version categoéria de la ecuacion,

[tHee’:0)=€o{[nte:0—=0'],[ntF e’ :0])

luego por hipdtesis inductiva [t -e: 0 — 0]y [+ e’ : 0] son
funciones continuas, entonces ([t - e : 0 — 0'],[t F e’ : 0]) es
una funcion continua, ademas como e es la flecha del exponencial
también es continua; para terminar la composicién de funciones con-
tinuas es una funcién continua. Por lo tanto la ecuacién semantica
[tk ee’ : 0] es una funcién continua.

* Supongamos tenemos 7 - rec e : 6, luego
[t rece:O]( L ni) =Yop([mrt-e:6— 6]( L] ni))
i=0 i=0

Para hacer mas facil la lectura nombramos a 7t e 0 — Oni = fi.
Aplicando hipétesis inductiva en [tk e : 0 — 0]( |_] 1) y la defini-

cién del operador de punto fijo -

Yioy [t e:0 = 0] ] ni)) = Yoy [ 0 = ([ ) (Ygor( [ )

luego usando las proposiciones 2 (g) y 2 (d)

[ee]

) ger (0 7o) = (0 70 (0 (en)

.

I -

I
g_l.;|:8

fi(Ypepfs) = LI f(Ypopfe) = |_| Yiopfx =
j k=0 k=0

|O_o| Yiep([tFe:0 — 0ny) = ﬁo [t rec e : O]nx.
k=0 k=

Por lo tanto, nuestra ecuacién semantica 7t - rec e : 0] es una
funcién continua.
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* Supongamos tenemos el juicio de tipado 7t~ if b then e else e’ : 6,
probemos que la funcién IF es continua. Supongamos una cadena
(to,fo,bo) C (t1,f1,b1) C ..., luego vamos a querer probar que

(oo}

IF( [ ] (ti, fi, bi)) = [ (IF(ti, fi, by)).
izo =0
IF( [ ] (ti, fi, bi)) =IF(( L] ti, L fi, [] bi)) =
i=0 i20 =0 i=0
|_| 1 si |_| bi =1
1'.0:00 1'.0:00
= |_| t si |_| bi
i;oo i:go
L] fi si—= ] bi
=0 =0

hagamos ahora un analisis por casos.

o0
o bi = L, luego lo que pasa es que tenemos la cadena
i=0

(to,fo, L) C (t1,f1, L) C...
a la que si le aplicamos la funcion IF, tal que tenemos la cadena
IF(to, fo, L) C IF(ty,f1, L) C ...,

obtenemos la cadena
o0

1 C1C...cuyosupremoes || L.
i=0

i=
o0
o || by = true, entonces sucede similar que el caso anterior con

i=0
la salvedad de que tenemos dos tipos de cadena posibles,

<t0)fO)J~> C <t1)f1)J~> C...C <tj71)fjf1)J~> C
(tj, fj, true) T (tj41, fjp1,true) C ...

)
(to, fo, true) C (tq,f1,true) C ...

y lo que sucede es que para cualquiera de las dos cadenas al

aplicarle IF el supremo sera | | t;.
i=0

o0
o || by =false, analogo al caso anterior.

i=0
Por lo tanto IF( |_] <ti, fi, b1>) = |_| (IF<ti, fi, b1>)
i=0 i=0

Por lo tanto, nuestra ecuacion semantica [t - if b then e else e’ : 0]
es una funcién continua.
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* Los casos para los operadores binarios y unarios son similares a la
prueba de expresion condicional.

* Supongamos tenemos 7t - Atg.e : © — 0, por la definicién de la
ecuacioén semantica tenemos

[TEA.e:0 =0 ]=[mL:0Fe:0']oext,q,

probando entonces que [m,1: 0 e: 0'] y ext, o son funciones con-
tinuas podemos usar la parte 1 del lema anterior que nos dice que
la composicién de funciones continuas es una funcion continua. Por
hipétesis inductiva tenemos que [m,1: 0 I e : 8'] es funcion contin-
ua, luego resta probar que ext, es continua de [7t] en [0] — [, t: 0].

Supongamos entonces una cadenano C 17 C ... en [n1] y probe-

[e9) e}

mos que ext,o( | ] ni) = || (ext, eni). Tomemos un x en [0] y un t’
i=0 i=0

cualquiera,

exty ol ﬁ m)XL’Z[(Ij ni)leax ]
i=0

i=0
o Supongamos t’ =, luego

I_Im lu:x] |_| |_| [Mife:x]U) = Io_ol(extl,emxﬂ)

i=0

o Supongamos t’ # , luego

L[] V= (Lo = L) = L (e x ) =
1:0 i=0 i=0 i=0

‘|:8

eXtL,eni xt)

por lo tanto, ext, g es una funcion continua y podemos concluir que
la ecuacioén semantica para la abstracciéon lambda también lo es.

2.5. Correccion de la regla-3 para A~

Lo que vamos a hacer a continuacién es probar que nuestra semantica
denotacional es correcta con respecto a la regla de reduccién (3, para esto
vamos a necesitar el teorema de substituciéon. Para enunciar y probar este
teorema vamos a tener que introducir un nuevo tipo de juicio de tipado asi
como también algunos conceptos de substitucion. La intencion es evitar tanto
tecnicismo como podamos, presentemos rapidamente las herramientas que
vamos a necesitar.

Empecemos introduciendo el operador A, de substitucién, que sera un ma-
pa entre (Id) y (Phrase) que representara una substitucion de identificadores
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por frases, y la funcién FV de (Phrase) en P((Id)) que determinara los identi-
ficadores libres de una frase.

Ademas, vamos a necesitar de una nueva forma de juicio de tipado cuyo
significado serd que dado un identificador t y una substituciéon A, la substi-
tucién de ¢ por At en una frase conserva el tipado. Dados 7, 7’ contextos y A,
vamos a representar el nuevo juicio como 7w+ A : 7/, cuya Gnica regla es:

mhk Av: 't paratodo ten dom(m)
kAT

Teorema 2 (De substitucion). Sean 1ty 7’ contextos, A una substitucion y supong-
amos tenemos dos juicios de tipado '+ e : 0, m b A : w'. Asumamos ademds
quen’t = [ F A : 7t'(n para todo v € dom 7', entonces [’ + e : O]’ =
[tk e/A:0]n.

Demostracion. Procedamos por induccién en la estructura de la derivacién de
los juicios de tipado.

= Casos base

* Supongamos 7 - b : bool, luego tenemos [t - b : bool]n’ = 11b =
[7" = b :bool]n = [’ - b/A : bool]n. Analogo para constantes de
otros tipos.

* Supongamos 7' -t : 0, luego [7t' I v : 0]n’ =1t ahora por hipdtesis
tenemos que Nt = [t Av: t/in = [+ /A : 0]n.

= Casos inductivos,

* Supongamos 7’ - e & e’ : bool, donde los casos para los demas
operadores binarios y unarios, expresiéon condicional, aplicacién y
operador de punto fijo son anélogos, luego tenemos

["Feoe :boolln’ =g ([t' F e:bool]n’) ([’ e’ : bool]n’)
por hipétesis inductiva en 71’ - e : bool y ' I e’ : bool
Se ([7t' F e:bool]n’) ([’ F e’ : bool]n’) =
S ([t e/A:bool]n) ([t e’/A : bool]n) =
[tF (e/A) © (e'/A) : bool]n =
[t (ece’)/A: bool]n.
* Supongamos v’ F Atg.e : 0 — 0/, luego
[ FAg.e:0—0'n" =A[r',t:0Fe: 0] [v:x]

para poder aplicar la hipétesis inductiva supongamos vale

para todo k € dom(7), donde T = 7/;1: 6 vale que [0’ | v : x]k =
[tV 0 F AV k]| Vs x]
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donde A=At~ UVyl ¢ U (FV(AK)).
KEFV(e)—{t}

luego

A m 0 e/A 0V i x]l = F Ag.e/AT 10 — 0']n =
[t (Ag.e)/A": 0 — 0']n

Para finalizar probemos la suposiciéon que nos permitia aplicar
hipétesis inductiva. Tomamos un k cualquiera, y vamos a sepa-
rar en dos casos, si k # L entonces es directo aplicando la hipétesis.
Veamos que sucede si suponemos Kk =,

M lt:xlk=x

y

[ : 0k &k:mkn|V :xI=[mt :0F V0]V :xl=
Ml xlV =x.

O

Ahora que tenemos enunciado y demostrado el teorema de substitucion
podemos continuar y demostrar que nuestra semantica dendtacional es correcta
con respecto a la regla 3.

Teorema 3 (Correccion regla 3). Dado un juicio de tipado - (Awg.e)e’ : 0’ vale,
[t (Ag.e)e’ : 0] =[mke/t~ e :0']

Demostracion. La idea de la prueba sera aplicar las distintas ecuaciones seman-
ticas de la aplicacion y abstraccion lambda hasta llegar el punto de poder
aplicar nuestro teorema de susbtitucién. Supongamos un n cualquiera,

[tE (Ag.e)e’ :0'[n=([tFAg.e: 0 — 0']n) ([x+ e :0]n) =
(M0 e:0'][n|v:x]) (Jrke’ :0]n) =
[tye:0Fe:0][n|t:([r-e :0]n)],

hasta este punto lo que hemos hecho es usar las definiciones de la aplicacién
y abstraccidn, y resolver la aplicacién del operador lambda de nuestro modelo
semantico. A continuacién vamos a redefinir con nombre a algunas expresiones
y ver como podemos aplicar el teorema de substitucién, vamos a renombrar
[nlt:([rEe :0n)]1=n"ym:0 =m’', luego obtenemos

[tye:0Fe:0)n|t: (ke :0n)]=[n"tFe:0']n’
ahora, para poder aplicar substitucion tenemos que probar que para todo

V€ dom(n’),n't = [tk At : w''[n donde A sera la substitucion t ~» e’ y la
identidad para todo otro t’. Supongamos un t’ cualquiera,
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s Caso Zun'V = =[nk 1V :tU[n=[nk A/ : t'V]n.
m Case ! =,n'V=n't=[nte:0Jn=[nk Av: t/tn.
luego aplicando substitucion obtenemos, [t/ Fe: 0'[n' =t e/A:0']n

por lo tanto, [rt+ (Atg.e)e’ : 0'In =k e/t~ e’ : 0']n.
O

2.6. Implementacion en Idris

La implementacion del lenguaje se encuentra en:
https://github.com/alexgadea/thesis/tree/master/Prototypes/Idris/LambdaArrow
Sintaxis de los tipos

data PType = IntExp | RealExp | BoolExp
| PType :-> PType

Semantica de los tipos

evalTy : PType -> Type

evalTy IntExp = Int
evalTy RealExp = Float
evalTy BoolExp = Bool

evalTy (Theta :-> Theta’) = evalTy Theta -> evalTy Theta’

Los contextos los vamos a separar en dos "versiones"la sintactica y la seman-
tica, la idea es implementar los contextos sintacticos de forma que no haya
repeticion de nombres de identificador. Es decir, un contexto va a ser una lista
de identificadores y types;

1o : ptoy..-yin : Ptn
para contextos semanticos simplemente es una lista de la siguiente manera,
evalTy pto,...,evally pt,

y tenemos una correspondencia lugar a lugar con el contexto sintactico para
buscar el valor.

Version sintactica

mutual
data Ctx : Type where
CtxUnit : Ctx
Prepend : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PType) ->
Fresh p i -> Ctx
-- Representa si un identificador es fresco para un contexto.
data Fresh : Ctx -> Identifier -> Type where
FUnit : (i:Identifier) -> Fresh CtxUnit i
FCons : (i:Identifier) -> (pt’:PType) -> (i’:Identifier) ->
(p:Ctx) -> (fi’:Fresh p i’) -> so (i/=i’) -> (Fresh p i) ->
Fresh (Prepend p i’ pt’ fi’) i
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-- Representa la pertenencia de un identificador en un contexto.
data InCtx : Ctx -> Identifier -> Type where
InHead : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PType) ->
(fi:Fresh p i) -> InCtx (Prepend p i pt fi) i
InTail : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) ->
(j:Identifier) -> (fj:Fresh p j) ->
InCtx p i -> InCtx (Prepend p j pt fj) i

Versidén semantica

evalCtx : Ctx -> Type
evalCtx CtxUnit = ()
evalCtx (Prepend p _ pt _) = (evalCtx p, evalTy pt)

-- Buscar el valor de un identificador en un contexto semantico.
search : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PType) ->
InCtx p i -> evalCtx p -> evalTy pt
search (Prepend _ i pt _) i pt (InHead _ i pt fi) (eta,v) = v
search (Prepend ctx j pt _) i pt (InTail _ _ pt j _ inc) (eta,_) = search ctx i pt inc eta

-- Actualizar el valor de un identificador.
update : (p:Ctx) -> evalCtx p -> (i:Identifier) ->

(pt:PType) -> evalTy pt -> (fi:Fresh p i) -> evalCtx (Prepend p i pt fi)
update p eta i pt z fi = (eta,z)

Sintaxis de A~

using (Pi:Ctx, Theta:PType, Theta’:PType)
data TypeJugdmnt : Ctx -> PType -> Type where
I : (i:Identifier) -> InCtx Pi i -> TypeJugdmnt Pi Theta

CInt : Int -> TypeJugdmnt Pi IntExp
CBool : Bool -> TypeJugdmnt Pi BoolExp
CReal : Float -> TypeJugdmnt Pi RealExp

Lam : (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) -> (fi:Fresh Pi i) ->
TypeJugdmnt (Prepend Pi i pt fi) Theta’ ->
TypeJugdmnt Pi (pt :-> Theta’)

App : TypeJugdmnt Pi (Theta :-> Theta’) ->

TypeJugdmnt Pi Theta -> TypeJugdmnt Pi Theta’
Rec : TypeJugdmnt Pi (Theta :-> Theta) -> TypeJugdmnt Pi Theta
If : TypeJugdmnt Pi BoolExp ->

TypeJugdmnt Pi Theta -> TypeJugdmnt Pi Theta ->
TypeJugdmnt Pi Theta

BinOp : (evalTy a -> evalTy b -> evalTy c) —->

TypeJugdmnt Pi a -> TypeJugdmnt Pi b -> TypeJugdmnt Pi c
UnOp : (evalTy a -> evalTy b) ->

TypeJugdmnt Pi a -> TypeJugdmnt Pi b

Semantica de A™

eval : {Pi:Ctx} -> {Theta:PType} -> TypeJugdmnt Pi Theta -> evalCtx Pi -> evalTy Theta
eval {Pi=p} {Theta=pt} (I i iIn) eta = search p i pt ilIn eta

eval (CInt x) eta = x

eval (CBool x) eta = x

eval (CReal x) eta = x

eval {Pi=p} (Lam i pt fi b) eta = \z => eval b (update p eta i pt z fi)
eval (App e e’) eta = (eval e eta) (eval e’ eta)

eval (Rec e) eta = fix (eval e eta)

eval (If b e e’) eta = if eval b eta then eval e eta else eval e’ eta
eval (BinOp op x y) eta = op (eval x eta) (eval y eta)

eval (UnOp op x) eta = op (eval x eta)



Calculo lambda tipado con subtipos

En el capitulo anterior definimos la sintaxis y semantica del lenguaje que
llamamos A, para esto en el transcurso introducimos distintos conceptos
sobre el tipado. Ahora vamos estudiar a AS, el cual tiene como fin introducir
conceptos sobre el subtipado, por esta razén mantenemos el lenguaje exacta-
mente igual al lenguaje del capitulo anterior. La principal diferencia entonces
estara en la definicién de la categoria de tipos y en que vamos a agregar una
nueva forma de juicio de tipado asi como nuevas reglas.

Entre los tipos del lenguaje A, y por lo tanto los de AS, tenemos a int y
real los cuales representan los conjuntos de enteros y reales matematicos. Algo
interesante a pensar es que los enteros forman parte de los reales; es decir,
Z C R, luego surge la pregunta: ;Existira una forma de expresar esta relaciéon
como una relacion entre los (Type)?. La respuesta es si y es el subtipado.

3.1. Sintaxis para el subtipado

Comencemos introduciendo la nueva forma de juicio de tipado, esta axiom-
atiza la relacién de que 6 es subtipo de 8’ cuando 6 < 6.

Primero veamos reglas de inferencia generales a cualquier sistema de tipos,
empecemos discutiendo una idea intuitiva de las reglas que serian deseables.
Supongamos tenemos una frase e con tipo 6 y ademas tenemos que 6 < 6’
entonces podemos probar e tiene tipo 6.

Ty Rule: Subsuncién.

mkHe:0 0<0’
mhe:0’

Supongamos tenemos que la expresion e tiene tipo int y ademas que int es
subtipo de real, luego quisiéramos poder decir que e tiene tipo real, ademas
si suponemos un tipo nat que es subtipo de int, entonces deberiamos poder
decir que nat es subtipo de real, es decir, tener transitividad entre los tipos,
cualquier tipo es subtipo de él mismo, es decir, los tipos son reflexivos. Con
esto vemos que la relaciéon de subtipado es un preorden.

Ty Rule: Trans.

ege/ e/Se//
GSGH

Ty Rule: Reflex.

21
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Para finalizar, supongamos tenemos 6y < 05y 6; < 07 y ademds que
tenemos una expresioén e que tiene tipo 6} — 6;. Luego e puede aplicarse a
elementos de tipo 0 y el resultado de tal aplicaciéon puede ser un elemento de
tipo 67.

Ty Rule: Func.

90§96 91§9{
0 — 01 <69 — 0

Estas reglas que mencionamos tiene la particularidad de ser generales para
cualquier sistema de tipado, definamos ahora mas reglas en relacién a nuestros
tipos y lenguaje concreto, esto sera definir la relacién entre enteros y reales y
vamos a agregar una mas, tal vez no sea lo mas recomendado, por cuestiones
semanticas, en cuanto al diseno del lenguaje pero es practico considerarla,
para tener casos simples de transitividad, que es la relacién entre booleanos y
enteros.

Ty Rule: boolToint.

bool < int

Ty Rule: intToreal.
int < real

3.2. Semantica para AS

Ahora que tenemos definido la nueva forma de juicio de tipado para la
relacidn entre los tipos, vamos a actualizar nuestra categoria de tipos, esta
dejara de ser una categoria discreta y la clave esta en que ahora nuestra relacién
entre los tipos determinara las flechas. Antes vimos que la relacién que surgia
entre los tipos daba lugar a un preorden entre estos, luego nuestra categoria de
tipos sera este preorden visto como categoria.

Definicion 7. La categoria de tipos, que nombraremos ©, se define como sigue
B0 ={016 € (Type)}
©:(6,0") ={6 — 0’|0 <0}

El preorden entre los tipos nos implica que dados dos tipos 6y 0’,|©1(6,0) |

Ademas esta nueva definicién nos impacta directamente en el funtor seman-
tico [ ] : © — DC, ahora tenemos que definir como actia el funtor con respecto
a las flechas.

Definicion 8. Sea [ ] : © — DC un funtor, tal que

[6]o = (Ss) L
[o — 070 = [07]""°

IN
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0 six
1 si—x

[bool < int]; x = {

[int < real]y =J donde J la inyeccion de enteros en reales.

[0 <01 =Tqep

[6<0"] =[8" < 0" o0 < 0],

[0 — 85) < (017 — 07)]1 =Af €[00 — 050 . [65 < 01]1 0fo 01 < B0

Antes de seguir con la nueva definicion de la categoria de contextos analice-
mos la definicién [(09 — 084) < (67 — 01)]. La idea seréd ver que la definicién
que dimos es correcta y ademas mostrar de que manera la podemos construir,
comencemos notando que,

[61 < 60] : [61] — [00] = Hompom ([01], [€0])
[65 < 61]: [65] — [07] = Hompom ([85], [07])

y definamos entonces dos funtores, uno covariante Hom([61],_) y otro
contravariante Hom(_, [61]).

Tomemos una funcién f en [6p — 6] cualquiera, luego
Hom([01], f) : Hom([01], [60]) — Hom([61], [05]),

usando lo que notamos al principio podemos hacer, es decir, [0; < 6] :
Hompem ([01], [00]), obtenemos

Hom([61], f)[01 < 60] =fo[01 < 60] : Hom([61], [64])-

Si ahora hacemos algo similar usando el otro funtor tenemos,

Hom(f o [01 < 0], [01]) : Hom([04], [8}1) — Hom([01], [0}]),

y aplicando el funtor como antes podemos llegar a la ecuacion propuesta,
Hom(fo 01 < 60],[07])[05 <011 =[05 < 07]ofo[0; <60].

Luego podemos mencionar que el subtipado para un tipo 6 — 6’ es covari-
ante para 0 y contravariante para 0’.

La definicién de la relaciéon < entre tipos nos permite ademas actualizar
la definicién de la categoria de contexto, de manera tal de definir < entre
contextos para que luego, como pasa con los tipos, esta relacion sea una flecha
en la categoria. Dados 'y 7’ tal que dom 7 = dom 7/, diremos que 7 < 7’
cuando para todo t € dom 7 se cumple 7t < 7t
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Definicidn 9. La categoria de contextos, que nombraremos T1, se define como sigue

Mo ={m | € (Context)}
M (') ={n — ' |n < 7'}

De igual manera que cuando dimos la nueva definicién de ©, podemos dar
una actualizacién a la definicién de TT.

Definicion 10. Sea [ ] : TT — DC un funtor, tal que

[*lo=IT [m]

tedom 7
[r<7']i= [ [mu<n'{]
tedom 7

Esta ultima definicién da por terminado el trabajo de acomodar los domin-
ios categdricos, ademas de las nuevas formas de jucios de tipado y su semantica
respectiva.

Para completar la semantica del lenguaje A<, nos falta definir una ecuacién
semantica que relacione un juicio de tipado con una relaciéon de orden entre
dos tipos.

Denotal Sem: Subsuncidn.

[tHe:0]=[0<0]o[nt e:0]

3.3. Continuidad y coherencia

Al igual que como hicimos para el lenguaje A~ vamos a probar la con-
tinuidad de las ecuaciones seménticas de AS. En cuanto a esta prueba lo intere-
sante es que es realmente simple, ya que usando la prueba de continuidad de
A~ simplemente nos resta probar la continuidad de Subsuncién. Por otro lado
ademas vamos a probar coherencia, esta propiedad describe que dados dos
0 mas derivaciones para un mismo juicio de tipado, todas estas derivaciones
tiene el mismo significado semantico. Coherencia se vuelve interesante para
nuestro lenguaje AS ya que este tiene subtipado y esto es el que genera que un
juicio pueda tener mas de una derivacion, claramente esto no pasa para A~
para el cual por cada juicio existe una sola derivacion.

Empecemos probando la continuidad de las ecuaciones semanticas y luego
introduzcamos mas detalles sobre la coherencia de AS.

Teorema 4. Dado un juicio de tipado 7= e : 0 la ecuacion semdntica
[t F e: 0] es una funcion continua.

Demostracion. En la prueba vamos a proceder por induccién en la estructura
de la derivacién de los juicios de tipado. Ademas como ya mencionamos antes,
solamente nos resta probar el caso inductivo para la semantica denotacional
de Subsuncién, supongamos entonces un juicio de tipado e : 8’, luego

[tHe:0']=[0<0']o[nte:0]
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por hipétesis inductiva obtenemos que [t F- e : 0] es una funcién continua,
ademas por construccién de nuestra categéria de tipos tenemos que [0 < 0]
es una funcién continua también, por lo tanto utilizando que la composicién
de funciones continuas es una funcién continua concluimos que [t e: 0] es

funcion continua.
O

Retomemos coherencia con un ejemplo simple considerando el identifi-
cador t con tipo real, para esta frase y tipo existen cuatro derivaciones posibles.

Usando Subsuncioén:

L:int €t
7tk t:int int < real
7tk t:real
Usando Subsuncion’:
t: bool € 7’
7/ - t: bool bool < int
7' u:int int < real
7/ F t: real
Usando Subsuncion”:
L : bool € " bool < int int < real
7" 1 : bool bool < real

7" - :real

Usando la regla del identificador:

L:real € "’

7" - : real

Ahora bien, algo importante a notar es que mencionabamos que coherencia
enunciaba la igualdad semantica de mismos juicios de tipado y en nuestro
ejemplo estamos considerando juicios de tipado que no son iguales debido a
los diferentes contextos. Esto se debe por un lado a que tiene sentido hablar
de coherencia de juicios de tipado cuando consideramos juicios para frases
cerradas ya que en ese caso siempre consideramos el contexto vacio, pero por
otro lado para realizar la prueba de coherencia necesitamos una propiedad mas
general que considere la igualdad de juicios de tipado con diferentes contextos.

Otra cosa que surge de analizar este ejemplo es como saber cuantas deriva-
ciones posibles existen para una determinada frase y tipo, acabamos de ver
que incluso para el identificador con un tipo simple existen muchas opciones.
Recordando que nos interesa seriamente saber la cantidad de derivaciones
que pueda tener una frase para poder asegurar que todas tienen exactamente
el mismo significado semantico. Para hacer frente a esto es que usamos el
lema de inversién, pero antes de enunciarlo hagamos una ultima observacion.
Adelantando que vamos a utilizar induccién estructural en la derivacién del
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juicio de tipado para probar coherencia, notar que podemos agrupar tres de
las derivaciones en un solo paso que es aplicar Subsuncién como ultima regla
para obtener el juicio de tipado final. En conclusién nuestro lema de inversién
nos dira que dado un juicio de tipado cualquiera la ultima regla aplicada para
concluirlo fue, o bien la regla respectiva a su frase o bien Subsuncién.

Lema 1 (De inversién). Sea w - e : © un juicio de tipado valido cualquiera,
entonces sucedio alguna de la siguientes:

» Si e es constante, la ultima regla aplicada fue (Constantes) o (Subsuncion)

» Si e es identificador, la ultima regla aplicada fue (Identificador) o (Subsun-
cion)

v Sie=©e¢', la ultima regla aplicada fue (®) o (Subsuncion)
v Sie=-e’' ©®e”, la ultima regla aplicada fue (©) o (Subsuncion)

w Sie =ifbthen e’ elsee”, la ultima regla aplicada fue (Expresion condi-
cional) o (Subsuncion)

» Sie=-e’e”, la ultima regla aplicada fue (Aplicacion) o (Subsuncién)

n Sie=MAw.e’, la ultima regla aplicada fue (Abstraccién lambda) o (Subsun-
cion)

» Sie=rece’, laultima regla aplicada fue (Operador de punto fijo) o (Sub-
suncion)

Para probar coherencia vamos a enunciar y probar un lema mas general,
pero antes vamos a definir informalmente una funcién que sera de utilidad
para agilizar la prueba y definir algunas propiedades. Esta funcion estricta la
nombraremos J¢ tal que va de [8] en [0/] y los posibles casos se defininen asi

Jint —Ab. if b then O else 1

Jreal = 7 (la inyeccion en los reales)

Jreal __ real o int
bool — Yint bool

Proposicion 2. Sea JS', dados z, z' en [0], dos operadores unarios ® : [8] — [0]
y©':[0'] — [0'] v dos operadores binarios ® : [0] — [0] — [0] y @' : [8'] —
[0'] — [0'] cualesquiera entonces vale

" jesl“T:LTojeel
- jge/OQQZQéOJQ/

» I (200 2) = (TS'2) @4 (T'2")
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Lema 2. Sean e una frase y © un tipo cualesquiera y tal que tenemos juicios de

tipadomtte:0ym' Fe:0conn:n] yn': [n'] entonces vale
[t-e:0n=[n'Fe:0]n’

donde o bien pasan < 'y [n < 7m'[n=mn',obiensedan’ <my[n' <7n’=n

Demostracion. En la prueba vamos a proceder por induccion en la estructura
de la derivacién de los juicios de tipado, como ya mencionamos antes, la idea
es usar inversion.

= Casos base

* Supongamos e es constante y tomemos un 1 : [7] cualquiera, luego
por inversion tenemos

Usando (Constante)

[tke:0]n=te

Usando (Subsuncién)
[nke:0ln=1[0"<O]([rtre:0'n)=JT5(uye)=1(TSe)
Empecemos notando que por la definicién que hicimos de la funcién
JS" podemos suponer sin que se nos escape ningtin caso de que
cuando usamos primero Subsuncién, después [t - e : 0']n = tre.

Por otro lado restaria probar para este caso que e : [0] es igual a
Jg,e : [8], pero esto es directo de la definicion de la funcién jee,.

* Supongamos e = Lty tomemos 1 : [rt], n’ : [7'] cualesquiera tal
que ' < my [’ < wJn’ =N, notar que estamos suponiendo 1’s
y 7Us distintos ya que no puede existir en un mismo contexto un
identificador con dos tipos distintos, como antes usando inversion
tenemos

Usando (Identificador)

[t 0m=nt= ([t <7n’ )i ="t <] (m’t) = [t < O](n'v)
Usando (Subsuncién)

[7"Fi:0n' =[0" <O]([' F1:0']n")

Ahora bien, si t: 0’ € 7’ entonces la igualdad es directa ya que

[0’ <o)’ F:0]n") ="t < 6](n’t)
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por el contrario si pasa que t : 8” € 7’ donde 6’ # 0" entonces
es porque la ultima regla en [’ F v : 8’]n’ no fue la del identifi-
cador sino la de Subsuncién nuevamente. Supongamos entonces
que t: 0y, € 7' tal que 0y, < Oy < ... <07 <0/, notando que si
tenemos esta cadena es porque en la derivacion del juicio de tipado
nt/ - 1: 0’ nunca podemos aplicar la regla para tipar el identificador
y es siempre Subsuncién. Esto nos implica entonces

[F:0'n =
([01 <0Jo...0o[0m <O 1) F t:0m]n’) =
([61 <0Jo...o[0m < Om_1])(n'V)

reescribiendo nuestras ecuaciones, tenemos

[r't <6](n'V) = [0m < O](n"V)

[ Ei:0n' =([6'<0]o[01 <0']0c...0[0m <Om_1])(n'V)
luego restaria probar [0, < 0] =0’ < 0] o [0; < 0] o...0
[0m < Om_1]. Pero la prueba es directa de notar que (8’ < 0;) o
(6; < 0’) = 0; < 0, por la definicién de la categoria de tipos O,

ademds por ser [_] funtor, [0’ < 6;] o [6; < 0] = [(6’ < 64) 0
(85 < 0)].

» Casos inductivos

Supongamos un e : 0 tal que vale [t e: 0]n = [’ F e : 6]’ con o bien
n<ny[n<nn=n"obienn’ <my[n’ <nn’ =ny probemos
que para un nuevo e : 6 de mayor complejidad vale [t - e : O]n =
[t' F e: O8n'talquen < W'y [r < n'ln =n'otalquen’ < my
[*" < 7n”=n

Las pruebas de los distintos casos de induccién van a proceder de la
siguiente manera, vamos a partir de suponer la ultima regla fue la del
comando en siy probar que llegamos a que la ultima regla fue Subsuncién
o viceversa, ademas vamos a asumir que nuestros programas siempre
terminan, para los casos en los que no es directo demostrar la igualdad.

* Supongamos e = ©e’, donde el caso para los operadores binarios es
anagolo, luego

[t Ge’:0]n=0Ca([rtF e :0]n)
ahora bien, por inversiéon tenemos que la ultima regla utilizada en

la derivacion del juicio de tipado de m I e’ : 8 puede haber sido
Subsuncioén o la regla respectiva a e, es decir

l_'/:/ I < D’ .
mie:8 07 <0 e’ :0
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ademas por hipdtesis inductiva tenemos que [D] = [D’] y por lo
tanto podemos resolver [t - e’ : O]n utilizando indistintamente
cualquier derivacién, en particular tomamos D

Op(rte :0]n) =0a([0’ <O][ntke’:0'n) =
©o (TG [k e’ :0'In)

usando la propiedad sobre la inyeccion J§, tenemos

Oo(TgiInk e :0'n) =T (Oclnt e :0']n) =
[6" < o](@p[r e : 8n) =[0" < 6]([r - @’ : 8'In) =
[tF ©e’:0]n

Y con esto hemos finalizado la prueba de este caso, repasando,
partimos de suponer la ultima regla usada fue ® y llegamos a que
la ultima regla usada fue Subsuncién.

* Supongamos e =if b then e’ else e” y [t F b : bool]n = 17 true

[tFif b thene' elsee” : 0]n =
(Ab.if b then [tk e’ : 0]n
else [t e” :0]n) ([t b: bool]n) =
[rtHe’:0]n

usando inversion e hipoétesis inductiva como en el caso del operador
unario, tenemos que

[t-e' :0n=1[0" <O]([tke :0'n)=
[6/ <O]( (Ab.if bthen [t e’ :0']n
else [tk e” :0'In)u ([t b :bool]n)) =
[6/ < O]([r+ if bthen e’ elsee” :0']n) =
[t if b then e’ else e” : O]n

Analogo si suponemos [t b : bool]n = 11 false.

* Supongamos e = e’e”, vamos a proceder de manera similar a como
lo hicimos en el caso del operador unario, luego usando la definicién
de la aplicacién tenemos

[tk e’e” :0n=[nte :0— 0[n([ntre”:0]n)

ahora bien, usando inversiéon en ambos juicios de tipado tenemos

Det nperigr 500 0/—50'<0—0
e :0—0
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D’,:

e’

nhe :0—0

De//:

@)

ke’ ) < )
nhe”:0
Dl =+
mke”:0
luego por hipétesis inductiva en cada juicio de tipado tenemos,
[De/] =[DL]y [Der] =[DL.]y por lo tanto podemos usar para
resolver [m e’ : 0 — 0] y [t e” : 0] cualquiera de las deriva-

ciones seguin corresponda. En particular tomamos D¢ y D¢, desar-
rollemos cada ecuacién por separado

[[7r|—e’:§—>9]]n:A[[§’—>6’ §A§—A>9]]([[7rl—e’:§’ﬁ9’}]n):
[0/ <B]o([rte :0"—=0'n)o[6 <8']

[k e”:0Jn=1[0<0]([r+e”:0]n)
reemplazando ahora en la ecuacién principal obtenemos

[the’ :0—0[n([ntre”:0n) = R
([0’ <O0]o([rtke :0"—0[n)o[0<08]) ([6<6](rre”:8]n)

([0 < 6] o ([t e :8" —0'In)o[B<870[0<8] ([x+e”:o]n)

~
=

ahora utilizando la composicién de morfismos y que [_] es funtor,
tenemos que [0 < 0'] o [0 < 0] = [0 < 6'], luego

([0’ < 6o ([r+ e :6" — 0'n) o6 <67Tc[0<8]) ([rr-e”:0n)

([0’ <O0]onte :8" =0 ([n+e”:0]n) =
[0’ <o]([nre’:0" —0'n ([r+e”:0n) =
[0/ <O]([rke’e”:0'n) =

[rtHe’e” : 0]n
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* Supongamos e = Atg.e’ y un z : [0] cualquiera, luego

[tHAp.e’:0 = 0'nz=

([6—0"<0—0(rk 7\L5.e’ 10— 0'n))z=

(o’ < 0o ([m:: e :070 (ext, 5m) o [0 < 0])z =
[y 9 Fe’: G’H(extl’an ([[6A§ 0]z)) =

[rtye:0F-e :0'][n|L:[6<6]z]

Esta vez empezamos suponiendo que la ultima regla fue Subsun-
cién, desarrollamos utilizando la definicidn de la ecuaciéon para el
subtipado del tipo flecha y resolvemos la composicion. Todo esto
deja listo para aplicar hipétesis inductiva

[u:0Fe :0](n|t:[0<0]z] =
[rye:0Fe :0][nlt:z]=
([rryu:0 e’ :0]o (ext, on))z=
[tEAw.e’:0—0'nz

Lo que nos restaria probar entonces es que
[[T[,L:@ST[,L:@]][THL:Z]:[T]|L:[[9§/9\HZ]

pero esto es directo usando la definicién, supongamos un /, luego
o Sit/ #1y,

([rt,L: 0 ST[,L:@]][THL:Z])L/:
[/ < m/J(m) =n =
[nle:]6 < ﬁﬂz]t’

o Sit =1y,

([[ﬂ,L:GST[,LZéH[n|L:Z])L/=
[(my 0 00 < (e @)U ([n [ e:z]l) =
[6<8]z=

Nl [[GS/G\HZ]L/

* Supongamos e = rec e’, luego

[threce’ :0n=1[6' <O]([rtrrece’:0'n) =
[0’ <O8](Yo([tF-e' :0" —8'n)) =
[6" < 9]](_|:lo([[7TF 10" = 0'n)tLes) =

ahora usando que [0’ < 0] es continua y como se uso en alguna otra
ocasion, que [0 < 0'] Lo = Lg/, tenemos
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[0 < 6]](.i|_|oo([[7r e 0" = 0/In)tLos) =

iIi_olo(([[e’ <0]o([nke 0" —0n)!)Le) =
J:lo(([[e/ <0]o([rFe 0 —0Tn)iol0<0]) L) =
i:O((He’ —0'<0—-0]([rke’: 0" —0'Tn))Le) =

[ (fe e’ 0 - 0l Lo) = Yol -0 — oJn) =

[t rece’:8]n
O

Si ahora fijamos los 7t = 7’ en nuestro lema, obtenemos la propiedad de co-
herencia. Es decir que dadas D y D’ derivaciones del juicio de tipado 7t e : 0
entonces [D] = [D’].

Algo a comentar es que el enunciado de nuestro lema que nos permite
probar coherencia tiene una interesante similitud con la proposicion en [3),
Prop 4] que se utiliza para probar coherencia. Ambas son més generales que la
propiedad en si de coherencia, en particular existe una generalizaciéon sobre
los contextos. Pero ademas la proposiciéon 4 considera una generalizacién sobre
el tipo de los juicios de tipado, esto debido a que el sistema de tipos que se
considera contiene interseccién.

3.4. Implementacion en Idris

La implementacién del lenguaje se encuentra en:
https://github.com/alexgadea/thesis/tree/master/Prototypes/Idris/Lambdaleq

Sintaxis del subtipado

data (<~) : PhraseType -> PhraseType -> Type where
IntExpToRealExp : IntExp <~ RealExp
BoolExpToIntExp : BoolExp <~ IntExp

Reflx : (t:PhraseType) -> t <~ t
Trans : {t:PhraseType} -> {t’:PhraseType} -> {t’’:PhraseType} ->
t<~t >t <~t >t <~

SubsFun : {t0:PhraseType} -> {t0’:PhraseType} ->
{t1:PhraseType} -> {t1’:PhraseType} ->
t0 <~ t0’ -> t1 <~ t17 -> (t0’ :-> t1) <~ (t0 :-> t1’)
Semantica para el subtipado

evalleq : {t:PType} -> {t’:PType} -> t <~ t’ -> evalTy t -> evalTy t’

evallLeq IntExpToRealExp = prim__intToFloat

evalleq BoolExpToIntExp = prim__boolToInt

evalLeq {t’=t} (Reflx t) = id

evalLeq (Trans leq leq’) = evalleq leq’ . evalleq leq

evallLeq (SubsFun leq leq’) = \f => evallLeq leq’ . f . evallLeq leq


https://github.com/alexgadea/thesis/tree/master/Prototypes/Idris/LambdaLeq
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Semantica para el lenguaje AS

using (Pi:Ctx, Theta:PType, Theta’:PType)
data TypeJugdmnt : Ctx -> PhraseType -> Type where
I : (i:Identifier) -> InCtx Pi i -> TypeJugdmnt Pi Theta
CInt : Int -> TypeJugdmnt Pi IntExp
CBool : Bool -> TypeJugdmnt Pi BoolExp
CReal : Float -> TypeJugdmnt Pi RealExp

Lam : (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) -> (fi:Fresh Pi i) ->
TypeJugdmnt (Prepend Pi i pt fi) Theta’ ->
TypeJugdmnt Pi (pt :-> Theta’)

App : TypeJugdmnt Pi (Theta :-> Theta’) -> TypeJugdmnt Pi Theta ->
TypeJugdmnt Pi Theta’

Rec . TypeJugdmnt Pi (Theta :-> Theta) -> TypeJugdmnt Pi Theta

If . TypeJugdmnt Pi BoolExp -> TypeJugdmnt Pi Theta ->

TypeJugdmnt Pi Theta -> TypeJugdmnt Pi Theta
BinOp : (evalTy a -> evalTy b -> evalTy c) ->
TypeJugdmnt Pi a -> TypeJugdmnt Pi b -> TypeJugdmnt Pi ¢
UnOp : (evalTy a -> evalTy b) -> TypeJugdmnt Pi a -> TypeJugdmnt Pi b

Subs : Theta <~ Theta’ -> TypeJugdmnt Pi Theta -> TypeJugdmnt Pi Theta’

eval : {Pi:Ctx} -> {Theta:PType} -> TypeJugdmnt Pi Theta -> evalCtx Pi -> evalTy Theta
eval (Subs leq p) eta = evallLeq leq $ eval p eta

eval {Pi=p} {Theta=pt} (I i iIn) eta = search p i pt iIn eta

eval (CInt x) eta = x

eval (CBool x) eta = x

eval (CReal x) eta = x

eval {Pi=p} (Lam i pt fi b) eta = \z => eval b (update p eta i pt z fi)
eval (App e e’) eta = (eval e eta) (eval e’ eta)

eval (Rec e) eta = fix (eval e eta)

eval (If b e e’) eta = if eval b eta then eval e eta else eval e’ eta
eval (BinOp op x y) eta = op (eval x eta) (eval y eta)

eval (UnOp op x) eta = op (eval x eta)






Lenguaje Algol-like

Al final del capitulo anterior terminamos con el estudio del lenguaje A<,
este era un lenguaje funcional con subtipado. En este capitulo vamos a tomar a
AS y vamos a agregar aspectos imperativos, a este nuevo lenguaje lo llamaremos
Alike.

Este nuevo lenguaje que vamos a estudiar pertenece a la clase de lenguaje
Algol-like; combinan aspectos funcionales con imperativos y se basan en evalu-
acién normal. Una propiedad importante de este tipo de lenguajes es la forma
en la que se evalaa la aplicaciéon de procedimientos en un programa, lo que
sucede es que la evaluacion del programa ocurre en dos etapas, en la primera
se reduce el programa hasta que la aplicacién del procedimiento desaparece
quedando de esta manera la parte imperativa por evaluar, que es lo que se
realiza en una segunda etapa.

A continuacién presentamos los cinco principio que segun [4] capturan la
esencia de los lenguajes Algol-like.

1. Algol-like se obtiene de un lenguaje imperativo simple imponiendo
un sistema para los procedimientos basado en el calculo lambda "fully
typede utilizando call-by-name. Donde con "fully typed"se refiere a que
todos los errores de tipo deben ser errores sintacticos.

2. Existe dos clases de tipos: los Data Types que representaran los conjuntos
de valores para expresiones y variables y los Phrase Types que represen-
taran los conjuntos de valores para las frases e identificadores.

3. El orden de evaluacién para las partes de una expresion y su conversion
implicita deberia estar indeterminada, pero el significado del lenguaje es
independiente de la indeterminacién.

4. La definicién de procedimientos, recursion, expresiones condicionales
pueden ser de cualquier Phrase Types.

5. El lenguaje contiene stack discipline y su definicion debe hacer esta
disciplina obvia.

El punto 3 se refiere a que tal como pasaba en AS, para una frase o expresién
puede existir mas de un juicio de tipado pero sin embargo la evaluacién de los
juicios de tipado resulta en un mismo valor semantico.

Sobre el ultimo punto hagamos un pequeno paréntesis para comentar a que
nos referimos con stack discipline: esta tiene que ver con el compactado del
ambiente y el almacén al terminar de ejecutar un comando con la finalidad de
perder toda referencia a las variables introducidas por este mismo.

Ademas, vamos a presentar una variante de semantica para el lenguaje en
la cual no tenemos stack discipline. Lo interesante es que lo vamos a lograr

35
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cambiando realmente muy poco sobre las ecuaciones semanticas y los dominios
originales que contemplan stack discipline.

4.1. Sintaxis de Alike

Como ya mencionamos A'"*¢ sera una extensién de AS, agregando las
construcciones para un lenguaje imperativo simple. Pero antes de hacer esta
extension hay algo a acomodar en cuantos a los lenguajes de donde se extiende
Altke: si consideramos el segundo punto de los principios de algol, el sistema
de tipos de AS es demasiado simple, en consecuencia debemos extenderlo.

Comencemos entonces acomodando nuestro sistema de tipos, empecemos
tomando los tipos bool, int y real de (Type) y separandolos por un lado, para
introducir la gramatica de los Data Types.

(Data Types) ::= bool | int | real

Por otro lado en (Type) tenemos el operador funcional —, este vamos a
moverlo a nuestra otra clase de tipos Phrase Types, esto recordado que nuestros
procedimientos segin el punto 4 deben tener este tipo. Vamos a agregar las
construcciones de tipos que representan los valores para los comandos, acepta-
dores, variables y expresiones. A este ultimo tipo se lo puede considerar como
el nuevo tipo que representa a los tipos como los teniamos antes, es decir, si una
frase antes tenia tipo int ahora tendra tipo intexp(resion). Dicho lo anterior no
hay duda sobre la utilidad de dexp como tipo, ahora repasemos de los demas
tipos que vamos a introducir, el tipo de los comandos no sera otra cosa que el
representante de las frases de la parte imperativa de nuestro lenguaje, el tipo
de las variables encapsulara las dos posibles utilizaciones de un identificador
de variable, es decir, ya sea como valor o como almacenamiento, para este
primero es que tenemos el tipo de las expresiones y para el segundo es donde
aparece el tipo de los aceptadores, este basicamente se encarga de representar
a un identificador de variables como un almacén de valores; es decir, si una
frase tiene tipo dacc puede aparecer en el lado izquierdo de una asignaciéon
pero no en el lado derecho.

(Phrase Types) ::= comm
| boolacc | intacc | realacc
| boolexp | intexp | realexp
| boolvar | intvar | realvar
| (Phrase Typesy — (Phrase Types)

Ahora que hemos actualizado el lenguaje de tipos necesario para A'*¢,
presentemos la gramatica de los programas; como mencionamos anteriormente
este lenguaje va a ser una extension de AS, agregando las construcciones
usuales de un lenguaje imperativo simple. Estas construcciones seran los co-
mandos para la declaracién de variables (newdvar), asignacién(:=), comando
neutro (skip), concatenacién de comandos (;) y un comando para iteraciones
(while).
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(Phrase) ::= (PBool) | (PInt) | (PReal)
| ® (Phrase) | (Phrase) ® (Phrase)
| if (Phrase) then (Phrase) else (Phrase)
| (Id)
| (Phrase)(Phrase)
| A (Id)e . (Phrase)
| rec(Phrase)
| new dvar (Id) := (Phrase) in (Phrase)
| (Phrase) := (Phrase) | skip | (Phrase) ; (Phrase)
| while (Phrase) do (Phrase)

(PBool) ::= True | False
(PNat) =:=01[1]2]...
(PInt) =:=...| =2 | —1] (PNat)

(PReal) = (PNat).{(PNat)}+
| —(PNat).{(PNat)}+

donde
(Id) es un conjunto numerable.
0 € (Phrase Types)
©e{="ly
©® €{+,—*x/, - rem,/\\V,= & = # <, >, < >}

4.2. Reglas de inferencia para Al

La modificacién de los tipos nos obliga a actualizar la relacién de subtipado,
ya que ahora, como mencionabamos antes, el tipo de una expresioén entera
no sera int sino intexp. Pero antes de acomodar esto definamos una nueva
relacion de orden para los tipos de (Data Types); en esta nueva relaciéon vamos
a retirar bool < int, cuyo fin en AS era tener casos de transitividad entre los
tipos que no funcionales, luego nos quedara la siguiente relacion entre los tipos
de datos.

real

int bool

Ahora utilizando este diagrama, que basicamente nos dice que int es sub-
tipo de real y que no ocurre nada mas interesante, presentamos la relacién de
los tipos de (Phrase Types),
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intacc realexp
realacc intexp boolacc boolexp
realvar intvar boolvar comm

Expliquemos un poco que estamos viendo: por un lado respetando la idea
de que int es ahora intexp y real es realexp, entonces vamos a tener intexp <
realexp; esta relacion se da vuelta si pensamos en el tipo de los aceptadores,
ya que si podemos almacenaren un valor de tipo realexp entonces podemos
almacenar un valor de tipo intexp y entonces tenemos realacc < intacc. Fi-
nalmente si pensamos que una variable puede ser usada tanto como valor o
contenedor, vamos a tener que, para cualquier § € (Data Types), dvar < dexp
y dvar < dacc.

Por ultimo podemos prestar especial atencién al supremo que aparece entre
realvar e intvar, el cual podria determinar un tipo particular de variable que
vista como aceptador tiene tipo intacc y vista como valor tiene tipo realexp.
De hecho, si nuestro lenguaje soportara el operador de tipos interseccién (&),
podriamos definir a este tipo particular de variable como intacc & realexp vy,
mas aun, podriamos definir a nuestro tipo actual dvar como dacc & dexp.

Dicho esto escribamos las nuevas reglas de tipado para estas relaciones
nuevas y aprovechemos para actualizar nuestras metavaribles en relacién a
nuestros nuevos tipos.

© € (Phrase Types) 'y b€ (Data Types)

Ty Rule: intexpTorealexp.

intexp < realexp

Ty Rule: realaccTointacc.

realacc < intacc

Ty Rule: dvarTodexp.

dvar < dexp

Ty Rule: dvarTodacc.

dvar < dacc
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Ademas de estas reglas de inferencia para el subtipado, nos van a hacer
falta actualizar las reglas de inferencia de AS con los tipos correspondientes del
lenguaje A€ y luego faltara también agregar reglas para los juicios de tipado
de las nuevas frases. Pero antes vamos a necesitar definir el nuevo lenguaje de
los contextos, como ha venido ocurriendo, esto sera actualizar los tipos viejos
por los nuevos.

Definicion 11. Un contexto estard definido por la siguiente gramdtica,
(Context) ::= @ | (Context),(Id):(Phrase Types)

tal que dado cualquier contexto iy : 0o, ..., ln : On, los identificadores 1o, ..., n
son todos distintos.

Ahora si, reescribamos las reglas de AS con los nuevos tipos, basicamente
lo que vamos a hacer es cambiar un tipo 6 por dexp,

Ty Rule: Constantes.

b : boolexp mti:intexp 7k 1 realexp

Ty Rule: Operadores basicos.

7 - e : boolexp Tk e:intexp - e:realexp
7 —e : boolexp 7 —e : intexp 7 —e : realexp
Tt e:intexp nk e’ :intexp

® € {+>_) *»/ ,rem}

nke®e’:intexp

7+ e : realexp ke’ :realexp

Q€1+, —y*
nk e® e’ :realexp th=

7+ e : boolexp ke’ : boolexp

6 /\)\/’ )
mk e® e’ :boolexp o el =9

Fe:d Fe':d .
7T7T |—e€ ©e': l:(oolixp 5 € {intexp, realexp}, © € {<, >, <, 2}

mh e: dexp ke’ : dexp

cE{=
ml- e e’ : boolexp oel=A

Ty Rule: Aplicacion.

mhHe:0 — 0/ mhHe’ :0
mhkee’ :0’
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Ty Rule: Operador de punto fijo.
nHe:0—0
mHrece:0

Ty Rule: Identificador.

L:0em
mE1:0

Ty Rule: Abstraccion lambda.

mL:0Fe: 0’
Tk Ag.e:0 — 0/

Ty Rule: Expresién condicional.

7+ b : boolexp mhe:0 ke :0
mhif bthen eelsee’: 0

con 0 € {dvar, dacc, dexp, comm}.

Hasta aqui lo que hemos hecho es recompilar y actualizar las reglas de
inferencia para la parte aplicativa del lenguaje, ahora definamos las regla de
los comandos skip, while y ; que no presentan ninguna particularidad que
valga la pena comentar y luego sigamos con la regla new dvar. Pero antes
notamos el hecho de que el juicio de tipado para la expresion condicional no es
todo lo general que plantea el punto 4 del comienzo del capitulo, la respuesta
para esta decisién se encuentra al momento de definir la ecuacién semantica
para este comando.

Ty Rule: skip.

7t - skip : comm

Ty Rule: while.

7t b : boolexp T e:comm

7+ while b do e : comm

Ty Rule: Composicion.

7T e : comm 7k e’ : comm
7F e;e’ : comm

En la regla de inferencia para la declaracion de variable, ocurre algo muy
similar a lo que ocurre con la regla de la abstraccién lambda en cuanto a que se
extiende el contexto, la principal diferencia sera que solamente vamos a poder
agregar el identificador con un phrase type particular, en tanto el tipo de un
identificador podra ser de la forma dvar.
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Ty Rule: Declaracion de variable.

ik e: dexp 7, L: dvar F e’ : comm

7+ new dvar L:= ein e’ : comm

Antes mencinabamos que el tipo dvar encapsulaba de manera bien separada
la nocién de un identificador utilizado como contenedor de un valor o utilizado
como un valor en si mismo. En la regla de la asignacién se ve como para guardar
un valor hace falta que la parte izquierda tenga tipo dacc, es decir el tipo dvar
visto como contenedor y la parte derecha tenga tipo dexp, que en el caso
de ser un identificador es el tipo dvar visto como valor, gracias al subtipado
dvar < dexp.

Ty Rule: Asignacién.

ik e: dacc ke’ : dexp

mhke:=e':comm

4.3. Semantica para A'*¢

A nivel sintactico vimos que A'**¢ estd compuesto por las frases de AS mas
frases que representan la parte imperativa; de hecho al presentar las reglas
de inferencia para las frases de A'*¢, las reglas de la parte de AS sufrieron un
Unico cambio simple en cuanto a los nombre de los tipos y pudimos aprovechar
la definicién completa. Ahora vamos a dar la semantica de A'**¢ y no vamos a
poder hacer algo similar con la semantica, es decir aprovechar las ecuaciones
seménticas que definimos para AS. La razon principal es que el significado de
nuestros tipos ya no sera tan simple debido a que aparecen cuestiones rela-
cionadas con el stack discipline.

Ademas para definir las dos seménticas que pretendemos para A'**¢, con
y sin stack discipline, vamos a tener definiciones extras, una para el juicio de
tipado de la declaracién de variables imperativas y otra para la categoria de
estados de la parte imperativa. Lo interesante de notar sobre estas definiciones
extras es que dadas todas las ecuaciones semanticas de nuestro lenguaje, var-
iando una sola ecuacién vamos a decidir sobre el tipo de implementacién en
relacion al stack discipline.

Comencemos adaptando la categoria de tipos ©, lo tnico por hacer sera
cambiar la clase de tipos de AS por los de Attke,

Definicion 12. La categoria de tipos, que nombraremos ©, se define como sigue

©o =1{0 |0 € (Phrase Types)}
©:(6,6')={6 — 0"]6 <6}

Sobre la categoria de contextos no hay nada que cambiar, luego lo que nos
queda por actualizar es la categoria DC; recordemos que DC en AS la habiamos
definido como la categoria concreta Dom. Ahora esto no es suficiente y vamos
a necesitar un enfoque bastante distinto debido a que la separacién que existe
entre el calculo lambda y la parte imperativa nos induce una separacion entre
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los ambientes y los estados. Asi, por ejemplo, sucede que [intexp] ya no sera un
Sint que represente el conjunto de enteros, si no que pasara a ser una funciéon
de estados en Siy.

Pero antes de continuar, definamos que sera un estado en nuestra semantica,
para el cual tendremos dos versiones, una version sera un conjunto de valores
pero con la particularidad de tener forma, donde aclarando un poco a que nos
referimos con forma, es que si tomaramos un estado (1, True) que pertenece a
Z x B, diremos que este estado tiene forma (Z,B). Las formas seran de bastante
importancia ya que ayudaran a mantener estados bien tipado. Para la otra
versiéon un estado serd una funcion de identificadores en valores.

Definicién 13. Un estado serd un elemento perteneciente a Sy X ... X Sy, con
1 < n con S; cualquiera de los conjuntos Siut, Sreal 0 Spoot- Diremos ademads que
este estado tiene forma (S1,...,Sn)

Ademds dados dos estados o y o', diremos que o extiende a ¢’ cuando la forma
de o sea tramo inicial de la forma de o’

Introduzcamos algunas funciones utiles que nos van a servir para operar
sobre los estados y las formas de los estados. Vamos a usar 4 para definir la
concatenacion de estados y formas de estado, ademas para operar sobre los
estados vamos a tener tres funciones basicas, head, tail y last.

Definicion 14. Sea o un estado con forma o +H o' luego definimos headyo y
taily o como los uinicos estados tales que head,o + tailqo = 0.

Ademds dado un estado o con forma a+ (S), tenemos que lastso sera el ultimo
valor contenido en el estado o.

Hasta aqui entonces hemos definido la primera version de estados, esta
sera la que se corresponda con la semantica con stack discipline. Pasemos a
definir la segunda versién, la cual se correspondera entonces con la semantica
sin stack discipline. Como ya mencionamos antes estos estados ahora seran
funciones de identificadores en valores, en un sentido similar a como es un
ambiente, la razén principal por la cual vamos a tener esta segunda versién
se basa en que vamos a querer dejar de lado la idea de que los estados tengan
forma y el problema que trae esto es que, justamente la forma es lo que nos
permite actualizar o consultar los valores de nuestro estado, por lo tanto
necesitamos otro tipo de estado con otro mecanismo para realizar esas acciones.
Para resolver esto usamos una idea similar a la propuesta en [5]] para el lenguaje
Iswim.

Definicion 15. Un estado serd un elemento pertenecientea L = |J I — S,
IeldF
donde 1dF serd un conjunto de subconjuntos finitos de (Id) y S = Sint + Srear + Sbool

Ahora con los estados definidos, vamos a dar las dos definiciones de la
categoria de estados, una sera la categoria en la que basicamente cada objeto
sera un conjunto de estados con la misma forma y una flecha entre dos objetos
determinara como contraer la forma de un objeto y como transformar un estado
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con cierta forma en un estado mas grande. Y la otra categoria tendra un solo
objeto que agrupara a todos los estados sin importar la forma y cuya anica
flecha seré la identidad.

Definicion 16. La categoria de estados, que nombraremos SD, se define como sigue,

SDy ={C | C es el conjunto de todos los estados con determinada forma}
SD:(C,C") = {C ™% ¢/ | ¢’ extiende a C)

donde h: C' — C s:(C—=Cl)—=(C'—=C))
h =headc sc0 = (Ao. o+ (tailz0))L (c(h o))

C'=CHC

Notar que si tomamos un objeto C de SD podemos hablar de que este obje-
to tiene cierta forma, basicamente la forma de los estados que agrupa, luego
podemos hablar de que dado otro objeto C’, este extiende a C y esta extensién
se determina de la misma manera que para los estados. Ademas aprovechamos
que podemos hablar acerca de que C tiene forma, para hacer un abuso de
notacion en head y tail.

Ahora definamos la segunda categoria de estados que mencionamos anteri-
ormente, recordemos que esta sera la categoria de estados en la semantica sin
stack discipline.

Definicion 17. La categoria de estados, que nombraremos SD, se define como sigue,
SDp={Z}
y cuya unica flecha es (1n, 15) : £ — Z, tal que

Th:Z—oX 1s:(Z—XZ))=(Z—>ZX))
lho=o0 lsc=c

Una aclaracién importante es que, salvo aclaracion, cuando hablemos de
la categoria C vamos a estar refiriéndonos tanto a SD como a SD. Dicho esto,
estamos en condiciones de definir quien sera DC, una idea inicial es pensar
en la categoria funtorial Dom® como sugiere [5, Cap 19], pero parece existir
un problema seglin se menciona en [2]] que tiene que ver con que Dom® no es
inmediatamente CCC a pesar de que Dom lo sea y habiamos mencionado que
ibamos a querer que nuestra categoria DC sea CCC. En esta ultima referencia
entonces se plantea el uso de PDom, luego DC nos queda como la categoria
funtorial PDom®.

Para la definicién de las ecuaciones semanticas primero vamos a tener que
acomodar la semantica de nuestros tipos y contextos. Como ya mencionamos
antes la representacion que vamos a necesitar, por ejemplo, para el tipo intexp
ya no sera tan simple como antes. La nueva definicién semantica de intexp
sera un funtor entre la categoria de estados C y la categoria funtorial DC.
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Notar que como nuestra categoria DC es ahora una categoria funtorial,
vamos a tener que la semantica de un objeto 0 de © serd un funtor,

[6] : C — PDom
tal que aplicado a un objeto C, de C es,

[6]C : PDom

y aplicado a una flecha C s) e es,

[6](h,s) : [0]C — [0]C".

en general, el comportamiento de este funtor aplicado a una flecha sera la
traduccion del estado actual con forma C<a un estado extendido con forma C’.
Ademas, la semantica de una flecha © —— 0’ de © sera una transformacion
natural, indexada por objetos de C,

[0 —=~ 0']C:[0]C — [0']C.
Definicion 18. Sea [_]| : © — DC un funtor, tal que

[dexp]oC=C — (S5) 1
[6exp]o(h,s)e=eoh

[comm]oC=C — C
[comm]o(h,s)c=sc

[6acc]oC =Ss — [comm]C
[6acc]o(h,s) a=soa

[6var]oC = [dacc]C x [dexp]C
[svar]o(h,s) (a,e) = ([dacc](h,s) a, [sexp](h,s) e)

[6—0']0C :NatA([[eﬂ(C H _A),
[6 — 8'Jo(h,s) f C=f(C+ C)
donde C H C =C’

[0'1(C+ _))

[intexp < realexp]1Ce=Joe con J lainyeccion de enteros en reales.
[realacc < intacc];Ca=aocJ

[6var < dexp]:1C (a,e) =e

[6var < bdacc]:1C (a,e) =a

[0 <6]:iC=Tpe)c

[0<0”];C=[0"<0"];Co]0<6C
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[(80 — 8)) < (61 —0))[iCfC R
=[65 <611 (C+ C)o (f C)o[8; < B0]1(C+ C)

Ahora que hemos definido las ecuaciones semanticas para nuestros tipos
hagamos un repaso sobre las mas relevantes de ellas. En determinados momen-
tos vamos a hablar acerca de alcance con forma, a lo que nos vamos a referir es,
no solo al contexto en el cual un identificador tiene sentido, sino ademas a la
forma que debe tener un estado en ese contexto.

= Un elemento de [6exp]C, como ya hemos mencionado, sera una funcién
de un estado en un conjunto S5 de valores; la motivacién de esta defini-
cién es poder disponer del estado para obtener el valor de una variable
imperativa cuando se la utiliza como expresién.

» [dexp](h,s) e, aca e : C — (Ss)1, luego hacemos la transformacion
componiendo con h: C’ — C, para obtenereoh: C’ — (S;5) .

= Un elemento de [comm]C, esta tal vez sea la mas intuitiva, serd una
funcion de un estado con forma C en otro con la misma forma C, como
en todos los casos contemplando la no terminacién.

s [comm](h,s) c, parecido a como pasaba para dexp, tenemosunc: C —
C. ytenemosques:(C— C,;)— (C'— C’) luegosc:C'— C/.

= Un elemento de [dacc]C, el tipo representa a la variable como contene-
dora de valores, luego la semantica sera una funcioén que toma un valor
en S5, un estado y devuelve un nuevo estado con el valor de la variable
modificado.

= [bacc](h,s) a, como menciondbamos antes, a : S5 — (C — C ) ys:
(C— CL) = (C" = C'), por lo tanto con la composicién so a : S5 —
(C’ — C/) obtenemos la nueva funcién que actualiza valores de una
variable en un estado extendido.

s [0 — 0']C, para interpretar esta ecuacién podemos empezar cuestionan-
do porque no podria estar definida de la siguiente manera,

[0 — 0”]C = [0]C — [0’]C

y el problema esta en que uno debe preguntarse bajo que alcance se
realiza la aplicacion: basicamente puede suceder que la aplicaciéon suceda
en un alcance que tiene nuevas declaraciones y como consecuencia de
esto, el estado tenga diferente forma. La solucién entonces se basa en
obtener cuanto se extendio el estado y hacerlo de una manera uniforme.

» [0 — 0](h,s) f, pensemos que f puede aplicarse en un alcance con, por
lo menos, forma C y queremos que pase a, por lo menos, poder aplicarse
en un alcance con forma C’, entonces ampliamos hasta por lo menos la
forma C’, con C y agregamos la posibilidad de seguir ampliando con C.
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v [(B0 — 0)) < (67 — 0)iCf 6, lo que sucede con esta ecuacién no

es muy diferente a lo que pasa con la definicién hecha en A<, el Gnico
cuidado que hay que tener es el de extender la forma de C.

Pasemos ahora a definir la semantica de nuestros contextos, como hicimos
con los tipos; empecemos analizando los tipos de las ecuaciones que vamos a
definir. Sea 7t un objeto de IT luego tenemos que

[7]C : PDom,
[l (hys) = [7]C — [7]C"y

[r —=» 7'];C: []C — [7]C

Definicién 19. Sea [_] : TT — DC un funtor, tal que

[*loC= I [mC

tedom 7

[mo(hys)n=[I [m](h,s)(ny)

tedom 7

[r<7]:C= [ [m<aJCny)
tedom 7
De esta definicion la ecuacién que mas nos va a interesar sera [7t]o(h,s) 7,
que nos servira para acomodar un ambiente 1 a una determinada forma cuando
lo extendemos agregando un valor; veremos ademas que esto pasa solamente
para la abstracciéon lambda y la declaracién de variable imperativa.

Ahora que hemos definido la semantica de contextos y tipos, podemos
continuar con la semantica de los juicios de tipado de las frases. Como hici-
mos antes vamos a definir un funtor, solo que este tomara un juicio de tipado
m k- e: 0y devolverd una transformacién natural del funtor [7] en el funtor
[6] indexada por objetos de C. Nota: vamos a escribir el objeto que indexa no
como subindice sino como un argumento mas.

Ademas vamos a escribir las ecuaciones utilizando las funciones (_)g y
(L)e que definimos en A™.

Denotal Sem: Constantes.
[tF b :boolexp]Cno=1; b
[tk i:intexp]Cno=11

[tk r:realexp]Cno=1u1r
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Denotal Sem: Operadores unarios.
[t —b : boolexp]]C = —¢ o [+ b : boolexp]C
[tk —1i:intexp]C = —g o [ 1i: intexp]C
[t —r:realexp]C = —g o [t r: realexp]C
Denotal Sem: Operadores binarios

[tHb®b’:boolexp]|Cn o=
Og ([t b : boolexp]Cn o) ([t b’ : boolexp]Cn o)

con ® € {/\,V,=, &}

[tHi@i : exp]Cno=
®e ([t 1:8exp]Cn o) (ki :dexp]Cn o)

con & € {+,—,*, /rem}, 5 € {int, real}

[tk eo e’ :boolexp]Cno=
O ([t e: dexp]Cno) ([t e : dexp]Cn o)

con & € {<,>,<,>}, b € {int, real}

[tk ece’:boolexp]Cno=
S ([t e’ :dexp]Cn o) ([rtF e: dexp]|Cn o)

con © € {=, #}

Denotal Sem: Expresién condicional.

[rtH if b then e else e’ : dacc|[Cnz o=
(Ab.if bthen [tk e:dacc]Cnzo

else [t e’ :dacc|[Cnzo)y ([tk b:boolexp]|Cn o)

[t if b then e else e’ : dexp]Cn o =
(Ab.if bthen [tk e: dexp]Cn o
else [t e’ : dexp]|Cn o)y ([t+ b :boolexp]Cn o)

[+ if b then e else e’ : comm]Cn o =
(Ab.if bthen [+ e:comm]Cn o

else [t e’ : comm]Cn o)y ([rF b:boolexp]Cn o)

[t if b then e else e’ : dvar]|Cn =
( [tk if b then e else e’ : 6acc|Cr, [t if b then e else e’ : Sexp]Cn )

En este punto vamos a hacer un paréntesis para comentar la restriccion en
el tipado del condicional. Recordando, ibamos a evitar que el juicio de tipado
7+ if bthen eelse e’ : 0 — 0/, sea valido; basandonos en las ecuaciones
semanticas para los distintos juicios de tipado de la expresion condicional que

47
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hemos dado, la razén entonces esta en notar que para evaluar el comando
condicional tenemos que “rescatar” el estado para poder evaluar el juicio de
la guarda m - b : boolexp, entonces para el caso en que nuestra expresiéon
condicional tipa a dexp o comm es sencillo porque el estado esta “a la mano”,
ya para dacc no es tan cierto pero no es una limitacién vemos que primero
tenemos que “rescatar” un z y después recién aparece el estado.

Veamos ahora algunas de las complicaciones cuando el tipo de nuestro juicio
de tipado para la expresiéon condicional tiene varias flechas(—), supongamos
tenemos el juicio 7t F if b then f else f' : 0 — 0’ — 0" y recordemos que
la semantica de 6p — 07 se puede resumir en, tomar una posible expansiéon
del estado, un valor para agregar al ambiente que sera el valor pasado por
argumento y finalmente aparece nuestro estado en alguna de las formas que
sabemos “rescatarlo” siempre y cuando 61 no sea algo de tipo flecha.

La pregunta que surge entonces es ; COmo saber cuantos z's y C’s hay que
rescatar hasta encontrarse el estado?; Continuando con el ejemplo, f podria
ser la expresion At.e tal que, abusando de notacién, 1 : 0 — 0’. Esto implicaria
rescatar un solo z y un solo C para encontrar el estado, una primera idea podria
ser usar la informacién del tipo de  ya que tenemos tipado explicito, luego
tomariamos este zy C y evaluariamos cada caso de la expresiéon condicional
pasando estos valores, parecido a como hacemos cuando tenemos el tipo dacc.
Esta entonces pareceria ser una posible solucion, pero surge otra complicacion
supongamos f’ es igual a (AL".At.e)e’ es decir, f' tipa correctamente pero sin
embargo no es una abstraccién lambda, si no que hay una aplicacién y esto
implica entonces que rescatar el estado es distinto para una componente que
para otra de la expresion condicional. En resumen, no es tan sencillo saber de
qué forma “rescatar” el estado para evaluar la guarda.

Una solucién podria llegar a tener que ver con siempre tener el estado “a
mano” para poder rescatarlo”, con esta idea en mente proponemos entonces la
siguiente idea. Lo primero sera agregar un tipo nuevo a nuestros (Phrase Types),
para esto entonces vamos a tener que acomodar la sintaxis y dar nuevas reglas
de tipado, ademas de dar el significado semantico, tanto del tipo nuevo como
de su nuevo juicio de tipado.

(Phrase Types) ::= (Phrase Types) | IF (Phrase Types)

Ahora con este nuevo tipo entonces lo que hacemos es actualizar el juicio
de tipado de la expresion condicional de la siguiente manera

b : boolexp nmhe:0 nhke’:0
ntif btheneelsee’ :IF 0

prestando especial atencién a que ahora no restringimos 6, sacando —.
Donde el significado de nuestro tipo IF 0 sera un funtor de C —— PDom tal
que, tomando una flecha (h,s) : C — C’

[IF 0] C : PDom
[IF 8]C =C — [6]C
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[IF O] (h,s) : [IF 6]C — [IF 6]C’
[IF 6] (h,s) if =ifoh
para finalizar, actualizamos nuestra ecuacién semantica para el juicio de

tipado. Es interesante que con esta nueva definicién no nos haran falta separa
por casos en el tipo 0

[t if b then e else e’ : IF 6]C n : [IF 0] C

[tk if b then eelsee’ : IF0]Cn:C — [0]C

[t if btheneelsee’ :IFO]Cno=

(Ab.if bthen [tk e: 0]Cn
else [tHe’:0]Cn)y ([rr+ b: boolexp]C 1 o)

Ahora bien, esta posible solucién no sera estudiada en detalle y solamente
vale como ejercicio para tener una idea mas formal de lo que seria practico
tener como ecuacién semantica para la expresion condicional. En el resto del
capitulo vamos a seguir considerando la idea original.

Una aclaracién importante sobre las ecuaciones para rec y while es que
vamos a usar el operador Y de punto fijo bajo la seguridad de que [0]C es un
dominio para cualquier 0.

Denotal Sem: Aplicacién.

[tHee’:0']Cn=[nFe:0—=0'ICn{) ([tte’ :0]Cn)
Denotal Sem: Operador de punto fijo.

[t rece:8]Cn=Ypepc ([t-e:0 — 0]Cn)()

Denotal Sem: Identificador.
[t 1:0]Cn=nt cuando t: 0 € 7.
Denotal Sem: skip.

[tk skip : comm]|Cno=t; 0
Denotal Sem: Composicién.

[tk e;e’ : comm]Cn = ([nF e’ :comm]Cn)y o([rF e:comm]Cn)
Denotal Sem: while.

[t + while b do e: comm]Cn =

Y[[comm]]C (?\C Ao.

(Ab.if bthency ([t e: comm]Cn o)
else iy 0) 1 ([tF b: boolexp]Cn o))
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Denotal Sem: Asignacion.

[t-e:=e':comm]Cno=
(Ax. [tk e:dacc]Cnx o)y ([t e’ :dexp]Cn o)

Denotal Sem: Abstraccién lambda.
[THAw.e:0 =0 CnC'z=[m1:0Fe:0'] (CH C')[[n](h,s)nlt:z]
con (h,s):C — (C+ C')

Denotal Sem: Subsuncion.

[tHe:0]C=[0'<0O]Conte:0']C

Hasta aqui hemos definido todas las ecuaciones seménticas de A'**¢ salvo
para el comando new dvar, para este vamos a tener dos definiciones y con
estas, en conjunto con las dos categorias de estados, vamos a completar las dos
semanticas que estudiamos.

Denotal Sem: Declaracion de variable (Stack discipline).

[7tF new dvar t:=eiin c: comm]Cn o=
Hy (A v. [y Lz bvar = ¢ : comm] (C+H (Ss)) Next Text) 1
([t ei: dexp]Cno))

con (h,s):C — (C+H (Ss))
a =MAz.AG. 11((headcO) H (z))
e =7 o lasts,
Oext = 0+ (V)
Next = [[7](h,s)n[t:(a,e)]
H = headc

Expliquemos la ecuacién detenidamente, recordando que esta es la version
con stack discipline: el comportamiento que este comando deberia tener es
evaluar el comando c en un estado y ambiente extendidos con el identificador
L, este con el valor inicial correspondiente de haber evaluado ei y al terminar
la evaluacion de c contraer el estado y el ambiente, tirando de esa manera toda
referencia al identificador t.

Suponiendo siempre que la evaluacion de nuestras frases y comandos ter-
mina, lo primero que hacemos es evaluar el juicio de tipado 7 I ei : dexp con
el ambiente y estado sin extender; esta evaluacién nos retorna un valor que
vamos a nombrar z, este sera el valor para inicializar el identificador t. Luego
pasamos a evaluar 7 ¢ : comm, aca vamos a tener que extender el ambiente
y el estado, asi como también el conjunto de estados con el tipo basico del
identificador.

Extender el estado sera simplemente pegar por atras el valor z al estado o;
extender el ambiente ya no es tan simple: por un lado si ocurre que agregamos
el identificador t con el par aceptador-evaluador por atras pero no al ambiente
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tal cual lo teniamos, sino a un nuevo ambiente que es el resultado de acomodar
el ambiente original a la extensién del estado, mas adelante vamos a ver por
qué esto es importante. Sobre el par aceptador-evaluador podemos notar que
evaluar 1 como expresion serd evaluar e, es decir, sera obtener el ultimo ele-
mento del estado y evaluar t como aceptador sera recortar el estado hasta justo
antes del valor actual y pegar por atras el nuevo valor.

Finalmente al terminar de evaluar 7 - ¢ : comm obtenemos un estado con
forma C + (Ss) y necesitamos contraerlo para eliminar el valor de t, esto lo
hace H, recortando el estado hasta justo antes del valor, tal como pasaba con
la evaluacion de t como aceptador pero sin agregar ningn valor nuevo.

Repasemos con un ejemplo todo lo comentado anteriormente.
Ejemplo Supongamos tenemos un comando (programa),

new intvar t:= 0 in
new intvar k := 1 in
K:=1L;
skip

y la siguiente derivacién que nos prueba que esta bien tipado para obtener
el juicio de tipado - newt ; skip : comm, donde newt es el primer comando
newintvar, ademas vamos a llamar newk al otro comando newintvar. Dividi-
mos la derivacion en tres partes, en las que 7, .. ¢, , representa el contexto
con &, ..., &, identificadores.

T« - K :intvar intvar < intexp T« - L:intvar intvar < intexp

T« - K :intacc T« - L:intexp

7, K :intvar - K := (: comm

m, - 1:intexp T, K :intvar - K := Lt : comm

L :intvar - newk : comm

F 0 :intexp t:intvar - newk : comm

F newt: comm F skip : comm

F newt ; skip : comm

Ahora que tenemos nuestro juicio de tipado - newt ; skip : comm podemos
continuar con la evaluacién, podemos empezar evaluando a vista y notar que a
lo que pretendemos que evalué este juicio es a (), el estado vacio, pero ademas
y es la principal razén por la que esta el comando skip, es ver que luego de
ejecutar un new dvar el comando que siga a este no sabe nada acerca de lo que
paso dentro y con los identificadores. Tomamos ambiente y estado vacios,

[ newt; skip : comm]{)[]{) =
(([F skip : comm]{)[]) ;; o [ newt: comm]{}[]){)
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ahora pasemos a evaluar juicio de tipado para newt

[F newt: comm]{)[]{) =
H, (A v. [v: intvar - newk : comm] (() + (Sint)) Next Text) il

(I 0 - intexp[{) [1 ()))

donde Mext sera simplemente agregar el identificador vy el par (a,,e,) y
Oext Sera la lista de valores con un tinico valor, el 0.

[F newt: comm]()[]{) = H_ [i: intvar - newk : comm] (Sin¢) [t: (a,,e,) ] (0)

con a, = Av. AG. (1((head o) H (v))
e, = 1y o lasts,,

evaluamos el newk como hicimos con newt pero con el cuidado de que
ahora no tenemos forma, ni ambiente, ni estado vacios

[, F newk : comm] (Sine) [v: (ai,e,)](0) =
Hy ((Av. [,k :intvar F k := t: comm] ((Sint) + (Sint)) Next Text) 1L

([rr, =1 :intexp]{) [1()))

como antes, tenemos que ver quiénes Seran Mnew Y Onew; €mpezando por
este ultimo es sencillo y es simplemente pegar por atras el valor 1. En cuanto a
Tnew ya no es tan directo, lo que sucede es que vamos a tener que acomodar el
antiguo ambiente, [t : (a,,e,) ], y luego agregar el identificador k con el par
(ag, ex)-
Para acomodar el ambiente utilizamos [7t,](h, s) donde (Sin:) {has) (Sints Sint ),
es decir, este funtor aplicado a la flecha (h,s) toma un ambiente de tipo
[7t.]{Sint) y nos retorna un ambiente con tipo [71,](Sint, Sint)-

[[T[L]] (h) S) [i: <au eL> I=1[v: [[WLL]](]’L,SMCIL, eL> =
[i: [intvar](h,s){a. e, ] = [v: ([intacc](h,s)a,, [intacc](h,s)e,) ] =
[t:(soa,e oh)]

ahora si podemos extender el ambiente [1: (soa,, e, oh) | k: {ag,ex) ]y este
sera nuestro nuevo ambiente Ty ew. Luego podemos avanzar un poco méas con
la evaluacion y pasar en limpio la ultima ecuacién,

[t F newk : comm] (Sine) [t: (a,e) ] (0) =
Hi [7t« F k=t comm] (Sing, Sint) [L: (s0a, e oh) [k (ax, eq)](0,1)

con a, = Av. AG. t1((head s, ,0) H (v))
e = I o lastsg,,,
(soa)x0 = (Ao. o+ tails,y0)1(a, x (heads,,)0))
e,.oh=e oheads

int)*
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Haciendo un repaso general de lo que llevamos hecho, tenemos evaluado
hasta el comando de asignacioén, esto implica haber evaluado los comandos
para introducir variables imperativas, lo mas importante a repasar son los
pares aceptor-evaluador de los identificadores t y k. Empezando con t, vemos
que usarlo como expresion es utilizar como e, que sabe como retornar el valor
asociado a t dado un estado con forma (Sint), luego acomodando esto al intro-
ducir «, lo que sucede es que usar como expresion a t es utilizar e, o head s, ),
es decir, dado un estado con forma (Sint, Sint), primero nos quedamos con la
parte inicial sin la extension del identificador k y luego ya podemos utilizar e,
en un estado con forma (Sin¢). Notar que si fuera el caso general de agregar n
variables imperativas anidadas, supongamos &, ..., &,, entonces para rescatar
la variable i-esima vamos a hacer n — i head’s y luego aparece la definicion
e;, original de cuando se introdujo el identificador.

Si en cambio usamos a t como aceptador de valor, entonces sera utilizar a, que
sabe recortar un estado con forma (Siy¢) de manera de perder justo el valor
asociado a (; al agregar k hay que acomodar la funcién a utilizar cuando usamos
t como aceptador, para esto vamos a usar s : ({Sint) = (Sint) 1) — ((Sint, Sint) —
(Sint, Sint) 1), esta funcién basicamente va a tomar a x : (Sin¢) — (Sint) L, rECOI-
tar un la parte inicial de un estado con forma (Sint, Sint), aplicar a x en ese
estado y luego concatenar el resultado de esa aplicacion con la parte final del
estado original con forma (Sint, Sint)-

Notar que para las funciones e, y a« el comportamiento es analogo al com-
portamiento para e, y a, cuando no se agregan variables imperativas nuevas.
Hecho este repaso, podemos continuar con la evaluacién del juicio de tipado de
la asignacion, aca vamos a ver como es que utilizamos un identificador tanto
como aceptor y como valor.

[« F k=t comm] (Sing, Sint) Nk (0,1) =
(Ax. [« = @ intacc](Sint, mt) Mo X (0, 1))
[[TEL kL lnteXP]] < inty 1nt> N,k <O) 1>)

evaluemos detenidamente el juicio de tipado para t: es importante notar que
en la derivacion de nuestro juicio de tipado para tipar t no alcanza con simple-
mente buscar en el contexto, ya que t tiene tipo intvar entonces hay que usar
una regla de subtipado, por lo tanto esto impacta de la siguiente manera en
nuestra evaluaciéon

[t « F v intexp] (Sint, Sint) N,k (0,1) =
([intvar < intexp] (Sin¢, Sint) © [T« F L intvar] (Sing, Sine)) Nk (0,1) =
[intvar < intexp] (Sint, Sint) (M« 1) (0,1) =

[intvar < intexp] (Sint, Sint)({s 0 ai,e, 0 h)) (0,1) = (e, o h) (0,
(e, 0 head<5im>)<0, 1) = LT(l(lSts (head<5im> 0,1))) = (l(lsts

D
int int <O>

volviendo ahora con t evaluado como expresién

[« F k=t comm] (Sing, Sint) No,x (0, 1) =
[m,« F k :intacc](Sint, Sint) M, 0 (0, 1)
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ahora evaluando similar a como hicimos con ty teniendo el mismo cuidado
con el subtipado del identificador k de intvar a intacc

[« F «:intacc](Sint, Sint) Ny, 0 (0, 1) =
([intvar < intacc] (Sint, Sint) © [71,,« F K @ intvar] (Sint, Sint)) N,« 0 (0, 1) =
[intvar < intacc] (Sin¢, Sint)(M,cK) 0 (0, 1) =
[intvar < intacc] (Sint, Sint){ak,€x) 0 (0,1) =a, 0(0,1) =
v ((heads,,) (0, 1)) + (0)) = 4 ((0) + (0)) = ( ,0)

de nuevo, reescribiendo ahora con la evaluacién terminada de k, tenemos
[« b k:=1:comm] (Sing, Sint) N,x (0, 1) = 11(0,0)

y con esto ya casi terminamos, ahora volviendo a la evaluacién de la composi-
cién entre newt y skip,

([ skip : comm]{}[]) iy ([F newt: comm]{)[1{)) =
(Ao. yo)u (HJ_(HJ_LT<O»O>)) =

(Ao .LTO') ((heady).((heads,,)
(Ao. o) (head, ohead Sine) J_LT<0
(Ao 110) s (headg(head s 0,0)))

Llr <O» 0)))

0>

= (Ao 10) (1) = 1)

y con esto terminamos la evaluacién del juicio de tipado completo y ademas
con el resultado esperado.

A continuacién vamos a introducir nuestra versién de ecuacién semantica
que en conjunto con la segunda categoria de estados que dimos en la definicién
[17]conforman la seméntica sin stack discipline. Lo que pretendemos con esta
semantica seria, que al terminar de evaluar el comando newdvar no exista
compactacion del almacén, a diferencia de lo que paso en el ejemplo anterior
que al terminar de evaluar un comando newbdvar el siguiente comando no sabe
nada acerca de los identificadores y valores a los que se evalud.

En el momento en que introducimos las definiciones de estados men-
cionabamos que, para esta segunda versién, ibamos a abandonar el hecho
de que los estados tengan forma, ahora que avanzamos mas podemos comentar
la razén: uno puede pensar para la version con stack discipline que la forma
del estado esta totalmente relacionada con la cantidad, y el tipo, de identifi-
cadores que se han introducido y son accesibles en cierto comando anidado
del newbdvar, de esta manera cuando terminabamos de evaluar un newdvar
automaticamente perdiamos un elemento del estado. La cuestién ahora es que,
nosotros queremos que la cantidad de valores de un estado no tenga relacién
con la cantidad de comandos para introducir identificadores.
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Denotal Sem: Declaracion de variable (Sin stack discipline).

[7tH new évar t:=einc:comm]|Cno=
Hi ((Av. [, : dvar ¢ : comm] CMnew Onew)u ([T F e: 8exp]Cn o))

conavo=[o]tL:isv]
e o= (Av.v)soL
Onew = [0 L: V]
ﬂnew:[n‘t:<a)e>}
H=1¢

De la misma forma que hicimos con la primera ecuacion semantica de este
comando, repasemos cada parte de la nueva ecuacion. En general todo sobre la
nueva ecuacion es igual, los detalles importantes estan en las funciones a, e
y H, empecemos notando que H la cual en la otra semantica era la encargada
de recortar el estado cuando terminaba la evalucién del cuerpo, ahora es la
identidad, es decir, vamos a retornar el estado tal cual estaba al terminar de
evaluar el cuerpo. La funcién para evaluar el identificador como aceptador,
es decir a, sobrescribe el valor antiguo del estado, lo nuevo que aparece acé
es el 15 esta funcién es la inyeccidén de S5 en S, recordando que S es la uniéon
disjunta de Sint, Sreal ¥ Sbool-

Para explicar la funcién para evaluar el identificador como valor, primero
vamos a introducir la funcién (_)s que dada una f de Ss en Ss se define asi,

fs(sx) =fx

luego simplemente sera aplicar el estado al identificador, la Ginica salvedad
importante es que oL : S y nosotros necesitamos algo de tipo S5, para esto
utilizamos (Av. v)s.

Existe una observacién importantes que surge de pensar el siguiente caso,
supongamos tenemos un e : L — Siy¢ Y Un OL @ Speel, luego e podria estar
definido asi (Av.v)int O, esto es un problema ya que (Av.v)in¢ espera algo de tipo
entero y ot es algo de tipo booleano, para manejar esto deberiamos introducir
todo un manejo extra de errores de tipos en momento de evaluacién, y como
consecuencia nuestra semantica sin stack discipline generaria una nueva clase
de errores que la semantica con stack discipline no genera ya que, segtn el
primer principio, todos los errores de tipos deben ser sintacticos. Por esta razén
vamos a completar la definiciéon de (_)s de la siguiente manera f5(15/x) = L.

Pero es interesante pensar en qué casos nuestra semantica sin stack dis-
cipline generaria estos errores, nos damos cuenta que esto puede pasar solo
cuando intentamos evaluar juicios de tipado no cerrados, es decir que contienen
variables libre. Analicemos por qué esta afirmacién, empecemos suponiendo
que tenemos un comando cerrado y que tenemos un o cualquiera, es decir que
por ejemplo tiene identificadores con valores asociados, luego cada vez que
aparezca un identificador como comando, lo que tiene que haber ocurrido es
que este identificador es un subcomando de uno o varios newdvar y por lo
tanto al evaluar este comando pisamos la posible existencia de un identificador
asociado a un valor del tipo inadecuado. El problema entonces surge cuando
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evaluamos un comando no cerrado, ya que es posible que nos encontremos
con un identificador como comando a evaluar, sin que este sea subcomando de
uno o varios newdvar y por lo tanto el tipo del valor asociado al identificador
en el estado no sea el correcto. Otro problema que podria surgir seria que no
existe el identificador t en el dominio de nuestro estado o, es decir, estariamos
intentando utilizar un identificador que no aparece en el estado.

La solucién a esto es pensar que, para los programas que vamos a querer
evaluar o que pretendemos sean programas validos a evaluar, van a ser siempre
cerrados, por lo tanto este comportamiento extrano que podria llegar a tener
nuestro evaluador sin stack discipline puede ser despreciable basandonos en
esta suponsicion, y que sera una restricciéon importante en caso de comparar
las semanticas de uno y otro.

4.4. Naturalidad de las ecuaciones semanticas

Para el lenguaje A, y por lo tanto también para AS, probamos que las
ecuaciones estuvieran bien definidas, es decir que fueran funciones continuas.
Ahora vamos a hacer lo mismo para las ecuaciones de A'**¢ con la diferencia de
que por las definiciones categoéricas que hicimos vamos a probar que nuestras
ecuaciones sean transformaciones naturales. Dado un juicio de tipado valido,
7k e : 0, vamos a querer probar que el siguiente diagrama conmuta, donde
(h,s):C ——= C’enC

[]C [tHe:0]C - [0]C
[ (h, s) [6](h,s)
[C’ [t-e:0]C" [e[C’

Proposicion 3. Sea (h,s):C — C'yseaf:C— C yf':C— C,, entonces
vale

s(f], o) =s(f')u os(f)

Teorema 5 (de naturalidad). Dado un juicio de tipado valido t+ e : © y una

flecha C 3] 7 en Cse cumple,
[6](h,s) otk e:0]C=[nt e:0]C’o[n](h,s)

Demostracion. Procedamos por induccion en la estructura de la derivacion de

los juicios de tipado, supongamos un 1 : [f]Cyuno’: C'talque 0: C,G:C,

CHC=CyoHo=0"
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= Casos base

* Para la introduccién de constantes consideramos 7t - b : boolexp,
los casos de intexp y realexp son analogos.

[boolexp](h,s)([t - b : boolexp]Cn)o’ = [boolexp](h,s)(Ac.1b)o’

&)\O‘. tb)oh)o’ = (Ac.1b)(ho’) =1b=[nF b: boolexp]C’([7](h,s)n)c’

* Supongamos 7wt 1:6,
por un lado tenemos, [0](h,s)([tF ¢: 0]Cn) = [0] (h,s)(nt)
y por el otro, [t v : 8] C/([] (h, s)n) = ([] (h, s)n)t
donde utilizando la definicién de [7] (h, s)n, obtenemos

([r] (hy sin)e = [ (h, s) (1) = [6] (h, s)(My)
= Casos inductivos

* Para introducciéon de operadores unarios consideramos 7t - —e :
boolexp, los demas casos, incluidos los operadores binarios, son
analogos.

[boolexp](h, s)([rt - —e : boolexp]Cn)o’ =
[boolexp](h,s)(Ac. =g ([7t - e : boolexp]Cno))o’ =
((Ao. ~a ([t F e : boolexp]Cno)) o h)o’' =

—o([t e: boolexp]Cn(ho’)) =

—o(([t+ e : boolexp]Cnoh)o’)) =
—o([boolexp](h,s) ([t e : boolexp]Cn)c’)

hasta aca ha sido simplemente reescribir usando definiciones, de
esta manera llegamos a poder aplicar la hipédtesis inductiva,

—o([boolexp](h,s) ([t e : boolexp]|Cn)c’)
—o ([t e: boolexp]C([r](h,s)n)c’) =
[t —e : boolexp] C([x](h,s)n)o’

* Supongamos 7t |- if b then e else e’ : 6, para este caso nos vamos
a enfocar en probar el caso para 0 = dexp ya que los demas son
analogos o incluso iguales pensando en comm.

[6exp](h,s)([rr - if b then e else e’ : dexp]Cn)o’ =
([t if b then e else e’ : dexp]Cnoh)o’ =
[z if b then e else e’ : Sexp]Cn(ho’) =
(Ab. if b then [tF e: dexp]Cn (ho')
else [t e’ : dexp]Cn (ho'))
([t b : boolexp]C n (ho'))
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resolviendo el otro lado de la igualdad,

[t if b then e else e’ : Sexp]C’([7](h, s)n)o’ =
(Ab. if b then [t e: dexp]C’ ([7](h, s)n cr’
else [t e’ : dexp]C’ ([r](h,s)n ’)l
([t b : boolexp]C’ [[717]] h, s)n

ahora vamos a usar hipotesis inductiva en el juicio de tipado de b,
[7t+ b : boolexp]Cn (ho') = [t b : boolexp]|C’ ([7](h,s)n) o’

y entonces vamos a suponer que la evaluacion de juicio de tipado
7+ b : boolexp es verdadera, luego tenemos que ver que

[t e:dexp]Cn (ho') =tk e: dexp]C’ ([](h,s)n) o’

pero esto es directo usando hipétesis inductiva. Por otro lado, si
supusiéramos la evaluacién 7 - b : boolexp es falso, entonces es
directo de la misma manera que antes.

Supongamos 7t ee’ : 0/,

[t ee’ :0']C/([n](h,s)n)

[tHe’:0 = 08']C/([x]( hs () HTH—G o]C/([7](h
([[9—)6’]]hs ([rke’: 6—)6’]] (}[[6]]]15 ([ I—e GﬂCn
[rt-e’:0 — 0']CnC([0](h,s ([[71!— e:0]Cn))

hasta aca usamos la definicién de la ecuacién semantica de la apli-
cacidn, aplicamos hipdtesis inductiva dos veces y usamos la defini-
cién del funtor [0 — 0] aplicado a (h,s) y ([t e’:0 — 0'[Cn),
donde C es tal que C + C = C".

Ahora si analizamos un poco mas la definicién de este funtor que
mencionabamos nos damos cuenta que [t e’ : 0 — 0’]Cn es una
transformacion natural indexada por objetos de C que va del funtor
[6] al funtor [0'], luego el siguiente diagrama debe conmutar,

[k e’ :0— 0]Cn()

[61C - [0]C
[6](h,s) [6(h,s)
[o]C’ [rct-e’: 0 —0']C'nC . [o[C’

es decir, la conmutatividad del diagrama anterior nos da la siguiente
igualdad,

[0](h,s) o [ e’ — 0/]Cn() = [+ e’0 — 0/]CnC o [0] (h, 5)
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luego usando esta igualdad obtenemos,

[rc-e’:0— 0'JCnC([0](h,s)([rtF e: 0]Cn)) =
[0/](h, ) ([ - €0 — 0]Cr{) ([ - eB]Ci) =
[6/](h,s)([c+ ee’: 6']Cn)

* Supongamos 7t - rec e : 6, desarrollemos ambos lados de la igualdad
y luego probemos que los lados desarrollados son iguales, por un
lado entonces tenemos,

[6](h,s)([rtt rec e: B]Cn) =
[6](h Y[[e]]c [t-e:6—0[Cn)()) =

f8](,5)( L ([ - 28 — B]Cn() Lo,c)) =

Ll (18], s)(([e - 20 = 01N () Lo.c))

y por el otro, notar que para este lado vamos a usar la hipdtesis
inductiva, tenemos

[t rece: 0]C/([n](h,s)n) =
Y[[e]]cl(ﬂn}— e: 0 = 0)JC/ ([7r](h,s)M))() =
YHQ]]C/ [0 — 6](h,s)([xte: 6—>6]]Cn W) =

|_| ([6 — 6] (h,s) ([ e:0 — B]Cn)())' Lo,

i=0
(oo}

|:| ([0 = 0](h,s)([nFe:0 — O]Cn)()) ([0 (h,s)Le,c)) =

ﬁ (([rcF e: 6 — 8]CnC)H([6] (hys) Lo.c))

1=0

sobre esta ultima ecuacién es importante notar que Lg ¢/ = [0](h,s)Le,c,
por ser [0](h,s) una funcién estricta. Ahora bien, para probar la
igualdad de las ecuaciones desarrolladas vamos a utilizar, como ya
hicimos para el caso de la aplicacién, el hecho de que

[tHe:0 — B]Cn: [0 — O]C es una transformacién natural, luego

el siguiente diagrama conmuta

[tHe:0 — 0]Cn()

[61C [e]c
[6](h,s) [0](h,s)
o]c’ [t-e:0 — 0]CnC . [o]C’

podemos concluir entonces que
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|:8

[[9]} h S ([[7'[ Fe:0— GHC‘I’]O)iLe,Cn =

1=0

|_| ([cte: 0 — 0]CnC)H([0] (h,s)Le,c))

8

Supongamos 7 I skip : comm,

[comm](h,s)([7t F skip]Cn)o’ = s([t F skip]Cn)o

s(Ao. 110)0’ = (AD. (Ao. 0+ tailz0) L ((Ac. LTO')(hO')))O'/ =

(Ao. 0 H tail= O'/)J_((AO'.LTO')(headc(T/)) =

t7(headco’+ tailgcf’) =170’ =[nF skip : comm]C'([7] (h, s)n)o’

Supongamos 7t F e;e’ : comm,

[comm](h,s) [[7( F e;e’ : comm]Cn) =
[[commﬂ (h,s)(([rtF e’ : comm]Cn)y o [t e: comm]Cn) =
s(([rH e’ : comm]Cn)y o[tk e: comm]Cn)

ahora usando la proposicién 3 podemos reescribir de la siguiente
manera,

s(([rtt e’ : comm]Cn)y o [k e: comm]Cn) =
s([tk e’ : comm]Cn)y os([rth e: comm]Cn) =
[comm](h,s)([tF e’ : comm]Cn)y o[comm](h,s)([r+ e: comm]Cn)

usando ahora hipétesis inductiva dos veces obtenemos,

[comm](h,s)([tF e’ : comm]Cn) ) ofcomm](h,s)([r+ e: comm]Cn)
[rthe’: commﬂC ([] (h, iLo[[nl—e comm|C’([](h,s)n) =
[+ e;e’ : comm]C’ [[7'(]]

Supongamos 7 I while b do e : comm, para este caso recordamos
que 0+ T =0/,

[comm](h,s)([7t - while b do e : comm]Cn)o’ =
s([t+ while b do e : comm]Cn)o’ =
(Ao. 0+ T) ([t - while b do e : comm]C 1 o)

olvidémonos por un momento de (Ao. 0 H G), y analicemos [t -
while b do e : comm]C n o, utilizando la definicién de la ecuacién

[t - while b do e : comm]Cno =
Y [comm]c (AC-AG.(Ab.if b
then cy ([tF e: comm]Cno)
else 170) . ([t b : boolexp]Cno))o

podemos notar que si el comando evalta a un (;0, es porque ex-
istieron evaluaciones de [t e : comm]Cno con resultados 09, 07, ..., 0n, O.
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Ademas el resultado de la evaluaciéon completa serd , (Ao. o +
+ 0)1 40 = 11(0+H 0), es decir, solamente modificamos la parte del
estado con forma C. Tomemos ahora el otro lado de la igualdad que
queremos probar,

[z - while b do e : comm]C/([7](h,s)n)o’ =
Y[[comm]]C’ (}\C/AO‘/()\blf b
then ¢/, ([ F e : comm]C’([n](h, s)n)c’)
else 170') i ([t b : boolexp]C’([n](h, s)n)o’))o’

luego aplicando hipétesis inductiva en los juicios de tipadode by e
y reescribiendo un poco las ecuaciones obtenemos,

[t while b do e : comm]C’'([7](h,s)n)o’ =
Y jcommy e’ (A¢”Aa”.(Ab.if b
then ¢/, ((Ac. 0+ @) [+ e: comm]Cno)
else 110’) ; ([t F b : boolexp]Cno))o’

ahora vamos a suponer, como antes, que existieron evaluaciones de
[t e : comm]Cno con resultados o9, 01,...,0n,0, luego aplicar
cada oy a (Ao. 0 ++ T) nos genera la sucesion de resultados oo +
+ 0,014 C,...,0nH G, 0+ G, por lo tanto el resultado de evaluar
el comando completo es 11(C +H ©).

e Supongamos 7t - a := e : comm, empecemos desarrollando cada
extremo de la igualdad que queremos probar,

[comm](h,s)([n+ a:=e: comm]Cn)o’ =
(Ac. 0+ T) ([t+ a:=e: comm]Cno) =
(Ao. o+ T) L ((Av. [t a: dacc|[Cnv o)y ([t e: dexp]Cno))

[tk a:=e:comm]C’([x](h,s)n)o’ =
(Av. [t a:dacc]C/ ([ (h,s)n)vo')y ([rtF e: dexp]C/([7](h,s)n)c’)

usando hipétesis inductiva dos veces obtenemos por un lado,

[ a:dacc]C/([](h,s)n) vo' =

[6acc](h,s)([tF a: dacc]Cn)v ¢’ =s([nt a: dacc]Cnv)o’' =
(Ao.c H ©) L ([rt+ a: dacc]Cnv o)

y por otro lado,

[t e:dexp]C/([7](h,sIn)o’ =
[6exp](h,s)([F e: dexp]Cn)o’ = ([rt+ e: Sexp]Cnoh)o’ =
[+ e: dexp]Cno

usando estos dos resultados que acabamos de deducir, pasando en
limpio tenemos
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(Av. [tk a: dacc]C/([n](h,s)n) v o')
([t e: dexp]C'([n] (h,s)n)o’) =
(Av. (Ao.c +H T)  ([rtF a:dacc]Cnv o))y ([t e: dexp]Cno)

luego podemos suponer [+ e : dexp]Cno = v distinto de L,

(Ac.0+H O) ([t a:dacc]Cnvo) =
(Ac.oc H )L (([tF a:dacc|Cnv o)y ([rtF e: dexp]|Cno)) =
[comm](h,s)([t+ a:=e:comm]Cn)c’

Supongamos 7 F Atg. e : © — 0’, tomemos C objeto de C y un
z: [0](C"+ C)

[6— 0'](h,s)([tFAwp. € 6—)6’]]Cn

[t Atg.e: 0 — B']Cn( C-H—C)z—
[[ﬂ,L.GI-€.6’]]C4+C+|—C [[ﬂhsnIL z]=
[,u:0Fe:0')(C' + O [n](h,s)n|¢:z]

ahora bien, empezamos notando que el operador 4 es asocia-
tivo por lo tanto (C ++ (C ++ C)) = (C’ ++ C), luego ademas
(h,s): C — (C+# C+H C),y porlotanto (h,s): C — (C'+ C).

[t Aw.e: 0 — 0']C’ [[n]]hs Cz—
[0k e:0](C'+ O)L[r](n,s)([n](h,s)n) [t:z]

donde (h/,s’) : C/ —— (C’' ++ 6), ahora si prestamos atencién a
las dos expresiones finales que nos quedaron, nos damos cuenta que
ya casi estariamos si no fuera por la forma en que acomodamos el
ambiente, el plan entonces sera probar que (h,s) = (hoh’,s’ os)
donde por definicién (hoh/;s’ o s) = (h/,s’) o (h, s), luego usando
que [7t] es funtor podemos concluir,

[7](h,3) = [ (h',s") o [] (h, s)

Empecemos probando que h = hoh’, tomamos un estado o+ G+ ©
con forma C' + C

h:(C'+#+ C) = C
h(oc 4 0+ 0) =headc(cH TH 0)=0

h:C"'—C _

h:(C'+ C) = C’

(hoh')(oc + T+ 0) =headc(headc/ (0 + T+ 0)) =
headc(o+H G) =0

probemos ahora 5 = s’ os, tomemos ¢ : C — C, y suponemos
co =110
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s:(C—Cl)—=(C'"=CY)
s':(C' = CL) = ((C'+ C)— (C
(s’os) (c0+HTo+H 0)=5s'
(Ao.o+ 0)i(sc(oc+H 0)) =
(Ao. 0+ 0), ((Ac. 0+ ©)  (co)) =
(Ac. 0+ 0) 1 (4(6+ ) = 4(6 + T+ 0)

por lo tanto (h,s) = (hoh'/,s’ os).

* Supongamos 7 - new dvar L := ei in ¢ : comm, la estrategia para
este juicio de tipado sera, resolver por completo un lado haciendo
un par de suposiciones hasta llegar a un estado y luego tomar el lado
restante para llegar, usando las suposiciones, a este mismo estado.
Para esto entonces suponemos dos cosas relevantes,

o [k ei:dexp]Cno = v
o [m,1:dvar - ¢ : comm](C + (Ss))
[[7](h,ysIn[e:(a,e) I(o+H (v)) = 11 (6 + (W)

[comm](h,s)([7t - new dvar t:=eiin ¢ : comm]Cn)o’ =
s(Ao. Hy ((Av.
[rt,L: dvar F ¢ : comm](C H (Ss))
[[](hysin Tz (a,e) Jo+ (v)))uw
([t + ei: dexp]Cno)))o’ =
(Ao. o+ ©) (headc ((Av
[[ﬂ,t:évarl—c:comm}]( + (Ss))
[ (hysin [ e:(a,e) J(o 4 (v)))w
([t + ei: dexp]Cno))) =
(Ao. 0+ ©)1 (headc | (

[rt,L: dvar F c: commﬂ( +H (Ss))

[[](h,sin |z (g, e) Mo+ (v)) =
(Ao. o+ ©) 4 (headc (v T(ﬁ"H‘ @) =
((Ao. 0+ ©) oheadc) (16 H (V))) =

LT((~)'-|+ 6)

detallando ahora los tipos de algunos componentes que van a ser
relevantes mas adelante tenemos,

Ss — (C-H— <S§>) — (C—H— <S§>)J_
(C+(Ss)) — (Ss) L
:C — (C+ (Ss5))

ahora continuemos con el otro extremo de la igualdad que queremos
probar, teniendo siempre en cuenta las suposiciones que hicimos al
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principio de este caso
[t - new &var t:= eiin ¢ : comm]C’([x](h,s)n)o’ =
headc/l((?\v.
[7t, v : dvar - ¢ : comm]( C + (Ss )
(] (hy s ([ (hys)n) [ e (a’,e”) (0" ++ <V>))
[[71 l— ei: 6expﬂ C/([](h,s)n)c’))

donde a’: S5 — (C'+H (S5)) = (C' + (Ss)) 1
e : (C'+H (Ss)) = (Ss) L
(h';s"): C" —— (C' + (Ss))

si nos enfocamos en la expresion [t - ei : dexp]|C’([7] (h, s)n)o’ nos
damos cuenta que podemos aplicar hipétesis inductiva, de manera
tal que nos quede

[+ ei: Sexp]C/([n](h,s)n)o’ =
[6exp](h,s)([mF ei: dexp]|Cn)o’ =
([t ei: dexp]Cnoheadc)o’ =
[tk ei:dexp]Cno = yv

podemos utilizar este resultado entonces para ir reescribiendo

headc/; ((Av.
[, L2 dvar F ¢ : comm]( C +H <S§>)
[[](h's s (7] (hys)n) [ u: {a’se) 1(o" +H (V)
([ i : sexp]C([e] (v, shn)o)) =
headc: | ([rtr,L: dvar - c: comm]] (C"+H (Ss))
[0, ) ([l (hy s)n) | (a'yef) 1(o" ++ ()

llegado este punto, para continuar, lo ideal seria poder hacer algo
parecido a lo que hicimos hace un instante para evaluar el juicio
de tipado de ei el problema que surge es que no podemos aplicar
hipétesis inductiva porque nuestro ambiente no tiene la forma cor-
recta, es decir, nosotros quisiéramos que el ambiente fuera algo de
la forma [, ¢ : dvar](h, $)A, pero ademas no con cualquiera 7, sino
que este sea [ [7r](h,s)n | t: (a,e) ]. En resumen, quisiéramos que la
siguiente igualdad valga

[m, ¢ : dvar](h, ) [[71]} sl (a,e)])
[[[ﬁﬂ(h’,s') [[T[ﬂ h)s m)lu: <(l/,€/>]

donde (h,3) : (C+ (S5)) — (C’ + (Ss))

asi que vamos a hacer lo siguiente, vamos a suponer que esta igual-
dad vale, completar la prueba y para finalizar probaremos la igual-
dad. Pero antes, nos falta el detalle importante sobre como son las
funciones de la flecha (}Al, §), es decir, en general para cualquier
flecha coman podemos saber quiénes son las funciones viendo el
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tipo de la flecha, pero en particular el tipo de esta flecha no es una
simple extension, presentemos la definicidon de cada una

h: (C'+ (S5)) = (C+ (Ss))

h o = headc(headc o) + tails,yo

S ((CH (Ss)) = (CH- (Ss))) = ((C"+ (S5)) = (C"+ (Ss)) 1)
sfo=(Aoy. (hoy) + tailg(tailc o) + tailis,yoy) 1 (f(ho))

Entonces, reescribiendo utilizando la igualdad tenemos

headc: | ([rt,L: dvar - c: comm]] C’ + (Ss))
(', s) ([ (hy s)) [ (€ 10"+ () =
headc/ | ([rt,L: dvar F ¢ Acommﬂ(C —H— (Ss))
([, v dvar] (h, 8) ([ [n] (h, s [ L (a, €) D) (0" + (v))) =
headc: | ([comm](h,s)([m,: dvar - ¢ : comm](C + (Ss))
[[7](h,sIn [t (a,e) [)(o" +H (v))) =
headc:  (s([r, 2 dvar - ¢ : comm](C ++ (S;))
[[*(h,sm | t:{a,e)])(o’ +H (V) =
headc/ | (
(Aoy. (hoy) + tails(taile/(o” + (V) + tails,yoy) L
([rtyu: dvar ¢ : comm](C + <SA>)
[[7](h,s |t (a,e) D(h(o" +H (V) =
headcu_(
(Aoy. (hoy) + tails(taile/(o” + (V) + tailis,yov) L
([t 12 dvar k= ¢ : comm](C + (S5))
[ (hysin ez {a,e) D)o+ (v)))

y por fin estamos en condiciones de reescribir usando la segunda
suposicion sobre el juicio de tipado de ¢

headc: | (
(Aoy. (hoy) + taila(tailes (67 + (V) + tailis,y o) L
([rt, v : Svar k= ¢ : comm](C + (Ss))
[[A](hysin [ v:{a,e) D)o+ (v))) =
headC/L(
(Acy. (hoy) + tails(tailes (67 + (V) + tailis,, o) 1
(g (o+ (W))) =
headc/ | (
(Aoy. (hoy) + tails(taile/(o” + (V) + tails,yoy) L
heade: | ( (Aoy. (hoy) +H T+ tail(s,yoy) M)
(headc: o (Aoy,. v) H T+ tailisgy o)) (4 (6 H (V) =
t1(headc/ (6 H o H (V) = (6 H ©)

F
T
= o
+

v. (ho
(ho

por lo tanto, hemos probado la igualdad para el caso del newdvar.
Nos resta probar entonces la suposicién que hicimos sobre los ambi-
entes, recordando deberiamos probar
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[ c: Svar] (R, (1 [, 50 12 (a,€) )
A, s/ (el (hy s)n) | s {ay€) ]

Supongamos un « identificador y dos valores v y x en S;, cua-
lesquiera

oSik=1,

([[ﬂ,L:évar]](hs [[7](h,s |t: (a,e)]))k =
[(7t, 1 : dvar) K]] (h,9)(a,e) =
([5var](h,3)a, [ovar]( ﬂ Je)

([ (R s ) (7] (hys)n) [ e: {a’ye’) Ik = (a’,e)
probemos ahora que a’ = [svar](h,$)ay e’ = [svar](h,$)e

[ovar](h,S) e (6 -H T+ (V) =e (h(c+H T+ (V) =
LT(lastso oH W)=y v=y(lasts,(c +H T+ (v))) =
e'(oc+ TH (v))

[svar](h,3) ax (0 + G+ (W) =5(ax)(0+H T+ (V) =
(Aox. u((hox) + taile(taile: (07 + (x))) + tailis,yox))u
B ((ax)(h(o+ T+ (v))))
(Aox. 4 ((hoy) + tails(tailc: (¢” + (x))) + t(111<55>ax))L
+ (v)
)

(Ao. 1y headco+ (x))(o )
(Ao. u((hoy) + taile(taile: (6/ + (x))) + tailis,)ox))u
(y(o+ (x)))

t(o+H o+ (x) =
tr(headc/ (0 + T+ (v)) +H (X)) =a’x (0 H T +H (V)

o Sik#1t,

([, ¢ = Svar] (R, 8) (L[] (R, $)n | L (a, e) 1))k = [, o : dvar](h, $)([n](h, s

[l (' ") ([ (hy s)n) [ e: {a’y ') Ik = [ (', ") ([ (R, s)m) &

para probar esto vamos a utilizar que [7] es funtor como ya
hemos hecho para el caso de la abstraccién lambda. Es decir,
deberiamos probar que (hoh,$05) = (hoh/, s’ os). Supongamos
f:C— CJ_

(hoh)(c+H o+ (W) =h(h(c+H o+ (W) =h(cH W) =0
(hoh/)(c+H G+ (W) =h(h/(cHT+H (W) =h(cH o) =0

para la segunda funcién de la flecha, supongamos ademas
f(h(h(o + &+ (v)))) = 16 y empecemos notando que
f(h(h(o+ T+ (v)))) =f(h(h/(ocH T+ (v)))) = f(h(cH 7))
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(sos)f(oH T+ (V) =3(sf) (c+H T
(Aoy. (hoy) + tailg(taile (o/ + (v)))
(

S
(Aoy. (hoy) + tails(tailes(o” + (v))) + tailis,yov) 1
B ((Ao. o+ W) L(F(h(R(o + T+ () =
(Aoy. (hoy) + tailz(taile/ (o’ + (v))) + tailis,yoy) 1
B (Ao. o+ (v))1(16)) =
(Aoy. (hoy) + tailz(taile (0’ + (v))) + tailis,yoy) 1
((6+ (V)=
(e H TH (V)

(s"os)f(o+ T+ < >) =(s'(sf) (oH T+ (v)) =

(Ao.o+H (W) ((s f)(h'(c+H T+H (v)))) =

(Ao.o+H (W) ( (?\c cH+ 0)1 (f (h(o+H 0)))) =

(Ao. o+ (V)L (y(6+H T)) =y(6+H T+H (V)

Finalmente, con la igualdad entre estas flechas que acabamos
de probar, hemos completado la prueba de naturalidad para el
comando newdvar y ademas hemos completado la prueba de
naturalidad para nuestro lenguaje A't<e.

O

4.5. Implementacion en Idris

La implementacion del lenguaje se encuentra en:

https://github.com/alexgadea/thesis/tree/master/Prototypes/Idris/LambdalLike

Sintaxis de los tipos de dato béasicos de Altke

data DataType = IntDT | RealDT | BoolDT

Semantica de los tipos de dato bésicos de Altke

evalDTy : DataType -> Type

evalDTy IntDT
evalDTy RealDT
evalDTy BoolDT

Int
Float
Bool

Sintaxis de los tipos de las frases de Altke

data PhraseType = IntExp | RealExp | BoolExp

IntAcc | RealAcc | BoolAcc
IntVar | RealVar | BoolVar
PhraseType :-> PhraseType
Comm

-- Conversion entre tipos
dtTOacc : DataType -> PhraseType

dtTOacc IntDT
dtTOacc RealDT
dtTOacc BoolDT

IntAcc
RealAcc
BoolAcc


https://github.com/alexgadea/thesis/tree/master/Prototypes/Idris/LambdaLike
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dtTOexp : DataType -> PhraseType
dtTOexp IntDT = IntExp
dtTOexp RealDT = RealExp
dtTOexp BoolDT = BoolExp

dtTOvar : DataType -> PhraseType
dtTOvar IntDT = IntVar
dtTOvar RealDT = RealVar
dtTOvar BoolDT = BoolVar

evalTyArgs : PhraseType -> Type
evalTyArgs IntExp = Int
evalTyArgs RealExp = Float
evalTyArgs BoolExp = Bool

ptToDt : PhraseType -> DataType
ptToDt IntExp = IntDT
ptToDt RealExp = RealDT
ptToDt BoolExp = BoolDT

Semantica de los tipos de las frases de Attke

-- Semantica para los phrase types aplicada a objetos con forma.
evalTyO : PhraseType -> Shp -> Type

evalTyO IntExp C = shapes C -> Int
evalTyO RealExp C = shapes C -> Float
evalTyO BoolExp C = shapes C -> Bool
evalTyO IntAcc C = Int -> evalTyO Comm C
evalTyO RealAcc C = Float -> evalTyO Comm C

evalTyO BoolAcc C = Bool -> evalTyO Comm C

evalTyO IntVar C = (evalTyO IntAcc C, evalTyO IntExp C)

evalTyO RealvVar C = (evalTyO RealAcc C, evalTyO RealExp C)

evalTyO BoolVar C = (evalTyO BoolAcc C, evalTyO BoolExp C)

evalTyO Comm C = shapes C -> shapes C

evalTyO (Theta :-> Theta’) C = (C’:Shp) -> evalTyO Theta (C ++ C’) -> evalTyO Theta’ (C ++ C’)

-- Transforma la semdntica de un tipo en un cierto objeto c, en la semantica

-- de un tipo en otro objeto c’, pero mientras c=c’

convEvTyCtx : {Pt : PhraseType} -> (C : Shp) -> (C’ : Shp) ->C =C ->
evalTy0 Pt C -> evalTyO Pt C’

convEVTyCtx c c refl eval = eval

-- Semantica para los phrase types aplicada a morfismos entre objetos.
evalTyM : {C:Shp} -> {C’:Shp} -> (t:PhraseType) -> C <= C’ -> evalTy0 t C -> evalTy0 t C’

evalTyM IntExp (morp (h,s,_)) e =e . h
evalTyM RealExp (morp (h,s,_)) e =e . h
evalTyM BoolExp (morp (h,s,_.)) e =e . h
evalTyM IntAcc (morp (h,s,_)) a =s . a
evalTyM RealAcc (morp (h,s,_)) a =s . a
evalTyM BoolAcc (morp (h,s,_)) a =s . a
evalTyM IntVar (morp (h,s,_)) (a,e) =(s . a, e.h
evalTyM BoolVar (morp (h,s,_)) (a,e) =(s.a, e.h
evalTyM RealVar (morp (h,s,_)) (a,e) =(s . a, e.h
evalTyM Comm (morp (h,s,_)) ¢ =sc
evalTyM {C=c} {C’=c’} (Theta :-> Theta’) (morp (h,s,(c1 *x p))) f =
\c’’ => \v => contract c¢’’ (f (cl++c’’) (expand c’’ v))
where
concatProof : (c’’:Shp) -> ¢’ ++ ¢’’ = (c++cl) ++ ¢’
concatProof c’’ = eqgConcat ¢’ (c++cl) c’’ p
assocRProof : (c’’:Shp) -> (ct+cl)++c’’ = c++(cl++c’’)

assocRProof c¢’’ = assocR ¢ cl1 ¢’
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transProof : (c’’:Shp) -> ¢’ ++ ¢’’ = ¢ ++ (c1 ++ c’’)
transProof c¢’’ = trans (concatProof c’’) (assocRProof c’’)

symmProof : (c’’:Shp) -> c ++ (c1 ++ ¢’’) = ¢’ ++ ¢’
symmProof c’’ = symmShp (transProof c’’)

expand : (c’’:Shp) -> evalTyO Theta (c’++c’’) -> evalTyO Theta (c++(cl++c’’))
expand ¢’’ v = convEvTyCtx (c’++c’’) (c ++ (c1 ++ ¢’’)) (transProof c’’) v

contract : (c’’:Shp) -> evalTyO Theta’ (ct+(cl++c’’)) -> evalTyO Theta’ (c’++c’’)
contract ¢’’ v = convEvTyCtx (c ++ (c1 ++ c’’)) (c’++c’’) (symmProof c’’) v

-- Propiedad de que la semdntica de un tipo en un objeto c, es la semadntica

-- de ese tipo en el objeto c++ShpUnit.

convL : {Pt : PhraseType} -> {C : Shp} -> evalTy0 Pt C -> evalTyO Pt (C ++ ShpUnit)
convL {C=c} eval = convEvTyCtx c (c++ShpUnit) (neutDShp c) eval

-- Propiedad de que la semdntica de un tipo en un objeto c++ShpUnit, es la semantica
-- de ese tipo en el objeto c.

convR : {Pt : PhraseType} -> {C : Shp} -> evalTy0 Pt (C ++ ShpUnit) -> evalTyO Pt C
convR {C=c} eval = convEvTyCtx (c++ShpUnit) c (neutLShp c) eval

toAcc : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} ->
(d:DataType) -> evalTyO pt ¢ -> evalDTy d -> shapes ¢ -> shapes ¢
toAcc {pt=IntAcc} IntDT p =p
toAcc {pt=RealAcc} RealDT p = p
toAcc {pt=BoolAcc} BoolDT p = p

toExp : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} ->
(d:DataType) -> evalTyO pt c¢ -> shapes c -> evalDTy d
toExp {pt=IntExp} IntDT p = p
toExp {pt=RealExp} RealDT p = p
toExp {pt=BoolExp} BoolDT p = p

toComm : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} -> evalTyO pt c -> shapes c -> shapes c
toComm {pt=Comm} p = p

fromAcc : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} ->
(d:DataType) -> (evalDTy d -> shapes c -> shapes c) -> evalTyO pt c
fromAcc {pt=IntAcc} IntDT p = p
fromAcc {pt=RealAcc} RealDT p = p
fromAcc {pt=BoolAcc} BoolDT p = p

fromExp : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} ->

(d:DataType) -> (shapes c -> evalDTy d) -> evalTyO pt c
fromExp {pt=IntExp} IntDT p = p
fromExp {pt=RealExp} RealDT p
fromeExp {pt=BoolExp} BoolDT p

p
p

fromFun : {c:Shp} -> (pt,pt’,pt’’ :PhraseType) ->
((c’:Shp) -> evalTyO pt (ct++c’) -> evalTyO pt’ (ct+c’)) -> evalTyO pt’’ ¢
fromFun pt pt’ (pt:->pt’) p =p

fromVar : {c:Shp} -> {pt:PhraseType} ->
(d:DataType) -> ( evalDTy d -> shapes c -> shapes ¢
, shapes ¢ -> evalDTy d
) -> evalTy0 pt ¢
fromVar {pt=IntVar} IntDT p = p
fromVar {pt=RealVar} RealDT p = p
fromVar {pt=BoolVar} BoolDT p = p

Sintaxis y semantica de los contexto de Altke
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—— i Version sintacticas #tHHHH S
mutual
-- Representacion de un contexto sintactico.
data Ctx : Type where
CtxUnit : Ctx
Prepend : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) —->
Fresh p i -> Ctx
-- Representa si un identificador es fresco para un contexto.
data Fresh : Ctx -> Identifier -> Type where
FUnit : (i:Identifier) -> Fresh CtxUnit i
FCons : (i:Identifier) -> (pt’:PhraseType) -> (i’:Identifier) ->
(p:Ctx) -> (fi’:Fresh p i’) -> so (i/=i’) -> (Fresh p i) ->
Fresh (Prepend p i’ pt’ fi’) i

-- Representa la pertenencia de un identificador en un contexto.
data InCtx : Ctx -> Identifier -> Type where
InHead : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) ->
(fi:Fresh p i) -> InCtx (Prepend p i pt fi) i
InTail : (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) ->
(j:Identifier) -> (fj:Fresh p j) ->
InCtx p i -> InCtx (Prepend p j pt fj) i

—= HHHHHHHEHHEHE VersiOn semanticas #HHHHHHMHHHMHHHHE

-- Semantica de un contexto en un objeto con forma.

-- Representacion de un contexto semantico.

evalCtx0 : Ctx -> Shp -> Type

evalCtx0 CtxUnit C = ()

evalCtx0 (Prepend p _ pt _) C = (evalCtx0O p C, evalTyO pt C)

-- Semantica de un contexto aplicado a morfismos entre objetos.
evalCtxM : {C:Shp} -> {C’:Shp} ->
(p:Ctx) -> C <= C’ -> evalCtx0 p C -> evalCtx0 p C’
evalCtxM CtxUnit m _ = ()
evalCtxM (Prepend p i pt _) m (eta,etai) = (evalCtxM p m eta, evalTyM pt m etai)

-- Transforma un environment con forma C, en uno con forma C ~: Dt
liftEta : (c:Shp) -> (dt:DataType) -> (p:Ctx) ->

evalCtx0 p ¢ -> evalCtx0 p (c ~: dt)
liftEta c dt p eta = evalCtxM p (c >>> (ShpUnit ~: dt)) eta

-- Transforma un environment con forma C, en uno con forma C++C’

liftEta’ : (c:Shp) -> (c’:Shp) -> (p:Ctx) -> evalCtx0 p ¢ ->
evalCtx0 p (c ++ c’)

liftEta’ c ¢’ p eta = evalCtxM p (c >>> ¢’) eta

-- Buscar el valor de un identificador en un contexto semantico.
search : (c:Shp) -> (p:Ctx) -> (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) ->
InCtx p i -> evalCtx0 p ¢ -> evalTyO pt c
search _ (Prepend _ i pt _) i pt (InHead _ i pt fi) (eta,v) = v
search ¢ (Prepend ctx j pt _) i pt (InTail _ _ pt j _ inc) (eta,_) = search c ctx i pt inc eta

-- Actualizar el valor de un identificador.
update : (c:Shp) -> (p:Ctx) -> evalCtxO p ¢ -> (i:Identifier) ->

(pt:PhraseType) -> evalTyO pt ¢ -> (fi:Fresh p i) -> evalCtxO (Prepend p i pt fi) ¢
update _ p eta i pt z fi = (eta,z)

Representacion de la categoria de formas

-- Constructor de morfismo entre dos objetos con forma.
infixr 10 >>>

-- Pegar por detras para objetos con forma.

infixr 10 ~:
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-- Concatenar objetos con forma.
infixl 8 ++

-- Concatenar shapes.

infixl 8 <++>

-- Representa la forma del estado de la parte

data Shp = ShpUnit | (~:) Shp DataType

instance Eq Shp where

ShpUnit == ShpUnit = True

(c~:dt) == (c’~:dt’) = dt == dt’ && ¢
_ = False

-- Transformacion de un objeto con forma a la

-- de un conjunto de estados con esa forma.
shapes : Shp -> Type

shapes ShpUnit = ()

shapes (c~:dt) = (shapes c,evalDTy dt)

-- Concatena objetos con forma.
(++) : Shp -> Shp -> Shp

C’ ++ ShpUnit = C’

C’ ++ (¢ ~: dt) = (C’ ++ ¢) ~: dt

71

imperativa.

representacion

-- Establece la igualdad cuando pegamos por delante a objetos con forma.

cong : (C:Shp) -> (C’:Shp) -> (C=C’) -> (C
cong ¢ ¢ refl = refl

~:dt = C ~: odt)

-- Propiedad de simetria para los objetos con forma.

symmShp : {C : Shp} -> {C’
symmShp cEqc’ = sym cEqc’

i Shp} >C=C —>C =¢C

eqConcat : (C : Shp) -> (C’ : Shp) -> (C’’:Shp) => C = C’ -> C++C’’ = C’++C’’
eqConcat ¢ ¢ ¢’’ refl = refl

trans : {C : Shp} -> {C’ : Shp} -> {C’’ : Shp} > C=C" ->C’ =C'’ ->C =C"’

trans refl refl = refl

assocL : (C : Shp) -> (C’ : Shp) -> (C’’ : Shp) -> C ++ (C* ++ C’’) = (C ++ C’) ++ C”’
assocL ¢ ¢’ ShpUnit = refl

assocL ¢ ¢’ (¢’’ ~: dt) = cong (ct+(c’++c’’)) ((ct+tc’)++c’’) (assocL c ¢’ ¢’’)

assocR : (C : Shp) -> (C’ : Shp) -> (C’’ : Shp) => (C ++ C’) ++ C’7 = C ++ (C’ ++ C’’)
assocR ¢ ¢’ ShpUnit = refl

assocR ¢ ¢’ (¢’’ ~: dt) = cong ((ct+tc’)++c’’) (ct+(c’++c’’)) (assocR c ¢’ ¢’’)

-- Propiedad de neutro a derecha.

neutDShp : (C:Shp) -> C = (C ++ ShpUnit)
neutDShp ShpUnit = refl

neutDShp (¢ ~: dt) = cong ¢ (c ++ ShpUnit)

-- Propiedad de neutro a izquierda.
neutLShp : (C:Shp) -> (C ++ ShpUnit) = C
neutLShp ShpUnit = refl

neutLShp (c ~: dt) = cong (c ++ ShpUnit) c

-- Toma el tramo inicial con forma C, de un
head : (C : Shp) -> (C’

head ¢ ShpUnit shp = shp
head ¢ (¢’ ~: dt) (s,d’) = head c ¢’ s

(neutDShp ¢)

(neutLShp ¢)

estado con forma C++C’

: Shp) -> shapes (C ++ C’) -> shapes C

-- Toma el tramo final con forma C’, de un estado con forma C++C’
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tail : (C : Shp) -> (C’ : Shp) -> shapes (C ++ C’) -> shapes C’
tail c¢ ShpUnit shp = ()
tail ¢ (¢’ ~: dt) (s,d’) = (tail c ¢’ s,d’)

-- Toma el ultimo elemento de tipo Dt del estado con forma C.
last : (C : Shp) -> (Dt:DataType) -> shapes C -> evalDTy Dt
last (¢ ~: dt) dt (s,v) = v

-- Concatena shapes.

(<++>) : {C:Shp} -> {C’ : Shp} -> shapes C -> shapes C’ -> shapes (C ++ C’)
(<++>) {C’=ShpUnit} s _ ='s

(<++>) {C’=c~:dt} s (s’,d) = (s <++> s’ ,d)

-- Agrega un valor por detras al estado.
prependShp : {c:Shp} -> {dt:DataType} ->

shapes ¢ -> evalDTy dt -> shapes (c ~: dt)
prependShp s z = (s,z)

eqShape : Shp -> Shp -> Shp -> Type

1 ’

eqShape c ¢’ ¢’’ = ¢’ = ¢ ++t c”’

-- Representa un morfismo entre dos objetos con forma.
data (<=) : Shp -> Shp -> Type where
morp : {C:Shp} -> {C’:Shp} ->
( shapes C’ -> shapes C
, (shapes C -> shapes C) -> (shapes C’ -> shapes C’)
, (¢’ : Shp ** eqShape C C’ c’’)
) >C<=¢C

-- Constructor de un morfismo entre dos objetos.
(>>>) : (C : Shp) => (C’ : Shp) -> C <= (C ++ C’)
c >>> ¢’ =morp (head ¢ ¢’, sim, (c’ **x refl))
where
sim : (shapes ¢ -> shapes c) -> (shapes (c ++ c¢’) -> shapes (c ++ c’))
sim f sigma’ = f (head c ¢’ sigma’) <++> tail c ¢’ sigma’

Sintaxis del subtipado.

data (<~) : PhraseType -> PhraseType -> Type where
VarToAcc : BoolVar <~ BoolAcc
VarToExp : BoolVar <~ BoolExp

IntExpToRealExp : IntExp <~ RealExp
RealAccToIntAcc : RealAcc <~ IntAcc

Reflx : (t:PhraseType) -> t <~ t
Trans : {t:PhraseType} -> {t’:PhraseType} -> {t’’:PhraseType} ->
t <t >t <t >t <t

SubsFun : {t0:PhraseType} -> {t0’:PhraseType} ->
{t1:PhraseType} -> {t1’:PhraseType} ->
t0 <~ t0’ -> t1 <~ t17 -> (t0’ :-> t1) <~ (t0 :-> t1’)

Semantica del subtipado

evalleq : t <~ t’ -> (C:Shp) -> evalTyO t C -> evalTy0 t’ C

evallLeq VarToAcc ¢ (a,e) = a

evalleq VarToExp ¢ (a,e) = e

evallLeq IntExpToRealExp ¢ f = prim__intToFloat . f

evalLeq {t’=t} (Reflx t) ¢ f = f

evalLeq (Trans leq leq’) c f = evalleq leq’ c¢ $ evalleq leq c f

evallLeq (SubsFun leq leq’) c f = \c’ => evallLeq leq’ (c ++ c¢’) . (f ¢’) . evallLeq leq (c ++ c’)
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Juicios de tipado del lenguaje A'tke

using (Pi:Ctx,Theta:PhraseType,Theta’:PhraseType)
data Phrase : Ctx -> PhraseType -> Type where

Skip : Phrase Pi Comm

Seq : Phrase Pi Comm -> Phrase Pi Comm -> Phrase Pi Comm
While : Phrase Pi BoolExp -> Phrase Pi Comm -> Phrase Pi Comm
If : {pt :PhraseType} -> Phrase Pi BoolExp ->

Phrase Pi pt -> Phrase Pi pt -> Phrase Pi pt

I : (i:Identifier) -> InCtx Pi i -> Phrase Pi Theta

Assig : (d:DataType) -> Phrase Pi (dtTOacc d) —->
Phrase Pi (dtTOexp d) -> Phrase Pi Comm

NewVar : (d:DataType) -> (i:Identifier) -> Phrase Pi (dtTOexp d) ->
(fi:Fresh Pi i) -> Phrase (Prepend Pi i (dtTOvar d) fi) Comm ->
Phrase Pi Comm

CInt : Int  -> Phrase Pi IntExp
CFloat : Float -> Phrase Pi RealExp
CBool : Bool -> Phrase Pi BoolExp

BinOp : {a : DataType} -> {b : DataType} -> {d : DataType} ->

(evalDTy a -> evalDTy b -> evalDTy d) ->

Phrase Pi (dtTOexp a) -> Phrase Pi (dtTOexp b) -> Phrase Pi (dtTOexp d)
UnOp : {a:DataType} -> {b:DataType} —->

(evalDTy a -> evalDTy b) ->

Phrase Pi (dtTOexp a) -> Phrase Pi (dtTOexp b)

Lam : (i:Identifier) -> (pt:PhraseType) -> (fi:Fresh Pi i) ->
Phrase (Prepend Pi i pt fi) Theta’ ->
Phrase Pi (pt :-> Theta’)

App : Phrase Pi (Theta :-> Theta’) -> Phrase Pi Theta ->
Phrase Pi Theta’

Rec : Phrase Pi (Theta :-> Theta) -> Phrase Pi Theta

Subs : t <~ t’ -> Phrase Pi t -> Phrase Pi t’

Semantica de las frases de Attke

evalPhrase : {Pi:Ctx} -> {Theta:PhraseType} —>
Phrase Pi Theta -> (C:Shp) -> evalCtx0O Pi C -> evalTyO Theta C
evalPhrase (Subs leq var) c eta = evallLeq leq ¢ (evalPhrase var c eta)
-- Semantica para los comandos.
evalPhrase (Assig d a e) c eta = \sigma => (\x => evalAcc x sigma) (evalExp sigma)
where

evalAcc : evalDTy d -> shapes ¢ -> shapes ¢

evalAcc = toAcc d $ evalPhrase a c eta

evalExp : shapes ¢ -> evalDTy d

evalExp = toExp d $ evalPhrase e c eta
evalPhrase Skip c eta = \sigma => sigma
evalPhrase (Seq comm comm’) c eta = \sigma => evalPhrase comm’ c eta (evalPhrase comm c eta sigma)
evalPhrase (While b comm) c eta = fix (\f => \sigma =>

if evalPhrase b c eta sigma
then f (evalPhrase comm c eta sigma)
else sigma)
evalPhrase {Pi=p} {Theta=pt} (I i iIn) c eta = search c p i pt ilIn eta
-- Semantica para los valores constantes.
evalPhrase (CInt i) ¢ eta = \sigma => i
evalPhrase (CFloat r) c eta = \sigma => r
evalPhrase (CBool b) ¢ eta = \sigma => b
evalPhrase (BinOp {a} {b} {d} op x y) c eta = fromExp d (\sigma => (op (z sigma) (z’ sigma)))
where z : shapes ¢ -> evalDTy a
z = toExp a $ evalPhrase x c eta
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z’ : shapes ¢ -> evalDTy b
z’ = toExp b $ evalPhrase y c eta
evalPhrase (UnOp {a} {b} op x) c eta = fromExp b (\sigma => op (z sigma))
where
z : shapes ¢ -> evalDTy a
z = toExp a $ evalPhrase x c eta
evalPhrase {Theta=(pt :-> t’)} {Pi=p} (Lam i pt fi b) c eta = evallLambda
where
newLeta : (C’:Shp) -> evalTyO pt (c ++ C’) -> evalCtxO (Prepend p i pt fi) (c ++ C’)
newLeta ¢’ z = update (c++c’) p (liftEta’ c ¢’ p eta) i pt z fi

evalLambda : (C’:Shp) -> evalTyO pt (c ++ C’) -> evalTy0 t’ (c ++ C’)

evalLambda ¢’ z = evalPhrase b (ct+c’) (newLeta ¢’ z)
evalPhrase (App e e’) c eta = convR $ (evalPhrase e c eta ShpUnit) (convL $ evalPhrase e’ c eta)
evalPhrase (Rec e) c eta = fix $ convR . (evalPhrase e c eta ShpUnit) . convL
evalPhrase {Theta=pt} (If {pt} b e e’) c eta =

case pt of
Comm => makeComm Comm
IntExp => makeExp IntDT
RealExp => makeExp RealDT
BoolExp => makeExp BoolDT
IntAcc => makeAcc IntDT
RealAcc => makeAcc RealDT
BoolAcc => makeAcc BoolDT

where
makeComm : (pt:PhraseType) -> evalTyO pt c
makeComm Comm = \sigma => if evalPhrase b c eta sigma
then toComm (evalPhrase e c eta) sigma
else toComm (evalPhrase e’ c eta) sigma
makeAcc : DataType -> evalTyO pt c
makeAcc dt = fromAcc dt (\z => \sigma => if evalPhrase b c eta sigma
then toAcc dt (evalPhrase e c eta) z sigma
else toAcc dt (evalPhrase e’ c eta) z sigma)
makeExp : DataType -> evalTyO pt c
makeExp dt = fromExp dt (\sigma => if evalPhrase b c eta sigma
then toExp dt (evalPhrase e c eta) sigma
else toExp dt (evalPhrase e’ c eta) sigma)
evalPhrase {Pi=p} (NewVar d i vInit fi comm) c eta =
\sigma => head c shpDT (evalComm (prependShp {dt=d} sigma (evallnit sigma)))
where
shpDT : Shp
shpDT = ShpUnit ~: d

: evalDTy d -> shapes (c ~: d) -> shapes (c ~: d)

= \x => \sigma’ => prependShp (head c shpDT sigma’) x
: shapes (c ~: d) -> evalDTy d

last (¢ ~: d) d

evallnit : shapes ¢ -> evalDTy d
evallnit = toExp d $ evalPhrase vInit c eta

zvar : evalTyO (dtTOvar d) (c ~: d)
zvar = fromVar d (a,e)

newAeta : evalCtxO (Prepend p i (dtTOvar d) fi) (c ~: d)
newAeta = update (c ~: d) p (liftEta c d p eta) i (dtTOvar d) zvar fi

evalComm : evalTyO Comm (c ~: d)
evalComm = evalPhrase comm (c ~: d) newAeta



Conclusion

La tesis tenia como objetivo definir las ecuaciones semanticas y dar una
implementacion del lenguaje Forsythe. El plan entonces fue comenzar con
un lenguaje simple e ir complejizando su definicién hasta llegar a Forsythe;
empezamos con A que es el calculo lambda simplemente tipado, luego
agregdbamos subtipado en AS, el siguiente paso fue agregar aspectos impera-
tivos y obtener A''%¢, este ya cerca de Forsythe. Y una vez con A'**¢ definido
dar el salto hacia Forsythe.

Lo que se realizo en la tesis fue la definicion e implementacién de los lengua-
jes A7, AS y Attke Para cada uno ademas probamos distintas propiedades como
continuidad, naturalidad o coherencia de la ecuaciones semanticas.

En cuanto a A~ y AS podemos mencionar que fueron especialmente practi-
cos al momento de estudiar los sistemas de tipado y sobre todo para comenzar
con la implementacion en un lenguaje de programacion con tipos dependientes.
Ademas desde el punto de vista de las propiedades fue muy interesante pensar
el significado de coherencia para AS y su contraste con [3}, Prop 4].

Para A''*¢ surgi6 la idea de dar una semantica que no contemple stack
discipline, ademas de la semantica general con stack discipline que caracteriza
a este tipo de lenguajes. La semantica entonces que se defini6 intento ser lo mas
general posible posible utilizando categorias de manera de poder, cambiando
lo minimo posible, seleccionar entre una semantica u otra. El secreto parecia
estar en tener una categoria de estados con algunas pequenas restricciones y
luego tener dos versiones de esta categoria.

La implementacién de A'*™*¢ termino difiriendo un poco de la seméantica de-
notacional que dimos y de la cual probamos ciertas propiedades, esto debido
principalmente por la utilizacién de categorias. En contraste con las imple-
mentaciones de A~ y AS que respetan bien la estructura de la semantica
denotacional. En particular la definicién de la categoria de estados que hacia
falta para la semantica denotacional no aparece en la implementacion sino que
se utilizo una idea analoga, no categérica, que se puede encontrar en [5, Cap

19].

Las cosas que quedaron por hacer y pueden ser parte de trabajos futuros,

fueron definir e implementar la semantica de Forsythe, para lo cual se propone
definir un lenguaje intermedio entre A''%¢ y Forsythe, A®. El cual es basica-
mente A''%¢ pero tal que el sistema de tipos soporta interseccién, una prueba
muy interesante para A¥ seria coherencia.
Ademas por el lado de la implementacién seria bueno implementar categorias
para después dar una implementacion que se corresponda con la semantica de-
notacional que se dio para A'**¢. Luego dar una implementacién de A® parece
ser bastante directo en base a la de Alt<e.
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