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Prof. Dra. Mirta Maŕıa Castro Smirnova (U Sevilla, titular)
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Resumen

La teoŕıa de polinomios ortogonales matriciales fue introducida por Krein en la década
de 1940 y, desde entonces, ha sido estudiada en distintos contextos. En este trabajo, nos
enfocaremos en el estudio de propiedades de polinomios ortogonales matriciales en la recta
real y trabajaremos casi exclusivamente con matrices de tamaño arbitrariamente grande.
Nuestro interés radica en la exploración de extensiones matriciales de polinomios ortogonales
escalares, aśı como también de sus propiedades destacadas.

Esta tesis está estructurada en tres partes independientes. Cada una de estas partes se
dedica al estudio de una extensión matricial diferente de polinomios ortogonales escalares. En
cada caso, se presenta una exposición detallada de la teoŕıa general, seguida de la aplicación
de esta teoŕıa a un ejemplo particular.

El objetivo principal del Caṕıtulo 2 es dar una generalización matricial del concepto de
sucesión dual de polinomios ortogonales. Introducimos una noción de dualidad para polino-
mios ortogonales matriciales con respecto a medidas con soporte en los enteros no negativos.
Mostramos que las familias duales están ı́ntimamente relacionadas con ciertos operadores en
diferencias actuando en los polinomios ortogonales matriciales. Estos operadores pertenecen
a las llamadas álgebras de Fourier, las cuales tienen un papel fundamental en la construcción
de familias. Aplicamos la teoŕıa desarrollada a una familia de polinomios matriciales de tipo
Charlier con shift operators expĺıcitos, los cuales nos permiten encontrar fórmulas expĺıcitas
para la relación de recurrencia de tres términos, operadores en diferencias y normas cuadra-
das. En el caso escalar, los polinomios de Charlier son autoduales, sin embargo, en el caso
matricial obtenemos tres sucesiones distintas de polinomios duales.

En el Caṕıtulo 3 damos un análogo matricial de polinomios excepcionales. Los polinomios
excepcionales pueden ser construidos considerando factorizaciones adecuadas de un operador
diferencial de segundo orden dado y realizando transformaciones de Darboux. Discutimos
ortogonalidad y densidad de la sucesión excepcional en detalle. Aplicamos la teoŕıa general
desarrollada en este caṕıtulo a un ejemplo de polinomios excepcionales de tipo Laguerre de
tamaño arbitrario.

En el Caṕıtulo 4 estudiamos deformaciones de polinomios ortogonales matriciales. Estas
deformaciones se construyen utilizando ciertos operadores matriciales simétricos con respecto
al producto interno matricial inducido por el peso matricial. Mostramos que los coeficientes
de la recurrencia asociada a estos operadores satisfacen generalizaciones de ecuaciones no
Abelianas de Toda. Damos una formulación en par de Lax para estas ecuaciones, y discutimos
en detalle un ejemplo de polinomios de tipo Hermite deformados.

Palabras claves: Polinomios ortogonales matriciales, medidas discretas, funciones hiper-
geométricas, ecuaciones de Toda, par de Lax, polinomios excepcionales, polinomios duales.

MSC 2020: 33C45, 33C47, 37K10, 42C05, 33C47, 33E30.



Abstract

The theory of matrix-valued orthogonal polynomials was introduced by Krein in the 1940’s
and, since then, has been studied in different contexts. In this work, we will focus on studying
properties of matrix orthogonal polynomials on the real line, and we will almost exclusively
work with matrices of arbitrarily large size. Our interest lies in exploring matrix extensions
of scalar orthogonal polynomials, as well as their prominent properties.

This thesis is structured into three independent parts. Each of these parts is devoted
to the study of a different matrix extension of scalar orthogonal polynomials. In each case,
a detailed exposition of the general theory is presented, followed by the application of this
theory to a specific example.

The main goal of Chapter 2 is to explore a matrix generalization of the concept of dual
sequences of orthogonal polynomials. We introduce a notion of duality for matrix valued
orthogonal polynomials with respect to a measure supported on the nonnegative integers.
We show that the dual families are closely related to certain difference operators acting on
the matrix orthogonal polynomials. These operators belong to the so called Fourier algebras,
which play a key role in the construction of the families. In order to illustrate duality, we
describe a family of Charlier type matrix orthogonal polynomials with explicit shift operators
which allow us to find explicit formulas for three term recurrences, difference operators and
squared norms. These are the essential ingredients for the construction of different dual
families.

In Chapter 3 we give an analog of exceptional polynomials in the matrix valued setting by
considering suitable factorizations of a given second order differential operator and performing
Darboux transformations. Orthogonality and density of the exceptional sequence is discussed
in detail. We give an example of matrix valued exceptional Laguerre polynomials of arbitrary
size.

In Chapter 4 we study parameter deformations of matrix valued orthogonal polynomials.
These deformations are built on the use of certain matrix valued operators which are sym-
metric with respect to the matrix valued inner product defined by the orthogonality weight.
We show that the recurrence coefficients associated with these operators satisfy generaliza-
tions of the non-Abelian Toda lattice equations. We provide a Lax pair formulation for these
equations, and an example of deformed Hermite-type matrix valued polynomials is discussed
in detail.

Keywords: Matrix valued orthogonal polynomials, discrete measures, hypergeometric
functions, Toda equations, Lax pair, exceptional polynomials, dual polynomials.
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2.7. Expresión expĺıcita de los polinomios de tipo Charlier . . . . . . . . . . . . . 66

2.7.1. Una relación de recurrencia en k para ξ
(λ)
j,k,n . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.7.2. Una relación de recurrencia en j para ξ
(λ)
j,1,n . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.7.3. Los coeficientes ξ
(λ)
j,k,n como polinomios dual Hahn . . . . . . . . . . . . 69

2.8. Polinomios de Charlier duales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. Polinomios ortogonales escalares

La teoŕıa de polinomios ortogonales tiene sus oŕıgenes en los trabajos de A. M. Legendre
a principios del siglo XIX, quien estudió la familia de polinomios pn que surge de la función
generatriz

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
n=0

pn(x)t
n.

A finales del siglo XIX, a partir de los trabajos de P.L. Chebyshev, A.A. Markov y T.J
Stieltjes se formalizó la noción general de polinomios ortogonales. Esta teoŕıa tuvo un gran
desarrollo en la primera mitad del siglo XX impulsado por una gran cantidad de aplicaciones
a distintas áreas de la f́ısica y de la matemática.

En esta sección daremos la definición y propiedades generales de polinomios ortogonales
respecto a medidas positivas. Comenzaremos con una medida de Borel positiva µ en R,
con infinitos puntos en su soporte. De acuerdo al Teorema de descomposición de Lebesgue
[84, Corollary 7.10], toda medida de Borel µ se descompone de forma única como

µ = w(x) dx+ µd + µs,

donde w(x) ≥ 0 es una función integrable en todo intervalo acotado, µd es una unión nu-
merable de puntos de deltas tal que la suma de los pesos en cualquier intervalo acotado es
finita y µs es una medida singular continua. Asumiremos que µ tiene momentos finitos de
todo orden, es decir

µj =

∫
R
xjdµ(x) <∞ para todo j ∈ N0. (1.1.1)

Dada una medida de Borel positiva sobre R con momentos finitos de todo orden, definimos
un producto interno en C[x] mediante

⟨p, q⟩µ =

∫
R
p(x)q(x)dµ(x). (1.1.2)

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Observación 1. Notemos que como µ tiene momentos finitos de todo orden, ⟨p, q⟩µ <∞ para
todo par de polinomios p, q ∈ C[x].

Definición 1.1.1. Decimos que una sucesión de polinomios (qn)n≥0, con deg qn = n para
todo n ∈ N0, es una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a ⟨·, ·⟩ si

⟨qn, qm⟩ = δn,mhn para todo n,m ≥ 0,

donde hn es un número positivo para todo n. Si hn = 1 para todo n, decimos que (qn)n≥0

es una sucesión de polinomios ortonormales. Si el producto interno está dado por ⟨p, q⟩µ,
decimos que los polinomios son ortogonales (respectivamente ortonormales) con respecto a
µ.

Sólo consideramos medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue
sobre R o medidas puramente discretas. Es decir consideramos productos internos que sean
o bien integrales con pesos o sumas sobre un subconjunto de la recta real

⟨p, q⟩ =
∫ b

a
p(x)q(x)w(x)dx, ⟨p, q⟩ =

∞∑
i=0

p(xi)q(xi)w(xi),

donde los parametros a, b no son necesariamente finitos. En la literatura, estos dos casos se
conocen como caso continuo y caso discreto, respectivamente.

Observación 2. Estas medidas abarcan gran parte de las medidas de ortogonalidad de las
familias de polinomios ortogonales en el Askey-Scheme, ver Subsección 1.3.2. Las familias de
polinomios clásicos de Hermite, Laguerre y Jacobi, por ejemplo, son ortogonales con respecto
a una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Los polinomios
de Charlier, Meixner, Krawtchouk, Hahn y Racah, por otro lado, son ortogonales con respecto
a una medida puramente discreta. Más generalmente, los polinomios de Askey-Wilson son
ortogonales con respecto a una medida de ortogonalidad que está dada por la suma de una
absolutamente continua y discreta, ver [94].

Observación 3. Resulta también de interés estudiar casos en los que el soporte de la medida
es finito. En este caso (1.1.2) no resulta ser un producto interno, puesto que podŕıa existir
p ̸= 0 con ⟨p, p⟩ = 0. Sin embargo, es posible definir ortogonalidad de polinomios con la
diferencia que solo obtendremos una cantidad finita de polinomios ortogonales.

Aplicando argumentos estándares, podemos verificar que dada una medida de Borel po-
sitiva µ en R con momentos finitos de todo orden, existe una única sucesión de polinomios
ortogonales mónicos (pn)n≥0 ⊂ R[x] con respecto a µ.

Dada una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a µ se puede verificar que
ésta satisface la llamada relación de recurrencia de tres términos. La versión mónica de esta
relación es:

xpn(x) = pn+1(x) + bnpn(x) + cnpn−1(x), p−1(x) = 0, (1.1.3)

donde bn ∈ R y cn > 0. Como consecuencia de la relación de recurrencia de tres términos
tenemos la llamada Identidad de Christoffel-Darboux.

Teorema 1.1.2 (Identidad de Christoffel-Darboux). Dado N ∈ N y (pn)n la sucesión de
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polinomios ortogonales mónicos con respecto a µ, las siguientes identidades se verifican:

N−1∑
k=0

pk(x)pk(y)

hk
=
pN (x)pN−1(y)− pN (x)pN−1(y)

hN−1(x− y)
x ̸= y.

N−1∑
k=0

pk(x)
2

hk
=
p′N (x)pN−1(y)− pN (x)p

′
N−1(y)

hN−1
x ̸= y.

El rećıproco de la relación de recurrencia de tres términos es un importante resultado
que se conoce con el nombre de Teorema de Favard. Este teorema, que demuestra que toda
sucesión de polinomios que satisface una relación de recurrencia, es una sucesión de polino-
mios ortogonales, fue dado por J. Favard en 1935 [3, pp. 209] aunque aparentemente, fue
descubierto al mismo momento e independientemente por J. Shohat y I. Natanson. A con-
tinuación damos el enunciado del Teorema de Favard, su demostración puede encontrarse
en [3, Theorem 6.4] o [80, Theorem 2.5.2].

Teorema 1.1.3 (Teorema de Favard). Sean (bn)n≥1 y (cn)n≥1 dos sucesiones de números
reales con cn > 0 para todo n. Sea (pn)n≥0 definida por la siguiente relación de recurrencia

pn+1(x) = (x− bn)pn(x)− cnpn−1(x), n = 1, 2, 3, . . . (1.1.4)

con p−1(x) = 0, p0(x) = 1. Entonces, existe una medida de Borel positiva µ en R tal que

⟨p0, p0⟩µ = c1, ⟨pm(x), pn(x)⟩µ = 0 m ̸= n, m, n = 0, 1, 2, . . .

1.2. Familias de polinomios ortogonales Clásicos

Debido a su frecuente aparición en problemas de f́ısica y matemática aplicada, las familias
de polinomios ortogonales asociados a los nombres Hermite, Laguerre y Jacobi son sin lugar
a duda las más estudiadas y las de mayor importancia. A estas familias se las conoce como
Familias de polinomios ortogonales Clásicos:

Hermite: w(x) = e−x
2

(a, b) = R, pn = Hn,

Laguerre: w(x) = xαe−x (a, b) = (0,∞), pn = L(α)
n ,

Jacobi: w(x) = (1 + x)α(1− x)β (a, b) = (−1, 1), pn = P (α,β)
n ,

donde α, β > −1. Los polinomios de Jacobi con parámetro α = β son llamados polinomios
de Gegenbauer.

A lo largo de los años, se han podido probar muchas propiedades y caracterizaciones de
estas familias. En 1929, S. Bochner [17] probó que si una sucesión de polinomios (pn)n≥0

satisface una ecuación diferencial de segundo orden de la forma

f2(x)p
′′
n(x) + f1(x)p

′
n(x) + f0(x)pn(x) = λn pn(x), n = 0, 1, . . . (1.2.5)

entonces f2, f1 y f0 deben ser polinomios de grado deg fi ≤ i. Más aún, si (pn)n es una
sucesión de polinomios ortogonales con respecto a una medida de Borel positiva, entonces
tiene que ser (salvo transformaciones afines) una de las familias de polinomios ortogonales
clásicos de Hermite, Laguerre y Jacobi.
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Observación 4. En (1.2.5) asumimos que tenemos soluciones polinomiales de todo grado. Esto
resulta ser una hipótesis importante la cual puede ser relajada, ver Sección 1.4.

A partir de las expresiones expĺıcitas de los polinomios pertenecientes a las Familias
Clásicas, es sencillo verificar que las derivadas de estos polinomios forman una sucesión de
polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo. Aśı, por ejemplo, la derivada de un
polinomio de Hermite es un múltiplo de un polinomio de Hermite, y las derivadas de los
polinomios de Laguerre y Jacobi son un múltiplo de polinomios de Laguerre y Jacobi con un
parámetro distinto. En 1935, W. Hahn [77] probó que toda sucesión de polinomios ortogonales
cuya sucesión de derivadas es ortogonal con respecto a un peso positivo satisface una ecuación
de la forma (1.2.5) y, por lo tanto, debe ser una de las Familias Clásicas.

Otra caracterización importante fue dada por W. A. Al-Salam y T. S. Chihara en 1972.
En su trabajo [4], se demuestra que las Familias Clásicas son las únicas que satisfacen una
fórmula de estructura de la forma

π(x)p
′
n(x) = (αnx+ βn)pn(x) + γnpn−1(x), (1.2.6)

donde π(x) es un polinomio fijo.

Otras caracterizaciones importantes de las Familias Clásicas son que satisfacen una fórmu-
la de Rodrigues:

pn(x) = k−1
n w(x)−1 d

n

dxn
(ϕ(x)nw(x)) ,

donde kn es una constante positiva y ϕ es un polinomio de grado a lo sumo dos, y los pesos
asociados satisfacen una ecuación de Pearson:

d

dx
(ϕ(x)w(x)) = ψ(x)w(x),

donde ϕ es un polinomio de grado ≤ 2 y ψ de grado 1.

1.3. Polinomios ortogonales hipergeométricos

Es natural complementar esta clasificación con familias de polinomios ortogonales que
satisfacen una ecuación en diferencias de segundo orden. Aśı, en [59] se prueba que las fa-
milias de Hahn, Krawtchouk, Meixner, Charlier están caracterizadas por ser soluciones de
una ecuación en diferencias de segundo orden con coeficientes polinomiales. Sus diferencias
∆pn(x) = pn(x+ 1)− pn(x) forman una sucesión de polinomios ortogonales, pueden ser ex-
presados mediante una fórmula de Rodrigues discreta, verifican una fórmula de estructura y
los pesos asociados a ellos satisfacen una ecuación del tipo Pearson discreta de la forma

ϕ(x)w(x)− ϕ(x− 1)w(x− 1) = ψ(x)w(x),

donde ϕ es un polinomio de grado ≤ 2 y ψ de grado 1. La familia más simple de polinomios

ortogonales discretos son los polinomios de Charlier, denotados c
(a)
n (x), donde el peso es

w(a)(x) = ax

x! con a > 0.

Las familias de polinomios ortogonales descriptas anteriormente pertenecen a la clase de
polinomios ortogonales hipergeométricos. A continuación, describimos brevemente las funcio-
nes hipergeométricas.
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1.3.1. Funciones hipergeométricas

Una serie
∑

n≥0 cn se dice hipergeométrica si el cociente cn+1

cn
es una función racional en

n. En tal caso, factorizando el cociente cn+1

cn
, obtenemos

cn+1

cn
=

(a1 + n) . . . (ap + n)

(b1 + n) . . . (bq + n)
αn,

para algunos a1, . . . , ap, b1, . . . , bq, αn ∈ C. De esta fórmula, reemplazando αn = z
1+n , obte-

nemos que

cn =
(a1)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
,

donde (a)k es el śımbolo de Pochhammer que está dado por

(a)k = a(a+ 1) . . . (a+ k − 1). (1.3.7)

La función hipergeométrica es la serie de potencias

pFq

(
a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

; z

)
=

∞∑
k=0

(a1, . . . , ap)k
(b1, . . . , bq)k

zk

k!
, (1.3.8)

donde (a1, . . . , ap)k = (a1)k · · · (ap)k.
Asumimos que los parámetros son tales que los denominadores en los términos de la serie

nunca son cero. Si algún parámetro del numerador ai es igual a −n para algún n entero no
negativo, la serie hipergeométrica es un polinomio en z. Aplicando el test del cociente, se
verifica que el radio de convergencia de la serie hipergeométrica está dado por

ρ =


∞ si p < q + 1,

1 si p = q + 1,

0 si p > q + 1.

La función hipergeométrica (1.3.8) satisface la siguiente ecuación diferencial, ver por ejem-
plo [115, §2.1.2],[

z
d

dz

(
z
d

dz
+ b1 − 1

)(
z
d

dz
+ b2 − 1

)
· · ·
(
z
d

dz
+ bq − 1

)
+z

(
z
d

dz
+ a1

)
· · ·
(
z
d

dz
+ ap

)]
pFq

(
a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

; z

)
= 0. (1.3.9)

En caso de que p = 2 y q = 1, la función hipergeométrica

2F1

(
a, b

c
; z

)
,

se llama función hipergeométrica de Gaus. Para la función hipergeométrica de Gauss, la
ecuación diferencial (1.3.9) se escribe de la forma

z(1− z)
d2

dz2
+ (c− (1 + a+ b)z)

d

dz
− ab = 0.

Estas funciones han sido estudiadas extensivamente por L. Euler, F. Pfaff, C. F. Gauss, E.
Kummer y B. Riemann.
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1.3.2. Askey-Scheme de polinomios ortogonales hipergeométricos

Las Familias Clásicas de Hermite, Laguerre y Jacobi junto con las de Hahn, Krawtchouk,
Meixner y Charlier, conforman una clase muy importante de polinomios ortogonales. Estas
familias están clasificadas y se agrupan en el llamado Askey-Scheme de polinomios ortogonales
hipergeométricos, que fue introducido en 1985 por R. Askey y J.A. Wilson.

Figura 1.1: Askey Scheme de polinomios ortogonales hipergeométricos. Fuente: NIST Digital
Library of Mathematical Functions [35].

Las familias de polinomios ortogonales en el Askey-Scheme, se escriben en términos de
funciones hipergeométricas y se ubican en la Figura 1.1 de forma tal que las filas corresponden
al número de parámetros libres en la familia. De esta forma, los polinomios de Hermite, que
no tienen ningún parámetro libre se encuentran en el escalón más bajo, y los polinomios de
Wilson y de Racah, con cuatro parámetros libres, se encuentran en la cima.

Las familias de una fila de la tabla pueden estar unidas a las de su fila inmediata inferior
por una flecha que indica que es posible tomar una relación ĺımite que lleve los polinomios
de la fila superior a la inferior.

Las familias en el Askey-Scheme tienen propiedades muy similares a las de las Familias
Clásicas. Estas propiedades incluyen ser autofunciones de un operador de segundo orden (ya
sea diferencial o en diferencias), satisfacer ecuaciones de Pearson, y la existencia de lowering
y raising operators expĺıcitos. Como consecuencia de la existencia de estos operadores, los
polinomios se pueden describir en términos de una fórmula de Rodrigues. Estas propiedades
están recopiladas en [94] donde se listan todas las familias del Askey-Scheme y sus propiedades
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en orden. Recomendamos [95] para una lectura con mayor detalle de polinomios ortogonales
hipergeométricos.

Es posible obtener un q-análogo de este esquema, llamado q-Askey-Scheme. Tal como para
las familias de polinomios ortogonales hipergeométricos en el Askey-Scheme, en [95] se da en
detalle las definiciones, relaciones de ortogonalidad, relación de recurrencia de tres términos,
ecuaciones en diferencias de segundo orden, shift operators, y fórmulas de Rodrigues para
todos los q-análogos de los polinomios ortogonales hipergeométricos del Askey-Scheme. En la
cima de este esquema se ubican los polinomios de Askey-Wilson, ver por ejemplo [35, §18.28].

1.4. Polinomios ortogonales excepcionales

Tal como ha sido mencionado anteriormente, las familias de polinomios ortogonales clási-
cos, es decir las familias de Hermite, Laguerre, y Jacobi, han sido muy estudiadas y se han
encontrado diferentes aplicaciones tanto en áreas de la matemática como de la f́ısica debido a
la propiedad de ser autofunciones de un operador diferencial de segundo orden. Recordemos
que en 1929, S. Bochner [17] probó que si una sucesión de polinomios (pn)n≥0 satisface una
ecuación diferencial de segundo orden de la forma

f2(x)p
′′
n(x) + f1(x)p

′
n(x) + f0(x)pn(x) = λn pn(x), n = 0, 1, . . .

entonces f2, f1 y f0 deben ser polinomios de grado deg fi ≤ i. Más aún, si (pn)n≥0 es una
sucesión de polinomios ortogonales con respecto a una medida de Borel positiva, entonces
tiene que ser una de las familias de polinomios ortogonales clásicos de Hermite, Laguerre y
Jacobi.

Observación 5. Consideramos importante resaltar que en el Teorema de clasificación de
Bochner, asumimos que pn es una autofunción polinomial del operador diferencial para todo
n ∈ N0. Es decir, consideramos operadores diferenciales con autofunciones polinomiales de
todos los grados, lo cual resulta ser una hipótesis importante.

Las familias de polinomios ortogonales del Askey-scheme y q-Askey-scheme generalizan
las familias clásicas de Jacobi, Laguerre y Hermite y comparten muchas de sus propiedades
notables. En los últimos años, las familias clásicas han sido extendidas en diferentes direccio-
nes. Por un lado, una extensión importante son los polinomios ortogonales matriciales, ver
Sección 1.5. Por otro lado, una extensión reciente fue obtenida relajando la condición sobre
grados en (1.2.5). Estos son los llamados polinomios ortogonales excepcionales. En analoǵıa
con el contexto clásico, los polinomios excepcionales son sucesiones de polinomios ortogonales
densas en L2(ŵ), son autofunciones de un operador diferencial de orden dos (ahora con coefi-
cientes racionales), pero perdemos algunos grados, i.e., hay un número finito de grados para
los cuales no existe tal autofunción polinomial. El estudio de estos polinomios comenzó en
[64] y [65] y continuó en, por ejemplo, [18,42, 49,66,67,72,79,98, 110–113]. Una herramienta
importante para el estudio de polinomios excepcionales son las transformaciones de Darboux.
Una clasificación de polinomios excepcionales fue dada en [60], donde los autores prueban
que toda familia de polinomios excepcionales puede ser obtenida aplicando un número finito
de transformaciones de Darboux a las familias clásicas.

En esta sección describiremos una de las familias de polinomios excepcionales X-Laguerre.
Se pueden realizar construcciones similares para familias de polinomios excepcionales de tipo
Hermite y Jacobi, ver por ejemplo [63,68,100,102]. Los polinomios excepcionales de Laguerre
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están clasificados según tipo I, tipo II, y tipo III Xm-Laguerre, ver por ejemplo [66, 68, 98].
Trabajaremos con los de tipo II:

LII,αn,m = −A(α+1)
m · L(α+1)

n−m n ≥ m, (1.4.10)

donde L
(α+1)
n−m denota el polinomio de Laguerre de grado n −m y parámetro α + 1, ver por

ejemplo [9, 80,94,95],

L(α)
m (x) =

(α+ 1)m
m!

1F1

(
−m
α+ 1

;x

)
, (1.4.11)

y A
(α+1)
m es el operador de entrelazamiento de orden uno definido en (1.4.17). Este operador

está relacionado a una factorización de la forma T
(α+1)
0 = B(α+1)A(α+1) + λ del operador de

Laguerre clásico:

T
(α)
0 = x

d2

dx2
+ (α+ 1− x)

d

dx
, α ∈ R. (1.4.12)

El operador de entrelazamiento está construido de forma tal que LII,αn,m resulta ser un polinomio
de grado n. En las Secciones 3.8 y 3.9 extenderemos este ejemplo al caso matricial.

1.4.1. Transformaciones de Darboux y seed functions

En esta sección describiremos formalmente las llamadas transformaciones de Darboux
racionales de operadores diferenciales de orden dos. Por el momento no estaremos interesados
en sus propiedades espectrales. Consideremos T0 un operador diferencial de orden dos

T0 = f2(x)∂
2
x + f1(x)∂x + f0(x),

donde f2, f1, f0 son funciones racionales de x.

Definición 1.4.1. Una factorización racional de T0 es una relación de la forma

T0 = BA+ λ, (1.4.13)

donde A,B son operadores diferenciales de orden uno con coeficientes racionales y λ es
constante. Dada una factorización racional, consideramos un nuevo operador de orden dos

T1 = AB + λ = f̂2(x)∂
2
x + f̂1(x)∂x + f̂0(x). (1.4.14)

Decimos que T1 se obtiene de T0 realizando una transformación de Darboux, es decir inter-
cambiando el orden en el cual aplicamos los operadores A y B.

Es sencillo verificar que las siguientes relaciones se satisfacen

T1A = AT0, BT1 = T0B.

Por esta razón llamamos a A y B operadores de entrezamiento.

Observación 6. La transformación de Darboux es puramente formal y su objetivo principal
es relacionar autofunciones de T0 y T1. Observemos que como consecuencia de las relaciones
de entrezamiento, dada p una autofunción de T0 de autovalor λ, A · p es una autofunción de
T1 del mismo autovalor. Similarmente, dada q autofunción de T1, B · q es autofunción de T0
del mismo autovalor.
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Definición 1.4.2. Decimos que una función ϕ es una seed function de T0 si

ϕ(x)′

ϕ(x)
es una función racional y T0 · ϕ = λϕ con λ ∈ C.

Ejemplo. Las seed functions con una parte polinomial del operador de Laguerre (1.4.12) son
conocidas, ver por ejemplo [54, §6.1],

ϕ1(x) = L(α)
m (x), λ1 =−m.

ϕ2(x) = x−αL(−α)
m (x), λ2 =α−m.

ϕ3(x) = exL(α)
m (−x), λ3 =α+ 1 +m.

ϕ4(x) = x−αexL(−α)
m (−x), λ4 =m+ 1.

La siguiente proposición indica que dado un operador diferencial T0 de orden dos con coefi-
cientes racionales, las seed functions ϕ de T0 están en correspondencia con las factorizaciones
racionales.

Proposición 1.4.3. [60, Proposition 3.5] Supongamos que ϕ es una seed function de T0.
Entonces T0 admite una factorización racional de la forma (1.4.13) con

A = b(x)(∂x − w(x)), B = b̂(x)(∂x − ŵ(x)), (1.4.15)

donde

w =
ϕ′

ϕ
, b̂ =

f1
b
, ŵ = −w − f2

f1
+
b′

b
, (1.4.16)

y b(x) es una función racional no nula arbitraria. Rećıprocamente, si T0 admite una facto-
rización racional de la forma (1.4.13), entonces existe una seed function de T0. Más aún si
w, ŵ, b, b̂ están definidos según (1.4.15), entonces (1.4.16) se satisface.

Observación 7. El operador diferencial A tiene un rol fundamental en la construcción de los
polinomios excepcionales. Notemos que A · ϕ = 0. Además, A puede ser escrito en términos
de un Wronskiano

Ay =
b(x)

ϕ(x)
Wr[ϕ, y].

Observación 8. Observemos que en la Proposición 1.4.3, b es una función racional no nula
arbitraria. Usualmente tomamos b de forma tal que el operador de entrelazamiento A preserva
polinomios. De esta manera si p es una autofunción polinomial de T0 entonces A · p es una
autofunción polinomial de su transformación de Darboux T1.Más aún, si (pn)n es una sucesión
de autofunciones polinomiales de T0 entonces (A · pn)n es una sucesión de autofunciones
polinomiales de T1.

Proposición 1.4.4. [60, Proposition 3.6] Supongamos que T1 se obtiene de T0 realizando
una transformación de Darboux racional, ver (1.4.14). Entonces los coeficientes f̂2, f̂1, f̂0 de
T1 son:

f̂2 = f2,

f̂1 = f1 + f ′2 −
2b′

b
f2,

f̂0 = f0 + f ′1 + wf ′2 −
b′

b
(f1 + f ′2) +

(
2

(
b′

b

)2

− b′′

b
+ 2w′

)
f2.
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Ejemplo. Consideremos la seed function más simple del operador de Laguerre, ϕ1(x) =

L
(α)
0 (x) = 1. La factorización resultante es

T
(α)
0 = BA, donde A = ∂x, B = x∂x + (α+ 1− x).

Observemos que la correspondiente transformación de Darboux es AB = T
(α+1)
0 − 1. Dicho

de otra forma, si utilizamos L
(α)
0 (x) como seed function obtenemos nuevamente un operador

de Laguerre pero con un shift en el parámetro.

Ejemplo. Fijemos m ∈ N y α > m, consideremos la seed function ϕ2 = x−αL
(−α)
m (x), del

operador de Laguerre. Tomamos b(x) = xL
(−α)
m (x) y la factorización resultante es

T
(α)
0 = B(α)A(α) + (α−m),

donde

A(α) = xL(−α)
m (x)∂x + (α−m)L(−α−1)

m (x), B(α) =
1

L
(−α)
m (x)

(∂x − 1). (1.4.17)

En este caso, la correspondiente transformación de Darboux es

T
(α)
1 = A(α)B(α) + (α−m) = x∂2x +

(
α− x− 2xL

(−α)
m (x)′

L
(−α)
m (x)

)
∂x +

2xL
(−α)
m (x)′

L
(−α)
m (x)

−m.

Notemos que A(α) preserva polinomios. Más aún, se verifica que A(α) · p es un polinomio de
grado n+m para todo polinomio p de grado n.

Ahora que sabemos aplicar transformaciones de Darboux para pasar de T0 a T1, no hay
razón por la cual parar aqúı. Podemos aplicar la transformación nuevamente y en general
tantas veces como quisieramos. Esto nos lleva a considerar la siguiente definición:

Definición 1.4.5. Dados dos operadores diferenciales T0 y T1 de orden dos con coeficientes
racionales, decimos que T0 está Darboux conectado a T1 si existe un operador diferencial con
coeficientes racionales L tal que T1L = LT0.

Observación 9. En la definición anterior el operador L puede tener cualquier orden, por lo
cual si T1 se obtiene a partir T0 realizando una transformación de Darboux, entonces T0 está
Darboux conectado a T1.

1.4.2. Clasificación de polinomios excepcionales

En esta sección damos la definición de polinomios ortogonales excepcionales y enunciamos
el Teorema de clasificación.

Definición 1.4.6. Una sucesión de polinomios ortogonales excepcionales es una sucesión
(pn)n∈N0\A tal que:

1. deg pn = n para todo n ∈ N0 \A, donde A es un conjunto finito de N0.

2. Existe un intervalo (a, b) y una función peso w > 0 con momentos finitos de todos los

órdenes tal que
∫ b
a pn(x)pm(x)w(x)dx = hnδn,m para una sucesión hn > 0, n,m ∈ N0\A.
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3. Existe un operador diferencial de segundo orden con coeficientes racionales T tal que
T · pn = λnpn para todo n ∈ N0 \A.

4. Para n ∈ A no existe autofunción polinomial de T de grado n.

Teorema 1.4.7. [60, Theorem 1.2] Toda sucesión de polinomios ortogonales excepcionales
puede ser obtenida aplicando una cantidad finita de transformaciones de Darboux a una de
las familias Clásicas.

Observación 10. En el teorema anterior el operador diferencial de segundo orden para el
cual los polinomios excepcionales son autofunciones está Darboux conectado a uno de los
operadores de las familias clásicas.

Ejemplo (X-Laguerre). Los polinomios Xm-Laguerre de tipo II son

LII,αn,m (c) = −A(α+1)
m · L(α+1)

n−m (x) n ≥ m.

Observemos que degLII,αn,m = n. Por construcción estos polinomios satisfacen

T
(α+1)
1 L(α+1)

m,n = (m− n)L(α+1)
m,n , n ≥ m.

La sucesión (L
(α)
m,n)n≥m es ortogonal con respecto al peso

ŵα,m(x) =
xαe−x

L
(−α−1)
m (x)2

, x ∈ (0,∞).

Asumiendo α+ 1 > m, los ceros de L
(−α−1)
m no se encuentran dentro del intervalo de ortogo-

nalidad [0,∞), ver [116, Theorem 6.73] y por lo tanto ŵα,m tiene momentos finitos de todos

los órdenes. Se puede probar que la sucesión (LII,αn,m )n≥m es densa en el espacio de Hilbert
L2([0,∞), ŵα,mdx), ver [67].

1.5. Polinomios ortogonales matriciales

En esta sección discutiremos generalizaciones matriciales de polinomios ortogonales y en
particular generalizaciones matriciales que tengan propiedades similares a las de los polino-
mios ortogonales clásicos. Estas propiedades pueden ser generalizadas de distintas formas y
muchas de ellas dejan de ser equivalentes en el caso matricial. Por ejemplo, se ha demos-
trado en [22, 23] que, es posible tener una familia de polinomios ortogonales matriciales que
sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden, pero cuyo peso matricial
no cumple con una ecuación de Pearson adecuada. Por lo tanto, la versión matricial es más
complicada y rica en comparación con su contraparte escalar.

La teoŕıa de polinomios ortogonales matriciales tuvo sus inicios en los trabajos de M.
Krein [97] y tiene conexiones y aplicaciones en diferentes áreas de la matemática y de la
f́ısica matemática tales como scattering theory [62], tiling problems [37], sistemas integrables
[7, 10,11,82], teoŕıa espectral [73] y procesos estocásticos [33,34,74].

Al igual que en el caso escalar, hay un interés particular en comprender familias de
polinomios ortogonales matriciales que actúen como autofunciones de operadores diferenciales
de segundo orden [23, 44, 46, 47, 75, 91, 92], en diferencias [5, 8, 43] o en q–diferencias [5, 6]. El
análisis armónico en espacios simétricos compactos ha desempeñado un papel crucial en



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la construcción familias de polinomios ortogonales matriciales que cumplen esta propiedad.
El primer ejemplo de este tipo se presentó en [75] para el par simétrico (SU(3),S(U(2) ×
U(1)) y posteriormente se ha extendido a varios pares de rango uno [79, 91, 92, 123], grupos
cuánticos [6] y grupos de rango mayor [87, 93]. En este contexto, muchas de las propiedades
fundamentales de los polinomios ortogonales matriciales tales como la ortogonalidad, las
relaciones de recurrencia y las ecuaciones diferenciales, se comprenden a través de la teoŕıa
de representación de los espacios simétricos correspondientes.

En las últimas dos décadas, se han logrado avances significativos en la comprensión de
cómo las propiedades algebraicas y diferenciales de los polinomios ortogonales escalares pue-
den extenderse al contexto matricial. En [47] A. Durán y M. Ismail, introdujeron los primeros
lowering y raising operators para polinomios ortogonales matriciales. Estos operadores re-
presentaron un avance fundamental en la teoŕıa de los polinomios ortogonales matriciales.

Recientemente R. Casper y M. Yakimov [24] han presentado un marco teórico general
para abordar el problema matricial de Bochner, el cual fue inicialmente propuesto en [40]. El
problema matricial de Bochner es la clasificación de pesos matriciales N ×N para los cuales
los polinomios ortogonales asociados actúan como autofunciones de un operador diferencial
matricial de segundo orden. Vale la pena destacar que parte de la teoŕıa desarrollada en [24]
ha sido adaptada y aplicada en esta tesis.

1.5.1. Definiciones formales y teoŕıa general

En esta sección introduciremos las definiciones formales y propiedades básicas de los
polinomios ortogonales matriciales. Dado N ∈ N, denotamos porMN (C) al anillo de matrices
N×N con entradas complejas y porMN (C)[x] al módulo (a izquierda y derecha sobreMN (C))
de polinomios con coeficientes matriciales. Más aún, denotamos por I a la matriz identidad
y por 0 a la matriz cero. Dada A ∈MN (C) denotamos A > 0 (A ≥ 0) si la matriz es definida
positiva (definida no negativa). Denotamos por B(R) a la σ-álgebra de Borel de R.

Definición 1.5.1. Un producto interno matricial en MN (C)[x] es un mapa

⟨·, ·⟩ :MN (C)[x]×MN (C)[x] →MN (C)

que satisface

1. ⟨P,Q⟩ = ⟨Q,P ⟩∗ para todos P,Q ∈MN (C)[x].

2. ⟨A1P1+A2P2, Q⟩ = A1⟨P1, Q⟩+A2⟨P2, Q⟩ donde P1, P2, Q ∈MN (C)[x] y Ai ∈MN (C).

3. ⟨P, P ⟩ ≥ 0 para todo P ∈MN (C)[x].

Además, decimos que ⟨·, ·⟩ es no degenerado si ⟨P, P ⟩ = 0 si y sólo si P = 0.

Observación 11. Consideremos un polinomio matricial P (x) = Anx
n + · · · + A0. La matriz

⟨P, P ⟩ podŕıa ser singular. Se puede verificar que si ⟨·, ·⟩ es no degenerado y Ai es invertible
para algún i, entonces ⟨P, P ⟩ es no singular. En particular, si el producto interno es no
degenerado y el polinomio P es mónico, entonces ⟨P, P ⟩ es no singular.

Observación 12. Usualmente llamamos a ⟨P, P ⟩ norma cuadrada. Consideramos importante
aclarar que ésta no es una norma en el sentido clásico. Uno puede considerar

∥P∥tr = (Tr⟨P, P ⟩)1/2, (1.5.18)
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y de esta forma tener, al menos, una semi-norma en MN (C)[x]. De hecho ⟨P,Q⟩tr = Tr⟨P,Q⟩
es una forma sesquilineal definida no negativa y (1.5.18) es una semi-norma asociada a este
producto interno. Notemos que dado P ∈MN (C)[x], si ∥P∥tr = 0 entonces ⟨P, P ⟩ = 0.

Definición 1.5.2. Una medida matricial Θ sobre R es una función Θ : B(R) →MN (C) con

1. Θ(X) ≥ 0 para todo X ∈ B(R).

2. Θ (
⋃∞
n=1Xn) =

∑∞
n=1Θ(Xn), para toda sucesión (Xn)n ⊂ B(R) disjunta 2 a 2.

3. Θ(∅) = 0.

Asociada a una medida matricial tenemos una medida de Borel en R, τΘ(E) = Tr(Θ(E)).
Las medidas Θij resultan ser absolutamente continuas con respecto a la medida traza τΘ.
Luego, aplicando el Teorema de Radon-Nikodym, vemos que existe una función matricial
W (x) definida no negativa dτΘ-p.p tal que

dΘij(x) =Wij(x)dτΘ(x).

Rećıprocamente, cualquier medida de Borel positiva ν y función matricial W (x) definida
no negativa dν-p.p, define una medida matricial. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad
consideraremos medidas matriciales de la forma

Θ(E) =

∫
E
W (X)dν(x),

donde ν es una medida de Borel positiva sobre R y W (x) es una matriz definida no negativa
dν-p.p., ver [12,29]. A la funciónW la llamaremos peso matricial asociado a Θ. Dado k ∈ N0,
el k-ésimo momento de Θ está dado por

Θk =

∫
R
xkW (x)dν(x). (1.5.19)

Asumimos que Θ tiene momentos finitos de todo orden, es decir asumimos que la matriz Θk

existe y tiene entradas finitas para todo k ∈ N0. Denotamos Θk < ∞ y usualmente diremos
que W tiene momentos finitos de todos los órdenes.

Definimos un producto interno matricial ⟨·, ·⟩W :MN (C)[x]×MN (C)[x] →MN (C) por

⟨P,Q⟩W =

∫
R
P (x)W (x)Q(x)∗dν(x), (1.5.20)

donde ∗ denota la transpuesta conjugada e integramos entrada a entrada. Nos referiremos al
producto interno matricial (1.5.20) como producto interno matricial inducido por W .

Observación 13. Notemos que ⟨P,Q⟩W <∞ para todo par de polinomios P,Q ∈MN (C)[x].
Esto es consecuencia directa del hecho que W tenga momentos finitos de todo orden.

En esta tesis, sólo consideraremos los casos en que ν es la medida de Lebesgue dx sobre
R o el caso en que ν es una medida discreta con soporte en un número infinito de puntos de
N0, en cuyo caso reemplazamos la integral por una serie

⟨P,Q⟩W =
∞∑
x=0

P (x)W (x)Q(x)∗.
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Lema 1.5.3. Si dν(x) = dx y W (x) es una matriz definida positiva dx-p.p. dentro de un
intervalo (a, b) y cero fuera del intervalo, el producto interno matricial (1.5.20) es no dege-
nerado.

Observación 14. Dadas F,G funciones matriciales es suficiente que tanto F como G satisfagan∫
R
Tr(F (x)F (x)∗)dτΘ(x) <∞,

para que la integral

⟨F,G⟩ =
∫
R
F (x)W (x)G(x)∗dτΘ(x)

converja, ver [29, Ecuación 1.26]. Denotaremos L2(W ) = {F : R →MN (C) : ⟨F, F ⟩ <∞} .
Consideramos la relación de equivalencia en L2(W ) : F ∼ G si ∥F − G∥tr = 0, y la
completación H del espacio L2(W )/{F : ∥F∥tr = 0} resulta ser un espacio de Hilbert en
donde ⟨P,Q⟩tr = Tr⟨P,Q⟩ es el producto interno asociado.

Observación 15. En muchos casos es conveniente trabajar con funciones vectoriales fila en lu-
gar de funciones matriciales. Las funciones vectoriales fila cuadrado integrables son funciones
medibles f : R → CN que satisfacen∫

R
f(x)W (x)(f(x))∗ dτΘ(x) <∞.

Luego de identificar las funciones τΘ-p.p. obtenemos el espacio de Hilbert L2(W ) de funciones
vectoriales fila cuadrado integrables. Asumimos que

∫
R f(x)W (x)(f(x))∗ dτΘ(x) = 0 implica

f = 0 τΘ-p.p., lo cual significa que el núcleo de W es trivial para casi todo punto (τΘ-p.p).
Esto será de gran utilidad en el Caṕıtulo 3.

Definición 1.5.4. Decimos que una sucesión de polinomios matriciales (Qn)n≥0 es simple si
Qn tiene grado n y coeficiente director no singular para todo n ∈ N0.

Observación 16. Toda sucesión simple de polinomios matriciales forma una base deMN (C)[x],
como módulo a izquierda sobre MN (C).

Definición 1.5.5. Decimos que una sucesión de polinomios matriciales (Qn)n≥0 es una su-
cesión de polinomios ortogonales matriciales con respecto a ⟨·, ·⟩, si es simple y

⟨Qn, Qm⟩ = Hnδn,m, (1.5.21)

para una matriz definida positiva Hn. Si Hn = I para todo n los llamamos ortonormales
y si el coeficiente director de Qn es la matriz identidad I para todo n los llamamos móni-
cos. Si el producto interno está dado por ⟨·, ·⟩W diremos que los polinomios son ortogonales
(respectivamente ortonormales) respecto a W .

Observación 17. Se puede verificar que dado un producto interno matricial ⟨·, ·⟩ y (Qn)n
una sucesión de polinomios ortogonales matriciales con respecto a ⟨·, ·⟩, entonces el producto
interno matricial resulta ser no degenerado.

Aplicando argumentos estándares podemos probar que dado un producto interno matricial
no degenerado, existe una única sucesión (Pn)n de polinomios ortogonales matriciales mónicos
(ver por ejemplo [29,97]).
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1.5.2. Propiedades de polinomios ortogonales

Tal como en el caso escalar, los polinomios ortogonales matriciales satisfacen una relación
de recurrencia de tres términos, ver [?]. Enunciaremos la versión mónica y ortonormal de esta
relación.

Teorema 1.5.6 (Relación de recurrencia de tres términos). Sea ⟨·, ·⟩ un producto interno
matricial no degenerado y (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos. Si se cumple
la condición de simetŕıa

⟨xP,Q⟩ = ⟨P, xQ⟩ para todos P,Q ∈MN (C)[x], (1.5.22)

entonces existen matrices Bn, Cn ∈MN (C) tales que

xPn(x) = Pn+1 +BnPn(x) + CnPn−1(x), P−1 := 0, (1.5.23)

Observación 18. El producto interno matricial inducido por W en (1.5.20) satisface la con-
dición de simetŕıa (1.5.22).

Observación 19. Notemos que los coeficientes matriciales en (1.5.23) multiplican a los poli-
nomios ortogonales por la izquierda. A partir de las relaciones de ortogonalidad, obtenemos
que

Bn = Xn −Xn+1, Cn = HnH−1
n−1, (1.5.24)

donde Xn es el coeficiente subdirector de Pn, es decir Pn(x) = xn + xn−1Xn + · · · .

Teorema 1.5.7. Sea ⟨·, ·⟩ un producto interno matricial no degenerado que satisface la con-
dición de simetŕıa (1.5.22) y (Qn)n una sucesión de polinomios matriciales ortonormales. Se
satisface una relación de recurrencia de la forma

xQn(x) = AnQn+1(x) +BnQn(x) +A∗
n−1Qn−1(x), Q−1 := 0.

Además, Bn es hermitiana para todo n.

Tal como hemos visto en el caso escalar, una consecuencia inmediata de la relación de
recurrencia de tres términos es la Identidad de Christoffel-Darboux, ver [?].

Teorema 1.5.8 (Identidad de Christoffel-Darboux). Si (Qn)n≥0 es una sucesión de polino-
mios matriciales ortonormales con respecto a W entonces

n∑
j=0

Q∗
j (x)Qj(y) =

Q∗
n(x)AnQn+1(y)−Q∗

n+1(x)A
∗
nQn(y)

y − x
. (1.5.25)

En el caso matricial existe un resultado análogo al Teorema de Favard escalar 1.1.3 que
es el rećıproco de la relación de recurrencia de tres términos, ver por ejemplo [41].

1.5.3. Operadores simétricos

En esta sección enunciaremos algunos resultados relevantes sobre operadores lineales
simétricos. Trabajaremos con productos internos matriciales asociados a pesos matriciales
W de la forma (1.5.20). Sea T : MN (C)[x] → MN (C)[x] un operador lineal. Diremos que T
es W -simétrico si

⟨TP,Q⟩W = ⟨P, TQ⟩W , para todos P,Q ∈MN (C)[x].
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Una de las propiedades fundamentales del producto interno matricial inducido porW (1.5.20)
es el hecho de que el operador multiplicación por x es un operador simétrico. La relación de
recurrencia de tres términos (1.5.23) es una consecuencia de este hecho, ver Teorema 1.5.6.

Definición 1.5.9. Una sucesión de polinomios ortogonales (Qn)n≥0 es una sucesión de au-
tofunciones del operador T si existe una sucesión de matrices Λn ∈MN (C) tal que

TQn = ΛnQn, n ∈ N0.

Sea Vn el espacio vectorial de todos los polinomios en MN (C)[x] de grado menor o igual
a n, es decir

Vn = {H ∈MN (C)[x] : deg(H) ≤ n}. (1.5.26)

El siguiente teorema, indica que todo operador simétrico T que preserva los espacios vecto-
riales Vj , es decir que TVj ⊂ Vj , donde Vj está dado en (1.5.26), tiene a cualquier sucesión
de polinomios ortogonales como autofunciones, ver [] para su demostración.

Teorema 1.5.10. Sea (Qn)n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales matriciales asociada
a W . Si T : MN (C)[x] → MN (C)[x] es simétrico respecto a W y preserva los espacios Vj,
entonces, TQn = ΛnQn, para alguna matriz Λn.

Supongamos que tenemos n operadores lineales Tj :MN (C)[x] →MN (C)[x] tal que para
todo polinomio P de grado m con coeficiente director inversible tenemos que TjP es un
polinomio de grado m − j con coeficiente director inversible si j ≤ m y cero si j > m.
Entonces definimos T de la siguiente forma

T = Fn(x)Tn + · · ·+ F0(x)T0, (1.5.27)

donde Fj son funciones matriciales.

Proposición 1.5.11. [] Supongamos que T es un operador lineal de la forma (1.5.27) que
preserva los espacios Vj para todo j = 0, . . . , n. Entonces Fi es un polinomio de grado a lo
sumo i para todo i = 0, . . . , n.

Hemos visto en el Teorema 1.5.10 que todo operador simétrico que preserva el grado
de los polinomios tiene a cualquier sucesión de polinomios ortogonales como autofunciones.
En [46, Theorem 3.1] se dan condiciones para la simetŕıa de un operador diferencial de orden
dos.

Teorema 1.5.12. [46, Theorem 3.1] Dado un peso matricial W con soporte (a, b), conside-
remos el operador diferencial

(P ·D)(x) =
d2P

dx2
(x)A2(x) +

dP

dx
(x)A1(x) + P (x)A0(x), (1.5.28)

donde Aj es un polinomio matricial de grado menor o igual a j. Entonces D es simétrico con
respecto a W si y sólo si las funciones A2, A1, A0 satisfacen:

ĺım
x→a,b

A2(x)W (x) = 0, ĺım
x→a,b

(A1(x)W (x)− d(A2W )

dx
(x)) = 0,

A2(x)W (x) =W (x)A2(x)
∗, 2

d(A2W )

dx
(x) =W (x)A1(x)

∗ +A1(x)W (x),

d2(A2W )

dx
(x)− d(A1W )

dx
(x) +A0(x)W (x) =W (x)A0(x)

∗.
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Observación 20. En [46, Theorem 3.1] los autores consideran operadores diferenciales de
la forma (1.5.28) con coeficientes polinomiales. Cabe aclarar que la demostración se realiza
mediante integración por partes y que el resultado puede ser extendido para operadores de
la forma (1.5.28) cuyos coeficientes Aj sean funciones C2 en (a, b). Esto será utilizado en el
Caṕıtulo 3.

Observación 21. Observemos que los coeficientes A2, A1, A0 en (1.5.28) aparecen del lado
derecho, por esta razón decimos que D actúa a derecha. En [40, Theorem 3.2] A. Durán
probó que si un producto interno asociado un a peso matricial W como en (1.5.20) tiene un
operador diferencial simétrico de segundo orden con coeficientes en el lado izquierdo, entonces
el peso matricial se reduce a los ejemplos escalares clásicos. Por esta razón los operadores
actuando a derecha son más naturales e interesantes.

1.5.4. Álgebras de Fourier de operadores diferenciales y en diferencias

En esta sección, siguiendo a [24], introducimos las llamadas álgebras de Fourier de ope-
radores diferenciales y en diferencias para pesos matriciales W con soporte en intervalos
reales. Para ello y como motivación notemos que la relación de recurrencia de tres térmi-
nos (1.5.23) vincula la acción de dos operadores sobre la sucesión de polinomios ortogonales
mónicos (Pn)n≥0. En el lado izquierdo tenemos el operador multiplicación por x, considera-
remos que como operador diferencial x actúa sobre Pn desde la derecha Pn(x) · x = xPn(x).
El lado derecho de (1.5.23) puede interpretarse como la acción de un operador en diferen-
cias L sobre la sucesión (Pn)n≥0. Más precisamente, si denotamos por δj el shift operator
δj · Pn(x) = Pn+j(x), podemos reescribir (4.1.12) como

Pn(x) · x = L · Pn(x), L = δ +B(n)δ0 + C(n)δ−1. (1.5.29)

Observación 22. Notemos que en la operación en la variable n, cometemos un pequeño abuso
de notación. Seŕıa más preciso escribir

(δj · P )n(x) = Pn+j(x),

pero en nuestra opinión esto puede resultar engorroso para leer. Esperamos que el abuso de
notación no conduzca a ninguna confusión.

En general, consideramos un operador diferencial D actuando sobre la variable x de Pn(x)
mediante

D =
m∑
j=0

∂jxFj(x), Pn(x) · D =

m∑
j=0

(
∂jxPn(x)

)
Fj(x), ∂jx :=

dj

dxj
, (1.5.30)

donde los coeficientes matriciales Fj : C → MN (C) son funciones racionales de x, i.e. cada
entrada es una función racional1. Observamos que los coeficientes matriciales Fj(x) multipli-
can los polinomios por la derecha. Análogamente, consideramos una acción por la izquierda
sobre la sucesión (Pn)n≥0 mediante operadores en diferencias de la forma

M =
k∑

j=−ℓ
Gj(n)δ

j , M · Pn(x) =
k∑

j=−ℓ
Gj(n) δ

jPn(x) =
k∑

j=−ℓ
Gj(n)Pn+j(x). (1.5.31)

1A partir de ahora nos referiremos a funciones matriciales con entradas racionales simplemente como
funciones matriciales racionales.
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Aqúı, Gj : N0 → Mn(C) para todo j = −ℓ, . . . , k, y Pn(x) = 0 para todo n < 0. Denotamos
por MN al álgebra de todos los operadores diferenciales de la forma (1.5.30) y por NN al
álgebra de todos los operadores en diferencias de la forma (1.5.31).

Observación 23. Observemos que el conjunto MN es un álgebra con el producto D2 ◦ D1

actuado por la derecha. Como la acción de los elementos en MN es por la derecha, la acción
del producto D2 ◦D1 en los polinomios Pn está dada por aplicar primero D2 y luego D1. Por
otra parte, el producto de dos operadores discretos está definido por M1 ◦M2 actuando por
la izquierda. De esta forma, la acción de un producto M1 ◦M2 en el polinomio Pn está dada
por aplicar primero M2 y luego M1. En lo que resta de esta tesis, utilizaremos la notación
D2 ◦D1 = D2D1 yM1 ◦M2 =M1M2. Observamos que (M ·Pn) ·D =M ·(Pn ·D) y denotamos
esta acción bilateral por M · Pn · D.

Observación 24. Por simplicidad, hemos construido las álgebras de operadores MN y NN

utilizando la sucesión de polinomios ortogonales mónicos (Pn)n≥0 con respecto a un peso
W . Cabe destacar que la misma construcción puede realizarse considerando una función
Qn(x) = Q(n, x), con dominio N0 × R tal que para cada n ∈ N0, Qn(x) es infinitamente
diferenciable x. Esto será utilizado en el Caṕıtulo 3.

Definición 1.5.13. Dado un operador diferencial D ∈ MN , decimos que D† es W -adjunto
de D en MN (C)[x] si

⟨P · D, Q⟩W = ⟨P,Q · D†⟩W , para todos P,Q ∈MN (C)[x].

Similarmente, dado un operador en diferencias M ∈ NN , decimos que M † es W -adjunto de
M en MN (C)[x] si

⟨M · Pn, Pm⟩W = ⟨Pn,M † · Pm⟩W , para todos n,m ∈ N0.

Los operadores D y M son W -simétricos si D = D† y M =M †, respectivamente.

En lo que sigue, adaptando la construcción dada en [24, Definition 2.20] a nuestro contexto,
tenemos las llamadas álgebras de Fourier de operadores asociadas a (Pn)n≥0:

FL(P ) = {M ∈ NN : ∃D ∈ MN , M · P = P · D} ⊂ NN ,

FR(P ) = {D ∈ MN : ∃M ∈ NN , M · P = P · D} ⊂ MN .
(1.5.32)

Observamos que la relación (1.5.29) implica que para cualquier peso matricial W y su co-
rrespondiente sucesión de polinomios ortogonales mónicos (Pn)n≥0, tenemos que x ∈ FR(P )
y L ∈ FL(P ). Incluimos el siguiente resultado de unicidad dado en [30].

Lema 1.5.14. Dado D ∈ FR(P ) existe un único M ∈ FL(P ) tal que M · P = P · D.
Rećıprocamente dado M ∈ FL(P ) existe un único D ∈ FR(P ) tal que M · P = P · D.

Demostración. Asumiendo que existen M1,M2 ∈ FL(P ) tales que

(M1 · P )n(x) = (Pn · D)(x), (M2 · P )n(x) = (Pn · D)(x),

entonces ((M1 −M2) · P )n(x)) = 0. Supongamos que M1 −M2 tiene la siguiente expresión

((M1 −M2) · P )n(x)) =
k∑

j=−ℓ
Gj(n)Pn+j(x).

Tomando el coeficiente director en la expresión anterior obtenemos que Gk(n) = 0. Proce-
diendo recursivamente obtenemos que Gj(n) = 0 para todo j = −ℓ, · · · , k. La rećıproca se
prueba de manera similar.
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Es consecuencia directa de la definición que los elementos de FL(P ) se relacionan con los
elementos de FR(P ). El Lema 1.5.14 implica que el mapa

ψ : FL(P ) → FR(P ), ψ(M) = D, M · P = P ·D,

es una biyección. En [24] este mapa es llamado mapa de Fourier generalizado. Siguendo a
[24], introducimos las álgebras biespectrales BL(P ) y BR(P ):

BL(P ) = {M ∈ FL(P ) : orden(ψ(M)) = 0},
BR(P ) = {D ∈ FR(P ) : orden(ψ−1(D)) = 0},

donde un operador diferencial de orden cero es una función racional F : C → MN (C) y un
operador discreto de orden cero es una sucesión G : N0 →MN (C).
Observación 25. Dados M1,M2 ∈ FL(P ) tenemos que

M1M2 · P =M1 · P · ψ(M2) = P · ψ(M1)ψ(M2), (1.5.33)

lo que implica que M1M2 ∈ FL(P ). Por lo tanto FL(P ) es una subálgebra de NN . Simi-
larmente FR(P ) es una subálgebra de MN . Siguiendo a [24] llamaremos a FL(P ) y FR(P )
álgebras de Fourier a izquierda y a derecha respectivamente.

Observación 26. Sigue de (1.5.33) que M1M2 · P = P · ψ(M1)ψ(M2) para todo M1,M2 ∈
FL(P ). Por otro lado, por definición de ψ tenemos que M1M2 · P = P · ψ(M1M2) y como ψ
es biyectiva, concluimos que es un isomorfismo de álgebras. En [24] se prueba que ψ es un
isomorfismo de álgebras en un contexto más general.

De acuerdo a [24, Theorem 3.7], dado un operador diferencial D ∈ MN simétrico se
puede verificar que D ∈ FR(P ). Esto será de gran utilidad en el Caṕıtulo 4. Por completitud,
incluimos el enunciado:

Teorema 1.5.15. [24, Theorem 3.7] Las álgebras de Fourier asociadas a (Pn)n≥0 están
dadas por

FL(P ) = {M ∈ NN : Adk+1
L (M) = 0 para algún k ≥ 0},

FR(P ) = {D ∈ MN : D tiene W -adjunta y D† ∈ MN},

donde AdL(M) = LM −ML.

Uno de los resultados de [24] que resulta de gran relevancia para el desarrollo de esta tesis
es la existencia de una operación adjunta † en FL(P ) y FR(P ), ver [24, §3.1]. Para introducir
la adjunta en FL(P ), notemos primero que el álgebra de operadores discretos NN tiene una
operación ∗ dada por  k∑

j=−ℓ
Gj(n)δ

j

∗

=

k∑
j=−ℓ

Gj(n− j)∗δ−j , (1.5.34)

donde Aj(n− j)∗ denota la transpuesta conjugada de Aj(n− j). La adjunta de M ∈ FL(P )
está dada por

M † = HnM
∗H−1

n , (1.5.35)

donde vemos a la norma cuadrada Hn, dada en (1.5.21), como una sucesión. La siguiente
relación se satisface

⟨M · Pn, Pm⟩ = ⟨Pn,M † · Pm⟩, para todos n,m ∈ N0.
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En [76], A. Grünbaum y J. Tirao introdujeron una operación adjunta en el álgebra de todos
los operadores diferenciales que tienen a los polinomios ortogonales como autofunciones. Esto
fue generalizado en [24, Corollary 3.8] donde los autores muestran que para cada D ∈ FR(P )
existe un único operador D† ∈ FR(P ) tal que

⟨P · D, Q⟩ = ⟨P,Q · D†⟩,

para todos P,Q ∈ MN (C)[x]. Más aún, FL(P ) es cerrada bajo la operación adjunta † y
ψ(M †) = ψ(M)† para todo M ∈ FL(P ).

Para finalizar esta sección introducimos las llamadas ladder relations asi como también
las lowering y raising relations:

Definición 1.5.16. Dado un par (M,D) con M ∈ FL(P ) y D ∈ FR(P ), una relación de la
forma

M · P = P ·D, donde M =

k∑
j=−ℓ

Gj(n) δ
j ,

es llamada ladder relation. Si el operador M solo contiene potencias negativas (positivas) de
δ, decimos que es una lowering (raising) relation.

Observemos que si un par (M,D) es una raising relation, sigue de (1.5.34) y (1.5.35) que
(M †,D†) es una lowering relation y viceversa.



CAPÍTULO 2

Dualidad y operadores en diferencias para polinomios ortogonales
matriciales en los enteros no negativos

Los resultados de este caṕıtulo aparecen en “Duality and difference operators
for matrix valued discrete polynomials on the nonnegative integers.” Constructi-
ve Approximation [53]. Coautores: Bruno Eijsvoogel y Pablo Román. Parte de este
trabajo fue realizada durante una visita a la Radboud University, Nijmegen, Holanda.

2.1. Introducción

Los polinomios escalares de Charlier c
(a)
n son ortogonales con respecto a la distribución

de Poisson, ver por ejemplo [35,95],

∞∑
x=0

ax

x!
c(a)n (x)c(a)m (x) =

ean!

an
δn,m, a > 0, (2.1.1)

y pueden ser escritos expĺıcitamente en términos de la función hipergeométrica 2F0

c(a)n (x) = 2F0

(
−n,−x

−
;−1

a

)
. (2.1.2)

Se ve fácilmente en la forma hipergeométrica que estos polinomios son invariantes si inter-

cambiamos el rol del grado n y la variable x, i.e. c
(a)
n (x) = c

(a)
x (n) para todo x, n ∈ N0. Por

esta razón decimos que los polinomios de Charlier son autoduales. Los polinomios de Meixner
y Krawtchouk también son autoduales.

Un concepto general de dualidad para polinomios ortogonales fue introducido por L. Dou-
glas en [36]. Decimos que dos sucesiones de polinomios (pn)n y (qx)x con x, n ∈ {0, 1, . . . ,K},
y K posiblemente infinito, tales que deg pn = n y deg qx = x, son duales si existen sucesiones
(kx)

K
x=0 y (ℓn)

K
n=0 llamadas autovalores con

kx ̸= ky si x ̸= y, ℓn ̸= ℓm si n ̸= m, (2.1.3)

tales que
pn(kx) = qx(ℓn), para todo n, x ∈ {0, . . . ,K}. (2.1.4)

21
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En [36] se muestra que los únicos polinomios ortogonales cuyos duales también son ortogonales
son los polinomios de Askey–Wilson, ĺımites de estos o sub–familias.

Teniendo en cuenta el resultado de L. Douglas [36], es natural investigar polinomios or-
togonales matriciales con la propiedad extra de tener duales que sean también ortogonales.
El objetivo de este caṕıtulo es dar una noción de dualidad para polinomios ortogonales ma-
triciales y construir ejemplos no triviales. En esta primera aproximación nos restringiremos
a medidas discretas soportadas en un número infinito de puntos de N0.

Sea W : Z → MN (C) un peso matricial tal que W (x) es definido positivo para todo
x ∈ N0 y W (x) = 0 para todo x ∈ −N. Asumimos que W tiene momentos finitos de todos
los órdenes, es decir

∞∑
x=0

xnW (x) <∞,

para todo n ∈ N0, ver (1.5.19). Hemos visto que W define un producto interno matricial en
MN (C)[x] por

⟨P,Q⟩W =
∞∑
x=0

P (x)W (x)Q(x)∗, (2.1.5)

donde ∗ denota la transpuesta conjugada, ver (1.5.20). Consideramos (Pn)n≥0 la sucesión de
polinomios ortogonales matriciales mónicos asociados a W

⟨Pm(x), Pn(x)⟩W = Hmδm,n, n,m ∈ N0, (2.1.6)

donde Hm es una matriz definida positiva.
En este caṕıtulo, extendemos la noción de dualidad de L. Douglas al contexto matricial

permitiendo a uno de los autovalores en (2.1.4) ser una función matricial. Precisamente to-
mamos kx 7→ x y ℓn 7→ ρ(n), donde ρ(n) es una función matricial. Tal como en el caso escalar
(2.1.3), necesitamos asumir una condición que garantice la existencia de suficientes ρ(n) di-
ferentes y que tengan alguna propiedad de invertibilidad. En este contexto, decimos que dos
sucesiones de polinomios matriciales (Pn)n y (Qx)x son duales si están relacionadas por

Pn(x) = Pn(0)Qx(ρ(n))Υ(x), n, x ∈ N0, (2.1.7)

para cierta función matricial Υ, ver Definición 2.3.2 y Teorema 2.3.5. El significado de un
polinomio matricial Qx evaluado en la función matricial ρ(n) se describe en detalle en (2.3.33).
En la última sección de este caṕıtulo, vemos que el estudio de los duales de las familias duales
conduce a ejemplos expĺıcitos en los que tanto kx como ℓn son funciones matriciales.

La estructura del caṕıtulo, que está esquematizada en la Figura 2.1, tiene tres partes
principales. La primera parte consiste de las Secciones 2.2–2.3 y describe las principales he-
rramientas y conceptos en general. En la Sección 2.2 revisamos algunos conceptos de polino-
mios ortogonales matriciales con respecto a una medida discreta y operadores en diferencias
que actúan sobre estos polinomios. Siguiendo el trabajo de [24], presentamos las álgebras de
Fourier asociadas al peso matricial W . Procedemos a distinguir entre ecuaciones de Pearson
débiles y fuertes, las cuales son condiciones en el peso matricial que nos permiten encontrar
relaciones para los polinomios ortogonales. Introducimos backward y forward shift operators
y los utilizamos para obtener fórmulas de Rodrigues, operadores en diferencias y expresiones
para las normas cuadradas y coeficientes de la relación de recurrencia de tres términos de
los polinomios ortogonales matriciales. Las últimas dos serán esenciales en la construcción de
familias duales.
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La Sección 2.3 introduce el concepto de una sucesión de polinomios ortogonales matricia-
les dual a otra sucesión de polinomios ortogonales matriciales, extendiendo las ideas de [36] al
contexto matricial. Describimos la relación entre operadores en diferencias de segundo orden
que tienen a los polinomios ortogonales matriciales como autofunciones y las familias duales.
Probamos que, bajo ciertas condiciones, las familias duales satisfacen relaciones de ortogona-
lidad que involucran un peso matricial relacionado con la inversa de la norma cuadrada de
los polinomios ortogonales matriciales. También establecemos una relación entre las álgebras
de Fourier de los polinomios ortogonales matriciales y las de los duales.

La segunda parte del caṕıtulo consiste de las Secciones 2.4–2.7 y está dedicada a la
construcción de una familia de polinomios matriciales de tipo Charlier. En la sección 2.4 a
partir de una ecuación Pearson débil simple para un peso tipo Charlier bastante general,
introducimos dos operadores en diferencias de primer orden D,D† que son adjuntos entre śı.
Siguiendo las ideas en [30] encontramos una ecuación no lineal para las normas cuadradas de
los polinomios.

En la Sección 2.5 especializamos el peso de tipo Charlier y damos una expresión expĺıcita
para la primera norma cuadrada, la cual en este caso determina todas las otras normas
cuadradas. Luego encontramos una descomposición LDU de la norma. En la sección 2.6
construimos una familia monoparamétrica de pesos matriciales W (λ) para λ ∈ V = N0 de
manera tal que la ecuación Pearson fuerte (2.2.20) se satisface. Como consecuencia, obtenemos
una familia monoparamétrica de pesos matriciales y con shift operators expĺıcitos, cuyas
normas cuadradas y relaciones de recurrencia de tres términos son expĺıcitas. En la sección
2.7 calculamos expĺıcitamente las entradas de los polinomios ortogonales matriciales.

Finalmente, en las Secciones 2.8–2.9 construimos expĺıcitamente familias de polinomios
duales. En la Sección 2.8 aplicamos los resultados de la Sección 2.3 para encontrar tres
sucesiones distintas de polinomios ortogonales matriciales que son duales a los polinomios
matriciales de tipo Charlier. Finalmente en la Sección 2.9 iteramos el proceso de dualidad
y construimos dos familias de polinomios ortogonales que son duales a una de las familias
duales dadas.

Finalizamos la introducción del caṕıtulo con un ejemplo no trivial de polinomios orto-
gonales 2 × 2 con una familia dual. Este es un caso particular de la primera familia dual
considerada en la Sección 2.8. Las demostraciones siguen de las dadas en la Sección 2.3 y de
las consideraciones de la Sección 2.8. Consideramos una familia monoparamétrica de pesos
matriciales:

W (λ)(x) =
ax+λλ!

2λx!

(
1 x+λ√

a
x+λ√
a

(x+λ)2+a(λ+1)
a

)
, λ ∈ N0.

La única sucesión de polinomios ortogonales mónicos P
(λ)
n (x) con respecto aW (λ) está expĺıci-

tamente dada por

P (λ)
n (x) = (−a)nc(a)n (x)I +Ω1(n)c

(a)
n−1(x) + Ω2(n)c

(a)
n−2(x),

donde I es la matriz identidad y Ω1,Ω2 están dadas por

Ω1(n) =
(−1)nnan−1

(λ+ n+ 1)
√
a

(
(1− a− λ− n)

√
a a

−(a2 + aλ+ an+ λ2 + 2λn+ n2 − 2a− λ− n) (a+ λ+ n)
√
a

)
,

Ω2(n) =
(−1)nnan−1

(λ+ n+ 1)
√
a

(
(n− 1)

√
a 0

(n− 1)(a+ λ+ n) 0

)
.
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Sección 2.2
Álgebras de Fourier
y shift operators

Sección 2.3
Dualidad

Sección 2.4
Ecuaciones no lineales

para las normas

Sección 2.5
Descomposición
LU de las normas

Sección 2.6
Consecuencias de
los shift operators

Sección 2.7
Expresiones expĺıcitas

de las entradas

Sección 2.8
Construcción de
familias duales

Sección 2.9
Familias dual–dual

Teoŕıa General Construcción de una familia de tipo Charlier

Figura 2.1: Este diagrama muestra la estructura del caṕıtulo. Las Secciones 2.2–2.3 son el
corazón del caṕıtulo y están dedicadas a desarrollar las ideas principales de la dualidad. Las
Secciones 2.4–2.7 describen con gran detalle una familia de polinomios matriciales de tipo
Charlier. Las expresiones expĺıcitas de las normas, los coeficientes de la relación de recurrencia
de tres términos y las entradas de estos polinomios nos permiten finalmente construir las
familias duales en la Sección 2.8.

La ortogonalidad de esta sucesión puede ser verificada directamente reemplazando la expre-

sión de P
(λ)
n en (2.1.5) y usando la ortogonalidad de los polinomios de Charlier escalares. Esta

expresión simple para la sucesión de polinomios ortogonales mónicos vale únicamente en el
caso 2× 2. En la Sección 2.7 daremos una expresión para dimensión arbitraria que involucra
una suma de productos de polinomios de Charlier y dual Hahn. Para describir una familia

de polinomios duales para P
(λ)
n necesitamos las siguientes matrices.

A =

(
1 0
1√
a

1

)
, J =

(
1 0
0 2

)
, L0 =

(
1 0

−
√
a 1

)
.

En la Sección 2.8 introducimos tres familias de polinomios duales para P
(λ)
n . La familia más

simple (Q
(λ)
x,1)x = (Q

(λ)
x )x está dada en la Subsección 2.8.2. Esta familia está asociada al

operador en diferencias en (2.8.126) y, por la Observación 35, está definida por la relación de
recurrencia de tres términos

NQ(λ)
x (N ) = Q

(λ)
x+1(N )−Q(λ)

x (N )(J + x+ λ(I +A)−1) +Q
(λ)
x−1(N )ax,

donde Q0 = I, Q−1 = 0. Aqúı N es una variable matricial y explicamos cómo evaluar un

polinomio en una matriz en (2.3.33). En la Sección 2.8 mostraremos que las sucesiones (P
(λ)
n )n

y (Q
(λ)
x )x son duales en el sentido de (2.1.7):

P (λ)
n (x) = P (λ)

n (0)Q(λ)
x (ρ(λ)(n))Υ(λ)(x),

donde

ρ(λ)(n) =
1

a2(λ+ n+ 1)

(
−na(a+ λ) na

√
a√

a(a+ λ)(aλ+ a− λn) na(a+ λ)

)
+ a− λ− n− J,
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P (λ)
n (0) =

an−1n(−1)n

λ+ n+ 1

( −λn+aλ+a
n

√
a

−(a2+aλ+λ2−a+λn)√
a

2an+λn+n2+aλ+a
n

)
, Υ(λ)(x) = a−x

(
1 0

− x√
a

1

)
.

Más aún, los polinomios Q
(λ)
x satisfacen las relaciones de ortogonalidad:

⟨Q(λ)
y , Q(λ)

x ⟩d =
∞∑
n=0

Q(λ)
y (ρ(n))∗U(n)Q(λ)

x (ρ(n)) = W (λ)
x δx,y,

donde W
(λ)
x = (Υ(λ)(x)W (λ)(x)Υ(λ)(x)∗)−1, y el peso matricial U(n) es

(L∗
0)

−1(I +A∗)λU (λ)(n)(I +A)λL−1
0 =

e−a2λan−λ

(λ+ 1)!n!

(
λ+ n+ 1 n√

a
n√
a

n2

a(λ+n+1) +
λ+1

λ+n+2

)
.

2.2. Polinomios ortogonales matriciales y álgebras de Fourier
discretas

En esta sección asociamos a la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a
(2.1.5) las llamadas álgebras de Fourier de operadores en diferencias, siguiendo el trabajo de
Casper y Yakimov [24]. Recordemos que el caso de pesos matriciales con soporte en intervalos
reales fue descripto en la Sección 1.5.4.

2.2.1. Operadores en diferencias

Consideramos los operadores en diferencias ηj y δj actuando en la sucesión de polinomios
ortogonales matriciales mónicos (Pn)n. Estos operadores actúan a derecha en la variable x y
a izquierda en la variable n respectivamente:

(Pn · ηj)(x) = Pn(x+ j), (δj · Pn)(x) = Pn+j(x),

en donde asumimos que Pn−j(x) = 0 si n < j. Dada una función a valores matriciales
G : C →MN (C), consideramos también los operadores en diferencias, ∆ = η−1 y∇ = 1−η−1,
actuando en la variable x a derecha, definidos por

G ·∆(x) = G(x+ 1)−G(x), G · ∇(x) = G(x)−G(x− 1).

Observación 27. Dado un polinomio matricial P de grado n, es fácil verificar que P ·∆(x) es
un polinomio de grado n− 1. En general, para k ≤ n, P ·∆k es un polinomio de grado n− k
y si k > n, P ·∆k es igual a cero.

Dadas F,G : C → MN (C) funciones matriciales, el siguiente análogo de suma por partes
se puede verificar fácilmente

N∑
x=0

G ·∆(x)F (x) = G(N + 1)F (N + 1)−G(0)F (0)−
N∑
x=0

G(x+ 1)F ·∆(x), (2.2.8)

y el siguiente análogo discreto de la regla de Leibniz para ∆ también puede ser verificado

(FG ·∆)(x) = F (x+1)G ·∆(x)+F ·∆(x)G(x) = F ·∆(x)G(x+1)+F (x)G ·∆(x). (2.2.9)
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2.2.2. Álgebras de Fourier discretas

En esta sección introducimos las llamadas álgebras de Fourier, siguiendo a [24], pero para
polinomios ortogonales matriciales discretos. Sean MN y NN las álgebras de operadores en
diferencias actuando en los polinomios a derecha e izquierda respectivamente:

MN = {D =

m∑
j=−ℓ

ηjFj(x) : Fj : C →MN (C) es una función matricial racional de x},

NN = {M =
s∑

j=−t
Gj(n)δ

j : Gj : N0 →MN (C) es una sucesión}.

Definición 2.2.1. Dado D ∈ MN tal que Fj(x) = 0 para todo x y todo j ̸= 0, decimos que
D es de orden 0. Similarmente para operadores en NN .

Observación 28. Un operador D ∈ MN actúa en la variable x a derecha, y un operador
M ∈ NN actúa en la variable n a izquierda, i.e.

Pn ·D(x) =

m∑
j=−ℓ

(Pn · ηj)(x)Fj(x) =
m∑

j=−ℓ
Pn(x+ j)Fj(x),

M · Pn(x) =
s∑

j=máx(−t,−n)

Gj(n)(δ
j · Pn)(x) =

s∑
j=máx(−t,−n)

Gj(n)Pn+j(x).

Las álgebras de Fourier están dadas por

FR(P ) = {D ∈ MN : ∃M ∈ NN , M · P = P ·D},
FL(P ) = {M ∈ NN : ∃D ∈ MN , M · P = P ·D}.

En la siguiente proposición establecemos un isomorfismo entre las álgebras de Fourier a
izquierda y a derecha.

Proposición 2.2.2. Para todoM ∈ FL(P ), existe un único D ∈ FR(P ) tal queM ·P = P ·D.
Rećıprocamente, para todo D ∈ FR(P ), existe un único M ∈ FL(P ) tal que M · P = P ·D.

Demostración. Sea D ∈ FR(P ) tal que P ·D = 0 para todo P ∈ MN (C)[x]. Para probar la
primera afirmación de la proposición es suficiente mostrar que D = 0. Asumimos que

D =
m∑

j=−ℓ
ηjFj(x).

Mostraremos primero que

m∑
j=−ℓ

jkFj(x) = 0, para todo k ∈ N0, (2.2.10)

por inducción en k. Para k = 0, la ecuación (2.2.10) se verifica fácilmente usando la condición
I ·D = 0, donde I denota la matriz identidad, lo cual implica que

∑m
j=−ℓ Fj(x) = 0. Asumimos
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que (2.2.10) vale para 0 ≤ i ≤ k − 1 y consideramos el polinomio escalar pk(x) = xk +
ak−1x

k−1 + · · ·+ a0, entonces tenemos

0 = (pk ·D)(x) =
m∑

j=−ℓ
(x+ j)kFj(x) +

k−1∑
p=0

ap

m∑
j=−ℓ

(x+ j)pFj(x),

lo que puede ser escrito como

0 = (pk·D)(x) =

m∑
j=−ℓ

jkFj(x)+

k∑
q=1

(
k

q

)
xq

m∑
j=−ℓ

jk−qFj(x)+

k−1∑
p=0

ap

m∑
j=−ℓ

(x+j)pFj(x). (2.2.11)

Aplicando la hipótesis inductiva en el segundo y tercer sumando de (2.2.11), obtenemos
(2.2.10).

El sistema (2.2.10) puede ser escrito como A(F−ℓ · · ·F0 · · ·Fm)T = 0, donde A es una
matriz en bloques (m + ℓ + 1) × (m + ℓ + 1) con entradas Ai,j = (−ℓ + j − 1)i−1I. Esta
matriz es la transpuesta de una matriz de Vandermonde en bloques. Como todos los bloques
son múltiplos de la identidad I, es fácil ver que esta matriz es invertible. Sin embargo es
también un caso especial de una matriz de Vandermonde en bloques para la cual hemos
encontrado una fórmula para el determinante en el Lema A.1.1. Concluimos que Fj = 0
para todo −ℓ ≤ j ≤ m, y por lo tanto D = 0. Finalmente, si M ∈ FL(P ) es tal que
M · P = P ·D1 = P ·D2, entonces P · (D1 −D2) = 0 para todo polinomio P y por lo tanto
D1 = D2. La unicidad de M es análoga a la dada en el Lema 1.5.14.

En consecuencia y por la Proposición 2.2.2 el mapa

ψ : FL(P ) → FR(P ), ψ(M) = D, M · P = P ·D, (2.2.12)

es un isomorfismo de álgebras bien definido: en [24] este isomorfismo es llamado mapa de
Fourier generalizado. Siguendo a [24], introducimos las álgebras biespectrales BL(P ) y BR(P ):

BL(P ) = {M ∈ FL(P ) : orden(ψ(M)) = 0},
BR(P ) = {D ∈ FR(P ) : orden(ψ−1(D)) = 0}.

Tal como fue explicado en la Sección 1.5.4, la relación de recurrencia de tres términos (1.5.23)
puede ser escrita como L · Pn = Pn · x, donde

L = δ +Bn + Cnδ
−1, (2.2.13)

y por lo tanto L ∈ BL(P ) ⊂ FL(P ) y x ∈ FR(P ) como operador de orden cero. De manera
análoga al caso continuo (1.5.35), existe una adjunta natural en NN , digamos

M † =

s∑
j=−t

HnGj(n− j)∗H−1
n−jδ

−j =⇒ M † · Pn(x) =
mı́n(s,n)∑
j=−t

HnGj(n− j)∗H−1
n−jPn−j(x).

(2.2.14)
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2.2.3. Ecuaciones de Pearson débiles y álgebras de Fourier

En esta sección consideramos una clase de pesos matriciales con elementos distinguidos en
las álgebras de Fourier. Decimos que el pesoW satisface un sistema de ecuaciones de Pearson
débiles si existe un conjunto no vaćıo de enteros {−ℓ, . . . ,m} y polinomios matriciales Fj y

F̃j para j = −ℓ, . . . ,m tales que

Fj(x− j)W (x− j) =W (x)F̃j(x)
∗, para todo x ∈ N0, y j = −ℓ, . . . ,m. (2.2.15)

Notemos que si ℓ > 0, como W se anula para enteros negativos, las ecuaciones de Pearson
débiles (2.2.15) implican que

Fj(x− j) = 0, −ℓ ≤ j ≤ −1, j ≤ x ≤ −1.

Similarmente para m > 0 tenemos

F̃j(x) = 0, 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ x ≤ j − 1.

Asociamos al peso W , el conjunto de operadores en diferencias {Dj}mj=−ℓ

Dj = ηjFj(x). (2.2.16)

En la siguiente proposición mostramos que Dj tiene una adjunta simple D†
j y que ambos

operadores son elementos de FR(P ).

Proposición 2.2.3. Sea Dj el operador (2.2.16), entonces su adjunta está dada por

D†
j = η−j F̃j(x).

En otras palabras, si el peso W satisface las ecuaciones de Pearson débiles (2.2.15), entonces

⟨P ·Dj , Q⟩W = ⟨P,Q ·D†
j⟩W , j ∈ {−ℓ, . . . ,m},

para todo par de polinomios matriciales P,Q.

Demostración. Sigue de la expresión expĺıcita del producto interno (2.1.5) que

⟨P ·Dj , Q⟩W =
∞∑
x=0

P (x+ j)Fj(x)W (x)Q(x)∗. (2.2.17)

Haciendo el cambio de variables y = x+ j en (2.2.17) y utilizando las ecuaciones de Pearson
débiles (2.2.15), obtenemos

⟨P ·Dj , Q⟩W =

∞∑
x=0

P (x)F (x− j)W (x− j)Q(x− j)∗ =

∞∑
x=0

P (x)W (x)
[
Q(x− j)F̃j(x)

]∗
= ⟨P,Q ·D†

j⟩W .

Esto completa la demostración de la proposición.

De ahora en adelante trabajaremos con una suma no nula de dichos operadores

D =
∑
j∈I

ηjFj(x), I ⊆ {−ℓ, . . . ,m}. (2.2.18)
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Proposición 2.2.4. Sea (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a
un peso matricial definido positivoW que satisface las ecuaciones de Pearson débiles (2.2.15).
Tomamos I no vaćıo tal como en (2.2.18) y entonces el correspondiente D y su adjunta D†

satisfacen

(Pn ·D)(x) =M · Pn(x), (Pn ·D†)(x) =M † · Pn(x),

donde M es el operador en diferencias

M =
s∑

j=−t
Gj(n)δ

j , Gj(n) = ⟨Pn ·D,Pn+j⟩H−1
n+j ,

y M † está definida como en (2.2.14). Los ĺımites en la suma s, t están dados por

s = máx
j∈I

degFj , t = máx
j∈I

deg F̃j .

Más aún, D,D† ∈ FR(P ) y M,M † ∈ FL(P ).

Demostración. Sigue de (2.2.16) que (Pn ·D)(x) es un polinomio de grado a lo sumo n+ s y
de la Proposición 2.2.3 que (Pm ·D†)(x) es un polinomio grado de a lo sumo m+ t. Entonces

(Pn ·D)(x) =
n+s∑
k=0

Sk(n)Pk(x), (Pm ·D†)(x) =
m+t∑
k=0

Tk(m)Pk(x),

donde Sk(n) = ⟨Pn ·D,Pk⟩H−1
k y Tk(m) = ⟨Pm ·D†, Pk⟩H−1

k . En conclusión tenemos

⟨Pn ·D,Pm⟩ = ⟨Pn, Pm ·D†⟩ =
m+t∑
k=0

⟨Pn, Pk⟩Tk(m)∗,

por lo tanto ⟨Pn ·D,Pm⟩ = 0 si m < n− t. Ahora

(Pn ·D)(x) =
n+s∑
k=n−t

Sk(n)Pk(x) =
s∑

j=−t
Sn+j(n)Pn+j(x),

entonces podemos concluir que (Pn · D)(x) = M · Pn(x). Por otro lado, (Pm · D†)(x) es un
polinomio de grado a lo sumo m+ t y entonces

Pm ·D†(x) =
m+t∑
k=0

⟨Pm ·D†, Pk⟩H−1
k Pk(x) =

m+t∑
k=0

⟨Pk ·D,Pm⟩∗H−1
k Pk(x)

=

m+t∑
k=m−s

s∑
j=−t

⟨Gj(k)Pk+j , Pm⟩∗H−1
k Pk(x)

=
s∑

j=−t
HmGj(m− j)∗H−1

m−jPm−j(x) =M † · Pm(x).

Esto completa la prueba de la proposición.
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2.2.4. Ecuaciones de Pearson fuertes y shift operators

Sea V un subconjunto de enteros consecutivos de N0 con al menos dos elementos. Consi-
deremos una familia (W (λ))λ∈V de pesos matriciales definidos positivos con momentos finitos
de todos los órdenes y soporte N0. Denotamos ⟨·, ·⟩(λ) el producto interno matricial inducido
por W (λ), i.e

⟨P,Q⟩(λ) =
∞∑
x=0

P (x)W (λ)(x)Q∗(x). (2.2.19)

Denotamos P
(λ)
n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a W (λ), H(λ)

m la

norma cuadrada y B
(λ)
n , C

(λ)
n los coeficientes de la relación de recurrencia de tres términos

(1.5.23).

El siguiente teorema está inspirado en el Corolario 2.5 de [86], donde se introducen shift
operators para una familia de polinomios matriciales de tipo Gegenbauer. En el caso discreto,
el lowering operator es el operador en diferencias ∆. Utilizaremos la siguiente notación: V0 =
V \ (máxV) si V es acotado por arriba y V0 = V caso contrario. Por otro lado, V es siempre
acotado por abajo y entonces tomamos V0 = V \ (mı́nV).

Teorema 2.2.5 (Shift operators). Sean V, V0, V0 definidos anteriormente y consideremos
una familia de pesos matriciales (W (λ))λ∈V . Asumimos que existen dos familias de polinomios
(Φ(λ))λ∈V0 y (Ψ(λ))λ∈V0 con degΦ(λ) ≤ 2 y degΨ(λ) ≤ 1 para todo λ ∈ V0, tales que

W (λ+1)(x) =W (λ)(x)Φ(λ)(x), W (λ+1) · ∇(x) =W (λ)(x)Ψ(λ)(x), ∀λ ∈ V0, (2.2.20)

con

Φ(λ)(x) = K(λ)
2 x2 +K(λ)

1 x+K(λ)
0 , Ψ(λ)(x) = J (λ)

1 x+ J (λ)
0 .

Entonces

1. El operador ∆ tiene adjunta S(λ) : L2(W (λ+1)) → L2(W (λ)), dada expĺıcitamente por

S(λ) = −(∇Φ(λ)(x)∗ + η−1Ψ(λ)(x)∗) = −Φ(λ)(x)∗ + η−1(Φ(λ)(x)∗ −Ψ(λ)(x)∗),

tal que

⟨P ·∆, Q⟩(λ+1) = ⟨P,Q · S(λ)⟩(λ)

para todos P,Q polinomios matriciales.

2. El operador en diferencias ∆ = η − I es un backward shift operator:

∆ : L2(W (λ)) → L2(W (λ+1)), P (λ)
n ·∆(x) = nP

(λ+1)
n−1 (x), ∀λ ∈ V0.

3. El operador S(λ) es un forward shift operator:

P
(λ+1)
n−1 · S(λ) = G(λ)

n P (λ)
n , G(λ)

n = −(n− 1)K(λ)∗
2 − J (λ)∗

1 .

Observación 29. En la demostración del Teorema 2.2.6, en la ecuación (2.2.25), veremos que

G
(λ)
n es de hecho invertible.
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Demostración. Para demostrar (1), observemos que para todo k ∈ N0 tenemos

k∑
x=0

(P ·∆)(x)W (λ+1)(x)Q(x)∗

=
k∑
x=0

[
P (x+ 1)W (λ+1)(x)Q(x)∗ − P (x)W (λ+1)(x)Q(x)∗

]
=

k∑
x=0

P (x+ 1)W (λ+1)(x)Q(x)∗ −
k−1∑
x=−1

P (x+ 1)W (λ+1)(x+ 1)Q(x+ 1)∗

= −P (0)W (λ+1)(0)Q(0)∗ + P (k + 1)W (λ+1)(k + 1)Q(k + 1)∗

−
k∑
x=0

P (x+ 1)
[
W (λ+1)(x)Q(x)∗ −W (λ+1)(x+ 1)Q(x+ 1)∗

]
= −P (0)W (λ+1)(0)Q(0)∗ + P (k + 1)W (λ+1)(k + 1)Q(k + 1)∗

−
k∑
x=0

P (x+ 1)(W (λ+1)Q∗ ·∆)(x).

Aplicando la regla de Leibniz (2.2.9), y haciendo el cambio de variable x 7→ x− 1 en el ı́ndice
de la suma, obtenemos

k∑
x=0

(P ·∆)(x)W (λ+1)(x)Q(x)∗ = P (0)W (λ+1)(0)(Q∗ ·∆)(−1)

+ P (0)(W (λ+1) ·∆)(−1)Q∗(−1)− P (0)W (λ+1)(0)Q(0)∗ + P (k + 1)W (λ+1)(k)Q(k)∗

−
k∑
x=0

P (x)
[
W (λ+1)(x)(Q∗ ·∆)(x− 1) + (W (λ+1) ·∆)(x− 1)Q∗(x− 1)

]
. (2.2.21)

Ahora, como W (λ+1)(x) = 0 para todo x ∈ Z<0, tenemos

−P (0)W (λ+1)(0)Q(0)∗ + P (0)W (λ+1)(0)(Q∗ ·∆)(−1) + P (0)(W (λ+1) ·∆)(−1)Q∗(−1) = 0,
(2.2.22)

y por la ecuación de Pearson (2.2.20)

W (λ+1)(x)(Q∗ · ∇)(x) + (W (λ+1) · ∇)(x)Q∗(x− 1)

=W (λ)(x)
[
(Q · ∇)(x)Φ(λ)(x)∗ +Q(x− 1)Ψ(λ)(x)∗

]∗
. (2.2.23)

Reemplazando (2.2.22) y (2.2.23) en (2.2.21), obtenemos

k∑
x=0

(P ·∆)(x)W (λ+1)(x)Q(x)∗ = P (k + 1)W (λ+1)(k)Q(k)∗

−
k∑
x=0

P (x)W (λ)(x)
[
(Q · ∇)(x)Φ(λ)(x)∗ +Q(x− 1)Ψ(λ)(x)∗

]∗
. (2.2.24)
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Como hemos asumido que W (λ) tiene momentos finitos de todos los órdenes, tenemos que
P (k + 1)W (λ+1)(k)Q(k)∗ se anula en el ĺımite cuando k → ∞. Por lo tanto, tomando ĺımite
k → ∞ en ambos miembros de (2.2.24) obtenemos

⟨P ·∆, Q⟩(λ+1) = ⟨P,Q · S(λ)⟩(λ).

Para (2) notemos que (Q · S(λ))(x) = −(Q · ∇)(x)Φ(λ)(x)∗ − Q(x − 1)Ψ(λ)(x)∗ es un

polinomio de a lo sumo grado deg(Q) + 1. Por lo tanto P
(λ)
n · ∆ es un polinomio de grado

n− 1 tal que

⟨P (λ)
n ·∆, Q⟩(λ+1) = ⟨Pn, Q · S(λ)⟩(λ) = 0,

para todo polinomio Q tal que degQ < n−1. Como P
(λ)
n ·∆ es ortogonal a todo polinomio de

grado estrictamente menor a n−1 y su coeficiente director es nI, tenemos que (P
(λ)
n ·∆)(x) =

nP
(λ+1)
n−1 (x).

Finalmente probemos (3). Observemos que, como Φ(λ) y Ψ(λ) son polinomios de grado a

lo sumo dos y uno, respectivamente, la parte (2) del teorema implica que P
(λ+1)
n−1 · S(λ) es un

polinomio de grado a lo sumo n. Por lo tanto, existen matrices G(λ)
n tales que

P
(λ+1)
n−1 · S(λ) = G(λ)

n P (λ)
n + . . .+ G(λ)

0 P
(λ)
0 .

Ahora, usando que ∆ y S(λ) son mutuamente adjuntos,

G(λ)
m = ⟨P (λ+1)

n−1 · S(λ), P (λ)
m ⟩(λ) = ⟨P (λ+1)

n−1 , P (λ)
m ·∆⟩(λ+1) = ⟨P (λ+1)

n−1 ,mP
(λ+1)
m−1 ⟩(λ+1) = 0,

para todo n ̸= m. Denotamos al único coeficiente no nulo G
(λ)
n = G(λ)

n para obtener

P
(λ+1)
n−1 · S(λ) = G(λ)

n P (λ)
n .

La expresión de las matrices G
(λ)
n sigue comparando coeficientes directores en la ecuación

anterior. Esto completa la prueba del teorema.

Observación 30. Los requisitos en el peso (2.2.20) se denominan ecuaciones de Pearson fuertes.
Se llaman de Pearson porque, al igual que las ecuaciones de Pearson débiles, en el caso escalar
se reducen a ecuaciones escalares de Pearson. Y se llaman fuertes porque implican un sistema
de ecuaciones de Pearson débiles muy espećıficas con j ∈ {0, 1}, ver (2.2.15),

F0(x) = F̃0(x) = F1(x) = Φ(λ)(x)∗, F̃1(x) = Φ(λ)(x)∗ −Ψ(λ)(x)∗,

requerimos además que W (λ)(x)Φ(λ)(x) también sea un peso. Una de esas ecuaciones de
Pearson débiles se obtiene combinando dos ecuaciones de Pearson fuertes, de modo que solo
tenemos un peso W (λ)

W (λ)(x)Φ(λ)(x)−W (λ)(x− 1)Φ(λ)(x− 1) =W (λ)(x)Ψ(λ)(x),

y posteriormente utilizando el hecho de que W (λ)(x)Φ(λ)(x) es nuevamente un peso y, por lo
tanto, debe ser una matriz simétrica. Esto nos permite reorganizar la ecuación anterior

Φ(λ)(x− 1)∗W (λ)(x− 1) =W (λ)(x)
(
Φ(λ)(x)−Ψ(λ)(x)

)
.
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La otra ecuación de Pearson débil se deriva directamente del hecho de que W (λ)(x)Φ(λ)(x)
es una matriz simétrica, por lo que

Φ(λ)(x)∗W (λ)(x) =W (λ)(x)Φ(λ)(x).

Estas ecuaciones débiles de Pearson conducen a operadores adicionales

E1 = Φ(λ)(x)∗ = E†
1,

E2 = ηΦ(λ)(x)∗, E†
2 = η−1(Φ(λ)(x)∗ −Ψ(λ)(x)∗),

que son todos elementos de FR(P ), ver Proposición 2.2.4.

2.2.5. Aplicaciones de los shift operators

En esta subsección obtendremos fórmulas de estructura expĺıcitas para los polinomios

mónicos (P
(λ)
n )n usando los shift operators. Esto se aplicó con éxito para ejemplos de polino-

mios matriciales de tipo Hermite, Laguerre y Gegenbauer; véase, por ejemplo, [86, Theorem
3.1 y Theorem 3.3], [90], [82]. En el siguiente teorema aplicaremos esta estrategia al caso
discreto. En [52] se muestra una aplicación reciente de ecuaciones fuertes de Pearson en el
contexto de time–band–limiting . Observemos que las fórmulas de Rodrigues para polinomios
ortogonales matriciales discretos fueron obtenidas mediante un método diferente en [50]. De
aqúı en adelante asumimos V = N0, de modo que tenemos una familia infinita de pesos
matriciales W (λ).

Teorema 2.2.6. Sea (W (λ))λ∈N0 una familia de pesos, tal como en el Teorema 2.2.5. Entonces

1. Normas cuadradas: Las normas cuadradas H(λ)
n de P

(λ)
n son iguales a

H(λ)
n = n!H(λ+n)

0 ((G
(λ+n−1)
1 )∗)−1 . . . ((G(λ)

n )∗)−1. (2.2.25)

2. Fórmula de Rodrigues: Los polinomios ortogonales mónicos con respecto a W (λ) están
dados por

P (λ)
n (x) = (−1)n(G

(λ+n−1)
1 . . . G(λ)

n )−1W (λ+n) · ∇n(x)(W (λ)(x))−1,

para todo n y λ en N0 donde las matrices G
(λ)
n están dadas en el Teorema 2.2.5, (3).

3. Relación de recurrencia de tres términos: Los coeficientes de la relación de recurrencia
de tres términos (1.5.23) están dados por

B(λ)
n = nX

(λ+n−1)
1 − (n+ 1)X

(λ+n)
1 + n, C(λ)

n = H(λ)
n (H(λ)

n−1)
−1,

donde X
(λ)
n denota al coeficiente subdirector de P

(λ)
n .

4. Los operadores de segundo orden S(λ−1)∆ y ∆S(λ) tienen a los polinomios P
(λ)
n como

autofunciones. Precisamente

(P (λ)
n · S(λ−1)∆)(x) = (n+ 1)G

(λ−1)
n+1 P (λ)

n (x), (P (λ)
n ·∆S(λ))(x) = nG(λ)

n P (λ)
n (x).
(2.2.26)
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Demostración. Para probar (1) observemos que para λ ∈ V0,

H(λ)
n = ⟨P (λ)

n , P (λ)
n ⟩(λ) = 1

n+ 1
⟨P (λ−1)

n+1 ·∆, P (λ)
n ⟩(λ) = 1

n+ 1
⟨P (λ−1)

n+1 , P (λ)
n · S(λ−1)⟩(λ−1)

=
1

n+ 1
⟨P (λ−1)

n+1 , P
(λ−1)
n+1 ⟩(λ−1)(G

(λ−1)
n+1 )∗ =

1

n+ 1
H(λ−1)
n+1 (G

(λ−1)
n+1 )∗. (2.2.27)

Iterando esto obtenemos (2.2.25). Notemos que (2.2.27) implica que las matrices G
(λ)
n son

invertibles para todo n, λ.

Probaremos (2) por inducción en n. Comenzamos mostrando que para cualquier polinomio
matricial Q se cumple que

Q · (S(λ+n−1) . . . S(λ)) = (−1)n(QW (λ+n) · ∇n)(W (λ))−1 para todo n ∈ N. (2.2.28)

Procedemos con el caso n = 1, utilizando la definición del operador S(λ) obtenemos

Q · S(λ)(x) = −
[
Q ·∆(x− 1)(Φ(λ)(x))∗ +Q(x− 1)(Ψ(λ)(x))∗

]
. (2.2.29)

Utilizando las ecuaciones (2.2.20) y (2.2.9), el lado derecho de (2.2.29) se convierte en

−
[
(Q ·∆)(x− 1)W (λ+1)(x) +Q(x− 1)(W (λ+1) ·∆)(x− 1)

]
W (λ)(x)−1

= −(QW (λ+1) ·∆)(x− 1)(W (λ)(x))−1.

Utilizando la definición del operador ∇, (2.2.29) puede ser escrita como

Q · S(λ)(x) = −(QW (λ+1) · ∇)(x)(W (λ)(x))−1, (2.2.30)

lo que completa el caso n = 1. Ahora asumimos que (2.2.28) vale para n. Entonces aplicando
la hipótesis inductiva tenemos que

Q · (S(λ+n) · · ·S(λ))(x) = (Q · S((λ+1)+n−1) . . . S(λ+1)) · S(λ)(x)

= (−1)n
(
(QW (λ+n+1) · ∇n)(x)W (λ+1)(x)−1

)
· S(λ)(x)

= (−1)n+1
(
(QW (λ+n+1) · ∇n+1)(x)

)
W (λ)(x)−1, (2.2.31)

en donde en la última linea hemos usado la acción de S(λ) dada en (2.2.30). Esto muestra
que (2.2.28) vale para todo n ∈ N.

Ahora, a partir de la forward shift relation (P
(λ+1)
n−1 · S(λ)) = G

(λ)
n P

(λ)
n y (2.2.31) con Q

reemplazado por la matriz identidad I, obtenemos

G
(λ+n−1)
1 . . . G(λ)

n P (λ)
n = I · (S(λ) . . . S(λ+n−1)) = (−1)n(W (λ+n) · ∇n)(W (λ))−1.

Lo que concluye la prueba de (2).

Hemos indicado en (1.5.24) que C
(λ)
n = H(λ)

n (H(λ)
n−1)

−1 y B
(λ)
n = X

(λ)
n − X

(λ)
n+1. Ahora la

backward shift relation P
(λ)
n (x) · ∆ = nP

(λ+1)
n−1 (x) nos da una relación de recurrencia simple

para X
(λ)
n :

(n− 1)X(λ)
n +

n(n− 1)

2
= nX

(λ+1)
n−1 .



2.3. DUALIDAD PARA POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 35

Iterando esta ecuación obtenemos

X(λ)
n = nX

(λ+n−1)
1 − n(n− 1)

2
.

En consecuencia
B(λ)
n = nX

(λ+n−1)
1 − (n+ 1)X

(λ+n)
1 + n. (2.2.32)

Esto concluye la prueba de (3). Finalmente, (4) sigue directamente del Teorema 2.2.5.

Observación 31. Observamos que la parte (4) del Teorema 2.2.6 implica que los operadores
en diferencias S(λ−1)∆ y ∆S(λ) pertenecen al álgebra de Fourier a derecha FR(P ). Por otro
lado, los operadores de orden cero (n+1)G

(λ−1)
n+1 y nG

(λ)
n pertenecen a las álgebras de Fourier

a izquierda FL(P ).

2.3. Dualidad para polinomios ortogonales matriciales

En esta sección introducimos una noción de dualidad para polinomios ortogonales ma-
triciales. Esto puede ser visto como una extensión de la noción de dualidad para polinomios
ortogonales escalares desarrollada en [36].

2.3.1. Polinomios matriciales duales

Consideramos una sucesión (Qx)x de polinomios matriciales con argumento matricial N ,
tal que degQx = x para todo x ∈ N0 y tal que la variable N multiplica por la izquierda, es
decir existen matrices Ax,x, . . . Ax,0 ∈MN (C) tales que

Qx(N ) = N xAx,x +N x−1Ax,x−1 + . . .+Ax,0. (2.3.33)

Si la variableN es un múltiplo de la matriz identidad, digamosN = nI, escribiremos Qx(n) =
Qx(nI). Sumado a eso, asumimos que existe una función ρ a valores en las matrices MN (C),
llamada función de autovalores, tal que la siguiente relación de recurrencia de tres términos
se verifica:

ρ(n)Qx(ρ(n)) = Qx+1(ρ(n)) +Qx(ρ(n))Yx +Qx−1(ρ(n))Zx, x ∈ N0, Q0 = I, (2.3.34)

y Q−1 = Z0 = 0. Para asegurar que la sucesión de polinomios mónicos (Qx)x que satisface
(2.3.34) es única, debemos imponer cierta condición en la función de autovalores. Notemos
que en (2.3.34), los coeficientes Yx y Zx multiplican a derecha, mientras que la función ρ(n)
multiplica a izquierda.

Condición 1. Cada entrada de ρ(n) es una función racional de n sin polos en N0 y para
cada x ∈ N0, existen k0, . . . kx ∈ N0 tales que la matriz de Vandermonde en bloques

I ρ(k0) ρ(k0)
2 · · · ρ(k0)

x

I ρ(k1) ρ(k1)
2 · · · ρ(k1)

x

...
...

...
. . .

...
I ρ(kx) ρ(kx)

2 · · · ρ(kx)
x

 , (2.3.35)

es invertible. En particular esto implica que los ρ(n)′s son diferentes e invertibles para infini-
tos n ∈ N0. En el Lema A.1.1 describimos una gran familia de funciones de autovalores que
satisfacen la Condición 1.
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Lema 2.3.1. Sea (Qx)x una sucesión de polinomios matriciales mónicos tales que (2.3.34)
se satisface para todo n ∈ N0. Si la función de autovalores ρ(n) satisface la Condición 1,
entonces (Qx)x es única.

Demostración. Sea (Q̃x)x la única sucesión de polinomios matriciales mónicos definidos por
la relación de recurrencia de tres términos

nQ̃x(n) = Q̃x+1(n) + Q̃x(n)Yx + Q̃x−1(n)Zx, Q̃0 = Q0 = I.

Entonces, Q̃x(ρ(n)) también satisface la recurrencia (2.3.34). Procediendo recursivamente en
x, obtenemos

Qx(ρ(n)) = Q̃x(ρ(n)), ∀x, n ∈ N0.

La demostración del lema estará completa si mostramos que si P es un polinomio matricial
que satisface P (ρ(n)) = 0 para todo n ∈ N0, entonces P = 0. Supongamos que P (n) =
nxAx + · · · + A0, con Ax ̸= 0. Entonces por la Condición 1, existen k0, . . . kx ∈ N0 tales que
la matriz de Vandermonde en bloques (2.3.35) es invertible. Entonces la condición

P (ρ(kj)) = ρ(kj)
xAx + · · ·+ ρ(kj)A1 +A0 = 0, j = 0, . . . , x,

implica que Ax = · · · = A1 = A0 = 0, y esto completa la prueba del lema.

Ahora estamos listos para introducir la noción de dualidad para polinomios ortogonales
matriciales. Consideramos un peso matricial W y su sucesión de polinomios ortogonales
mónicos (Pn)n como en (2.1.6).

Definición 2.3.2. Sea (Qx)x una familia de polinomios matriciales que satisface (2.3.34) y
asumimos que los autovalores ρ(n) satisfacen la Condición 1. Sean M1(n),M2(x) funciones
matriciales invertibles en N0 y asumimos que M2(x+ 1)−1M2(x) es una función racional de
x. Decimos que la 4–upla (Qx,M1,M2, ρ) es una familia dual para (Pn)n si

Pn(x) =M1(n)Qx(ρ(n))M2(x), para todos x, n ∈ N0. (2.3.36)

Si no hay lugar a confusión, escribiremos simplemente (Qx)x.

La relación dual (2.3.36) puede ser escrita como M1(n)
−1Pn(x) = Qx(ρ(n))M2(x), en

donde el lado izquierdo es un polinomio en x y el lado derecho es un polinomio en n evaluado
en ρ(n). Notemos que (2.3.36) junto con la invertibilidad deM1(n) yM2(x) implica que Pn(0)
es invertible para todo n ∈ N0 y Qx(ρ(0)) es invertible para todo x ∈ N0.

Estableceremos una relación de equivalencia entre familias duales. Sea (Qx,M1,M2, ρ)
una familia dual y sea R una matriz constante invertible. Denotamos por Q̆x el polinomio

Q̆x(N ) = N x(R−1Ax,xR) +N x−1(R−1Ax,x−1R) + · · ·+R−1Ax,0R,

de modo que R−1Qx(N )R = Q̆x(R
−1NR). Podemos reescribir la condición de dualidad

(2.3.36) como

Pn(x) = (M1(n)R)(R
−1Qx(ρ(n))R)(R

−1M2(x)) = (M1(n)R)Q̆x(R
−1ρ(n)R)(R−1M2(x)),

para todo x, n ∈ N0. Diremos que dos familias duales (Qx,M1,M2, ρ) y (Sx, N1, N2, ν) son
equivalentes si existe una matriz constante invertible R tal que N1 =M1R, N2 = R−1M2 y

Sx(N ) = R−1Qx(N )R = Q̆x(R
−1NR), ν = R−1ρR. (2.3.37)
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Como consecuencia del Corolario A.1.2, si ρ satisface la Condición 1 entonces ν también
la satisface. Los polinomios matriciales (Q̆x)x satisfacen una relación de recurrencia de tres
términos de la forma

ν(n)Q̆x(ν(n)) = Q̆x+1(ν(n)) + Q̆x(ν(n))R
−1YxR+ Q̆x−1(ν(n))R

−1ZxR, (2.3.38)

para todo x ∈ N0, con condición inicial Q̆0 = I.

Observación 32. El grupo de matrices complejas invertibles GL(n,C) actúa en el conjunto
de familias duales (Qx,M1,M2, ρ) por

(Qx,M1,M2, ρ) ·R 7→ (R−1QxR,M1R,R
−1M2, R

−1ρR).

Las clases de equivalencia de familias duales corresponden a las órbitas de esta acción.
Dada una familia de polinomios duales mónicos (Qx,M1,M2, ρ) tendremos siempre un

representante (Sx, N1, N2, ν) de su órbita con N1(0) = N2(0) = I, el cual puede ser obtenido
eligiendo R = M1(0)

−1 = M2(0). La última igualdad se debe a que (Qx)x y (Pn)n son
mónicos.

Sin pérdida de generalidad nos restringiremos a familias duales (Qx,M1,M2, ρ) con la
condición M1(0) =M2(0) = I. En tal caso sigue de (2.3.36) que

M1(n) = Pn(0), M2(x) = Qx(ρ(0))
−1.

2.3.2. Caracterización de las familias duales

Sea (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto al peso matricial
W . Tal como en el caso escalar discutido en [36], los polinomios mónicos (Pn)n pueden tener
muchos duales. En esta sección identificamos las familias duales con ciertos operadores en dife-
rencias que tienen a los polinomios (Pn)n como autofunciones. Consideramos (Qx,M1,M2, ρ)
una familia dual y asumimos que M1(0) =M2(0) = I. Aplicando (2.3.36) podemos reescribir
la relación de recurrencia de tres términos (2.3.34) en función de los polinomios Pn de la
siguiente forma:

Pn(x+ 1)M2(x+ 1)−1M2(x) + Pn(x)M2(x)
−1YxM2(x) + Pn(x− 1)M2(x− 1)−1ZxM2(x)

=M1(n)ρ(n)M1(n)
−1Pn(x), (2.3.39)

para todo x ∈ N, n ∈ N0, y

Pn(1)M2(1)
−1 + Pn(0)Y0 =M1(n)ρ(n)M1(n)

−1Pn(0), (2.3.40)

para x = 0. En lo que sigue, mostraremos que estas relaciones pueden ser vistas como la
acción de un elemento del álgebra biespectral BR(P ) en los polinomios (Pn)n.

Lema 2.3.3. Sea (Qx)x una familia dual de (Pn)n como en la Definición 2.3.2. Entonces
existen funciones racionales F1(x), F0(x) y F−1(x) tales que

F1(x) =M2(x+ 1)−1M2(x), F0(x) =M2(x)
−1YxM2(x), (2.3.41)

F−1(x) =M2(x− 1)−1ZxM2(x). (2.3.42)

para todo x ∈ N. Más aún

D = η F1(x) + F0(x) + η−1F−1(x) ∈ BR(P ),

y Pn(0)
−1Pn(−1)F−1(0) = Y0 − F0(0).
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Demostración. Como los polinomios ortogonales mónicos (Pn)
m
n=0 generan el espacio de po-

linomios de grado menor o igual a m, podemos escribir xn en términos de Pj , j = 0, . . . , n.
Es decir, existen Anj ∈MN (C) tales que

xn = Pn(x) +Ann−1Pn−1(x) + · · ·+An0P0(x), n ∈ N0.

Si reemplazamos esto en (2.3.39), aplicamos (2.3.39) nuevamente, y juntamos todos los térmi-
nos que involucran a un múltiplo de Pj ’s a derecha, obtenemos

(x+ 1)nF̃1(x) + xnF̃0(x) + (x− 1)nF̃−1(x) = Rn(x), n ∈ N0, x ∈ N, (2.3.43)

donde

F̃1(x) =M2(x+1)−1M2(x), F̃0(x) =M2(x)
−1YxM2(x), F̃−1(x) =M2(x− 1)−1ZxM2(x),

yRn es un polinomio en x. Notemos que por la Definición 2.3.2, F̃1(x) =M2(x+1)−1M2(x) es
una función racional de x. Sin embargo, F̃0(x) y F̃−1(x) son sucesiones que están únicamente
definidas en x ∈ N0 y x ∈ N respectivamente. Para cada n ∈ N0, y x ∈ N, tenemos que F̃1, F̃0

y F̃−1 son soluciones al sistema de ecuaciones

(
F1(x) F0(x) F−1(x)

)(x+ 1)n (x+ 1)n+1 (x+ 1)n+2

xn xn+1 xn+2

(x− 1)n (x− 1)n+1 (x− 1)n+2


=
(
Rn(x) Rn+1(x) Rn+2(x)

)
.

donde F1, F0 y F−1 son las incógnitas. Como las matrices en la ecuación anterior son inverti-
bles para todo x ∈ N>1 y tienen entradas polinomiales en x, la solución general (F1, F0, F−1)
es una función racional de x. Más aún, tenemos que

F1(x) =M2(x+1)−1M2(x), F0(x) =M2(x)
−1YxM2(x), F−1(x) =M2(x− 1)−1ZxM2(x),

para todo x ∈ N>1. Como F1 y F̃1 son funciones racionales de x y son iguales para todo
x ∈ N>1, la igualdad vale para todo x ∈ C.

Reescribiendo (2.3.43) en términos de las funciones racionales F1, F0, F−1 obtenemos

(x+ 1)nF1(x) + xnF0(x) + (x− 1)nF−1(x) = Rn(x), n ∈ N0, x ∈ N>1. (2.3.44)

El lado derecho y el lado izquierdo de (2.3.44) son funciones racionales que coinciden para
todo x ∈ N>1. Por lo tanto (2.3.44) vale para todo x ∈ C. Esto implica que

Pn(x+ 1)F1(x) + Pn(x)F0(x) + Pn(x− 1)F−1(x) = ΓnPn(x), x ∈ C, (2.3.45)

donde Γn =M1(n)ρ(n)M1(n)
−1. Por lo tanto D = η F1(x) + F0(x) + η−1F−1(x) ∈ BR(P ).

Tomando x = 0 en (2.3.34), obtenemos Q1(ρ(n)) = ρ(n) − Y0. Por otro lado, tomando
x = 0 en (2.3.45) y reorganizando usando que F1(0) =M2(1)

−1M2(0), obtenemos

Q1(ρ(n)) + F0(0) + Pn(0)
−1Pn(−1)F−1(0) = ρ(n).

Por lo tanto concluimos que Pn(0)
−1Pn(−1)F−1(0) = Y0 − F0(0) es independiente de n.
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Para completar la prueba del lema debemos probar que (2.3.41) vale para x = 1. Si
reemplazamos x = 1 en (2.3.34) y (2.3.45) obtenemos respectivamente que

Q2(ρ(n)) +Q1(ρ(n))Y1 + Z1 = ρ(n)Q1(ρ(n)),

Q2(ρ(n)) +Q1(ρ(n))M2(1)F0(1)M2(1)
−1 + F−1(1)M2(1)

−1 = ρ(n)Q1(ρ(n)).

Estas ecuaciones implican que

Q1(ρ(n))(Y1 −M2(1)F0(1)M2(1)
−1) + Z1 − F−1(1)M2(1)

−1 = 0,

para todo n ∈ N0. Ahora por un argumento similar al de la prueba del Lema 2.3.1 obtenemos
Y1 =M2(1)F0(1)M2(1)

−1 y Z1 = F−1(1)M2(1)
−1. Esto completa la prueba del lema.

Observación 33. Familias de polinomios duales equivalentes están asociadas al mismo opera-
dor D ∈ BR(P ). De hecho, si (Qx,M1,M2, ρ) y (Q̆x,M1R,R

−1M2, R
−1ρR) son equivalentes,

donde R es una matriz constante invertible, obtenemos de (2.3.38) y del Lema 2.3.3 que
inducen las mismas funciones racionales F1, F0, F−1.

Definición 2.3.4. Denotaremos por B2
R(P ) al subconjunto de todos los operadores en dife-

rencias
D = η F1(x) + F0(x) + η−1F−1(x) ∈ BR(P ),

tales que Pn(0)
−1Pn(−1)F−1(0) es independiente de n, F1(x) es no singular para todo x ∈

N0 y existe una matriz invertible M1(n) tal que ρ(n) = M1(n)
−1ψ−1(D)M1(n) satisface la

Condición 1, donde ψ es el mapa de Fourier generalizado dado en (2.2.12).

Observación 34. Si D es un operador en diferencias como en la Definición 2.3.4 tal que
F−1(0) = 0, entonces Pn(0)

−1Pn(−1)F−1(0) es trivialmente independiente de n. Este es el
caso de todos los ejemplos dados en la Sección 2.8.

Teorema 2.3.5. Sea (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a un
peso discreto W tal como en la Sección 2.2. Cada familia dual (Qx,M1,M2, ρ) determina un
operador en diferencias D ∈ B2

R(P ). Rećıprocamente, si D ∈ B2
R(P ) está dado por

D = ηF1(x) + F0(x) + η−1F−1(x),

entonces existe una única sucesión de polinomios (Qx)x dada por

Pn(x) = Pn(0)Qx(ρ(n))Υ(x), ρ(n) = Pn(0)
−1ψ−1(D)Pn(0), Υ(x) = F1(0)

−1 · · ·F1(x−1)−1,

Υ(0) = I. Más aún, la sucesión de polinomios duales satisface la relación de recurrencia de
tres términos (2.3.34) con coeficientes

Yx = Υ(x)F0(x)Υ(x)−1, Zx = Υ(x− 1)F−1(x)Υ(x)−1, x ∈ N,

y Y0 = F0(0) + Pn(0)
−1Pn(−1)F−1(0), Z0 = 0.

Demostración. Hemos probado en el Lema 2.3.3 que las familias duales se corresponden
con los operadores D = η F1(x) + F0(x) + η−1F−1(x) ∈ BR(P ). A partir de las expresio-
nes expĺıcitas en el Lema 2.3.3 tenemos que F1(x) es invertible para todo x ∈ N0 y que
Pn(0)

−1Pn(−1)F−1(0) es independiente de n. Finalmente, ρ satisface la Condición 1 por la
Definición 2.3.2. En conclusión D ∈ B2

R(P ).
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Para la rećıproca, sea D ∈ B2
R(P ) tal que

Pn ·D = Pn(x+ 1)F1(x) + Pn(x)F0(x) + Pn(x− 1)F−1(x) = ψ−1(D) · Pn(x). (2.3.46)

Como D ∈ B2
R(P ), tenemos que F1(x) es invertible para todo x ∈ N0 y por lo tanto la matriz

Υ(x) = F1(0)
−1 · · ·F1(x − 1)−1 también es invertible. Sea Q̂x(n) = Pn(0)

−1Pn(x)Υ(x)−1.
Si reemplazamos Pn(x) = Pn(0)Q̂x(n)Υ(x) en (2.3.46), obtenemos la siguiente relación de
recurrencia para Q̂x:

ρ(n)Q̂x(n) = Q̂x+1(n) + Q̂x(n)Yx + Q̂x−1(n)Zx,

con Yx y Zx tal como en el enunciado del teorema. Como D ∈ B2
R(P ), tenemos que ρ

satisface la Condición 1, y por el Lema 2.3.1 existe un único polinomio matricial Qx que
satisface (2.3.34). En conclusión

Qx(ρ(n)) = Q̂x(n) = Pn(0)
−1Pn(x)Υ(x)−1, x ∈ N0.

Como D ∈ B2
R(P ) ⊂ MN , todas las condiciones de la Definición 2.3.2 se satisfacen y (Qx)x

es una familia dual.

Observación 35. A partir del Teorema 2.3.5 y el Lema 2.3.1, si D = ηF1(x) + F0(x) +
η−1F−1(x) es un elemento de B2

R(P ), entonces la sucesión de polinomios duales (Qx)x aso-
ciados a D está definida por la relación de recurrencia de tres términos

nQx(n) = Qx+1(n) +Qx(n)Yx +Qx−1(n)Zx, Q0 = I.

Observación 36. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de operadores
en diferencias de segundo orden B2

R(P ) y el conjunto de familias duales mónicas. El Teo-
rema 2.3.5 establece que cada elemento de B2

R(P ) determina una única sucesión de po-
linomios duales mónicos (Qx,M1,M2, ρ), donde M1(n) = Pn(0), M2(x) = Υ(x), ρ(n) =
Pn(0)

−1ψ−1(D)Pn(0), con la normalización estándar M1(0) = M2(0) = I. Por otro lado,
por el Lema 2.3.3 cada familia dual (Qx,M1,M2, ρ) determina uńıvocamente un operador
D ∈ B2

R(P ).

Observación 37. Consideremos D ∈ B2
R(P ) y (Qx, Pn(0),Υ(x), ρ(n)) una familia dual aso-

ciada, entonces para todo α, β ∈ C, α ̸= 0, tenemos D̃ = αD + β ∈ B2
R(P ). Por lo tanto, el

operador D̃ tiene una familia dual asociada (Q̃x, M̃1, M̃2, ρ̃). Una cuenta sencilla muestra que

M̃1 = Pn(0), M̃2(x) = αxΥ(x), ρ̃(n) = αρ(n) + β, Q̃x(ρ̃(n)) = αxQx(ρ(n)).

SiD1, D2 ∈ B2
R(P ) y αD1+βD2 ∈ B2

R(P ), entonces los polinomios duales correspondientes
a D1, D2 y αD1 + βD2 no se relacionan de manera fácil. Discutiremos un ejemplo de esta
situación en la Sección 2.8.

De aqúı en adelante, consideraremos la normalización M1(n) = Pn(0) y M2(x) = Υ(x)
como en el Teorema 2.3.5.
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2.3.3. Relaciones de ortogonalidad duales

Teniendo en cuenta la relación de recurrencia (2.3.34), nos interesan sucesiones de polino-
mios ortogonales (Pn)n con polinomios duales (Qx)x que también sean polinomios ortogonales.
A continuación relacionamos las medidas de ortogonalidad de las sucesiones (Pn)n y (Qx)x.
Para ello necesitamos el siguiente análogo matricial de la Identidad de Christoffel-Darboux
para polinomios mónicos. Se trata de un resultado estándar para polinomios matriciales or-
tonormales, 1.5.25. Incluimos la demostración para adaptar este resultado a la normalización
mónica.

Proposición 2.3.6. Para todo n ∈ N0, los polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn)n
satisfacen

n∑
k=0

Pk(y)
∗H−1

k Pk(x) =
1

y − x

(
Pn+1(y)

∗H−1
n Pn(x)− Pn(y)

∗H−1
n Pn+1(x)

)
, x ̸= y.

Demostración. Aplicando la relación de recurrencia de tres términos obtenemos

xPk(y)
∗H−1

k Pk(x) = Pk(y)
∗H−1

k Pk+1(x) + Pk(y)
∗H−1

k BkPk(x) + Pk(y)
∗H−1

k CkPk−1(x),

yPk(y)
∗H−1

k Pk(x) = Pk+1(y)
∗H−1

k Pk(x) + Pk(y)
∗B∗

kH−1
k Pk(x) + Pk−1(y)

∗C∗
kH−1

k Pk(x).

Restando estas ecuaciones, aplicando (1.5.24) y sumando sobre todo k obtenemos el resultado
deseado.

Ahora estamos listos para identificar las relaciones de ortogonalidad para los polinomios
duales (Qx)x bajo el supuesto que la inversa de la norma cuadrada H−1

n decae suficientemente
rápido cuando n→ ∞.

Teorema 2.3.7. Sea (Pn)n una sucesión de polinomios ortogonales matriciales mónicos con
una sucesión dual (Qx)x y función de autovalores ρ como en el Teorema 2.3.5, tales que
Pn(x) = Pn(0)Qx(ρ(n))Υ(x). Consideremos el peso matricial U(n) = Pn(0)

∗H−1
n Pn(0). Asu-

miendo que
∞∑
n=0

F (n)U(n) <∞, (2.3.47)

para cualquier función matricial F con entradas racionales y sin polos en N0, y que

ĺım
n→∞

R1(ρ(n))Pn(0)
∗H−1

n Pn+1(0)R2(ρ(n)) = 0, para todos R1, R2 ∈MN (C)[n], (2.3.48)

entonces la sucesión dual (Qx)x satisface la relación de ortogonalidad

⟨Qx, Qy⟩d =
∞∑
n=0

Qx(ρ(n))
∗U(n)Qy(ρ(n)) = Wxδx,y,

donde Wx ∈MN (C). Más aún, Wx es definida positiva para todo x ∈ N0.

Demostración. El hecho de que ⟨Qx, Qx⟩d es finito e igual a la matriz Wx es consecuencia de
(2.3.47). Para x ̸= y, sustituyendo (2.3.36) en la Identidad de Christoffel-Darboux obtenemos

n∑
k=0

Qx(ρ(k))
∗M1(k)

∗H−1
k M1(k)Qy(ρ(k)) =

1

x− y

(
Qx(ρ(n+ 1)∗)M1(n+ 1)∗H−1

n M1(n)Qy(ρ(n))

−Qx(ρ(n))∗M1(n)
∗H−1

n M1(n+ 1)Qy(ρ(n+ 1)
)
. (2.3.49)
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Ahora tomamos ĺımite n→ ∞ en ambos miembros de (2.3.49). El ĺımite en los dos términos
del lado derecho de (2.3.49) es cero por las hipótesis del teorema. Esto implica la ortogonalidad
de la sucesión (Qx)x.

Finalmente, dado ξ ∈ CN tenemos que ξ∗Wxξ = ξ∗⟨Qx, Qx⟩dξ = ⟨Qxξ,Qxξ⟩d > 0, en
donde hemos usado que U(n) es definida positiva para todo n ∈ N0. Esto implica que Wx es
definida positiva.

Observación 38. En el resto de esta sección, asumiremos que las hipótesis (2.3.47) y (2.3.48)
del Teorema 2.3.7 se cumplen.

Procediendo como en [29, §1.2], tenemos que ∥F∥ = (tr(⟨F, F ⟩))
1
2 es una seminorma en

el espacio

L2(W ) = {F : R →MN (C) : ⟨F, F ⟩ <∞} .

Tomamos H la completación de L2(W )/{F : ∥F∥ = 0}. Si la sucesión de polinomios (Pn)n
es densa en H , obtenemos un análogo matricial de [94, Theorem 3.8], que describe la norma
cuadrada dual.

Teorema 2.3.8. Sea (Qx)x una familia dual de (Pn)n y asumimos que el peso dual U(n)
satisface las hipótesis del Teorema 2.3.7. Si la sucesión de polinomios (Pn)n es densa en H ,
entonces

⟨Qx, Qx⟩d =
∞∑
n=0

Qx(ρ(n))
∗U(n)Qx(ρ(n)) = (Υ(x)W (x)Υ(x)∗)−1 .

Demostración. Consideremos P̂n(x) = H− 1
2

n Pn(x) una sucesión de polinomios ortonormales
y sea Fy(x) = δx,yI. Entonces, tenemos que

⟨Fy, Fy⟩ =
∞∑
x=0

Fy(x)W (x)Fy(x)
∗ =W (y). (2.3.50)

Por otro lado,

⟨Fy, P̂n⟩ =
∞∑
x=0

Fy(x)W (x)P̂n(x)
∗ =W (y)P̂n(y)

∗,

y por lo tanto la relación de Parseval en [29, Ecuación (1.42)] para Fy nos da

⟨Fy, Fy⟩ =
∞∑
n=0

⟨Fy, P̂n⟩⟨Fy, P̂n⟩∗ =
∞∑
n=0

W (y)P̂n(y)
∗P̂n(y)W (y)

=W (y)

( ∞∑
n=0

Pn(y)
∗H−1

n Pn(y)

)
W (y). (2.3.51)

Combinando (2.3.50) y (2.3.51), usando queW (y) es invertible para todo y ∈ N0 y la condición
de dualidad (2.3.36), completamos la prueba del teorema.

2.3.4. Álgebras de Fourier duales

Procediendo como en la Sección 2.2.2, introducimos las álgebras de Fourier para los poli-
nomios duales (Qx)x. Intercambiando los roles de x y n, consideramos las siguientes álgebras



2.3. DUALIDAD PARA POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES 43

de operadores en diferencias:

Md
N = {D̃ =

m∑
j=−ℓ

ηjFj(x) : Fj : N0 →MN (C) es una sucesión a valores matriciales},

N d
N = {M̃ =

s∑
j=−t

Gj(n)δ
j : Gj : C →MN (C) es una función matricial racional de n}.

Estamos interesados en la acción de los elementos de N d
N y Md

N en la sucesión dual (Qx)x.

Definimos la acción de los operadores M̃ =
∑s

j=−tGj(n)δ
j ∈ N d

N y D̃ =
∑m

j=−ℓ η
jFj(x) ∈

Md
N por

(Qx · D̃)(ρ(n)) =
m∑

j=−ℓ
Qx+j(ρ(n))Fj(x), (M̃ ·Qx)(ρ(n)) =

s∑
j=−t

Gj(n)Qx(ρ(n+ j)).

Las álgebras de Fourier duales para la sucesión (Qx)x están dadas por

Fd
R(Q) = {D̃ ∈ Md

N : ∃M̃ ∈ N d
N , M̃ ·Qx = Qx · D̃},

Fd
L(Q) = {M̃ ∈ N d

N : ∃D̃ ∈ Md
N , M̃ ·Qx = Qx · D̃}.

Procediendo como en (2.2.12) tenemos que el mapa ψd : Fd
R(Q) → Fd

L(Q) definido por

ψd(D̃) = M̃, M̃ ·Qx = Qx · D̃, (2.3.52)

es un isomorfismo de álgebras bien definido. La prueba de que este mapa está bien definido
es análoga a la dada en la Proposición 2.2.2 y la omitimos. Estamos interesados en la relación
entre las álgebras de Fourier de los polinomios Pn y las álgebras de Fourier duales para los
polinomios Qx. Asumiendo que M ∈ FL(P ) y D = ψ(M) ∈ FR(P ) están dados por

M =

s∑
j=−t

Gj(n)δ
j , D =

m∑
k=−ℓ

ηjFk(x) ∈ MN ,

la condición M · Pn = Pn ·D está dada expĺıcitamente por

s∑
j=−t

Gj(n)Pn+j(x) =

m∑
k=−ℓ

Pn(x+ k)Fk(x), n, x ∈ N0. (2.3.53)

Quisieramos transformar la ecuación anterior en una para los polinomios duales usando la
relación (2.3.36). Sin embargo, (2.3.36) es únicamente válida para n, x ∈ N0 y (2.3.53) puede
incluir términos con valores negativos de n, x. Para superar estas dificultades nos limitaremos
a una subálgebra más pequeña de las álgebras de Fourier. Sea F̂R(P ) dada por

F̂R(P ) =

{
D =

m∑
k=−ℓ

ηkFk(x) ∈ FR(P ) : Fk(x) = 0, k = −ℓ, . . . ,−1, x = 0, . . . ,−k − 1

}
.

Lema 2.3.9. F̂R(P ) es una subálgebra de FR(P ).
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Demostración. Es fácil verificar que F̂R(P ) es un subespacio. Para probar que F̂R(P ) es
cerrado bajo la operación producto tomamos D1, D2 ∈ F̂R(P ). Sin pérdida de generalidad, y
permitiendo que alguno de los coeficientes sean nulos, asumimos que

D1 =

ℓ∑
j=−ℓ

ηjFj(x), D2 =

ℓ∑
k=−ℓ

ηkGk(x).

La condición D1, D2 ∈ F̂R(P ) implica que Fj(x) = Gj(x) = 0 para todo j = −ℓ, . . . ,−1,
x = 0, . . . ,−j − 1. El producto D1D2 está dado por

D1D2 =

ℓ∑
j,k=−ℓ

ηk+jFj(x+ k)Gk(x).

La prueba estará completa si mostramos que Fj(x+ k)Gk(x) = 0 para todo

k + j = −2ℓ, . . . ,−1, x = 0, . . . ,−k − j − 1. (2.3.54)

Si −ℓ ≤ k ≤ −1, entonces Gk(x) = 0 para todo x = 0, . . . ,−k − 1. Por otro lado, si
−k ≤ x ≤ −k − j − 1, entonces 0 ≤ x+ k ≤ −j − 1 lo que implica que j < 0 y por lo tanto
Fj(x+ k) = 0.

Si k ≥ 0 entonces la ecuación del lado derecho de (2.3.54) implica que j < 0. Más aún,
la ecuación en el lado derecho de (2.3.54) nos da 0 ≤ k ≤ x + k ≤ −j − 1 y por lo tanto
Fj(x+ k) = 0.

Observación 39. Notemos que x ∈ F̂R(P ), y por lo tanto F̂R(P ) es no vaćıo. Más aún, todo
operador D asociado a una ecuación de Pearson débil de la forma (2.2.3) está contenido
en F̂R(P ) tal como su adjunta D†. Finalmente todo operador D en B2

R(P ) que satisface la

condición de la Observación 34 está contenido en F̂R(P ). Este será el caso para todos los
ejemplos de la Sección 2.8.

Si D ∈ F̂R(P ) está dado por

D =

m∑
j=−ℓ

ηjFj(x), (2.3.55)

entonces para cada j = −ℓ, . . . ,m, x 7→ Υ(x+ j)Fj(x)Υ(x)−1 define una sucesión que es cero
para todo x = 0, . . . ,máx(−j, 0)−1. En conclusión tenemos un mapa σ : F̂R(P ) → Md

N dado
por

σ(D) = ΥDΥ−1 =

m∑
j=−ℓ

ηjΥ(x+ j)Fj(x)Υ
−1(x). (2.3.56)

La acción de σ(D) en los polinomios duales está dada por

(Qx · σ(D))(ρ(n)) =
m∑

j=−ℓ
Qx+j(ρ(n))Υ(x+ j)Fj(x)Υ

−1(x)

= Pn(0)
−1

m∑
j=−ℓ

Pn(x+ j)Fj(x)Υ
−1(x) = Pn(0)

−1(Pn ·D)(x)Υ−1(x),

(2.3.57)
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para todo x, n ∈ N0. En la segunda igualdad, hemos usando la relación de dualidad (2.3.36)
y el hecho de que el coeficiente Fj(x) es cero cuando x+ j es un entero negativo. Esto implica
que

Pn(0)(Qx · σ(D))(ρ(n))Υ(x) = (Pn ·D)(x), para todo x, n ∈ N0. (2.3.58)

Ahora introducimos la subálgebra F̂L(P ) ⊂ FL(P ) considerando la imagen de F̂R(P ) bajo el
homomorfismo de álgebras ψ−1:

F̂L(P ) = ψ−1(F̂R(P )).

Para un operador D ∈ F̂R(P ) como en (2.3.55), sea M = ψ−1(D) ∈ F̂L(P ) de la forma

M =

s∑
j=−t

Gj(n)δ
j .

Entonces la relación M ·Pn = Pn ·D para n ∈ N0 se traduce en las siguientes relaciones para
los polinomios duales:

(Pn ·D)(x) = (M · Pn)(x) =
s∑

j=máx(−t,−n)

Gj(n)Pn+j(x)

=
s∑

j=máx(−t,−n)

Gj(n)Pn+j(0)Qx(ρ(n+ j))Υ(x).

En conclusión, usando(2.3.57) obtenemos

(Qx · σ(D))(ρ(n)) = Pn(0)
−1(Pn ·D)(x)Υ(x)−1 =

s∑
j=máx(−t,−n)

G̃j(n)Qx(ρ(n+ j)), (2.3.59)

donde las sucesiones G̃j(n) están dadas por

G̃j(n) = Pn(0)
−1Gj(n)Pn+j(0), j = máx(−t,−n), . . . , s.

Los coeficientes G̃j(n) están únicamente definidos para n ∈ N0 dado que están dados en
términos de las sucesiones Gj(n). En lo que sigue probaremos que pueden ser extendidos a
funciones racionales de n.

Lema 2.3.10. Para todo k ∈ N existen matrices M0, . . . ,Mk tales que

ρ(n)k = Qk(ρ(n))Mk + · · ·+Q0(ρ(n))M0.

Demostración. Procedemos por inducción en k. El lema es trivial para k = 0, teniendo en
cuenta que Q0(ρ(n)) es la matriz identidad. Asumimos que el lema vale para k ∈ N dado;
usando la hipótesis inductiva y la relación de recurrencia de tres términos dual (2.3.34)
obtenemos

ρ(n)k+1 = ρ(n)(Qk(ρ(n))Mk + · · ·+Q0M0) = ρ(n)Qk(ρ(n))Mk + · · ·+ ρ(n)Q0M0

= Qk+1(ρ(n))Mk +Qk(ρ(n))(YkMk +Mk−1) + · · ·+Q0(ρ(n))(Z1M1 + Y0M0).

Esto completa la inducción y prueba el lema.
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En lo que sigue mostraremos que los coeficientes G̃j de (2.3.59) se extienden a una única
función racional. Para esto debemos refinar la Condición 1 sobre la función matricial ρ.

Condición 2. Para cada ν ∈ N0 y x ∈ N0, la matriz de Vandermonde en bloques de la
Condición 1 es invertible para k0 = ν, k1 = ν + 1, . . . , kx = ν + x.

Lema 2.3.11. Sea M ∈ F̂L(P ). Entonces existe un único operador τ(M) ∈ Fd
L(Q) tal que

(τ(M) ·Qx)(ρ(n)) = (Qx · σ(D))(ρ(n)), para todo n ∈ C, x ∈ N0,

donde D = ψ(M), y

(τ(M) ·Qx)(ρ(n)) = (Pn(0)
−1MPn(0) ·Qx)(ρ(n)), para todo n ∈ N0. (2.3.60)

Más aún τ es invertible y τ−1 : M̃ 7→ Pn(0)M̃Pn(0)
−1.

Demostración. El primer paso de la demostración consiste en mostrar que las sucesiones G̃j
dadas en (2.3.59) se extienden de forma única a funciones racionales de n. Sea k ∈ N0. Por
el Lema 2.3.10 y la relación (2.3.59), tenemos

s∑
j=−t

G̃j(n)ρ(n+ j)k =

k∑
i=0

 s∑
j=−t

G̃j(n)Qi(ρ(n+ j))

Mi =

k∑
i=0

(Qi · σ(D))(ρ(n))Mi,

para todo n ∈ N≥t. En otras palabras, para todo k ∈ N0 tenemos

G̃−t(n)ρ(n− t)k + · · ·+ G̃s(n)ρ(n+ s)k = Rk(n),

donde Rk(n) es una función matricial cuyas entradas son funciones racionales de n. Si consi-
deramos k = 0, . . . , s+ t, la ecuación anterior da el sistema lineal

(
G̃−t(n) · · · G̃s(n)

)I ρ(n− t) · · · ρ(n− t)s+t

...
...

. . .
...

I ρ(n+ s) · · · ρ(n+ s)s+t

 =
(
R0(n) · · · Rs+t(n)

)
,

(2.3.61)
para todo n ∈ N≥t. Como la matriz de Vandermonde en bloques en (2.3.61) es invertible
por la Condición 2 con ν = n − t y x = s + t, existen funciones racionales matriciales de n
uńıvocamente determinadas que coinciden con G̃−t, . . . , G̃s para todo n ∈ N≥t. Denotaremos

también a estas funciones como G̃−t, . . . , G̃s. Más aún, estas funciones son las únicas con esta
propiedad.

Ahora introducimos un operador en diferencias τ(M) ∈ N d
N del siguiente modo:

τ(M) =
s∑

j=−t
G̃j(n) δ

j ,

luego (2.3.59) da

(τ(M) ·Qx)(ρ(n)) = (Qx · σ(D))(ρ(n)), para todo x ∈ N0, n ∈ N≥t.

Como para cada x ∈ N0 fijo, (τ(M) ·Qx)(ρ(n)) y (Qx · σ(D))(ρ(n)) son funciones racionales
de n y coinciden en N≥t, concluimos que

(τ(M) ·Qx)(ρ(n)) = (Qx · σ(D))(ρ(n)) para todo n ∈ C,
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por lo tanto τ(M) ∈ Fd
L(Q) y σ(D) ∈ Fd

R(Q). Para la segunda parte del lema, tenemos que
para todo n ∈ N0:

(τ(M) ·Qx)(ρ(n)) = (Qx · σ(D))(ρ(n)) = Pn(0)
−1(Pn ·D)(x)Υ(x)−1

= Pn(0)
−1(M · Pn)(x)Υ(x)−1 = (Pn(0)

−1MPn(0) ·Qx)(ρ(n)),

en donde hemos aplicado (2.3.58) en la segunda igualdad. La expresión de la inversa de τ es
directa.

Finalmente, denotamos F̂d
L(Q) = τ(F̂L(P )), de modo que

F̂d
R(Q) = σ(F̂R(P )), F̂L(P ) = ψ−1(F̂R(P )), F̂d

L(Q)) = τ(F̂L(P )).

Hemos visto que τ : F̂L(P ) → F̂d
L(Q) y σ : F̂R(P ) → F̂d

R(Q) son isomorfismos de álgebras.

Teorema 2.3.12. Sean Pn y Qn dos familias duales y sean σ y τ como en (2.3.56) y Lema
2.3.11 respectivamente, entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

F̂L(P ) F̂R(P )

F̂d
L(Q) F̂d

R(Q)

ψ

τ σ

ψd

Demostración. El teorema es consecuencia del Lema 2.3.11. Para todo M ∈ F̂L(P ) tenemos
que τ(M) ·Qx = Qx · σ(ψ(M)). Entonces (2.3.52) implica que

τ(M) = ψd(σ(ψ(M))).

Esto completa la demostración.

El último resultado de la sección relaciona los operadores adjuntos en el álgebra F̂R(P )
con respecto al producto interno matricial ⟨ , ⟩ con el operador adjunto en el álgebra dual
F̂d
R(Q) con respecto al producto interno matricial ⟨ , ⟩d.

Corolario 2.3.13. Sea D ∈ F̂R(P ) y asumimos que existe D† ∈ F̂R(P ). Sea M = ψ−1(D).
Entonces

τ(M)† = τ(M †), σ(D)† = σ(D†).

Demostración. Como D,D† ∈ F̂R(P ) tenemos que M,M † ∈ F̂L(P ). Suponiendo M =∑s
j=−tGj(n)δ

j , y tomando τ(M) ∈ F̂d
L(Q) como en el Lema 2.3.11, tenemos que

⟨τ(M) ·Qx, Qy⟩d =
∞∑
n=0

(τ(M) ·Qx)(ρ(n))∗U(n)Qy(ρ(n))

=
∞∑
n=0

s∑
j=máx(−t,−n)

Qx(ρ(n+ j))∗Pn+j(0)
∗Gj(n)

∗(Pn(0)
∗)−1U(n)Qy(ρ(n))

=
∞∑
r=0

mı́n(s,r)∑
j=−t

Qx(ρ(r))
∗U(r)Pr(0)

−1HrGj(r − j)∗H−1
r−jPr−j(0)Qy(ρ(r − j))

=

∞∑
r=0

Qx(ρ(r))
∗U(r)(τ(M †) ·Qy)(ρ(r)) = ⟨Qx, τ(M †) ·Qy⟩d,
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en donde hemos usado la expresión para la adjunta de M en (2.2.14). Esto demuestra la
primer fórmula del corolario. Para la segunda fórmula tenemos que

⟨Qx · σ(D), Qy⟩d = ⟨τ(M) ·Qx, Qy⟩d = ⟨Qx, τ(M †) ·Qy⟩d = ⟨Qx, Qy · σ(D†)⟩d,

para todo x, y ∈ N0. Esto concluye la prueba del corolario.

El resto del caṕıtulo está dedicado a la construcción de una familia adecuada de polinomios
ortogonales matriciales y sus familias duales.

2.4. Polinomios matriciales de tipo Charlier

En esta sección comenzamos con un peso matricial W que satisface el sistema más simple
de ecuaciones Pearson débiles de la forma (2.2.15), es decir una única ecuación en diferencias.
Tomamos Fj(x) = A , F̃j(x)

∗ = xB, donde A y B son matrices constantes invertibles, y
asumimos que W satisface

AW (x− 1) =W (x)Bx. (2.4.62)

Iterando esta ecuación obtenemos

W (x) = A xW (0)

x!
B−x, x ∈ N0. (2.4.63)

ComoW es un peso matricial, es definido positivo por definición, pese a que esto no sea directo
de (2.4.63). Sin embargo, aún no asumiremos nada extra sobre A y B. Los operadores D y
D†, introducidos en la ecuación (2.2.16) y la Proposición 2.2.3, están ahora dados por

P ·D(x) = P (x+ 1)A , P ·D†(x) = P (x− 1)B∗x. (2.4.64)

Los correspondientes operadores en el álgebra de Fourier a izquierda FL(P ) de la Proposición
2.2.4 pueden ser escritos en términos de las normas cuadradas de los polinomios ortogonales
mónicos.

Proposición 2.4.1. Sea (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto
al peso matricial definido positivo W de la forma (2.4.63). Entonces los polinomios satisfacen
las siguientes ecuaciones

Pn ·D =M · Pn, M = A +HnBH−1
n−1δ

−1, (2.4.65)

Pn ·D† =M † · Pn, M † = B∗δ +HnA
∗H−1

n , (2.4.66)

donde D y D† están dados en (2.4.64).

Demostración. Estamos en la situación de la Proposición 2.2.4, con s = 0 y t = 1. Esto
significa que tenemos ladder equations y que los operadores que actúan a izquierda son de la
forma

M = G0(n) +G−1(n)δ
−1, M † = HnG−1(n+ 1)∗H−1

n+1δ +HnG0(n)
∗H−1

n ,

donde G0(n) = ⟨Pn ·D,Pn⟩H−1
n y G−1(n) = ⟨Pn ·D,Pn−1⟩H−1

n−1. Estos coeficientes pueden
ser determinados directamente mirando los coeficientes directores en las ladder relations.
Primero, el coeficiente de xn en la relación Pn ·D =M · Pn nos da

G0(n) = A .
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Por otro lado, el coeficiente de xn+1 en Pn ·D† =M † · Pn nos da B∗ = HnG−1(n+ 1)∗H−1
n+1

y luego
G−1(n) = HnBH−1

n−1,

dado que las normas cuadradas son matrices autoadjuntas.

Observación 40. Las ecuaciones (2.4.65), (2.4.66) pueden ser escritas como

ψ(M) = D, ψ(M †) = D†.

En consecuencia el isomorfismo de las álgebras de Fourier ψ preserva la operación † en la
subálgebra generada por M, M † y I.

Corolario 2.4.2. Sea W un peso matricial de la forma (2.4.63) y sea (Pn)n la sucesión
de polinomios ortogonales mónicos. Entonces el coeficiente Bn de la relación de recurrencia
(1.5.23) está dado por

Bn = (B∗)−1HnA
∗H−1

n +Hn(A
∗)−1H−1

n−1B
∗, n ∈ N, (2.4.67)

y
B0 = (B∗)−1H0A

∗H−1
0 . (2.4.68)

Demostración. Si reemplazamos x = 0 en la ladder relation Pn ·D† = M † · Pn y aplicamos
(2.4.66), obtenemos

0 = Pn+1(0) + (B∗)−1HnA
∗H−1

n Pn(0). (2.4.69)

Observemos que la matriz Pn(0) es invertible para todo n ∈ N0. Esto es trivial si P0(0) = I.
Para n ≥ 1 sigue de (2.4.69) y del hecho de que (B∗)−1HnA ∗H−1

n es invertible para todo
n ≥ 1. Tomamos x = 0 en la relación de recurrencia de tres términos (1.5.23) para n ≥ 1:

Pn+1(0) = −BnPn(0)− CnPn−1(0).

Eliminando Pn+1(0) obtenemos

Bn = (B∗)−1HnA
∗H−1

n −HnH−1
n−1Pn−1(0)Pn(0)

−1,

y aplicando (2.4.69) nuevamente

Bn = (B∗)−1HnA
∗H−1

n +Hn(A
∗)−1H−1

n−1B
∗.

Para n = 0 la relación de recurrencia de tres términos tiene un término menos. La expresión
correspondiente puede ser obtenida de forma análoga.

Corolario 2.4.3. Los polinomios ortogonales mónicos (Pn)n con respecto al peso matricial
definido positivo W de la forma (2.4.63) satisfacen la siguiente ecuación en diferencias de
segundo orden en x,

Pn(x+ 1)A +
(
HnB(A ∗)−1H−1

n−1B
∗ − xHnBH−1

n − A
)
Pn(x)

+ xHnBH−1
n (B∗)−1Pn(x− 1)B∗ = 0, n ∈ N. (2.4.70)

Observación 41. Observemos que (2.4.70) es una relación mixta. Aparecen matrices multi-
plicando a izquierda y a derecha.
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Demostración. Comenzamos con la relación de recurrencia de tres términos (1.5.23)

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),

y eliminamos Pn+1 y Pn−1 aplicando las ladder relations de la Proposición 2.4.1

Pn−1(x) = Hn−1B
−1H−1

n (Pn(x+ 1)A − A Pn(x)) ,

Pn+1(x) = (B∗)−1
(
Pn(x− 1)B∗x−HnA

∗H−1
n Pn(x)

)
.

Luego de reemplazar estas expresiones en la relación de recurrencia de tres términos y mul-
tiplicando por HnBH−1

n a izquierda, obtenemos

Pn(x+ 1)A +
(
HnBH−1

n

(
Bn − x− (B∗)−1HnA

∗H−1
n

)
− A

)
Pn(x)

+ xHnBH−1
n (B∗)−1Pn(x− 1)B∗ = 0.

Finalmente aplicamos el Corolario 2.4.2, la ecuación se simplifica y obtenemos (2.4.70).

2.4.1. Peso matricial de tipo Charlier simétrico

Consideramos el peso W de la forma (2.4.63) con la restricción extra que B = (aA ∗)−1,
para un escalar positivo a. De esta forma, derivamos una relación en recurrencias en n de
segundo orden que solo involucra las normas cuadradas. Nuestro peso se simplifica a

W (x) =
ax

x!
A xW (0)(A ∗)x, a > 0. (2.4.71)

A partir de ahora asumimos queW (0) es definida positiva de forma tal que cada matrizW (x)
de la forma (2.4.71) es definida positiva.

Teorema 2.4.4. Sea W como en (2.4.71). Entonces las normas cuadradas de los polinomios
ortogonales mónicos satisfacen

Hn = a2A 2Hn−1(A
∗)2 − a2A Hn−1A

∗H−1
n−1A Hn−1A

∗

+ aA Hn−1A
∗ + A Hn−1(A

∗)−1H−1
n−2A

−1Hn−1A
∗, n ∈ N≥2, (2.4.72)

y

H1 = a2A 2H0A
∗(A ∗)2 − a2A H0A

∗H−1
0 A H0A

∗ + aA H0A
∗. (2.4.73)

Demostración. Recordemos que el operador x actúa a derecha, y notemos que [D,x] = −D.
Entonces, por el significado del isomorfismo ψ de (2.2.12) obtenemos [M,L] = −M , recor-
dando que ψ−1(x) = L de (2.2.13). Introducimos la notación β(n) = 1

aHn(A ∗)−1H−1
n−1, y

haciendo una cuenta directa obtenemos

[M,L] = (β(n)− β(n+ 1) + [A , Bn])

+ (β(n)Bn−1 −Bnβ(n) + [A , Cn])δ
−1

+ (β(n)Cn−1 − Cnβ(n− 1))δ−2. (2.4.74)
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Ahora aplicando (2.4.67) para n ≥ 2 obtenemos que el coeficiente de δ−1 en la ecuación
(2.4.74) es

Hn(A
∗)−1H−1

n−1A Hn−1A
∗H−1

n−1 +
1

a2
Hn(A

∗)−2H−1
n−2A

−1

− 1

a2
Hn(A

∗)−1H−1
n−1A

−1Hn(A
∗)−1H−1

n−1 −HnH−1
n−1A , n ∈ N≥2, (2.4.75)

y para n = 1 aplicamos (2.4.67) y (2.4.68), este coeficiente es

H1(A
∗)−1H−1

0 A H0A
∗H−1

0 − 1

a2
H1(A

∗)−1H−1
0 A −1H1(A

∗)−1H−1
0 −H1H−1

0 A . (2.4.76)

Ahora usamos [M,L] = −M, para equiparar la expresión en (2.4.75) a −β(n),

Hn(A
∗)−1H−1

n−1A Hn−1A
∗H−1

n−1 +
1

a2
Hn(A

∗)−2H−1
n−2A

−1 −HnH−1
n−1A

− 1

a2
Hn(A

∗)−1H−1
n−1A

−1Hn(A
∗)−1H−1

n−1 = −1

a
Hn(A

∗)−1H−1
n−1, n ∈ N≥2, (2.4.77)

y (2.4.76) a −β(1),

H1(A
∗)−1H−1

0 A H0A
∗H−1

0 − 1

a2
H1(A

∗)−1H−1
0 A −1H1(A

∗)−1H−1
0 −H1H−1

0 A

= −1

a
H1(A

∗)−1H−1
0 . (2.4.78)

Multiplicamos (2.4.77) y (2.4.78) a derecha por Hn−1 y H0 respectivamente, y a izquierda
por aA ∗H−1

n y aA ∗H−1
1 . Entonces obtenemos

aH−1
n−1A Hn−1A

∗ +
1

a
(A ∗)−1H−1

n−2A
−1Hn−1

− aA ∗H−1
n−1A Hn−1 −

1

a
H−1
n−1A

−1Hn(A
∗)−1 = −I n ∈ N≥2,

y para n = 1

H−1
0 A H0A

∗ − aA ∗H−1
0 A H0 −

1

a
H−1

0 A −1H1(A
∗)−1 = −I.

Ahora aislando Hn obtenemos

Hn = a2A 2Hn−1(A
∗)2 − a2A Hn−1A

∗H−1
n−1A Hn−1A

∗

+ aA Hn−1A
∗ + A Hn−1(A

∗)−1H−1
n−2A

−1Hn−1A
∗, n ∈ N≥2,

y para n = 1

H1 = a2A 2H0A
∗(A ∗)2 − a2A H0A

∗H−1
0 A H0A

∗ + aA H0A
∗.

Esto completa la prueba del teorema.

Observación 42. Verifiquemos que el resultado anterior se cumple en el caso escalar. Tenemos
A = 1 y las ecuaciones (2.4.72) y (2.4.73) son

Hn = Hn−1H−1
n−2Hn−1 + aHn−1, H1 = aH0.

Se puede verificar que las normas cuadradas de los polinomios mónicos de Charlier Hn =
n!anea satisfacen estas relaciones.
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Observación 43. El peso simétrico (2.4.71) nos permite simplificar la ecuación en diferencias
en x para los Pn del Corolario 2.4.3 del siguiente modo

Pn(x+ 1)A +

(
1

a2
Hn(A

∗)−2H−1
n−1A

−1 − x

a
Hn(A

∗)−1H−1
n − A

)
Pn(x)

+
x

a
Hn(A

∗)−1H−1
n A Pn(x− 1)A −1 = 0. (2.4.79)

Si consideramos la correspondiente relación de recurrencia en x para Pn(x)A x, obtendŕıamos
una relación de recurrencia con coeficientes multiplicando a los Pn solo por la izquierda. Pero
dejaremos esto para la Sección 2.7 en la cual podremos simplificarla aún más.

Observación 44. En esta sección, asumimos que A y B son dos matrices arbitrarias inver-
tibles. En particular, pueden ser tomadas como un múltiplo de una matriz diagonal. En ese
caso, el peso matricial es reducible, ver por ejemplo [120] y [89], y los polinomios ortogonales
matriciales se reducen esencialmente a suma directas de polinomios escalares de Charlier.

2.5. Familia monoparamétrica de polinomios matriciales de
tipo Charlier

En esta sección especializamos el peso matricial (2.4.71). Esto nos permite dar una ex-
presión expĺıcita para la norma H0, la cual por el Teorema 2.4.4 determina todas las normas
cuadradas. La elección está motivada por trabajos previos en familias de polinomios ortogo-
nales matriciales de tipo Gegenbauer, Laguerre y Hermite en [5, 82,90].

Sea λ ∈ N0 y sean A, T (λ) dos matrices constantes definidas por

Aj,k =

{
µj
µj−1

, j = k + 1

0, j ̸= k + 1
, T (λ) = diag(δ

(λ)
1 . . . δ

(λ)
N ),

con δ
(λ)
j > 0 y µj > 0. Tomamos A = (A+ I) y W (λ)(0) = (I +A)λT (λ)(I +A∗)λ en (2.4.71)

de forma tal que tenemos una familia de pesos matriciales

W (λ)(x) =
ax

x!
(I +A)x+λT (λ)(I +A∗)x+λ, a > 0. (2.5.80)

Esta familia tiene 2N+1 parámetros libres, digamos λ, µ1, . . . , µN , δ
(λ)
1 , . . . , δ

(λ)
N . El parámetro

λ ∈ N0 está en correspondencia con la Sección 2.2.5. Sin embargo, λ solo tendrá un rol
relevante en la próxima sección. El producto interno correspondiente será denotado por ⟨·, ·⟩(λ)
como en (2.2.19).

Ahora somos capaces de calcular expĺıcitamente la norma H(λ)
0 y encontrar una descom-

posición LDU de todas las normas cuadradas, pese a que la matriz diagonal en esta descom-
posición aún no puede ser determinada expĺıcitamente. Antes de hacer esto, introducimos un
polinomio matricial triangular inferior unipotente que será útil en lo que viene.

2.5.1. Propiedades de la matriz L

Recordemos algunos hechos clásicos sobre los polinomios de Charlier escalares, ver por
ejemplo [35, 95]. El hecho más básico es su representación hipergeométrica (2.1.2), las rela-
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ciones de ortogonalidad (2.1.1) y la función generatŕız

et
(
1− t

a

)x
=

∞∑
n=0

c
(a)
n (x)

n!
tn, |t| < |a|. (2.5.81)

Necesitaremos los shift operators

c(a)n (x+ 1) = c(a)n (x)− n

a
c
(a)
n−1(x), c

(a)
n+1(x) = c(a)n (x)− x

a
c(a)n (x− 1), (2.5.82)

y la ecuación en diferencias de segundo orden en x

ac(a)n (x+ 1)− (x+ a)c(a)n (x) + xc(a)n (x− 1) = −nc(a)n (x). (2.5.83)

También necesitaremos el siguiente resultado un poco menos estándar.

Proposición 2.5.1. Para a ̸= 0 los polinomios escalares de Charlier satisfacen la siguiente
convolución

n∑
m=0

(−1)m
c
(a)
n−m(x)

(n−m)!

c
(−a)
m (−x)
m!

= δn,0.

Demostración. Es claro que la suma es igual a 1 para n = 0. Para n ≥ 1 tomamos una copia
de la función generatŕız en (2.5.81) pero con los signos cambiados de t, x y a

e−t
(
1− t

a

)−x
=

∞∑
m=0

(−1)m
c
(−a)
m (−x)
m!

tm,

y la multiplicamos por la función generatriz ordinaria para obtener 1. Entonces tenemos

1 =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)m
c
(a)
n (x)

n!

c
(−a)
m (−x)
m!

tn+m.

Haciendo el cambio de variables s = n+m en la suma

1 =

∞∑
s=0

s∑
m=0

(−1)m
c
(a)
s−m(x)

(s−m)!

c
(−a)
m (−x)
m!

ts,

y viendo que los coeficientes con potencias positivas de t deben anularse, obtenemos el resul-
tado deseado.

Consideramos el siguiente polinomio matricial triangular inferior

L(x)j,k =
µj
µk

(−a)j−k
c
(a)
j−k(x)

(j − k)!
, j ≥ k, L(x)j,k = 0, j < k, (2.5.84)

donde c
(a)
j−k es el polinomio de Charlier escalar de grado j − k. La matriz L considerada en

este caso es análoga a las que aparecen relacionadas a los polinomios ortogonales de tipo
Gegenbauer, Laguerre y Hermite en [82,86,90]. Ver también [19] para una matriz triangular
inferior que involucra polinomios de Jacobi.

Lema 2.5.2. Las siguientes propiedades de L se satisfacen.
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1. det(L(x)) = 1.

2. L(x+ 1) = L(x)(I +A).

3. L(x)A = AL(x).

4. L(x) = L0(I +A)x = (I +A)xL0, x ∈ Z.

Aqúı usamos la notación L0 = L(0).

Demostración. (1) y (3) siguen automáticamente de la definición. (2) sigue de la forward
shift equation (2.5.82) y (4) sigue iterando (2).

Observación 45. Asumiendo que λ ∈ Z, por (4) del Lema 2.5.2 tenemos que L(x + λ) =
(I +A)λL(x). Por lo tanto podemos reescribir el peso matricial (2.5.80) como:

W (λ)(x) =
ax

x!
L−1
0 L(x+ λ)T (λ)L(x+ λ)∗(L∗

0)
−1

=
ax

x!
L−1
0 (I +A)λL(x)T (λ)L(x)∗(I +A∗)λ(L∗

0)
−1.

La prueba del resultado siguiente es análoga a la dada en [19] para polinomios de Jacobi.

Lema 2.5.3. La inversa de L es la matriz triangular inferior

L(x)−1
j,k =

µj
µk
aj−k

c
(−a)
j−k (−x)
(j − k)!

, j ≥ k, L(x)−1
j,k = 0, j < k.

Demostración. Denotemos a la matriz del enunciado del lema por K(x). Observemos que las
entradas bajo la diagonal principal de L(x)K(x) son inmediatamente 0 por definición. Nos
queda (L(x)K(x))j,k para j ≥ k que está dada por

j∑
ℓ=k

µj
µℓ

(−a)j−ℓ
c
(a)
j−ℓ(x)

(j − ℓ)!

µℓ
µk
aℓ−k

c
(−a)
ℓ−k (−x)
(ℓ− k)!

= (−1)j−kaj−k
µj
µk

j∑
ℓ=k

(−1)k−ℓ
c
(a)
j−ℓ(x)

(j − ℓ)!

c
(−a)
ℓ−k (−x)
(ℓ− k)!

.

Haciendo un shift en el ı́ndice de la primera suma en la última ecuación, obtenemos una
suma como en la Proposición 2.5.1, entonces nos dará 1 si j = k y 0 si no. Esto completa la
prueba.

La inversa de L tiene una estructura similar e involucra polinomios de Charlier con
parámetros negativos. Este hecho es compatible con resultados previos [19, 82, 86, 90]. Pa-
ra la matriz L considerada en este caṕıtulo, esto es esencialmente una consecuencia de la
función generatriz de los polinomios escalares de Charlier, tal como en los casos de Hermite
y Laguerre [82,90].

Concluimos esta subsección introduciendo otra matriz útil, J = diag(1, . . . , N). En lo que
sigue utilizamos el corchete [A,B] = AB −BA.

Lema 2.5.4. J satisface las siguientes ecuaciones, para k ∈ Z.

1. [J,A] = A.

2. [J, (I +A)k] = kA(I +A)k−1 = k(I +A)k − k(I +A)k−1.
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3. [J, L(x)] = xA(I +A)−1L(x)− aAL(x).

4. (I +A)kJ(I +A)−k = J − kA(I +A)−1.

5. L(x)−1JL(x) = J − aA+ xA(I +A)−1.

Demostración. (1) sigue inmediatamente de la definición. (2) sigue iterando (1) y del hecho
que A(I + A)−1 = I − (I + A)−1. Para (3) podemos utilizar la backward shift equation en
(2.5.82) para mostrar que

[J, L(x)] = −aAL(x)− aAL(x− 1),

y entonces el resultado sigue del Lema 2.5.3. Finalmente (4) sigue de (2) y (5) de (3).

2.5.2. Descomposición LDU de las normas

En esta subsección daremos una descomposición LDU de las normas cuadradas H(λ)
n . Para

esto necesitamos encontrar una expresión para la primer norma cuadrada H(λ)
0 . La expresión

de la matriz L en términos de polinomios escalares de Charlier juega un rol fundamental en
esta prueba. Luego usaremos las relaciones de recurrencia no lineales del Teorema 2.4.4, para

extender esta descomposición a todas las H(λ)
n .

Proposición 2.5.5. El momento 0 del peso (2.5.80), tiene la siguiente factorización LDU

H(λ)
0 = L−1

0 (I +A)λD(λ)
0 (I +A∗)λ(L∗

0)
−1, (2.5.85)

donde D(λ)
0 es una matriz diagonal con entradas

(D0)
(λ)
jj = µ2ja

jea
j∑
ℓ=1

δ
(λ)
ℓ

µ2ℓ

a−ℓ

(j − ℓ)!
. (2.5.86)

Demostración. Aplicando la Observación 45, tenemos que

H(λ)
0 =

∞∑
x=0

W (λ)(x) = L−1
0 (I +A)λ

( ∞∑
x=0

ax

x!
L(x)T (λ)L(x)∗

)
(I +A∗)λ(L∗

0)
−1, (2.5.87)

lo que nos da (2.5.85) tomando D(λ)
0 como en (2.5.87). Ahora podemos tomar ventaja de

las relaciones de ortogonalidad de los polinomios escalares de Charlier. Mirando entrada a
entrada, tenemos

(D(λ)
0 )j,k =

∞∑
x=0

ax

x!

mı́n(j,k)∑
ℓ=1

(−a)j+k−2ℓµj
µℓ

c
(a)
j−ℓ(x)

(j − ℓ)!
δ
(λ)
ℓ

µk
µℓ

c
(a)
k−ℓ(x)

(k − ℓ)!

=

mı́n(j,k)∑
ℓ=1

µj
µℓ

(−a)j+k−2ℓδ
(λ)
ℓ

(j − ℓ)!(k − ℓ)!

µk
µℓ

∞∑
x=0

ax

x!
c
(a)
j−ℓ(x)c

(a)
k−ℓ(x)

= δj,k

j∑
ℓ=1

aj−ℓ
µ2j
µ2ℓ

eaδ
(λ)
ℓ

(j − ℓ)!
.

En la última igualdad hemos usado las relaciones de ortogonalidad (2.1.1).
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Corolario 2.5.6. Las normas cuadradas de los polinomios ortogonales mónicos (P
(λ)
n )n con

respecto al peso (2.5.80) tienen la siguiente descomposición LDU

H(λ)
n = L−1

0 (I +A)n+λD(λ)
n (I +A∗)n+λ(L∗

0)
−1,

donde D(λ)
n es una matriz diagonal definida positiva que satisface la recurrencia

D(λ)
n = a2AD(λ)

n−1A
∗ − a2D(λ)

n−1A
∗(D(λ)

n−1)
−1AD(λ)

n−1 + aD(λ)
n−1 +D(λ)

n−1(D
(λ)
n−2)

−1D(λ)
n−1, (2.5.88)

para n ∈ N≥2, y

D(λ)
1 = a2AD(λ)

0 A∗ − a2D(λ)
0 A∗(D(λ)

0 )−1AD(λ)
0 + aD(λ)

0 . (2.5.89)

Demostración. Comencemos definiendo

D(λ)
n = L0(I +A)−n−λH(λ)

n (I +A∗)−n−λL∗
0,

y veamos por inducción que son diagonales. Notemos que el caso n = 0 fue dado en la
Proposición 2.5.5. Demostraremos primero que satisfacen la relación en recurrencias en n
dada en (2.5.88) y (2.5.89). Para n = 1 aplicamos el resultado con n = 1 del Teorema 2.4.4
y obtenemos

D(λ)
1 = L0(I +A)−λ−1H(λ)

1 (I +A∗)−λ−1L∗
0

= a2(I +A)D(λ)
0 (I +A∗)− a2D(λ)

0 (I +A∗)(D(λ)
0 )−1(I +A)D(λ)

0 + aD(λ)
0 .

Simplificando obtenemos (2.5.89). Similarmente para n ≥ 2 aplicamos el Teorema 2.4.4 para
mostrar que

L0(I +A)−λ−nH(λ)
n (I +A∗)−λ−nL∗

0 = a2(I +A)D(λ)
n−1(I +A∗) +D(λ)

n−1(D
(λ)
n−2)

−1D(λ)
n−1

− a2D(λ)
n−1(I +A∗)(D(λ)

n−1)
−1(I +A)D(λ)

n−1 + aD(λ)
n−1,

y luego expandimos (I +A) nuevamente para obtener (2.5.88).

Hemos mostrado que D(λ)
0 es diagonal en la Proposición 2.5.5. Debido a la forma subdia-

gonal de A, sigue de (2.5.89) que D(λ)
1 es también diagonal. El mismo razonamiento vale para

n ≥ 2 y (2.5.88). Esto completa la prueba.

2.5.3. Ecuación en diferencias de segundo orden

En esta subsección daremos un operador en diferencias de segundo orden que tiene a

los polinomios P
(λ)
n como autofunciones. Observemos que los operadores D y D† tienen una

forma más espećıfica debido a que estamos trabajando con el peso espećıfico (2.5.80),

D = η(I +A), D† = η−1x

a
(I +A)−1. (2.5.90)

El operador D + D† ∈ FR(P ) es un operador autoadjunto. Es un hecho conocido, ver [8],
que un operador en diferencias de segundo orden autoadjunto que preserva el grado de los
polinomios tiene a la correspondiente sucesión de polinomios ortogonales como autofunciones.
Sin embargo, sigue de (2.5.90) que D +D† no preserva el grado de los polinomios. Teniendo
esto en cuenta, construimos un segundo operador autoadjunto.



2.5. FAMILIA MONOPARAMÉTRICA DE POLINOMIOS DE TIPO CHARLIER 57

Proposición 2.5.7. Consideremos el peso matricial W (λ) como en (2.5.80). Entonces el
operador

J(λ) = J + (x+ λ)(I +A)−1, (2.5.91)

es un operador autoadjunto con respecto a ⟨·, ·⟩(λ), i.e

⟨P · J(λ), Q⟩(λ) = ⟨P,Q · J(λ)⟩(λ)

para todos P y Q polinomios matriciales.

Demostración. Aplicando el Lema 2.5.4 obtenemos

JW (λ)(x) = J(I +A)x+λT (λ)(I +A∗)x+λ

= (I +A)x+λT (λ)J(I +A∗)x+λ + (x+ λ)W (λ)(x)− (x+ λ)(I +A)−1W (λ)(x)

=W (λ)(x)J − (x+ λ)(I +A)−1W (λ)(x) +W (λ)(x)(x+ λ)(I +A∗)−1.

Esto implica J(λ)(x)W (λ)(x) =W (λ)(x)J(λ)(x)∗, que es una ecuación de Pearson débil (2.2.15)
para ℓ = m = 0, y F0(x) = F̃0(x) = J(λ)(x). Por lo tanto la Proposición 2.2.3 implica que
J(λ) es un operador autoadjunto.

Observación 46. J(λ) es un operador de orden cero que actúa multiplicando por J + (x +
λ)(I +A)−1 a derecha, ver Definición 2.2.1. En lo que queda del caṕıtulo denotaremos a este
operador J(λ). Sin embargo, cuando deseemos referirnos a su (único) coeficiente polinomial,
escribiremos J(λ)(x).

En la prueba de la Proposición 2.5.7, encontramos la ecuación de Pearson débil

J(λ)(x)W (λ)(x) =W (λ)(x)J(λ)(x)∗.

Tal como en la Proposición 2.2.4 esto implica que J(λ) ∈ FR(P ). Es claro de la definición
que J(λ) no preserva el grado de los polinomios. Esto nos motiva a considerar el siguiente
operador en diferencias de segundo orden autoadjunto

D(λ) = aD − J(λ) + aD†

= ηa(I +A)− J − (x+ λ)(I +A)−1 + η−1x(I +A)−1,
(2.5.92)

dado que los términos que aumentan el grado de los polinomios se cancelan.

Teorema 2.5.8. Los polinomios ortogonales mónicos con respecto a W (λ) en (2.5.80) satis-
facen

P (λ)
n ·D(λ) = Γ(λ)

n P (λ)
n , Γ(λ)

n = a(I +A)− J − (n+ λ)(I +A)−1. (2.5.93)

Demostración. Como el operador D(λ) es autoadjunto y preserva el grado de los polinomios,

este tiene a P
(λ)
n como autofunciones, ver [8]. Podemos encontrar el autovalor Γ

(λ)
n mirando

los coeficientes directores de la ecuación anterior,

P (λ)
n ·D(λ)(x) = P (λ)

n (x+ 1)a(I +A)− P (λ)
n (x)J − P (λ)

n (x)x(I +A)−1

− P (λ)
n (x)λ(I +A)−1 + P (λ)

n (x− 1)x(I +A)−1

=
(
a(I +A)− J − λ(I +A)−1 − n(I +A)−1

)
xn + · · · .

Esto completa la prueba del teorema.
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Observación 47. El peso matricialW (λ) está estrechamente relacionado a uno de los ejemplos
de [8]. Tomando λ = 0 y considerando una matriz triangular superior A, podemos identificar
el operador en diferencias D(0)(x) con el que aparece en [8].

Observación 48. Como consecuencia del teorema anterior obtenemos

ψ−1(J(λ)) = aψ−1(D) + aψ−1(D†)− ψ−1(D(λ)) = aM + aM † − Γ(λ)
n

= (I +A)−1δ +
(
J + (n+ λ)(I +A)−1 + aH(λ)

n (I +A∗)(H(λ)
n )−1

)
+H(λ)

n (I +A∗)−1(H(λ)
n−1)

−1δ−1.

En las Secciones 2.8 y 2.9 veremos que la ecuación ψ−1(J(λ)) ·Pn = Pn ·J(λ) funcionará como
una relación de recurrencia de tres términos alternativa.

2.5.4. Las entradas de los polinomios matriciales de tipo Charlier

En esta subsección escribiremos las entradas de los polinomios mónicos (P
(λ)
n )n expĺıci-

tamente en términos de polinomios de Charlier escalares. La expresión involucra ciertos co-
eficientes que serán descriptos en detalle en la Sección 2.7. Primero definimos un polinomio
matricial auxiliar

R(λ)
n (x) = L0(I +A)−n−λP (λ)

n (x)(I +A)λ+x,

para el cual la correspondiente ecuación (2.5.93) es diagonal. Notemos que como A es una

matriz nilpotente, R
(λ)
n es un polinomio en x.

Proposición 2.5.9. Las entradas de R
(λ)
n (x) están dadas por(

R(λ)
n (x)

)
j,k

= ξ
(λ)
j,k,nc

(a)
n+j−k(x), n+ j − k ≥ 0, (2.5.94)

y son iguales a 0 para n+ j − k < 0. Las ξ
(λ)
j,k,n son independientes de x.

Demostración. Aplicando el Lema 2.5.4 podemos mostrar que (2.5.93) para este nuevo poli-
nomio se convierte en

R(λ)
n (x)

(
ηaI − (J + (x+ λ)I) + η−1xI

)
= ((a− n− λ)I − J)R(λ)

n (x).

Mirando entrada a entrada obtenemos

a
(
R(λ)
n (x+ 1)

)
j,k

− (x+ a)
(
R(λ)
n (x)

)
j,k

+ x
(
R(λ)
n (x− 1)

)
j,k

= −(n+ j − k)
(
R(λ)
n (x)

)
j,k
.

Esta es la ecuación en diferencias (2.5.83) que satisfacen los polinomios escalares de Charlier

c
(a)
n+j−k(x) y, como R

(λ)
n es un polinomio en x, esto determina la dependencia de x de las

entradas salvo un múltiplo constante que denotaremos ξ
(λ)
j,k,n.

Observación 49. Si usamos la autodualidad de los polinomios escalares de Charlier en (2.5.94)
para valores genéricos de n obtenemos la siguiente relación dual para las entradas de los

polinomios R
(λ)
n (x):

(ξj,k,n)
−1
(
R(λ)
n (x+ j − k)

)
j,k

= (ξj,k,x)
−1
(
R(λ)
x (n+ j − k)

)
j,k
, j, k = 1, . . . , N.

Esta es una relación dual de la forma (2.1.4). Sin embargo, el grado de (R
(λ)
n )j,k no es en

general igual a n.
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En la Sección 2.7 seremos capaces de determinar ξ
(λ)
j,k,n y por lo tanto tendremos expre-

siones expĺıcitas para los P
(λ)
n como la del siguiente corolario.

Corolario 2.5.10. Las entradas de los polinomios ortogonales mónicos están dadas por

(
P (λ)
n (x)

)
jk

=

j∑
ℓ=1

(n+ℓ)∧N∑
s=1

s∑
t=k

µjµs
µkµℓ

(−1)t−kaj+s−ℓ−kξ
(λ)
ℓ,s,n

(j − ℓ)!(s− t)!(t− k)!
c
(−a)
j−ℓ (n+λ)c

(a)
n+ℓ−s(x)c

(−a)
s−t (−x−λ),

donde (n+ ℓ) ∧N denota mı́n((n+ ℓ), N).

Demostración. Para tener toda la dependencia de x en términos de polinomios de Charlier
escalares, multiplicamos por L−1

0 L0 a derecha. Entonces tenemos

P (λ)
n (x) = L(−n− λ)−1R(λ)

n (x)L(x+ λ)−1L0. (2.5.95)

Luego solo resta juntar todas las entradas matriciales de (2.5.84), (2.5.94) y Lema 2.5.3.

Observación 50. Los factores de L−1 son responsables de los polinomios escalares de Charlier
con parámetro negativo c(−a). Algo similar ocurre con las entradas de los polinomios ortogo-
nales matriciales de tipo Hermite [82, Theorem 3.13] y tipo Gegenbauer [86, Theorem 3.4].
En estos casos las expresiones análogas de (2.5.95) no tienen el factor dependiente de n a
izquierda, pero tienen el factor dependiente de x a derecha.

2.6. Shift operators y relación de recurrencia para los polino-
mios matriciales de tipo Charlier

El objetivo de esta sección es construir una familia de pesos matricialesW (λ) con λ ∈ V =
N0, de forma tal que satisfagan una ecuación de Pearson fuerte (2.2.20). En consecuencia,
obtendremos una familia de pesos matriciales con shift operators expĺıcitos cuyas normas
cuadradas y relación de recurrencia de tres términos pueden ser dadas expĺıcitamente. Estos
resultados serán el ingrediente principal de la Sección 2.8, en donde describimos las entradas

de P
(λ)
n en términos de polinomios escalares de Charlier y polinomios escalares dual Hahn.

Para esto, necesitamos imponer condiciones en los parámetros µi y δ
(λ)
i . Asumimos que existen

números reales d(λ) ̸= 0 y c(λ) tales que:

δ
(λ+1)
i

δ
(λ)
i

−
δ
(λ+1)
i+1

δ
(λ)
i+1

= −d
(λ)a

2
, i = 1, · · · , N − 1, (2.6.96)

µ2i
µ2i−1

δ
(λ+1)
i−1

δ
(λ)
i

−
µ2i+1

µ2i

δ
(λ+1)
i

δ
(λ)
i+1

= d(λ)i+ c(λ), i = 2, · · · , N − 1. (2.6.97)

Observemos que sistemas de ecuaciones no lineales similares fueron obtenidos para los casos
de polinomios ortogonales matriciales de tipo Hermite y Laguerre, ver [82,90].
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2.6.1. Shift operators

En esta subsección estableceremos condiciones suficientes para que se satisfagan las hipóte-
sis del Teorema 2.2.5 y por lo tanto obtendremos shift operators expĺıcitos para la familia de
pesos matriciales W (λ). Primero necesitamos la siguiente observación.

Observación 51. Dada M ∈MN (C) tenemos que(
(A∗ + I)−xM(A∗ + I)x

)
·∆ = (A∗ + I)−x−1M(A∗ + I)x+1 − (A∗ + I)−xM(A∗ + I)x

= (A∗ + I)−x−1 [M,A∗] (A∗ + I)x. (2.6.98)

Si P (x) = A2x
2 +A1x+A0 es un polinomio matricial de grado dos, entonces

A2 =
1

2
(P ·∆2)(x), A1 = (P ·∆)(0)−A2.

Teorema 2.6.1. Sea W un peso matricial como en (2.5.80) tal que (2.6.96) y (2.6.97) se
satisfacen. Sean Φ(λ) y Ψ(λ) dadas por

Φ(λ)(x) =W (λ)(x)−1W (λ+1)(x), Ψ(λ)(x) =W (λ)(x)−1(W (λ+1) ·∆)(x− 1).

Entonces Φ(λ) es un polinomio matricial de grado a lo sumo dos y Ψ(λ) es un polinomio
matricial de grado a lo sumo uno. Más aún, tenemos que

Φ(λ)(x) = x2K(λ)
2 + xK(λ)

1 +K(λ)
0 , Ψ(λ)(x) = xJ (λ)

1 + J (λ)
0 ,

donde

K(λ)
2 = −d

(λ)

2
A∗(A∗ + I)−1, K(λ)

1 =
d(λ)

2

(
2J − aA∗ − (2λ+ 1)A∗(A∗ + I)−1

)
+ c(λ),

K(λ)
0 = (A∗ + I)−λ(T (λ))−1(A+ I)T (λ+1)(A∗ + I)λ+1,

J (λ)
1 = K(λ)

2 +K(λ)
1 − 1

a
(A∗ + I)−λ−1(T (λ))−1T (λ+1)(A∗ + I)λ+1, J (λ)

0 = K(λ)
0 .

Demostración. Dividiremos la prueba en tres partes.
Parte 1: Probemos primero que Φ(λ) es un polinomio de grado a lo sumo dos. Tenemos

Φ(λ)(x) = (W (λ)(x))−1W (λ+1)(x) = (A∗ + I)−x−λ(T (λ))−1(A+ I)T (λ+1)(A∗ + I)x+λ+1.
(2.6.99)

Por lo tanto, Φ(λ) es un polinomio matricial. Escribimos

M (λ) =M
(λ)
1 +M

(λ)
2 , M

(λ)
1 = (T (λ))−1AT (λ+1), M

(λ)
2 = (T (λ))−1T (λ+1),

de modo que
Φ(λ)(x) = (A∗ + I)−x−λM (λ)(A∗ + I)x+λ+1. (2.6.100)

Como Φ(λ) es un polinomio, es suficiente chequear que Φ(λ) ·∆2 es constante. Si aplicamos el
operador ∆ a (2.6.100), por (2.6.98) obtenemos

(Φ(λ) ·∆)(x) = (A∗ + I)−x−λ−1[M (λ), A∗](A∗ + I)x+λ+1. (2.6.101)

Aplicando el operador ∆ y (2.6.98) nuevamente, obtenemos

(Φ(λ) ·∆2)(x) = (A∗ + I)−x−λ−2[[M (λ), A∗], A∗](A∗ + I)x+λ+1. (2.6.102)
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Usando las relaciones no lineales (2.6.96) obtenemos

[M
(λ)
1 , A∗] = d(λ)J + c(λ), [M

(λ)
2 , A∗] = −d

(λ)a

2
A∗. (2.6.103)

Por lo tanto
[[M (λ), A∗], A∗] = d(λ)[J,A∗] = −d(λ)A∗,

de modo que (2.6.102) se convierte en

(Φ(λ) ·∆2)(x) = −d(λ)A∗(A∗ + I)−1. (2.6.104)

En conclusión, obtenemos que Φ(λ) es un polinomio de grado menor o igual a dos.

Parte 2: Probemos que Ψ(λ) es un polinomio de grado a lo sumo uno. Aplicando la definición

de W (λ), Φ(λ) y M
(λ)
2 obtenemos

Ψ(λ)(x) = (W (λ)(x))−1(W (λ+1) ·∆)(x− 1) = Φ(λ)(x)− x

a
(A∗ + I)−x−λM

(λ)
2 (A∗ + I)x+λ.

(2.6.105)
Por lo tanto, Ψ(λ) es un polinomio matricial. Para probar que el grado de Ψ(λ) es a lo sumo
uno, mostraremos que Ψ(λ) · ∆2 = 0. Aplicando la regla de Leibniz (2.2.9) para ∆ en el
segundo término del lado derecho de (2.6.105) resulta

(
−x
a
(I +A∗)−x−λM

(λ)
2 (I +A∗)x+λ

)
∆ = −1

a
(I +A∗)−x−λ−1M

(λ)
2 (I +A∗)x+λ+1

− x

a
(I +A∗)−x−λ−1[M

(λ)
2 , A∗](I +A∗)x+λ,

y usando (2.6.98) y (2.6.103) obtenemos

(Ψ(λ) ·∆)(x) = (Φ(λ) ·∆)(x)− 1

a
(A∗ + 1)−x−λ−1M

(λ)
2 (A∗ + 1)x+λ+1 +

xd(λ)

2
A∗(A∗ + 1)−1.

(2.6.106)
Aplicando ∆ en (2.6.106) junto con (2.6.98), (2.6.103) y (2.6.104) obtenemos

(Ψ(λ) ·∆2)(x) = (Φ(λ) ·∆2)(x) +
d(λ)

2
A∗(A∗ + 1)−1 +

d(λ)

2
A∗(A∗ + 1)−1 = 0.

Concluimos que el grado de Ψ(λ) es estrictamente menor a dos.
Parte 3: De la Parte 1 y Parte 2 obtenemos que

Φ(λ)(x) = x2K(λ)
2 + xK(λ)

1 +K(λ)
0 , Ψ(λ)(x) = xJ (λ)

1 + J (λ)
0 ,

para ciertas matrices K(λ)
2 ,K(λ)

1 ,K(λ)
0 y J (λ)

1 ,J (λ)
0 . La expresión de K(λ)

2 sigue directamente

de (2.6.104) y la Observación 51. La expresión de K(λ)
0 y J (λ)

0 sigue evaluando (2.6.99) y
(2.6.105) en x = 0. Si reemplazamos x = 0 en (2.6.101) obtenemos

K(λ)
1 = (Φ(λ) ·∆)(0)−K(λ)

2 .

Ahora la expresión de K(λ)
1 sigue directamente de (2.6.103) y Lema 2.5.4. Finalmente si

tomamos x = 0 en (2.6.106) y usamos la Observación 51, obtenemos

J (λ)
1 = (Ψ(λ) ·∆)(0) = K(λ)

2 +K(λ)
1 − 1

a
(A∗ + 1)−λ−1M

(λ)
2 (A∗ + 1)λ+1.

Esto completa la prueba del teorema.
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Observación 52. A partir del Teorema 2.2.5 obtenemos los shift operators ∆ y S(λ)

P (λ)
n ·∆ = nP

(λ+1)
n−1 , P

(λ+1)
n−1 · S(λ) = G(λ)

n P (λ)
n , (2.6.107)

donde G
(λ)
n = −(n−1)K(λ)∗

2 −J (λ)∗
1 . Además por el Teorema 2.2.6 los polinomios ortogonales

matriciales satisfacen

(P (λ)
n · S(λ−1)∆)(x) = (n+ 1)G

(λ−1)
n+1 P (λ)

n (x), (P (λ)
n ·∆S(λ))(x) = nG(λ)

n P (λ)
n (x).

En lo que sigue usamos la descomposición LDU de las normas cuadradas H(λ)
n para dar

una diagonalización expĺıcita de G
(λ)
n .

Lema 2.6.2. Las matrices G
(λ)
n para los polinomios matriciales de tipo Charlier se diagona-

lizan de la siguiente forma

1

n+ 1
G

(λ−1)
n+1 = L−1

0 (I +A)n+λD(λ)
n (D(λ−1)

n+1 )−1(I +A)−n−λL0. (2.6.108)

Demostración. Tal como lo hemos visto en la ecuación (2.2.27), las normas cuadradas de los

polinomios ortogonales mónicos P
(λ)
n se relacionan por

nH(λ+1)
n−1 = G(λ)

n H(λ)
n . (2.6.109)

A partir de la descomposición LDU de las normas cuadradas H(λ)
n del Corolario 2.5.6 obte-

nemos
H(λ)
n = L−1

0 (I +A)n+λD(λ)
n (I +A∗)n+λ(L∗

0)
−1, (2.6.110)

para una matriz diagonal definida positiva D(λ)
n . De (2.6.109) y (2.6.110) obtenemos (2.6.108).

2.6.2. Expresiones expĺıcitas de las normas

Dado que las ecuaciones (2.6.96) y (2.6.97) son no lineales, no podemos encontrar todas las
soluciones en general. En lo que resta del caṕıtulo consideraremos un conjunto de soluciones
de estas ecuaciones, que es lo suficientemente simple para describir en detalle los operadores
en diferencias, normas cuadradas y las entradas de los polinomios ortogonales mónicos. Estas
fórmulas serán el ingrediente principal para describir los polinomios de Charlier duales en la
Sección 2.8. Tomamos d(λ) = 1, c(λ) = − (N+1)

2 , y los parámetros de la forma(
µj
µk

)2

= ak−j
(N − k)!

(N − j)!
, δ

(λ)
k =

(a
2

)λ (λ+ k − 1)!

(k − 1)!
. (2.6.111)

Es sencillo verificar que µj ’s y δ
(λ)
j son soluciones de (2.6.96) y (2.6.97). Algunos productos

de matrices que serán útiles en esta sección son

(
T (λ+1)(T (λ))−1

)
jj

=
δ
(λ+1)
j

δ
(λ)
j

=
a

2
(j + λ), T (λ+1)(T (λ))−1 =

a

2
(J + λI),

(
T (λ+1)A∗(T (λ))−1

)
j,j+1

=
δ
(λ+1)
j

δ
(λ)
j+1

µj+1

µj
=

√
a

2
j
√
N − j, T (λ+1)A∗(T (λ))−1 =

a

2
JA∗.

(2.6.112)
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Teorema 2.6.3. Con los parámetros dados en (2.6.111) las matrices diagonales D(λ)
n están

dadas por

(D(λ)
n )jj = (−1)jean!an

(a
2

)λ (λ+N − j)!

(j − 1)!

(−N − λ− n)j
(λ+ n+ 1)N−j+1

, (2.6.113)

para todo n ∈ N0. Más aún, la siguiente recurrencia se satisface

D(λ)
n = n!2nD(λ+n)

0

(
Λ(λ)
n

)−1
, Λ(λ)

n =

n∏
m=1

(N + λ+m− J) . (2.6.114)

Demostración. Comenzamos considerando el caso n = 0. Si reemplazamos los parámetros
(2.6.111) en (2.5.86) obtenemos

(D(λ)
0 )j,j = ea

j∑
k=1

(
µj
µk

)2 aj−k

(j − k)!
δ
(λ)
k = ea

(a
2

)λ 1

(N − j)!

j∑
k=1

(N − k)!(λ+ k − 1)!

(j − k)!(k − 1)!

= ea
(a
2

)λ λ!(N − 1)!

(N − j)!(j − 1)!
2F1

(
1− j, λ+ 1

1−N
; 1

)
= ea

(a
2

)λ
λ!

(
N + λ

j − 1

)
.

(2.6.115)

En la última linea hemos usado un resultado de tipo Chu-Vandermonde.
El Lema 2.6.2 implica que

D(λ)
n (D(λ−1)

n+1 )−1 =
1

n+ 1
L0(I +A)−n−λG

(λ−1)
n+1 (I +A)n+λL−1

0 .

Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2.5 escribimos G
(λ)
n = −(n − 1)K(λ)∗

2 − J (λ)∗
1 . A su

vez tenemos expresiones simples para los coeficientes del Teorema 2.6.1. Con los nuevos

parámetros las matrices K(λ)
2 y J (λ)

1 se simplifican, quedando

K(λ)
2 = −1

2A
∗(A∗ + I)−1,

J (λ)
1 = 1

2(J − aA∗ −N − 1− λ− (λ+ 1)A∗(I +A∗)−1).

Por lo tanto la única contribución a la diagonal de 1
n+1L0(I + A)−n−λG

(λ−1)
n+1 (I + A)n+λL−1

0

está dada por el término 1
2(N + λ− J). Aplicando propiedades de las matrices J y L(x) y el

hecho de que D(λ)
n es una matriz diagonal obtenemos

D(λ)
n (D(λ−1)

n+1 )−1 =
1

2(n+ 1)
(N + λ− J) . (2.6.116)

Iterando esta ecuación obtenemos

(D(λ)
n )−1 =

1

n!2n
(D(λ+n)

0 )−1Λ(λ)
n ,

donde Λ
(λ)
n = (λ+n+N −J) · · · (λ+2+N −J)(λ+1+N −J). Entonces Λ(λ)

n es una matriz
diagonal con entradas

(Λ(λ)
n )i,i = (λ+N − i+ 1)n.

Aplicando (2.6.115) y (2.6.114), las entradas de D(λ)
n son

(D(λ)
n )jj = ean!an

(a
2

)λ (λ+ n)!

(N + λ− j + 1)n

(
N + λ+ n

j − 1

)
. (2.6.117)

Finalmente obtenemos (2.6.113) haciendo una manipulación simple de la expresión (2.6.117).
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2.6.3. Relación de recurrencia de tres términos para los polinomios matri-
ciales de tipo Charlier

Estamos listos para calcular expĺıcitamente los coeficientes de la relación de recurrencia de

tres términos de los polinomios mónicos (P
(λ)
n )n. Estos coeficientes serán escritos en términos

de la siguiente matriz triangular superior,

Aλ = (N + λ− J)−1JA∗. (2.6.118)

La matriz Aλ reaparecerá en la Sección 2.8 en donde jugará, para los polinomios duales, un
rol similar al de la matriz A en este contexto.

Teorema 2.6.4. El coeficiente C
(λ)
n de la relación de recurrencia de tres términos es

C(λ)
n = L−1

0 (I +A)n+λD(λ)
n (I +A∗)(D(λ)

n−1)
−1(I +A)−n−λ+1L0, (2.6.119)

y el coeficiente B
(λ)
n de la relación de recurrencia de tres términos es

B(λ)
n = aL−1

0 (I +A)n+λ
(
(n+ 1)(I +A)An+λ+1 − nAn+λ(I +A)

+ I +A+
n

a

)
(I +A)−λ−nL0.

Demostración. La primer parte es consecuencia de C
(λ)
n = H(λ)

n (H(λ)
n−1)

−1 y del Corolario
2.5.6. Para la segunda parte, recordemos de (2.2.32) que

B(λ)
n = nX

(λ+n−1)
1 − (n+ 1)X

(λ+n)
1 + n,

donde X
(λ)
1 es el coeficiente subdirector de P

(λ)
1 . Como X

(λ)
1 = −B(λ)

0 , aplicando (2.4.68) y
la Proposición 2.5.5 obtenemos

B
(λ)
0 = aL−1

0 (I +A)λ+1D(λ)
0 (I +A∗)

(
D(λ)

0

)−1
(I +A)−λL0.

Aplicando (2.6.113) obtenemos

(D(λ)
0 )j,j

(D(λ)
0 )(j+1),(j+1)

=
j

N + λ+ 1− j
,

lo que nos dice que

D(λ)
0 A∗

(
D(λ)

0

)−1
= (N + λ+ I − J)−1 JA∗ = Aλ+1.

Por lo tanto tenemos que

X
(λ)
1 = −aL−1

0 (I +A)λ+1(I +Aλ+1)(I +A)−λL0,

y esto completa la prueba del teorema.

Terminamos esta subsección mostrando que la sucesión de matrices C
(λ)
n se anula en n = 0.

Este hecho será crucial en la Sección 2.9.
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Corolario 2.6.5. El coeficiente C
(λ)
n se extiende a una única función racional en n tal que

C
(λ)
0 = 0.

Demostración. Sigue directamente de la expresión de D(λ)
n en (2.6.113) que el lado derecho

de (2.6.119) es una función racional de n. Precisamente, tenemos

(D(λ)
n (D(λ)

n−1)
−1)j,j =

na(λ+ n)(N + λ+ n)

(n+N + λ− j)(N + λ+ n− j + 1)
,

(D(λ)
n A∗(D(λ)

n−1)
−1)j,j+1 =

µj
µj−1

na(λ+ n)(N + λ− j)(N + λ+ n)j

(n+N + λ− j)2(N + λ+ n− j + 1)(N + λ+ n− j − 1)
,

que claramente se anulan en n = 0. Como L−1
0 (I +A)n+λ y (I +A)−n−λ+1L0 son polinomios

en n, aplicando (2.6.119) concluimos que C
(λ)
0 = 0.

2.6.4. Relación entre los operadores en diferencias D(λ),∆S(λ) y S(λ−1)∆

A lo largo de este caṕıtulo, hemos mostrado que los polinomios matriciales de Charlier

P
(λ)
n son soluciones de cuatro ecuaciones en diferencias de segundo orden. La ecuación en

diferencias del Corolario 2.4.3 involucra multiplicaciones a derecha y a izquierda por matrices
no triviales y no será tratada en esta sección.

Tenemos tres operadores en diferencias no triviales D(λ),∆S(λ), S(λ−1)∆ ∈ BR(P ), dados
respectivamente en (2.5.92) y Teorema 2.2.6. Observemos que los operadores ∆S(λ), S(λ−1)∆
pueden pensarse como transformaciones de Darboux. En el siguiente teorema mostramos que
existe una relación lineal entre estos operadores.

Teorema 2.6.6. Los operadores en diferencias de segundo orden D(λ),∆S(λ), S(λ−1)∆ están
relacionados del siguiente modo:

2(∆S(λ) − S(λ−1)∆) = (a−N − 2λ) I −D(λ).

Demostración. El operador D(λ) fue dado en (2.5.92) y los operadores ∆S(λ), S(λ−1)∆ se
construyen usando el Teorema 2.2.5,

∆S(λ) = −ηΦ(λ)∗(x) + 2Φ(λ)∗(x)−Ψ(λ)∗(x) + η−1
(
Ψ(λ)∗(x)− Φ(λ)∗(x)

)
,

S(λ−1)∆ = −ηΦ(λ−1)∗(x+ 1) + Φ(λ−1)∗(x+ 1) + Φ(λ−1)∗(x)−Ψ(λ−1)∗(x+ 1)

+ η−1
(
Ψ(λ−1)∗(x)− Φ(λ−1)∗(x)

)
.

(2.6.120)
Con la ayuda de (2.6.112), obtenemos

Φ(λ)∗(x) =
a

2
(I +A)x+λ+1(J(I +A∗) + λ)(I +A)−x−λ,

Φ(λ)∗(x)−Ψ(λ)∗(x) =
x

2
(I +A)x+λ(J + λI)(I +A)−x−λ.

(2.6.121)

Los coeficientes de η y η−1 en 2(∆S(λ) − S(λ−1)∆) son

2
(
Φ(λ−1)∗(x+ 1)− Φ(λ)∗(x)

)
= −a(I +A),

2

(
Ψ(λ)∗(x)− Φ(λ)∗(x)−

(
Ψ(λ−1)∗(x)− Φ(λ−1)∗(x)

))
= −x(I +A)−1,
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respectivamente, en donde hemos usado el Lema 2.5.4 en el último paso. Lo anterior concuer-
da con los correspondientes coeficientes de η± de −D(λ). Para el término η0 en 2(∆S(λ) −
S(λ−1)∆), consideramos

4Φ(λ)∗(x)− 2Ψ(λ)∗(x)− 2
(
Φ(λ−1)∗(x+ 1) + Φ(λ−1)∗(x)−Ψ(λ−1)∗(x+ 1)

)
,

lo que puede ser reorganizado como:

2

(
Φ(λ)∗(x)−Ψ(λ)∗(x)−

(
Φ(λ−1)∗(x)−Ψ(λ−1)∗(x)

))
+ 2

(
Φ(λ)∗(x)− Φ(λ−1)∗(x+ 1)

)
+ 2

(
Ψ(λ−1)∗(x+ 1)−Ψ(λ−1)∗(x)

)
= x(I +A)−1 + a(I +A) + 2J (λ−1)∗

1

= J(λ) + (a−N − 2λ)I.

En la última linea hemos usado (2.5.91) y que el coeficiente director de Ψ(λ) se simplifica a

2J (λ)
1 = J − aA∗ − (λ+ 1)A∗(I +A∗)−1 −N − 1− λ.

Esto completa la demostración.

Observación 53. Extensos cálculos simbólicos indican que el peso matricial W es irreducible,
ver [120] y [89]. Una prueba de este hecho puede ser realizada de manera similar a la dada
en los casos [82,86,89,90].

2.7. Expresiones expĺıcitas de las entradas de los polinomios
matriciales de Charlier

En la Sección 2.5.3 vimos que es posible simplificar una ecuación en diferencias para P
(λ)
n

considerando la siguiente modificación de los polinomios

R(λ)
n (x) = L0(I +A)−n−λP (λ)

n (x)(I +A)λ+x. (2.7.122)

Recordemos que las entradas de R
(λ)
n (x) están dadas por

R(λ)
n (x)j,k = ξ

(λ)
j,k,nc

(a)
n+j−k(x), (2.7.123)

con los ξ
(λ)
j,k,n independientes de x, ver Proposición 2.5.9. El objetivo de esta sección es dar

expresiones expĺıcitas para ξ
(λ)
j,k,n, lo que además, por el Corolario 2.5.10, nos dará expresiones

expĺıcitas para las entradas de los polinomios ortogonales mónicos P
(λ)
n . Los ingredientes

principales para esto son dos ecuaciones en diferencias. La primera es la ecuación en diferencias

(2.4.79). La segunda es (P (λ) · ∆S(λ))n = nG
(λ)
n P

(λ)
n , el lado izquierdo de esta ecuación ha

sido desarrollado en (2.6.120).

Observación 54. Queremos remarcar que ξ
(λ)
j,k,n solo ha sido definida para n + j − k ≥ 0,

ver (2.5.94). Es conveniente definir ξ
(λ)
j,k,n = 0 siempre que j < 1, k < 1, j > N , k > N o

n+ j − k < 0.
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2.7.1. Una relación de recurrencia en k para ξ
(λ)
j,k,n

Primero, escribimos P
(λ)
n ·∆S(λ) = nG

(λ)
n P

(λ)
n en términos de R

(λ)
n .

Proposición 2.7.1. La ecuación en diferencias (P (λ) ·∆S(λ))n = nG
(λ)
n P

(λ)
n en términos de

R
(λ)
n como en (2.7.122) está dada por

n ((N + λ+ 1)I − J)R(λ)
n (x) = −R(λ)

n (x+ 1)a (J(I +A∗) + λI)

+R(λ)
n (x) (a(I +A)(J(I +A∗) + λI) + x(J + λI))

−R(λ)
n (x− 1)x(I +A)(J + λI).

Demostración. Sigue directamente de (2.7.122), (2.6.116), (2.6.120) y del Lema 2.6.2.

En la siguiente proposición mostraremos que la ecuación en diferencias para R
(λ)
n de la

Proposición 2.7.1 induce una relación de recurrencia de tres términos para ξ
(λ)
j,k,n.

Proposición 2.7.2. Los coeficientes ϕk := ξ
(λ)
j,k,n satisfacen la siguiente relación en k :

0 = (
√
a (k + λ)

√
N − k)ϕk+1

+
(
jλ− n(N + 1− j)−N − 1 + k(N + j − λ+ n+ 2)− 2k2

)
ϕk

+
(
a−

1
2 (n+ j − k + 1)(k − 1)

√
N − k + 1

)
ϕk−1,

que vale para 1 ≤ k ≤ K con K := mı́n(N,n+ j).

Demostración. El ingrediente principal de la demostración es la ecuación en diferencias de la
Proposición 2.7.1 pero con x = 0. Esto se reduce a

n ((N + λ+ 1)I − J)R(λ)
n (0)

= −aR(λ)
n (1) (J(I +A∗) + λI) +R(λ)

n (0)a(I +A)(J(I +A∗) + λI). (2.7.124)

A partir de (2.7.123) obtenemos R
(λ)
n (0)j,k = ξ

(λ)
j,k,n y R

(λ)
n (1)j,k = ξ

(λ)
j,k,nc

(a)
n+j−k(1) = ξ

(λ)
j,k,n(1−

n+j−k
a ). Para el resto de las matrices involucradas en la ecuación anterior, recordemos que

para 1 ≤ k ≤ N − 1

Ak+1,k =
1√
a

√
N − k, (AJ)k+1,k =

1√
a
k
√
N − k,

(JA∗)k,k+1 =
1√
a
(k − 1)

√
N − k + 1, (AJA∗)k,k =

1

a
(k − 1)(N − k + 1),

donde la expresión de AJA∗ valen también para k = N . Usamos esto para escribir la entrada
(j, k) de (2.7.124) y llegar al resultado deseado.

2.7.2. Una relación de recurrencia en j para ξ
(λ)
j,1,n

La relación de recurrencia de la Proposición 2.7.2 determina los coeficientes ξ
(λ)
j,k,n en térmi-

nos de los valores iniciales ξ
(λ)
j,1,n. Para poder encontrar una recurrencia para estos coeficientes,

escribimos (2.4.79) en términos de R
(λ)
n .
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Proposición 2.7.3. La ecuación en diferencias (2.4.79) en términos de R
(λ)
n está dada por

R(λ)
n (x+ 1) +

(
1

a2
D(λ)
n (I +A∗)−1(D(λ)

n−1)
−1 − x

a
D(λ)
n (I +A∗)−1(D(λ)

n )−1 − (I +A)

)
R(λ)
n (x)

+
x

a
D(λ)
n (I +A∗)−1(D(λ)

n )−1(I +A)R(λ)
n (x− 1) = 0.

Demostración. Recordemos la descomposición LDU del Corolario 2.5.6 y que A = I +A. El
resultado sigue haciendo un cálculo directo.

Tal como en la subsección previa, en la siguiente proposición derivamos una relación de

recurrencia de tres términos para ξ
(λ)
j,1,n aplicando la Proposición 2.7.3.

Proposición 2.7.4. Los coeficientes ψj := ξ
(λ)
j,1,n satisfacen la siguiente relación de recurren-

cias en j:

0 = ψj+1

(
1√
a
j(N + λ− j)(n+ j)

√
N − j

)
+ ψj

(
(n+ j − 1)(N + n+ λ− j)(N + n+ λ− j + 1)

− n(λ+ n)(N + λ+ n) + j(N − j)(N + λ− j)

)
+ ψj−1

(√
a(N + n+ λ− j)(N + n+ λ− j + 1)

√
N − (j − 1)

)
,

para 1 ≤ j ≤ N .

Demostración. El ingrediente principal de la demostración es la Proposición 2.7.3 para x = 0.
Esto se reduce a

aD(λ)
n (I +A∗)(D(λ)

n )−1R(λ)
n (1)

=

(
aD(λ)

n (I +A∗)(D(λ)
n )−1(I +A)− 1

a
D(λ)
n (D(λ)

n−1)
−1

)
R(λ)
n (0). (2.7.125)

Como antes, (2.7.123) nos da R
(λ)
n (0)jk = ξ

(λ)
j,k,n y R

(λ)
n (1)jk = ξ

(λ)
j,k,nc

(a)
n+j−k(1) = ξ

(λ)
j,k,n(1 −

n+j−k
a ). Para las otras entradas matriciales de la ecuación anterior miramos (2.6.111) para

Aj+1,j =
1√
a

√
N − j y (2.6.113) para

(
D(λ)
n

)
jj

(
(D(λ)

n−1)
−1
)
jj

=
na(N + λ+ n)(λ+ n)

(N + λ+ n− j)(N + λ+ n+ 1− j)
,(

D(λ)
n

)
jj
(A∗)j,j+1

(
(D(λ)

n )−1
)
j+1,j+1

=
1√
a

j(N + λ− j)
√
N − j

(N + λ+ n− j)(N + λ+ n+ 1− j)
.

Usamos estas expresiones para las entradas (j, 1) de (2.7.125) y multiplicando por (N + λ+
n− j)(N + λ+ n+ 1− j) llegamos al resultado deseado.
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2.7.3. Los coeficientes ξ
(λ)
j,k,n como polinomios dual Hahn

En el paso final para determinar los coeficientes ξ
(λ)
j,k,n, resolvemos las relaciones de recu-

rrencia de las secciones previas en términos de polinomios dual Hahn. Los polinomios dual
Hahn están dados por

Rk

(
ℓ(x); γ, δ,N

)
= 3F2

(
−k,−x, x+ γ + δ + 1

γ + 1,−N
; 1

)
, k = 0, 1, . . . ,N ,

ver por ejemplo [95].

Proposición 2.7.5. Sea K = mı́n(N,n + j) y K = máx(N,n + j). Entonces para k ∈
{1, . . . ,K} tenemos

ξ
(λ)
j,k,n = ξ

(λ)
j,1,na

−(k−1)/2(1−K)k−1

√
(N − k)!

(N − 1)!

×Rk−1 ((K − j)(K − j + λ+ 1);λ,K −K,K − 1) ,

y 0 para k > K.

Demostración. Como consecuencia de la Observación 54, ξ
(λ)
j,k,n, = 0 cuando k > K. Tomamos

la Proposición 2.7.2 y sustituimos ζk = (λ + 1)ka
k/2
√

(N−k−1)!
(N−1)!

ξ
(λ)
j,k+1,n

ξ
(λ)
j,1,n

, para llegar a una

recurrencia que nos recuerde a una relación de recurrencia de términos para polinomios
ortogonales mónicos

0 = ζk+1 +
(
−2k2 + k(j − λ+ n+N − 2) + j(n+ λ+ 1)− (nN + λ+ 1)

)
ζk

+ k(k + λ)(k − (n+ j))(k −N)ζk−1,

para 0 ≤ k ≤ K − 1. Es fácil verificar, comparando con [95], que ésta es la relación de
recurrencia de tres términos para los polinomios mónicos dual Hahn con γ = λ, δ = K −
K, N = K − 1 donde (K − j)(K − j + λ + 1) juega el rol de la variable. Finalmente
los polinomios mónicos se relacionan con los polinomios estándares mediante pk−1 = (λ +
1)k−1(1−K)k−1Rk−1.

Proposición 2.7.6. Para j ∈ {1, . . . , N} tenemos

ξ
(λ)
j,1,n = (−1)j−1ξ

(λ)
1,1,n

√
(N − 1)!

(N − j)!

a(j−1)/2(1−N − λ− n)j−1

(j − 1)!(1−N − λ)j−1
.

Demostración. Tomamos la recurrencia obtenida en la Proposición 2.7.4 y sustituimos σj =

j!(n+1)j(1−N−λ)j
aj/2(1−N−λ−n)j

√
(N−1)!

(N−j−1)!

ξ
(λ)
j+1,1,n

ξ
(λ)
1,1,n

. Tal como en la prueba de la Proposición 2.7.5, obtenemos

la relación de recurrencia de tres términos para polinomios mónicos dual Hahn

0 = σj+1 +
(
−2j2 + j(2N + λ− n− 2) + n(N − 1) +N − 1

)
σj

+ j(j − (N + λ))(j −N)(j + n)σj−1,

pero con parámetros más simples. Ahora tenemos σj = pj(0;n, λ,N − 1) = (n+1)j(1−N)j .
Sustituyendo nuevamente obtenemos el resultado deseado.
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Solo resta obtener los valores iniciales y finales.

Lema 2.7.7. Los valores iniciales y finales son

ξ
(λ)
N,1,n = (−1)n+N−1a

n+(N−1)/2√
(N − 1)!

, ξ
(λ)
1,1,n = (−a)n (λ+ 1)N−1

(λ+ n)N−1
.

Demostración. Podemos escribir

(I +A)x+λ = exp((x+ λ)B), B := log(I +A) =
N−1∑
s=1

(−1)s+1

s
As.

Entonces como AN = 0, tenemos que BN−1 = AN−1. Esto implica que ambos son polinomios
en x y en particular tenemos un coeficiente director simple

(I +A)x+λ = xN−1 AN−1

(N − 1)!
+O(xN−2).

Aplicando que P
(λ)
n es un polinomio mónico y (2.7.122) obtenemos

R(λ)
n (x) = xn+N−1L0(I +A)−n−λ

AN−1

(N − 1)!
+O(xn+N−2).

El coeficiente director tiene una única entrada no nula dado que L0(I +A)
−n−λ es triangular

inferior y (AN−1)jk ̸= 0 solo para (j, k) = (N, 1). Entonces mirando entrada a entrada
tenemos

(R(λ)
n (x))N,1 = ξ

(λ)
N,1,nc

(a)
n+N−1(x) = xn+N−1 (A

N−1)N,1
(N − 1)!

+O(xn+N−2),

lo que, comparando coeficientes directores, nos da el primer resultado

ξ
(λ)
N,1,n = (−a)n+N−1 (A

N−1)N,1
(N − 1)!

= (−1)n+N−1a
n+(N−1)/2√
(N − 1)!

.

Podemos obtener directamente ξ
(λ)
1,1,n de la Proposición 2.7.6 con j = N .

Finalmente, resumimos el contenido de las Proposiciones 2.7.5, 2.7.6 y el Lema 2.7.7 en
el Teorema principal de la sección.

Teorema 2.7.8. Los coeficientes ξ
(λ)
j,k,n en (2.7.123) están dados en términos de polinomios

dual Hahn por

ξ
(λ)
j,k,n = X(j, k, n, λ)×

(1−N)k−1 3F2

(
1−k,j−N,n+λ+1

λ+1,1−N ; 1
)

n+ j ≥ N,

(1− n− j)k−1 3F2

(
1−k,−n,N−j+λ+1

λ+1,1−n−j ; 1
)

n+ j < N,

= X(j, k, n, λ)×

{
(1−N)k−1Rk−1

(
ℓ(N − j); λ, n+ j −N,N − 1

)
n+ j ≥ N,

(1− n− j)k−1Rk−1

(
ℓ(n); λ,N − (n+ j), n+ j − 1

)
n+ j < N,

con

X(j, k, n, λ) =

√
(N − k)!

(N − j)!

(−1)n+j−1an+(j−k)/2(λ+ n)!(N + λ− j)!

(j − 1)!λ!(N + λ+ n− j)!
.
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2.8. Polinomios de Charlier duales

En esta sección construimos tres familias no equivalentes de polinomios matriciales en el

sentido de (2.3.37) que son duales a los polinomios matriciales de tipo Charlier P
(λ)
n . Sabemos

por el Teorema 2.3.5 que cada familia dual está relacionada a un operador adecuado del
conjunto B2

R(P ).

2.8.1. Expresión expĺıcita de Pn(0)

El objetivo de esta subsección es dar una expresión expĺıcita de Pn(0) el cual es un
ingrediente clave para familias duales, ver Teorema 2.3.5. Primero, recordemos la sucesión de
matrices Aλ introducida en (2.6.118). En la siguiente observación veremos unas propiedades
básicas de Aλ.

Observación 55. Tal como hemos visto en el Lema 2.5.4, el conmutador de las matrices J y
A es simple. Podemos derivar resultados similares para Aλ:

1. [J,Aλ] = −Aλ,

2. [J, (I +Aλ)
k] = −kAλ(I +Aλ)

k−1,

3. (I +Aλ)
−kJ(I +Aλ)

k = J − kAλ(I +Aλ)
k−1.

Proposición 2.8.1. Sea R
(λ)
n la función definida en (2.7.122). Entonces las siguientes rela-

ciones se satisfacen:

1. R
(λ)
n (0) = −a(I +An+λ)R

(λ+1)
n−1 (0).

2. R
(λ)
n (0) = (−a)n(I +An+λ)

nL0.

Demostración. La prueba de (1) puede ser encontrada en el Apéndice A.2. La parte (2) sigue

iterando parte (1) y aplicando que R
(λ+n)
0 (0) = L0.

Corolario 2.8.2. Para los polinomios de Charlier mónicos tenemos que

P (λ)
n (0) = (−a)nL−1

0 (I +A)n+λ(I +An+λ)
n(I +A)−λL0.

Demostración. El corolario sigue directamente de la proposición anterior y la ecuación (2.7.122)

que define R
(λ)
n (x) = L0(I +A)−n−λP

(λ)
n (x)(I +A)λ+x.

Observación 56. Notemos que como A∗ es estrictamente triangular superior, también lo es
An+λ. A partir de las expresiones expĺıcitas de An+λ en (2.6.118), verificamos que tiene
entradas racionales en n. Entonces (I+An+λ) es una matriz triangular superior con entradas
diagonales iguales a 1. Esto nos permite concluir que (I +An+λ)

n es una función racional de

n. En particular, esto implica que cada entrada de (−a)−nP (λ)
n (0) es una función racional de

n.
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2.8.2. Tres familias de polinomios duales

En el Teorema 2.3.5 hemos establecido una correspondencia uno a uno entre las clases
de equivalencia de familias duales y el conjunto de operadores en diferencias B2

R(P ), ver
Definición 2.3.4. En esta sección daremos tres familias de polinomios duales, cada una de las
cuales se corresponde con un operador espećıfico de B2

R(P ).
Recordemos de (2.5.92) y (2.6.120) que

D(λ) = ηa(I +A)− J − (x+ λ)(I +A)−1 + η−1x(I +A)−1, (2.8.126)

∆S(λ) = −ηΦ(λ)(x)∗ + 2Φ(λ)(x)∗ −Ψ(λ)(x)∗ + η−1
(
Ψ(λ)(x)∗ − Φ(λ)(x)∗

)
, (2.8.127)

S(λ−1)∆ = −ηΦ(λ−1)(x+ 1)∗ +Φ(λ−1)(x+ 1)∗ +Φ(λ−1)(x)∗ −Ψ(λ−1)(x+ 1)∗ (2.8.128)

+ η−1
(
Ψ(λ−1)(x)∗ − Φ(λ−1)(x)∗

)
,

donde Φ(λ)∗ es el polinomio matricial de grado dos dado expĺıcitamente en el Teorema 2.6.1.
En esta sección usaremos la descomposición dada en (2.6.121),

Φ(λ)(x)∗ =
a

2
(I +A)x+λ+1(J(I +A∗) + λI)(I +A)−x−λ.

Denotaremos D1 = D(λ), D2 = ∆S(λ) y D3 = S(λ−1)∆, para simplificar la notación y ser
capaces de dar resultados generales para las tres familias al mismo tiempo.

Lema 2.8.3. Los operadores en diferencias D1 = D(λ), D2 = ∆S(λ) y D3 = S(λ−1)∆ son
elementos de B2

R(P ). Para D1 y D2 esto vale si λ ∈ N0 y para D3 si λ ∈ N.

Demostración. Notemos que el coeficiente raising a(I+A) de (2.8.126) es invertible. Lo mismo
vale para los coeficientes raising de (2.8.127) y (2.8.128) considerando (2.6.121), pese a que
debemos tomar λ ≥ 1 para D3. Entonces la condición de invertibilidad se cumple en los tres
casos. Es fácil verificar en los tres casos que el coeficiente lowering evaluado en x = 0 es igual
a cero, por lo que la condición sobre Pn(0)

−1Pn(−1)F−1(0) se satisface automáticamente.

Debemos verificar que ρ
(λ)
i (n) = P

(λ)
n (0)−1ψ−1(Di)P

(λ)
n (0) satisface la Condición 1 para i =

1, 2, 3. Recordemos de (2.2.26) que

(P (λ)
n · S(λ−1)∆)(x) = (n+ 1)G

(λ−1)
n+1 Pn(x), (P (λ)

n ·∆S(λ))(x) = nG(λ)
n Pn(x),

donde por el Lema 2.6.2 y la ecuación (2.6.116) resulta

G(λ)
n =

1

2
L−1
0 (I +A)n+λ((N + λ+ 1)I − J)(I +A)−n−λL0.

Sumado a esto, por el Teorema 2.5.8 tenemos que

P (λ)
n ·D(λ) = Γ(λ)

n P (λ)
n , Γ(λ)

n = a(I +A)− J − (n+ λ)(I +A)−1.

Aplicando el Corolario 2.8.2 y la Observación 55 obtenemos

ρ
(λ)
1 (n) = L−1

0 (I +A)λ
(
(a− n− λ)I − J + nAn+λ(I +An+λ)

n−1
)
(I +A)−λL0, (2.8.129)

ρ
(λ)
2 (n) =

n

2
L−1
0 (I +A)λ

(
(N + λ+ 1)I − J + nAn+λ(I +An+λ)

n−1
)
(I +A)−λL0,

(2.8.130)

ρ
(λ)
3 (n) =

n+ 1

2
L−1
0 (I +A)λ

(
(N + λ)I − J + nAn+λ(I +An+λ)

n−1
)
(I +A)−λL0.

(2.8.131)
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A partir de estas expresiones podemos ver que cada ρ
(λ)
i es una matriz dependiente de n

de la forma
ρ
(λ)
i (n) = L−1

0 (I +A)λ(nT + T0 + s.t.s.)(I +A)−λL0,

donde T y T0 son matrices diagonales independientes de n, y s.t.s. significa estŕıctamente
triangular superior. Sumado a esto, la Observación 56 asegura que la parte s.t.s. es racional
en n.

Esto significa que cada ρ
(λ)
i es de la forma descripta en el Corolario A.1.2 en el Apéndice

A.1. Esto nos permite ver que el determinante de las matrices de Vandermonde a bloques de
las Condiciones 1 y 2 son no nulos.

En consecuencia, por el Teorema 2.3.5, podemos encontrar familias duales de polinomios
para cada operador S(λ−1)∆,∆S(λ), y D(λ).

Observación 57. Sean D1, D2, D3 ∈ B2
R(P ), tales que

Pn ·Di = Λ(i)
n Pn, para i =1,2,3,

para ciertas matrices Λ
(i)
n . Supongamos que existen números complejos no nulos α, β, γ tales

que
D3 = αD1 + βD2 + γI, Λ(3)

n = αΛ(1)
n + βΛ(2)

n + γI.

El correspondiente ρ3(n) está dado por

ρ3(n) = Pn(0)
−1Λ(3)

n Pn(0) = αρ1(n) + βρ2(n) + γI.

En el Teorema 2.6.6 hemos visto que este es nuestro caso para α = 1
2 , β = 1 y γ = −1

2(a −
N − 2λ). Esto es consistente con (2.8.131).

Daremos expĺıcitamente tres familias de polinomios duales asociados a los operadores en
diferencias (2.8.126), (2.8.127) y (2.8.128).

Familia dual asociada al operador D1 = D(λ)

Comenzamos describiendo la familia dual que se corresponde con el operador D(λ). Apli-
cando el Teorema 2.3.5 obtenemos que los polinomios duales son

Q
(λ)
x,1(ρ

(λ)
1 (n)) = P (λ)

n (0)−1P (λ)
n (x)Υ

(λ)
1 (x)−1, (2.8.132)

donde P
(λ)
n (0) está dado en el Corolario 2.8.2, ρ

(λ)
1 está dada en (2.8.129) y

Υ
(λ)
1 (x) = a−x(I +A)−x,

que en este caso no depende de λ.

Familia dual asociada al operador D2 = ∆S(λ)

Similarmente, aplicando el Teorema 2.3.5 obtenemos

Q
(λ)
x,2(ρ

(λ)
2 (n)) = P (λ)

n (0)−1P (λ)
n (x)Υ

(λ)
2 (x)−1,

Υ
(λ)
2 (x) =

(−2)x

ax
(I +A)λ(J(I +A∗) + λI)−x(I +A)−x−λ,

donde ρ
(λ)
2 está dada en (2.8.130).
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Familia dual asociada al operador D3 = S(λ−1)∆

Tal como para las dos familias previas aplicamos el Teorema 2.3.5 para obtener los poli-
nomios duales y relacionar estas cantidades, pero en este caso solo para λ > 0,

Q
(λ)
x,3(ρ

(λ)
3 (n)) = P (λ)

n (0)−1P (λ)
n (x)Υ

(λ)
3 (x)−1,

Υ
(λ)
3 (x) =

(−2)x

ax
(I +A)λ(J(I +A∗) + (λ− 1)I)−x(I +A)−x−λ,

donde ρ
(λ)
3 está dada en (2.8.131).

2.8.3. Relaciones ortogonales duales

Estamos listos para identificar las relaciones de ortogonalidad para los polinomios duales

(Q
(λ)
x,i )x.

Teorema 2.8.4. El peso matricial dual para los polinomios de Charlier es

U (λ)(n) = a2nL∗
0(I +A∗)−λ(I + (An+λ)

∗)n(D(λ)
n )−1(I +An+λ)

n(I +A)−λL0, (2.8.133)

y (para cada ρi) satisface las hipótesis del Teorema 2.3.7.

Observación 58. A partir de la Observación 56 y de las expresiones expĺıcitas de D(λ)
n (ver

Teorema 2.6.3), existe una función F (λ) tal que F (λ)(n)i,j es racional en n para todo i, j y

U (λ)(n) =
an

n!
F (λ)(n),

y aplicando la Observación 56 y la expresión expĺıcitas de las funciones de autovalores, obte-

nemos que ρ
(λ)
i (n)k es racional en n para todo k ∈ N0 fijo.

Demostración. La ecuación (2.8.133) es consecuencia del Teorema 2.3.7, Corolario 2.8.2 y de

la descomposición LDU de H(λ)
n dada en el Corolario 2.5.6. Por el Teorema 2.3.7 debemos

verificar que
∞∑
n=0

ρ
(λ)
i (n)kU (λ)(n) <∞, ∀ k ∈ N0,

ĺım
n→∞

F1(ρ
(λ)
i (n))Pn(0)H−1

n Pn+1(0)
∗F2(ρ

(λ)
i (n)) = 0, para todas F1, F2 ∈MN (C)[n].

(2.8.134)
Para k ∈ N0 y s, t ∈ {1, . . . , N} fijos, aplicando la Observación 56 tenemos que( ∞∑

n=0

ρ
(λ)
i (n)kU (λ)(n)

)
s,t

=
∞∑
k=0

an

n!

(
ρ
(λ)
i (n)kF (λ)(n)

)
s,t
<∞,

dado que cada entrada de ρ
(λ)
i (n)kF (λ)(n) es racional en n. Por otro lado, para F1, F2 ∈

MN (C)[n], tenemos que F1(ρ
(λ)
i (n)) y F2(ρ

(λ)
i (n)) son funciones racionales en n, y por lo

tanto aplicando las expresiones expĺıcitas de Pn(0) y Hn tenemos que

F1(ρ
(λ)
i (n))Pn(0)H−1

n Pn+1(0)
∗F2(ρ

(λ)
i (n)) =

an

n!
R(n), para todos F1, F2 ∈MN (C)[n],

donde R(n) es una función racional de n. Concluimos que la ecuación (2.8.134) se cumple.
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Entonces cada familia dual es ortogonal con respecto a su propio (y distinto) producto
interno dual. Dados P,Q polinomios matriciales, tenemos que

⟨P,Q⟩(λ)i,d =
∞∑
n=0

P
(
ρ
(λ)
i (n)

)∗
U (λ)(n)Q

(
ρ
(λ)
i (n)

)
.

Notemos que el peso U (λ) es el mismo para todas las familias, pero el producto interno

requiere componer con ρ
(λ)
i , que es diferente para cada i.

2.8.4. Shift operators duales

En esta subsección mostraremos que las ladder relations para los polinomios P
(λ)
n asocia-

dos al peso de Charlier inducen shift operators para los polinomios duales Q
(λ)
x . Recordemos

las siguientes relaciones de la Proposición 2.4.1:

P (λ)
n ·D =M · P (λ)

n , M = (I +A) +
1

a
H(λ)
n (I +A∗)−1(H(λ)

n−1)
−1δ−1, (2.8.135)

P (λ)
n ·D† =M † · P (λ)

n , M † =
1

a
(I +A)−1δ +H(λ)

n (I +A∗)(H(λ)
n )−1, (2.8.136)

donde D y D† son

D = η (I +A), D† = η−1x

a
(I +A)−1.

Como los operadores D y D† están asociados a la ecuación de Pearson débil 2.4.62, sigue de
la Observación 39 que D,D† ∈ F̂R(P (λ)). Cada familia dual tiene dos isomorfismos relevantes

τ : F̂L(P (λ)) → F̂d
L(Q

(λ)), σi : F̂R(P (λ)) → F̂d
R(Q

(λ)),

M 7→ P (λ)
n (0)−1MP (λ)

n (0), D 7→ Υ
(λ)
i (x)DΥ

(λ)
i (x)−1,

ver (2.3.56) y (2.3.60). Notemos que por definición, τ es conjugar por P
(λ)
n (0) y por lo tanto

es independiente de la familia de polinomios duales. En ese caso omitiremos el sub́ındice i.
Por otro lado, para cada i = 1, 2, 3 tenemos el isomorfismo σi que involucra una conjugación

por Υ
(λ)
i y es diferente para cada familia de polinomios duales.

Teorema 2.8.5. Sean P
(λ)
n los polinomios matriciales mónicos de Charlier y sean D,D†,M,M †

dados en (2.8.135) y (2.8.136). Fijamos una familia de polinomios duales Q
(λ)
x = Q

(λ)
x,i para

i = 1, 2, 3. Entonces las siguientes relaciones se satisfacen:

τ(M) ·Q(λ)
x (ρ

(λ)
i (n)) = Q

(λ)
x+1(ρ

(λ)
i (n))Υ

(λ)
i (1)(I +A),

τ(M †) ·Q(λ)
x (ρ

(λ)
i (n)) = Q

(λ)
x−1(ρ

(λ)
i (n))

x

a
(I +A)−1Υ

(λ)
i (1)−1.

Demostración. Aplicando el Teorema 2.3.12 obtenemos

τ(M) ·Q(λ)
x (ρ

(λ)
i (n)) = Q(λ)

x (ρ
(λ)
i (n)) · σi(D),

τ(M †) ·Q(λ)
x (ρ

(λ)
i (n)) = Q(λ)

x (ρ
(λ)
i (n)) · σi(D†).

Fijando i ∈ {1, 2, 3} y suponiendo que Di = ηF1(x) + F0(x) + η−1F−1(x), por el Teorema
2.3.5 tenemos que Υi(x) = F1(0)

−1 · · ·F1(x− 1)−1. Entonces tenemos que

σi(D) = ηΥi(x+ 1)(I +A)Υi(x)
−1, σi(D

†) = η−1x

a
Υi(x− 1)(I +A)−1Υi(x)

−1.
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Usando que F1(x) = a(I + A) para i = 1, F1(x) = −Φ(λ)∗(x) para i = 2 y F1(x) =
−Φ(λ−1)∗(x+ 1) para i = 3, y las expresiones expĺıcitas en (2.6.121) obtenemos

Υi(x+1)(I+A)Υi(x)
−1 = Υi(1)(I+A), Υi(x−1)(I+A)−1Υi(x)

−1 = (I+A)−1Υi(1)
−1.

Esto completa la prueba del teorema.

Observación 59. Aplicando el isomorfismo τ, la descomposición LDU de la norma (ver Coro-
lario 2.5.6), y propiedades de la matriz J (ver Lema 2.5.4), obtenemos

τ(M) = Θ(λ)
n

(
(I +A)− 1

a2
D(λ)
n (D(λ)

n−1)
−1δ−1

)
Θ(λ)−1
n ,

τ(M †) = Θ(λ)
n

(
D(λ)
n (I +A∗)(D(λ)

n )−1 − δ
)
Θ(λ)−1
n ,

donde Θ
(λ)
n = L−1

0 (I +A)λ(I +An+λ)
−n. Estas expresiones son independientes de la elección

de la familia dual.

Observación 60. Para la familia dual correspondiente a D1 tenemos las expresiones simples:

σ1(D) = η
1

a
, σ1(D

†) = η−1x, σ1(J
(λ)) = J + xI + λ(I +A)−1.

Para la familia dual correspondiente a D2 tenemos

σ2(D) = −η2a−1(I +A)λ(J(I +A∗) + λI)−1(I +A)−λ,

σ2(D
†) = −η−1x

2
(I +A)λ(J(I +A∗) + λI)(I +A)−λ,

σ2(J
(λ)) = (I +A)λ(J(I +A∗) + λI)−x(J + (x+ λ)I)(J(I +A∗) + λI)x(I +A)−λ.

Para la familia dual correspondiente a D3 tenemos

σ3(D) = −η2a−1(I +A)λ(J(I +A∗) + (λ− 1)I)−1(I +A)−λ,

σ3(D
†) = −η−1x

2
(I +A)λ(J(I +A∗) + (λ− 1)I)(I +A)−λ,

σ3(J
(λ)) = (I +A)λ(J(I +A∗) + (λ− 1)I)−x(J + (x+ λ)I)(J(I +A∗) + (λ− 1)I)x(I +A)−λ.

Notemos que las expresiones de σi(D), σi(D
†), σi(J

(λ)) para i = 1, 2 son muy similares. Esto
se debe al hecho que los coeficientes de los operadores ∆S(λ) y S(λ−1)∆ se relacionan mediante
shifts simples en λ y x, ver (2.8.127) y (2.8.128).

Observación 61. Finalmente incluimos las expresiones para los duales de los operadores rele-
vantes en (2.2.13) y Observación 48:

τ(L) = P (λ)
n (0)−1P

(λ)
n+1(0)δ + P (λ)

n (0)−1B(λ)
n P (λ)

n (0) + P (λ)
n (0)−1C(λ)

n P
(λ)
n−1(0)δ

−1,

τ(ψ−1(J(λ))) = aτ(M) + aτ(M †)− ρ
(λ)
1 (n).

En la última expresión hemos usado que J(λ) = aD + aD† − D(λ), hecho que sigue de la
definición de D(λ) en (2.5.92).
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2.8.5. Normas cuadradas duales

En el Teorema 2.3.8 probamos una expresión para las normas cuadradas de los polinomios
ortogonales matriciales duales asumiendo que ciertas funciones pertenecen a la clausura del
subespacio generado por los polinomios ortogonales matriciales (Pn)n. Como no hemos pro-
bado esto para el caso de los polinomios matriciales de tipo Charlier, derivaremos la expresión
de las normas cuadradas de otra forma, la cual coincidirá con el resultado previo. Es más
eficiente escribir las demostraciones siguientes en términos de

R(λ)
n (x) = L0(I +A)−n−λP (λ)

n (x)(I +A)x+λ,

en lugar de Q
(λ)
x . Aplicando (2.7.122) y el hecho de que para i ∈ {1, 2, 3} tenemos

Q
(λ)
x,i (ρ

(λ)
i (n)) = P (λ)

n (0)−1P (λ)
n (x)Υ

(λ)
i (x)−1,

obtenemos que las normas cuadradas de Q
(λ)
x,i están dadas por

W
(λ)
x,i =

(
(I +A∗)x+λΥ

(λ)∗
i (x)

)−1
W

(λ)
R (x)

(
Υ

(λ)
i (x)(I +A)x+λ

)−1
, (2.8.137)

donde

W
(λ)
R (x) =

∞∑
n=0

R(λ)
n (x)∗(D(λ)

n )−1R(λ)
n (x).

Lema 2.8.6. El momento 0 del peso dual U (λ) está dado por

W
(λ)
0 =W (λ)(0)−1.

Demostración. La prueba está dada en el Apéndice A.3.

Proposición 2.8.7. La norma de los polinomios ortogonales matriciales duales Q
(λ)
x,i está

dada por

W
(λ)
x,i = (Υ

(λ)
i (x)W (λ)(x)Υ

(λ)
i (x)∗)−1.

Demostración. Podemos derivar una recurrencia para W
(λ)
R reescribiendo las ecuaciones (2.6.107)

en términos de R
(λ)
n . Primero P

(λ)
n ·∆ = nP

(λ+1)
n−1 se reescribe rápidamente como

R(λ)
n (x+ 1)−R(λ)

n (x)(I +A) = nR
(λ+1)
n−1 (x),

y para P
(λ+1)
n−1 · S(λ) = G

(λ)
n P

(λ)
n necesitamos

L0(I +A)−n−λG(λ)
n (I +A)n+λL−1

0 = nD(λ+1)
n−1 (D(λ)

n )−1,

y
(I +A)−x−λ−1Φ(λ)∗(x)(I +A)x+λ = T (λ+1)(I +A∗)(T (λ))−1,

(I +A)−x−λ(Φ(λ)∗(x)−Ψ(λ)∗(x))(I +A)x+λ =
x

a
T (λ+1)(T (λ))−1,

para llegar a

−R(λ+1)
n−1 (x)T (λ+1)(I+A∗)(T (λ))−1+R

(λ+1)
n−1 (x−1)

x

a
T (λ+1)(T (λ))−1 = nD(λ+1)

n−1 (D(λ)
n )−1R(λ)

n (x).
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Ahora tomamos x ≥ 1, ya que x = 0 fue contemplado en el resultado anterior. Podemos
utilizar el primer shift para obtener

W
(λ)
R (x) = (I +A∗)

∞∑
n=0

R(λ)
n (x− 1)∗(D(λ)

n )−1R(λ)
n (x) +

∞∑
n=1

nR
(λ+1)
n−1 (x− 1)∗(D(λ)

n )−1R(λ)
n (x).

La primer suma es equivalente a ⟨Q(λ)
x−1, Q

(λ)
x ⟩(λ)d la cual es cero debido a la ortogonalidad

dual. Insertando (D(λ+1)
n−1 )−1D(λ+1)

n−1 obtenemos

W
(λ)
R (x) =

∞∑
n=1

R
(λ+1)
n−1 (x− 1)∗(D(λ+1)

n−1 )−1nD(λ+1)
n−1 (D(λ)

n )−1R(λ)
n (x),

que nos permite aplicar el segundo shift

W
(λ)
R (x) = −

∞∑
n=1

R
(λ+1)
n−1 (x− 1)∗(D(λ+1)

n−1 )−1R
(λ+1)
n−1 (x)T (λ+1)(I +A∗)(T (λ))−1

+
∞∑
n=1

R
(λ+1)
n−1 (x− 1)∗(D(λ+1)

n−1 )−1R
(λ+1)
n−1 (x− 1)

x

a
T (λ+1)(T (λ))−1.

Aqúı la primera suma se anula debido a la ortogonalidad dual, dado que es equivalente a

⟨Q(λ+1)
x−1 , Q

(λ+1)
x ⟩(λ+1)

d . Entonces llegamos a

W
(λ)
R (x) = W

(λ+1)
R (x− 1)

x

a
T (λ+1)(T (λ))−1,

lo cual iterando nos da W
(λ)
R (x) = W

(λ+x)
R (0) x!axT

(λ+x)(T (λ))−1 = x!
ax (T

(λ))−1. Colocando este
resultado en (2.8.137), junto con Lema 2.8.6, obtenemos el resultado deseado.

2.8.6. Álgebras de Lie de operadores en diferencias asociadas al peso de
Charlier

En esta sección, describimos las álgebras de Lie generadas por los operadores de interés
del caṕıtulo. Denotamos por g el espacio vectorial generado por {D,D†, J(λ), x, I}, donde I
es la matriz identidad.

Proposición 2.8.8. El espacio vectorial g es un álgebra de Lie y contiene al operador D(λ).
Precisamente, las siguientes relaciones se verifican:

[J(λ), D] = D, [J(λ), D†] = −D†, [D,x] = −D, [D†, x] = D†, [D,D†] = −1

a
I,

donde [·, ·] es el corchete estándar [E1, E2] = E1E2 − E2E1.

Demostración. Los corchetes dados en el enunciado del lema siguen directamente de las
definiciones de J(λ) en (2.5.91) y D,D† en (2.5.90). Esto muestra que g es cerrada bajo la
operación corchete. Finalmente sigue directamente de (2.5.92) que D(λ) ∈ g.
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Observamos que como cada uno de los generadores de g se relaciona a una ecuación
de Pearson débil, tenemos que g ⊂ F̂R(P ), ver Proposición 2.2.4. Por lo tanto, podemos
transportar esta álgebra de Lie a F̂L(P ), F̂d

R(Q), F̂d
L(Q) v́ıa el isomorfismo ψ, σ, τ y obtenemos

el diagrama:

ψ−1(g) g

ψd(σ(g)) σ(g)

ψ

τ σ

ψd

Sea g1 la subálgebra de dimensión cuatro de g generada por {D,D†, J(λ), I}. Aplicando
la Proposición (2.8.8), g1 es un ideal isomorfo al álgebra de Lie G(0, 1) introducida por W.
Miller en [101, Chapter 2-5] via las identificaciones:

J+ → D, J− → D†, J3 → J(λ), E → 1

a
I.

El operador de Casimir correspondiente está dado por

aC0,1 = a
(
J+J− − EJ3

)
→ aDD† − J(λ),

y conmuta con todos los elementos de g1. A partir de las expresiones expĺıcitas de D, D† y
J(λ), obtenemos que la acción del operador de Casimir en un polinomio matricial P está dada
por

(P · C0,1)(x) = P (x)(x− J(λ)).

Identificamos C0,1 con el operador x − J(λ). Observamos que el operador de Casimir es de
hecho un elemento del centro z(g) de g, el cual es la subálgebra abeliana de dimensión dos
generada por {C0,1, I}.

Observamos que C0,1 ∈ F̂R(P ) y por lo tanto ψ−1(C0,1) es un operador no trivial de
segundo orden en el álgebra biespectral BL(P ) el cual conmuta con los ladder operators

M,M † y el autovalor Γ
(λ)
n de D(λ).

Proposición 2.8.9. Sea k el álgebra de Lie de dimensión cuatro generada por {D,D†, x, I}.
Entonces k es isomorfa a G(0, 1) v́ıa las identificaciones

J+ → D, J− → D†, J3 → x, E → 1

a
I.

Más aún, bajo estas identificaciones tenemos

g = G(0, 1)⊕ CC0,1.

Demostración. El isomorfismo entre k y G(0, 1) sigue directamente de las relaciones de la
Proposición 2.8.8. Como C0,1 /∈ k, tenemos inmediatamente que g = k⊕CC0,1 como espacios
vectoriales. Ahora solo resta mostrar que ambos sumandos son ideales de g. La Proposición
2.8.8 nos da [k, g] ⊂ k y CC0,1 es un ideal dado que C0,1 ∈ z(g). Esto completa la prueba de
la proposición.

Observación 62. Sea h el subespacio de dimensión tres generado por {D,D†, I}, entonces h
es isomorfa al álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 3, ver por ejemplo [56, pp. 57].
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Observación 63. El álgebra de lie cociente g/z(g) está generada por los elementos:

e1 = D† + z(g), e2 = D + z(g), e3 = x+ z(g),

con las relaciones
[e1, e2] = 0, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2.

Por lo tanto g/z(g) es un álgebra de Lie de dimensión tres que es isomorfa al álgebra de Lie
p(1, 1) del grupo de Poincaré P (1, 1). Este es el grupo de transformaciones a fin de R2 que
preserva la métrica de Lorentz, ver [78, §2.5.9].

2.9. Polinomios Dual–Dual

En la sección final de este caṕıtulo, buscaremos 4–uplas (P̃
(λ)
n , M̃1, M̃2, ν̃

(λ)) que sean dua-

les a la 4–upla dual (Q
(λ)
x,1, P

(λ)
n (0),Υ

(λ)
1 (x), ρ

(λ)
1 ) descripta en la Sección 2.8.2. Estas familias

serán llamadas polinomios dual–dual . El objetivo de esta sección es indicar los pasos en la
construcción de familias dual–dual, pero no describiremos en detalle algunos conjuntos análo-
gos a los discutidos en la Sección 2.3 (como por ejemplo Bd,2L (Q)). Precisamente, daremos dos

familias dual–dual distintas P̃
(λ)
n : una de ellas será trivial, devolviéndonos P

(λ)
n , y la segunda

de ellas no será trivial.
Los polinomios dual–dual serán una sucesión de polinomios matriciales (P̃

(λ)
n )n con argu-

mento matricial X pero del lado contrario al de Q
(λ)
x

P̃ (λ)
n (X ) = An,nX n +An,n−1X n−1 + . . .+An,0,

ver (2.3.33) para el caso correspondiente a Q
(λ)
x . Para encontrar tal familia dual–dual debe-

mos encontrar una sucesión de polinomios (P̃
(λ)
n )n junto con funciones matriciales ν̃(λ)(x),

M̃
(λ)
1 (n), M̃

(λ)
2 (x) tales que

Q(λ)
x (ρ(λ)(n)) = M̃

(λ)
1 (n)P̃ (λ)

n (ν̃(λ)(x))M̃
(λ)
2 (x), ∀x, n ∈ N0, (2.9.138)

y tales que los polinomios P̃
(λ)
n satisfacen la relación de recurrencia para polinomios mónicos

P̃ (λ)
n (ν̃(λ)(x))ν̃(λ)(x) = P̃

(λ)
n+1(ν̃

(λ)(x)) + B̃(λ)
n P̃ (λ)

n (ν̃(λ)(x)) + C̃(λ)
n P̃

(λ)
n−1(ν̃

(λ)(x)). (2.9.139)

Tal como en la Sección 2.3, una familia dual–dual está completamente descripta por una

4–upla (P̃
(λ)
n , M̃

(λ)
1 , M̃

(λ)
2 , ν̃(λ)). Aqúı también restringimos los grados de libertad superfluos

de manera similar tomando M̃1(0) = M̃2(0) = I. Esto lleva inmediatamente a M̃2(x) =

Q
(λ)
x (ρ(λ)(0)) = Υ(λ)(x)−1 y M̃1(n) = (P̃

(λ)
n (ν̃(λ)(0)))−1.

2.9.1. Primer familia dual–dual: P
(λ)
n como su propio dual–dual

La condición dual (2.9.138) implica trivialmente que

(P̃ (λ)
n , M̃

(λ)
1 , M̃

(λ)
2 , ν̃(λ)) = (P (λ)

n , P (λ)
n (0)−1, (I +A)xax, x)

es una familia dual para (Q
(λ)
x , P

(λ)
n (0), (I +A)−xa−x, ρ

(λ)
1 (n)), i.e.

Q(λ)
x (ρ

(λ)
1 (n)) = P (λ)

n (0)−1P (λ)
n (x)(I +A)xax, ∀x, n ∈ N0.
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Observamos que como ν̃(λ) = x, la relación en recurrencia para P
(λ)
n en (2.9.139) es precisa-

mente la relación de recurrencia (1.5.23).

Como en el Lema 2.3.3, esta familia dual–dual se relaciona a un operador en diferencias,
digamos τ(L) ∈ F̂d

L(Q), donde L = ψ−1(x) está definida en (2.2.13). Expĺıcitamente tenemos

τ(L) = P (λ)
n (0)−1P

(λ)
n+1(0)δ + P (λ)

n (0)−1B(λ)
n P (λ)

n (0) + P (λ)
n (0)−1C(λ)

n P
(λ)
n−1(0)δ

−1.

Notemos que el Corolario 2.8.2 implica que el coeficiente P
(λ)
n (0)−1P

(λ)
n+1(0) de δ en τ(L) es

una función racional de n que es invertible para todo n ∈ N0. Por otro lado, las expresiones
expĺıcitas en el Teorema 2.6.4 implican que Cn es una función racional de n que se anula en
n = 0. Por lo tanto, el coeficiente de δ−1 en τ(L) es una función racional de n y se anula en
n = 0. Estas condiciones son análogas a las de la Definición 2.3.4. Para esta familia dual-dual,
el diagrama conmutativo del Teorema 2.3.12 se extiende trivialmente a:

F̂L(P (λ)
n ) F̂d

L(Q
(λ)
n ) F̂L(P (λ)

n )

F̂R(P (λ)
n ) F̂d

R(Q
(λ)
n ) F̂R(P (λ)

n )

τ

ψ

τ−1

ψ

σ1

ψd

σ−1
1

En conclusión, P
(λ)
n es su propio dual–dual.

2.9.2. Segunda familia dual–dual

Para construir una familia no trivial de polinomios dual–dual, buscamos operadores en
diferencias de segundo orden en BdL(Q). Tenemos dos candidatos naturales para estos opera-
dores, digamos τ(ψ−1(J(λ))) y el operador de Casimir τ(ψ−1(C0,1)). Daremos la construcción
para el primer operador. Hemos visto en la Observación 48 que

ψ−1(J(λ)) · P (λ)
n = P (λ)

n · J(λ),

de modo que J(λ) ∈ F̂R(P ) y ψ−1(J(λ)) ∈ F̂L(P ). Escribimos

ψ−1(J(λ)) = G1(n)δ +G0(n) +G−1(n)δ
−1,

donde las expresiones expĺıcitas de los coeficientes G1, G0, G−1 fueron dadas en la Observación
48. Por otro lado, σ(J(λ)) = Υ(λ)(x)J(λ)Υ(λ)(x)−1 y

τ
(
ψ−1(J(λ))

)
= P (λ)

n (0)−1G1(n)P
(λ)
n+1(0)δ + P (λ)

n (0)−1G0(n)P
(λ)
n (0)

+ P (λ)
n (0)−1G−1(n)P

(λ)
n−1(0)δ

−1.

Sigue directamente de la Observación 48 que el coeficiente P
(λ)
n (0)−1G1(n)P

(λ)
n+1(0) es una

función racional invertible para todo n ∈ N0. Más aún, por el Corolario 2.5.6 tenemos que

G−1(n) = L−1
0 (I +A)n+λD(λ)

n (D(λ)
n−1)

−1(I +A)−n−λ+1L0.

Por lo tanto (2.6.113) implica que G−1(n) es una función racional de n que se anula en n = 0.
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Teorema 2.9.1. Sea P̃
(λ)
n la sucesión de polinomios mónicos definidos por la relación de

recurrencia

xP̃ (λ)
n (x) = P̃

(λ)
n+1(x)

+ (J + n+ a+ λ(I +A)−1 + aL−1
0 (I +A)λD(λ)

n A∗(D(λ)
n )−1(I +A)−λL0)P̃

(λ)
n (x)

+ L−1
0 (I +A)λD(λ)

n (D(λ)
n−1)

−1(I +A)−λL0P̃
(λ)
n−1(x).

Entonces (P̃
(λ)
n , P

(λ)
n (0)−1(I + A)n,Υ(λ)(x)−1, J(λ)(x)) es dual a Q

(λ)
x y la siguiente relación

de dualidad se cumple:

Q(λ)
x (ρ(n)) = P (λ)

n (0)−1(I +A)nP̃ (λ)
n (J(λ)(x)))Υ(λ)(x)−1, n, x ∈ N0.

Demostración. Si reemplazamos la condición de dualidad en la relación τ
(
ψ−1(J(λ))

)
·Q(λ)

x =

Q
(λ)
x ·σ(J(λ)), obtenemos la relación de recurrencia del teorema con x reemplazado por J(λ)(x).

Como J(λ) satisface la condición de Vandermonde en bloques con n reemplazado por x, un
argumento similar al dado en (2.3.5) completa la prueba del teorema.

Corolario 2.9.2. La familia dual-dual (P̃
(λ)
n , P

(λ)
n (0)−1(I + A)n,Υ(λ)(x)−1, J(λ)(x)) se rela-

ciona a los polinomios originales mónicos P
(λ)
n de la siguiente forma

P (λ)
n (x) = (I +A)nP̃ (λ)

n (J(λ)(x)).

Demostración. Usando la relación dual para Q
(λ)
x y P̃

(λ)
n del Teorema 2.9.1 y las relaciones

duales para P
(λ)
n y Q

(λ)
x en (2.8.132) obtenemos el resultado.



CAPÍTULO 3

Polinomios matriciales excepcionales tipo Laguerre

Los resultados de este caṕıtulo aparecen en “Matrix exceptional Laguerre
polynomials.” Studies in Applied Mathematics [88]. Coautores: Erik Koelink
y Pablo Román. Parte de este trabajo fue realizada durante una visita a la Radboud
University, Nijmegen, Holanda.

3.1. Introducción

Las familias de polinomios ortogonales clásicas, es decir las familias de Hermite, Laguerre,
y Jacobi, han sido muy estudiadas y se han encontrado aplicaciones tanto en matemática como
en f́ısica debido a la propiedad de ser autofunciones de un operador diferencial de segundo
orden. Estas tres familias son de hecho las únicas sucesiones (pn)n de polinomios tales que
para cada n ∈ N0, deg pn = n, pn es ortogonal con respecto a una medida positiva y pn es
autofunción de un operador diferencial de orden dos.

En los últimos años, las familias clásicas han sido extendidas en diferentes direcciones. Por
un lado, una extensión importante son los polinomios ortogonales matriciales, ver Sección 1.5.
Por otro lado, una extensión reciente son los llamados polinomios ortogonales excepcionales,
ver Sección 1.4. Tal como ha sido mencionado anteriormente, en analoǵıa con el contexto
clásico, estos polinomios son ortogonales, son autofunciones de un operador diferencial de
segundo orden con coeficientes racionales, pero perdemos algunos grados, i.e., hay un número
finito de grados para los cuales no existe tal autofunción polinomial.

El objetivo de este caṕıtulo es vincular estas dos extensiones de los polinomios ortogona-
les clásicos. Dicho de otra forma, daremos un análogo matricial de polinomios excepcionales
considerando factorizaciones adecuadas de operadores diferenciales de orden dos y realizando
transformaciones de Darboux. En este caṕıtulo solo consideramos transformaciones de Dar-
boux de un paso, pero la mayoŕıa de los resultados podŕıan extenderse a un número arbitrario
de pasos. El caṕıtulo está organizado en dos partes. La primer parte consta de las Secciones
3.2– 3.6 en las que discutimos una construcción general de polinomios excepcionales matricia-
les. Esta construcción está inspirada en trabajos del caso escalar, ver por ejemplo [60,66,67].
La segunda parte consta de las Secciones 3.7,– 3.10, en las que aplicamos la teoŕıa general
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desarrollada en las secciones previas a un caso especial, los polinomios matriciales excepcio-
nales de tipo Laguerre. Estos polinomios se construyen a partir de los polinomios matriciales
de tipo Laguerre introducidos en [90].

En la Sección 3.2 consideramos un operador diferencial de orden dos T0 con coeficien-
tes matriciales actuando por la derecha y una autofunción ϕ de T0, llamada seed function.
Siguiendo a [55] y [71] obtenemos un operador diferencial de orden dos T1 y un operador
A de orden uno con la propiedad de entrelazamiento T0A = AT1. Más aún, el operador de
entrelazamiento A es construido de forma tal que preserva polinomios y la regularidad de los
coeficientes directores de los polinomios. Mostramos que si la seed function tiene autovalor
escalar λ, entonces el operador T1 puede obtenerse directamente de T0 realizando una trans-
formación de Darboux, i.e, los operadores se descomponen como T0 = AB+λ y T1 = BA+λ
para un operador de primer orden B.

En la Sección 3.3 consideramos el caso en el que T0 es simétrico con respecto al producto
interno matricial inducido por un peso matricial W . Introducimos el peso excepcional Ŵ y
mostramos que el operador T1 es simétrico con respecto al producto interno inducido por Ŵ .
También discutimos extensiones autoadjuntas de operadores diferenciales.

En la Sección 3.4 probamos el teorema principal del caṕıtulo. Asumimos que existe una
sucesión de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n∈N0 en L2(W ) autofunciones de T0 para
cada n ∈ N0 i.e. Pn · T0 = Γn · Pn, introducimos la sucesión de polinomios matriciales
excepcionales (P̂n)n, y probamos que son autofunciones de T1. Más aún mostramos que los

polinomios (P̂n)n son ortogonales con respecto a Ŵ y que, si el autovalor λ ̸∈ σ(Γn) para
todo n ∈ N0, entonces la norma cuadrada de P̂n es una matriz definida positiva invertible. A
diferencia del caso escalar, los polinomios ortogonales matriciales pueden ser autofunciones de
diferentes operadores diferenciales de segundo orden. Por lo tanto los polinomios excepcionales
P̂n dependen de la elección del operador T0 aśı como también de la seed function ϕ. Bajo
ciertas hipótesis, damos una condición para la densidad de polinomios excepcionales.

En la Sección 3.5 estudiamos familias de polinomios excepcionales matriciales obteni-
das a partir de un operador diferencial que es diagonalizable v́ıa una matriz no constante.
Mostramos que estos polinomios pueden ser descriptos en términos de los polinomios excep-
cionales escalares. Finalmente, en la Sección 3.6 extenderemos algunas de las propiedades de
las álgebras de Fourier dadas en [24] para el peso excepcional Ŵ .

Finalmente consideramos un ejemplo expĺıcito de polinomios matriciales excepcionales
de tipo Laguerre de tamaño arbitrario. En la Sección 3.7 introducimos el peso matricial de
tipo Laguerre y el operador diferencial al cual le aplicamos la teoŕıa general de las secciones
anteriores. En la Sección 3.8, motivados por la teoŕıa de singularidades regulares en este
contexto, ver Apéndice E, damos una seed function adecuada para el operador diferencial de
Laguerre. En las Secciones 3.9 y 3.10 introducimos un operador de entrelazamiento A para
el ejemplo de Laguerre, el cual preserva los polinomios y la regularidad de los coeficientes
directores de los polinomios, el peso con respecto al cual los polinomios excepcionales de
tipo Laguerre son ortogonales y la sucesión de polinomios matriciales excepcionales de tipo
Laguerre. Finalmente, en la Sección 3.11 presentamos información numérica sobre los ceros
de los polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre.
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3.2. Operadores de orden dos, factorizaciones y transforma-
ciones de Darboux

En esta sección discutiremos una factorización de un operador diferencial de orden dos T0
como composición de dos operadores diferenciales de orden uno. Daremos la correspondiente
factorización de Darboux. En esta sección trabajaremos con operadores diferenciales algebrai-
camente, y asumiremos que las funciones son suficientemente diferenciables. Recomendamos
la lectura de [38], [105], [106] donde se pone de manifiesto el rol de las trasformaciones de
Darboux en la búsqueda de soluciones a un problema biespectral, como puede ser el caso
de familias de polinomios ortogonales clásicos, polinomios ortogonales matriciales y familias
de polinomios ortogo- nales que puedan ser clasificadas como excepcionales. Para el caso no
conmutativo en [25] se introduce un tipo general de transformaciones matriciales de Darboux
haciendo uso de las álgebras de Fourier, que permiten obtener familias de soluciones a un
problema biespectral matricial.

3.2.1. Seed function y relaciones de entrelazamiento

Consideremos un operador diferencial de orden dos

T0 =
d2

dx2
F2 +

d

dx
F1 + F0, (3.2.1)

donde F0, F1, y F2 son funciones matriciales N×N . Asumimos que F0, F1, y F2 son funciones
racionales, i.e. cada entrada es una función racional, es decir T0 ∈ MN . Observemos que T0
actúa por la derecha tanto en funciones vectoriales fila, como en funciones matriciales, lo
cual puede ser visto como la acción en N funciones vectoriales fila. Sea ϕ una autofunción
matricial de T0 de autovalor matricial Λ, i.e.

ϕ · T0 = Λ · ϕ. (3.2.2)

Observación 64. Dada una autofunción ϕ del operador T0 y una matriz constante M que
conmuta con Λ, la función Mϕ es también una autofunción de T0, dado que

ϕ · T0 = Λ · ϕ ⇒ Mϕ · T0 = (MΛ · ϕ) = Λ · (Mϕ).

Asumimos que ϕ es una solución clásica en un intervalo (a, b) (posiblemente infinito). Este
intervalo está relacionado al espacio L2 en la Sección 3.3. Observemos que si Λ es una matriz
diagonal, cada fila de ϕ es un autovector. Asumimos que ϕ(x) es invertible como función
matricial N ×N , excepto quizá en un conjunto finito de puntos x ∈ C. La función matricial
ϕ es la seed function. Aplicando [55, Theorem 1.1] y [71, Theorem 1], existen operadores
diferenciales Â, T̂1 tales que la relación de entrelazamiento

ÂT̂1 = T0Â (3.2.3)

se satisface como operadores diferenciales actuando por la derecha. Más aún, los operadores
Â, T̂1 están dados por

Â =
d

dx
− ϕ−1ϕ′, T̂1 =

d2

dx2
G2 +

d

dx
G1 +G0, (3.2.4)
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donde los coeficientes G2, G1 y G0 en T̂1 están definidos por

G2(x) = F2(x), G1(x) = F ′
2(x) + F1(x) + [ϕ(x)−1ϕ′(x), F2(x)],

G0(x) = F ′
1(x)− F1(x)ϕ(x)

−1ϕ′(x) + 2(ϕ(x)−1ϕ′(x))′F2(x) + ϕ(x)−1ϕ′(x)G1(x) + F0(x),

y el conmutador es el conmutador estándar [A(x),B(x)] = A(x)B(x)−B(x)A(x). Asumimos
que ϕ−1ϕ′ es una función racional matricial, de forma tal que T̂1 pertenece a la misma clase
de operadores.

Observación 65. En [55, Theorem 1.1] el operador de entrelazamiento Â está dado como un
quasideterminante de un Wronskiano, ver Apéndice B. En nuestro contexto, como Â actúa
por la derecha, la expresión del Wronskiano es la transpuesta de la dada en [55, Theorem
1.1]. Obtenemos la siguiente expresión:

Â =

∣∣∣∣ϕ ϕ′

1 d
dx

∣∣∣∣
2,2

. (3.2.5)

Observación 66. A partir de la relación de entrelazamiento (3.2.3), obtenemos que si P es una
autofunción matricial de T0 con autovalor matricial Γ, entonces PÂ = P · Â es autofunción
matricial de T̂1 con el mismo autovalor:

PÂ · T̂1 = P · T0Â = Γ · PÂ.

Similarmente, autofunciones fila de T0 son llevadas a autofunciones fila de T̂1 por Â con el
mismo autovalor.

3.2.2. Seed function con autovalor escalar

Agregamos la condición extra de que el autovalor matricial Λ de la seed function en
(3.2.2) es un escalar λ ∈ R por la matriz identidad. Imponemos esta restricción, dado que
los operadores actúan por la derecha y los autovalores por la izquierda, mientras que en la
factorización de Darboux incorporamos el autovalor al operador diferencial. Aśı el rol del
autovalor cambia y necesitamos por lo tanto tener un autovalor que conmute con el operador.
Consideremos el siguiente operador diferencial de orden uno

B̂ =
d

dx
B1 +B0, (3.2.6)

donde B1(x) = F2(x), B0(x) = F1(x)+ϕ(x)
−1ϕ′(x)F2(x) son funciones racionales matriciales.

Lema 3.2.1. Sea Â como en (3.2.4), y B̂ como en (3.2.6). Entonces como operadores dife-
renciales actuando por la derecha tenemos que T0 = ÂB̂ + λ y T̂1 = B̂Â+ λ.

Demostración. La demostración sigue aplicando la definición de Â y B̂ en (3.2.4), (3.2.6).
Realizando un cálculo directo obtenemos

ÂB̂ + λ =
d2

dx2
F2(x) +

d

dx
F1(x) − ϕ(x)−1ϕ′′(x)F2(x) − ϕ(x)−1ϕ′(x)F1(x) + λ = T0,

donde en la primer igualdad usamos que (ϕ(x)−1)′ = −ϕ(x)−1ϕ′(x)ϕ(x)−1, y en la segunda
igualdad usamos que ϕ es autofunción de T0 de autovalor λ. De forma similar obtenemos que

B̂Â+ λ =
d2

dx2
G2(x) +

d

dx
G1(x) +B′

0(x)−B0(x)ϕ(x)
−1ϕ′(x) + λ,

usando (3.2.4), (3.2.6). Aplicando nuevamente ϕ·T0 = λ·ϕ vemos mediante un cálculo sencillo
que B′

0(x)−B0(x)ϕ(x)
−1ϕ′(x) + λ = G0(x). Esto muestra que B̂Â+ λ = T̂1.
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Sea Pol el espacio de polinomios fila. Asumimos que existe un polinomio matricial Υ(x)
tal que el operador

A = ÂΥ =
d

dx
Υ− ϕ−1ϕ′Υ (3.2.7)

preserva Pol y la regularidad de coeficientes directores. En particular, asumimos que ϕ−1ϕ′Υ
es un polinomio. Tomando cualquier matriz invertibleM en la Observación 64, obtenemos una
nueva seed function Mϕ con autovalor λ. Sin embargo, sigue directamente de la Definición
(3.2.7) que los operadores asociados a Mϕ y ϕ son iguales. El polinomio Υ es visto como
el operador multiplicación actuando a derecha. Asumimos que el polinomio matricial Υ es
invertible excepto en un conjunto finito. En la Sección 3.9, Υ será un polinomio escalar por la
matriz identidad, y Υ−1 será una función racional por la matriz identidad. Podemos reescribir
la relación de entrelazamiento (3.2.3) en términos de A como

AT1 = T0A, T1 = Υ−1T̂1Υ, (3.2.8)

y en consecuencia T1 = Υ−1B̂ÂΥ+ λ. Denotamos

B = Υ−1B̂ =
d

dx
Υ−1F2 −Υ−1Υ′Υ−1F2 +Υ−1F1 +Υ−1ϕ−1ϕ′F2, (3.2.9)

utilizando las expresiones expĺıcitas de B0 y B1 como en (3.2.6). Por el Lema 3.2.1 tenemos
que T0 = AB + λ y T1 = BA+ λ como operadores diferenciales actuando por la derecha.

3.3. Operadores diferenciales simétricos y pesos excepcionales

Recordemos que una medida matricial µ tomando valores en las matrices definidas posi-
tivas N ×N puede ser escrita como una función matricial V , tomando valores en las matrices
definidas positivas τµ-p.p. por la medida traza τµ, la cual es una medida de Borel en R, ver
[12, 29] para más información. Entonces, las funciones vectoriales fila cuadrado integrables
son funciones medibles f : R → CN que satisfacen

∫
R f(x)V (x)(f(x))∗ dτµ(x) < ∞. Luego

de identificar las funciones τµ-p.p. obtenemos el espacio de Hilbert L2(µ) de funciones vecto-
riales fila cuadrado integrables. En particular, asumimos que

∫
R f(x)V (x)(f(x))∗ dτµ(x) = 0

implica f = 0 τµ-p.p. lo cual significa que el núcleo de V es trivial τµ-p.p. Asumimos que τµ
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dx en algún intervalo (a, b),

posiblemente infinito. Entonces ponemos W = V
dτµ
dx , y ésta es una función matricial definida

positiva con soporte en el intervalo (a, b). Asumimos que W tiene momentos finitos de todos
los órdenes, de modo que Pol ⊂ L2(W ), en donde usamos L2(W ) = L2(µ) para poner énfasis
en la función peso W . De ahora en adelante, asumiremos que las entradas del peso matricial
W son funciones C2 en (a, b). Sea ⟨·, ·⟩W el correspondiente producto interno. Asumimos que

T0 = d2

dx2
F2 +

d
dxF1 + F0 es un operador diferencial de segundo orden que actúa a derecha,

simétrico con respecto a W en los polinomios. Esto significa que asumimos que T0 está bien
definido en Pol, p · T0 ∈ L2(W ) para todo p ∈ Pol y

⟨p · T0, q⟩W = ⟨p, q · T0⟩W , ∀ p, q ∈ Pol. (3.3.10)

Asumimos que Pol es denso en L2(W ), lo cual en el caso clásico N = 1 se cumple si trabaja-
mos con un problema de momentos determinado [2]. El problema de momentos matricial es
discutido por Berg, ver [12].
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Observación 67. Asumimos no solo que las entradas de W son funciones C2 en (a, b), si no
que también las entradas de F2 y las de F1 son C2 en (a, b). Más aún, asumimos que todos
los términos en (3.3.11), (3.3.12), y (3.3.13) son integrables en (a, b). Entonces, realizando
integración por partes, ver Teorema 1.5.12, el operador T0 es simétrico con respecto a W
si y sólo si F2(x)W (x) y (F2(x)W (x))′ − F1(x)W (x) se anulan en los extremos a y b y las
ecuaciones de simetŕıa

F2W =WF ∗
2 , (3.3.11)

(F2W )′ =
1

2
WF ∗

1 +
1

2
F1W, (3.3.12)

(F2W )′′ = (F1W )′ − F0W +WF ∗
0 , (3.3.13)

se satisfacen. Si tomamos la derivada de (3.3.12) y restamos (3.3.13) multiplicada por dos,
podemos eliminar el coeficiente F2. Obtenemos (WF ∗

1 − F1W )′ = 2(WF ∗
0 − F0W ).

Definición 3.3.1. El peso matricial excepcional está definido por

Ŵ (x) = Υ(x)−1W (x)F2(x)
∗(Υ(x)−1)∗, x ∈ (a, b).

Notemos que la Definición 3.3.1 afirma que Ŵ es un peso. Sin embargo, pese a que
(3.3.11) implica que Ŵ es autoadjunto, no es en general definido positivo y no es claro que
tenga momentos finitos de todos los órdenes. Sin embargo, si WF ∗

2 es un peso, también lo

es Ŵ . Esto ocurre, por ejemplo, en el caso en que F2 sea una función no negativa por la
matriz identidad en (a, b) como en la Sección 3.7. Asumiremos que Ŵ es definido positivo en
el intervalo (a, b) y que tiene momentos finitos de todos los órdenes. Esta última condición
involucra al polinomio matricial Υ.

Asumiendo que Ŵ es un peso con momentos finitos de todos los órdenes, queremos con-
siderar a A como un operador de L2(W ) en L2(Ŵ ) y a B como un operador de L2(Ŵ ) en
L2(W ), y queremos relacionar estos operadores con los adjuntos, ver Proposición 3.3.3. Para
esto necesitamos un análogo de integración por partes para estos operadores, comparar con
Observación 67, que probaremos ahora.

Lema 3.3.2. Sea T0 el operador (3.2.1), asumimos que T0 es simétrico con respecto a W en
(a, b). Asumimos que ϕ es una seed function de T0 con autovalor escalar λ ∈ R. Más aún,
asumimos que

x 7→ ϕ(x)′F2(x)W (x)ϕ(x)∗, x 7→ ϕ(x)F1(x)W (x)ϕ(x)∗,

se anulan en el mismo extremo a o b para el peso W . Entonces

(WF ∗
2 )

′ =WF ∗
1 +WF ∗

2 (ϕ
−1ϕ′)∗ − (ϕ−1ϕ′)WF ∗

2 , (3.3.14)

ϕW (ϕ′F2 +
1

2
ϕF1)

∗ = (ϕ′F2 +
1

2
ϕF1)Wϕ∗, (3.3.15)

para todo x ∈ (a, b).

Demostración. Notemos que (3.3.14) y (3.3.15) son equivalentes usando (3.3.11) y (3.3.12).
Entonces es suficiente probar (3.3.15), la cual puede ser reescrita

ϕWF ∗
2 (ϕ

′)∗ +
1

2
ϕWF ∗

1 ϕ
∗ = ϕ′F2Wϕ∗ +

1

2
ϕF1Wϕ∗, (3.3.16)
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y por hipótesis ambos miembros se anulan en alguno de los extremos a o b. Todos los términos
en (3.3.16) son C1 en (a, b), ya que hemos asumido que ϕ es una solución clásica en (a, b).
Entonces es suficiente mostrar que las derivadas de ambos miembros son iguales. Tomando
derivada con respecto a x en ambos miembros de (3.3.16), vemos que debemos mostrar que

ϕ′WF ∗
2 (ϕ

′)∗ + ϕ(WF ∗
2 )

′(ϕ′)∗ + ϕWF ∗
2 (ϕ

′′)∗ +
1

2
ϕ′WF ∗

1 ϕ
∗ +

1

2
ϕ(WF ∗

1 )
′ϕ∗ +

1

2
ϕWF ∗

1 (ϕ
′)∗

= ϕ′′F2Wϕ∗ + ϕ′(F2W )′ϕ∗ + ϕ′F2W (ϕ′)∗ +
1

2
ϕ′F1Wϕ∗ +

1

2
ϕ(F1W )′ϕ∗ +

1

2
ϕF1W (ϕ′)∗.

Observemos que el término ϕ′WF ∗
2 (ϕ

′)∗ del lado izquierdo es igual a ϕ′F2W (ϕ′)∗ en el lado
derecho por (3.3.11). Ahora utilizamos (3.3.12) en los términos ϕ(WF ∗

2 )
′(ϕ′)∗ y ϕ′(F2W )′ϕ∗

y (3.3.13) en los términos 1
2ϕ(WF ∗

1 )
′ϕ∗ y 1

2ϕ(F1W )′ϕ∗, para ver que debemos probar que

ϕW (ϕ′′F2 + ϕ′F1 + ϕF0)
∗ +

1

2
ϕF1W (ϕ′)∗ +

1

2
ϕ′WF ∗

1 ϕ
∗ +

1

2
ϕ(WF ∗

2 )
′′ϕ∗

= (ϕ′′F2 + ϕ′F1 + ϕF0)Wϕ∗ +
1

2
ϕ′WF ∗

1 ϕ
∗ +

1

2
ϕ(F2W )′′ϕ∗ +

1

2
ϕF1W (ϕ′)∗. (3.3.17)

Aplicando (3.3.11) y el hecho de que ϕ es una seed function de T0 con autovalor escalar λ,
sigue que (3.3.17) es válida.

Ahora podemos relacionar A y B. Recordemos que A ha sido tomado de forma tal que
preserva polinomios. Como hemos asumido que los pesos matriciales tienen momentos finitos
de todos los órdenes, vemos que A lleva Pol en L2(Ŵ ), donde como antes asumimos que Ŵ

es una función peso en (a, b). De ahora en adelante, asumiremos que Pol es denso en L2(Ŵ ).

Proposición 3.3.3. Asumiendo que B lleva Pol en L2(W ) y que la condición de borde

(pWF ∗
2 (Υ

−1)∗q∗)

∣∣∣∣b
a

= 0, ∀ p, q ∈ Pol,

se satisface, entonces ⟨p ·A, q⟩
Ŵ

= −⟨p, q ·B⟩W para todos p, q ∈ Pol.

Demostración. Utilizando la definición de A y realizando integración por partes obtenemos

⟨p ·A, q⟩
Ŵ

=

∫ b

a
p′ΥŴ q∗ −

∫ b

a
pϕ−1ϕ′ΥŴ q∗

=(pΥŴ q∗)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a
p(ΥŴ q∗)′ −

∫ b

a
pϕ−1ϕ′ΥŴ q∗,

donde omitimos los argumentos para facilitar la notación. Aplicando la Definición 3.3.1 y la
condición de borde obtenemos

−⟨p ·A, q⟩
Ŵ

=

∫ b

a
pW

(
W−1(ΥŴ q∗)′ +W−1ϕ−1ϕ′ΥŴ q∗

)
.

Queda por demostrar que el término entre paréntesis es igual a (qB)∗. Aplicando la Definición
3.3.1 vemos que el adjunto del término entre paréntesis es igual a

q′Υ−1F2 + q
(
(Υ−1F2W )′W−1 +Υ−1F2W (ϕ−1ϕ′)∗W−1

)
.
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Comparando con (3.2.9) vemos que el término que acompaña a la derivada es correcto, y
para reconocerlo con qB debemos mostrar que

(Υ−1F2W )′W−1 +Υ−1F2W (ϕ−1ϕ′)∗W−1 = −Υ−1Υ′Υ−1F2 +Υ−1F1 +Υ−1ϕ−1ϕ′F2.

Escribiendo (Υ−1F2W )′W−1 = −Υ−1ΥΥ−1F2+Υ−1(F2W )′W−1, vemos que −Υ−1Υ′Υ−1F2

se cancela en ambos miembros. Multiplicando la igualdad restante a izquierda por Υ y a
derecha por W , vemos que debemos mostrar que

F ′
2W + F2W

′ + F2W (ϕ−1ϕ′)∗ = F1W + ϕ−1ϕ′F2W.

A su vez, esto es equivalente al adjunto de (3.3.14).

Ejemplo. Mostraremos que el Lema 3.3.2 es una generalización de las ecuaciones de Pearson.
Lo haremos para el caso de [90], pero esto puede ser realizado para otros ejemplos de esta
naturaleza tanto para operadores diferenciales como para operadores en diferencias [53,82,86].

Sea T0 el operador diferencial de orden dos definido en [90, Corollary 6.3], T0 =
d2

dx2
Φ(x)∗ +

d
dxΨ(x)∗, donde Φ, respectivamente Ψ, es un polinomio matricial expĺıcito de grado ≤ 2,
respectivamente ≤ 1, ver [90, Proposition 5.1, Proposition 5.2]. Consideremos la seed function

ϕ = P
(α,ν)
0 = I con λ = 0. Ahora tomamos Υ = I y tenemos A = d

dx y B = d
dxΦ

∗ + Ψ∗,

el cual es denotado por S(α,ν) en [90, Proposition 6.1]. En este caso, W está definido como

en [90], el cual recordamos en (3.7.29), y Ŵ es el mismo peso pero con ν reemplazado por
ν + 1. Entonces el resultado de la Proposición 3.3.3 es [90, Proposition 6.1], y (3.3.14) es la

ecuación de Pearson débil (WΦ)′ =WΨ. Observemos que, los polinomios matriciales P
(α,ν)
n

con n ≥ 1 no satisfacen los requisitos de seed function, dado que el autovalor matricial no es
un múltiplo de la identidad. En [90, Corollary 6.3] se da la expresión del autovalor.

Observación 68. En el caso escalar N = 1, (3.3.14) se reduce a (WF2)
′ =WF1, la cual es una

ecuación de Pearson débil como en el Ejemplo 3.3. Esta ecuación puede resolverse haciendo

W = 1
F2

exp
(∫

F1
F2

)
.

Asumiendo que Pol es denso en L2(W ) y L2(Ŵ ), que A preserva Pol y B lleva Pol en
L2(W ), podemos ver a A y B como operadores densamente definidos

A : D(A) = Pol ⊂ L2(W ) → L2(Ŵ ),

B : D(B) = Pol ⊂ L2(Ŵ ) → L2(W ),

ver Apéndice D para un repaso sobre operadores no acotados. Entonces la Proposición 3.3.3
muestra que el adjunto de A es un operador densamente definido, y que A admite una exten-
sión cerrada. Similarmente, B es un operador densamente definido. Denotamos las clausuras
por A y B con dominios D(A) y D(B). Más aún, la Proposición 3.3.3 muestra que A ⊂ −B∗

y B ⊂ −A∗
. En lo que sigue asumimos que T0 está definido en Pol ⊂ L2(W ) y que el operador

T0 : Pol ⊂ L2(W ) → L2(W ) es esencialmente autoadjunto. Entonces tenemos las siguientes
inclusiones para operadores no acotados en L2(W ) :

T0 = AB + λ ⊂ AB + λ ⊂ −AA∗
+ λ ⊂ B

∗
A

∗
+ λ ⊂ (AB)∗ + λ ⊂ T ∗

0 = T0.

Como T0 y −AA∗
+ λ son autoadjuntos para λ ∈ R, ver por ejemplo [108, Chapter 13],

obtenemos
−AA∗

+ λ = B
∗
A

∗
+ λ = (AB)∗ + λ = T ∗

0 = T0, (3.3.18)
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como operadores actuando por la derecha en L2(W ). Similarmente, como operadores actuando

por la derecha en L2(Ŵ ) ,

T1 = BA+ λ ⊂ BA+ λ ⊂ −A∗
A+ λ ⊂ A

∗
B

∗
+ λ ⊂ (BA)∗ + λ,

definimos
S1 = −A∗

A+ λ (3.3.19)

como la extensión autoadjunta apropiada de T1 actuando por la derecha. De acuerdo a [32,
Theorem 2], tenemos que σ(T0) \ {λ} = σ(S1) \ {λ}. Entonces el espectro de los operadores
autoadjuntos T0 y S1 es el mismo salvo quizá en un punto. Más aún, σ(T0) y σ(S1) están
contenidos en (−∞, λ].

3.4. Polinomios matriciales excepcionales

Asumimos que se satisfacen todas las condiciones de las Secciones 3.2 y 3.3, es decir:

1. En la seed function: Existe una seed function ϕ con autovalor λ ∈ R para el operador
T0. La función ϕ(x) es invertible como matriz N × N , excepto en un conjunto finito
de puntos x ∈ C. Además asumimos que ϕ−1ϕ′ es una función matricial con entradas
racionales.

2. En el operador de entrelazamiento A: Existe un polinomio matricial Υ tal que el
operador de entrelazamiento A = d

dxΥ − ϕ−1ϕΥ preserva Pol y la regularidad de los
coeficientes directores. El polinomio matricial Υ es invertible excepto en un conjunto
finito.

3. En las funciones peso: Las funciones matriciales peso W y Ŵ son definidas positivas
y tienen momentos finitos de todos los órdenes. Pol es denso en L2(W ) y L2(Ŵ ).

4. En el operador T0: El operador T0 está definido en Pol ⊂ L2(W ) y T0 : Pol ⊂
L2(W ) → L2(W ) es escencialmente autoadjunto.

5. En el operador B: El operador B en (3.2.9) lleva Pol en L2(W ).

6. Condiciones de borde: x 7→ ϕ(x)′F2(x)W (x)ϕ(x)∗ y x 7→ ϕ(x)F1(x)W (x)ϕ(x)∗, se
anulan en el mismo extremo a o b del peso W . La condición (pWF ∗

2 (Υ
−1)∗q∗)|ba =

0, ∀ p, q ∈ Pol se satisface.

Además asumimos que existe una sucesión de polinomios ortogonales matriciales (Pn)n∈N0 en
L2(W ), i.e. cada fila de Pn es un polinomio de grado n en L2(W ), tal que Pn(x) = xn + · · ·
es un polinomio mónico y las relaciones de ortogonalidad∫ b

a
Pn(x)W (x)(Pm(x))

∗ dx = δm,nHn (3.4.20)

se satisfacen. Aqúı la integración se realiza entrada a entrada, de modo que el producto interno
de la i-ésima fila de Pn y la j-ésima fila de Pm corresponde a la entrada (i, j) del lado derecho,
es decir, δm,n(Hn)i,j . Nótese, en particular, que Hn es una matriz definida positiva. Aśı que
también podemos definir un producto interno matricial en funciones matriciales para el cual
cada fila está contenida en L2(W ). El correspondiente producto interno matricial también se
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denota por ⟨·, ·⟩W . Más aún, asumimos que Pn es una autofunción de T0 para cada n ∈ N0,
i.e.

Pn · T0 = Γn · Pn, ∀n ∈ N0. (3.4.21)

Notemos que esto implica que los coeficientes Fi de T0 son polinomios matriciales de grado a
lo sumo i para i ∈ {0, 1, 2}, ver Proposición 1.5.11 y entonces T0 preserva Pol.

Teorema 3.4.1. Consideramos los polinomios ortogonales mónicos (Pn)n∈N0, donde la orto-
gonalidad es con respecto a W tal como en (3.4.20). Más aún asumimos que cada Pn es una
autofunción matricial de T0 como en (3.4.21). Entonces la sucesión de polinomios matriciales
(P̂n)n∈N0, donde P̂n = Pn · A, es un conjunto de autofunciones matriciales de S1. Para todo
n ∈ N0, el polinomio P̂n satisface

P̂n · T1 = Γn · P̂n,

donde T1 fue dado en (3.2.8) y S1 es la extensión autoadjunta de T1 dada en (3.3.19). Más

aún, sea Ŵ tal como en la Definición 3.3.1:∫ b

a
P̂n(x)Ŵ (x)(P̂m(x))

∗ dx = δm,nĤn, Ĥn = Hn(λ− Γn)
∗,

donde Ĥn es una matriz definida positiva. Si asumimos λ ̸∈ σ(Γn) para todo n ∈ N0, entonces
det Ĥn ̸= 0.

Demostración. Como S1 extiende a BA+λ y P̂n ·B = Pn ·AB = (Γn−λ)·Pn es un polinomio,
vemos que

P̂n · S1 = (Γn − λ) · Pn ·A+ λP̂n = Γn · P̂n,

ver Observación 66. Aplicando la Proposición 3.3.3 para vectores fila polinomiales, podemos
extenderla a ⟨P · A,Q⟩

Ŵ
= −⟨P,Q · B⟩W para todo P , Q polinomios matriciales. Entonces

obtenemos

⟨P̂n, P̂m⟩Ŵ = ⟨Pn ·A,Pm ·A⟩
Ŵ

= −⟨Pn, Pm ·AB⟩W
= ⟨Pn, Pm · (λ− T0)⟩W = δn,mHn(λ− Γn)

∗.

Notemos que Hn(λ−Γn)
∗ = (λ−Γn)Hn, dado que podemos también tomar AB en la primer

entrada del producto interno. Por positividad del producto interno vemos que Hn(λ − Γn)
∗

es una matriz definida positiva. Más aún, si λ ̸∈ σ(Γn) para todo n ∈ N0, entonces det Ĥn ̸=
0.

Usualmente el grado de P̂n no es n, es mayor, dado que en general A no preserva el grado
de los polinomios. Más aún, el Teorema 3.4.1 no afirma que las filas de (P̂n)n∈N0 forman una

base de L2(Ŵ ).

Observación 69. Observemos que los polinomios P̂n dependen del operador T0, de la seed
function ϕ y del polinomio Υ. Los llamamos polinomios matriciales excepcionales asociados
a (T0, ϕ,Υ).

Proposición 3.4.2. Las filas de P̂n, n ∈ N0, son densas en L2(Ŵ ) si y sólo si λ ̸∈ σp(S1).
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Demostración. Consideramos A : Pol ⊂ L2(W ) → L2(Ŵ ) y asumimos que f ∈ L2(Ŵ ) es
ortogonal a vP̂n para todo n ∈ N0 y todo vector fila v. Entonces 0 = ⟨vP̂n, f⟩Ŵ = ⟨vPn ·
A, f⟩

Ŵ
, luego este es un funcional lineal continuo en D(A) = Pol. En particular, f ∈ D(A∗) =

D(A
∗
) y f A∗ = 0. Entonces f ∈ D(S1) y f · S1 = λ · f . Luego si las filas de P̂n, n ∈ N0, no

son densas, existe una f no nula y λ ∈ σp(S1).
Rećıprocamente, si λ ∈ σp(S1) tenemos 0 ̸= f ∈ D(S1) ⊂ D(A

∗
) con f · S1 = λ · f en

L2(Ŵ ), de modo que en particular f A
∗
A = 0. Tomando producto interno con f ∈ D(A

∗
)

obtenemos ⟨f ·A∗
, f ·A∗⟩W = 0 y f ∈ Ker(A

∗
). Entonces f es ortogonal a todo vP̂n tal como

en el párrafo anterior.

3.5. Construcción de polinomios excepcionales v́ıa un opera-
dor diagonalizable T0

En esta sección estudiamos familias de polinomios excepcionales obtenidos a partir de un
operador diferencial de segundo orden que es diagonalizable v́ıa una matriz no constante.

Sean w1(x), . . . , wN (x) un conjunto de pesos escalares clásicos tales que los wi’s pertenecen
a una de las familias de pesos clásicos de Jacobi, Laguerre o Hermite. Para cada i = 1, . . . , N ,
tomamos un operador diferencial simétrico de segundo orden Li con respecto a wi.

Consideramos un peso matricial W con una descomposición LDU

W (x) = L(x)D(x)L(x)∗, (3.5.22)

donde L es un polinomio matricial triangular inferior N × N con Li,i = 1 para todo i =
1, . . . , N , y D = diag(w1, . . . , wN ). Observamos que la estructura deW coincide con las fami-
lias tipo Gegenbauer, Laguerre y Hermite estudiadas en [44,82,86,90]. El operador diagonal
T d0 = diag(L1, . . . ,LN ) es simétrico con respecto al peso diagonal D. Escribimos

T d0 =
d2

dx2
F d2 +

d

dx
F d1 + F d0 .

Sea T0 = d2

dx2
F2(x) +

d
dxF1(x) + F0(x) el operador diferencial de segundo orden obtenido

conjugando T d0 con L. Entonces los coeficientes Fi y F
d
i están relacionados por:

F2L = LF d2 , F1L = 2
dL

dx
F d2 + LF d1 , F0L =

d2L

dx2
F d2 +

dL

dx
F d1 + LF d0 .

Observación 70. Sigue de [86, Proposition 4.2] que T0 es simétrico con respecto a W si y sólo
si T d0 es simétrico con respecto a D. Observamos que dada ϕ autofunción de T0 de autovalor
Λ, ϕL es una autofunción de T d0 con el mismo autovalor. Similarmente, dada ϕd autofunción
de T d0 , ϕ

dL−1 es una autofunción de T0.

Asumimos que todas las condiciones enumeradas al principio de la Sección 3.4 se satisfacen
para el operador T d0 . En particular asumimos que existe ϕd una seed function diagonal de
T d0 de autovalor escalar λ, y un polinomio matricial diagonal Υ, invertible salvo quizá en un
conjunto finito, tales que el operador de entrelazamiento Ad = d

dxΥ− (ϕd)−1(ϕd)′Υ preserva
Pol y preserva la regularidad de los coeficientes directores. El operador T d0 se factoriza como
T d0 = AdBd + λ, donde Bd está dado en (3.2.9). El peso excepcional diagonal está dado por

D̂(x) = Υ(x)−1D(x)F d2 (x)
∗(Υ(x)−1)∗.
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Dado que T0 = LT d0L
−1, podemos transferir esto al contexto no diagonal. Tomamos

T0 = (LAdL−1)(LBdL−1) + λ.

Asumimos que Υ es tomada de forma tal que A = LAdL−1 también preserva Pol. En el caso
en que Υ conmuta con L−1, el peso excepcional no diagonal está dado por

Ŵ (x) = Υ(x)−1W (x)F2(x)
∗(Υ(x)−1)∗ = L(x)D̂(x)L(x)∗.

Observación 71. Como ϕdL−1 es una autofunción de T0 de autovalor escalar λ, puede ser
usada para construir el operador de primer orden dado en (3.2.7). Expĺıcitamente obtenemos

d

dx
Υ− (L(ϕd)−1(ϕd)′L−1 − L′L−1)Υ. (3.5.23)

Por otra parte,

LAdL−1 =
d

dx
LΥL−1 − L(ϕd)−1(ϕd)′ΥL−1 + L′ΥL−1. (3.5.24)

Si Υ conmuta con L−1, entonces (3.5.23) y (3.5.24) coinciden.

La sucesión de polinomios ortogonales matriciales mónicos para el peso diagonal D está
dada por P dn(x) = diag(p1n(x), . . . , p

N
n (x)) donde (p

i
n)n son los polinomios ortogonales mónicos

con respecto a wi. Por otro lado, la sucesión de polinomios matriciales Qn(x) = P dn(x)L(x)
−1

es ortogonal con respecto a W y cada Qn(x) es una autofunción de T0. Sin embargo, el
coeficiente principal de Qn es, en general, no invertible.

Aplicando el operador A a la sucesión Qn obtenemos

Q̂n(x) = Qn(x) ·A = (P dn(x)L(x)
−1) · (L(x)AdL(x)−1) = (P dn(x) ·Ad)L(x)−1.

Por construcción, la sucesión Q̂n(x) satisface las siguientes propiedades:

1. Q̂n es una autofunción de la transformada de Darboux de T0, ver (3.2.8),

2. (Q̂n)n forma una sucesión ortogonal con respecto al peso Ŵ .

Observamos que no podemos garantizar la regularidad del coeficiente director de Q̂n. Los
polinomios P̂n(x) = Pn(x) · A, donde (Pn)n son los polinomios ortogonales mónicos con
respecto a W, también satisfacen las propiedades (1) y (2). La regularidad de los coeficientes
directores tampoco puede ser garantizada en este caso.

3.6. Álgebras de Fourier excepcionales

Recientemente, Casper y Yakimov [24] presentaron un par de álgebras isomorfas, conoci-
das como las álgebras de Fourier, las cuales están relacionadas a una sucesión de polinomios
ortogonales matriciales para un peso W , ver 1.5.4. El objetivo de esta sección es extender
algunas de las propiedades de las álgebras de Fourier dadas en [24] para el peso excepcional

Ŵ . En lo que sigue, adaptamos la construcción de las álgebras de Fourier dadas en (1.5.32)
a nuestro contexto:
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Definición 3.6.1. Dada una sucesión de polinomios matriciales (Qn(x))n∈N0 , definimos:

FL(Q) = {M ∈ NN : ∃D ∈ MN , M ·Q = Q · D} ⊂ NN ,

FR(Q) = {D ∈ MN : ∃M ∈ NN , M ·Q = Q · D} ⊂ MN .
(3.6.25)

En esta definición, es importante notar que las álgebras de Fourier están vinculadas a una
sucesión de polinomios matriciales (Qn)n, la cual no necesariamente es la sucesión de polino-
mios ortogonales mónicos con respecto a un peso matricial W . En particular, si (Pn(x))n∈N0

es la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a un peso matricial, fue proba-
do en [24] que las álgebras de Fourier a izquierda y derecha FL(P ) y FR(P ) son isomorfas, ver
Sección 1.5.4. Mostraremos que esto mismo ocurre para las álgebras de Fourier excepcionales
FL(P̂ ) y FR(P̂ ). En la siguiente proposición, denotamos por Γn al autovalor tal como en
(3.4.21).

Proposición 3.6.2. Para cada M̂ ∈ FL(P̂ ), existe un único D̂ ∈ FR(P̂ ) tal que M̂ · P̂n(x) =
P̂n(x) · D̂. Rećıprocamente, si asumimos que (Γn−λ) es invertible para todo n ∈ N0 entonces

para cada D̂ ∈ FR(P̂ ) existe un único M̂ ∈ FL(P̂ ) tal que M̂ · P̂n(x) = P̂n(x) · D̂.

Demostración. Para probar la primera afirmación es suficiente mostrar que si D̂ ∈ FR(P̂ ) es
tal que P̂n(x) · D̂ = 0 para todo n ∈ N0, entonces D̂ = 0. Asumimos que D̂ es un operador
de orden s dado por

D̂ =
s∑

k=0

∂kx Fk(x).

Observamos que si P̂n(x) · D̂ = 0 para todo n ∈ N0, entonces Pn(x) · AD̂ = 0 para todo
n ∈ N0. En conclusión, por [24,30], en particular por el Lema 1.5.14 , AD̂ = 0. Utilizando la
expresión expĺıcita (3.2.7) obtenemos que el coeficiente de ∂s+1

x en AD̂ es igual a Υ(x)Fs(x) y
como Υ(x) es invertible excepto en un conjunto finito, obtenemos que Fs(x) = 0. Procediendo
recursivamente obtenemos que Fk(x) = 0 para todo k = 0, . . . , s.

Para la segunda afirmación es suficiente mostrar que si M̂ ∈ FL(P̂ ) y M̂ · P̂n(x) = 0 para

todo n ∈ N0, entonces M̂ = 0. Asumimos que M̂ · P̂n(x) = 0 para todo n ∈ N0. Entonces
tenemos

0 = M̂ · P̂n(x) ⇒ 0 = M̂ · P̂n(x) ·B = M̂ · Pn(x) ·AB = M̂(Γn − λ) · Pn(x),

para todo n ∈ N0. Aplicando [24,30], en particular el Lema 1.5.14 obtenemos M̂(Γn−λ) = 0

para todo n ∈ N0, y como (Γn − λ) es invertible para todo n ∈ N0 obtenemos M̂ = 0.

En lo que resta de esta sección, tal como en el Teorema 3.4.1, asumimos que Γn − λ es
una matriz invertible para todo n ∈ N0. Por la Proposición 3.6.2 existe un isomorfismo bien
definido de espacios vectoriales ψ̂ de FL(P̂ ) a FR(P̂ ), dado por

ψ̂(M̂) = D̂,

donde D̂ es el único operador diferencial en FR(P̂ ) tal que M̂ · P̂n(x) = P̂n(x) · D̂. Más aún
para todo M1,M2 ∈ FL(P ) tenemos que

P̂n · ψ(M1M2) =M1M2 · P̂n = P̂n · ψ(M2)ψ(M1).

Como los operadores diferenciales actúan a derecha, obtenemos que ψ es un isomorfismo de
álgebras.
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3.6.1. Relación entre las álgebras de Fourier estándares y las de polinomios
excepcionales

En esta subsección introducimos mapas lineales que relacionan las álgebras de Fourier de
polinomios ortogonales mónicos y polinomios excepcionales.

Proposición 3.6.3. Las siguientes relaciones se satisfacen:

1. Si D̂ ∈ FR(P̂ ), entonces AD̂B ∈ FR(P ).

2. Si D ∈ FR(P ), entonces BDA ∈ FR(P̂ ).

3. Si M̂ ∈ FL(P̂ ), entonces M̂(Γn − λ) ∈ FL(P ).

4. Si M ∈ FL(P ), entonces (Γn − λ)M ∈ FL(P̂ ).

Demostración. Probaremos (1) y (2). Los otros incisos pueden ser demostrados de forma

similar. Si D̂ ∈ FR(P̂ ), entonces existe M̂ tal que M̂ · P̂n(x) = P̂n(x) · D̂. En conclusión

Pn(x) ·AD̂B = P̂n(x) · D̂B = M̂ · P̂n(x) ·B = M̂ · Pn(x) ·AB

= M̂ · Pn(x) · (T0 − λ) = M̂(Γn − λ) · Pn(x),

y AD̂B ∈ FR(P ). La prueba de la segunda afirmación es similar:

P̂n(x) ·BDA = Pn(x) ·ABDA = Pn(x) · (T0 − λ)DA = (Γn − λ) · Pn(x) ·DA

= (Γn − λ)M · Pn(x)A = (Γn − λ)M · P̂n(x),

y BDA ∈ FR(P̂ ). Esto completa la prueba de (2).

Aplicando la Proposición 3.6.3, tenemos mapas ξ : FR(P ) → FR(P̂ ) y ξ̂ : FR(P̂ ) → FR(P )
dados por

ξ(D) = BDA, ξ̂(D̂) = AD̂B. (3.6.26)

Similarmente, tenemos mapas χ : FL(P ) → FL(P̂ ) y χ̂ : FL(P̂ ) → FL(P ) dados por

χ(M) = (Γn − λ)M, χ̂(M̂) = M̂(Γn − λ). (3.6.27)

Observamos que en general ξ, ξ̂, χ, χ̂ son transformaciones lineales pero no homomorfismos
de álgebras.

Observación 72. Observamos que para todo D ∈ FR(P ) y D̂ ∈ FR(P̂ ) tenemos

(ξ̂ ◦ ξ)(D) = (T0 − λ)D(T0 − λ), (ξ ◦ ξ̂)(D̂) = (T1 − λ)D̂(T1 − λ).

Similarmente, para todo M ∈ FL(P ) y M̂ ∈ FL(P̂ ) tenemos

(χ̂ ◦ χ)(M) = (Γn − λ)M(Γn − λ), (χ ◦ χ̂)(M̂) = (Γn − λ)M̂(Γn − λ).

Teorema 3.6.4. Sea (Pn)n la sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto a
W , (P̂n)n una sucesión de polinomios excepcionales asociada a (T0, ϕ,Υ) y sean ξ, ξ̂, χ, χ̂ los
mapas dados en (3.6.26), (3.6.27). Los siguientes diagramas son conmutativos:

FL(P ) FR(P )

FL(P̂ ) FR(P̂ )

ψ

χ ξ

ψ̂

,

FL(P ) FR(P )

FL(P̂ ) FR(P̂ )

ψ

χ̂

ψ̂

ξ̂
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Demostración. Sean M ∈ FL(P ) y D ∈ FR(P ) el operador diferencial correspondiente.
Observemos que

χ(M) · P̂n = (Γn − λ)M · P̂n = (Γn − λ)M · Pn ·A = (Γn − λ) · Pn ·DA

= Pn · (T0 − λ)DA = Pn ·ABDA = P̂n ·BDA = P̂n · ξ(ψ(M)).

Concluimos que ψ̂(χ(M)) = ξ(ψ(M)), y el primer diagrama es conmutativo.

Similarmente, sea M̂ ∈ FL(P̂ ) y D̂ ∈ FR(P̂ ) el operador diferencial correspondiente.
Luego,

χ̂(M̂) · Pn = M̂(Γn − λ) · Pn = M̂ · Pn · (T0 − λ) = M̂ · Pn ·AB = M̂ · P̂n ·B

= P̂n · D̂B = Pn ·AD̂B = Pn · ξ̂(ψ̂(M̂)).

Concluimos que ψ(χ̂(M̂)) = ξ̂(ψ̂(M̂)), y aśı el segundo diagrama es conmutativo. Esto com-
pleta la prueba del teorema.

Ejemplo. Las seed functions con una parte polinomial del operador de Laguerre clásico
(1.4.12) son conocidas, ver por ejemplo [54, §6.1]

ϕ1(x) = L(α)
m (x), λ1 =−m,

ϕ2(x) = x−αL(−α)
m (x), λ2 =α−m,

ϕ3(x) = exL(α)
m (−x), λ3 =α+ 1 +m,

ϕ4(x) = x−αexL(−α)
m (−x), λ4 =m+ 1,

donde L
(α)
m denota el polinomio escalar de Laguerre de grado m y parámetro α. Fijamos m ∈

N0 y tomamos ϕ1(x) como seed function. El Teorema 3.4.1 nos da una sucesión de polinomios

excepcionales de Laguerre (p̂
(α)
n )n. Aplicando el Teorema 3.6.4 al operador x ∈ FR(P ) y

L = ψ−1(x) obtenemos

P̂n ·BxA = (Γn − λ)L · P̂n. (3.6.28)

El operador (−n− α+m)L es una relación de recurrencia de tres términos:

(−n− ν − 1 +m)L = (−n− α− 1 +m)δ + (−n− α+m)(2n+ α+ 1)

+ (−n− α+ 1 +m)n(n+ α)δ−1.

Sea (qn)n una sucesión de polinomios definida por esta relación de recurrencia de tres térmi-
nos. Luego de reescalar y normalizar, estos polinomios pueden ser escritos de la siguiente
forma:

qn(x
2) =

(−1)n

(α+ 1−m)n
Sn(x

2 + a2; a, b, c),

donde Sn denota al polinomio continuo dual Hahn y c = α
2 +1, a = α

2 , b =
α
2 −m. Para α > m,

la sucesión (qn)n forma una familia de polinomios ortogonales, ver [94, 95]. Si cambiamos
la autofunción, podemos proceder similarmente y también obtener polinomos dual Hahn
continuos, pero con un cambio en los parámetros.

En [96, Ecuaciones (5-14)] se prueba que la transformada de Whittaker lleva polinomios
de Laguerre en polinomios continuos dual Hahn. De acuerdo a la notación de este caṕıtulo,
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esto está relacionado con el hecho de que el operador diferencial ABx (actuando a derecha)
es un operador diferencial de Whittaker actuando en el espacio con peso L2 de los polino-
mios de Laguerre. Entonces las funciones de Whittaker Wλ apropiadas, son autofunciones
y en la correspondiente descomposición espectral -una transformación integral con las fun-
ciones de Whittaker como núcleo- la base ortogonal de polinomios de Laguerre es llevada
una base ortogonal que involucra polinomios dual Hahn continuos, ver [81, §3.3]. Entonces,
el operador BxA (actuando a derecha) en el espacio con peso L2 de los polinomios excep-
cionales de Laguerre satisface A(BxA) = (ABx)A. Luego el operador BxA tiene a Wλ · A
como autofunciones y la transformación integral con estas funciones como núcleo lleva los
polinomios excepcionales de Laguerre en polinomios continuos dual Hahn. Esta observación
muestra que existe una transformación que lleva polinomios excepcionales de Laguerre en
polinomios continuos dual Hahn, y puede ser derivada directamente de [96, (5-14)].

3.7. Peso matricial de tipo Laguerre y operadores diferencia-
les

En esta sección introducimos los polinomios matriciales de tipo Laguerre, ver [90]. SeaN ≥
1 un entero fijo, (µ1, . . . , µN ) una sucesión de coeficientes no nulos, α, ν > 0 y (δ

(ν)
1 , . . . , δ

(ν)
N )

una sucesión de números positivos. La construcción de familias de polinomios excepcionales

es válida para parámetros arbitrarios δ
(ν)
i y µi, i = 1, . . . , N . Sin embargo si estos parámetros

satisfacen ciertas relaciones no lineales, entonces el peso satisface una ecuación de Pearson
matricial, ver [90, Propositions 5.1 y 5.2]. En ese caso, los polinomios ortogonales matriciales
y por lo tanto los polinomios matriciales excepcionales, pueden ser calculados expĺıcitamente,
al menos para dimensiones pequeñas, utilizando una fórmula de Rodrigues. Consideramos el
siguiente peso matricial N ×N de tipo Laguerre en el intervalo (a, b) = (0,∞) estudiado en
[90]:

W (α,ν)
µ (x) = L(α)

µ (x)T (ν)(x)L(α)
µ (x)∗,

T (ν)(x)i,j = δi,je
−xxν+iδ

(ν)
i , L(α)

µ (x)i,j =

{
µi
µj
L
(α+j)
i−j (x), i ≥ j

0 i < j,

(3.7.29)

donde L
(α)
n denota el polinomio escalar de Laguerre de grado n y parámetro α, ver (1.4.11).

Consideramos el siguiente operador diferencial simétrico de orden dos:

T0 =
d2

dx2
x+

d

dx
(M

(α,ν)
1 x+M

(α,ν)
2 ) + C(α,ν), (3.7.30)

con

M
(α,ν)
1 = −(Aµ + 1)−1, M

(α,ν)
2 = ν + J + 1 + (α+ J)Aµ,

C(α,ν) = (α− ν)(Aµ + 1)−1 − J,

donde Ji,j = δi,ji es una matriz diagonal y (Aµ)i,j = −δj,i−1
µi
µi−1

es una matriz triangular
inferior. Recordemos que T0 como operador diferencial actúa a derecha y notemos que los
coeficientes de T0 son polinomios en x. Observamos que T0 es simétrico con respecto al peso

matricialW
(α,ν)
µ , ver [90, Proposition 4.3], cuando es considerado en el espacio de polinomios.

En la Proposición 3.10.2 mostramos que T0 es esencialmente autoadjunto, y recordamos
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los correspondientes polinomios ortogonales matriciales mónicos de [90, Proposition 4.3] en
(3.10.43) y (3.10.44). Para aplicar los resultados del Apéndice E, necesitamos tomar adjunto a
la acción de T0 en funciones vectoriales fila u. Entonces para resolver la ecuación de autovalores

u(x) ·T0 = λ ·u(x), podemos aplicar los resultados del Apéndice E con B1(x) = x(M
(α,ν)
1 )∗+

(M
(α,ν)
2 )∗ y B2(x) = x((C(α,ν))∗−λ̄), los cuales son polinomios de grado 1 en x. En particular,

B1(0) = (M
(α,ν)
2 )∗ es triangular superior y B2(0) = 0. Entonces la ecuación inicial (E.0.3) es

µ 7→ µN det(µ− 1 + (M
(α,ν)
2 )∗) = µN

N∏
j=1

(µ+ ν + j) (3.7.31)

y los exponentes son µ = 0 con multiplicidad N y µ = −ν − j, j ∈ {1, · · · , N}. El expo-
nente µ = 0 con multiplicidad N corresponde a los polinomios ortogonales matriciales como
autofunciones de T0, y los exponentes no nulos reaparecerán en la Proposición 3.8.1.

Observación 73. La estructura (3.7.29) de W (ν) coincide con la condición (3.5.22) de la
Sección 3.5. Por otro lado, el operador diferencial T0 puede ser conjugado y aśı obtener un
operador diagonal, ver [90, Proposition 4.3]. Ahora, la construcción de la Sección 3.5 nos da
una familia de polinomios excepcionales de tipo Laguerre con coeficiente director singular.
En lo que resta del caṕıtulo, siguiendo las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4, obtenemos familias de
polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre con coeficiente director invertible, para
una seed function particular.

3.8. Seed functions de T0

De acuerdo a la Sección 3.2.2, una seed function ϕ adecuada es una autofunción matricial
del operador T0 con autovalor escalar λ, ver (3.2.2). En analoǵıa con el caso escalar, el
operador diferencial T0 tiene cuatro tipos de autofunciones con autovalor escalar y una parte
polinomial:

1. G1(x) = F (x),

2. G2(x) = x−ν−JF (x),

3. G3(x) = exF (x),

4. G4(x) = exx−ν−JF (x),

donde, en cada uno de los casos, las funciones F (x) son polinomios matriciales triangulares
inferiores. La forma particular de las seed functions es indicada por las soluciones de la
ecuación inicial (3.7.31). En este caṕıtulo solo nos ocuparemos de polinomios excepcionales
relacionados al caso (2). El caso (3) puede ser tratado de forma similar y los casos (1) y (4)
no llevan a pesos matriciales con momentos finitos.

Para dar el resultado, introducimos una sucesión de polinomios matriciales triangulares
inferiores (Fm(x))m∈N0 definidos expĺıcitamente en terminos de funciones hipergeométricas
por

(Fm(x))i,j =
(−1)i−j−1(−i)j(−α− i)i−jµ1

i(α+ 2)i−1µj
2F2

(
−m,−α− j

1− ν − i,−α− i
;x

)
, (3.8.32)

y asumimos que la serie 2F2 está bien definida. Como asumimos que α, ν > 0 es suficiente
asumir que ni α ni ν son enteros menores que m, y lo supondremos por el resto del caṕıtulo.
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Observación 74. (i) Como (−i)j = 0 para j > i, vemos que Fm es un polinomio matricial
triangular inferior de grado m. De hecho, cada una de sus entradas no nulas es un polinomio
de grado m. Por lo tanto, el coeficiente director de Fm(x) es una matriz triangular inferior
llena.

(ii) Las entradas diagonales de Fm son múltiplos de polinomios escalares de Laguerre y más
generalmente tenemos que para i ≥ j

(Fm(x))i,j =
(−1)i−j−1(−i)j(−α− i)i−jµ1

i(α+ 2)i−1µj

m!

(1− ν − i)m

m∧i−j∑
p=0

(j − i)p x
p

p! (−α− i)p
L
(p−ν−i)
m−p (x).

Aqúı hemos usado la expansión general [104, Ecuación (15), pp 439], excepto que zk falta
en el sumando del lado derecho de [104, Ecuación (15), pp. 439]. Una prueba de la identidad

[104, Ecuación (15), pp. 439] sigue usando la suma Chu-Vandermonde (−α−j)k
(−α−i)k = 2F1(−k, j−

i;−α− i; 1) en la expansión (3.8.32), intercambiando los sumandos y escribiendo el término

1F1 en el sumando como un polinomio de Laguerre.

Proposición 3.8.1. Las funciones ϕm(x) = x−ν−JFm(x) son seed functions de T0 con au-
tovalor escalar (α−m) para todo m ∈ N0.

Las filas de ϕm se corresponden con las soluciones de exponente no nulo para la ecuación
inicial (3.7.31). Notemos que podemos multiplicar por una matriz diagonal constante por la

izquierda. Notemos que ninguna fila de ϕ está contenida en L2(W
(α,ν)
µ ).

Demostración. Dado que las potencias en x−ν−J se corresponden con las soluciones de la
ecuación inicial (3.7.31), sabemos que x−ν−JF (x) con F anaĺıtica en un entorno del origen
es solución de ϕT0 = λϕ. Conjugando T0 con x−ν−J por la izquierda, vemos que F debe
satisfacer la relación mixta

F ′′(x)x+ F ′(x)(xM
(α,ν)
1 +M

(α,ν)
2 )− 2(ν + J)F ′(x) + (ν + J)(ν + J + 1)

1

x
F (x)

− (ν + J)
1

x
F (x)(xM

(α,ν)
1 +M

(α,ν)
2 ) + F (x)(C(α,ν) − λ) = 0.

(3.8.33)

Como F tiene que ser anaĺıtica, la singularidad relacionada a 1
x en (3.8.33) es aparente.

Entonces tenemos (ν+J+1)F (0) = F (0)M
(α,ν)
2 . Más aún, como todas las matrices actuando

a derecha en F en (3.8.33) son triangulares inferiores, tenemos una solución triangular inferior
F . Entonces para g = Fi,i obtenemos la ecuación diferencial

xg′′(x) + (−x+ 1− ν − i)g′(x) + (α− λ)g(x) = 0,

la cual es la ecuación diferencial de Laguerre. Como queremos una solución polinomial, elegi-

mos λ = α−m, y luego Fi,i es una constante por el polinomio de Laguerre L
(−ν−i)
m y elegimos

la constante como en la Observación 74. Ahora, para las autofunciones anaĺıticas Fi,j(x),
i > j, obtenemos una ecuación diferencial inhomogénea que involucra a Fi,k(x), j < k ≤ i.
La solución anaĺıtica está completamente determinada por Fi,j(0), que a su vez se deriva de

Fi,j+1(0) dado que (ν+J+1)F (0) = F (0)M
(α,ν)
2 . Tomamos Fi,j(x) =

∑∞
k=0 ci,j,kx

k. Entonces
para i > j tenemos

(ν + i+ 1)ci,j,0 = (ν + j + 1)ci,j,0 − (α+ j + 1)
µj+1

µj
ci,j+1,0,
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y ci,j,0 = −α+j+1
i−j

µj+1

µj
ci,j+1,0 se satisface de hecho por (3.8.32).

Queda mostrar que con F (x) =
∑∞

k=0 Fkx
k,

Fk = (ci,j,k)
N
i,j=1, ci,j,k =

(−1)i−j−1(−i)j(−α− i)i−jµ1
i(α+ 2)i−1µj

(−m)k(−α− j)k
(1− ν − i)k(−α− i)kk!

,

(3.8.34)
podemos obtener una solución de(3.8.33) para λ = α − m. Para obtener recursiones más
simples, multiplicamos (3.8.33) a derecha por (1+Aµ) para cancelar las inversas de (1+Aµ)

−1

enM
(α,ν)
1 y C(α,ν). Reemplazando la expresión en serie de F en la ecuación matricial resultante

obtenemos una identidad de series de potencias. Hemos verificado que el coeficiente de x−1

es igual a 0. El coeficiente de xk, k ∈ N0, es

k(k + 1)Fk+1(1 +A) + (k + 1)Fk+1M3 − (k + 1)(ν + J)Fk+1(1 +A) (3.8.35)

+ (ν + J)(ν + J + 1)Fk+1(1 +A)− (ν + J)Fk+1M3 − kFk + (ν + J)Fk + FkM4,

donde A = Aµ,M3 = (ν+J+1)(1+A)+(α+J)A(1+A), yM4 = (m−ν)+(m−α)A−J(1+A).
Notemos que las matrices actuando a derecha en (3.8.35) son matrices triangulares inferiores,
y las que actúan a izquierda son diagonales. Calculando la entrada (i, j) de (3.8.35) obtenemos
términos de la forma ci,j+r,k+s para r ∈ {0, 1, 2}, s ∈ {0, 1}. Luego de algunas manipulaciones,
la entrada (i, j) de (3.8.35) es igual a

ci,j,k+1

(
(k + 1)(k − ν + 1 + j − 2i) + (ν + i)(i− j)

)
+ci,j+1,k+1

−µj+1

µj

(
(k + 1)(k − ν + 1 + 2(j − i) + α) + (ν + i)(i− 2j − α)

)
+ci,j+1,k+1

µj+2

µj
(α+ j)(k + 1− ν − i) + ci,j,k(m− k + i− j) + ci,j+1,k

−µj+1

µj
(m− α− j).

Realizando un cálculo sencillo con ci,j,k como en (3.8.34) obtenemos que esto último es igual
a cero.

Notemos que la ecuación inicial (3.7.31) predice la forma de la solución, pero no explica el
hecho de que el autovalor es escalar y que la parte anaĺıtica en F es de hecho un polinomio.

Observación 75. Tal como ha sido señalado en 73, el operador diferencial T0 puede ser con-
jugado en un operador diagonal T d0 , ver [90, Proposition 4.3]. La seed function ϕm de la
Proposición 3.8.1 puede descomponerse como:

ϕm(x) =Mϕdm(x)L
(α)
µ (x)−1,

donde ϕdm(x) = diag(x−ν−iL
(−ν−i)
m (x)) es una autofunción del operador diagonal T d0 y M es

una matriz constante triangular inferior.

3.9. Relaciones de entrelazamiento para el operador de La-
guerre matricial

En esta sección, para cada autofunción ϕm introduciremos un operador de entrelazamiento
Am. Probaremos que Am preserva polinomios y regularidad de coeficientes directores.
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Como consecuencia de la Proposición 3.8.1, las funciones matriciales ϕm(x) = x−ν−JFm(x)
son seed functions del operador diferencial de orden dos T0 de autovalor escalar (α−m). Re-
cordemos que Fm es un polinomio triangular inferior de grado m, y entonces

det(Fm(x)) =
N∏
k=1

(−1)k+1(k − 1)!m!µ1
(α+ 2)k−1(1− ν − k)mµk

L(−ν−k)
m (x)

=
N∏
k=1

(−1)k+1(k − 1)!µ1
(α+ 2)k−1 µk

1F1

(
−m

1− ν − k
;x

)
,

(3.9.36)

por lo que det(Fm) es un polinomio de grado mN . Para ν > máx(0,m− 1) vemos que cada
serie 1F1 en (3.9.36) tiene coeficientes positivos para cada potencia de x, y sigue que los ceros
de det(Fm) no están contendios en [0,∞).

La seed function ϕm tiene una singularidad en x = 0, y está bien definida en C \ (−∞, 0].
Notemos que ϕm es invertible en C\(−∞, 0] excepto en el conjunto finito de ceros del det(Fm).
Entonces tenemos

ϕm(x)
−1ϕ′m(x) = −ν

x
− 1

x
Fm(x)

−1JFm(x) + Fm(x)
−1F ′

m(x). (3.9.37)

Notemos que ésta es una función racional matricial y que sus polos no están contenidos en
(0,∞) para ν > máx(0,m− 1). Usamos el polinomio matricial Υm(x) = x det(Fm(x))I para
cancelar las singularidades en (3.9.37).

Lema 3.9.1. x 7→ ϕm(x)
−1ϕ′m(x)Υm(x) es un polinomio matricial de grado mN con coefi-

ciente director invertible.

Demostración. Recordemos que cada entrada de Fm es un polinomio de grado m. Luego las
entradas de la matriz adjunta adj(Fm) son polinomios de grado (N − 1)m, dado que ésta
es el determinante de Fm con una fila y una columna removidas. Por la regla de Cramer
det(Fm)F

−1
m = adj(Fm). Entonces (3.9.37) nos da

ϕm(x)
−1ϕ′m(x)Υm(x) = −ν det(Fm(x))− adj(Fm(x))JFm(x) + x adj(Fm(x))F

′
m(x),

y cada término en el lado derecho es un polinomio matricial de grado mN . Más aún, es un
polinomio matricial triangular inferior. Entonces podemos calcular las entradas diagonales de
ϕm(x)

−1ϕ′m(x)Υm(x), y para 1 ≤ i ≤ N tenemos

(ϕm(x)
−1ϕ′m(x)Υm(x))i,i =

(
(−ν − i)Fm(x)i,i − xF ′

m(x)i,i
)∏
p ̸=i

Fm(x)p,p,

el cual es un polinomio no nulo de grado mN . Concluimos que el coeficiente director de
ϕm(x)

−1ϕ′m(x)Υm(x) es una matriz triangular inferior invertible.

Ahora podemos aplicar los resultados de la primera parte del caṕıtulo, y definir el operador
diferencial matricial de orden uno Am actuando por la derecha por

Am =
d

dx
Υm − ϕ−1

m ϕ′mΥm. (3.9.38)

Entonces Am lleva polinomios fila o matriciales en polinomios fila o matriciales respectiva-
mente, incrementando el grado por mN . Esto es consecuencia del Lema 3.9.1 y del hecho de
que Υm es un polinomio de grado mN + 1.
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Lema 3.9.2. El operador Am preserva la regularidad de los coeficientes directores de los
polinomios.

Demostración. Es suficiente mostrar que xn · Am tiene coeficiente director invertible para
todo n ∈ N0. Por definición de Am, x

n ·Am = xn−1nΥm(x)− xnϕm(x)
−1ϕ′m(x)Υm(x) el cual

es un polinomio triangular inferior de grado menor o igual a mN + n. Podemos calcular sus
entradas diagonales y para 1 ≤ i ≤ N obtenemos

(xn ·Am)i,i = xn−1nΥm(x)− xn
(
(−ν − i)Fm(x)i,i − xF ′

m(x)i,i
)∏
p̸=i

Fm(x)p,p

=
(
nFm(x)i,i + (ν + i)Fm(x)i,i + xF ′

m(x)i,i
)
xn
∏
p ̸=i

Fm(x)p,p.

Mirando los coeficientes directores, verificamos que nFm(x)i,i+(ν+ i)Fm(x)i,i+xF
′
m(x)i,i es

un polinomio de grado m. Sigue que xn ·Am tiene exactamente grado mN+n y su coeficiente
director es una matriz triangular inferior invertible.

Siguiendo (3.2.9) definimos el operador diferencial de primer orden Bm actuando a derecha
por

Bm = Υm(x)
−1

(
d

dx
x+M

(α,ν)
1 x+M

(α,ν)
2 + ϕm(x)

−1ϕ′m(x)x

)
=

d

dx
Υ−1
m (x)x+ (Υ−1

m (x))′x+Υ−1
m (x)(M

(α,ν)
1 x+M

(α,ν)
2 ) + Υ−1

m (x)ϕ−1
m (x)ϕ′m(x)x,

(3.9.39)

y el Lema 3.2.1 vale.

3.10. Polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre

En esta sección introducimos el peso excepcional y la sucesión de polinomios excepcionales
de tipo Laguerre. Asumimos ν > máx(0,m− 1), y por lo tanto los ceros de det(Fm) no están
contenidos en [0,∞). Como hay una cantidad finita de ceros, tenemos

δ = mı́n{d(z) | z ∈ C, det(Fm(z)) = 0} > 0, (3.10.40)

donde d(z) = ı́nf{|x−z| | x ∈ [0,∞)} es la distancia de z ∈ C a [0,∞). Siguiendo la Definición
3.3.1 definimos el peso matricial en (0,∞) por

Ŵ (α,ν,m)
µ (x) =

W
(α,ν)
µ (x)

x (det(Fm(x)))
2 . (3.10.41)

Dado que podemos absorber el factor x en el numerador utilizando la parte diagonal de T (ν) en

(3.7.29) vemos que Ŵ
(α,ν,m)
µ es una matriz definida positiva en [0,∞) y det(Ŵ

(α,ν,m)
µ (x)) > 0

para x > 0. Más aún, esta observación junto con (3.10.40) implica que todos los momentos

del peso matricial Ŵ
(α,ν,m)
µ en (0,∞) existen.

Notemos que el peso excepcional Ŵ
(α,ν,m)
µ es reducible a pesos de tamaño menor si y

sólo si el peso de Laguerre W
(α,ν)
µ (x) es reducible, dado que estos solo difieren por un factor

escalar. Cálculos extensos indican que el peso de Laguerre es irreducible pero no tenemos una
prueba, véase la discusión en [90, §1].
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Proposición 3.10.1. El espacio Pol de polinomios vectoriales fila es denso en L2(W
(α,ν)
µ ) y

también es denso en L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ).

Demostración. Notemos primero que Pol está contenido en los espacios L2, dado que ambos

pesos tienen momentos finitos. Para la medida Ŵ
(α,ν,m)
µ vemos que la medida traza τ es

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dx en (0,∞) y su derivada de
Radon-Nikodym es

dτ

dx
=

1

(det(Fm(x)))2
e−x

N∑
i=1

δ
(ν)
i xν+i−1, (3.10.42)

por (3.7.29). Aplicando (3.10.40) vemos que la función exp(β|x|) es integrable con respecto a
la medida traza para β > 0, por ejemplo β = 1

2 . Por [58, Theorem. 5.2, p. 80] la medida traza
τ es determinada, y por lo tanto los polinomios son densos en el espacio de Hilbert L2(τ), el
espacio L2 con respecto a la medida traza como medida de Borel en (0,∞), ver [2].

Escribimos la medida matricial como V τ = (Vi,j)
N
i,j=1τ . Asumimos que ξ ∈ L2(Ŵ

(α,ν,m)
µ ),

ξ = (ξ1, · · · , ξN ), es ortogonal al espacio Pol. Tomando un polinomio vectorial fila nulo
excepto en el coeficiente j, (0, · · · , 0, p, 0, · · · , 0), vemos que

∫ ∞

0

( N∑
i=1

ξi(x)Vi,j(x)
)
p(x) dτ(x) = 0

para todos los polinomios escalares p. Como τ corresponde a un problema de momen-
tos (escalar) determinado, sigue que

∑N
i=1 ξiVi,j = 0 en L2(τ). Como j es arbitrario, te-

nemos ξV = (0, · · · , 0) como funciones vectoriales fiila τ -p.p. Como det(V (x))(dτdx)
N =

det(Ŵ
(α,ν,m)
µ (x)) ̸= 0 para x ̸= 0, con la notación como en (3.10.42), tenemos que ξ = 0 en

L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ). Entonces Pol es denso en L2(Ŵ

(α,ν,m)
µ ). La prueba para L2(W

(α,ν)
µ ) es análo-

ga.

Recordemos que tenemos la sucesión de polinomios ortogonales mónicos (P
(α,ν)
n )n con

respecto a W
(α,ν)
µ , i.e. P

(α,ν)
n es un polinomio matricial cuyo coeficiente director es la matriz

identidad y satisface∫ ∞

0
P (α,ν)
n (x)W (α,ν)

µ (x)
(
P (α,ν)
m (x)

)∗
dx = δm,nH

(α,ν)
n , (3.10.43)

donde la integración se realiza entrada a entrada. AqúıH
(α,ν)
n es una matriz constante definida

positiva, la cual es llamada norma cuadrada de P
(α,ν)
n . Entonces [90, Proposition 4.3] establece

que como operador diferencial matricial actuando a derecha en funciones matriciales tenemos

P (α,ν)
n · T0 = Γ(α,ν)

n · P (α,ν)
n , Γ(α,ν)

n = (−n+ α− ν)(Aµ + 1)−1 − J. (3.10.44)

Notemos que σ(Γ
(α,ν)
n ) = {−n + α − ν − j | j ∈ {1, · · · , N}}, y diagonalizando obtenemos

RnΓ
(α,ν)
n = D

(α,ν)
n Rn, con D

(α,ν)
n la matriz diagonal con −n+ α− ν − j en su entrada (j, j).

Notemos que Rn es triangular inferior e invertible. Entonces la fila j de RnP
(α,ν)
n es un

polinomio de grado n en x, y por lo tanto un elemento de Pol, y una autofunción de T0
de autovalor −n + α − ν − j. Denotamos este elemento pjn ∈ Pol. Entonces el conjunto de
autovalores de T0 es α − ν − 1 − N0, la multiplicidad del autovalor α − ν − 1 − p, p ∈ N0,
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es mı́n(N, p+ 1) y una base ortogonal del autoespacio de autovalor α− ν − 1− p está dada
por {pjn | n + j = p + 1}. De hecho como todos los grados son diferentes, la ortogonalidad
sigue de (3.10.43) luego de multiplicar a izquierda por Rn y a derecha por R∗

n. Como los
autoespacios en Pol de T0 son ortogonales para autovalores distintos, vemos que (pjn)n,j da
una base ortogonal de autovectores.

Proposición 3.10.2. El operador T0 con D(T0) = Pol es esencialmente autoadjunto en

L2(W
(α,ν)
µ ). Su clausura T0 tiene resolvente compacta y σ(T0) = α− ν − 1− N0.

Demostración. Sigue de [90, §4] que T0 con D(T0) = Pol ⊂ L2(W
(α,ν)
µ ) es simétrico. Más

aún, de (3.7.30) vemos que T0 preserva el espacio de polinomios vectoriales fila y el grado de
polinomios. Aplicando la Proposición 3.10.1, T0 está densamente definido y verificamos que
D(T ∗

0 ) es su dominio máximo, es decir

D(T ∗
0 ) = {v =

∑
n,j

cjnp
j
n ∈ L2(W (α,ν)

µ ) |
∑
n,j

cjn(α− ν − n− j)pjn ∈ L2(W (α,ν)
µ )},

con T ∗
0

∑
n,j c

j
np

j
n =

∑
n,j c

j
n(α−ν−n− j)pjn. Como cualquier elemento del gráfico de T ∗

0 está

también en la clausura del gráfico de T0 aproximando por sumas finitas, vemos que T ∗
0 = T0

y T0 es esencialmente autoadjunto. La afirmación sobre la resolvente compacta sigue, dado
que los autoespacios son de dimensión finita y los autovalores divergen a −∞.

Observación 76. La condición ν > máx(0,m− 1) implica que σ(T0) < α−m.

Lema 3.10.3. Los operadores diferenciales matriciales de primer orden Am y Bm están
densamente definidos con

Am : D(Am) = Pol ⊂ L2(W (α,ν)
µ ) → L2(Ŵ (α,ν,m)

µ ),

Bm : D(Bm) = Pol ⊂ L2(Ŵ (α,ν,m)
µ ) → L2(W (α,ν)

µ ).

Demostración. Como Pol es denso en L2(W
(α,ν)
µ ) y L2(Ŵ

(α,ν,m)
µ ) por la Proposición 3.10.1

vemos que ambos operadores tienen dominio denso. Como Am preserva el espacio Pol, ver

(3.2.7), vemos que Am lleva Pol en L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ). En conclusión Am está bien definido.

Resta probar que Bm lleva Pol en L2(W
(α,ν)
µ ), observemos que el operador Bm no preserva

polinomios en general, ver (3.9.39). Hemos definido Υm(x) = x det(Fm(x)), ν > máx(0,m−1)
de forma tal que los ceros de det(Fm(x)) están fuera de [0,∞), ver (3.10.40). Luego tenemos
que 0 < | det(Fm(x))|−1 < M en [0,∞). Considerando (3.9.39) y aplicando (3.9.37) vemos que

Bm lleva Pol en L2(W
(α,ν)
µ ) si 1

x ∈ L2(W
(α,ν)
µ ). Aplicando (3.7.29) vemos que los elementos

diagonales en la matriz diagonal x−2T (ν) son δ(ν)xν+i−2e−x para i ∈ {1, · · · , N}, entonces
todos los términos son integrables dado que ν > máx(0,m − 1). Por lo tanto, Bm lleva Pol

en L2(W
(α,ν)
µ ).

Para obtener los resultados de las Secciones 3.3 y 3.4 tenemos que verificar las condiciones
del Lema 3.3.2 y de la Proposición 3.3.3. Recordemos que Fm no tiene ceros en [0,∞) y que
|det(Fm)| está acotado por cero y también por arriba. Verificamos las hipótesis del Lema
3.3.2 observando que ambos términos se anulan en el ĺımite en ∞ dado que el factor e−x del
peso anula todas las potencias de x. Para la Proposición 3.3.3 vemos de la misma forma que
la condición de borde se anula en ∞ para cualquier par de polinomios p, q ∈ Pol. Más aún,
en 0 el término también se anula dado que las potencias de x son estrictamente positivas.
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Notemos que α−m no está en el espectro de T ∗
0 , por lo que el espectro de los operadores

autoadjuntos T0 y S1 es el mismo salvo quizá por un punto. Como el operador autoadjunto
T0 tiene resolvente compacta y una base de autofunciones en Pol por la Proposición 3.10.2,
y como A preserva Pol, vemos que pjn ·Am son autofunciones ortogonales de S1 con el mismo
autovalor −α− ν − n− j.

Proposición 3.10.4. Sea f = (f1, . . . , fN ) ∈ Ker(Bm), entonces fi(x) = exri(x), donde ri

es una función racional de x. En particular, en L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ) el núcleo de Bm es trivial.

Demostración. Sea f ∈ Ker(Bm), entonces g(x) = f(x)Υ(x)−1e−x satisface

g ·
(
d

dx
x+ (M

(α,β)
1 + 1)x+M

(α,β)
2 + ϕm(x)

−1ϕ′m(x)x

)
= 0. (3.10.45)

La prueba sigue probando que gi es una función racional para todo i. La entrada (1, N) de
(3.10.45) es

(gN (x)xFm(x)N,N )
′ = 0 entonces gN (x) =

1

xFm(x)N,N
+ c.

Más generalmente y procediendo recursivamente, la entrada (1, j) de (3.10.45) es

(gj(x)xFm(x)j,j)
′ = Rj(x),

dondeRj es una función racional que involucra a gN , . . . , gj+1, y a Fm(x)N,N , . . . , Fm(x)j+1,j+1

por lo que gj es una función racional de x.

3.10.1. Polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre

En esta subsección introducimos una sucesión de polinomios matriciales excepcionales
de tipo Laguerre. Recordemos que tenemos la sucesión de polinomios matriciales ortogonales

mónicos (P
(α,ν)
n )n con respecto aW

(α,ν)
µ , ver (3.10.43). Fijamosm ∈ N0 y siguiendo el Teorema

3.4.1 denotamos

P̂ (α,ν,m)
n = P (α,ν)

n ·Am. (3.10.46)

Estos son los polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre asociados a (T0, ϕm,Υm).

Teorema 3.10.5. Asumimos ν > máx(0,m−1), entonces P̂
(α,ν,m)
n es un polinomio matricial

de grado mN + n con coeficiente director invertible cuyas filas forman una base ortogonal de

L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ). Más aún, P̂

(α,ν,m)
n es una autofunción de T1 de autovalor Γ

(α,ν)
n .

Demostración. El polinomio P̂
(α,ν,m)
n es un polinomio matricial de grado mN + n. Más aún,

su coeficiente director es triangular inferior e invertible, ver Lema 3.9.2 y su demostración.

Por el Teorema 3.4.1, tenemos que P̂
(α,ν,m)
n es una autofunción de T1 de autovalor Γ

(α,ν)
n y los

polinomios excepcionales son ortogonales con respecto a Ŵ
(α,ν,m)
µ . Finalmente, la Proposición

3.10.4 implica α −m /∈ σp(S1) y por la Proposición 3.4.2 las filas de P̂
(α,ν,m)
n son densas en

L2(Ŵ
(α,ν,m)
µ ).

Observación 77. En el caso escalar, i.e. N = 1, los polinomios excepcionales de Laguerre han
sido estudiados por diversos autores, ver por ejemplo [18, 42, 64, 66, 68, 98, 109, 110, 112, 113].
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Finalizamos esta sección haciendo un link entre nuestra notación de polinomios excepcionales

de tipo Laguerre P̂
(α,ν,m)
n y algunas de las notaciones en la literatura.

En [66, 68, 98], los polinomios excepcionales de Laguerre están clasificados como de tipo

I, tipo II, y tipo III Xm-Laguerre. Los polinomios excepcionales de Laguerre P̂
(α,ν,m)
n se

corresponden con los de tipo II, ver [66, Sección 4.2]:

P̂
(α,ν+1,m)
n−m = −LII,νn,m = A(ν+1)

m · L(ν+1)
n−m ,

donde L
(ν+1)
n−m denota el polinomio de Laguerre escalar de grado n − m y parámetro ν + 1.

Notemos que la acción del operador de entrelazamiento A
(ν+1)
m es por la izquierda tal como en

la notación estándar del caso escalar [66, Ecuación (88)]. Más aún, en [66] los autores evalúan

el operador de entrelazamiento A
(ν+1)
m en Lν+1

n−m de tal forma que LII,νn,m sea un polinomio de
grado n.

En términos de particiones, en [18, Proposition 4, Ecuación (69)], los autores muestran
que los polinomios excepcionales de Laguerre de tipo II se corresponden con

LII,νn,m = cn,mL
(ν−m)
∅,(1,...,1),n,

donde L
(ν−m)
∅,(1,...,1),n denota el polinomio excepcional asociado a las particiones ∅, (1, . . . , 1),

ver [18, Definition 4], y cn,m es una constante dependiente de n,m, ν.

3.11. Ceros de polinomios matriciales excepcionales de tipo
Laguerre

En esta sección presentamos información numérica sobre los ceros de los polinomios ma-
triciales excepcionales de tipo Laguerre discutidos previamente. Los ceros son los ceros del
determinante de los polinomios matriciales excepcionales, tal como para los polinomios orto-
gonales matriciales [39,48].

Nuestros experimentos numéricos conducen a las siguientes conjeturas para los ceros de

det(P̂
(α,ν,m)
n ) bajo la condición ν > máx(0,m− 1):

1. det(P̂
(α,ν,m)
n ) tiene nN ceros reales simples;

2. det(P̂
(α,ν,m)
n ) tiene m grupos de N2 ceros complejos fuera de [0,∞), y la multiplicidad

puede ser mayor a uno;

3. Los ceros complejos de multiplicidad mayor a uno de det(P̂
(α,ν,m)
n ) coinciden con los

ceros de Υm y hay mN ceros complejos múltiples de multiplicidad N − 1.

Respaldamos las conjeturas con los gráficos de la Figura 3.1. Observamos que, para N =
1, la primera conjetura fue discutida en [18, §6.1] y también en [68, §4.3]. Los ceros de

det(P̂
(α,ν,m)
n ) también pueden ser generados para varios grados relajando la condición ν >

máx(0,m − 1). En este caso, el comportamiento de los ceros se vuelve más caótico y las
conjeturas no parecen válidas.
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(a) N = 2, m = 30, n = 7,
α = 30, ν = 31.

(b) N = 3, m = 13, n = 5,
α = 14, ν = 14. Los ćırculos
sólidos son ceros dobles.

(c) N = 2, m = 30, n = 7,
α = 30, ν = 27,5.

Figura 3.1: Soporte numérico para las conjeturas de la Sección 3.11.



CAPÍTULO 4

Ecuaciones no abelianas de tipo Toda y polinomios ortogonales matriciales

Los resultados de este caṕıtulo aparecen en “Non-Abelian Toda-type equa-
tions and matrix valued orthogonal polynomials” Proceedings of the American
Mathematical Society [31]. Coautores: Alfredo Deaño y Pablo Román.

4.1. Introducción

El Lattice de Toda es un sistema de ecuaciones diferenciales introducido por Morikazu
Toda [121, 122] para describir la evolución temporal de un sistema de part́ıculas en la recta
real con interacción exponencial. Las ecuaciones son:

q̈n = eqn−1−qn − eqn−qn+1 , n ∈ Z, (4.1.1)

donde qn = qn(t) es el desplazamiento de la part́ıcula n, y hemos usado la notación estándar
ḟ = df

dt . Para establecer una conexión con polinomios ortogonales en R, consideramos el
sistema semi-infinito (con condicion de borde q−1 = −∞) o el sistema finito (con condicion de
borde q−1 = −∞, qn+1 = ∞). Una formulación alternativa, la cual muestra la integrabilidad
del sistema, fue dada por Flaschka [57] y Manakov [99]: definiendo las nuevas variables

a2n = eqn−1−qn , bn = −pn−1, (4.1.2)

donde pn = q̇n. Las ecuaciones de Toda pueden ser escritas como

d

dt
a2n = a2n(bn−1 − bn),

d

dt
bn = a2n − a2n+1. (4.1.3)

Tomamos el caso semi-infinito, con condición de borde q−1 = −∞, entonces a20 = 0 y el
sistema puede ser escrito como un par de Lax J̇ = [J,B], donde J es un operador simétrico,
tridiagonal y B es un operador bidiagonal antisimétrico:

J =


b0 a1 0

a1 b1 a2
. . .

0 a2 b2
. . .

. . .
. . .

. . .

 , B =
1

2


0 a1 0

−a1 0 a2
. . .

0 −a2 0
. . .

. . .
. . .

. . .

 . (4.1.4)
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Debido a esta estructura, las ecuaciones de Toda aparecen de forma natural en la teoŕıa
de polinomios ortogonales: dada una medida positiva µ con momentos finitos de todos los
órdenes en R, podemos construir una familia de polinomios ortonormales pn(x) que satisfacen∫

R
pn(x)pm(x)dµ(x) = δn,m,

para n,m = 0, 1, . . ., y una relación de recurrencia

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x), (4.1.5)

con condiciones iniciales p−1(x) = 0 y p0(x) = µ
−1/2
0 , donde µ0 =

∫
R dµ(x). Rećıprocamente,

dada una relación de recurrencia como en (4.1.5) con an > 0, el Teorema de Favard (ver
por ejemplo [27, Theorem 4.4] o [80, Theorem 2.5.2]) garantiza la existencia de una medida
dµ(x) con respecto a la cual existe una familia de polinomios ortonormales que satisfacen dicha
relación de recurrencia. Un resultado similar se satisface introduciendo una deformación de los
coeficientes an, bn (y por lo tanto de la medida de ortogonalidad, los polinomios ortonormales y
todas las cantidades relacionadas) con respecto a un parámetro temporal t. Más precisamente,
consideramos una modificación de la medida µ con un factor exponencial e−xt:∫

R
pn(x; t)pm(x; t)e

−xtdµ(x) = δn,m

siempre que los momentos de e−xtdµ(x) existan y sean finitos. Las ecuaciones de Toda se
obtienen por compatibilidad entre la relación de recurrencia (4.1.5) y el comportamiento
dinámico de los polinomios en función de t.

Es común en lugar de polinomios ortonormales pn(x; t) utilizar los polinomios mónicos
Pn(x; t). Podemos escribir pn(x; t) = γn(t)Pn(x; t). En tal caso, la relación de recurrencia es

xPn(x; t) = Pn+1(x; t) + bn(t)Pn(x; t) + a2n(t)Pn−1(x; t). (4.1.6)

Utilizando la ortogonalidad de los polinomios Pn(x; t) se verifica

d

dt
Pn(x; t) = a2n(t)Pn−1(x; t). (4.1.7)

Derivando (4.1.6) con respecto a t, aplicando (4.1.7) y utilizando (4.1.6) obtenemos

a2n(t)(Pn(x; t) + bn−1Pn−1(x; t) + a2n−1Pn−2(x; t))

= a2n+1Pn(x; t) + ḃ(t)Pn(x; t) + bn(t)a
2
n(t)Pn−1(x; t)

+ ȧ2n(t)Pn−1(x; t) + a2n(t)a
2
n−1(t)Pn−2(x; t). (4.1.8)

Comparando los coeficientes de Pn(x; t) en (4.1.8) obtenemos

d

dt
bn(t) = a2n(t)− a2n+1(t).

Los coeficientes de Pn−1(x; t) dan

d

dt
a2n(t) = a2n(t)(bn−1(t)− bn(t)).
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Estas son las ecuaciones de Toda para n ≥ 0 y a20 = 0. Las condiciones iniciales a2n(0) y
bn(0) son los coeficientes de la relación de recurrencia de los polinomios ortogonales mónicos
asociados a la medida µ.

En este caso, la correspondiente matriz de Jacobi no es simétrica, pero podemos realizar
la transformación

J̃(t) = Γ−1(t) J(t) Γ(t), Γ(t) = diag(γ0(t), γ1(t), . . .).

El par de Lax es de la forma
˙̃
J =

[
J̃ , B̃

]
, con

J̃ =


b0 1 0

a21 b1 1
. . .

0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

 , B̃ =


b0 1 0

0 b1 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

 . (4.1.9)

Hemos incluido esta formulación con los polinomios mónicos, dado que presentaremos un
resultado análogo para polinomios ortogonales matriciales en la Sección 4.2.3.

Otras deformaciones similares, tales como e−tx
k
dµ(x), con k ≥ 1, conducen a la jerarqúıa

de Toda, ver [125]. El lattice de Toda se corresponde con k = 1. Deformaciones de la me-
dida con respecto a varios parámetros temporales, tales como e

∑∞
i=1 tixidµ(x), son también

importantes, y conducen a la jerarqúıa de ecuaciones discretas KP [1].

Observación 78. Hemos considerado a los polinomios ortogonales Pn(x; t) como funciones de
dos variables x y t. Sin embargo, el grado n de los polinomios es un parámetro importante
y la relación de recurrencia de tres términos (4.1.6) nos da la dinámica en esta variable
discreta. Por lo tanto, es recomendable considerar Pn(x; t) como una función de tres variables
n, x, t, con n ∈ N0. En cada una de estas variables estos polinomios satisfacen ecuaciones
diferenciales o en diferencias. La compatibilidad entre las ecuaciones en la variable n y t nos
da las ecuaciones de Toda. La compatibilidad entre las ecuaciones en las variables n y x da
ecuaciones discretas de Painlevé, ver [124, 125]. Una combinación de las ecuaciones de Toda
y las ecuaciones discretas de Painlevé, da la compatibilidad entre las tres variables n, x, t. De
este modo, en muchos casos, obtenemos una ecuación diferencial que puede ser identificada
con alguna de las ecuaciones diferenciales de Painlevé, ver [124,125].

La conexión entre sistemas integrables y polinomios ortogonales matriciales ha sido ex-
plorada en la literatura, mayormente para obtener versiones no abelianas de objetos clasicos
como las ecuaciones de Painlevé, ver por ejemplo [15, 20, 21, 26]. Mencionamos los trabajos
recientes [10,14] sobre ecuaciones matriciales de Toda y Volterra, aśı como también el análisis
general sobre ladder operators para polinomios ortogonales matriciales dado en [30], basado
en las ideas de Casper y Yakimov en [24]. El lattice de Toda no abeliano es una versión no
conmutativa del lattice de Toda clásico estudiado por Bruschi et al. [16] y Gekhtman [61].
Se pueden obtener soluciones del lattice de Toda no abeliano considerando los coeficientes de
la relación de recurrencia de tres términos para polinomios ortogonales matriciales donde el
peso matricial se deforma por un factor exponencial.

Consideramos una función peso matricial W : R → CN×N hermitiana definida positiva
sobre la recta real con núcleo trivial (p.p) y una medida positiva µ en el intervalo [a, b], donde
a y b pueden ser ±∞. Suponemos que W tiene momentos finitos, ver (1.5.19), y por lo tanto
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W define un producto interno matricial en el espacio de polinomios matriciales MN (C)[x]
mediante

⟨P,Q⟩ =
∫ b

a
P (x)W (x)Q(x)∗dµ(x), (4.1.10)

donde ∗ denota la transpuesta conjugada. Para tal peso matricial, sabemos que existe una
única sucesión de polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn)n≥0 tales que

⟨Pn(x), Pm(x)⟩ =
∫
R
Pn(x)W (x)Pm(x)

∗dµ(x) = Hnδn,m, (4.1.11)

donde Hn es una matriz definida positiva y δn,m es la delta de Kronecker, ver Sección 1.5.1.
La sucesión de polinomios ortogonales matriciales mónicos (Pn)n≥0 satisface una relación de
recurrencia de tres términos

xPn(x) = Pn+1(x) +B(n)Pn(x) + C(n)Pn−1(x), (4.1.12)

donde los coeficientes B(n) y C(n) son matrices N × N . Observemos que la notación en
(4.1.12) difiere levemente de la dada en (1.5.23). Optamos por utilizar esta notación ya que
en este caso, nos permite dar los resultados con mayor claridad. Esperamos que esto no
conduzca a ninguna confusión.

La deformación de Toda clásica para W es análoga a la del caso escalar, y está dada por

W (x; t) = e−txW (x), t ∈ R,

ver por ejemplo [82, 103]. El objetivo principal de este caṕıtulo es estudiar una nueva clase
de deformaciones de un peso matricial W (x) reemplazando el rol de x en el término e−tx

por un polinomio matricial Λ(x) que satisfaga una propiedad de simetŕıa con respecto al
peso. Esta construcción incluye deformaciones con respecto a cualquier polinomio escalar con
coeficientes reales, la cual lleva a la jerarqúıa de Toda.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 4.2 presentamos los
principales resultados del caṕıtulo: la Sección 4.2.1 introduce deformaciones del peso de la
forma e−tΛ(x)W (x), donde t ∈ R y Λ(x) satisface una condición de simetŕıa adecuada con
respecto a W (x). Dado este operador diferencial Λ(x), existe un correspondiente operador
diferencialM(t), con coeficientes Gj(n; t), cuyas ecuaciones de evolución temporal estudiamos
en la Sección 4.2.2. Estas ecuaciones pueden escribirse en forma de par de Lax, involucrando
operadores en bloque tridiagonales y bidiagonales, como se muestra en la Sección 4.2.3. En
la Sección 4.3, para un Λ(x) dado, estudiamos deformaciones de la forma e−v(Λ(x);t)W (x),
donde v(x; t) es un polinomio de grado k con coeficiente director positivo dado. Concluimos
el caṕıtulo con un ejemplo detallado de polinomios deformados tipo Hermite en la Sección
4.4.

En este caṕıtulo, recordando lo explicado en la Sección 1.5.4, trabajaremos con operadores
Λ ∈ MN de orden cero simétricos con respecto al producto interno matricial (4.1.10), esto es

⟨P · Λ(x), Q⟩ = ⟨P,Q · Λ(x)⟩,

para todos P,Q ∈ MN (C)[x]. Los operadores simétricos de orden cero están caracterizados
por:

Definición 4.1.1. Denotamos por S(W ) al conjunto de todos los operadores simétricos de
orden cero:

S(W ) := {Λ(x) ∈ MN : Λ(x)W (x) =W (x)Λ(x)∗, ∀x ∈ [a, b]}. (4.1.13)
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De acuerdo a [24, Theorem 3.7] la condición de simetŕıa implica que Λ ∈ FR(P ), y por
lo tanto, existe un correspondiente operador en diferencias φ−1(Λ) ∈ FL(P ). Más aún, si
tomamos n = 0 en la relación

Pn(x) · Λ(x) = φ−1(Λ) · Pn(x), n ∈ N0,

obtenemos que Λ es un polinomio matricial. Sigue que S(W ) ⊆ FR(P ).
Operadores simétricos de orden cero constantes conducen a pesos matriciales reducibles,

véase por ejemplo [89, 119], y por esta razón es de gran interés determinar si existen tales
operadores para un peso matricial dado. En general, esto no es una tarea fácil, véase por
ejemplo [82,86,89,90].

En este caṕıtulo trabajaremos con operadores simétricos de orden cero y grado superior
(es decir, no constantes), cuya existencia no dice nada sobre la reducibilidad del peso, véase
por ejemplo el Caṕıtulo 2 y [30] para ejemplos no triviales.

4.2. Deformaciones matriciales de pesos

4.2.1. Condiciones de simetŕıa

El objetivo de esta sección es introducir una clase de deformaciones de un peso matricial
W (x) reemplazando el rol de x por un operador simétrico de orden cero Λ(x) ∈ S(W ).
Consideramos deformaciones de la forma

W (x; t) = e−tΛ(x)W (x), t ∈ R. (4.2.14)

Podemos verificar que el peso deformado es hemitiano:

W (x; t)∗ =W (x)∗e−tΛ(x)
∗
=W (x)e−tΛ(x)

∗
= e−tΛ(x)W (x) =W (x; t).

Esta propiedad sigue también de la Definición 4.1.1, dado que el peso matricialW (x; t) puede
ser escrito en forma simétrica como

W (x; t) = e−
t
2
Λ(x)W (x)e−

t
2
Λ(x)∗ .

Tal como para la deformación clásica de Toda, el principal objetivo es obtener ecuaciones de
evolución temporal para cantidades relevantes asociadas a los polinomios ortogonales matri-
ciales con respecto a t. La condición de simetŕıa en la Definición 4.1.1 es una propiedad clave
que nos permitirá mover el factor Λ(x) cuando diferenciemos con respecto a t y realicemos
integración por partes.

Asumiendo que el peso deformado tiene momentos finitos de todos los órdenes, construi-
mos la sucesión de polinomios ortogonales mónicos (Pn(x; t))n≥0 que satisface

⟨Pn(x; t), Pm(x; t)⟩t :=
∫
R
Pn(x; t)W (x; t)Pm(x; t)

∗dµ(x) = Hn(t)δn,m, (4.2.15)

donde Hn(t) es una matriz invertible, definida positiva. Asociado al peso matricial W (x; t),
tenemos las álgebras de Fourier deformadas a derecha e izquierda FL(P ; t) y FR(P ; t). Ob-
servemos que

Λ(x)W (x; t) = Λ(x)e−tΛ(x)W (x) = e−tΛ(x)Λ(x)W (x) = e−tΛ(x)W (x)Λ(x)∗ =W (x; t)Λ(x)∗.
(4.2.16)
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Esto implica que el operador Λ(x) está en la intersección de todas las FR(P ; t), para t ≥ 0. Más
aún, observemos que para cualquier polinomio v con coeficientes reales, v(Λ(x)) ∈ S(W (x; t))
y por lo tanto v(Λ(x)) ∈ FR(P ; t).

En consecuencia, para todo t > 0 existe M(t) = φ−1
t (Λ(x)) ∈ FL(P ; t), tal que

Pn(x; t) · Λ(x) =M(t) · Pn(x; t), n ∈ N0. (4.2.17)

Observación 79. Tal como en la sección anterior, (4.2.17) implica que Λ(x) es un polinomio
matricial. Si

Λ(x) = Λkx
k + Λk−1x

k−1 + · · ·+ Λ0, (4.2.18)

entonces por (1.5.35) y el hecho de que Λ(x) = Λ(x)† y M(t) = M(t)†, el operador en
diferencias M(t) tiene 2k + 1 términos:

M(t) =

k∑
j=−k

Gj(n; t)δ
j . (4.2.19)

En lo que resta de este caṕıtulo, nos ocuparemos de la evolución temporal de los coefi-
cientes Gj(n; t) del operador (4.2.19).

Lema 4.2.1. El coeficiente Gk de M(t) es independiente de t y n.

Demostración. La demostración sigue comparando los coeficientes directores de Pn(x; t)·Λ(x)
y M(t) · Pn(x; t). Como Pn(x; t) · Λ(x) =M(t) · Pn(x; t) para todo t ≥ 0, y

Pn(x; t) · Λ(x) = xn+kΛk + términos de grado menor,

M(t) · Pn(x; t) = Gk(n; t)x
n+k + términos de grado menor,

comparando el coeficiente de xn+k obtenemos Gk(n; t) = Λk, y en conclusión Gk(n; t) es
independiente de t y n.

Proposición 4.2.2. La siguiente relación se satisface:

Gℓ(n; t)Hn+ℓ(t) = Hn(t)G−ℓ(n+ ℓ; t)∗, ℓ = −k, . . . , k. (4.2.20)

Demostración. Para ℓ ∈ {−k, . . . , k}, tenemos que

Gℓ(n; t)Pn+ℓ(x; t) =M(t) · Pn(x; t)−
k∑

j=−k, j ̸=ℓ
Gj(n; t)Pn+j(x; t),

luego por ortogonalidad y por el hecho de que M †(t) =M(t),

Gℓ(n; t)Hn+ℓ(t) = ⟨Gℓ(n; t)Pn+ℓ(x; t), Pn+ℓ(x; t)⟩t = ⟨M(t) · Pn(x; t), Pn+ℓ(x; t)⟩t
= ⟨Pn(x; t),M(t) · Pn+ℓ(x; t)⟩t
= Hn(t)G−ℓ(n+ ℓ; t)∗.

Esto completa la prueba de la proposición.

Observación 80. Observamos que (4.2.20) puede ser vista como un sistema de ecuaciones de
Pearson débiles, ver Sección 2.2.3.



4.2. DEFORMACIONES MATRICIALES DE PESOS 115

4.2.2. Ecuaciones de tipo Toda

En esta sección, obtendremos ecuaciones para la evolución temporal en la variable t de los
coeficientes Gj(n; t). En analoǵıa con el caso escalar, las llamamos ecuaciones de tipo Toda.

Recordemos la notación ⟨·, ·⟩t para el producto interno matricial introducido en (4.2.15).
Comenzaremos con dos identidades auxiliares, que serán necesarias para la demostración del
teorema principal.

Lema 4.2.3. La siguiente relación se satisface:

Ḣn(t) = −G0(n; t)Hn(t) = −Hn(t)G0(n; t)
∗. (4.2.21)

Demostración. Si derivamos Hn(t) con respecto a t, usamos (4.2.15) y ortogonalidad obtene-
mos

d

dt
Hn(t) = −⟨Pn(x; t) · Λ(x), Pn(x; t)⟩t = −⟨M(t) · Pn(x; t), Pn(x; t)⟩t.

Por ortogonalidad tenemos que

d

dt
Hn(t) = −G0(n; t)Hn(t).

La segunda igualdad en (4.2.21) sigue de la Proposición 4.2.2 para ℓ = 0.

Lema 4.2.4. Para m = −k, . . . , k, tenemos la identidad

Gm(n; t)Hn+m(t) = ⟨M(t) · Pn(x; t), Pn+m(x, t)⟩t = ⟨Pn(x; t), Pn+m(x, t) · Λ(x)⟩t. (4.2.22)

Demostración. Observemos que, para m = −k, . . . , k, usando ortogonalidad,

⟨M(t) · Pn(x; t), Pn+m(x, t)⟩t =
k∑

j=−k
⟨Gj(t)Pn+j(x; t), Pn+m(x, t)⟩t

= ⟨Gm(n; t)Pn+m(x; t), Pn+m(x, t)⟩t = Gm(n; t)Hn+m(t).

La segunda igualdad sigue de la construcción de los operadores Λ(x) y M(t) y del hecho que
Λ(x) = Λ(x)†.

En el siguiente teorema presentamos el resultado principal del caṕıtulo, que nos da ecua-
ciones para la evolución temporal de los coeficientes Gm(n; t) del operador en diferencias
M(t) en términos de t. Notemos que podemos tener valores de m positivos y negativos, y que
estos dos casos deben ser separados al desarrollar las ecuaciones de evolución temporal.

Teorema 4.2.5. Los coeficientes Gm(n; t) satisfacen las siguientes ecuaciones de evolución
temporal en t:

Ġm(n; t) =

m∑
j=−k

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)−
k+m∑
j=0

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t), m = −k, . . . ,−1,

Ġm(n; t) =
−1∑

j=−k+m
Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)−

k∑
j=m+1

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t), m = 0, . . . , k.
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Demostración. Para derivar las ecuaciones de evolución temporal de Gm(n; t), notemos que
para m = −k, . . . , k, tenemos que

d

dt
(Gm(n; t)Hn+m(t)) =

d

dt
⟨Pn(x; t), Pn+m(x; t) · Λ(x)⟩t = I1(t) + I2(t) + I3(t), (4.2.23)

donde

I1(t) = ⟨Ṗn(x; t), Pn+m(x, t) · Λ(x)⟩t,
I2(t) = −⟨Pn(x; t) · Λ(x), Pn+m(x, t) · Λ(x)⟩t,
I3(t) = ⟨Pn(x; t), Ṗn+m(x, t) · Λ(x)⟩t.

El término I2(t) esta dado por

I2(t) = −⟨Pn(x; t) · Λ(x), Pn+m(x, t) · Λ(x)⟩t

= −
k∑

j,ℓ=−k
⟨Gj(n; t)Pn+j(x; t), Gℓ(n+m; t)Pn+m+ℓ(x; t)⟩t

= −
k∑

j=−k
Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗

= −
mı́n{k+m,k}∑

j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗.

Tal como en (1.5.31) asumimos que Hn = 0 para todo n < 0. Más aún, observamos que
hemos restringido el ı́ndice en la suma anterior dado que de lo contrario los coeficientes Gj
son cero.

Ahora calculamos I1(t). Para n+m+ j ≤ n− 1 tenemos que

0 =
d

dt
⟨Pn(x; t), Pn+m+j(x; t)⟩t

= ⟨Ṗn(x; t), Pn+m+j(x; t)⟩t − ⟨Pn(x; t) · Λ(x), Pn+m+j(x; t)⟩t + ⟨Pn(x; t), Ṗn+m+j(x; t)⟩t.

Observemos que el último término es igual a cero, entonces

⟨Ṗn(x; t), Pn+m+j(x; t)⟩t = ⟨Pn(x; t) · Λ(x), Pn+m+j(x; t)⟩t
= ⟨Pn(x; t),M(t) · Pn+m+j(x; t)⟩t = Hn(t)G−m−j(n+m+ j; t)∗.

De la ecuación anterior obtenemos que

I1(t) = ⟨Ṗn(x; t), Pn+m(x; t) · Λ(x)⟩t =
−m−1∑
j=−k

⟨Ṗn(x; t), Pn+m+j(x; t)⟩tGj(n+m; t)∗

=

−m−1∑
j=−k

Hn(t)G−m−j(n+m+ j; t)∗Gj(n+m; t)∗.
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Aplicando (4.2.20), haciendo un shift en el ı́ndice de la suma y restringiendo el ı́ndice nueva-
mente, obtenemos

I1(t) =

−m−1∑
j=−k

Gm+j(n; t)Hn+m+j(t)Gj(n+m; t)∗ =

−1∑
j=m−k

Gj(n; t)Hn+jGj−m(n+m; t)∗

=
−1∑

j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Hn+jGj−m(n+m; t)∗.

Haciendo un cálculo similar obtenemos que

I3(t) =
m−1∑

j=−k+m
Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗ =

m−1∑
j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗.

Luego de algunas cancelaciones en los términos de la suma I1(t)+I2(t)+I3(t), el lado derecho
de (4.2.23) es igual a

mı́n{−1,m−1}∑
j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗−
mı́n{k+m,k}∑
j=máx{0,m}

Gj(n; t)Hn+j(t)Gj−m(n+m; t)∗.

Aplicando (4.2.20) de nuevo, la ecuación anterior es igual a

mı́n{−1,m−1}∑
j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)Hn+m(t)−
mı́n{k+m,k}∑
j=máx{0,m}

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)Hn+m(t).

Por otro lado, para (4.2.23) tenemos que

d

dt
(Gm(n; t)Hn+m(t)) = Ġm(n; t)Hn+m(t) +Gm(n; t)Ḣn+m(t)

= Ġm(n; t)Hn+m(t)−Gm(n; t)G0(n+m; t)Hn+m(t),

aplicando (4.2.21). Finalmente, multiplicando por Hn+m(t)
−1 a la derecha y reorganizando

los términos, obtenemos

Ġm(n; t) =

mı́n{−1,m−1}∑
j=máx{−k+m,−k}

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)−
mı́n{k+m,k}∑
j=máx{0,m}

Gj(n; t)Gm−j(n+ j; t)(t)

+Gm(n; t)G0(n+m; t).

Esto concluye la prueba del teorema.

Presentamos los casos k = 1 y k = 2 expĺıcitamente.

Corolario 4.2.6 (Ecuaciones no-Abelianas de tipo Toda). El caso k = 1, i.e., M de orden
3 da las ecuaciones de tipo Toda:

Ġ0(n; t) = G−1(n; t)G1(n− 1; t)−G1(n; t)G−1(n+ 1; t),

Ġ−1(n; t) = G−1(n; t)G0(n− 1; t)−G0(n; t)G−1(n; t),

Ġ1(n; t) = 0.
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Como ejemplo, consideramos Λ(x) = x, en tal caso el operador en diferencias es el corres-
pondiente a la relación de recurrencia de tres términos:

L(t) = δ +B(n; t) + C(n; t)δ−1,

i.e., G1(n; t) = 1, G0(n; t) = B(n; t), G−1(n; t) = C(n; t), y obtenemos

Ḃ(n; t) = C(n; t)− C(n+ 1; t),

Ċ(n; t) = C(n; t)B(n− 1; t)−B(n; t)C(n; t).

Hemos recuperado las ecuaciones de Toda (no-Abelianas) estándares para los coeficientes
de la relación de recurrencia. Para un Λ(x) más general, obtenemos coeficientes G0(n; t) y
G±1(n; t) que pueden ser escritos en términos de B(n; t) y C(n; t).

Corolario 4.2.7. El caso k = 2, i.e., M de orden 5 da las ecuaciones

Ġ0(n; t) = G−2(n; t)G2(n− 2; t) +G−1(n; t)G1(n− 1; t)−G1(n; t)G−1(n+ 1; t)

−G2(n; t)G−2(n+ 2; t),

Ġ−1(n; t) = G−2(n; t)G1(n− 2; t)−G0(n; t)G−1(n; t)−G1(n; t)G−2(n+ 1; t)

+G−1(n; t)G0(n− 1; t),

Ġ1(n; t) = G−1(n; t)G2(n− 1; t)−G2(n; t)G−1(n+ 2; t),

Ġ−2(n; t) = G−2(n; t)G0(n− 2; t)−G0(n; t)G−2(n; t),

Ġ2(n; t) = 0.

Como antes, en este caso los términos Gm(n; t) pueden ser escritos en término de B(n; t)
y C(n; t) de la relación de recurrencia de tres términos (4.1.12), pero no incluimos el detalle
de esta cuenta.

4.2.3. Par de Lax

Las ecuaciones de evolución temporal para los coeficientes Gm(n; t) que hemos obtenido,
ver Teorema 4.2.5, pueden ser escritas en forma de par de Lax. Consideremos las matrices
semi-infinitas a bloques L, L+, donde i, j ∈ N0,

Li,j =

{
0 |i− j| > k,
Gj−i(i; t) |i− j| ≤ k,

L+
i,j =

{
Li,j i ≤ j,
0 i > j.

Teorema 4.2.8 (Par de Lax). La siguiente relación se satisface:

L̇ = [L,L+],

donde [L,L+] = LL+ − L+L.

Demostración. Calculamos

(LL+)n,n+m =
∞∑
s=0

Ln,sL
+
s,n+m =

∞∑
r=−n

Ln,r+nL
+
r+n,n+m =

mı́n{k,m}∑
r=máx{−n,−k}

Ln,r+nL
+
r+n,n+m

=

mı́n{k,m}∑
r=máx{−n,−k}

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t) =

mı́n{k,k+m,m}∑
r=máx{−n,−k,m−k}

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t).
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Similarmente obtenemos

(L+L)n,n+m =

mı́n{k,k+m}∑
r=0

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t).

Calculando el corchete obtenemos el resultado deseado:

[L,L+]n,n+m = (LL+)n,n+m − (L+L)n,n+m

=

mı́n{k,k+m,m}∑
r=máx{−n,−k,m−k}

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t)−
mı́n{k,k+m}∑

r=0

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t).

En conclusión tenemos

[L,L+]n,n+m =
m∑

r=−k
Gr(n; t)Gm−r(r + n; t)−

k+m∑
r=0

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t), m = −k, . . . ,−1,

[L,L+]n,n+m =

m∑
r=m−k

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t)−
k∑
r=0

Gr(n; t)Gm−r(r + n; t), m = 0, . . . , k.

Aqúı asumimos que la sucesión Gj(n; t) = 0 para valores negativos de n. Concluimos que
[L,L+]n,n+m coincide con el lado derecho de las ecuaciones de evolución temporal dadas en
el Teorema 4.2.5. Esto concluye la demostración del teorema.

Observamos que este resultado es una versión en bloques del caso escalar dado en (4.1.9)
y generaliza otros casos conocidos en la literatura: podemos considerar deformaciones con
respecto a un monomio escalar Λ(x) = xk, para k ≥ 1, lo que conduce a la jerarqúıa de Toda
como se explica en [125, Section 2.3], y también para Λ(x) ∈ R[x]. Más aún, el resultado de
esta sección incluye el caso matricial Λ(x) ∈ S(W ), ver (4.1.13).

4.3. Ecuaciones de Toda polinomiales

En las secciones anteriores, consideramos el caso general de un operador en diferencias
M(t) con 2k+1 términos, ver (4.2.19), que viene de un polinomio Λ(x) de grado k y forma dada
en (4.2.18). Observamos que tal forma puede ser también obtenida como una composición
de v(Λ(x); t), con Λ(x) de grado uno y v(x; t) un polinomio de grado k en x. En este caso,
ademas de M(t), existe otro operador en diferencias MΛ(t) asociado a Λ(x), el cual tiene tres
términos. En esta sección estudiamos ecuaciones de evolución temporal para este operador
en diferencias, con respecto a un parámetro real extra t.

Sea Λ(x) ∈ S(W ) un polinomio de grado uno y v un polinomio de grado k en x que
depende suavemente de un parámetro temporal t tal que

H(x; t) = e−v(Λ(x);t)W (x),

tiene momentos finitos de todos los órdenes. Sea (PHn (x; t))n la sucesión de polinomios orto-
gonales mónicos asociada a H. Observemos que Λ(x), v(Λ(x); t) ∈ S(H(x; t)), y entonces

PHn · Λ(x) =MΛ(t) · PHn =⇒ PHn · v(Λ(x); t) = v(MΛ; t) · PHn ,
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donde

MΛ(t) = K1(n; t)δ +K0(n; t) +K−1(n; t)δ
−1, (4.3.24)

y v(MΛ; t) tiene 2k+1 términos, los cuales pueden escribirse como combinaciones deK±1(n; t)
y K0(n; t). Observemos que el coeficiente K1(n; t) es de hecho independiente de t y n com-
parando coeficientes directores como en la demostración del Lema 4,2,1, pero conservamos la
notación para ser consistentes.

Siguiendo a [30, Remark 3], dado el operador en diferencias MΛ correspondiente al poli-
nomio de grado uno Λ, y cualquier polinomio q, denotamos por q(MΛ; t)ℓ(n; t) al coeficiente
de q(MΛ; t) de orden ℓ en δ:

q(MΛ; t) =

deg q∑
j=− deg q

q(MΛ; t)j(n; t) δ
j . (4.3.25)

Tal como se muestra en [30] el coeficiente q(MΛ; t)ℓ(n; t) puede ser obtenido siguiendo el
esquema de la Figura 4.1: q(MΛ; t)ℓ(n; t) es igual a la suma sobre todos los caminos po-
sibles desde PHn (x; t) a PHn+ℓ(x; t) en deg q pasos, donde en cada camino multiplicamos los
coeficientes correspondientes a cada flecha.

· · · PHn+1(x; t) PHn (x; t) PHn−1(x; t) · · ·
K−1(n+2;t) K−1(n+1;t)

K1(n+1;t)

K0(n+1;t)

K1(n;t)

K−1(n;t)

K0(n;t)

K1(n−1;t)

K−1(n−1;t)

K0(n−1;t)

K1(n−2;t)

Figura 4.1: Esquema para calcular q(MΛ; t)ℓ(n; t).

Por ejemplo, si q(x) = x3, Λ(x) = x, y MΛ = L el operador correspondiente a la relación
de recurrencia de tres términos en (4.1.12), tenemos q(L) = L3, y para calcular (L3)−1(n)
tenemos un total de seis caminos de Pn(x) a Pn−1(x) en tres pasos:

(L3)−1(n) = C(n)B(n− 1)2 +B(n)C(n)B(n− 1) +B(n)2C(n) + C(n+ 1)C(n)

+ C(n)C(n− 1) + C(n)2.

Antes de presentar los resultados sobre la deformación de los coeficientes K0(n; t),K±1(n; t),
damos el siguiente lema sobre la deformación de los polinomios.

Lema 4.3.1. Los polinomios ortogonales satisfacen la siguiente evolución con respecto a t:

ṖHn (x; t) =

n−1∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n(n; t)P
H
m (x; t).

Demostración. Observemos que si n > m,

0 =
d

dt
⟨PHn (x; t), PHm (x; t)⟩t = ⟨ṖHn (x; t), PHm (x; t)⟩t − ⟨PHn (x; t) · v̇(Λ(x); t), PHm (x; t)⟩t

+ ⟨PHn (x; t), ṖHm (x; t)⟩t.
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Como n > m, el último término de la ecuación anterior es cero y

⟨ṖHn (x; t), PHm (x; t)⟩t = ⟨PHn (x; t) · v̇(Λ(x); t), PHm (x; t)⟩t.

Dado que ṖHn (x; t) es un polinomio de grado n− 1, por ortogonalidad tenemos que

ṖHn (x; t) =

n−1∑
m=0

⟨ṖHn (x; t), PHm (x; t)⟩tHm(t)
−1PHm (x; t)

=

n−1∑
m=0

⟨PHn (x; t) · v̇(Λ(x); t), PHm (x; t)⟩tHm(t)
−1PHm (x; t)

=

n−1∑
m=0

⟨v̇(MΛ; t) · PHn (x; t), PHm (x; t)⟩tHm(t)
−1PHm (x; t)

=
n−1∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n(n; t)P
H
m (x; t).

Esto concluye la prueba del lema.

Observación 81. Para las ecuaciones de Toda dadas en el Corolario 4.2.6, tenemos que
v(x; t) = tx. Luego v(Λ(x); t) = tΛ(x), y v̇ = Λ(x), entonces k = 1, y el único término
no nulo se corresponde con m = n− 1, y por lo tanto

ṖHn (x; t) =

n−1∑
m=0

Km−n(n; t)P
H
m (x; t) = K−1(n; t)P

H
n−1(x; t).

Además si Λ(x) = x, MΛ es el operador de la relación de recurrencia de tres términos y

ṖHn (x; t) = C(n; t)PHn−1(x; t).

Esto es compatible con el resultado de la deformación de Toda para el caso escalar, ver
por ejemplo [125, Lemma 2.1].

Tal como en las secciones anteriores, presentamos las ecuaciones de evolución temporal
para los coeficientes K0(n; t) y K±1(n; t) del operador en diferencias.

Teorema 4.3.2. Las siguientes ecuaciones de evolución temporal se satisfacen:

K̇0(n; t) = v̇(MΛ; t)−1(n; t)K1(n− 1; t)−K1(n; t)v̇(MΛ; t)−1(n+ 1; t),

K̇−1(n; t) = v̇(MΛ; t)−2(n; t)K1(n− 2; t) + v̇(MΛ; t)−1(n; t)K0(n− 1; t)

−K1(n; t)v̇(MΛ; t)−2(n+ 1; t)−K0(n; t)v̇(MΛ; t)−1(n; t).

Demostración. Tomamos d
dt en ambos miembros de MΛ(t) · PHn (x; t) = PHn (x; t) · Λ(x), y

luego el lado derecho es igual a

ṖHn (x; t) · Λ(x) =
n−1∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n(n; t)P
H
m (x; t) · Λ(x)

=

n−1∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n(n; t)(K1(m; t)PHm+1(x; t) +K0(m; t)PHm (x; t)

+K−1(m; t)PHm−1(x; t)).
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Aplicando el Lema 4.3.1, el lado izquierdo es igual a

K1(n; t)Ṗ
H
n+1(x; t) + K̇0(n; t)P

H
n (x; t) +K0(n; t)Ṗ

H
n (x; t) + K̇−1(n; t)P

H
n−1(x; t)

+K−1(n; t)Ṗ
H
n−1(x; t),

lo que puede reescribirse como

K̇0(n; t)P
H
n (x; t) + K̇−1(n; t)P

H
n−1(x; t) +K1(n; t)

n∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n−1(n+ 1; t)PHm (x; t)

+K0(n; t)

n−1∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n(n; t)P
H
m (x; t)+K−1(n; t)

n−2∑
m=0

v̇(MΛ; t)m−n+1(n− 1; t)PHm (x; t).

Comparando los coeficientes de PHn en ambos miembros, obtenemos

K̇0(n; t) = v̇(MΛ; t)−1(n; t)K1(n− 1; t)−K1(n; t)v̇(MΛ; t)−1(n+ 1; t).

Comparando coeficientes nuevamente, obtenemos

K̇−1(n; t) = v̇(MΛ; t)−2(n; t)K1(n− 2; t) + v̇(MΛ; t)−1(n; t)K0(n− 1; t)

−K1(n; t)v̇(MΛ; t)−2(n+ 1; t)−K0(n; t)v̇(MΛ; t)−1(n; t).

Esto concluye la prueba del teorema

Corolario 4.3.3 (Ecuaciones de tipo Langmuir). Para v(x; t) = tx2 obtenemos

K̇0(n; t) = (K0(n; t)K−1(n; t) +K−1(n; t)K0(n− 1; t))K1(n− 1; t)

−K1(n; t)(K0(n+ 1; t)K−1(n+ 1; t) +K−1(n+ 1; t)K0(n; t)),

K̇−1(n; t) = K−1(n; t)K−1(n− 1; t)K1(n− 2; t)−K1(n; t)K−1(n+ 1; t)K−1(n; t)

+K−1(n; t)K0(n− 1; t)2 −K0(n; t)
2K−1(n; t).

Demostración. La demostración es consecuencia directa del Teorema 4.3.2. Notemos que
v(Λ(x); t) = tΛ(x)2 y luego v̇(Λ(x); t) = Λ(x)2. A partir de la expresión del correspondiente
MΛ en (4.3.24), obtenemos

v̇(MΛ; t) = v̇(MΛ; t)2(n)δ
2 + v̇(MΛ; t)1(n)δ + v̇(MΛ; t)0(n) + v̇(MΛ; t)−1(n)δ

−1

+ v̇(MΛ; t)−2(n)δ
−2,

donde los coeficientes en v̇(MΛ; t) pueden ser escritos en términos de K1, K0, K−1:

v̇(MΛ; t)2(n) = K1(n; t)K1(n+ 1; t),

v̇(MΛ; t)1(n) = K1(n; t)K0(n+ 1; t) +K0(n; t)K1(n; t),

v̇(MΛ; t)0(n) = K1(n− 1; t)K−1(n+ 1; t) +K0(n)
2 +K−1(n; t)K1(n− 1; t),

v̇(MΛ; t)−1(n) = K0(n; t)K−1(n; t) +K−1(n; t)K0(n− 1; t),

v̇(MΛ; t)−2(n) = K−1(n; t)K−1(n− 1; t).

El corolario sigue aplicando el Teorema 4.3.2.
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4.4. Polinomios matriciales deformados de tipo Hermite

En esta sección, consideramos el peso matricial N × N tipo Hermite W con soporte R
estudiado en [82]:

W (a)(x) = e−x
2
exAexA

∗
, Aj,k =

{
ak k = j − 1,

0 caso contrario.
(4.4.26)

donde a es un vector de parámetros a = (aj)
N−1
j=1 . En este ejemplo los ı́ndices de las matrices

j, k ∈ {1, . . . , N}. Denotamos por (P
(a)
n )n a la sucesión de polinomios ortogonales mónicos

con respecto a W (a). El álgebra de Fourier a derecha FR(P (a)) contiene cuatro operadores
diferenciales relevantes: el operador de orden cero dado por multiplicación por x, y

D(a) =
d

dx
+A, (D(a))† = −D(a) + 2x, D(a) =

d2

dx2
+

d

dx
(2A− 2x) +A2 − 2J,

ver [30]. Notemos que las expresiones dadas en esta sección difieren de las dadas en [30] en una
conjugación con una matriz constante L(0). Los operadores D(a) y (D(a))† son mutuamente
adjuntos y D(a) es simétrico. El álgebra de Lie g generada por D(a), (D(a))†, D(a), x y la
matriz identidad es un álgebra de Lie de dimensión cuatro que puede ser identificada con
el álgebra de Lie del oscilador armónico [30, Proposition 4]. El operador de Casimir de esta
álgebra de Lie es el polinomio de grado uno

C(a)(x) = D(a) − 1

2
(D(a))†D(a) = J − xA, Jii = i, Jij = 0, i ̸= j. (4.4.27)

La propiedad fundamental del operador de Casimir C es que conmuta con D(a), (D(a))†, D(a)

y x. La relación de recurrencia para los polinomios ortogonales mónicos está dada por

xP (a)
n (x) = P

(a)
n+1(x) +B(a)(n)P (a)

n (x) + C(a)(n)P
(a)
n−1(x).

Si los parámetros ak satisfacen ciertas relaciones, los coeficientes B(a)(n) y C(a)(n) tienen
expresiones simples, ver [82, Proposition 3.16].

4.4.1. El peso deformado

A partir de (4.4.27) obtenemos que C(a)(x) es un operador simétrico de orden cero, luego
C(a)(x) ∈ S(W ). Por lo tanto podemos considerar una deformación del peso con W con
respecto al operador de Casimir

W (x; t) = e−tC
(a)(x)W (a)(x). (4.4.28)

Aplicando [82, Ecuación (3.6)], obtenemos que exAJe−xA = C(a)(x) y luego exAe−tJe−xA =

e−tC
(a)(x). De esto obtenemos la siguiente expresión para el peso deformado:

W (x; t) = e−x
2
exAe−tJexA

∗
. (4.4.29)

En (4.4.29), la dependencia de t está solo en el factor diagonal e−tJ . Por otro lado, la siguiente
factorización es también válida:

W (x; t) = e−
t
2
JW (e

t
2 a)(x)e−

t
2
J . (4.4.30)

Utilizando la expresión (4.4.30), obtenemos los polinomios ortogonales mónicos con respecto

a W (x; t) en términos de los polinomios ortogonales mónicos con respecto al peso W (e
t
2 a)(x):

Pn(x; t) = e−
t
2
JP (e

t
2 a)

n (x)e
t
2
J . (4.4.31)
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4.4.2. Álgebras de Fourier deformadas

Como consecuencia de los resultados de las secciones anteriores, describimos las álgebras
de Fourier deformadas FL(P ; t) y FR(P ; t).

Teorema 4.4.1. El siguiente diagrama es conmutativo:

FL(P (e
t
2 a)) FR(P (e

t
2 a))

FL(P ; t) FR(P ; t)

φ

τ σ

φt

donde los mapas σ y τ están definidos por

σ(E) = e−
t
2
JEe

t
2
J , τ(M) = e−

t
2
JMe

t
2
J ,

y son isomorfismos de álgebras.

Demostración. Dado M ∈ FL(P (e
t
2 a)) y E = φ(M) i.e., P

(e
t
2 a)

n (x) · E = M · P (e
t
2 a)

n (x).
Aplicando (4.4.31) obtenemos

Pn(x; t) · e−
t
2
JEe

t
2
J = e−

t
2
JMe

t
2
J · Pn(x; t),

entonces φt(τ(M)) = σ(φ(M)), y el diagrama es conmutativo. Los mapas σ y τ son homo-

morfismos de álgebras, y sus inversas son σ−1(D) = e
t
2
JDe−

t
2
J y τ−1(M) = e

t
2
JMe−

t
2
J . Esto

concluye la prueba del teorema.

Corolario 4.4.2. Los coeficientes deformados de la relación de recurrencia están dados por

B(n; t) = e−
t
2
JB(e

t
2 a)(n)e

t
2
J , C(n; t) = e−

t
2
JC(e

t
2 a)(n)e

t
2
J ,

donde B(e
t
2 a)(n) y C(e

t
2 a)(n) son los coeficientes de la relación de recurrencia correspondiente

a W (e
t
2 a)(x).

La siguiente proposición muestra que los mapas τ y σ preservan las operaciones †.

Proposición 4.4.3. Sea E ∈ FR(P (e
t
2 a)) y sea E† su adjunto. Sea M = φ−1(E). Entonces

σ(E†) = (σ(E))†, τ(M †) = (τ(M))†.

Demostración. La demostración es consecuencia de la factorización del peso (4.4.30) y de la
expresión de los polinomios ortogonales mónicos (4.4.31):

⟨Pn(x; t) · σ(E), Pm(x; t)⟩t = e−
t
2
J⟨P (e

t
2 a)

n · E,P (e
t
2 a)

m ⟩e−
t
2
J = e−

t
2
J⟨P (e

t
2 a)

n , P (e
t
2 a)

m · E†⟩e−
t
2
J

= ⟨Pn(x; t), Pm(x; t) · σ(E†)⟩t.

Similarmente obtenemos

⟨τ(M) · Pn(x; t), Pm(x; t)⟩t = e−
t
2
J⟨M · P (e

t
2 a)

n , P (e
t
2 a)

m ⟩e−
t
2
J = e−

t
2
J⟨P (e

t
2 a)

n ,M † · P (e
t
2 a)

m ⟩e−
t
2
J

= ⟨Pn(x; t), τ(M †) · Pm(x; t)⟩t.

Esto concluye la prueba de la proposición.
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Corolario 4.4.4. Se verifican las siguientes relaciones:

σ(D(e
t
2 a)) = D(a), σ((D(e

t
2 a))†) = (D(a))†, σ(D(e

t
2 a)) = D(a), σ(C(e

t
2 a)) = C(a).

Los operadores D(a), (D(a))†, D(a) y C(a) pertenecen a FR(P ; t) para todo t ≥ 0. Más aún,
D(a) tiene a los polinomios mónicos Pn(x; t) como autofunciones.

Demostración. La demostración es consecuencia de la proposición anterior.

Una de las consecuencias del Teorema 4.4.1 y de la Proposición 4.4.3 es que, pese a la
evolución temporal, D(a) y (D(a))† son mutuamente adjuntos y D(a) es un operador simétrico.
Más aún, el álgebra de Lie del oscilador armónico g está contenida en FR(P ; t) para todo
t ≥ 0.

Finalmente, observamos que el operador de Casimir, C(a) actúa en los polinomios defor-
mados Pn(x, t) como una relación de recurrencia de tres términos dada por

G1(n; t)Pn+1(x; t) +G0(n; t)Pn(x; t) +G−1(n; t)Pn−1(x; t) = Pn(x; t) · C(a)(x). (4.4.32)

Aplicando [30, Lemma 4] obtenemos las siguientes expresiones para los coeficientes G1, G0,
G−1:

G1(n; t) = −A, G0(n; t) = n+ J − 2C(n; t)−AB(n; t),

G−1(n; t) = C(n; t)A− 2C(n; t)B(n− 1; t).

Aplicando el Teorema 4.2.5, los coeficientes G0 y G−1 satisfacen las ecuaciones de tipo Toda
no abelianas. Observar que el coeficiente G1 es independiente de n y t, lo cual es consistente
con el Lema 4.2.1.

4.4.3. Ejemplo: el peso deformado 2× 2

Tomamos N = 2 en (4.4.29), con A dada por(4.4.26) y a1 = a, entonces el peso deformado
W es la matriz 2× 2

W (x; t) = e−x
2−t
(

1 xa
xa x2a2 + e−t

)
,

Los polinomios ortogonales mónicos Pn(x; t) pueden ser escritos como una combinación lineal
matricial de polinomios escalares de Hermite:

2nPn(x; t) = Hn(x)− na

(
0 2

a2+2et

1 0

)
Hn−1(x) + n(n− 1)

(
2a2

a2+2et
0

0 0

)
Hn−2(x).

El caso t = 0 fue dado en [45, Theorem 5.1], salvo por una conjugación de la matriz A.
En el caso 2×2, los coeficientes G1, G0 y G−1 asociados al operador de Casimir en (4.4.32)

tienen expresiones simples

G1(n; t) = −A, G0(n; t) =

(
2 na2+et

na2+2et
0

0 (n+1)a2+4et

(n+1)a2+2et

)
, G−1(n; t) =

(
0 − 2naet

(na2+2et)2

0 0

)
.

Las ecuaciones no abelianas de tipo Toda del Teorema 4.2.5 pueden verificarse directamente
a partir de estas expresiones.



APÉNDICE A

Algunas demostraciones

A.1. Determinante Block Vandermonde

En esta subsección trabajaremos principalmente en matrices triangulares superiores y nos
enfocaremos en sus partes diagonales. Entonces, cuando dos matrices triangulares superiores
M1,M2 tengan la misma diagonal, escribiremos

M1 = M2 + s.t.s.

donde s.t.s. significa estrictamente triangular superior. Todas las matrices ρ
(λ)
i (n) de la Sec-

ción 2.8 satisfacen las condiciones del Corolario A.1.2, pero primero daremos un resultado
preliminar para un caso un poco más simple.

Lema A.1.1. Consideremos la matriz triangular superior que depende de n de la forma

M(n) = nT + T0 + s.t.s., (A.1.1)

donde T y T0 son matrices diagonales constantes y la parte s.t.s. puede depender de n. El
determinante de la matriz de Vandermonde en bloques no depende de la parte s.t.s. ni de T0,
y está dado por

det


I M(n0) . . . M(n0)

x

I M(n1) . . . M(n1)
x

...
...

...
I M(nx) . . . M(nx)

x

 = det(T )
1
2
x(x+1)

 ∏
0≤s<t≤x

(nt − ns)

N

, x ∈ N>0,

donde (nj)
x
j=0 es una lista de números complejos para los cuales M(nj) está definida.

Demostración. La prueba será por inducción en x. Ocasionalmente denotaremos la matriz
de Vandermonde en bloques por det

(
M(nj)

k
)x
j,k=0

pese a que esto sea un pequeño abuso de

notación en el caso que M(nj) sea singular. Aplicamos un análogo en bloques de operaciones
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elementales por fila y obtenemos

det


I M(n0) . . . M(n0)

x

I M(n1) . . . M(n1)
x

...
...

...
I M(nx) . . . M(nx)

x



= det


I M(n0) . . . M(n0)

x

I M(n1) . . . M(n1)
x

...
...

...
I M(nx) . . . M(nx)

x

det


I −M(n0) 0 . . . 0
0 I −M(n0) . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 . . . 0 I −M(n0)
0 . . . . . . 0 I



= det


I 0 . . . 0
I (n1 − n0)T + s.t.s. . . . M(n1)

x−1(n1 − n0)T + s.t.s.
...

...
...

I (nx − n0)T + s.t.s. . . . M(nx)
x−1(nx − n0)T + s.t.s.

 .

En el último paso hemos usado que M(nj)−M(n0) = (nj − n0)T + s.t.s.. Observemos que

M(nj)
k − M(nj)

k−1M(n0) = (nj − n0)T (njT + T0)k−1 + s.t.s. y achicando el tamaño del
determinante usando el complemento de Schur obtenemos

= det

(n1 − n0)T + s.t.s. . . . (n1 − n0)T (n1T + T0)x−1 + s.t.s.
...

...
(nx − n0)T + s.t.s. . . . (nx − n0)T (nxT + T0)x−1 + s.t.s.


= det

(
diag((nj − n0)T + s.t.s.)xj=1

)
det

I n1T + s.t.s. . . . (n1T + T0)x−1 + s.t.s.
...

...
...

I nxT + s.t.s. . . . (nxT + T0)x−1 + s.t.s.


La matriz diagonal en bloque en la segunda ĺınea tiene exactamente las entradas de la primera
columna de la matriz en la ĺınea anterior; en particular tiene la misma parte s.t.s.. Hacemos
esto para que en la primera columna del segundo determinante haya simplemente matrices
identidad sin parte s.t.s.. Entonces tenemos una reducción de las matrices de Vandermonde
en bloques a unas de tamaño menor

det
(
M(nj)

k
)x
j,k=0

= det(T )x

 x∏
j=1

(nj − n0)

N

det
(
N (nj+1)

k
)x−1

j,k=0
, (A.1.2)

donde N (n) = nT + T0 + s.t.s. Entonces N (n) tiene las mismas entradas diagonales que
M(n). Entonces como el factor que acompaña al determinante Vandermonde en bloques con
N (n) en (A.1.2) no depende de s.t.s., podemos continuar reduciendo el tamaño de la matriz
Vandermonde en bloques hasta obtener el resultado deseado.

Corolario A.1.2. El determinante dado en el Lema A.1.1 sigue valiendo si conjugamos
M(n) en (A.1.1) por una matriz invertible Q que no depende de n.
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Demostración. Sea R(n) = QM(n)Q−1. Es fácil ver que

det


I R(n0) . . . R(n0)

x

I R(n1) . . . R(n1)
x

...
...

...
I R(nx) . . . R(nx)

x

 =
det
(
diag(Q)xj=0

)
det
(
diag(Q)xj=0

) det


I M(n0) . . . M(n0)

x

I M(n1) . . . M(n1)
x

...
...

...
I M(nx) . . . M(nx)

x

 .

A.2. Demostración de la Proposición 2.8.1

En esta sección probaremos la primer parte de la Proposición 2.8.1, la cual establece que

R(λ)
n (0) = −a(I +An+λ)R

(λ+1)
n−1 (0), (A.2.3)

en donde la matriz An+λ fue introducida en (2.6.118), An+λ = (N + λ+ n− J)−1JA∗.

Demostración. Recordemos que las entradas R
(λ)
n (0)jk = ξ

(λ)
j,k,n fueron dadas expĺıcitamente

en el Teorema 2.7.8 y que Aj+1,j =
√
N−j√
a

. Comenzamos escribiendo (A.2.3) en términos de

sus entradas

ξ
(λ)
j,k,n = −aξ(λ+1)

j,k,n−1 −
j
√
a
√
N − j

(N + λ+ n− j)
ξ
(λ+1)
j+1,k,n−1.

Notemos que como las entradas ξ
(λ)
j,k,n tienen dos expresiones distintas (una para n+ j ≥

N y otra para n + j < N), debemos probar el resultado deseado entrada a entrada para
cada caso. No es necesario demostrar un caso mixto dado que ambos casos coinciden para
n + j = N , entonces para cualquier valor de los parámetros, los tres términos pueden ser
siempre considerados dentro del mismo caso.

Antes de comenzar a trabajar con cada uno de los casos, damos las siguientes expresiones
que serán útiles en la prueba:

X(j, k, n− 1, λ+ 1)

X(j, k, n, λ)
= −N + λ+ 1− j

a(λ+ 1)
,

X(j + 1, k, n− 1, λ+ 1)

X(j, k, n, λ)
=

√
N − j√
a

N + λ+ n− j

j(λ+ 1)
.

Para obtener el caso n + j > N necesitaremos una identidad hipergeométrica bastante
estándar que es fácil de comprobar en general (considerando parámetros para los cuales las
series convergen o se truncan)

d

(
3F2

(
a, b, c

d, e
; 1

)
− 3F2

(
a, b, c

d+ 1, e
; 1

))
= b

(
3F2

(
a, b+ 1, c

d+ 1, e
; 1

)
− 3F2

(
a, b, c

d+ 1, e
; 1

))
.

Se deduce que ambos lados son iguales a

∑
s=1

(a)s(b)s(c)ss

s!(d+ 1)s(e)s
.
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Considerando a = 1− k, b = j −N , c = n+ λ+1, d = λ+1 y e = 1−N y juntando algunos
términos similares obtenemos

3F2

(
1− k, j −N,n+ λ+ 1

λ+ 1, 1−N
; 1

)
=
N + λ+ 1− j

λ+ 1
3F2

(
1− k, j −N,n+ λ+ 1

λ+ 2, 1−N
; 1

)
− N − j

λ+ 1
3F2

(
1− k, j −N + 1, n+ λ+ 1

λ+ 2, 1−N
; 1

)
.

Multiplicando esta ecuación por X(j, k, n, λ)(1−N)k−1 y utilizando las relaciones de diferentes
X expresadas anteriormente en esta prueba, obtenemos el resultado deseado para n+ j > N .

El caso n+j ≤ N es ligeramente diferente. Nótese que ahora en lugar del factor (1−N)k−1

tenemos (1− n− j)k−1, por lo que ya no es un factor común en los tres términos de nuestro
resultado deseado. La identidad hipergeométrica necesaria es algo menos estándar,

3F2

(
a, b, c

d, e
; 1

)
=

c

d

e− a

e
3F2

(
a, b+ 1, c+ 1

d+ 1, e+ 1
; 1

)
− c− d

d
3F2

(
a, b+ 1, c

d+ 1, e
; 1

)
,

y puede ser demostrada utilizando los métodos descritos en [51, Recipe 5.4] para los casos
en que las series convergen o se truncan. A continuación, tomamos a = 1 − k, b = −n,
c = N − j + λ+ 1, d = λ+ 1 y e = 1− n− j, y obtenemos

3F2

(
1− k,−n,N − j + λ+ 1

λ+ 1, 1− n− j
; 1

)
=
N + λ+ 1− j

λ+ 1

n+ j − k

n+ j − 1
3F2

(
1− k,−n+ 1, N − j + λ+ 2

λ+ 2, 2− n− j
; 1

)
− N − j

λ+ 1
3F2

(
1− k,−n+ 1, N − j + λ+ 1

λ+ 2, 1− n− j
; 1

)
.

Multiplicando esta ecuación por X(j, k, n, λ)(1 − n − j)k−1 y utilizando las relaciones de
diferentes X expresadas anteriormente en esta prueba, obtenemos el resultado deseado para
n+ j ≤ N .

A.3. Demostración del Lema 2.8.6

Queremos calcular W
(λ)
R (0). Utilizaremos la expresión dada en (2.8.137). Necesitamos

(D(λ)
n )jj y R

(λ)
n (0)j,k = ξ

(λ)
j,k,n. La expresión entrada a entrada es

(
W

(λ)
R (0)

)
j,k

=

∞∑
n=0

N∑
r=1

ξ
(λ)
r,j,nξ

(λ)
r,k,n(

D(λ)
n

)
rr

.

Como esta expresión es claramente simétrica, tomaremos j ≥ k a partir de ahora. Será útil
disponer del peso estándar de los polinomios escalares duales de Hahn ver [95],

wdH(x; γ, δ,N ) =
(2x+ γ + δ + 1)(γ + x)!(x+ γ + δ)!δ!(N !)2

x!γ!(δ + x)!(N − x)!(x+ γ + δ +N + 1)!
.



130 APÉNDICE A. ALGUNAS DEMOSTRACIONES

Introducimos la siguiente abreviatura para distinguir entre las dos expresiones distintas de ξ
dependiendo de los diferentes valores de los parámetros,

ξ
(λ)
r,k,n = X(r, k, n, λ)×


α
(λ)
r,k,n n+ r ≥ N,

β
(λ)
r,k,n k ≤ n+ r < N,

0 n+ r < k.

Las expresiones expĺıcitas de α y β pueden encontrarse en el Teorema 2.7.8. A continuación,
escribimos la suma doble, que observamos que no tendrá términos cruzados,

(
W

(λ)
R (0)

)
j,k

=
∞∑
n=0

N∑
r=r0

X(r, j, n, λ)X(r, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
rr

α
(λ)
r,j,nα

(λ)
r,k,n

+

N−1∑
n=0

N−n−1∑
r=r1

X(r, j, n, λ)X(r, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
rr

β
(λ)
r,j,nβ

(λ)
r,k,n.

Denotamos r0 = máx(1, N − n) y r1 = máx(1, j − n) y siempre que una suma sea sobre el
conjunto vaćıo, la tomamos como cero. Será útil introducir otra variable de suma s = n + r
y reordenar los sumandos

(
W

(λ)
R (0)

)
j,k

=
∞∑
s=N

N∑
r=1

X(r, j, s− r, λ)X(r, k, s− r, λ)(
D(λ)
s−r

)
rr

α
(λ)
r,j,s−rα

(λ)
r,k,s−r

+

N−1∑
s=j

s−1∑
n=0

X(s− n, j, n, λ)X(s− n, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
s−n,s−n

β
(λ)
s−n,j,nβ

(λ)
s−n,k,n.

(A.3.4)

La parte común de los sumandos es (nótese que el factor de la derecha es un factorial)

X(r, j, n, λ)X(r, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
rr

=
2λ
√

(N − j)!(N − k)!(λ+ n)!

eaaλ+
1
2
(j+k)n!(λ!)2

ar+n(N + λ− r)!(N + 1− r + n+ λ)

(r − 1)!(N − r)!(N + n+ λ)!
,

donde hemos utilizado la expresión de la inversa de la parte diagonal de la norma al cuadrado
en términos de factoriales:(

D(λ)
n

)−1

rr
= e−a

(
2

a

)λ (r − 1)!

n!an
(N − r + n+ λ)!(N + 1− r + n+ λ)!

(λ+ n)!(N − r + λ)!(N + n+ λ)!
.

Las partes distintas de los sumandos son

α
(λ)
r,j,s−rα

(λ)
r,k,s−r = (−1)j+k

(N − 1)!2

(N − k)!(N − j)!

×Rj−1

(
ℓ(N − r); λ, s−N,N − 1

)
Rk−1

(
ℓ(N − r); λ, s−N,N − 1

)
β
(λ)
s−n,j,nβ

(λ)
s−n,k,n = (−1)j+k

(s− 1)!2

(s− k)!(s− j)!
,

×Rj−1

(
ℓ(n); λ,N − s, s− 1

)
Rk−1

(
ℓ(n); λ,N − s, s− 1

)
.
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Podemos encontrar un peso dual Hahn correspondiente en las partes comunes del siguiente
modo:

X(r, j, s− r, λ)X(r, k, s− r, λ)(
D(λ)
s−r

)
rr

=
2λ
√
(N − j)!(N − k)!

eaaλ−s+
1
2
(j+k)

wdH(N − r;λ, s−N,N − 1)

λ!(s−N)!((N − 1)!)2
,

y similarmente

X(s− n, j, n, λ)X(s− n, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
s−n,s−n

=
2λ
√
(N − j)!(N − k)!

eaaλ−s+
1
2
(j+k)

wdH(n;λ,N − s, s− 1)

λ!(N − s)!((s− 1)!)2
.

La primer suma en (A.3.4) es

∞∑
s=N

N∑
r=1

X(r, j, s− r, λ)X(r, k, s− r, λ)(
D(λ)
s−r

)
rr

α
(λ)
r,j,s−rα

(λ)
r,k,s−r

=
e−a2λ(−1)j+ka−λ−

1
2
(j+k)

λ!
√

(N − j)!(N − k)!

∞∑
s=N

as

(s−N)!

N∑
r=1

wdH(N − r;λ, s−N,N − 1)

×Rj−1

(
ℓ(N − r); λ, s−N,N − 1

)
Rk−1

(
ℓ(N − r); λ, s−N,N − 1

)
,

que se anula cuando j ̸= k por ortogonalidad de los polinomios dual Hahn. En el caso j = k
obtenemos

e−a2λa−λ−j

λ!(N − j)!

∞∑
s=N

as

(s−N)!

N∑
r=1

wdH(N − r;λ, s−N,N − 1)Rj−1

(
ℓ(N − r); λ, s−N,N − 1

)2
= e−a

(
2

a

)λ (j − 1)!

(λ+ j − 1)!

∞∑
s=N

as−j

(s− j)!
.

La segunda suma en (A.3.4) es igual a

N∑
s=j

s−1∑
n=0

X(s− n, j, n, λ)X(s− n, k, n, λ)(
D(λ)
n

)
s−n,s−n

β
(λ)
s−n,j,nβ

(λ)
s−n,k,n

= (−1)j+k
N∑
s=j

e−aas−
1
2
(j+k)

(s− k)!(s− j)!

(
2

a

)λ √(N − j)!(N − k)!

(N − s)!λ!

s−1∑
n=0

wdH(n;λ,N − s, s− 1)

×Rj−1

(
ℓ(n); λ,N − s, s− 1

)
Rk−1

(
ℓ(n); λ,N − s, s− 1

)
,

que se anula para j ̸= k. Para j = k tenemos

N−1∑
s=j

e−aas−j

(s− j)!2

(
2

a

)λ (N − j)!

(N − s)!λ!

s−1∑
n=0

wdH(n;λ,N − s, s− 1)Rj−1

(
ℓ(n); λ,N − s, s− 1

)2
= e−a

(
2

a

)λ (j − 1)!

(λ+ j − 1)!

N−1∑
s=j

as−j

(s− j)!
.
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Lo único que queda por hacer es combinar las sumas y realizar la suma sobre s(
W

(λ)
R (0)

)
jj

=
e−a(j − 1)!

(λ+ j − 1)!

(
2

a

)λ ∞∑
s=j

as−j

(s− j)!
=

(j − 1)!

(λ+ j − 1)!

(
2

a

)λ
=
(
T (λ)

)−1

jj
.

Las entradas de T (λ) fueron dadas en (2.6.111). Resta usar (2.8.137) para llegar al momento
cero

W
(λ)
0 = (I +A∗)−λ(T (λ))−1(I +A)−λ =

(
W (λ)(0)

)−1
.
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Quasideterminantes

Los quasideterminantes reemplazan al determinante para matrices con entradas no con-
mutativas. En esta sección solo daremos su definición, recomendamos, por ejemplo [55,69,70],
para una lectura detallada de sus propiedades y aplicaciones. Fijamos N ∈ N y consideramos
matrices Mij ∈MN (C). Consideramos la matriz nN × nN a bloques

M =

M11 . . . M1n
...

...
Mn1 . . . Mnn

 .

Denotamos por:

M (i,j) la matriz que se obtiene de M eliminando la fila i y la columna j en bloques.

rji la i-ésima fila de M sin el bloque j.

cij la j-ésima columna de M sin el bloque i.

Definición B.0.1. Dado i, j ∈ {1, . . . , N}, definimos el quasideterminante i, j de M como

|M |ij =Mij − rji (M
(i,j))−1cij ,

si la matriz M (i,j) es invertible.

Observación 82. Observemos que los quasideterminantes no siempre están definidos, e incluso
cuando lo están, no se reducen a determinantes cuando las entradas conmutan. Más bien,
para N = 1 y n ∈ N,

|M |ij = (−1)i+j
detM

detM (i,j)
,

si detM (i,j) ̸= 0.
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Problema de momentos y densidad de los polinomios ortogonales

Este apéndice está basado en [2, 13,58].

C.1. Problema de momentos

El problema de momentos consiste de las siguientes dos preguntas:

Dada una sucesión de números reales (νn)n ⊂ R, existe una medida de Borel positiva
µ sobre R tal que νn =

∫
R x

ndµ(x) para todo n ∈ N0?

Si tal medida existe, es única?

En este apéndice asumiremos que µ tiene infinitos puntos en su soporte. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir siempre que ν0 = 1.

Si µ es una medida de Borel positiva en R tal que νn =
∫
R x

ndµ(x) para todo n ∈ N0,
decimos que µ es solución al problema de momentos de (νn)n. Si µ es única, decimos que
el problema de momentos es determinado (o bien que µ es determinada), caso contrario
decimos que el problema de momentos es indeterminado (o bien que µ es indeterminada).
En el caso indeterminado, existe un conjunto convexo de medidas de probabilidad en R que
son soluciones al problema de momentos, ver [2].

Para dar respuesta a la primera pregunta, dado un polinomio arbitrario p(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + . . .+ a0, definimos

L(p) = anνn + an−1νn−1 + · · ·+ a0ν0.

Se puede verificar que L es un funcional lineal, definido para todo polinomio, es decir

L(αp+ βq) = αL(p) + βL(q),

para todos p, q polinomios y constantes α, β. Decimos que un polinomio p(x) es positivo si
no es idénticamente cero y p(x) ≥ 0 para todo x ∈ R. Observemos que si el problema de
momentos tiene una solución µ entonces

L(p) = anνn + an−1νn−1 + · · ·+ a0ν0 =

∫
R
p(x)dµ(x) > 0,
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para todo polinomio p positivo. Inspirados en este hecho definimos

Definición C.1.1. Decimos que una sucesión de números reales (νn)n es definida positiva si
L(p) > 0 para todo polinomio p positivo.

Por lo tanto, la positividad es una condición necesaria para la existencia de una solución
al problema de momentos.

Teorema C.1.2. [58, Ch II, §1, Theorem 1.3] La sucesión (νn)n es definida positiva si y
sólo si detHr > 0 para todo r ∈ N0, donde

Hr =

ν0, . . . νr
...

. . .
...

νr . . . ν2r

 ,

son las llamadas matrices de Hankel.

Es posible mostrar que la positividad de la sucesión (νn)n, es condición suficiente para
que el problema de momentos tenga solución.

Teorema C.1.3. [58, Ch II, §1, Theorem 1.4] Para que una sucesión (νn)n de números
reales sea la sucesión de momentos de una medida de Borel positiva con infinitos puntos en
su soporte es condición necesaria y suficiente que todos los determinantes de las matrices de
Hankel Hr sean positivos.

No incluimos la demostración del Teorema C.1.3, pero mencionamos que se utilizan dos
teoremas conocidos de E. Helly:

Teorema C.1.4 (Principio de selección de Helly). Toda sucesión (ϕn)n uniformemente aco-
tada de funciones reales no decrecientes en (−∞,∞), tiene una subsucesión que converge
para todo x.

Teorema C.1.5 (Teorema de convergencia de Helly). Sea (ϕn)n una sucesión uniformemente
acotada de funciones no decrecientes, definidas en un intervalo finito [a, b], que converge para
todo x ∈ [a, b] a una función ϕ. Entonces, para toda función f continua sobre [a, b] se cumple
que

ĺım
n→∞

∫ b

a
f(x)dϕn(x) =

∫ b

a
f(x)dϕ(x).

Observación 83. Dada (νn)n una sucesión positiva de números reales, por el Teorema C.1.3
existe una medida de Borel positiva µ tal que

νi =

∫
R
xidµ(x).

Se puede probar que los polinomios

pn(x) =
1

detHn−1
det


ν0, . . . νn
...

. . .
...

νn−1 . . . ν2n−1

1 . . . xn


son los polinomios ortogonales mónicos con respecto a µ.
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Para dar respuesta a la segunda pregunta formulada al comienzo de esta sección, consi-
deramos los autovalores de las matrices de Hankel. Dada µ una medida positiva, solución al
problema de momentos de (νn)n, es decir

νn =

∫
R
xndµ(x) para todo n ∈ N0.

Las matrices de Hankel asociadas Hr son matrices hermitianas definidas positivas. Por tanto,
todos los autovalores de Hr son positivos. Denotamos al autovalor más pequeño de Hr por
λr.

Teorema C.1.6. [13, Theorem 1.1] El problema de momentos asociado a la sucesión (νn)n ⊂
R es determinado si y sólo si ĺımr→∞ λr = 0.

Denotamos por C al conjunto de todas las medidas de Borel positivas sobre R con mo-
mentos finitos de todos los órdenes determinadas.

C.2. Densidad de polinomios ortogonales en L2(µ)

Dada una medida de Borel positiva µ sobre R con momentos finitos de todos los órdenes,
denotamos por L2(µ) a las funciones medibles con respecto a dµ cuadrado integrables.

Definición C.2.1. Dada una sucesión (fn)n∈N0 ⊂ L2(µ) con
∫
fnfmdµ = 0 si n ̸= m,

decimos que la sucesión ortogonal (fn)n es densa en L2(µ) si dada g ∈ L2(µ) con
∫
fngdµ = 0

para n ∈ N0, entonces g es constantemente cero.

Lema C.2.2. La sucesión (fn)n es densa en L2(µ) si y sólo si para toda h ∈ L2(µ) y todo
ϵ > 0 existe un fn-polinomio F (x) =

∑N
n=0 cnfn para el cual

∫
(h− F )2dµ < ϵ.

Observación 84. Si fn = pn una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a µ entonces
los fn-polinomios son simplemente los polinomios y por lo tanto, la sucesión (pn)n es densa
si para toda f ∈ L2(µ) y ϵ > 0 existe un polinomio q para el cual

∫
(f − q)2dµ < ϵ.

En su trabajo, M. Riesz [107] caracterizó todas las distribuciones dµ para las cuales los
polinomios ortogonales (pn)n asociados a µ son densos. Por esta razón las distribuciones con
esta propiedad son llamadas distribuciones de Riesz.

Teorema C.2.3. [2, Theorem 2.3.3] El conjunto de polinomios es denso en L2(µ) si y sólo
si µ es una solución N -extremal del poblema de momentos.

En esta sección enunciamos los resultados que utilizamos en esta tesis omitiendo sus
correspondientes demostraciones.

Teorema C.2.4. [58, Ch II, §4, Theorem 4.2] Dada f ∈ L2(µ), y supongamos que dµ(x)
1+x2

∈ C
y sea ϵ > 0 arbitrario. Existe un polinomio q tal que∫

R
|f(x)− q(x)|2dµ(x) < ϵ.

Observación 85. Se puede probar que si dµ ∈ C entonces dµ(x)
1+x2

∈ C , utilizando el Teorema
[58, Ch II, §2, Theorem 2.6].



C.2. DENSIDAD DE POLINOMIOS ORTOGONALES EN L2(µ) 137

Teorema C.2.5. [58, Ch II, §5, Theorem 5.2] Si para un β > 0 se tiene que∫
R
eβ|x|dµ(x) =M <∞,

entonces dµ ∈ C .

Corolario C.2.6. [2, Corollary 2.3.3] Si µ ∈ C entonces los polinomios son densos en L2(µ).

Las hipótesis del Teorema C.2.5 se satisfacen por ejemplo para las funciones peso

w(x) = e−x
2
, x ∈ (−∞,∞).

w(x) = xαe−x, x ∈ (0,∞), α > −1.

Como consecuencia del Teorema C.2.4 los correspondientes polinomios ortogonales (Hermite
o Laguerre respectivamente) son densos en los correspondientes espacios L2(µ).



APÉNDICE D

Operadores no acotados

Este apéndice está basado en [85, 108].

Consideremos H un espacio de Hilbert. Por operador nos referimos a un mapa lineal
T : D(T ) → H cuyo dominio D(T ) es un subespacio de H. Lo denotamos (T,D(T )) y no
asumimos T acotado. El gráfico de T es el subespacio de H×H definido por

G(T ) = {(u, Tu) : u ∈ D(T )}.

Definición D.0.1. Dados S y T operadores en H, decimos que T es una extensión de S si
D(S) ⊂ D(T ) y Sv = Tv para todo v ∈ D(S), y lo denotamos por S ⊂ T . Si S ⊂ T y T ⊂ S,
decimos que S y T son iguales, y escribimos S = T.

Observación 86. En términos del gráfico vemos que S ⊂ T si y sólo si G(S) ⊂ G(T ).

Definición D.0.2. Un operador T es cerrado si su gráfico es cerrado respecto a la topoloǵıa
producto de H×H.

Observación 87. T ∈ B(H) si y sólo si D(T ) = H y T cerrado, como consecuencia del
Teorema del gráfico cerrado.

Definición D.0.3. Decimos que un operador lineal T es densamente definido si D(T ) = H.

Dado (T,D(T )) un operador no acotado densamente definido en H. podemos definir el
operador adjunto (T ∗, D(T ∗)). Primero definimos

D(T ∗) = {v ∈ H : u→ ⟨Tu, v⟩ es continuo en D(T )}.

Como T está densamente definido, podemos extender el mapa u→ ⟨Tu, v⟩, para v ∈ D(T ∗),
a un funcional lineal ω : H → C. Por el Teorema de representación de Riezs existe un único
w ∈ H tal que ω(u) = ⟨u,w⟩ para todo u ∈ H.

Observación 88. La unicidad es consecuencia del hecho de que hemos asumido que T es
densamente definido. Por lo tanto los únicos operadores T que tendrán adjunta T ∗ serán los
densamente definidos.
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Definición D.0.4. La adjunta T ∗ se define como T ∗v = w, de forma tal que

⟨Tu, v⟩ = ⟨u, T ∗v⟩,

para todo u ∈ D(T ) y v ∈ D(T ∗).

Observación 89. Si S, T y ST son densamente definidos entonces T ∗S∗ ⊂ (ST )∗.

Definición D.0.5. Decimos que un operador (T,D(T )) es simétrico si

⟨Tu, v⟩ = ⟨u, Tv⟩, para todo u, v ∈ D(T ).

Los operadores simétricos densamente definidos son exactamente los que satisfacen T ⊂ T ∗.
Si T = T ∗, decimos que T es autoadjunto.

Observación 90. Si T ∈ B(H) estas propiedades coinciden.

Observación 91. Si D(T ) es denso y ⟨Tu, v⟩ = ⟨u, Sv⟩ para todo u ∈ D(T ), y v ∈ D(S),
entonces S ⊂ T ∗.

Teorema D.0.6. La adjunta de un operador densamente definido es cerrada. En particular,
los operadores autoadjuntos son cerrados.

Demostración. Probaremos el lema mostrando que

G(T ∗) = {(−Tu, u) : u ∈ D(T )}⊥,

para el producto interno ⟨(u, v), (x, y)⟩ = ⟨u, x⟩+ ⟨v, y⟩ en H×H.

(v, w) ∈ G(T ∗) ⇐⇒ T ∗v = w,

⇐⇒ ⟨Tu, v⟩ = ⟨u, T ∗v⟩ = ⟨u,w⟩ para todo u ∈ D(T ),

⇐⇒ ⟨(−Tu, u), (v, w)⟩ = −⟨Tu, v⟩+ ⟨u,w⟩ = 0 para todo u ∈ D(T ),

⇐⇒ (v, w) ∈ {(−Tu, u) : u ∈ D(T )}⊥.

Observación 92. Sea T un operador densamente definido en H. Entonces T tiene una exten-
sión cerrada si y sólo si D(T ∗) es denso en H. Más aún T ∗∗ es una extensión de T.

Teorema D.0.7. Si T es un operador densamente definido y cerrado entonces D(T ∗) es
denso y T ∗∗ = T.

Observación 93. Notemos que dado un operador simétrico T , vale queD(T ) ⊂ D(T ∗), y por lo
tanto D(T ∗) es un subespacio denso. Tomando adjunta nuevamente obtenemos (T ∗∗, D(T ∗∗))
como la menor extensión cerrada de (T,D(T )), i.e., cualquier operador densamente definido
simétrico tiene una extensión cerrada. Por lo tanto T ⊂ T ∗ ⊂ T ∗∗.

Definición D.0.8. Un operador simétrico densamente definido T es esencialmente autoad-
junto si su clausura es autoadjunta, i.e. T ⊂ T ∗∗ = T ∗.

En lo que resta del caṕıtulo, asumiremos que T es densamente definido. Si el operador (T−
z1H), z ∈ C, tiene inversa G(z) := (T − z1cH)

−1 (llamada operador resolvente) densamente
definida y acotada, entonces podemos extender G(z) a un operador lineal acotado en H y
llamamos a z valor regular.
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Definición D.0.9. La resolvente de un operador no acotado T , denotada ρ(T ), es el conjunto

ρ(T ) = {z ∈ C : z es un valor regular de T}.

El espectro de T es σ(T ) = C \ ρ(T ).

Definición D.0.10. Definimos el espectro puntual de T como

σp(T ) = {z ∈ σ(T ) : T − z1H no es uno a uno} ⊂ σ(T ).

Observación 94. Dado z ∈ σp(T ), existe v ∈ H tal que (T − z1H)v = 0, es decir z es un
autovalor de T .

Observación 95. El espectro de un operador autoadjunto está contenido en R.



APÉNDICE E

Ecuaciones diferenciales matriciales con singularidades

Discutiremos algunos resultados sobre la noción de singularidades y singularidades regu-
lares de ecuaciones diferenciales matriciales siguiendo a Coddington y Levinson [28], espe-
cialmente el Caṕıtulo 4 y los Ejercicios 2 y 13. El enfoque de Coddington y Levinson [28]
es muy general. Para el método de Frobenius para ecuaciones diferenciales de segundo orden
y la ecuación inicial, ver Coddington y Levinson [28, Caṕıtulo 4, §7-8] y por ejemplo Tem-
me [117, §4.2]. Para el caso especial de operadores diferenciales hipergeométricos, ver [118].
En este apéndice seguimos la convención de operadores actuando a izquierda tal como en
[28]. Consideremos para n = 2, (ver [28, Caṕıtulo. 4, Ejercicio 2])

z2w′′(z) + zB1(z)w
′(z) +B2(z)w(z) = 0, (E.0.1)

donde B1 y B2 son funciones matriciales N ×N anaĺıticas en un disco abierto de radio r > 0,
lo cual significa que cada entrada es anaĺıtica. Buscamos soluciones vectoriales w ∈ CN de
(E.0.1). Siguiendo a [28, Chapter 4, § 5] tomamos φ1(z) = w(z), φ2(z) = zw′(z), luego la

función φ =

(
φ1

φ2

)
∈ C2N satisface

φ′(z) = A(z)φ(z), A(z) =
1

z

(
0 I

−B2(z) I −B1(z)

)
, (E.0.2)

aqúı A es una matriz 2N×2N , la cual es una matriz en bloques 2×2 de matrices N×N , donde
0, respectivamente I, denota la matriz cero N × N , y la matriz identidad respectivamente.
En particular, z = 0 es una singularidad de primer tipo y una singularidad regular, ver
[28, Capitulo 4, § 2], y esto está en concordancia con [118] para el caso del operador diferencial

matricial hipergeométrico. Tomando R = zA(z)|z=0 =

(
0 I

−B2(0) I −B1(0)

)
la ecuación

inicial correspondiente es det(µ − R) = 0, ver [28, p. 127], y aplicando [114, Theorem 3,
Ecuación (14)] la ecuación inicial para (E.0.2) es

det
(
µ(µ− 1) + µB1(0) +B2(0)

)
= 0. (E.0.3)

Las soluciones de la ecuación inicial son los exponentes de (E.0.2) y (E.0.1). Dado que B1 y
B2 son anaĺıticas, la matriz A(z) =

∑∞
m=−1 z

mAm es una serie de Laurent convergente cerca
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de z = 0, y por lo tanto [28, Theorem 3.1] muestra que cualquier solución formal de (E.0.2)
es convergente en una región 0 < |z| < a para algún a > 0. Más aún, (E.0.2) tiene una matriz

fundamental Φ de soluciones de la forma Φ(z) = zR̂P (z) para alguna región 0 < |z| < a
para algún a > 0. Aqúı P (z) es una serie de potencias convergente y R̂ está relacionada a
R, ver [28, Chapter 4, Theorem 4.2]. En el caso de que R sea semisimple, existe una base de
soluciones φλ(z) = zλf(z), λ autovalor de R, y f una función vectorial anaĺıtica en un disco
|z| < r para algún r > 0, ver Ejercicio 13 de [28, Chapter 4] donde también se considera el
caso de R general. En particular, tenemos 2N soluciones de (E.0.1) de la forma zµf(z) para
µ solución de (E.0.3), asumiendo que R es semisimple. Más aún, si asumimos que B2(0) = 0
como matrices, (E.0.3) se reduce a µN det(µ − 1 + B1(0)) = 0 y B1(0) semisimple. En este
caso tenemos N soluciones linealmente independientes anaĺıticas en un disco centrado en 0,
y tenemos N soluciones de la forma z1−µif(z), con f anaĺıtica en un disco centrado en 0, y
{µi}Ni=1 autovalores de B1(0).

Notemos que el mismo análisis puede realizarse para cualquier otro punto z0 ∈ C rea-
lizando el cambio de variables z − z0 tal como para z0 = ∞ reemplazando z = 1/ζ, ver
[28].
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[66] D. Gómez-Ullate, N. Kamran, and R. Milson. Exceptional orthogonal polynomials and the Darboux
transformation. J Phys A, Math Theor. 2010; 43, No. 43, Article ID 434016, 16 p.
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