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Resumen

La teoria de polinomios ortogonales matriciales fue introducida por Krein en la década
de 1940 y, desde entonces, ha sido estudiada en distintos contextos. En este trabajo, nos
enfocaremos en el estudio de propiedades de polinomios ortogonales matriciales en la recta
real y trabajaremos casi exclusivamente con matrices de tamafio arbitrariamente grande.
Nuestro interés radica en la exploracién de extensiones matriciales de polinomios ortogonales
escalares, asi como también de sus propiedades destacadas.

Esta tesis estd estructurada en tres partes independientes. Cada una de estas partes se
dedica al estudio de una extensién matricial diferente de polinomios ortogonales escalares. En
cada caso, se presenta una exposicién detallada de la teoria general, seguida de la aplicacién
de esta teoria a un ejemplo particular.

El objetivo principal del Capitulo 2 es dar una generalizacién matricial del concepto de
suceston dual de polinomios ortogonales. Introducimos una nocién de dualidad para polino-
mios ortogonales matriciales con respecto a medidas con soporte en los enteros no negativos.
Mostramos que las familias duales estdn intimamente relacionadas con ciertos operadores en
diferencias actuando en los polinomios ortogonales matriciales. Estos operadores pertenecen
a las llamadas algebras de Fourier, las cuales tienen un papel fundamental en la construccién
de familias. Aplicamos la teoria desarrollada a una familia de polinomios matriciales de tipo
Charlier con shift operators explicitos, los cuales nos permiten encontrar férmulas explicitas
para la relacién de recurrencia de tres términos, operadores en diferencias y normas cuadra-
das. En el caso escalar, los polinomios de Charlier son autoduales, sin embargo, en el caso
matricial obtenemos tres sucesiones distintas de polinomios duales.

En el Capitulo 3 damos un analogo matricial de polinomios excepcionales. Los polinomios
excepcionales pueden ser construidos considerando factorizaciones adecuadas de un operador
diferencial de segundo orden dado y realizando transformaciones de Darboux. Discutimos
ortogonalidad y densidad de la sucesion excepcional en detalle. Aplicamos la teoria general
desarrollada en este capitulo a un ejemplo de polinomios excepcionales de tipo Laguerre de
tamano arbitrario.

En el Capitulo 4 estudiamos deformaciones de polinomios ortogonales matriciales. Estas
deformaciones se construyen utilizando ciertos operadores matriciales simétricos con respecto
al producto interno matricial inducido por el peso matricial. Mostramos que los coeficientes
de la recurrencia asociada a estos operadores satisfacen generalizaciones de ecuaciones no
Abelianas de Toda. Damos una formulacién en par de Lax para estas ecuaciones, y discutimos
en detalle un ejemplo de polinomios de tipo Hermite deformados.

Palabras claves: Polinomios ortogonales matriciales, medidas discretas, funciones hiper-
geométricas, ecuaciones de Toda, par de Lax, polinomios excepcionales, polinomios duales.

MSC 2020: 33045, 33C47, 37K10, 42C05, 33C47, 33E30.



Abstract

The theory of matrix-valued orthogonal polynomials was introduced by Krein in the 1940’s
and, since then, has been studied in different contexts. In this work, we will focus on studying
properties of matrix orthogonal polynomials on the real line, and we will almost exclusively
work with matrices of arbitrarily large size. Our interest lies in exploring matrix extensions
of scalar orthogonal polynomials, as well as their prominent properties.

This thesis is structured into three independent parts. Each of these parts is devoted
to the study of a different matrix extension of scalar orthogonal polynomials. In each case,
a detailed exposition of the general theory is presented, followed by the application of this
theory to a specific example.

The main goal of Chapter 2 is to explore a matrix generalization of the concept of dual
sequences of orthogonal polynomials. We introduce a notion of duality for matrix valued
orthogonal polynomials with respect to a measure supported on the nonnegative integers.
We show that the dual families are closely related to certain difference operators acting on
the matrix orthogonal polynomials. These operators belong to the so called Fourier algebras,
which play a key role in the construction of the families. In order to illustrate duality, we
describe a family of Charlier type matrix orthogonal polynomials with explicit shift operators
which allow us to find explicit formulas for three term recurrences, difference operators and
squared norms. These are the essential ingredients for the construction of different dual
families.

In Chapter 3 we give an analog of exceptional polynomials in the matrix valued setting by
considering suitable factorizations of a given second order differential operator and performing
Darboux transformations. Orthogonality and density of the exceptional sequence is discussed
in detail. We give an example of matrix valued exceptional Laguerre polynomials of arbitrary
size.

In Chapter 4 we study parameter deformations of matrix valued orthogonal polynomials.
These deformations are built on the use of certain matrix valued operators which are sym-
metric with respect to the matrix valued inner product defined by the orthogonality weight.
We show that the recurrence coefficients associated with these operators satisfy generaliza-
tions of the non-Abelian Toda lattice equations. We provide a Lax pair formulation for these
equations, and an example of deformed Hermite-type matrix valued polynomials is discussed
in detail.

Keywords: Matrix valued orthogonal polynomials, discrete measures, hypergeometric
functions, Toda equations, Lax pair, exceptional polynomials, dual polynomials.

MSC 2020: 33C45, 33C47, 37K10, 42C05, 33C47, 33E30.
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Polinomios ortogonales escalares

La teoria de polinomios ortogonales tiene sus origenes en los trabajos de A. M. Legendre
a principios del siglo XIX, quien estudié la familia de polinomios p,, que surge de la funcién
generatriz

1 o0
- = E pr(x)t".
V1 —2xt+t2 e

A finales del siglo XIX, a partir de los trabajos de P.L. Chebyshev, A.A. Markov y T.J
Stieltjes se formaliz6 la nocién general de polinomios ortogonales. Esta teoria tuvo un gran
desarrollo en la primera mitad del siglo XX impulsado por una gran cantidad de aplicaciones
a distintas areas de la fisica y de la matematica.

En esta seccion daremos la definicion y propiedades generales de polinomios ortogonales
respecto a medidas positivas. Comenzaremos con una medida de Borel positiva u en R,
con infinitos puntos en su soporte. De acuerdo al Teorema de descomposicién de Lebesgue
[84, Corollary 7.10], toda medida de Borel p se descompone de forma vinica como

p=w(z)dz + pqg + ps,

donde w(z) > 0 es una funcién integrable en todo intervalo acotado, pg es una unién nu-
merable de puntos de deltas tal que la suma de los pesos en cualquier intervalo acotado es
finita y ps es una medida singular continua. Asumiremos que p tiene momentos finitos de
todo orden, es decir

RS / 2l du(z) < oo para todo j € Npy. (1.1.1)
R

Dada una medida de Borel positiva sobre R con momentos finitos de todo orden, definimos
un producto interno en C[z] mediante

Q) = /R P (@) dpu(z). (11.2)

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Observacion 1. Notemos que como p tiene momentos finitos de todo orden, (p,q), < oo para
todo par de polinomios p, q € C[z].

Definicién 1.1.1. Decimos que una sucesiéon de polinomios (¢n)n>0, con deggq, = n para
todo n € Ny, es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a (-, -) si

<qn7 Qm> = 5n,mhn para todo n,m > 07

donde h,, es un nimero positivo para todo n. Si h, = 1 para todo n, decimos que (¢n)n>0
es una sucesién de polinomios ortonormales. Si el producto interno estd dado por (p,q),,
decimos que los polinomios son ortogonales (respectivamente ortonormales) con respecto a

L

Sélo consideramos medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue
sobre R o medidas puramente discretas. Es decir consideramos productos internos que sean
o bien integrales con pesos o sumas sobre un subconjunto de la recta real

b 7 [e%)
b q) = / p@a@w)ds, () =3 pasa@u),
a 1=0

donde los parametros a,b no son necesariamente finitos. En la literatura, estos dos casos se
conocen como caso continuo y caso discreto, respectivamente.

Observacion 2. Estas medidas abarcan gran parte de las medidas de ortogonalidad de las
familias de polinomios ortogonales en el Askey-Scheme, ver Subseccién 1.3.2. Las familias de
polinomios clasicos de Hermite, Laguerre y Jacobi, por ejemplo, son ortogonales con respecto
a una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Los polinomios
de Charlier, Meixner, Krawtchouk, Hahn y Racah, por otro lado, son ortogonales con respecto
a una medida puramente discreta. Mas generalmente, los polinomios de Askey-Wilson son
ortogonales con respecto a una medida de ortogonalidad que estd dada por la suma de una
absolutamente continua y discreta, ver [94].

Observacion 3. Resulta también de interés estudiar casos en los que el soporte de la medida
es finito. En este caso (1.1.2) no resulta ser un producto interno, puesto que podria existir
p # 0 con (p,p) = 0. Sin embargo, es posible definir ortogonalidad de polinomios con la
diferencia que solo obtendremos una cantidad finita de polinomios ortogonales.

Aplicando argumentos estandares, podemos verificar que dada una medida de Borel po-
sitiva ¢ en R con momentos finitos de todo orden, existe una tinica sucesion de polinomios
ortogonales moénicos (pp)n>0 C R[z] con respecto a p.

Dada una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a u se puede verificar que
ésta satisface la llamada relacion de recurrencia de tres términos. La versién ménica de esta
relacion es:

:Epn(l‘) = pn+1(x) + bnpn(x) + Cnpnfl(x)v p*l(x) =0, (1'1'3)

donde b, € Ry ¢, > 0. Como consecuencia de la relacién de recurrencia de tres términos
tenemos la llamada Identidad de Christoffel-Darboux.

Teorema 1.1.2 (Identidad de Christoffel-Darboux). Dado N € N y (pn)n la sucesion de
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polinomios ortogonales monicos con respecto a [, las siguientes identidades se verifican:

N—-1
pe(@)pk(y)  pn(@)pN-1(y) — pN(2)pN-1(Y)
kzo I = T #y.

— hn-1(z —y)
N—-1
pe(z)?  py(@)pn-1(y) — pn(2)py_1 (v)
k:ZO hi hn_1 TEY

El reciproco de la relacién de recurrencia de tres términos es un importante resultado
que se conoce con el nombre de Teorema de Favard. Este teorema, que demuestra que toda
sucesion de polinomios que satisface una relacién de recurrencia, es una sucesién de polino-
mios ortogonales, fue dado por J. Favard en 1935 [3, pp. 209] aunque aparentemente, fue
descubierto al mismo momento e independientemente por J. Shohat y I. Natanson. A con-
tinuacién damos el enunciado del Teorema de Favard, su demostracion puede encontrarse
en [3, Theorem 6.4] o [80, Theorem 2.5.2].

Teorema 1.1.3 (Teorema de Favard). Sean (bp)n>1 ¥ (¢n)n>1 dos sucesiones de nimeros
reales con cn, > 0 para todo n. Sea (pn)n>0 definida por la siguiente relacion de recurrencia

Prn+1(z) = (& — bp)pn(z) — enpn—1(z), n=1,2,3,... (1.1.4)

con p_1(x) =0, po(z)=1. Entonces, existe una medida de Borel positiva p en R tal que

<p07p0>,u, = (1, <pm(x)apn(m)>,u =0 m#na man:0a172a"'

1.2. Familias de polinomios ortogonales Clasicos

Debido a su frecuente aparicién en problemas de fisica y matematica aplicada, las familias
de polinomios ortogonales asociados a los nombres Hermite, Laguerre y Jacobi son sin lugar
a duda las més estudiadas y las de mayor importancia. A estas familias se las conoce como
Familias de polinomios ortogonales Cldsicos:

Hermite: w(r)=e"" (a,b) =R, pn = Hp,
Laguerre: w(z) =z% " (a,b) = (0,00), pn = L,
Jacobi: w(z) = (1+z)%(1 —2z)? (a,b) = (—1,1), pn = PP

donde a, 8 > —1. Los polinomios de Jacobi con parametro o = 3 son llamados polinomios
de Gegenbauer.

A lo largo de los anos, se han podido probar muchas propiedades y caracterizaciones de
estas familias. En 1929, S. Bochner [17] probd que si una sucesién de polinomios (pp)n>0
satisface una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

fo(z)pi(z) + fi(z)p),(z) + fo(x)pn(x) = An pu(2), n=0,1,... (1.2.5)

entonces fo, f1 y fo deben ser polinomios de grado deg f; < i. Més atin, si (p,), es una
sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una medida de Borel positiva, entonces
tiene que ser (salvo transformaciones afines) una de las familias de polinomios ortogonales
clasicos de Hermite, Laguerre y Jacobi.
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Observacion 4. En (1.2.5) asumimos que tenemos soluciones polinomiales de todo grado. Esto
resulta ser una hipdtesis importante la cual puede ser relajada, ver Seccién 1.4.

A partir de las expresiones explicitas de los polinomios pertenecientes a las Familias
Clasicas, es sencillo verificar que las derivadas de estos polinomios forman una sucesién de
polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo. Asi, por ejemplo, la derivada de un
polinomio de Hermite es un multiplo de un polinomio de Hermite, y las derivadas de los
polinomios de Laguerre y Jacobi son un multiplo de polinomios de Laguerre y Jacobi con un
pardametro distinto. En 1935, W. Hahn [77] probé que toda sucesién de polinomios ortogonales
cuya sucesion de derivadas es ortogonal con respecto a un peso positivo satisface una ecuacion
de la forma (1.2.5) y, por lo tanto, debe ser una de las Familias Clésicas.

Otra caracterizacién importante fue dada por W. A. Al-Salam y T. S. Chihara en 1972.
En su trabajo [4], se demuestra que las Familias Cldsicas son las tnicas que satisfacen una
férmula de estructura de la forma

(@)pn () = (an@ + Ba)pn(@) + Ynpno1 (@), (1.2.6)

donde 7(z) es un polinomio fijo.
Otras caracterizaciones importantes de las Familias Clasicas son que satisfacen una férmu-

la de Rodrigues:
S G ).

donde k,, es una constante positiva y ¢ es un polinomio de grado a lo sumo dos, y los pesos
asociados satisfacen una ecuacion de Pearson:

dr

donde ¢ es un polinomio de grado < 2 y % de grado 1.

1.3. Polinomios ortogonales hipergeométricos

Es natural complementar esta clasificacion con familias de polinomios ortogonales que
satisfacen una ecuacién en diferencias de segundo orden. Asi, en [59] se prueba que las fa-
milias de Hahn, Krawtchouk, Meixner, Charlier estdn caracterizadas por ser soluciones de
una ecuacién en diferencias de segundo orden con coeficientes polinomiales. Sus diferencias
App(x) = pp(x + 1) — pp(x) forman una sucesién de polinomios ortogonales, pueden ser ex-
presados mediante una féormula de Rodrigues discreta, verifican una férmula de estructura y
los pesos asociados a ellos satisfacen una ecuacién del tipo Pearson discreta de la forma

¢(@)w(r) — ¢z — Nw(r — 1) = p(z)w(z),

donde ¢ es un polinomio de grado < 2 y v de grado 1. La familia méas simple de polinomios
ortogonales discretos son los polinomios de Charlier, denotados cﬁﬁ) (x), donde el peso es
w @ (z) = ‘;—T con a > 0.

Las familias de polinomios ortogonales descriptas anteriormente pertenecen a la clase de
polinomios ortogonales hipergeométricos. A continuacién, describimos brevemente las funcio-

nes hipergeométricas.
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1.3.1. Funciones hipergeométricas

Una serie EnZO ¢, se dice hipergeométrica si el cociente c;ﬁ—:l es una funcién racional en
n. En tal caso, factorizando el cociente C’;—:l, obtenemos
cost _ (a1+n)...(ay +n)
Cn (b14+mn)...(bg+n) "
para algunos ar,...,ap, b1,...,by, an € C. De esta férmula, reemplazando o, = u%nv obte-
nemos que
. (@1)n - (ap)n 2"
" (). (bg)n 0!’
donde (a)g es el simbolo de Pochhammer que estéd dado por
(a)p =ala+1)...(a+k—1). (1.3.7)
La funcién hipergeométrica es la serie de potencias
a a = (a ap)p 2*
1y Up 1,---50p
F iz ) = — 1.3.8
oA (G i) = S 129

k=0

donde (ai,...,ap)r = (a1)g - (ap)k-

Asumimos que los pardmetros son tales que los denominadores en los términos de la serie
nunca son cero. Si algin parametro del numerador a; es igual a —n para algin n entero no
negativo, la serie hipergeométrica es un polinomio en z. Aplicando el test del cociente, se
verifica que el radio de convergencia de la serie hipergeométrica estd dado por

o st o p<qg+1,
p=4q 1 st p=qg+1,

0 st p>qg+1.

La funcién hipergeométrica (1.3.8) satisface la siguiente ecuacién diferencial, ver por ejem-
plo [115, §2.1.2],

d [ d d d
|:Zdz(2dz+b11> <Zdz+b2].><zdz+bq].>
to (2L 4 2V e () o0 (1.3.9)
dz ! dz " P) PRI\ by, b)) T T

En caso de que p =2 y ¢ = 1, la funcién hipergeométrica

b
o <a, ;Z> )
c

se llama funcién hipergeométrica de Gaus. Para la funcién hipergeométrica de Gauss, la
ecuacién diferencial (1.3.9) se escribe de la forma

2

d d
z(l—z)@—i—(c—(1+a+b)z)£—ab:0.

Estas funciones han sido estudiadas extensivamente por L. Fuler, F. Pfaff, C. F. Gauss, E.
Kummer y B. Riemann.
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1.3.2. Askey-Scheme de polinomios ortogonales hipergeométricos

Las Familias Clésicas de Hermite, Laguerre y Jacobi junto con las de Hahn, Krawtchouk,
Meixner y Charlier, conforman una clase muy importante de polinomios ortogonales. Estas
familias estan clasificadas y se agrupan en el llamado Askey-Scheme de polinomios ortogonales
hipergeométricos, que fue introducido en 1985 por R. Askey y J.A. Wilson.

[ F5(4) Wilson Racah

Continuous — . — —
3F>(3) dual Hahn || Continuous Hahn | Hahn - Dual Hahn :l

' ' Y

2Fi(2) Meixner-Pollaczek | | Jacobi ] Meixner |  Krawtchouk :l

Wi !

[ \Fi(1),.F(1) Laguerre Charlier

— | —

[ 2Fy(0) Hermite |

Figura 1.1: Askey Scheme de polinomios ortogonales hipergeométricos. Fuente: NIST Digital
Library of Mathematical Functions [35].

Las familias de polinomios ortogonales en el Askey-Scheme, se escriben en términos de
funciones hipergeométricas y se ubican en la Figura 1.1 de forma tal que las filas corresponden
al nimero de parametros libres en la familia. De esta forma, los polinomios de Hermite, que
no tienen ninguin parametro libre se encuentran en el escalén més bajo, y los polinomios de
Wilson y de Racah, con cuatro pardmetros libres, se encuentran en la cima.

Las familias de una fila de la tabla pueden estar unidas a las de su fila inmediata inferior
por una flecha que indica que es posible tomar una relacién limite que lleve los polinomios
de la fila superior a la inferior.

Las familias en el Askey-Scheme tienen propiedades muy similares a las de las Familias
Clasicas. Estas propiedades incluyen ser autofunciones de un operador de segundo orden (ya
sea diferencial o en diferencias), satisfacer ecuaciones de Pearson, y la existencia de lowering
y raising operators explicitos. Como consecuencia de la existencia de estos operadores, los
polinomios se pueden describir en términos de una féormula de Rodrigues. Estas propiedades
estdn recopiladas en [94] donde se listan todas las familias del Askey-Scheme y sus propiedades
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en orden. Recomendamos [95] para una lectura con mayor detalle de polinomios ortogonales
hipergeométricos.

Es posible obtener un g-andlogo de este esquema, llamado ¢-Askey-Scheme. Tal como para
las familias de polinomios ortogonales hipergeométricos en el Askey-Scheme, en [95] se da en
detalle las definiciones, relaciones de ortogonalidad, relacién de recurrencia de tres términos,
ecuaciones en diferencias de segundo orden, shift operators, y formulas de Rodrigues para
todos los ¢g-andlogos de los polinomios ortogonales hipergeométricos del Askey-Scheme. En la
cima de este esquema se ubican los polinomios de Askey-Wilson, ver por ejemplo [35, §18.28].

1.4. Polinomios ortogonales excepcionales

Tal como ha sido mencionado anteriormente, las familias de polinomios ortogonales clasi-
cos, es decir las familias de Hermite, Laguerre, y Jacobi, han sido muy estudiadas y se han
encontrado diferentes aplicaciones tanto en areas de la matematica como de la fisica debido a
la propiedad de ser autofunciones de un operador diferencial de segundo orden. Recordemos
que en 1929, S. Bochner [17] probé que si una sucesién de polinomios (py,),>0 satisface una
ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

fo(@)ph () + fr(2)p),(z) + fo(x)pn(®) = Aupn(z),  n=0,1,...

entonces fa, fi y fo deben ser polinomios de grado deg f; < i. Mds atn, si (p,)n>0 €s una
sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una medida de Borel positiva, entonces
tiene que ser una de las familias de polinomios ortogonales clésicos de Hermite, Laguerre y
Jacobi.

Observacion 5. Consideramos importante resaltar que en el Teorema de clasificacion de
Bochner, asumimos que p, es una autofuncion polinomial del operador diferencial para todo
n € Np. Es decir, consideramos operadores diferenciales con autofunciones polinomiales de
todos los grados, lo cual resulta ser una hipétesis importante.

Las familias de polinomios ortogonales del Askey-scheme y q-Askey-scheme generalizan
las familias cldsicas de Jacobi, Laguerre y Hermite y comparten muchas de sus propiedades
notables. En los ultimos anos, las familias clasicas han sido extendidas en diferentes direccio-
nes. Por un lado, una extension importante son los polinomios ortogonales matriciales, ver
Seccién 1.5. Por otro lado, una extensién reciente fue obtenida relajando la condicién sobre
grados en (1.2.5). Estos son los llamados polinomios ortogonales excepcionales. En analogia
con el contexto clasico, los polinomios excepcionales son sucesiones de polinomios ortogonales
densas en L?(@), son autofunciones de un operador diferencial de orden dos (ahora con coefi-
cientes racionales), pero perdemos algunos grados, i.e., hay un nimero finito de grados para
los cuales no existe tal autofuncién polinomial. El estudio de estos polinomios comenzé en
[64] y [65] y continué en, por ejemplo, [18,42,49,66,67,72,79,98,110-113]. Una herramienta
importante para el estudio de polinomios excepcionales son las transformaciones de Darboux.
Una clasificacién de polinomios excepcionales fue dada en [60], donde los autores prueban
que toda familia de polinomios excepcionales puede ser obtenida aplicando un nimero finito
de transformaciones de Darboux a las familias clésicas.

En esta seccién describiremos una de las familias de polinomios excepcionales X-Laguerre.
Se pueden realizar construcciones similares para familias de polinomios excepcionales de tipo
Hermite y Jacobi, ver por ejemplo [63,68,100,102]. Los polinomios excepcionales de Laguerre
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estdn clasificados segun tipo I, tipo II, y tipo III X,,-Laguerre, ver por ejemplo [66,68, 98].
Trabajaremos con los de tipo II:

Libe — —pletD Loty s (1.4.10)

m n—m

donde Lﬁ{’_ﬁ) denota el polinomio de Laguerre de grado n — m y pardmetro a + 1, ver por

ejemplo [9, 80,94, 95],

+ 1 m -
LY () = (O‘m‘) F (afl;:):) : (1.4.11)

y A,(ﬁﬂ) es el operador de entrelazamiento de orden uno definido en (1.4.17). Este operador

esta relacionado a una factorizacién de la forma T, éaﬂ) = Blatl) gle+1) 4 ) del operador de

Laguerre clasico:
2

d d

T(a):x—+ a+1l—x)—

0 dz? ( )dx’

El operador de entrelazamiento estd construido de forma tal que Lfll,f; resulta ser un polinomio
de grado n. En las Secciones 3.8 y 3.9 extenderemos este ejemplo al caso matricial.

a eR. (1.4.12)

1.4.1. Transformaciones de Darboux y seed functions

En esta seccién describiremos formalmente las llamadas transformaciones de Darboux
racionales de operadores diferenciales de orden dos. Por el momento no estaremos interesados
en sus propiedades espectrales. Consideremos T un operador diferencial de orden dos

To = fo(2)02 + f1(2)0: + fo(z),
donde fs, f1, fo son funciones racionales de x.

Definicion 1.4.1. Una factorizacion racional de Ty es una relacion de la forma
To = BA+ ), (1.4.13)

donde A, B son operadores diferenciales de orden uno con coeficientes racionales y A es
constante. Dada una factorizacion racional, consideramos un nuevo operador de orden dos

Ty = AB + X = fo(2)0% + fi(2)0, + fo(x). (1.4.14)

Decimos que T} se obtiene de Ty realizando una transformacion de Darbouz, es decir inter-
cambiando el orden en el cual aplicamos los operadores A y B.

Es sencillo verificar que las siguientes relaciones se satisfacen
WA = ATy, BTy =TyB.

Por esta razén llamamos a A y B operadores de entrezamiento.

Observacion 6. La transformacién de Darboux es puramente formal y su objetivo principal
es relacionar autofunciones de Ty y T71. Observemos que como consecuencia de las relaciones
de entrezamiento, dada p una autofuncién de Ty de autovalor A, A - p es una autofuncién de
T7 del mismo autovalor. Similarmente, dada ¢ autofuncién de 17, B - ¢ es autofuncién de Ty
del mismo autovalor.
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Definicion 1.4.2. Decimos que una funcién ¢ es una seed function de Ty si
¢(z)’
()

Ejemplo. Las seed functions con una parte polinomial del operador de Laguerre (1.4.12) son
conocidas, ver por ejemplo [54, §6.1],

es una funcién racional y Tp-¢p=A¢p con A€ C.

$1(z) = LI (z), A1 =—m.
pa(x) = :c*O‘Lq({a) (z), A2 =a — m.
¢3(x) = engg“ (—x), A3 =a+1+m.
¢pa(x) = w_o‘exL,(;O‘)(—:U), Ay =m+ 1.

La siguiente proposicion indica que dado un operador diferencial Ty de orden dos con coefi-
cientes racionales, las seed functions ¢ de Ty estan en correspondencia con las factorizaciones
racionales.

Proposicién 1.4.3. [60, Proposition 3.5] Supongamos que ¢ es una seed function de Tp.
Entonces Ty admite una factorizacion racional de la forma (1.4.13) con

A=b()(0, —w(x)),  B=Dbx)(0 —(x)), (1.4.15)
donde o / F y
7 1 ~ 2

y b(x) es una funcion racional no nula arbitraria. Reciprocamente, si Ty admite una facto-
rizacion racional de la forma (1.4.13), entonces existe una seed function de Ty. Mds ain si
w,w,b,b estan definidos segun (1.4.15), entonces (1.4.16) se satisface.

Observacion 7. El operador diferencial A tiene un rol fundamental en la construccién de los
polinomios excepcionales. Notemos que A - ¢ = 0. Ademds, A puede ser escrito en términos
de un Wronskiano )
Ay = ﬂWr[dn Y-
¢(x)

Observacion 8. Observemos que en la Proposicién 1.4.3, b es una funcién racional no nula
arbitraria. Usualmente tomamos b de forma tal que el operador de entrelazamiento A preserva
polinomios. De esta manera si p es una autofuncién polinomial de Ty entonces A - p es una
autofuncién polinomial de su transformacién de Darboux T7. Mds atn, si (py, ), s una sucesién
de autofunciones polinomiales de T entonces (A - p,), €s una sucesién de autofunciones
polinomiales de T7.

Proposicién 1.4.4. [60, Proposition 3.6] Supongamos que T1 se obtiene de Ty realizando
una transformacion de Darbouz racional, ver (1.4.14). Entonces los coeficientes fa, f1, fo de
T son:

f2 = fo,
A v
fo=htf= 2 p

R ! ! v ! v 2 v !
f0:f0+f1+w.f2—3(f1+f2)+ 2<b> —3‘1‘2’(0 f2.
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Ejemplo. Consideremos la seed function més simple del operador de Laguerre, ¢i(x) =
L((]a) (z) = 1. La factorizacién resultante es

T(](a):BA, donde A=0,, B=20;+(a+1—=x).

Observemos que la correspondiente transformaciéon de Darboux es AB = TéaH) — 1. Dicho
de otra forma, si utilizamos Léa) (x) como seed function obtenemos nuevamente un operador
de Laguerre pero con un shift en el parametro.

Ejemplo. Fijemos m € N y a > m, consideremos la seed function ¢o = a:_O‘Lgn_a) (z), del

operador de Laguerre. Tomamos b(x) = 2L (z) y la factorizaciéon resultante es
Téa) = B@ A 4 (o —m),

donde
1

A = 215 (2)8, + (o — m) LV (z), B = .
Lm, a)(@

(0 — 1). (1.4.17)
En este caso, la correspondiente transformacién de Darboux es

— m.

(=) (=) \r
T = AB@ 4 (o —m) = 282 + (a_x_ M) 5, 4+ 2Lm ()’

L5 () L5 ()

Notemos que A® preserva polinomios. M4s atn, se verifica que A(® - p es un polinomio de
grado n + m para todo polinomio p de grado n.

Ahora que sabemos aplicar transformaciones de Darboux para pasar de Ty a 11, no hay
razén por la cual parar aqui. Podemos aplicar la transformacion nuevamente y en general
tantas veces como quisieramos. Esto nos lleva a considerar la siguiente definicién:

Definicion 1.4.5. Dados dos operadores diferenciales Ty v 17 de orden dos con coeficientes
racionales, decimos que Tj esta Darboux conectado a T si existe un operador diferencial con
coeficientes racionales L tal que T7L = LTj.

Observacion 9. En la definicién anterior el operador L puede tener cualquier orden, por lo
cual si T3 se obtiene a partir T realizando una transformaciéon de Darboux, entonces Tj esta
Darboux conectado a T7.

1.4.2. Clasificacion de polinomios excepcionales

En esta seccion damos la definicién de polinomios ortogonales excepcionales y enunciamos
el Teorema de clasificacion.

Definicion 1.4.6. Una sucesién de polinomios ortogonales excepcionales es una sucesién
(Pn)neno\a tal que:

1. degp, = n para todo n € Ny \ A, donde A es un conjunto finito de Np.

2. Existe un intervalo (a,b) y una funcién peso w > 0 con momentos finitos de todos los
6rdenes tal que f; Pn(2)pm(x)w(z)dr = hyoy, m para una sucesion hy, > 0,n,m € No\ A.
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3. Existe un operador diferencial de segundo orden con coeficientes racionales T' tal que
T - pp = A\ppn para todo n € Ny \ A.

4. Para n € A no existe autofuncién polinomial de T de grado n.

Teorema 1.4.7. [60, Theorem 1.2] Toda sucesion de polinomios ortogonales excepcionales
puede ser obtenida aplicando una cantidad finita de transformaciones de Darboux a una de
las familias Cldsicas.

Observacion 10. En el teorema anterior el operador diferencial de segundo orden para el
cual los polinomios excepcionales son autofunciones estd Darboux conectado a uno de los
operadores de las familias clasicas.

Ejemplo (X-Laguerre). Los polinomios X,,-Laguerre de tipo II son

Liha(e) = ALY L@y n>m.

m —m

Observemos que deg L,ILI,S‘ = n. Por construccion estos polinomios satisfacen
1
TI(CH' )Lgﬁ;l) = (m— n)L,(f.f;l), n > m.

.2 «
La sucesién (Lgn)n)nzm es ortogonal con respecto al peso

%"
Wam () = ———, x € (0,00).
@,m Lg;afl)

(z)?

Asumiendo a+ 1 > m, los ceros de Lg; *=1 110 se encuentran dentro del intervalo de ortogo-
nalidad [0, c0), ver [116, Theorem 6.73] y por lo tanto Wy, tiene momentos finitos de todos

los ordenes. Se puede probar que la sucesion (L{LIW? Jn>m es densa en el espacio de Hilbert
L3([0,00), Wa,mdz), ver [67].

1.5. Polinomios ortogonales matriciales

En esta seccién discutiremos generalizaciones matriciales de polinomios ortogonales y en
particular generalizaciones matriciales que tengan propiedades similares a las de los polino-
mios ortogonales clasicos. Estas propiedades pueden ser generalizadas de distintas formas y
muchas de ellas dejan de ser equivalentes en el caso matricial. Por ejemplo, se ha demos-
trado en [22,23] que, es posible tener una familia de polinomios ortogonales matriciales que
sean autofunciones de un operador diferencial de segundo orden, pero cuyo peso matricial
no cumple con una ecuacion de Pearson adecuada. Por lo tanto, la versién matricial es mas
complicada y rica en comparacién con su contraparte escalar.

La teoria de polinomios ortogonales matriciales tuvo sus inicios en los trabajos de M.
Krein [97] y tiene conexiones y aplicaciones en diferentes dreas de la matemética y de la
fisica matematica tales como scattering theory [62], tiling problems [37], sistemas integrables
[7,10,11,82], teoria espectral [73] y procesos estocasticos [33,34,74].

Al igual que en el caso escalar, hay un interés particular en comprender familias de
polinomios ortogonales matriciales que actien como autofunciones de operadores diferenciales
de segundo orden [23,44,46,47,75,91,92], en diferencias [5,8,43] o en g-diferencias [5,6]. El
andlisis arménico en espacios simétricos compactos ha desempenado un papel crucial en
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la construccién familias de polinomios ortogonales matriciales que cumplen esta propiedad.
El primer ejemplo de este tipo se present6 en [75] para el par simétrico (SU(3),S(U(2) x
U(1)) y posteriormente se ha extendido a varios pares de rango uno [79,91,92,123], grupos
cudnticos [6] y grupos de rango mayor [87,93]. En este contexto, muchas de las propiedades
fundamentales de los polinomios ortogonales matriciales tales como la ortogonalidad, las
relaciones de recurrencia y las ecuaciones diferenciales, se comprenden a través de la teoria
de representacién de los espacios simétricos correspondientes.

En las dltimas dos décadas, se han logrado avances significativos en la comprensién de
cémo las propiedades algebraicas y diferenciales de los polinomios ortogonales escalares pue-
den extenderse al contexto matricial. En [47] A. Durdn y M. Ismail, introdujeron los primeros
lowering y raising operators para polinomios ortogonales matriciales. Estos operadores re-
presentaron un avance fundamental en la teoria de los polinomios ortogonales matriciales.

Recientemente R. Casper y M. Yakimov [24] han presentado un marco tedrico general
para abordar el problema matricial de Bochner, el cual fue inicialmente propuesto en [40]. El
problema matricial de Bochner es la clasificacién de pesos matriciales N x N para los cuales
los polinomios ortogonales asociados actiian como autofunciones de un operador diferencial
matricial de segundo orden. Vale la pena destacar que parte de la teoria desarrollada en [24]
ha sido adaptada y aplicada en esta tesis.

1.5.1. Definiciones formales y teoria general

En esta seccién introduciremos las definiciones formales y propiedades bésicas de los
polinomios ortogonales matriciales. Dado N € N, denotamos por My (C) al anillo de matrices
N x N con entradas complejas y por My (C)[z] al médulo (a izquierda y derecha sobre My (C))
de polinomios con coeficientes matriciales. Mds atin, denotamos por I a la matriz identidad
y por 0 a la matriz cero. Dada A € My (C) denotamos A > 0 (A > 0) si la matriz es definida
positiva (definida no negativa). Denotamos por B(R) a la o-élgebra de Borel de R.

Definicién 1.5.1. Un producto interno matricial en My (C)[z] es un mapa
() : Mn(C)[z] x My(C)[z] — My(C)
que satisface
1. (P,Q) = (Q, P)* para todos P,Q € My(C)|x].
2. (A1 P14+ A3P5, Q) = A1 (P1, Q)+ A2(P2, Q) donde Py, P2, Q € Mn(C)[z] y A; € My(C).
3. (P,P) > 0 para todo P € My(C)z].
Ademés, decimos que (-, -) es no degenerado si (P, P) =0 si y sélosi P = 0.

Observacion 11. Consideremos un polinomio matricial P(x) = A,x™ + -+ + Ap. La matriz
(P, P) podria ser singular. Se puede verificar que si (-, -) es no degenerado y A; es invertible
para algin i, entonces (P, P) es no singular. En particular, si el producto interno es no
degenerado y el polinomio P es monico, entonces (P, P) es no singular.

Observacion 12. Usualmente llamamos a (P, P) norma cuadrada. Consideramos importante
aclarar que ésta no es una norma en el sentido clasico. Uno puede considerar

I1Pller = (Tr(P, P))'/2, (1.5.18)
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y de esta forma tener, al menos, una semi-norma en My (C)[z]. De hecho (P, Q) = Tr(P, Q)
es una forma sesquilineal definida no negativa y (1.5.18) es una semi-norma asociada a este
producto interno. Notemos que dado P € My (C)[x], si || P||¢+ = 0 entonces (P, P) = 0.

Definicién 1.5.2. Una medida matricial © sobre R es una funcién © : B(R) — My (C) con

1. ©(X) > 0 para todo X € B(R).
2. ©(UL Xn) =272, O(X,,), para toda sucesién (X,), C B(R) disjunta 2 a 2.
3. ©) =o0.

Asociada a una medida matricial tenemos una medida de Borel en R, 7¢(E) = Tr(O(E)).
Las medidas ©;; resultan ser absolutamente continuas con respecto a la medida traza 7e.
Luego, aplicando el Teorema de Radon-Nikodym, vemos que existe una funcién matricial
W (zx) definida no negativa dre-p.p tal que

dO;;(x) = Wij(z)dre(x).

Reciprocamente, cualquier medida de Borel positiva v y funcién matricial W (z) definida
no negativa dv-p.p, define una medida matricial. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad
consideraremos medidas matriciales de la forma

O(E) = /E WX )dv(z),

donde v es una medida de Borel positiva sobre R y W (x) es una matriz definida no negativa
dv-p.p., ver [12,29]. A la funcién W la llamaremos peso matricial asociado a ©. Dado k € Ny,
el k-ésimo momento de © estd dado por

@k:/kaW(x)du(m). (1.5.19)

Asumimos que O tiene momentos finitos de todo orden, es decir asumimos que la matriz Oy,
existe y tiene entradas finitas para todo k € Ny. Denotamos O < co y usualmente diremos
que W tiene momentos finitos de todos los drdenes.

Definimos un producto interno matricial (-, )y : Mn(C)[z] x Mn(C)[z] = My (C) por

(P.Quw = [ P@W(@Q() d() (1.5.20)

R

donde * denota la transpuesta conjugada e integramos entrada a entrada. Nos referiremos al
producto interno matricial (1.5.20) como producto interno matricial inducido por W.

Observacion 13. Notemos que (P, Q)w < oo para todo par de polinomios P, Q € My(C)[z].
Esto es consecuencia directa del hecho que W tenga momentos finitos de todo orden.

En esta tesis, sélo consideraremos los casos en que v es la medida de Lebesgue dx sobre
R o el caso en que v es una medida discreta con soporte en un nimero infinito de puntos de
Np, en cuyo caso reemplazamos la integral por una serie

(P.Q)w =) _ Pa)W(2)Q(x)".
x=0
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Lema 1.5.3. Si dv(z) = dx y W(x) es una matriz definida positiva dx-p.p. dentro de un
intervalo (a,b) y cero fuera del intervalo, el producto interno matricial (1.5.20) es no dege-
nerado.

Observacion 14. Dadas F, G funciones matriciales es suficiente que tanto F' como G satisfagan

/RTr(F(:L‘)F(x)*)dT@(:c) < 0,

para que la integral
(F,G) = / F(x)W (2)G(x)*dro(x)
R

converja, ver [29, Ecuacién 1.26]. Denotaremos L*(W) = {F :R — My(C): (F, F) < oo} .
Consideramos la relacién de equivalencia en L2 (W) : F ~ G si  |[F = G|s = 0, y la
completacién # del espacio L2(W)/{F: ||F|ls = 0} resulta ser un espacio de Hilbert en
donde (P, Q) = Tr(P, Q) es el producto interno asociado.

Observacion 15. En muchos casos es conveniente trabajar con funciones vectoriales fila en lu-
gar de funciones matriciales. Las funciones vectoriales fila cuadrado integrables son funciones
medibles f: R — CV que satisfacen

[ @W@ @) dre(o) < o.

Luego de identificar las funciones 7o-p.p. obtenemos el espacio de Hilbert L2(W) de funciones
vectoriales fila cuadrado integrables. Asumimos que [ f(2)W (z)(f(x))* dre(x) = 0 implica
f = 0 7o-p.p., lo cual significa que el nicleo de W es trivial para casi todo punto (7e-p.p).
Esto sera de gran utilidad en el Capitulo 3.

Definicién 1.5.4. Decimos que una sucesién de polinomios matriciales (Qp)n>0 €s simple si
Q. tiene grado n y coeficiente director no singular para todo n € Ny.

Observacion 16. Toda sucesién simple de polinomios matriciales forma una base de My (C)|x],
como médulo a izquierda sobre My (C).

Definicién 1.5.5. Decimos que una sucesién de polinomios matriciales (Qp,)n>0 €s una su-
cesion de polinomios ortogonales matriciales con respecto a (-,-), si es simple y

<Qn7Qm> - ,Hndnnm (1.5.21)

para una matriz definida positiva H,. Si ‘H,, = I para todo n los llamamos ortonormales
y si el coeficiente director de @, es la matriz identidad I para todo n los llamamos mdni-
cos. Si el producto interno estd dado por (-, )y diremos que los polinomios son ortogonales
(respectivamente ortonormales) respecto a W.

Observacion 17. Se puede verificar que dado un producto interno matricial (-,-) v (@Qn)n
una sucesién de polinomios ortogonales matriciales con respecto a (-, -), entonces el producto
interno matricial resulta ser no degenerado.

Aplicando argumentos estandares podemos probar que dado un producto interno matricial
no degenerado, existe una tnica sucesién (P, ), de polinomios ortogonales matriciales ménicos
(ver por ejemplo [29,97]).
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1.5.2. Propiedades de polinomios ortogonales

Tal como en el caso escalar, los polinomios ortogonales matriciales satisfacen una relacién
de recurrencia de tres términos, ver [?]. Enunciaremos la versién monica y ortonormal de esta
relacion.

Teorema 1.5.6 (Relacién de recurrencia de tres términos). Sea (-,-) un producto interno
matricial no degenerado y (Py)y la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos. Si se cumple
la condicion de simetria

(xP, Q) = (P,zQ) para todos P,Q € Mn(C)[z], (1.5.22)
entonces existen matrices By, C,, € My (C) tales que
xPp(x) = Ppy1 + BpPu(x) + CpPr—i1(x), P_;:=0, (1.5.23)

Observacion 18. El producto interno matricial inducido por W en (1.5.20) satisface la con-
dicién de simetria (1.5.22).

Observacion 19. Notemos que los coeficientes matriciales en (1.5.23) multiplican a los poli-
nomios ortogonales por la izquierda. A partir de las relaciones de ortogonalidad, obtenemos
que

B, =X, — Xny1, Cn=HH1,, (1.5.24)

donde X, es el coeficiente subdirector de P,, es decir P,(z) = 2™ + aVIX, 4

Teorema 1.5.7. Sea (-,-) un producto interno matricial no degenerado que satisface la con-
dicion de simetria (1.5.22) y (Qn)n una sucesion de polinomios matriciales ortonormales. Se
satisface una relacion de recurrencia de la forma

xQn(x) = AnQn—H(x) + BnQn(x) + A:_lQn—l(x)a Q-1:=0.
Ademds, By, es hermitiana para todo n.

Tal como hemos visto en el caso escalar, una consecuencia inmediata de la relaciéon de
recurrencia de tres términos es la Identidad de Christoffel-Darboux, ver [?].

Teorema 1.5.8 (Identidad de Christoffel-Darboux). Si (Qn)n>0 €s una sucesion de polino-
mios matriciales ortonormales con respecto a W entonces

Z Q;(w)Q](y) _ QZ($)AnQn+l(y; : f:-&-l(x)A;‘;Qn(y) (1.5.25)
7=0

En el caso matricial existe un resultado andlogo al Teorema de Favard escalar 1.1.3 que
es el reciproco de la relacién de recurrencia de tres términos, ver por ejemplo [41].

1.5.3. Operadores simétricos

En esta secciéon enunciaremos algunos resultados relevantes sobre operadores lineales
simétricos. Trabajaremos con productos internos matriciales asociados a pesos matriciales
W de la forma (1.5.20). Sea T' : My (C)[z] — Mpy(C)[z] un operador lineal. Diremos que T
es W-simétrico si

(TP,Q)w = (P, TQ)w, paratodos P,Q € My(C)[z].
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Una de las propiedades fundamentales del producto interno matricial inducido por W (1.5.20)
es el hecho de que el operador multiplicacion por x es un operador simétrico. La relacion de
recurrencia de tres términos (1.5.23) es una consecuencia de este hecho, ver Teorema 1.5.6.

Definicién 1.5.9. Una sucesién de polinomios ortogonales (@, ),>0 es una sucesién de au-
tofunciones del operador T si existe una sucesién de matrices A,, € My (C) tal que

TQn = AQn, n € Np.

Sea V,, el espacio vectorial de todos los polinomios en My (C)[z] de grado menor o igual
a n, es decir
Vo, ={H € Mn(C)[x] : deg(H) < n}. (1.5.26)

El siguiente teorema, indica que todo operador simétrico T que preserva los espacios vecto-
riales Vj, es decir que T'V; C Vj, donde V; estd dado en (1.5.26), tiene a cualquier sucesién
de polinomios ortogonales como autofunciones, ver [| para su demostracion.

Teorema 1.5.10. Sea (Qy)n>0 una sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociada
aW. SiT: My(C)lz] = Mn(C)[z] es simétrico respecto a Wy preserva los espacios Vj,
entonces, TQ, = ApQn, para alguna matriz A,,.

Supongamos que tenemos n operadores lineales T : My (C)[z] = My (C)[z] tal que para
todo polinomio P de grado m con coeficiente director inversible tenemos que T;P es un
polinomio de grado m — j con coeficiente director inversible si j < m y cero si j > m.
Entonces definimos T de la siguiente forma

T =F,(x)T,, + -+ + Fo(z)Tp, (1.5.27)
donde F}; son funciones matriciales.

Proposicién 1.5.11. [/ Supongamos que T es un operador lineal de la forma (1.5.27) que
preserva los espacios V; para todo j = 0,...,n. Entonces F; es un polinomio de grado a lo
sumo © para todo i =0,...,n.

Hemos visto en el Teorema 1.5.10 que todo operador simétrico que preserva el grado
de los polinomios tiene a cualquier sucesién de polinomios ortogonales como autofunciones.
En [46, Theorem 3.1] se dan condiciones para la simetria de un operador diferencial de orden
dos.

Teorema 1.5.12. [46, Theorem 3.1] Dado un peso matricial W con soporte (a,b), conside-
remos el operador diferencial

2
- %@Mﬂx) + %@)Al@:) + P(x)Ao(@), (1.5.28)

donde A; es un polinomio matricial de grado menor o igual a j. Entonces D es simétrico con
respecto a W si y solo si las funciones As, Ay, Ag satisfacen:

d(As W)

(P - D)(z)

zlirabAQ(x)W(:L') =0, xlirab(A1($)W($) - T(x)) =0,
W) = WA, 222 0 W)+ A @W )
2
T ) AE () 4 ()W () = W () Aofe)"
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Observacion 20. En [46, Theorem 3.1] los autores consideran operadores diferenciales de
la forma (1.5.28) con coeficientes polinomiales. Cabe aclarar que la demostracion se realiza
mediante integraciéon por partes y que el resultado puede ser extendido para operadores de
la forma (1.5.28) cuyos coeficientes A; sean funciones C? en (a,b). Esto serd utilizado en el
Capitulo 3.

Observacion 21. Observemos que los coeficientes Ay, A1, Ag en (1.5.28) aparecen del lado
derecho, por esta razén decimos que D actia a derecha. En [40, Theorem 3.2] A. Durdn
probé que si un producto interno asociado un a peso matricial W como en (1.5.20) tiene un
operador diferencial simétrico de segundo orden con coeficientes en el lado izquierdo, entonces
el peso matricial se reduce a los ejemplos escalares clasicos. Por esta razén los operadores
actuando a derecha son mas naturales e interesantes.

1.5.4. Algebras de Fourier de operadores diferenciales y en diferencias

En esta seccién, siguiendo a [24], introducimos las llamadas algebras de Fourier de ope-
radores diferenciales y en diferencias para pesos matriciales W con soporte en intervalos
reales. Para ello y como motivaciéon notemos que la relacién de recurrencia de tres térmi-
nos (1.5.23) vincula la accién de dos operadores sobre la sucesién de polinomios ortogonales
monicos (Pp,)n>0. En el lado izquierdo tenemos el operador multiplicacién por x, considera-
remos que como operador diferencial x actia sobre P, desde la derecha P, (x) -z = zP,(x).
El lado derecho de (1.5.23) puede interpretarse como la accién de un operador en diferen-
cias £ sobre la sucesién (P,),>0. Mds precisamente, si denotamos por 87 el shift operator
87 - Py(z) = Ppyj(x), podemos reescribir (4.1.12) como

Py(z)-x =L Py(x), L=6+Bn)+Cn)s " (1.5.29)

Observacion 22. Notemos que en la operacién en la variable n, cometemos un pequefio abuso
de notacién. Seria més preciso escribir

(5j “P)n(z) = Pn-&-j(x)v

pero en nuestra opinién esto puede resultar engorroso para leer. Esperamos que el abuso de
notacién no conduzca a ninguna confusién.

En general, consideramos un operador diferencial D actuando sobre la variable x de P, (x)
mediante
o “ 4 dJ
D= ;aﬁch(z), D= ; (1P, (2)) Fi(z), &= p (1.5.30)

donde los coeficientes matriciales Fj : C — My(C) son funciones racionales de z, i.e. cada
entrada es una funcién racional®. Observamos que los coeficientes matriciales Fj;(z) multipli-
can los polinomios por la derecha. Andlogamente, consideramos una accién por la izquierda
sobre la sucesién (P,)n>0 mediante operadores en diferencias de la forma

k k
M=> Gjn)§, M Pyz)=Y Gin)dPp, Z G;(n) Poyj(x).  (1.5.31)

j=—t j=—t j=—t

LA partir de ahora nos referiremos a funciones matriciales con entradas racionales simplemente como
funciones matriciales racionales.
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Aqui, G; : Ng = M,,(C) para todo j = —¢,...,k, y P,(z) = 0 para todo n < 0. Denotamos
por My al édlgebra de todos los operadores diferenciales de la forma (1.5.30) y por Ny al
algebra de todos los operadores en diferencias de la forma (1.5.31).

Observacion 23. Observemos que el conjunto My es un algebra con el producto Dy o Dy
actuado por la derecha. Como la accion de los elementos en My es por la derecha, la accién
del producto D2 o D; en los polinomios P, estd dada por aplicar primero Ds y luego D;. Por
otra parte, el producto de dos operadores discretos estd definido por M o My actuando por
la izquierda. De esta forma, la acciéon de un producto My o My en el polinomio P, estd dada
por aplicar primero My v luego Mj. En lo que resta de esta tesis, utilizaremos la notacién
DyoDy = DyDy y MyoMy = My Ms. Observamos que (M - P,)-D = M- (P, -D) y denotamos
esta accién bilateral por M - P, - D.

Observacién 24. Por simplicidad, hemos construido las dlgebras de operadores My y Ny
utilizando la sucesién de polinomios ortogonales ménicos (Py,),>0 con respecto a un peso
W. Cabe destacar que la misma construccién puede realizarse considerando una funcién
Qn(x) = Q(n,x), con dominio Ny x R tal que para cada n € Ny, Q,(z) es infinitamente
diferenciable z. Esto sera utilizado en el Capitulo 3.

Definicién 1.5.13. Dado un operador diferencial D € My, decimos que D' es W-adjunto
de D en My(C)[z] si

(P-D,Q)w = (P,Q - D"y, para todos P,Q € My(C)[z].
Similarmente, dado un operador en diferencias M € Ny, decimos que M es W-adjunto de
M en My (C)[z] si

(M - P, Ppn)w = (Pn, M. Po)w, para todos n,m € Ny.
Los operadores D y M son W-simétricos si D = D' y M = M, respectivamente.

En lo que sigue, adaptando la construccién dada en [24, Definition 2.20] a nuestro contexto,
tenemos las llamadas dlgebras de Fourier de operadores asociadas a (Pp,)n>0:

fL(P):{MGNN:HDEMN,M~P:P-D}CNN,

1.5.32
FR(P):{'DEMN:HMENN,M'PZP-D}CMN. ( )

Observamos que la relacién (1.5.29) implica que para cualquier peso matricial W y su co-
rrespondiente sucesién de polinomios ortogonales ménicos (P, )n>0, tenemos que = € Fr(P)
y £ € Fr(P). Incluimos el siguiente resultado de unicidad dado en [30].

Lema 1.5.14. Dado D € Fgr(P) existe un unico M € Fr(P) tal que M - P
Reciprocamente dado M € Fr,(P) existe un tunico D € Fr(P) tal que M - P =P -

= P -D.
D.
Demostracion. Asumiendo que existen My, My € Fr(P) tales que

(My - P)p(x) = (Po - D)(x), (M- P)n(x) = (P - D)(x),
entonces ((M; — Ms) - P),(x)) = 0. Supongamos que M; — My tiene la siguiente expresion

((Ml M2 Z G n+] )

j=—1

Tomando el coeficiente director en la expresién anterior obtenemos que Gi(n) = 0. Proce-
diendo recursivamente obtenemos que G;(n) = 0 para todo j = —/,--- , k. La reciproca se
prueba de manera similar. ]
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Es consecuencia directa de la definicién que los elementos de F1,(P) se relacionan con los
elementos de Fr(P). El Lema 1.5.14 implica que el mapa

es una biyeccién. En [24] este mapa es llamado mapa de Fourier generalizado. Siguendo a
[24], introducimos las dlgebras biespectrales Br(P) y Br(P):

Br(P)={M € Fr(P): orden(y)(M)) = 0},
Br(P) = {D € Fg(P): orden(v "1 (D)) = 0},

donde un operador diferencial de orden cero es una funcién racional F': C — My(C) y un
operador discreto de orden cero es una sucesién G : Ng — My (C).

Observacion 25. Dados My, My € Fr(P) tenemos que
MMy - P =M - P-p(Ms) = P - (M )p(Ma), (1.5.33)

lo que implica que MMy € Fr(P). Por lo tanto F1(P) es una subdlgebra de Ny. Simi-
larmente Fr(P) es una subdlgebra de M. Siguiendo a [24] llamaremos a Fr(P) y Fr(P)
dlgebras de Fourier a izquierda y a derecha respectivamente.

Observacion 26. Sigue de (1.5.33) que M1 My - P = P - (M;)y(Mz) para todo M, My €
Fr(P). Por otro lado, por definicién de v tenemos que MMy - P = P - 1)(MyMs) y como 1)
es biyectiva, concluimos que es un isomorfismo de dlgebras. En [24] se prueba que 1 es un
isomorfismo de algebras en un contexto més general.

De acuerdo a [24, Theorem 3.7], dado un operador diferencial D € My simétrico se
puede verificar que D € Fg(P). Esto serd de gran utilidad en el Capitulo 4. Por completitud,
incluimos el enunciado:

Teorema 1.5.15. [24, Theorem 3.7] Las dlgebras de Fourier asociadas a (Pp)n>0 estdn
dadas por

FL(P) ={M € Ny: AdST (M) =0 para algin k > 0},
Fr(P)={D e My: D tiene W-adjunta y D' € M},

donde Adp(M) = LM — ML.

Uno de los resultados de [24] que resulta de gran relevancia para el desarrollo de esta tesis
es la existencia de una operacién adjunta t en Fr(P) y Fr(P), ver [24, §3.1]. Para introducir
la adjunta en Fy,(P), notemos primero que el dlgebra de operadores discretos Ny tiene una

operacién * dada por
*

k k
Y Gin)d | =) Gin—j)rs, (1.5.34)
j=—t j=-
donde Aj(n — j)* denota la transpuesta conjugada de Aj(n — j). La adjunta de M € Fr(P)

estd dada por
MY =H, M*H L, (1.5.35)

donde vemos a la norma cuadrada H,, dada en (1.5.21), como una sucesién. La siguiente
relacién se satisface

(M - P, Py,) = (P, M. P,), para todos n,m € Ny.
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En [76], A. Griinbaum y J. Tirao introdujeron una operacién adjunta en el algebra de todos
los operadores diferenciales que tienen a los polinomios ortogonales como autofunciones. Esto
fue generalizado en [24, Corollary 3.8] donde los autores muestran que para cada D € Fgr(P)
existe un tinico operador DT € Fr(P) tal que

para todos P,Q € My(C)[x]. Mas aun, Fr(P) es cerrada bajo la operacién adjunta T y
Y(MT) = (M) para todo M € Fr(P).

Para finalizar esta seccién introducimos las llamadas ladder relations asi como también
las lowering y raising relations:

Definicién 1.5.16. Dado un par (M, D) con M € Fr(P)y D € Fr(P), una relacién de la

forma
k

M-P=P.D, donde M = > Gj(n)&,
j=—t
es llamada ladder relation. Si el operador M solo contiene potencias negativas (positivas) de
J, decimos que es una lowering (raising) relation.

Observemos que si un par (M, D) es una raising relation, sigue de (1.5.34) y (1.5.35) que
MT, D) es una lowering relation y viceversa.
g y



CAPITULO 2

Dualidad y operadores en diferencias para polinomios ortogonales
matriciales en los enteros no negativos

Los resultados de este capitulo aparecen en “Duality and difference operators
for matrix valued discrete polynomials on the nonnegative integers.” Constructi-
ve Approximation [53]. Coautores: Bruno Eijsvoogel y Pablo Roman. Parte de este
trabajo fue realizada durante una visita a la Radboud University, Nijmegen, Holanda.

2.1. Introduccion

. . . a . . <z
Los polinomios escalares de Charlier c;) son ortogonales con respecto a la distribucién

de Poisson, ver por ejemplo [35,95],
o0
=0
y pueden ser escritos explicitamente en términos de la funcién hipergeométrica o Fy

A (z) = o F <_n’ - —1> : (2.1.2)

— a

x an,|
A @)l (@) = b, a0, (2.1.)

an

a\g

Se ve facilmente en la forma hipergeométrica que estos polinomios son invariantes si inter-
cambiamos el rol del grado n y la variable z, i.e. @ (z) = @ (n) para todo z,n € Ny. Por
esta razon decimos que los polinomios de Charlier son autoduales. Los polinomios de Meixner
y Krawtchouk también son autoduales.

Un concepto general de dualidad para polinomios ortogonales fue introducido por L. Dou-
glas en [36]. Decimos que dos sucesiones de polinomios (py)n v (¢z). con z,n € {0,1,..., K},
y K posiblemente infinito, tales que degp, = n y degq, = x, son duales si existen sucesiones
(ko) K o v (£0)E_, llamadas autovalores con

ky #ky six#y, by # by st n#m, (2.1.3)

tales que
n(kz) = qz(0n), para todo n,z € {0,...,K}. (2.1.4)

21
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En [36] se muestra que los tnicos polinomios ortogonales cuyos duales también son ortogonales
son los polinomios de Askey—Wilson, limites de estos o sub—familias.

Teniendo en cuenta el resultado de L. Douglas [36], es natural investigar polinomios or-
togonales matriciales con la propiedad extra de tener duales que sean también ortogonales.
El objetivo de este capitulo es dar una nocién de dualidad para polinomios ortogonales ma-
triciales y construir ejemplos no triviales. En esta primera aproximacién nos restringiremos
a medidas discretas soportadas en un nimero infinito de puntos de Np.

Sea W : Z — Mpy(C) un peso matricial tal que W(x) es definido positivo para todo
x € Ng y W(x) = 0 para todo x € —N. Asumimos que W tiene momentos finitos de todos
los 6rdenes, es decir

o
Z "W (zx) < oo,
=0

para todo n € Ny, ver (1.5.19). Hemos visto que W define un producto interno matricial en
My (C)[z] por

(P,Quw =Y Plx)W(2)Q(z)", (2.1.5)
=0

donde * denota la transpuesta conjugada, ver (1.5.20). Consideramos (P,,),>0 la sucesién de
polinomios ortogonales matriciales ménicos asociados a W

(P (2), Po(2))w = HmOmmn,  n,m € No, (2.1.6)

donde H,, es una matriz definida positiva.

En este capitulo, extendemos la nociéon de dualidad de L. Douglas al contexto matricial
permitiendo a uno de los autovalores en (2.1.4) ser una funcién matricial. Precisamente to-
mamos ky — x y £, — p(n), donde p(n) es una funcién matricial. Tal como en el caso escalar
(2.1.3), necesitamos asumir una condicién que garantice la existencia de suficientes p(n) di-
ferentes y que tengan alguna propiedad de invertibilidad. En este contexto, decimos que dos
sucesiones de polinomios matriciales (P,), y (Q), son duales si estdn relacionadas por

P, (x) = P,(0)Qx(p(n))Y(x), n,z € Np, (2.1.7)

para cierta funcién matricial T, ver Definicién 2.3.2 y Teorema 2.3.5. El significado de un
polinomio matricial @, evaluado en la funcién matricial p(n) se describe en detalle en (2.3.33).
En la ultima seccién de este capitulo, vemos que el estudio de los duales de las familias duales
conduce a ejemplos explicitos en los que tanto k; como £, son funciones matriciales.

La estructura del capitulo, que estd esquematizada en la Figura 2.1, tiene tres partes
principales. La primera parte consiste de las Secciones 2.2-2.3 y describe las principales he-
rramientas y conceptos en general. En la Seccién 2.2 revisamos algunos conceptos de polino-
mios ortogonales matriciales con respecto a una medida discreta y operadores en diferencias
que actian sobre estos polinomios. Siguiendo el trabajo de [24], presentamos las dlgebras de
Fourier asociadas al peso matricial W. Procedemos a distinguir entre ecuaciones de Pearson
débiles y fuertes, las cuales son condiciones en el peso matricial que nos permiten encontrar
relaciones para los polinomios ortogonales. Introducimos backward y forward shift operators
y los utilizamos para obtener férmulas de Rodrigues, operadores en diferencias y expresiones
para las normas cuadradas y coeficientes de la relaciéon de recurrencia de tres términos de
los polinomios ortogonales matriciales. Las tltimas dos seran esenciales en la construccién de
familias duales.
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La Seccién 2.3 introduce el concepto de una sucesién de polinomios ortogonales matricia-
les dual a otra sucesién de polinomios ortogonales matriciales, extendiendo las ideas de [36] al
contexto matricial. Describimos la relacién entre operadores en diferencias de segundo orden
que tienen a los polinomios ortogonales matriciales como autofunciones y las familias duales.
Probamos que, bajo ciertas condiciones, las familias duales satisfacen relaciones de ortogona-
lidad que involucran un peso matricial relacionado con la inversa de la norma cuadrada de
los polinomios ortogonales matriciales. También establecemos una relacién entre las dlgebras
de Fourier de los polinomios ortogonales matriciales y las de los duales.

La segunda parte del capitulo consiste de las Secciones 2.4-2.7 y estda dedicada a la
construcciéon de una familia de polinomios matriciales de tipo Charlier. En la seccién 2.4 a
partir de una ecuacion Pearson débil simple para un peso tipo Charlier bastante general,
introducimos dos operadores en diferencias de primer orden D, D' que son adjuntos entre si.
Siguiendo las ideas en [30] encontramos una ecuacién no lineal para las normas cuadradas de
los polinomios.

En la Seccion 2.5 especializamos el peso de tipo Charlier y damos una expresion explicita
para la primera norma cuadrada, la cual en este caso determina todas las otras normas
cuadradas. Luego encontramos una descomposiciéon LDU de la norma. En la seccién 2.6
construimos una familia monoparamétrica de pesos matriciales W& para A € V = N de
manera tal que la ecuacién Pearson fuerte (2.2.20) se satisface. Como consecuencia, obtenemos
una familia monoparamétrica de pesos matriciales y con shift operators explicitos, cuyas
normas cuadradas y relaciones de recurrencia de tres términos son explicitas. En la seccién
2.7 calculamos explicitamente las entradas de los polinomios ortogonales matriciales.

Finalmente, en las Secciones 2.8-2.9 construimos explicitamente familias de polinomios
duales. En la Seccién 2.8 aplicamos los resultados de la Secciéon 2.3 para encontrar tres
sucesiones distintas de polinomios ortogonales matriciales que son duales a los polinomios
matriciales de tipo Charlier. Finalmente en la Seccién 2.9 iteramos el proceso de dualidad
y construimos dos familias de polinomios ortogonales que son duales a una de las familias
duales dadas.

Finalizamos la introducciéon del capitulo con un ejemplo no trivial de polinomios orto-
gonales 2 X 2 con una familia dual. Este es un caso particular de la primera familia dual
considerada en la Seccién 2.8. Las demostraciones siguen de las dadas en la Seccién 2.3 y de
las consideraciones de la Seccién 2.8. Consideramos una familia monoparamétrica de pesos
matriciales:

a

at [ 1 Z32
! S A —

La tinica sucesién de polinomios ortogonales ménicos P7(L>‘) (x) con respecto a W) est4 explici-
tamente dada por

PO (z) = (—a)"e® (2)I + Q(n)cl (x) + Qa(n)cl y (x),

n—1
donde I es la matriz identidad y €1, 25 estan dadas por

Qowz“””Wl1< (1-a-A-nya a >
! A+n+1Dyva \—(a®>+ar+an+ 2 +2 \n+n*—2a—X—n) (a+A+n)ya)’

_ (=D)"na"! (n—1)va 0
han) = A+n+1)/a ((n—l)(a+)\+n) 0) '
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Teoria General Construccién de una familia de tipo Charlier
L2 - /2 R
I ., \: s ., M e . !
! Seccion 2.2 ! Seccion 2.4 Seccién 2.5 ;

’ I
| Algebras de Fourier — Ecuaciones no lineales — Descomposicién !
! .
| y shift operators b para las normas LU de las normas |
1 /‘ I J . |
I
| b !
| | |
e N I o, N O T, N
| o Seccién 2.7 Seccién 2.6 i
! Seccién 2.3 ! i .. : 1
| Dualidad ' | Expresiones explicitas |~ Consecuencias de |
| ualiaa .
\ )| delas entradas | los shift operators |
| ) | -

Seccién 2.8
Construccion de
familias duales

Seccién 2.9
Familias dual-dual

Figura 2.1: Este diagrama muestra la estructura del capitulo. Las Secciones 2.2-2.3 son el
corazén del capitulo y estan dedicadas a desarrollar las ideas principales de la dualidad. Las
Secciones 2.4-2.7 describen con gran detalle una familia de polinomios matriciales de tipo
Charlier. Las expresiones explicitas de las normas, los coeficientes de la relacién de recurrencia
de tres términos y las entradas de estos polinomios nos permiten finalmente construir las
familias duales en la Seccién 2.8.

La ortogonalidad de esta sucesién puede ser verificada directamente reemplazando la expre-

sién de P,(LA) en (2.1.5) y usando la ortogonalidad de los polinomios de Charlier escalares. Esta
expresion simple para la sucesiéon de polinomios ortogonales moénicos vale tinicamente en el
caso 2 X 2. En la Seccion 2.7 daremos una expresién para dimensién arbitraria que involucra
una suma de productos de polinomios de Charlier y dual Hahn. Para describir una familia
de polinomios duales para Pé)‘) necesitamos las siguientes matrices.

(L) 6 e ()

En la Seccién 2.8 introducimos tres familias de polinomios duales para P,(l)‘). La familia mas

simple (Qg\%)x = (Q,(E)‘))x estd dada en la Subseccién 2.8.2. Esta familia estd asociada al
operador en diferencias en (2.8.126) y, por la Observacién 35, esta definida por la relacién de
recurrencia de tres términos

NQWN) = QL) = QPN+ + A+ A7) + QY (W)aa,

donde Qo = I, Q_1 = 0. Aqui NV es una variable matricial y explicamos cémo evaluar un
polinomio en una matriz en (2.3.33). En la Seccién 2.8 mostraremos que las sucesiones (Py({\))n

v ( ;*))x son duales en el sentido de (2.1.7):

PN (x) = PN (0)QWY (0™ (n) YN (),
donde

1 —na(a + \) nay/a

V() = a?(A+n+1) < Vvala+ AN (aX+a—In) nala+ ) )—i—a—/\—n—J,
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n—1l —l)n —Ant+alta \/a 1 0
Py = =D e e '
n ( ) Ntn+1 (a®+ )\-&\-/22 +An) 2an+)\ntln2+a)\+a ('r) a ~ % 1
Mas atn, los polinomios ng\) satisfacen las relaciones de ortogonalidad:
(@, V) Z QY (o) UMQY (p(n)) = #, V5,
donde 7N = (Y (@)W (2)YX) (2)*)~1, v el peso matricial U(n) es
o . 3 e—a2)\an—)\ A+n+1 La
(L5 Y1+ A PUN () (I + A)ALO 1_ OOl ( n n2 f+ A1 .
o Va a(An+1) A+n+2

2.2. Polinomios ortogonales matriciales y algebras de Fourier
discretas

En esta seccién asociamos a la sucesion de polinomios ortogonales ménicos con respecto a
(2.1.5) las llamadas algebras de Fourier de operadores en diferencias, siguiendo el trabajo de
Casper y Yakimov [24]. Recordemos que el caso de pesos matriciales con soporte en intervalos
reales fue descripto en la Seccién 1.5.4.

2.2.1. Operadores en diferencias

Consideramos los operadores en diferencias 7’ y ¢’ actuando en la sucesiéon de polinomios
ortogonales matriciales ménicos (P,),. Estos operadores actian a derecha en la variable x y
a izquierda en la variable n respectivamente:

(Po-1P)(2) = Pa(z+3), (87 Pa)(2) = Pasj(2),

en donde asumimos que P,_j(z) = 0 si n < j. Dada una funcién a valores matriciales

G : C — My(C), consideramos también los operadores en diferencias, A = n—1yV = 1-n~1

actuando en la variable x a derecha, definidos por
G-A2) =G +1)-G@), G-V(z)=Clx)—Gla—1).

Observacion 27. Dado un polinomio matricial P de grado n, es ficil verificar que P - A(x) es
un polinomio de grado n — 1. En general, para k < n, P - A* es un polinomio de grado n — k
y si k> n, P-A¥ es igual a cero.

Dadas F,G : C — My(C) funciones matriciales, el siguiente andlogo de suma por partes
se puede verificar facilmente

N N
Y G-A@)F(z) =GN +1)F(N+1) = GO)F(0) =Y Gz+1)F-Ax), (228)

=0

y el siguiente andlogo discreto de la regla de Leibniz para A también puede ser verificado

(FG-A)(x)=Fx+1)G-Ax)+ F-A(x)G(z) = F-A(x)G(z+ 1)+ F(x)G - A(x). (2.2.9)
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2.2.2. Algebras de Fourier discretas

En esta seccién introducimos las llamadas algebras de Fourier, siguiendo a [24], pero para
polinomios ortogonales matriciales discretos. Sean My y Ny las édlgebras de operadores en
diferencias actuando en los polinomios a derecha e izquierda respectivamente:

My ={D = Z W Fj(z): Fj:C — My(C) es una funcién matricial racional de x},
j=—t

Ny ={M = Z G;(n)d? : Gj: Ny — My(C) es una sucesion}.
j=—t

Definicién 2.2.1. Dado D € My tal que Fj(z) = 0 para todo = y todo j # 0, decimos que
D es de orden (. Similarmente para operadores en Ny .

Observacion 28. Un operador D € My actiia en la variable x a derecha, y un operador
M € Ny actiia en la variable n a izquierda, i.e.

m

P,-D(z)= Y (P-1) ZP + j)Fj(x),

j=—4 j=—L

S S

MR = Y GOE P)@ = S Gn)Pua)
Jj=méx( Jj=max(

7t,7n) 7t»7n)
Las algebras de Fourier estan dadas por

Fr(P)={DeMy:3IM e Ny, M-P=P-D},
Fr(P)={M e Ny:3D e My, M.P=P-D}.

En la siguiente proposicién establecemos un isomorfismo entre las algebras de Fourier a
izquierda y a derecha.

Proposicién 2.2.2. Para todo M € Fr(P), existe un unico D € Fr(P) tal que M-P = P-D.
Reciprocamente, para todo D € Fr(P), existe un unico M € Fr(P) tal que M - P =P - D.

Demostracion. Sea D € Fr(P) tal que P- D = 0 para todo P € My(C)[z]. Para probar la
primera afirmacién de la proposicién es suficiente mostrar que D = 0. Asumimos que

m
D= WFx)
j=—t
Mostraremos primero que
m
Z §¥Fj(x) = 0, para todo k € No, (2.2.10)
j=—t

por induccién en k. Para k = 0, la ecuacion (2.2.10) se verifica facilmente usando la condicién

I-D = 0, donde I denota la matriz identidad, lo cual implica que > =t Fj(xz) = 0. Asumimos
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que (2.2.10) vale para 0 < i < k — 1 y consideramos el polinomio escalar py(z) = z¥ +
ak_lxk_l + --- 4+ ag, entonces tenemos

= (- D)(@) = > _ (z+4) F(x +Zapz (z + j)PFj(z),

Jj=—t p=0  j=-¢

lo que puede ser escrito como

k m
0= (pr-D)( Z JF(x +Z< >a:‘1 > R +Zap Z o435 Fj(x). (2.2.11)

j=—L q=1 j=—t p=0  j=-¢

Aplicando la hipétesis inductiva en el segundo y tercer sumando de (2.2.11), obtenemos
(2.2.10).

El sistema (2.2.10) puede ser escrito como A(F_y---Fy--- F,)T = 0, donde A es una
matriz en bloques (m + ¢+ 1) x (m + £ + 1) con entradas A4;; = (—¢ + j — 1)"" 1. Esta
matriz es la transpuesta de una matriz de Vandermonde en bloques. Como todos los bloques
son multiplos de la identidad I, es facil ver que esta matriz es invertible. Sin embargo es
también un caso especial de una matriz de Vandermonde en bloques para la cual hemos
encontrado una férmula para el determinante en el Lema A.1.1. Concluimos que F; = 0
para todo —¢ < j < m, y por lo tanto D = 0. Finalmente, si M € Fr(P) es tal que
M-P=P-Dy=P- Dy, entonces P - (D; — D) = 0 para todo polinomio P y por lo tanto
D1 = D,. La unicidad de M es analoga a la dada en el Lema 1.5.14. ]

En consecuencia y por la Proposicién 2.2.2 el mapa
Y Fi(P) = Fr(P), YM)=D, M-P=P- D, (2.2.12)

es un isomorfismo de dlgebras bien definido: en [24] este isomorfismo es llamado mapa de
Fourier generalizado. Siguendo a [24], introducimos las dlgebras biespectrales Br,(P) y Br(P):

Br(P)={M € Fr(P): orden(y)(M)) = 0},
Br(P) = {D € Fr(P): orden(¢y"'(D)) = 0}.

Tal como fue explicado en la Seccién 1.5.4, la relacién de recurrencia de tres términos (1.5.23)
puede ser escrita como L - P, = P, -z, donde

L=6+DB,+Cn (2.2.13)

y por lo tanto £ € Br(P) C Fr(P) y x € Fr(P) como operador de orden cero. De manera
analoga al caso continuo (1.5.35), existe una adjunta natural en Ny, digamos

MY =" H.Gin—j)H, 67 = M -Pyx)= > H.Gj(n—j)"H, P j(x).
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2.2.3. Ecuaciones de Pearson débiles y algebras de Fourier

En esta seccion consideramos una clase de pesos matriciales con elementos distinguidos en
las algebras de Fourier. Decimos que el peso W satisface un sistema de ecuaciones de Pearson
débiles si existe un conjunto no vacio de enteros {—/¢,...,m} y polinomios matriciales Fj y
F; para j = —/(,...,m tales que

Fi(w - )W (e —j) = W()Fy(x)",  paratodos €N, yj = —fi..com.  (2.2.15)

Notemos que si £ > 0, como W se anula para enteros negativos, las ecuaciones de Pearson
débiles (2.2.15) implican que
Fj(x—j)=0, —£<j<-1, j<az<-L
Similarmente para m > 0 tenemos
Fi(x)=0, 1<j<m, 0<z<j-L
Asociamos al peso W, el conjunto de operadores en diferencias {D;}7._,

D; = W Fj(x). (2.2.16)

En la siguiente proposicién mostramos que D; tiene una adjunta simple D;L- y que ambos
operadores son elementos de Fr(P).

Proposicién 2.2.3. Sea D; el operador (2.2.16), entonces su adjunta estd dada por

D; =77 Fj(z).
En otras palabras, si el peso W satisface las ecuaciones de Pearson débiles (2.2.15), entonces
para todo par de polinomios matriciales P, Q).

Demostracion. Sigue de la expresién explicita del producto interno (2.1.5) que
(P-Dj,Q)w ZP (x + §) Fj(z)W (2)Q(x)". (2.2.17)

Haciendo el cambio de variables y = x + j en (2.2.17) y utilizando las ecuaciones de Pearson
débiles (2.2.15), obtenemos

(P-D;,Qw ZP Flz = j)W(z - j)Q( - j)* ZP W(x) [Qx - §)Fj(x)]
= <P, Q Dhw
Esto completa la demostracién de la proposicion. O

De ahora en adelante trabajaremos con una suma no nula de dichos operadores

D= wFj(x), IC{~L...,m}. (2.2.18)
JET
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Proposicién 2.2.4. Sea (P,),, la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a
un peso matricial definido positivo W que satisface las ecuaciones de Pearson débiles (2.2.15).
Tomamos I no vacio tal como en (2.2.18) y entonces el correspondiente D y su adjunta DT
satisfacen

(P, - D)(x) = M - Py(z), (P, - DY) (z) = M" - P,(2),

donde M es el operador en diferencias

M= Gjn)d,  Gj(n)=(Py D,PrijyH,

j=—t
y M' estd definida como en (2.2.14). Los limites en la suma s,t estin dados por

— méx deg F; t = méax deg F;.
P uipdely f=nixdest

Mds ain, D, Dt € Fr(P) y M, M' € Fr(P).

Demostracion. Sigue de (2.2.16) que (P, - D)(z) es un polinomio de grado a lo sumo n+ sy
de la Proposicién 2.2.3 que (P, - DT)(x) es un polinomio grado de a lo sumo m + . Entonces

n+s m+t
(P, D)(x) =) Sk(n)P(x),  (Pm-DN)(z) = Th(m)Py(x),
k=0 k=0

donde Si(n) = (P, - D, P)H; ' y Ti(m) = (P, - DT, Py)H; ". En conclusién tenemos

m+t
(Po-D,Pp) = (P, Py - DY) =Y (P, P)Ti(m)",
k=0
por lo tanto (P, - D, P,,) =0 si m < n —t. Ahora
n+s s
(Pa-D)(@)= Y Sk(n)Pi(a) = ) Susj(n)Posj(@),
k=n—t j=—t

entonces podemos concluir que (P, - D)(z) = M - P,(z). Por otro lado, (P, - D)(z) es un
polinomio de grado a lo sumo m + ¢ y entonces

m—t m—t
Pp DY) =Y (P D', PoyH, ' Pe(x) = > (Py- D, Py)"H; " Pu(x)
k=0 k=0
m+t s
= Y > {G(k)Prsjs Pm) My Pr(2)
k=m—sj=—t

= HwGj(m — §)H, P (@) = MT - Py(2).

j=—t

Esto completa la prueba de la proposicion. ]
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2.2.4. Ecuaciones de Pearson fuertes y shift operators

Sea V un subconjunto de enteros consecutivos de Ny con al menos dos elementos. Consi-
deremos una familia (W(’\)) rcy de pesos matriciales definidos positivos con momentos finitos
de todos los 6rdenes y soporte Ny. Denotamos (-, '>()‘) el producto interno matricial inducido
por W e

oo
(P,Q)N =" P(a)WN(2)Q*(x). (2.2.19)
=0
(M) (M)

Denotamos P,"’ la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto a WX, w1y la

A A . ., . , .
norma cuadrada y Bq(1 ), Cr(L ) los coeficientes de la relacion de recurrencia de tres términos

(1.5.23).

El siguiente teorema estd inspirado en el Corolario 2.5 de [86], donde se introducen shift
operators para una familia de polinomios matriciales de tipo Gegenbauer. En el caso discreto,
el lowering operator es el operador en diferencias A. Utilizaremos la siguiente notacién: V¥ =
V\ (méx V) si V es acotado por arriba y V) = V caso contrario. Por otro lado, V es siempre
acotado por abajo y entonces tomamos Vy =V \ (min V).

Teorema 2.2.5 (Shift operators). Sean V, V°, Vy definidos anteriormente y consideremos
una familia de pesos matriciales (W()‘)))\ey. Asumimos que existen dos familias de polinomios
(M) yepo ¥ (TN)yepo con deg @M < 2 y deg UM < 1 para todo X € VO, tales que

WA (@) = WV (2)eWM(z), WOV . v(@) = WM @) uM(z),  vre)?, (2.2.20)

con

i) (x) = lCé/\)xQ + K&A)x + IC(()/\), ey (x) = jl(A)x + ‘70()‘).
Entonces
1. El operador A tiene adjunta SV : L2(WOH)) = L2(WW) | dada explicitamente por
O = (VO (@) + e O(@)") = 0D )y (@D ) — W ),

tal que
(P A,Q)Y = (P,Q- M)W

para todos P, Q) polinomios matriciales.

2. El operador en diferencias A =n — I es un backward shift operator:

A:LR2WN) 5 22wy, PV A@) =P (@), vAae).

3. El operador SN es un forward shift operator:

PAMD ) — PN GO = (g — 1) KV — g,

Observacidon 29. En la demostracién del Teorema 2.2.6, en la ecuacién (2.2.25), veremos que
oy . .
Gy’ es de hecho invertible.
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Demostracion. Para demostrar (1), observemos que para todo k € Ny tenemos

k

Y (P A) @)W (2)Q ()

z=0

—Z[ (@ + DWO(@)Q0) ~ P@) WO (@)Q(a)"

k—1

- ZP DWOH@)Q@) — Y Ple+ W @+ 1)Q( +1)°

r=—1
= —P(O)W@“)(O)Q(O)* +P(k4+1)WAMD(k 4+ 1)Q(k+1)*
k
=3 P+ 1) [ @)QE) - WO (@ + 1)Q( + 1)*
=0
= —PO)WAD(0)Q(0)" + P(k + WM (k + 1)Q(k + 1)*
k

=Y Pla+)(WATIQ* - A)(x),

z=0

Aplicando la regla de Leibniz (2.2.9), y haciendo el cambio de variable x +— z — 1 en el indice
de la suma, obtenemos

k

> (P A) @)W (2)Q(z)* = PO)W(0)(Q* - A)(-1)

x=0
+P(0 >(W““> A)(-1)Q*(~1) — PO)W A (0)Q(0)* + P(k + L)WMD (k)Q(k)*

B ZP [ A+1 (@) (Q* - A)(z—1) + (W(A+1) Az —1)Q*(z — 1)] . (2.2.21)

Ahora, como W()‘“)(x) = 0 para todo x € Zg, tenemos

—POW(0)Q(0)" + PO)W D (0)(Q" - A)(=1) + PO)Y(WMD . A) (1)@ (~1) = 0,
(2.2.22)
y por la ecuacién de Pearson (2.2.20)

WA (2)(Q* - V)(x) + (WM . V) (2)Q* (2 — 1)
=WV () |(Q-V)(x )<D(A)(:c)*+Q(x—1)\11(”(95)*}*. (2.2.23)

Reemplazando (2.2.22) y (2.2.23) en (2.2.21), obtenemos
Y (P 2) @)W (@)Q(2)" = P(k+ YWV (k) Q(k)”

S P@WO (@) [(Q- V(@)W (@) + Qz — 1)¥™ (x)*} T (2.2.24)
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Como hemos asumido que W™ tiene momentos finitos de todos los 6rdenes, tenemos que
P(k + )W) (E)Q(k)* se anula en el limite cuando k — oo. Por lo tanto, tomando limite
k — oo en ambos miembros de (2.2.24) obtenemos

(P-A,QD = (P,Q - SM).

Para (2) notemos que (Q - SM)(z) = —(Q - V)(2)@M(z)* — Q(z — 1)TM(2)* es un
polinomio de a lo sumo grado deg(@) + 1. Por lo tanto PT(L’\) - A es un polinomio de grado
n — 1 tal que

(B2, QY = (P, Q- S =0,

para todo polinomio @ tal que deg @) < n—1. Como PT(L)‘) - A es ortogonal a todo polinomio de
grado estrictamente menor a n— 1 y su coeficiente director es nl, tenemos que (PT(L)‘) ‘A)(z) =
n PO ()

n—1 .

Finalmente probemos (3). Observemos que, como N v ¥ son polinomios de grado a
lo sumo dos y uno, respectivamente, la parte (2) del teorema implica que Péf[l) - SN es un

polinomio de grado a lo sumo n. Por lo tanto, existen matrices 972)‘) tales que

PAD g — gV p™ 44 gV p™),

n n
Ahora, usando que A y S® son mutuamente adjuntos,

97(3) _ <PT(ZA_T1) . S(A)7P7(r;\)>(>\) _ (P(A+1) pW) _A>(/\+1) _ <P7(Li4{1),mp7($jll)>(x+1) —0,

n—1 - m

M) _ g

para todo n # m. Denotamos al Unico coeficiente no nulo G %~ para obtener

pAMD g — ) pO).

n—1 n n

La expresion de las matrices G%) sigue comparando coeficientes directores en la ecuacién
anterior. Esto completa la prueba del teorema. ]

Observacion 30. Los requisitos en el peso (2.2.20) se denominan ecuaciones de Pearson fuertes.
Se llaman de Pearson porque, al igual que las ecuaciones de Pearson débiles, en el caso escalar
se reducen a ecuaciones escalares de Pearson. Y se llaman fuertes porque implican un sistema
de ecuaciones de Pearson débiles muy especificas con j € {0, 1}, ver (2.2.15),

Fy(z) = Fy(z) = Fi(z) = @M(2)*,  Fi(z) = WV (2)" — W ()",

requerimos ademés que WX (2)®M () también sea un peso. Una de esas ecuaciones de
Pearson débiles se obtiene combinando dos ecuaciones de Pearson fuertes, de modo que solo
tenemos un peso w®

WV (2)dM (z) = WV (@ - 1)dN (2 — 1) = WV (2)uWM (),

y posteriormente utilizando el hecho de que W™ (:U)@(A) (z) es nuevamente un peso y, por lo
tanto, debe ser una matriz simétrica. Esto nos permite reorganizar la ecuacion anterior

3V (z — 1) WM (z —1) = W (z) (cbW (z) — o™ ($)) .
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La otra ecuacién de Pearson débil se deriva directamente del hecho de que W (2)®M) ()
es una matriz simétrica, por lo que

N () W (z) = W (2)8N ().
Estas ecuaciones débiles de Pearson conducen a operadores adicionales
By =W (2)* = B,

By =ndWV(z)", Bl =n ' (@W (@) - ¥W(a)),

que son todos elementos de Fr(P), ver Proposicién 2.2.4.

2.2.5. Aplicaciones de los shift operators

En esta subseccion obtendremos férmulas de estructura explicitas para los polinomios
monicos (PT(LA))n usando los shift operators. Esto se aplicé con éxito para ejemplos de polino-
mios matriciales de tipo Hermite, Laguerre y Gegenbauer; véase, por ejemplo, [86, Theorem
3.1 y Theorem 3.3|, [90], [82]. En el siguiente teorema aplicaremos esta estrategia al caso
discreto. En [52] se muestra una aplicacién reciente de ecuaciones fuertes de Pearson en el
contexto de time—band—limiting . Observemos que las férmulas de Rodrigues para polinomios
ortogonales matriciales discretos fueron obtenidas mediante un método diferente en [50]. De
aqui en adelante asumimos ¥V = Ny, de modo que tenemos una familia infinita de pesos
matriciales W™,

Teorema 2.2.6. Sea (W(A))AENO una familia de pesos, tal como en el Teorema 2.2.5. Entonces
1. Normas cuadradas: Las normas cuadradas 7—[7(1)‘) de PT(L)‘) son iguales a

HY = nimg (G T (@) (2.2.25)

2. Férmula de Rodrigues: Los polinomios ortogonales ménicos con respecto a W) estan
dados por
PP (@) = (-G L a) T v @) (W (@)

n

o

para todo n y A en Ny donde las matrices Gy, estan dadas en el Teorema 2.2.5, (3).

3. Relacion de recurrencia de tres términos: Los coeficientes de la relacién de recurrencia
de tres términos (1.5.23) estdn dados por

BY — ’I?,X£>\+n_1) —(n+ 1)X£>\+n) 1, 07(1)\) — 'H(A)(H(/\) )—1’

n n n—1

A)

donde X,({\) denota al coeficiente subdirector de P7(l .

4. Los operadores de segundo orden SADA y ASW tienen a los polinomios P,E)‘) como
autofunciones. Precisamente

(PM - SO DAY (z) = (n+ DG PV (@), (PY) - ASV)(z) = nGY P (x).
(2.2.26)
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Demostracion. Para probar (1) observemos que para \ € V),

1 _ 1 _
AN — (pA) pOYN) — = p(A=1) ) =+ pA=D) p(A) | gA=1) (A1)
Hn <Pn 7Pn > n+1<Pn+1 A"Pn > n+1<Pn+1 7Pn S >
1 A—1 A1)\ (A— A1)\ x 1 A=1), ~(A=1)\x
= P PTG = G 22

Iterando esto obtenemos (2.2.25). Notemos que (2.2.27) implica que las matrices G4 son

invertibles para todo n, \.

Probaremos (2) por induccién en n. Comenzamos mostrando que para cualquier polinomio
matricial @ se cumple que

Q- (SO sy = (—)y( QWA .y (WM™ para todo n € N. (2.2.28)

Procedemos con el caso n = 1, utilizando la definicién del operador S obtenemos
Q 5V (@) = [Q A~ D@V (@) + QL ~ )W (2))"]. (22.20)

Utilizando las ecuaciones (2.2.20) y (2.2.9), el lado derecho de (2.2.29) se convierte en

- @A) = WO (@) + Qa — WD - A)w — )| W ()7
= —(@QWD. A) (@ = W (@)~
Utilizando la definicién del operador V, (2.2.29) puede ser escrita como
Q- SV(@) = ~( QWO . V)(@) (WM (), (2:2.30)

lo que completa el caso n = 1. Ahora asumimos que (2.2.28) vale para n. Entonces aplicando
la hipétesis inductiva tenemos que

Q- (SO ... gV () = (Q - SAFDFn=1)  gO+1)y L g ()
_ (_1>n <(QW(A+7L+1) . vn)(x)w(/\+1)(x)fl> . S(A)(x)
_ (71)n+1 <(QW()\+n+1) . Vn+1)($)) W(A)(x)—l’ (2'2‘31)

en donde en la tltima linea hemos usado la accién de S dada en (2.2.30). Esto muestra
que (2.2.28) vale para todo n € N.

Ahora, a partir de la forward shift relation (PT(Z/Y{I) .SV = G,(Q)‘)PT(L’\) y (2.2.31) con @
reemplazado por la matriz identidad I, obtenemos

G G PO) 7§ gDy (qyr ) gy (V)1

Lo que concluye la prueba de (2).
Hemos indicado en (1.5.24) que oM = HY (7—[2)‘_)1)*1 y BY = xW - Xr(bl)l. Ahora la

backward shift relation pY (x)-A = nPfLitl)(x) nos da una relacién de recurrencia simple

para X,({\):

-1
(n— l)Xﬁb)‘) + n(nz) = an/\_tl).
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Iterando esta ecuacion obtenemos

An—1 n(n — 1)
X = pxMnh —
En consecuencia
BM = nxP7Y g 4 1) x M g, (2.2.32)

n

Esto concluye la prueba de (3). Finalmente, (4) sigue directamente del Teorema 2.2.5. [

Observacion 31. Observamos que la parte (4) del Teorema 2.2.6 implica que los operadores

en diferencias S®~DA y ASW pertenecen al dlgebra de Fourier a derecha F. r(P). Por otro

i)

a1 Y nGM pertenecen a las algebras de Fourier

lado, los operadores de orden cero (n+1)
a izquierda Fr,(P).

2.3. Dualidad para polinomios ortogonales matriciales

En esta seccién introducimos una nocién de dualidad para polinomios ortogonales ma-
triciales. Esto puede ser visto como una extensién de la nocién de dualidad para polinomios
ortogonales escalares desarrollada en [36].

2.3.1. Polinomios matriciales duales

Consideramos una sucesién (@), de polinomios matriciales con argumento matricial NV,
tal que deg Q, = x para todo x € Ny y tal que la variable A/ multiplica por la izquierda, es
decir existen matrices A, 4,... Az 0 € My (C) tales que

Qg;(./\/) = NxAm@ + Na:—le’m_l 4+ ...+ Am,O- (2333)

Si la variable N es un multiplo de la matriz identidad, digamos N = nl, escribiremos Q. (n) =
Qz(nI). Sumado a eso, asumimos que existe una funcién p a valores en las matrices My (C),
llamada funcion de autovalores, tal que la siguiente relaciéon de recurrencia de tres términos
se verifica:

p(n)Qz(p(n)) = Qur1(p(n)) + Qu(p(n))Vz + Qu-1(p(n))Zz, x€No,  Qo=1, (2.3.34)

y Q_1 = Zy = 0. Para asegurar que la sucesién de polinomios ménicos (@), que satisface
(2.3.34) es unica, debemos imponer cierta condicién en la funcién de autovalores. Notemos
que en (2.3.34), los coeficientes Y, y Z, multiplican a derecha, mientras que la funcién p(n)
multiplica a izquierda.

Condicién 1. Cada entrada de p(n) es una funcion racional de n sin polos en Ng y para
cada x € Ny, existen kg, ...k, € Ny tales que la matriz de Vandermonde en bloques

I p(ko) p(ko)z o plko)®
1:' P(lzfl) P(kzl) P(’f:l) | (2.3.35)
I p(kaz) p(kaz)2 p(k}x)x

es invertible. En particular esto implica que los p(n)'s son diferentes e invertibles para infini-
tosn € Ng. En el Lema A.1.1 describimos una gran familia de funciones de autovalores que
satisfacen la Condicion 1.
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Lema 2.3.1. Sea (Q.)z una sucesion de polinomios matriciales monicos tales que (2.3.34)
se satisface para todo n € Ny. Si la funcion de autovalores p(n) satisface la Condicion 1,
entonces (Qz), es unica.

Demostracion. Sea (Q.), la unica sucesiéon de polinomios matriciales ménicos definidos por
la relacién de recurrencia de tres términos

n@x(n) = @1’—&-1(”) + ém(n)yx + @x—l(n)zacv QO = QO =1.

Entonces, Q.(p(n)) también satisface la recurrencia (2.3.34). Procediendo recursivamente en
x, obtenemos

Qz(p(n)) = @x(p(n)), Vz,n € Np.

La demostracion del lema estard completa si mostramos que si P es un polinomio matricial
que satisface P(p(n)) = 0 para todo n € Ny, entonces P = 0. Supongamos que P(n) =
n*A; 4+ --- + Ag, con A; # 0. Entonces por la Condicién 1, existen kg, ...k, € Ny tales que
la matriz de Vandermonde en bloques (2.3.35) es invertible. Entonces la condicién

implica que A, = --- = A} = Ap =0, y esto completa la prueba del lema. O

Ahora estamos listos para introducir la nocién de dualidad para polinomios ortogonales
matriciales. Consideramos un peso matricial W y su sucesiéon de polinomios ortogonales
monicos (P,), como en (2.1.6).

Definicién 2.3.2. Sea (();), una familia de polinomios matriciales que satisface (2.3.34) y
asumimos que los autovalores p(n) satisfacen la Condicién 1. Sean M;j(n), Ma(z) funciones
matriciales invertibles en Ny y asumimos que My (z + 1)7! M(z) es una funcién racional de
x. Decimos que la 4-upla (Q,, M1, M, p) es una familia dual para (P,), si

P, (z) = M1(n)Qx(p(n))Ma(z), para todos x,n € Ny. (2.3.36)
Si no hay lugar a confusidn, escribiremos simplemente (Q ).

La relacién dual (2.3.36) puede ser escrita como M;(n) 'P,(z) = Q.(p(n))Ma(z), en
donde el lado izquierdo es un polinomio en x y el lado derecho es un polinomio en n evaluado
en p(n). Notemos que (2.3.36) junto con la invertibilidad de M1 (n) y Ms(z) implica que P, (0)
es invertible para todo n € Ny y Q.(p(0)) es invertible para todo x € Ny.

Estableceremos una relacién de equivalencia entre familias duales. Sea (Q,, My, Ma, p)
una familia dual y sea R una matriz constante invertible. Denotamos por Qz el polinomio

Qe(N) = N*(R' Ay, R) + N* Y (R Ay s 1R) + -+ R AR,

de modo que R'Q,(NV)R = Q.(R"'N'R). Podemos reescribir la condicién de dualidad
(2.3.36) como

Py(z) = (Mi(n)R)(R™'Qu(p(n)) R) (R~ Ma(z)) = (Mi(n)R)Qu (R~ p(n) R) (R~ Ma(z)),

para todo z,n € Ny. Diremos que dos familias duales (Q., M1, Ma, p) y (Sz, N1, No,v) son
equivalentes si existe una matriz constante invertible R tal que N3 = MR, Ny = R~ M, y

Se(N) = R'Q.(M)R = Q.(R"'NR), v=RpR. (2.3.37)
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Como consecuencia del Corolario A.1.2, si p satisface la Condiciéon 1 entonces v también
la satisface. Los polinomios matriciales (@), satisfacen una relacién de recurrencia de tres
términos de la forma

v(n)Qa(v(n)) = Qui1(v(n)) + Qu(w(n)) R Ve R + Qo1 (v(n)) R Z,R, (2.3.38)

para todo x € Ny, con condicion inicial Qg = I.

Observacion 32. El grupo de matrices complejas invertibles GL(n,C) actiia en el conjunto
de familias duales (Q, M7, Ma, p) por

(Qu, M1, M, p) - R+ (R™'Q,R, MiR, R™'Ms, R\ pR).

Las clases de equivalencia de familias duales corresponden a las érbitas de esta accion.

Dada una familia de polinomios duales mdnicos (Q., My, Ma, p) tendremos siempre un
representante (S, N1, N2, v) de su érbita con Ni(0) = Na(0) = I, el cual puede ser obtenido
eligiendo R = M;(0)™! = Mj3(0). La tltima igualdad se debe a que (Qu)s y (Py)n son
monicos.

Sin pérdida de generalidad nos restringiremos a familias duales (Q, M1, M2, p) con la
condicién M;(0) = M3(0) = I. En tal caso sigue de (2.3.36) que

Mi(n) = P,(0),  Ma(z) = Qu(p(0))™".

2.3.2. Caracterizacion de las familias duales

Sea (P,), la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto al peso matricial
W. Tal como en el caso escalar discutido en [36], los polinomios ménicos (P,), pueden tener
muchos duales. En esta seccién identificamos las familias duales con ciertos operadores en dife-
rencias que tienen a los polinomios (P,), como autofunciones. Consideramos (Q, My, Ms, p)
una familia dual y asumimos que M;(0) = M3(0) = I. Aplicando (2.3.36) podemos reescribir
la relacién de recurrencia de tres términos (2.3.34) en funcién de los polinomios P, de la
siguiente forma:

Po(z 4 1)My(z 4+ 1) " Mo(z) + P, () Ma(z) " Ve Mo () + Py (z — 1) My(z — 1) 2, My (z)
= Mi(n)p(n)My(n) 1P, (z), (2.3.39)
para todo x € N;n € Ny, y
Po(1)M3(1)™ 4+ P (0)Vo = My (n)p(n) My (n) "' P,(0), (2.3.40)

para x = 0. En lo que sigue, mostraremos que estas relaciones pueden ser vistas como la
accién de un elemento del dlgebra biespectral Br(P) en los polinomios (F,)y.

Lema 2.3.3. Sea (Q)z una familia dual de (P,), como en la Definicion 2.3.2. Entonces
existen funciones racionales Fy(z), Fo(z) y F_1(z) tales que

Fi(z) = My(z 4+ 1) ' My(2), Fy(z) = Mo(x) 'V My(z), (2.3.41)
F_i(x) = Moz — 1)1 Z, Mo (). (2.3.42)
para todo x € N. Mds aiin
D =nFi(x) + Fo(z) +n " F_1(x) € Br(P),
y Pu(0)' Pu(=1)F_1(0) = Yo — Fo(0).
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Demostracién. Como los polinomios ortogonales ménicos (P,), generan el espacio de po-
linomios de grado menor o igual a m, podemos escribir ™ en términos de P;, j = 0,...,n.
Es decir, existen A7 € My (C) tales que

" = Pn(x) + Az,an_l(x) + -+ AgPo(x), n € Np.

Si reemplazamos esto en (2.3.39), aplicamos (2.3.39) nuevamente, y juntamos todos los térmi-
nos que involucran a un multiplo de P;’s a derecha, obtenemos

(z + 1)"Fi(x) + 2" Fo(x) + (z — 1)"F_1(2) = Ra(z), n € No, z € N, (2.3.43)
donde
Fi(z) = My(z+1)""My(z), Fo(x) = Mo(x) ' VuMy(x), F_1(x) = My(z—1)"'Z,Ms(z),

y R, es un polinomio en . Notemos que por la Definicién 2.3.2, Fy (z) = My (z+1)" My(z) es
una funcién racional de z. Sin embargo, Fo(z) y F_1(x) son sucesiones que estdn tinicamente
definidas en = € Ny y « € N respectivamente. Para cada n € Ny, y € N, tenemos que ﬁl, ﬁo
y F_1 son soluciones al sistema de ecuaciones

(l‘ + 1)” ({L‘ + 1)n+1 (x 4 1)n+2
(Fi(z) Fo(z) F_q(z)) " 2+ 2
(x—=1)" (z— 1)n+1 (z — 1)n+2

= (Rn(z) Rpti1(z) Rpga(x)).

donde Fi, Fyy F_1 son las incégnitas. Como las matrices en la ecuacién anterior son inverti-
bles para todo x € N5 y tienen entradas polinomiales en z, la solucién general (Fy, Fy, F_1)
es una funcién racional de x. Mds aun, tenemos que

Fi(z) = My(z+ 1) 'My(z), Fo(z) = Ma(z) ' VuMo(x), F_1(x) = Ma(x—1)"1Z,My(z),

para todo z € Ns5;. Como Fj y F son funciones racionales de z y son iguales para todo
x € N5 1, la igualdad vale para todo = € C.
Reescribiendo (2.3.43) en términos de las funciones racionales Fy, Fy, F_1 obtenemos

(x+ 1)"Fi(x) + 2" Fy(x) + (. — 1)"F_1(z) = Rn(x), n € Ng, x € N5 . (2.3.44)

El lado derecho y el lado izquierdo de (2.3.44) son funciones racionales que coinciden para
todo x € N5 . Por lo tanto (2.3.44) vale para todo = € C. Esto implica que

P, (z+ 1)Fi(z) + Puy(x)Fo(z) + Po(x — 1) F_1(z) =T, Py(z), x € C, (2.3.45)
donde T',, = My (n)p(n)M;(n)~L. Por lo tanto D = n Fy(z) + Fo(x) + n~ F_1(x) € Br(P).

Tomando x = 0 en (2.3.34), obtenemos Q1(p(n)) = p(n) — Yy. Por otro lado, tomando
x =0 en (2.3.45) y reorganizando usando que F;(0) = My (1)~*M3(0), obtenemos

Q1(p(n)) + Fo(0) + Po(0) ' Py(—1)F_1(0) = p(n).

Por lo tanto concluimos que P,(0)~'P,(—=1)F_1(0) = Yy — Fy(0) es independiente de n.
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Para completar la prueba del lema debemos probar que (2.3.41) vale para x = 1. Si
reemplazamos x = 1 en (2.3.34) y (2.3.45) obtenemos respectivamente que

Q2(p(n)) + Q1(p(n)) M1 + 21 = p(n)Q1(p(n)),
Q2(p(n)) + Q1(p(n)) M2(1) Fo (1) M2(1) ™ + FL1(1)M2(1) " = p(n)Q1(p(n)).

Estas ecuaciones implican que
Qu(p(n)) (V1 = Ma(1) Fo(1) M2 (1) ™) + 21 = Fa (1) Ma(1) ™" = 0,

para todo n € Ny. Ahora por un argumento similar al de la prueba del Lema 2.3.1 obtenemos
Vi = Ma(1)Fo(1)Ma(1)~t y 21 = F_1(1)M3(1)~!. Esto completa la prueba del lema. O

Observacion 33. Familias de polinomios duales equivalentes estan asociadas al mismo opera-
dor D € Br(P). De hecho, si (Qq, M1, My, p) y (Qu, MiR, R"'My, R"*pR) son equivalentes,
donde R es una matriz constante invertible, obtenemos de (2.3.38) y del Lema 2.3.3 que
inducen las mismas funciones racionales Iy, Fpy, F_1.

Definicién 2.3.4. Denotaremos por B%(P) al subconjunto de todos los operadores en dife-
rencias
D =n Fy(x) + Fy(x) +n ' F_1(x) € Br(P),

tales que P, (0)~'P,(—1)F_1(0) es independiente de n, Fj(z) es no singular para todo = €
Ny v existe una matriz invertible Mi(n) tal que p(n) = My(n)~1y=1(D)Mi(n) satisface la
Condicién 1, donde 1) es el mapa de Fourier generalizado dado en (2.2.12).

Observacion 34. Si D es un operador en diferencias como en la Definicion 2.3.4 tal que
F_1(0) = 0, entonces P, (0)"'P,(—1)F_1(0) es trivialmente independiente de n. Este es el
caso de todos los ejemplos dados en la Seccién 2.8.

Teorema 2.3.5. Sea (P,), la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto a un
peso discreto W tal como en la Seccion 2.2. Cada familia dual (Qy, M1, Ms, p) determina un
operador en diferencias D € B%(P). Reciprocamente, si D € B%(P) estd dado por

D =nFi(z) + Fo(w) +n~ ' F (),
entonces eriste una unica sucesion de polinomios (Qz). dada por
Po(x) = Po(0)Qu(p(n)) Y (),  p(n) = Pu(0)" '™ (D)Py(0), Y(x) = F(0)~" - Fi(z—1)"",

Y(0) = I. Mds atn, la sucesion de polinomios duales satisface la relacion de recurrencia de
tres términos (2.3.34) con coeficientes

Ve = T(z)Fo(z)Y(z) L, Zy="Y(z —1)F_1(z)Y(x)", z €N,
) yO = FO(O) + Pn(O)fan(—l)F_l(()% Z() =0.

Demostracion. Hemos probado en el Lema 2.3.3 que las familias duales se corresponden
con los operadores D = nFi(x) + Fy(xz) +n'F_1(z) € Br(P). A partir de las expresio-
nes explicitas en el Lema 2.3.3 tenemos que Fj(x) es invertible para todo z € Ny y que
P, (0)"1P,(=1)F_1(0) es independiente de n. Finalmente, p satisface la Condicién 1 por la
Definicién 2.3.2. En conclusién D € B%(P).



40 CAPITULO 2. DUALIDAD PARA POLINOMIOS MATRICIALES

Para la reciproca, sea D € B%(P) tal que
P, D = Py(x+1) Fi(z) + Pu(z)Fy(z) + Po(z —1)F_1(2) =" Y(D) - Py(z).  (2.3.46)

Como D € B%(P), tenemos que Fi(x) es invertible para todo x € Ny y por lo tanto la matriz
T(z) = F1(0)~'- - Fi(z — 1)~ también es invertible. Sea Q.(n) = P,(0)" P, (x)Y(z)~ .
Si reemplazamos Pp,(z) = P,(0)Q,(n)Y(z) en (2.3.46), obtenemos la siguiente relacién de
recurrencia para Qy:

p(n)Qw(n) = Q:c-‘rl(n) + Qm(n)yx + Qx—l(n)va

con YV, y Z, tal como en el enunciado del teorema. Como D € B%%(P), tenemos que p
satisface la Condicion 1, y por el Lema 2.3.1 existe un tnico polinomio matricial (), que
satisface (2.3.34). En conclusién

Qz(p(n)) = Qu(n) = Po(0) ' Pu(2)Y(2)™!,  z € No.

Como D € B%(P) C My, todas las condiciones de la Definicién 2.3.2 se satisfacen y (Qz)s
es una familia dual. O

Observacion 35. A partir del Teorema 2.3.5 y el Lema 2.3.1, si D = nFi(z) + Fo(z) +
n L F_i(x) es un elemento de B%(P), entonces la sucesién de polinomios duales (Q;); aso-
ciados a D esté definida por la relacién de recurrencia de tres términos

an(n) = Q;B-‘rl(n) + Qx(n)yx + Q:v—l(n)zxa Qo=1.

Observacion 36. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de operadores
en diferencias de segundo orden BIQ;E(P) y el conjunto de familias duales monicas. El Teo-
rema 2.3.5 establece que cada elemento de B%{(P) determina una unica sucesién de po-
linomios duales ménicos (Q, Mi, Ma, p), donde Mi(n) = P,(0), Ma(z) = Y(x), p(n) =
P,(0)"'9~Y(D)P,(0), con la normalizacién estandar M;(0) = Ms(0) = I. Por otro lado,
por el Lema 2.3.3 cada familia dual (Q,, M, Ma, p) determina univocamente un operador
D € B%(P).

Observacién 37. Consideremos D € B%(P) y (Qu, Pa(0), Y(z), p(n)) una familia dual aso-
ciada, entonces para todo a, 3 € C, a # 0, tenemos D = aD + 3 € B%(P). Por lo tanto, el
operador D tiene una familia dual asociada (Q,, M1, M2, p). Una cuenta sencilla muestra que

My = P,(0), My(x) =a"Y(x), p(n)=ap(n)+p, Q«(3(n))=a"Qu(p(n)).

Si D1, Dy € B%(P) y aD1+3D;y € B%(P), entonces los polinomios duales correspondientes
a Di,Ds y aD1 + 8Dy no se relacionan de manera facil. Discutiremos un ejemplo de esta
situaciéon en la Seccién 2.8.

De aqui en adelante, consideraremos la normalizacién My(n) = P,(0) y Ma(x) = Y(x)
como en el Teorema 2.3.5.
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2.3.3. Relaciones de ortogonalidad duales

Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia (2.3.34), nos interesan sucesiones de polino-
mios ortogonales (P, ), con polinomios duales (Q ). que también sean polinomios ortogonales.
A continuacién relacionamos las medidas de ortogonalidad de las sucesiones (Pp,)n v (Qz)z-
Para ello necesitamos el siguiente analogo matricial de la Identidad de Christoffel-Darboux
para polinomios monicos. Se trata de un resultado estdndar para polinomios matriciales or-
tonormales, 1.5.25. Incluimos la demostraciéon para adaptar este resultado a la normalizacion
ménica.

Proposicién 2.3.6. Para todo n € Ny, los polinomios ortogonales matriciales ménicos (Py)p
satisfacen

1 oo oo
Zpk lpk( )= H(Pnﬂ(y) Hnlpn(ﬂf)—Pn(y) %nlpnﬂ(ﬂﬁ))a T #y.
Demostmczon. Aplicando la relacién de recurrencia de tres términos obtenemos
xPy(y)* M, ' Py(z) = Pi(y)*Hy ' Pey1(z) + Pi(y)*Hy By Pi(z) + Pi(y)*Hy ' CrPe—1(z),
YP(y) My ' Pre(x) = Popr (y) My ' Pr(x) + Pr(y)*BiHy, ' Pe(x) + Poc1 () CiHy, ' Pe().
Restando estas ecuaciones, aplicando (1.5.24) y sumando sobre todo & obtenemos el resultado

deseado. O

Ahora estamos listos para identificar las relaciones de ortogonalidad para los polinomios
duales (Q.). bajo el supuesto que la inversa de la norma cuadrada H,,! decae suficientemente
rapido cuando n — oo.

Teorema 2.3.7. Sea (P,), una sucesion de polinomios ortogonales matriciales monicos con
una sucesion dual (Qz)z y funcion de autovalores p como en el Teorema 2.3.5, tales que
Po(x) = Py(0)Q.(p(n))Y (x). Consideremos el peso matricial U(n) = P, (0)*H, 1P, (0). Asu-

miendo que
> F(n)U(n) < oo, (2.3.47)
n=0

para cualquier funcion matricial F' con entradas racionales y sin polos en Ny, y que

h;m R1(p(n)) Py (0)*H,, * Poy1(0)Ra(p(n)) = 0, para todos Ry, Ry € My (C)[n], (2.3.48)
entonces la sucesion dual (Qz), satisface la relacion de ortogonalidad
QazaQy ZQx )Qy( ( )) = %‘%ﬂ,ya

donde W, € My(C). Mds ain, % es definida positiva para todo x € Ny.

Demostracion. El hecho de que (Q, Q,)? es finito e igual a la matriz #; es consecuencia de
(2.3.47). Para x # y, sustituyendo (2.3.36) en la Identidad de Christoffel-Darboux obtenemos

ZQ:E My (k) Hy M (k)Qy (p(k)) =

" (Qulp(n + 1) )Mi(n + 1)"H, My (n)Qy(p(n))
—Qu(p(n))* My (n)*H, " Mi(n + 1)Qy(p(n + 1)) . (2.3.49)

€T —
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Ahora tomamos limite n — oo en ambos miembros de (2.3.49). El limite en los dos términos
del lado derecho de (2.3.49) es cero por las hipdtesis del teorema. Esto implica la ortogonalidad
de la sucesién (Qg)z-

Finalmente, dado ¢ € CY tenemos que &*#,¢ = £(Qu, Qz)% = (Q€, Q.6 > 0, en
donde hemos usado que U(n) es definida positiva para todo n € Ny. Esto implica que %, es
definida positiva. ]

Observacion 38. En el resto de esta seccién, asumiremos que las hipétesis (2.3.47) y (2.3.48)
del Teorema 2.3.7 se cumplen.

Procediendo como en [29, §1.2], tenemos que ||F'|| = (tr((F, F)))% es una seminorma en
el espacio
L*(W)={F:R— My(C): (F,F) < oo} .

Tomamos # la completaciéon de L2(W)/{F: ||F| = 0}. Si la sucesién de polinomios (P,),
es densa en ¢, obtenemos un andlogo matricial de [94, Theorem 3.8], que describe la norma
cuadrada dual.

Teorema 2.3.8. Sea (Qz)z una familia dual de (Py), y asumimos que el peso dual U(n)
satisface las hipdtesis del Teorema 2.3.7. Si la sucesion de polinomios (Py,),, es densa en J,
entonces

(Qe: Q)" ZQx (M)Qu(p(n)) = (T(2)W (2)Y(2)") "

. _1
Demostracion. Consideremos P, (x) = Hy, 2 Py(x) una sucesién de polinomios ortonormales
y sea Fy(x) = 6,,1. Entonces, tenemos que

Fy) =Y Fy(a)W(x)Fy(z)" = W(y). (2.3.50)
=0
Por otro lado,
(Fy, Ba) =Y Fy (@)W (2) Ba()* = W(y) Paly)”,
x=0

y por lo tanto la relacién de Parseval en [29, Ecuacién (1.42)] para Fy nos da

o0

<Fy?Fy> = Z<F P Fy7P ZW P pn(y)w(y)

=Wi(y) (Z Pn(y)*Hﬁan(y)) W (y)- (2.3.51)
n=0

Combinando (2.3.50) y (2.3.51), usando que W (y) es invertible para todo y € N y la condicién
de dualidad (2.3.36), completamos la prueba del teorema. ]

2.3.4. Algebras de Fourier duales

Procediendo como en la Seccién 2.2.2; introducimos las algebras de Fourier para los poli-
nomios duales (Q),. Intercambiando los roles de z y n, consideramos las siguientes algebras
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de operadores en diferencias:

M ={D = Z 7 Fj(z) : Fj:Ng — Mp(C) es una sucesién a valores matriciales},
N ={M = Z Gj(n)d? : Gj: C — My(C) es una funcién matricial racional de n}.

Estamos interesados en la accién de los elementos de N f\l, y ./\/lﬁlv en la sucesién dual (Q)s-

Gi(n)d € Nty D = L Fy(x) €

Definimos la accién de los operadores M = Z]_ft

MN por

(Q=-D)(p(n) = > Qurjlp(n))Fy(x), (M- Qa)(p Z G;(n)Qu(p(n + ).

j=—t j=—t
Las algebras de Fourier duales para la sucesién (@), estdn dadas por
Fi(Q) ={D e MY :3M €N, M- Qe =Q.- D},
FHQ)={M e N¢&:3D e M%, M -Q,=Q.-D}.
Procediendo como en (2.2.12) tenemos que el mapa ¥¢ : F4(Q) — F&(Q) definido por
YD)=M, M-Qy=Q. D, (2.3.52)

es un isomorfismo de dlgebras bien definido. La prueba de que este mapa estd bien definido
es analoga a la dada en la Proposicion 2.2.2 y la omitimos. Estamos interesados en la relacién
entre las algebras de Fourier de los polinomios P, y las dlgebras de Fourier duales para los
polinomios Q. Asumiendo que M € Fr(P)y D = (M) € Fr(P) estan dados por

s

M= Gjn)d, D= nF(z)e My,
j=—t k=—¢

la condicién M - P, = P, - D esta dada explicitamente por
Z G(n)Pyyi(x Z P,(z + k)Fy(z),  n,x € Np. (2.3.53)
Jj=—t k=—¢

Quisieramos transformar la ecuacién anterior en una para los polinomios duales usando la
relacién (2.3.36). Sin embargo, (2.3.36) es tinicamente vélida para n,x € Ny y (2.3.53) puede
incluir términos con valores negativos de n, x. Para superar estas dificultades nos limitaremos
a una subdlgebra mas pequena de las dlgebras de Fourier. Sea F r(P) dada por

]:"R(P):{D:anFk(x)e]:R(P):Fk(x):(J, k=—0,...,—1, x:O,...,—k—l}.
k=—¢

Lema 2.3.9. Fr(P) es una subdlgebra de Fr(P).
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Demostracién. Es facil verificar que F, r(P) es un subespacio. Para probar que .7:'R(P) es
cerrado bajo la operacién producto tomamos Dj, Dy € Fr(P). Sin pérdida de generalidad, y
permitiendo que alguno de los coeficientes sean nulos, asumimos que

)4 )4
D1 = Z 7’]ij($), D2 = Z nka(l’)

j=—t k=—t
La condiciéon Dy, Dy € ]:"R(P) implica que Fj(z) = G;(x) = 0 para todo j = —¢,...,—1,
z=0,...,—j — 1. El producto DD estd dado por

l
DDy = Y " F(z+ k)G().
Gok=—2

La prueba estard completa si mostramos que Fj(z + k)G (z) = 0 para todo

k+j=-2¢,...,—1, x=0,...,—k—75—1. (2.3.54)
Si —¢ < k < —1, entonces Gi(x) = 0 para todo x = 0,...,—k — 1. Por otro lado, si
—k<zx<-k—j—1,entonces 0 <z +k < —j—1 lo que implica que j < 0 y por lo tanto

Si k > 0 entonces la ecuacién del lado derecho de (2.3.54) implica que j < 0. Mas ain,
la ecuacién en el lado derecho de (2.3.54) nos da 0 < k < z+ k < —j — 1 y por lo tanto

Observacion 39. Notemos que x € .7:"R(P), y por lo tanto ]:"R(P) es no vacio. Més aun, todo
operador D asociado a una ecuacién de Pearson débil de la forma (2.2.3) estd contenido
en Fr(P) tal como su adjunta D, Finalmente todo operador D en B%(P) que satisface la
condicién de la Observacién 34 estd contenido en F, r(P). Este serd el caso para todos los
ejemplos de la Seccion 2.8.

Si D € Fr(P) esté dado por

D= WFx), (2.3.55)
j=—t
entonces para cada j = —/¢,...,m, x — Y(x+j)Fj(x)Y(z)"! define una sucesion que es cero
para todo x =0, ..., méx(—7,0) — 1. En conclusién tenemos un mapa o: Fr(P) — M?V dado
por
o(D)="TDY ' = > 9/ Y(z+j)F(z)Y ' (x). (2.3.56)
j=—t

La accién de (D) en los polinomios duales esta dada por

(Qu - o (D) (p(n) = Y Quaj(p(n) Y (x + ) Fy(2)Y ™ ()

j=—t

= Pu(0)™" Y Pulz +4)Fj (@)Y (@) = Pu(0) (P - D)(2)Y (),
i=—t
’ (2.3.57)
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para todo z,n € Ny. En la segunda igualdad, hemos usando la relacién de dualidad (2.3.36)
y el hecho de que el coeficiente F}j(x) es cero cuando =+ j es un entero negativo. Esto implica
que

Ph(0)(Qz - o(D))(p(n)Y(z) = (P, - D)(x), para todo x,n € Np. (2.3.58)

Ahora introducimos la subélgebra Fr,(P) C Fi(P) considerando la imagen de Fr(P) bajo el
homomorfismo de &lgebras 11

FL(P) =4~ (Fr(P)).

Para un operador D € Fr(P) como en (2.3.55), sea M = ¢~*(D) € Fr(P) de la forma

S

M= Gjn).

j=—t
Entonces la relacién M - P, = P, - D para n € Ny se traduce en las siguientes relaciones para
los polinomios duales:

s

(Pa-D)(x) = (M-Py)(x)= Y Gj(n)Pslx)

j=méx(—t,—n)

s

= Y GIPu(0)Qulp(n+ )T ().

j=méx(—t,—n)

En conclusién, usando(2.3.57) obtenemos

s

(Qu - a(D)(p(n)) = Po(0) (P - D)(@)Y(2) ' = Y G(n)Qulp(n +4)), (2:3.59)

Jj=méx(—t,—n)
donde las sucesiones éj(n) estan dadas por
Gi(n) = Py(0)"'Gj(n)Poyj(0),  j =méx(—t,—n),...,s.

Los coeficientes Gj(n) estan tnicamente definidos para n € Ny dado que estan dados en
términos de las sucesiones Gj(n). En lo que sigue probaremos que pueden ser extendidos a
funciones racionales de n.

Lema 2.3.10. Para todo k € N existen matrices My, ..., M}, tales que

p(n)* = Qr(p(n)) My, + - - - + Qo(p(n)) Mo.

Demostracion. Procedemos por induccién en k. El lema es trivial para k = 0, teniendo en
cuenta que Qo(p(n)) es la matriz identidad. Asumimos que el lema vale para k € N dado;
usando la hipdtesis inductiva y la relacién de recurrencia de tres términos dual (2.3.34)
obtenemos

p(n)F = p(n)(Qr(p(n)) My + - - - + QoMo) = p(n)Qr(p(n)) My, + - - - + p(n) QoMo
= Qr+1(p(n)) My + Qr(p(n)) ViMy, + Mg-1) + - + Qo(p(n)) (21 M1 + Yo Mp).

Esto completa la inducciéon y prueba el lema. ]
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En lo que sigue mostraremos que los coeficientes G; de (2.3.59) se extienden a una tnica
funcién racional. Para esto debemos refinar la Condicién 1 sobre la funciéon matricial p.

Condicién 2. Para cada v € Ng y © € Ny, la matriz de Vandermonde en bloques de la
Condicion 1 es invertible para ko = v, k1 =v+1,...,k, = v+ .

Lema 2.3.11. Sea M € Fy,(P). Entonces existe un tinico operador (M) € FHQ) tal que

(T(M) - Qz)(p(n)) = (Qz-a(D))(p(n)), para todon € C,z € Ny,
donde D =¢(M), y

(T(M) - Q2)(p(n)) = (Pu(0)"*MP,(0) - Qz)(p(n)),  para todo n € Ny. (2.3.60)
Mds atn T es invertible y 7= : M — P, (0)MP,(0)!

Demostracion. El primer paso de la demostracion consiste en mostrar que las sucesiones éj
dadas en (2.3.59) se extienden de forma tnica a funciones racionales de n. Sea k € Ny. Por
el Lema 2.3.10 y la relacién (2.3.59), tenemos

ZG pn+ )k Z ZG pn+ )| Mi =3 (Qi - (D)) (p(n)) M,

j=—t =0 |j=-t 1=0

para todo n € N>;. En otras palabras, para todo k € Ny tenemos

Gi(n)pn —t)F + -+ Gu(n)p(n + s)* = Re(n),

donde Ry (n) es una funcién matricial cuyas entradas son funciones racionales de n. Si consi-

deramos k = 0,...,s + t, la ecuacién anterior da el sistema lineal
I pn—t) - pln—t)*
(Gt @) 1 =) o Re),
I p(n+s) -+ pn+s)stt

(2.3.61)
para todo n € N>;. Como la matriz de Vandermonde en bloques en (2.3.61) es invertible
por la Condiciéon 2 con v =n —ty x = s+ t, existen funciones racionales matriciales de n

univocamente determinadas que coinciden con G_ ty oo GS para todo n € N>;. Denotaremos
también a estas funciones como G_¢, ..., Gs. Mas aun, estas funciones son las tinicas con esta
propiedad.

Ahora introducimos un operador en diferencias 7(M) € Ng del siguiente modo:

luego (2.3.59) da

(T(M) - Qz)(p(n)) = (Qz - (D)) (p(n)), para todo x € Ny, n € N>4.

Como para cada x € Ny fijo, (7(M) - Qz)(p(n)) v (Qz - o(D))(p(n)) son funciones racionales
de n y coinciden en N>, concluimos que

(T(M) - Qz)(p(n)) = (Qz - o(D))(p(n)) para todo n € C,
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por lo tanto 7(M) € F4(Q) y o(D) € F&(Q). Para la segunda parte del lema, tenemos que
para todo n € Ny:

(7(M) - Qz)(p(n)) = (Qz - o(D))(p(n)) = Pn(O) (P - D)(2) T (2)~
= Po(0)7 (M - Pa)(2)Y(2) " = (Pu(0) "' M Pa(0) - Q) (p(n),

en donde hemos aplicado (2.3.58) en la segunda igualdad. La expresién de la inversa de 7 es
directa. ]

Finalmente, denotamos F¢(Q) = 7(F1(P)), de modo que

FHQ) =o(Fr(P),  Fr(P)=v " Fr(P),  FLQ)=r(FL(P)).
Hemos visto que 7 : F7,(P) — ﬁg(Q) y o : Fr(P) — ﬁld%(Q) son isomorfismos de algebras.

Teorema 2.3.12. Sean P, y Q,, dos familias duales y sean o y T como en (2.3.56) y Lema
2.8.11 respectivamente, entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

Demostracion. El teorema es consecuencia del Lema 2.3.11. Para todo M € .7:"L(P) tenemos
que 7(M) - Qr = Q- o(¢(M)). Entonces (2.3.52) implica que

(M) = (o (p(M))).
Esto completa la demostracion. ]

El dltimo resultado de la seccién relaciona los operadores adjuntos en el dlgebra F r(P)
con respecto al producto interno matricial (, ) con el operador adjunto en el dlgebra dual

.7:"1%(@) con respecto al producto interno matricial (, )¢.

Corolario 2.3.13. Sea D € Fr(P) y asumimos que existe Dt € Fr(P). Sea M = )~ 1(D).
Entonces

(M)t =7(MT),  o(D)' =0 (D).
Demostracion. Como D, D! € FR(J?) tenemos que M, Mt e Fp(P). Suponiendo M =
> =1 Gj (n)é’, y tomando 7(M) € F¢(Q) como en el Lema 2.3.11, tenemos que

o0

(T(M) - Quy Q)" =Y (T(M) - Qu)(p(n))*U(n)Qy (p(n))

n=0

=Y D> Qulptn+ ) Parj(0)*Gy(n)"(Pu(0)*) " U(n)Qy(p(n))
n=0 j=méx(—t,—n)
oo min(s,r)

=3 > Qulp(r) U () P(0) Mo Gy(r — ) M, P (0)Qy (p(r — )
r=0 j=—t

= Qulp()) U ) (T(MY) - Q) (p(r)) = (Qu, T(MT) - Q)"
r=0
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en donde hemos usado la expresién para la adjunta de M en (2.2.14). Esto demuestra la
primer férmula del corolario. Para la segunda férmula tenemos que

<Q:Jc : U(D)7 Qy>d = <T(M) Qs Qy>d = <Qx>T(MT) : Qy>d = <Qx7 Qy : U(DT»d,
para todo z,y € Ny. Esto concluye la prueba del corolario. ]

El resto del capitulo esta dedicado a la construccion de una familia adecuada de polinomios
ortogonales matriciales y sus familias duales.

2.4. Polinomios matriciales de tipo Charlier

En esta secciéon comenzamos con un peso matricial W que satisface el sistema mas simple
de ecuaciones Pearson débiles de la forma (2.2.15), es decir una tinica ecuacién en diferencias.
Tomamos Fj(z) = o, Fj(z)* = x4, donde &/ y % son matrices constantes invertibles, y
asumimos que W satisface

W (x —1) = W(x)PBzx. (2.4.62)
Iterando esta ecuacién obtenemos
W(z) = ngff))@—x, z € No. (2.4.63)

Como W es un peso matricial, es definido positivo por definicién, pese a que esto no sea directo
de (2.4.63). Sin embargo, atin no asumiremos nada extra sobre & y %. Los operadores D y
D', introducidos en la ecuacién (2.2.16) y la Proposicién 2.2.3, estén ahora dados por

P-D(z)=P(z+1)«/, P-Di(z)=P(z—1)%"x. (2.4.64)

Los correspondientes operadores en el dlgebra de Fourier a izquierda Fr,(P) de la Proposicién
2.2.4 pueden ser escritos en términos de las normas cuadradas de los polinomios ortogonales
monicos.

Proposicién 2.4.1. Sea (P,),, la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto
al peso matricial definido positivo W de la forma (2.4.63). Entonces los polinomios satisfacen
las siguientes ecuactones

P,-D=M-P,, M=o +H, BH, ' 57, (2.4.65)
P,-DI=M"-P,, M=%+ H, /"M, (2.4.66)
donde D y DV estin dados en (2.4.64).

Demostracion. Estamos en la situaciéon de la Proposicién 2.2.4, con s = 0 y t = 1. Esto
significa que tenemos ladder equations y que los operadores que actian a izquierda son de la
forma

M =Go(n) +G_1(n)d™, M =H,G_i(n+1)"H, 1,0 + HaGo(n)* H,, ",

donde Go(n) = (P, - D, P,)H;' v G_1(n) = (P, - D, P,_1)H,",. Estos coeficientes pueden
ser determinados directamente mirando los coeficientes directores en las ladder relations.
Primero, el coeficiente de z™ en la relacién P, - D = M - P, nos da

Go(n) = .
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Por otro lado, el coeficiente de ™! en P, - D' = M'. P, nos da #* = H,G_1(n +1)* E}A
y luego
G_i1(n) = H,BH, "

n—1°
dado que las normas cuadradas son matrices autoadjuntas. O

Observacion 40. Las ecuaciones (2.4.65), (2.4.66) pueden ser escritas como
w(M)=D, (M%) =D".

En consecuencia el isomorfismo de las algebras de Fourier 1 preserva la operacion { en la
subélgebra generada por M, MT y I.

Corolario 2.4.2. Sea W un peso matricial de la forma (2.4.63) y sea (Py), la sucesion
de polinomios ortogonales monicos. Entonces el coeficiente By, de la relacién de recurrencia
(1.5.23) estd dado por

B, = (B*) "Hp o "Mt + Ho(F*) " H L B, neN, (2.4.67)

By = (#*) "Hot *Hy " (2.4.68)

Demostracion. Si reemplazamos x = 0 en la ladder relation P, - D' = M' . P, y aplicamos
(2.4.66), obtenemos
0= Poy1(0) + (B*) "Hpo? *H,, 1 P, (0). (2.4.69)

Observemos que la matriz P, (0) es invertible para todo n € Ny. Esto es trivial si Py(0) = I.
Para n > 1 sigue de (2.4.69) y del hecho de que (%*)"'1H,o/*H, ' es invertible para todo

n
n > 1. Tomamos = = 0 en la relacién de recurrencia de tres términos (1.5.23) para n > 1:

Py11(0) = =B, Py (0) — Cp P, —1(0).
Eliminando P,41(0) obtenemos
B, = (B") M1t — HoH L Pa1(0)PL(0) 7Y,
y aplicando (2.4.69) nuevamente
By, = (B*) " Hp o * Wyt + Ho () H L B

Para n = 0 la relacién de recurrencia de tres términos tiene un término menos. La expresién
correspondiente puede ser obtenida de forma andaloga. O

Corolario 2.4.3. Los polinomios ortogonales monicos (Py,), con respecto al peso matricial
definido positivo W de la forma (2.4.63) satisfacen la siguiente ecuacion en diferencias de
sequndo orden en x,

Po(x+ 1) + (HoB(0*) " H L B — aMH BH, — o) Py(a)
+ oM, BH W B Pz —1)B* =0, neN. (2.4.70)

Observacion 41. Observemos que (2.4.70) es una relacién mixta. Aparecen matrices multi-
plicando a izquierda y a derecha.
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Demostracion. Comenzamos con la relacién de recurrencia de tres términos (1.5.23)
zPp(x) = Ppyi1(x) + BpPo(z) + Cr Pr—1(x),
y eliminamos P, 1 y P,—1 aplicando las ladder relations de la Proposicién 2.4.1

Py 1(z) =Hp 1B M1 (P(z+ 1)of — o/ Py(x)),
Poyi(z) = () (Po(x — 1)B*x — o *H,, ' Po(2)) .

Luego de reemplazar estas expresiones en la relacion de recurrencia de tres términos y mul-
tiplicando por H,#H,, ! a izquierda, obtenemos

Pz + 1) + (HoBH, (B — . — (B*) " Hod/*H ') — ) Po(2)
+ aH, BH, (B Py(x — 1) B = 0.

Finalmente aplicamos el Corolario 2.4.2, la ecuacién se simplifica y obtenemos (2.4.70). [

2.4.1. Peso matricial de tipo Charlier simétrico

Consideramos el peso W de la forma (2.4.63) con la restriccién extra que % = (a.o/*)~1,
para un escalar positivo a. De esta forma, derivamos una relacién en recurrencias en n de
segundo orden que solo involucra las normas cuadradas. Nuestro peso se simplifica a

W) = %TMW(O)(M)% a0, (2.4.71)

A partir de ahora asumimos que W (0) es definida positiva de forma tal que cada matriz W (x)
de la forma (2.4.71) es definida positiva.

Teorema 2.4.4. Sea W como en (2.4.71). Entonces las normas cuadradas de los polinomios
ortogonales mdnicos satisfacen

Hy = a2 M1 () — P Hy 1 M A 1 9
+ad Hy 1" 4 G M1 () H e T M1 /*, € Nsg,  (2.4.72)

Y

Hy = a> o/ *Hod * (4*)? — a®> A Ho ol *Hy ' A Hod* + acd Hool *. (2.4.73)
Demostracion. Recordemos que el operador = actia a derecha, y notemos que [D,z] = —D.
Entonces, por el significado del isomorfismo ¢ de (2.2.12) obtenemos [M, L] = —M, recor-

dando que ¢~ !(x) = £ de (2.2.13). Introducimos la notacién B(n) = %’Hn(d*)_l’H;il, y
haciendo una cuenta directa obtenemos

[M, L] = (B(n) — B(n+ 1) + [, By))
+ (B(n)Bp—1 — BpB(n) + [o7,Cp])5 !
+ (B(n)Cr_1 — Cpf(n —1))072. (2.4.74)
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Ahora aplicando (2.4.67) para n > 2 obtenemos que el coeficiente de 6! en la ecuacién
(2.4.74) es

1
Hn( ) ML A Hn 1 H L H ()M e

1 _ _ fr—1n— _
- ﬁﬂn(d*)’lﬂnild YW (*) Y1 —H H o/, n€Nsy, (24.75)
y para n = 1 aplicamos (2.4.67) y (2.4.68), este coeficiente es

1
a2

Hy () My L Hoot " Hy b — S H () H L T 1 () T H Y — HiH el (2.4.76)

Ahora usamos [M, L] = —M, para equiparar la expresién en (2.4.75) a —3(n),

1
Hn () L H o H L H () T Ly T Ha M

1
a2

y (2.4.76) a —B(1),

1
Ho () " H o H ()T = fayn(mf*)—lygil, n € Nso, (2.4.77)

Hy(o/*) " Hy Lt Hod *Hy t — %7—[1(%*)‘1%51%‘17{1(%*)‘1%51 — HiHy Lot
:—2711(%*)—1}151. (2.4.78)
Multiplicamos (2.4.77) y (2.4.78) a derecha por H,_1 y Ho respectivamente, y a izquierda
por as/*H, 1 vy as/ *’Hfl. Entonces obtenemos
at A Hy " + %(M)*W;ﬁzd*ﬂn_l
—ad/ M A H1 — é%;ﬁldflﬂn(ﬁ*)*l =1 ncNsy,
y paran =1
Ho ' d Hod ™ — acl *Hy o Ho — 2%51@%-1%1(@%*)—1 = I
Ahora aislando H,, obtenemos
Hy = > *Hp (%) — P A Hy 10" H A Hy 1
+add Hy 1"+ A Hp 1 () H Ly Ty 197*, € Nao,
y paran =1
Hy = a> o/ Hod * (4*)? — a® A Hod *Hy ' A Hod* + acd Hool ™.
Esto completa la prueba del teorema. ]

Observacion 42. Verifiquemos que el resultado anterior se cumple en el caso escalar. Tenemos
o/ =1y las ecuaciones (2.4.72) y (2.4.73) son

Hp = HnaH, o Hno1 +aHu1,  Hi = aHo.

Se puede verificar que las normas cuadradas de los polinomios moénicos de Charlier H,, =
nla™e® satisfacen estas relaciones.
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Observacion 43. El peso simétrico (2.4.71) nos permite simplificar la ecuacién en diferencias
en x para los P, del Corolario 2.4.3 del siguiente modo

Pz + 1)/ + <a12Hn(%*)‘2H;E1%_1 - gﬂn(w*)*%;l — ﬂ) P, (2)
() T H A Palw = D)/ T = 0. (24.79)

Si consideramos la correspondiente relacién de recurrencia en x para P, (z)/*, obtendriamos
una relacion de recurrencia con coeficientes multiplicando a los P, solo por la izquierda. Pero
dejaremos esto para la Seccién 2.7 en la cual podremos simplificarla atin mas.

Observacion 44. En esta seccién, asumimos que &/ y % son dos matrices arbitrarias inver-
tibles. En particular, pueden ser tomadas como un multiplo de una matriz diagonal. En ese
caso, el peso matricial es reducible, ver por ejemplo [120] y [89], y los polinomios ortogonales
matriciales se reducen esencialmente a suma directas de polinomios escalares de Charlier.

2.5. Familia monoparamétrica de polinomios matriciales de
tipo Charlier

En esta seccién especializamos el peso matricial (2.4.71). Esto nos permite dar una ex-
presién explicita para la norma Hg, la cual por el Teorema 2.4.4 determina todas las normas
cuadradas. La elecciéon estd motivada por trabajos previos en familias de polinomios ortogo-
nales matriciales de tipo Gegenbauer, Laguerre y Hermite en [5,82,90].

Sea A € Ny y sean A, 7™ dos matrices constantes definidas por

B j=k+1
Ajp =14 Fit J , TV = diag((sy\) . .(5](\?)),
0, jAk+1

con 6](-)‘) >0y pj > 0. Tomamos & = (A+1)y WN(0) = (I + A TN (T + A*)* en (2.4.71)

de forma tal que tenemos una familia de pesos matriciales

X
W (@) = L (1 + ATV 4 A7), a>o. (2.5.80)
x!
Esta familia tiene 2N +1 pardmetros libres, digamos A, u1, - . ., N, 59), e 5](\?‘). El pardmetro

A € Ny estd en correspondencia con la Secciéon 2.2.5. Sin embargo, A solo tendrd un rol
relevante en la proxima seccién. El producto interno correspondiente serd denotado por (-, ->()‘)
como en (2.2.19).

Ahora somos capaces de calcular explicitamente la norma ’H(()/\)y encontrar una descom-
posicion LDU de todas las normas cuadradas, pese a que la matriz diagonal en esta descom-
posicién atn no puede ser determinada explicitamente. Antes de hacer esto, introducimos un
polinomio matricial triangular inferior unipotente que sera 1til en lo que viene.

2.5.1. Propiedades de la matriz L

Recordemos algunos hechos clésicos sobre los polinomios de Charlier escalares, ver por
ejemplo [35,95]. El hecho més bdsico es su representacién hipergeométrica (2.1.2), las rela-
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ciones de ortogonalidad (2.1.1) y la funcién generatriz

z oo (a)
t 3 _ Cn ((L‘) n
e <1— p _nz:% =t [t <lal (2.5.81)
Necesitaremos los shift operators
@+ )=l @)~ @), @) =dd@) -l -1, (2582)

y la ecuacion en diferencias de segundo orden en x
acd(z+1) — (24 )Y () + 2D (. = 1) = —nc@ (2). (2.5.83)
También necesitaremos el siguiente resultado un poco menos estandar.

Proposiciéon 2.5.1. Para a # 0 los polinomios escalares de Charlier satisfacen la siguiente
convolucion

n (a) (=a)
Cn'm (1’) Cm (_$)
(=™
mz:() ’

Demostracion. Es claro que la suma es igual a 1 para n = 0. Para n > 1 tomamos una copia
de la funcién generatriz en (2.5.81) pero con los signos cambiados de ¢, z y a

et (1 - Z) Ul i(—l)mwtm,
m=0

y la multiplicamos por la funcién generatriz ordinaria para obtener 1. Entonces tenemos

0o 0o (a) (—a)
mCn (I’) Cm (—I’) n—+m
L=2 D (Fym= = =,
n=0m=0

A A9 (g c,({a) -z

y viendo que los coeficientes con potencias positivas de t deben anularse, obtenemos el resul-
tado deseado. O

Consideramos el siguiente polinomio matricial triangular inferior

L(x);, = “L( )jkcga)k( ) >k L(z)jp=0, j<k (2.5.84)
)ik = —(—a S, , )ik =0, < k, 0.

(a)

donde ;g s el polinomio de Charlier escalar de grado j — k. La matriz L considerada en
este caso es analoga a las que aparecen relacionadas a los polinomios ortogonales de tipo
Gegenbauer, Laguerre y Hermite en [82,86,90]. Ver también [19] para una matriz triangular
inferior que involucra polinomios de Jacobi.

Lema 2.5.2. Las siguientes propiedades de L se satisfacen.
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1. det(L(z)) = 1.

2. Lz +1) = L(x)(I + A).

3. L(z)A = AL(z).

4. L(z) = Lo(I + A)* = (I + A)*Ly, z € Z.
Aqui usamos la notacion Lo = L(0).

Demostracion. (1) y (3) siguen autométicamente de la definicién. (2) sigue de la forward
shift equation (2.5.82) y (4) sigue iterando (2). O

Observacion 45. Asumiendo que A € Z, por (4) del Lema 2.5.2 tenemos que L(xz + \) =
(I + A)*L(x). Por lo tanto podemos reescribir el peso matricial (2.5.80) como:
W (z) = %LglL(x + NTV Lz + A (L) !
al’

=5 Lo (T 4+ AML(2) TNV L ()" (I + AN Lg)

La prueba del resultado siguiente es andloga a la dada en [19] para polinomios de Jacobi.

Lema 2.5.3. La inversa de L es la matriz triangular inferior

(—a)
_ i ik Ci—k (_:E) . -1 .
L) b= k1222 >k, L(z);; =0, j<k.
@ik = (7 — k) ()
Demostracion. Denotemos a la matriz del enunciado del lema por K (z). Observemos que las
entradas bajo la diagonal principal de L(x)K (z) son inmediatamente 0 por definicién. Nos
queda (L(z)K(x));r para j > k que estd dada por

j (a) —a j (a) —a
XJ: i gyt G=el7) e e i (07) (—1) kit ZJI(—l)H o) i) (a)
= e (J = O (¢ —k)! e = (=0 (£—k)

Haciendo un shift en el indice de la primera suma en la dltima ecuacién, obtenemos una
suma como en la Proposicion 2.5.1, entonces nos dard 1 si j = k£ y 0 si no. Esto completa la
prueba. O

La inversa de L tiene una estructura similar e involucra polinomios de Charlier con
pardmetros negativos. Este hecho es compatible con resultados previos [19, 82, 86, 90]. Pa-
ra la matriz L considerada en este capitulo, esto es esencialmente una consecuencia de la
funcién generatriz de los polinomios escalares de Charlier, tal como en los casos de Hermite
y Laguerre [82,90].

Concluimos esta subseccién introduciendo otra matriz ttil, J = diag(1,...,N). En lo que
sigue utilizamos el corchete [A, B] = AB — BA.

Lema 2.5.4. J satisface las siguientes ecuaciones, para k € 7.
1. [J,A] = A.
2. [J,(I + A)F] = kAT + AL = k(I + A)F — k(I + A)FL.
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3. [J,L(z)] = A(I + A)"'L(z) — aAL(x).
4o I+ A*JI+A)F=J-kAI + A)!
5. L(z)""JL(z) = J — aA + zA(I + A)~!

Demostracion. (1) sigue inmediatamente de la definicién. (2) sigue iterando (1) y del hecho
que A(I + A~ =T — (I + A)~!. Para (3) podemos utilizar la backward shift equation en
(2.5.82) para mostrar que

[/, L(x)] = —aAL(z) — aAL(z — 1),

y entonces el resultado sigue del Lema 2.5.3. Finalmente (4) sigue de (2) y (5) de (3). O

2.5.2. Descomposicion LDU de las normas
()

En esta subseccion daremos una descomposiciéon LDU de las normas cuadradas H,, ’. Para
esto necesitamos encontrar una expresion para la primer norma cuadrada H((]’\). La expresién
de la matriz L en términos de polinomios escalares de Charlier juega un rol fundamental en
esta prueba. Luego usaremos las relaciones de recurrencia no lineales del Teorema 2.4.4, para

(N)

extender esta descomposicion a todas las H,, .
Proposicién 2.5.5. El momento 0 del peso (2.5.80), tiene la siguiente factorizacion LDU
N _ 71 Ary(A) $\A TR\ —1
Ho ' =Ly (I+A)""Dy" (I +A)(Ly) (2.5.85)

donde D(()/\) es una matriz diagonal con entradas

O _ 2 annd)
(Do);; = njae ; R (2.5.86)
Demostracion. Aplicando la Observacién 45, tenemos que
o0 T
1Y = Z W (z) = L 1(I + A)> (2% Z!L(:p)T(’\)L(:v)*> (I+AHNLE)™Y,  (2.5.87)

lo que nos da (2.5.85) tomando D(()’\) como en (2.5.87). Ahora podemos tomar ventaja de
las relaciones de ortogonalidad de los polinomios escalares de Charlier. Mirando entrada a
entrada, tenemos

o mln(],k (a) (a) ( )

() o sue €
D() — ‘L ]+k 2@:“] j—t 5() k “k—¢
(PG s Z:%x 2 T W o

min(j,k 1 (— )j+k 225()

m ! ()2 (x)

=1
J 2 a5(>\)

_ 5 i—eHj €70y
R R ik

=1 He

En la dltima igualdad hemos usado las relaciones de ortogonalidad (2.1.1). O
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Corolario 2.5.6. Las normas cuadradas de los polinomios ortogonales monicos (PT(L’\))n con
respecto al peso (2.5.80) tienen la siguiente descomposicion LDU

HY = Lo (1 + A PDWN (1 + A" ALh)

donde Dg{\) es una matriz diagonal definida positiva que satisface la recurrencia

DM = a?ADM, 4" — 2D (DM )1 ADY | 4 oDV + DY (DW,) DY (2.5.88)
para n € N>o, y
DY = a2aD{M A* — DM A* (DY) AD(Y + DYV (2.5.89)

Demostracion. Comencemos definiendo
DN = Lo(I 4+ A) " MHN(T 4 A*)™ ALY,

y veamos por induccion que son diagonales. Notemos que el caso n = 0 fue dado en la
Proposiciéon 2.5.5. Demostraremos primero que satisfacen la relacién en recurrencias en n
dada en (2.5.88) y (2.5.89). Para n = 1 aplicamos el resultado con n = 1 del Teorema 2.4.4
y obtenemos

DY = Lo(I+ A) 1M (T 4 A% 1L
= a®(I + AP + A*) — DV (1 + A (DY) (1 + A)DYY + aDYV.

Simplificando obtenemos (2.5.89). Similarmente para n > 2 aplicamos el Teorema 2.4.4 para
mostrar que

Lo(I+ A) A oW (1 + AL = a(IT + A)DWY, (1 + 4%) + DY, (DY) 1D

n

—a>DWV (1 + A%)(DY) (T + A)DY, +aDV,,

n

y luego expandimos (I + A) nuevamente para obtener (2.5.88).

Hemos mostrado que D(())‘) es diagonal en la Proposicién 2.5.5. Debido a la forma subdia-

gonal de A, sigue de (2.5.89) que D?‘) es también diagonal. El mismo razonamiento vale para
n > 2y (2.5.88). Esto completa la prueba. O

2.5.3. Ecuacion en diferencias de segundo orden

En esta subseccién daremos un operador en diferencias de segundo orden que tiene a

los polinomios P,S)‘) como autofunciones. Observemos que los operadores D y D' tienen una
forma mas especifica debido a que estamos trabajando con el peso especifico (2.5.80),

D=nI+4), D= n—lg(f + AL (2.5.90)

El operador D + D € Fr(P) es un operador autoadjunto. Es un hecho conocido, ver [8],
que un operador en diferencias de segundo orden autoadjunto que preserva el grado de los
polinomios tiene a la correspondiente sucesién de polinomios ortogonales como autofunciones.
Sin embargo, sigue de (2.5.90) que D + D' no preserva el grado de los polinomios. Teniendo
esto en cuenta, construimos un segundo operador autoadjunto.
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Proposicién 2.5.7. Consideremos el peso matricial W como en (2.5.80). Entonces el
operador

N =T+ @+ NI+ A7 (2.5.91)
es un operador autoadjunto con respecto a (-, '>(>‘), i.e
<P : 3()\)7 Q>()\) = <P7 Q : J(A)>(>\)
para todos P y QQ polinomios matriciales.
Demostracion. Aplicando el Lema 2.5.4 obtenemos
JWN(2) = J(I 4+ A)*ATNT + A*)ﬂc+A
= (I + A)"ATO I+ A 4 (e + WV (@) = (2 + AT+ A)" W (2)
— W (@)J — (& + NI+ A" WO (@) + WO (@) (@ + A (I + A7)

Esto implica 3™ (2)W ™ () = W (2)3WV (2)*, que es una ecuacién de Pearson débil (2.2.15)
para £ = m =0,y Fy(x) = F()( ) = 3™ (z). Por lo tanto la Proposicién 2.2.3 implica que
JW es un operador autoadjunto. O

Observacion 46. 3™ es un operador de orden cero que actia multiplicando por J + (x +
A)(I + A)~! a derecha, ver Definicién 2.2.1. En lo que queda del capitulo denotaremos a este
operador JW. Sin embargo, cuando deseemos referirnos a su (inico) coeficiente polinomial,
escribiremos IV (z).

En la prueba de la Proposicién 2.5.7, encontramos la ecuacién de Pearson débil
F&) (a:)W()‘) (z) = w) (a;):,(%) (z)*.

Tal como en la Proposicién 2.2.4 esto implica que J* € Fr(P). Es claro de la definicién
que 3™ no preserva el grado de los polinomios. Esto nos motiva a considerar el siguiente
operador en diferencias de segundo orden autoadjunto

DN — oD _30\) + oDt

=na(I+A) —J—(z+ NI +A) 4 nta(l+A)71, (2.5.92)

dado que los términos que aumentan el grado de los polinomios se cancelan.

Teorema 2.5.8. Los polinomios ortogonales monicos con respecto a W™ en (2.5.80) satis-
facen

PY .M 1N pN N — (T4 A)— T — (n+ NI+ A)7L (2.5.93)

n

Demostracién. Como el operador ®™ es autoadjunto y preserva el grado de los polinomios,
este tiene a PT(L’\) como autofunciones, ver [8]. Podemos encontrar el autovalor Fg)

los coeficientes directores de la ecuacién anterior,

mirando

1oy -@O‘)(x) = Pék)(x +Da(l + A) — Pr(L/\)(x)J Pr(L/\)(x) (I + A)
— PN (@)AI + A7+ PV (@ — Da(I + A)™!
=(a(T+A) =T AT+ A) " —n(I+A))a"+---

Esto completa la prueba del teorema. ]
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Observacidn 47. El peso matricial W) estd estrechamente relacionado a uno de los ejemplos
de [8]. Tomando A\ = 0 y considerando una matriz triangular superior A, podemos identificar
el operador en diferencias D) () con el que aparece en [8].

Observacion 48. Como consecuencia del teorema anterior obtenemos
W) = ap (D) + ayp N (DT) — 7 (®W) = aM + aM T — T
= I+ A0+ (T4 (0 NI+ A7+ D (1 + A HD) )
+HWD + AT MY )6

En las Secciones 2.8 y 2.9 veremos que la ecuacién ¢~ (J ()‘)) P, = P, - 3™ funcionard como
una relacién de recurrencia de tres términos alternativa.

2.5.4. Las entradas de los polinomios matriciales de tipo Charlier

En esta subseccion escribiremos las entradas de los polinomios ménicos (quk))n explici-
tamente en términos de polinomios de Charlier escalares. La expresion involucra ciertos co-
eficientes que seran descriptos en detalle en la Seccién 2.7. Primero definimos un polinomio
matricial auxiliar

R (x) = Lo(I + )" APM (2)(1 + AP,

para el cual la correspondiente ecuacién (2.5.93) es diagonal. Notemos que como A es una
(M)

matriz nilpotente, R;,’ es un polinomio en .
Proposicién 2.5.9. Las entradas de Rg‘)(fn) estan dadas por
A .
(R%A) (x)>jk = el @), ntj—k =0, (2.5.94)

y son iguales a 0 para n + j —k < 0. Las 5](),‘371 son independientes de x.

Demostracion. Aplicando el Lema 2.5.4 podemos mostrar que (2.5.93) para este nuevo poli-
nomio se convierte en

RV () (nal — (J + (x+NI) +n7'al) = ((a —n — NI — J)R (2).
Mirando entrada a entrada obtenemos

a(EV@+1) —@+a) (V@) +a(BY@-1)

. . =ik (V@)

ik

Esta es la ecuacién en diferencias (2.5.83) que satisfacen los polinomios escalares de Charlier

(a)
Cn+j—k

entradas salvo un multiplo constante que denotaremos fj(.),‘c)n. ]

(x) y, como Rg{\) es un polinomio en z, esto determina la dependencia de x de las

Observacion 49. Si usamos la autodualidad de los polinomios escalares de Charlier en (2.5.94)
para valores genéricos de n obtenemos la siguiente relacién dual para las entradas de los

polinomios RS (x):

(&)™ (RO (@ 45— k))j = () (B4 - k))jk . Gk=1,... N

Esta es una relacién dual de la forma (2.1.4). Sin embargo, el grado de (Rq({\))j,k no es en
general igual a n.
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En la Seccién 2.7 seremos capaces de determinar § ik
(A)

siones explicitas para los Py,

y por lo tanto tendremos expre-

como la del siguiente corolario.
Corolario 2.5.10. Las entradas de los polinomios ortogonales monicos estan dadas por
(n+OAN 5 —1)t—kgits—t=k (M)

J
P()\) /’LJIU’S l,s,m (— ) n+\e (a) . c(:a) o\ 7
( ) ; il LI (7 =0 S—t).(t—k)'Je( Jonto—s(@)es—t'( )

donde (n +¢) NN denota min((n + ¢), N).

Demostracion. Para tener toda la dependencia de z en términos de polinomios de Charlier
escalares, multiplicamos por Ly 1Ly a derecha. Entonces tenemos

PWY(z) = L(—n — M) 'R (2) Lz + \) " L. (2.5.95)

Luego solo resta juntar todas las entradas matriciales de (2.5.84), (2.5.94) y Lema 2.5.3. O

Observacion 50. Los factores de L~! son responsables de los polinomios escalares de Charlier
con pardmetro negativo ¢(=%. Algo similar ocurre con las entradas de los polinomios ortogo-
nales matriciales de tipo Hermite [82, Theorem 3.13] y tipo Gegenbauer [86, Theorem 3.4].
En estos casos las expresiones andlogas de (2.5.95) no tienen el factor dependiente de n a
izquierda, pero tienen el factor dependiente de = a derecha.

2.6. Shift operators y relaciéon de recurrencia para los polino-
mios matriciales de tipo Charlier

El objetivo de esta seccién es construir una familia de pesos matriciales W™ con A € V =
Np, de forma tal que satisfagan una ecuacién de Pearson fuerte (2.2.20). En consecuencia,
obtendremos una familia de pesos matriciales con shift operators explicitos cuyas normas
cuadradas y relacion de recurrencia de tres términos pueden ser dadas explicitamente. Estos
resultados seran el ingrediente principal de la Seccién 2.8, en donde describimos las entradas
de PT(Z)‘) en términos de polinomios escalares de Charlier y polinomios escalares dual Hahn.

A)

Para esto, necesitamos imponer condiciones en los parametros p; y (51( . Asumimos que existen

nimeros reales d® # 0y ¢ tales que:

5(/\+1) 5(>\+1) d(/\)a

oY ey 5 ! L N—1, (2.6.96)
? i+1
2§D 2 s+
2z zf&) . :ungl i o = d()‘)l + C()‘), 1=2,---,N—1. (2697)
Hi-1 0, Hi 6

Observemos que sistemas de ecuaciones no lineales similares fueron obtenidos para los casos
de polinomios ortogonales matriciales de tipo Hermite y Laguerre, ver [82,90].



60 CAPITULO 2. DUALIDAD PARA POLINOMIOS MATRICIALES

2.6.1. Shift operators

En esta subseccion estableceremos condiciones suficientes para que se satisfagan las hipéte-
sis del Teorema 2.2.5 y por lo tanto obtendremos shift operators explicitos para la familia de
pesos matriciales W), Primero necesitamos la siguiente observacién.

Observacion 51. Dada M € Mpy(C) tenemos que
(A*+ D" MA* +D)") - A= (A" + )" ' M(A* + )" — (A* + I) "M (A* + I)"
= (A* 4+ 1)7" L[ M, A*] (A* + 1) (2.6.98)
Si P(z) = As2z? + Ajx + Ap es un polinomio matricial de grado dos, entonces

Ay = %(P AN (), A= (P-A)0) = As.

Teorema 2.6.1. Sea W un peso matricial como en (2.5.80) tal que (2.6.96) y (2.6.97) se
satisfacen. Sean N y TN dadas por

N (z) = W)W (z), V(@) = WV (@)L WA LAY (2 —1).

Entonces ®™ es un polinomio matricial de grado a lo sumo dos y U™ es un polinomio
matricial de grado a lo sumo uno. Mads aun, tenemos que

N (z) = :U2IC§)‘) + xlcg)‘) + IC((])‘), N () = 1‘\71()\) + \700\),

donde
™) ™)
Kk = —dTA*(A* +0n7 k= dT (27 — aA* — (A + 1) A* (A" + 1)7) + W),

IC(())\) _ (A* +I)—)\(T(A))—I(A+I)T()\+1)(A>k + I))\—f—l’
1
T =Y+ = (AT DI EO) T (A M g = kY

Demostracion. Dividiremos la prueba en tres partes.
Parte 1: Probemos primero que ® es un polinomio de grado a lo sumo dos. Tenemos

8N (@) = (WO (@) WD (@) = (A" + 1) 77 ATW) (A + DTN (A7 4 7T,
(2.6.99)
Por lo tanto, ®™ es un polinomio matricial. Escribimos

MO — MI(A) + MQ(A), MI(A) _ (T(A))—IAT(A—H)’ M2(A) _ (T(A))—lT(A—H)’

de modo que
N (z) = (A* + )P AMN (A 4 )7+ (2.6.100)

Como @™ es un polinomio, es suficiente chequear que ®*) - A2 es constante. Si aplicamos el
operador A a (2.6.100), por (2.6.98) obtenemos

(@M . A) () = (A" + 1) A MW, A (A% + 1)* AL (2.6.101)
Aplicando el operador A y (2.6.98) nuevamente, obtenemos

((I)()\) . A2)($) — (A* +I)fmf)\fQ[[M()\)jA*],A*](A* + I)m+)\+1‘ (2.6.102)
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Usando las relaciones no lineales (2.6.96) obtenemos

MM, A =dN T+ N Y, 4 = A (2.6.103)
Por lo tanto
(MW, A%, A*] = dPV[J, A*] = —dV A*,
de modo que (2.6.102) se convierte en
(@M A (2) = —dNV A (A* + 1)L (2.6.104)
En conclusién, obtenemos que ™) es un polinomio de grado menor o igual a dos.
Parte 2: Probemos que ¥ es un polinomio de grado a lo sumo uno. Aplicando la definicién
de W, M) y M2(/\) obtenemos
TV (2) = (W (@) WD LAY (@ — 1) = 2PV (@) — Z(A* + D)= MMV (A 4+ 1)7
a
(2.6.105)
Por lo tanto, U™ es un polinomio matricial. Para probar que el grado de ¥™ es a lo sumo

uno, mostraremos que Y™ - A2 = 0. Aplicando la regla de Leibniz (2.2.9) para A en el
segundo término del lado derecho de (2.6.105) resulta

1
(_2(1_i_A*)fxf)\Mz()\)(I_i_A*):wH\) A = (I+A*)fxf)\flMQ()\)(I_'_A*)er)\Jrl

a

S (AT, AT+ AT

y usando (2.6.98) y (2.6.103) obtenemos

\) (N\) 1 * —z=A=173 7N/ 4 T+A+1 xdo\) Yt -1
(TN A)(z) = (P -A)(:c)—a(A +1) MV (A" +1) + —A" (A" +1) .
(2.6.106)
Aplicando A en (2.6.106) junto con (2.6.98), (2.6.103) y (2.6.104) obtenemos
A 2 A 2 d™ o dY 1
(TN A% (z) = (W - A J(@) + - AN AT+ )T AT (AT )T =0,

Concluimos que el grado de ¥ es estrictamente menor a dos.
Parte 3: De la Parte 1 y Parte 2 obtenemos que

oM (z) = 22k 42k 4 6V, e @) = 27 £ gW,

para ciertas matrices ICé)‘),ng)‘), IC((])‘) y «71()\)7 jo(k). La expresién de lCéA) sigue directamente

de (2.6.104) y la Observacién 51. La expresion de IC(())‘) y jo()\) sigue evaluando (2.6.99) y

(2.6.105) en z = 0. Si reemplazamos x = 0 en (2.6.101) obtenemos

) = (@ - 2)(0) - 5.
Ahora la expresién de IC%A) sigue directamente de (2.6.103) y Lema 2.5.4. Finalmente si
tomamos = = 0 en (2.6.106) y usamos la Observacién 51, obtenemos

1
T = (@ 2)(0) = K5V + K7 = — (4" + 1)V (At £ 1M

Esto completa la prueba del teorema. ]



62 CAPITULO 2. DUALIDAD PARA POLINOMIOS MATRICIALES

Observacidn 52. A partir del Teorema 2.2.5 obtenemos los shift operators Ay S™)

PW A =nppY  pMD LG = g pY), (2.6.107)
donde G,(@)‘) =—(n— 1)IC9)* — «71()\)*- Ademas por el Teorema 2.2.6 los polinomios ortogonales

matriciales satisfacen

(P - SO DAY (z) = (n+ DG VPV (@), (PY - ASV)(z) = nGY PV (x).

En lo que sigue usamos la descomposicion LDU de las normas cuadradas ’Hg‘) para dar

(M)

una diagonalizacién explicita de Gy, .

Lema 2.6.2. Las matrices Ggf\) para los polinomios matriciales de tipo Charlier se diagona-

lizan de la siguiente forma

1 o _
— GOV = LT+ AP D)D) T 4+ A) " L. (2.6.108)

n+1

Demostracion. Tal como lo hemos visto en la ecuacién (2.2.27), las normas cuadradas de los
. . ‘. A .
polinomios ortogonales ménicos PT(L ) se relacionan por

nHOD = GOIHD, (2.6.109)
A partir de la descomposicién LDU de las normas cuadradas 7—[7(1)‘) del Corolario 2.5.6 obte-
nemos

HO) = LN + A)"PADV(I 4+ A% LE) (2.6.110)

para una matriz diagonal definida positiva DS De (2.6.109) y (2.6.110) obtenemos (2.6.108).
O

2.6.2. Expresiones explicitas de las normas

Dado que las ecuaciones (2.6.96) y (2.6.97) son no lineales, no podemos encontrar todas las
soluciones en general. En lo que resta del capitulo consideraremos un conjunto de soluciones
de estas ecuaciones, que es lo suficientemente simple para describir en detalle los operadores
en diferencias, normas cuadradas y las entradas de los polinomios ortogonales ménicos. Estas
formulas seran el ingrediente principal para describir los polinomios de Charlier duales en la

Seccién 2.8. Tomamos dN =1, ¢ = —(]\[27“), y los parametros de la forma
2
Hi\" j—j (N — k)! SN _ (@ AA+k—-1)! 56111
(uk> g % =@ e (26.111)

Es sencillo verificar que p;’s y 5](-/\) son soluciones de (2.6.96) y (2.6.97). Algunos productos
de matrices que seran tutiles en esta seccién son

SO "
A+1) (p(Wy=1)  _ J _ 4 A+ (py-1 _ =2
(T (T*) )J,j ey 5+ A, TAENTY) 5 (J+AD),
J
(A+1) g5 (V) 5 e va (A+1) g5 (V) a
A1) g* A\ —1 _J J _ V= _ A1) g* N1 2 *
(T ATV >j,j+f oy VN =G, T AT ) T = 2Ar,
J

(2.6.112)
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(N)

Teorema 2.6.3. Con los pardmetros dados en (2.6.111) las matrices diagonales Dy, estdan
dadas por
A+ N—j)! (=N—-X—n);

DN — (—1)Yenla” ( ) ( i 2.6.113

( n )JJ ( ) 9 (]_1). ()\+n+1)N—j+1 ( )
para todo n € Ng. Mds aun, la siguiente recurrencia se satisface

1 n
DY = pl2npMm (Aw) ;o AV =TIV +A+m—J). (2.6.114)
m=1

Demostracion. Comenzamos considerando el caso n = 0. Si reemplazamos los pardmetros
(2.6.111) en (2.5.86) obtenemos

J N2 i J —
(DSA))“FBG,;CZ) (j_:,)!é?)zea( ) 'kzl A+k1) 1!
= (%)A (NAi(%!(_jl—)!l)! 261 < _1]—’ANJr 1;1) = (g) N @jf)
(2.6.115)

En la dltima linea hemos usado un resultado de tipo Chu-Vandermonde.
El Lema 2.6.2 implica que

’D( )(’D()‘ 1)) Lo([—i—A) n— )\G(/\ 1)<I+A)n+)‘Lal.

n+1 n -+ 1 n+1
Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2.5 escribimos G = —(n — l)lCéA)* - jl(A)*. A su

vez tenemos expresiones surnpleb para los coeficientes del Teorema 2.6.1. Con los nuevos
parametros las matrices IC y .71 se simplifican, quedando

K = —tarar 4+ )7
IV = L] —ad* =N =1 A= (A+ DA (I + A%,

2
n+1L0(I—|—A) n— )‘G;ﬁ_ll)(I+A)n+>‘Lal

estd dada por el término (N + A —J). Aplicando propiedades de las matrices J y L(z) y el

Por lo tanto la dnica contribucién a la diagonal de

hecho de que Dg ) s una matriz diagonal obtenemos

1
DVNMDN )T =~ (N4 A—J). 2.6.116
Iterando esta ecuacion obtenemos

(DX~ = '12n (D)1,
n:

donde A = =A+n+N—-J)---(A+24+N—-J)(A+14+ N —J). Entonces A es una matriz
diagonal con entradas

(A= A+ N —i+1),.
Aplicando (2.6.115) y (2.6.114), las entradas de DY son

Oy cay (@ A (A +n)! N+X+n
(DY, = e*nla (2> T o1 ) (2.6.117)

Finalmente obtenemos (2.6.113) haciendo una manipulacién simple de la expresion (2.6.117).
]




64 CAPITULO 2. DUALIDAD PARA POLINOMIOS MATRICIALES

2.6.3. Relacion de recurrencia de tres términos para los polinomios matri-
ciales de tipo Charlier

Estamos listos para calcular explicitamente los coeficientes de la relacion de recurrencia de
tres términos de los polinomios ménicos (P,s ))n. Estos coeficientes seran escritos en términos
de la siguiente matriz triangular superior,

Ay = (N+X1—J)"tgax (2.6.118)

La matriz Ay reaparecerd en la Seccién 2.8 en donde jugard, para los polinomios duales, un
rol similar al de la matriz A en este contexto.

Teorema 2.6.4. FEl coeficiente C’T(L)‘) de la relacion de recurrencia de tres términos es
CO) = LY (I + APV + A% (DY )T + A) L, (2.6.119)

(N

y el coeficiente By’ de la relacion de recurrencia de tres términos es

BW = aLg (I + A" ((n F 1)+ A)Apirss — nAns (I + A)
+I1+A+ ﬁ) (I+A)"Lg.

a

O (3

. . . A _ .
Demostracion. La primer parte es consecuencia de C'q(l) = 1) 1y del Corolario

2.5.6. Para la segunda parte, recordemos de (2.2.32) que

n

BW — nX§A+n—1) — (n+ 1)X1()\+n) tn,

donde X{/\) es el coeficiente subdirector de Pl(’\). Como Xf’\) = —Bé’\), aplicando (2.4.68) y
la Proposicién 2.5.5 obtenemos

-1
B = aLg"(1+ YD1+ 4% (DY) (T + 4) o,

Aplicando (2.6.113) obtenemos

A .
(D§Y);14 _ J
A 5’
(D} ))(j+1)7(j+1) N+A+l-j
lo que nos dice que
N 4 (V) T
Dy’ A* ( Dy =(N+AX+T1—-J)  JA" = Ayy1.
Por lo tanto tenemos que
XNV = —aLyg (I + AMNI + Ay)(I + A) L,

y esto completa la prueba del teorema. O

. .y Ny . A
Terminamos esta subseccion mostrando que la sucesiéon de matrices CT(L ) se anula en n = 0.
Este hecho sera crucial en la Seccién 2.9.



2.6. SHIFT OPERATORS Y RELACION DE RECURRENCIA PARA CHARLIER 65

Corolario 2.6.5. FEl coeficiente C’,({\) se extiende a una Unica funcion racional en n tal que
A)
cM =o.

Demostracion. Sigue directamente de la expresion de DT({\) en (2.6.113) que el lado derecho
de (2.6.119) es una funcién racional de n. Precisamente, tenemos

na(A+n)(N + A +n)
M+ N+A=HN+X+n—j+1)
_ j A+n)(N+AX=7)(N+A+n)j
DY A* (DY) 51 = 2 na( :
(DA (D)™ i pic1(n+N+A=2(N+A+n—j+ )N+ A+n—j—1)

A _
(DMDNM)Y),; =

que claramente se anulan en n = 0. Como L' (I 4 A)"+t* y (I 4+ A)~" 1Ly son polinomios
en n, aplicando (2.6.119) concluimos que C’é)‘) =0. O

2.6.4. Relacién entre los operadores en diferencias M, ASW y SA-DA

A lo largo de este capitulo, hemos mostrado que los polinomios matriciales de Charlier
Pé)‘) son soluciones de cuatro ecuaciones en diferencias de segundo orden. La ecuacion en
diferencias del Corolario 2.4.3 involucra multiplicaciones a derecha y a izquierda por matrices
no triviales y no serd tratada en esta seccién.

Tenemos tres operadores en diferencias no triviales ), ASWN SA-DA ¢ Br(P), dados
respectivamente en (2.5.92) y Teorema 2.2.6. Observemos que los operadores ASN SA-DA
pueden pensarse como transformaciones de Darboux. En el siguiente teorema mostramos que
existe una relacién lineal entre estos operadores.

Teorema 2.6.6. Los operadores en diferencias de sequndo orden @M, ASWN SO—DA estin
relacionados del siguiente modo:

2(ASN — SAVA) = (a— N —2)) 1 —DW,

Demostracion. El operador ™ fue dado en (2.5.92) y los operadores ASWN | SA-DA ge
construyen usando el Teorema 2.2.5,

AS® = —n@W*(2) + 200 () — ¥V () 477 (W (@) — 0P (2) ),
S(Afl)A — _nq)()\fl)*(x + 1) + (I)()\fl)*(x + 1) + cI)(/\fl)*(m) - \I,(/\fl)*(a7 + 1)

+t <\I/(/\_1)*(m) . <1><H>*(x))
(2.6.120)
Con la ayuda de (2.6.112), obtenemos

dN*(z) = S(T+ AT+ A%) + N (I + A)~*2,
2 (2.6.121)
SNV (z) — BN () = S+ AYTHNT 4+ M) (I + A) ™A
Los coeficientes de 7 y 7! en 2(ASYN — SA=DA) son
2 (q><*—1>*(x 1) - <I>()‘)*(x)> = —a(I + A),

280" (0) = 80" (o) = (¥0D°(0) 90D (0)) ) = ~alr + 4)
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respectivamente, en donde hemos usado el Lema 2.5.4 en el 1iltimo paso. Lo anterior concuer-
da con los correspondientes coeficientes de n* de —®™. Para el término n° en 2(AS ) —
SA-DA), consideramos

40N (1) — 20NV* (1) — 2 (@(A_l)*(a: +1) + AV (2) — oA D 4 1)) ,

lo que puede ser reorganizado como:

2<¢(A)*(w) _ \D(A)*(w) _ <(I)()\71)*(x) _ \I/(/\l)*(x)>)
+2 (@@(A)*(:p) ~ Dy 1)) +2 (\I/(A*U*(x +1) - \W*l)*(x))

=2(I+ A" +a + A)+ 272"
=M 4+ (a = N -2)\)1.

En la tltima linea hemos usado (2.5.91) y que el coeficiente director de ¥V se simplifica a
20T N = J—aA* — A+ DA T+ A*) ' = N—1-
Esto completa la demostracion. ]

Observacion 53. Extensos calculos simbélicos indican que el peso matricial W es irreducible,
ver [120] y [89]. Una prueba de este hecho puede ser realizada de manera similar a la dada
en los casos [82,86,89,90].

2.7. Expresiones explicitas de las entradas de los polinomios
matriciales de Charlier

)

., . . . . Ny . . A
En la Seccién 2.5.3 vimos que es posible simplificar una ecuacion en diferencias para PT(Z
considerando la siguiente modificacién de los polinomios

RW(z) = Lo(I + A" PN (2)(I + A= (2.7.122)

n

Recordemos que las entradas de Rg‘) (x) estan dadas por

A
RP()j5 = €5),e) (), (2.7.123)
con los 5](),‘3 ,, independientes de x, ver Proposicién 2.5.9. El objetivo de esta seccién es dar

expresiones explicitas para & o que ademas, por el Corolario 2.5.10, nos dard expresiones

7,k,n?
explicitas para las entradas de los polinomios ortogonales ménicos P,({\). Los ingredientes
principales para esto son dos ecuaciones en diferencias. La primera es la ecuacién en diferencias
(2.4.79). La segunda es (PW) . ASW), = nGg‘)PfL}‘), el lado izquierdo de esta ecuacién ha
sido desarrollado en (2.6.120).

Observacion 54. Queremos remarcar que 5](.2) ,, Solo ha sido definida para n +j — k > 0,

ver (2.5.94). Es conveniente definir f(.k)

ikn = 0siempre que j <1, k<1,j>N,k>No
n+j—k<O.
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2.7.1. Una relacién de recurrencia en k para {;Xn
Primero, escribimos Py‘) CASK) = nGSf‘) P,(L)‘) en términos de Rg‘).

Proposicion 2.7.1. La ecuacidn en diferencias (P()‘) -AS(A))n = nG%/\)R({\) en términos de

R como en (2.7.122) estd dada por

n((N+X+1DI—J)BRY(z) = —RN(z+ 1)a (J(I + A*) + \])
+ RV () (a(I + A)(J(I 4+ A*) + M) + x(J + \I))
— RW (& — 1)az(I + A)(J + \).

n

Demostracion. Sigue directamente de (2.7.122), (2.6.116), (2.6.120) y del Lema 2.6.2. O

En la siguiente proposicién mostraremos que la ecuacion en diferencias para Rﬁl ) de 1a
ey . s . , . A
Proposicion 2.7.1 induce una relacién de recurrencia de tres términos para fj(. k;) -

Proposicion 2.7.2. Los coeficientes ¢y 1= §j(.7),‘37n satisfacen la siguiente relacion en k :
0= (va(k+\ VN =F) di1
+(A=n(N+1—j) = N—-1+k(N+j—A+n+2)—2k*) ¢y
+ (a*%(n Yi—k+ D)k DVN —k+ 1) Bt

que vale para 1 <k < K con K := min(N,n + j).
Demostracion. El ingrediente principal de la demostracién es la ecuacion en diferencias de la
Proposiciéon 2.7.1 pero con x = 0. Esto se reduce a

n((N+X+1)I—J)RM(0)

n

= —aRW 1) (J(I + A*) + M) + RV (0)a(l + A)(J(I 4+ A*) + XI). (2.7.124)

A partir de (2.7.123) obtenemos R,(f‘)(O)M = 5](2)7” y R7(1>\)(1)j7k = f§j\€)7ncgﬁj_k(l) = 5](7)}37”(1 -

). Para el resto de las matrices involucradas en la ecuacién anterior, recordemos que
para 1<k <N -1

n+j—k
a

1 1

A =—=VN—k AJ = —kvN —k
btk = oV ; (AT)kt1,k 7 :
1 1
donde la expresién de AJA* valen también para k = IN. Usamos esto para escribir la entrada
(j, k) de (2.7.124) y llegar al resultado deseado. O]

‘s . ‘ A
2.7.2. Una relacién de recurrencia en j para 53(- 1)n

.. . < o . . A f .
La relacién de recurrencia de la Proposicién 2.7.2 determina los coeficientes 5](. k) ,, en térmi-
vy
de los valores iniciales £ . Para pod i fici
nos de los valores iniciales {7y ,. Para poder encontrar una recurrencia para estos coeficientes,
1

(N)

escribimos (2.4.79) en términos de Ry, "’.
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Proposicién 2.7.3. La ecuacion en diferencias (2.4.79) en términos de Rg) estd dada por

1
RV (z+1) + <aQD§3> (I +A) D) = 2D+ 477 (DY)~ (1+ A)> R (2)

+ EDN(1 4+ A YD (L + ARV (z — 1) = 0.
a

Demostracion. Recordemos la descomposiciéon LDU del Corolario 2.5.6 y que o = I + A. El
resultado sigue haciendo un calculo directo. O

Tal como en la subseccién previa, en la siguiente proposicién derivamos una relaciéon de
recurrencia de tres términos para §j( 1)n aplicando la Proposicién 2.7.3.

Proposicién 2.7.4. Los coeficientes 1; = ](/\1)n satisfacen la siguiente relacion de recurren-
cias en j:
0=1 : (N +A=j)n+j)vVN—j
— s il — Nn _
j+1 \/&] .7 j .7

+1/Jj<(n+j—1)(N—|—n+)\—j)(N+n+)\—j+1)
~ O IV 4 A )+ N A=)
+ i1 (VAN +n+ A= (N +n+ A= j+ DyN = (G- 1)),
para1<j < N.

Demostracion. El ingrediente principal de la demostracion es la Proposicion 2.7.3 para x = 0.
Esto se reduce a

aDI(I + A*) (DY) RV (1)

n

n—1

= <aD7({\) (I + A (D) (I + A) — 2DN (DY )1> RM(0). (2.7.125)
a

Como antes, (2.7.123) nos da R&A)(O)jk = 5](-2)7” y R%)‘)(l)jk = f}incfgjfk(l) = ](),‘C)n(l -
n+j—k)

. Para las otras entradas matriciales de la ecuacién anterior miramos (2.6.111) para

Aji15 = =vN =]y (2.6.113) para

) \— B na(N + X+ n)(A+n)
(DSL)\))jj (wn—l) 1>N S (N+A+n—)(N+A+n+1-—37)’

_ 1 (N+AX=j)vVN—3j
M) (4%, . ((DV)! S J :
( " )jj( )i+ <( i) >j+1,j+1 Va(N+A+n—7)(N+A+n+1—j)

Usamos estas expresiones para las entradas (j,1) de (2.7.125) y multiplicando por (N + X\ +
n—j)(N+X+n+1—j) llegamos al resultado deseado. O
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2.7.3. Los coeficientes fj(.;)’n como polinomios dual Hahn

. . A .
En el paso final para determinar los coeficientes §§ k) > Tesolvemos las relaciones de recu-
Yy
rrencia de las secciones previas en términos de polinomios dual Hahn. Los polinomios dual
Hahn estan dados por

—k,—z,x+y+0+1

;Q, k=0,1,...,N,

ver por ejemplo [95].

Proposicién 2.7.5. Sea K = min(N,n + j) y # = max(N,n + j). Entonces para k €
{1,..., K} tenemos

(N — k)!
(N = 1)
X Ry (K = j)(H =+ A+ 100 — K, K —1),

£j>;€’n f(,)i),n (k= 1)/2( K)kfl

y 0 para k > K.
Demostracion. Como consecuencia de la Observacion 54, 5 k n, =0 cuando k£ > K. Tomamos

la Proposicién 2.7.2 y sustituimos ¢ = (A + 1)a®/? w/%w, para llegar a una

recurrencia que nos recuerde a una relacién de recurrencia de termlnos para polinomios
ortogonales ménicos

0=Cop1+ (-2 + k(i —A+n+N—=2)+jn+A+1)— (nN +A+1))
+k(k+ M)k = (n+ 7))k = N)C-1,

para 0 < k < K — 1. Es fécil verificar, comparando con [95], que ésta es la relacién de
recurrencia de tres términos para los polinomios ménicos dual Hahn con v = A\, § = # —
K, N = K —1donde (K — j)(# —j+ X+ 1) juega el rol de la variable. Finalmente
los polinomios ménicos se relacionan con los polinomios estdndares mediante px_1 = (A +

Di—1(1 = K)g-1Rp—1- O

Proposicién 2.7.6. Para j € {1,...,N} tenemos

o) =100 (N — 1)!a(j_1)/2(1—N—)\—n)j,1
gj,l,n = (_1) 1,1,n Y s | _ _ . .
(N=7) (-DIA=N=2X)j

Demostracién. Tomamos la recurrencia obtenida en la Proposicién 2.7.4 y sustituimos o; =

A
Gl (n4+1);(1=N—-X); (N—1)! £§-+)1,1,n

e R e

la relacién de recurrencia de tres términos para polinomios ménicos dual Hahn

. Tal como en la prueba de la Proposicién 2.7.5, obtenemos

0=o0j41+ (=27 +7j@N+A—n—-2)+n(N—-1)+N —1) o,
+3i0 =N+ X)) = N)(J+n)oj-1,

pero con parametros mas simples. Ahora tenemos o; = p;(0;n, A\, N —1) = (n+1);(1 — N);.
Sustituyendo nuevamente obtenemos el resultado deseado. O
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Solo resta obtener los valores iniciales y finales.

Lema 2.7.7. Los valores iniciales y finales son

€N Ly @R O _ (gt
N,1,n (N — 1)'7 1,1,n ()\ +n)N_1
Demostracion. Podemos escribir
N-1
-1 s+1
+ =exp((x + , =1lo + — ]
(I+ A = exp((w+ N)B),  Bi=log(T+4)= 3 D 4o
s=1

Entonces como AN = 0, tenemos que BN~! = AN~1 Esto implica que ambos son polinomios
en x y en particular tenemos un coeficiente director simple

N-1
NlA

(I+A)x+/\ (N — 1)

+O(zN72).

(N

Aplicando que P," es un polinomio ménico y (2.7.122) obtenemos

N—-1
n—>\ A

R7(7,)\) (.’13) — xﬂ‘i’N*lLo(I + A)i m

+ (’)(:C"JFN”).

El coeficiente director tiene una tinica entrada no nula dado que Lo(I + A)~""* es triangular
inferior y (AN71);, # 0 solo para (j,k) = (N,1). Entonces mirando entrada a entrada
tenemos

N-1
(B @)va = €0 el s () = o NI 4 (a2

lo que, comparando coeficientes directores, nos da el primer resultado

€0 (ot ANy @D
Podemos obtener directamente é)\l)n de la Proposicién 2.7.6 con j = N. O

Finalmente, resumimos el contenido de las Proposiciones 2.7.5, 2.7.6 y el Lema 2.7.7 en
el Teorema, principal de la seccién.

Teorema 2.7.8. Los coeficientes 5 kn en (2.7.123) estdn dados en términos de polinomios
dual Hahn por

1= Ny sB (R n+j> N,
f X(j, k,n, A) ¥ A+1,1-N
En — X0 KT . R ‘
’ (T =n—j)r-13F> (1 kAHJan”JA“ 1) n+j <N,
= X(j, k,n, \) % (1= N)p—1Rp—1 (6N = 4); An+j—N,N —1) n+j>N,
) vy oy (1—n—j)k_17?,k_1(f(n); )\7N—(7”L+j),n+j—1) n+j <N,
con
£k ) — | QLRI GO 4 IV ) =)

(N —j)! G-DIN(N +A+n—j)



2.8. POLINOMIOS DE CHARLIER DUALES 71

2.8. Polinomios de Charlier duales

En esta seccién construimos tres familias no equivalentes de polinomios matriciales en el

sentido de (2.3.37) que son duales a los polinomios matriciales de tipo Charlier Py(f‘). Sabemos
por el Teorema 2.3.5 que cada familia dual esta relacionada a un operador adecuado del
conjunto B%(P).

2.8.1. Expresién explicita de P,(0)

El objetivo de esta subseccién es dar una expresién explicita de P,(0) el cual es un
ingrediente clave para familias duales, ver Teorema 2.3.5. Primero, recordemos la sucesion de
matrices Ay introducida en (2.6.118). En la siguiente observacién veremos unas propiedades
bésicas de A,.

Observacion 55. Tal como hemos visto en el Lema 2.5.4, el conmutador de las matrices J y
A es simple. Podemos derivar resultados similares para Ay:

1. [J, A)\] - *A)\a
2. [J, (I + A = —kA I + Ay)F 1,

3. (T 4+ A\)FJ(I+ ANk = T — kAT 4 Ay)FEL.

Proposicion 2.8.1. Sea R;A) la funcidn definida en (2.7.122). Entonces las siguientes rela-
ciones se satisfacen:

1. RY(0) = —a(I + Aps ) RMD(0).

n—1
2. RM(0) = (—a)"(I + Any2)" Lo

Demostracion. La prueba de (1) puede ser encontrada en el Apéndice A.2. La parte (2) sigue
iterando parte (1) y aplicando que Ré/\Jrn) (0) = Lo. O

Corolario 2.8.2. Para los polinomios de Charlier ménicos tenemos que
PV(0) = (=a)" Lo (I + A)" NI + Apyn)™ (T + A) Lo,

Demostracion. El corolario sigue directamente de la proposicién anterior y la ecuacién (2.7.122)
que define Rﬁﬁ) (z) = Lo(I + A)_”_)‘Pé)\) (2)(I + A+, -

Observacion 56. Notemos que como A* es estrictamente triangular superior, también lo es
Apia. A partir de las expresiones explicitas de A,y en (2.6.118), verificamos que tiene
entradas racionales en n. Entonces (I 4+ .4,,4)) es una matriz triangular superior con entradas
diagonales iguales a 1. Esto nos permite concluir que (I + .A,,1)" es una funcién racional de
n. En particular, esto implica que cada entrada de (—a)*”Py) (0) es una funcién racional de
n.
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2.8.2. Tres familias de polinomios duales

En el Teorema 2.3.5 hemos establecido una correspondencia uno a uno entre las clases
de equivalencia de familias duales y el conjunto de operadores en diferencias B%E(P), ver
Definicién 2.3.4. En esta seccion daremos tres familias de polinomios duales, cada una de las
cuales se corresponde con un operador especifico de B%(P).

Recordemos de (2.5.92) y (2.6.120) que

DN =pa(I+A)—J - (x+ NI+ A) 4 la(T+A)7, (2.8.126)

ASY = _pd® (2)* 4+ 20M () — ¥W) (2)* 4y~ (q,m(x)* — oW (x)*) o (2.8.127)

SOVA = e V(z + 1) + O D(z + 1)* + @A V(@) - wAD(z 4 1) (2.8.128)
s (\I/()\—l)(x)* _ (I)(A—l)($)*) ’

donde ®M* es el polinomio matricial de grado dos dado explicitamente en el Teorema 2.6.1.
En esta seccién usaremos la descomposicién dada en (2.6.121),

oW (2)" = S+ AL+ A7) + AT+ A) 7

Denotaremos Dy = DX, Dy = ASWN vy D3 = SO—DA | para simplificar la notacién y ser
capaces de dar resultados generales para las tres familias al mismo tiempo.

Lema 2.8.3. Los operadores en diferencias D1 = ™, Dy = ASKY) y Dy = SO-DA son
elementos de B%(P). Para Dy y Dy esto vale si A\ € Ny y para D3 si A € N.

Demostracion. Notemos que el coeficiente raising a(I+A) de (2.8.126) es invertible. Lo mismo
vale para los coeficientes raising de (2.8.127) y (2.8.128) considerando (2.6.121), pese a que
debemos tomar A > 1 para D3. Entonces la condicién de invertibilidad se cumple en los tres
casos. Es facil verificar en los tres casos que el coeficiente lowering evaluado en x = 0 es igual
a cero, por lo que la condicién sobre P,(0)~!'P,(—1)F_1(0) se satisface automéaticamente.

Debemos verificar que p()‘) (n) = pY (O)*lz/Fl(Di)P,S/\)(O) satisface la Condicién 1 para i =

i

1,2, 3. Recordemos de (2.2.26) que

(P - SODAY @) = (n+ DEXVPu(z),  (BY - ASV)(z) = nGY P, (2),

donde por el Lema 2.6.2 y la ecuacién (2.6.116) resulta
G — %Lo_l(l + AN 4 A+ 1) — )T+ A) "Ly,
Sumado a esto, por el Teorema 2.5.8 tenemos que
PN .M TN pN TN — (T4 A) =T — (n+ NI + A
Aplicando el Corolario 2.8.2 y la Observacién 55 obtenemos
p M) = LI + A ((a—n = NI = J +ndnia(I + Appn) ) T+ A) Lo, (2.8.129)
PN (n) = ngl(I + AN (N + A+ 1)1 = T+ ndya(I+ Ann)™ 1) (I + A) Lo,
(2.8.130)
o) =" Lo T+ AP (N £ 0T = T+ ndupa(T + Ansn)™ ) (T + A) Lo,
(2.8.131)
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A partir de estas expresiones podemos ver que cada p(-’\)

, es una matriz dependiente de n

de la forma

PN () = Ly NI+ AT + To +s.6.8.) (L + A) Ly,

donde T y Ty son matrices diagonales independientes de n, y s.t.s. significa estrictamente
triangular superior. Sumado a esto, la Observacion 56 asegura que la parte s.t.s. es racional
en n.

Esto significa que cada pg/\) es de la forma descripta en el Corolario A.1.2 en el Apéndice
A.1. Esto nos permite ver que el determinante de las matrices de Vandermonde a bloques de
las Condiciones 1 y 2 son no nulos. O

En consecuencia, por el Teorema 2.3.5, podemos encontrar familias duales de polinomios
para cada operador SO~DA ASK) v D),
Observacién 57. Sean Dy, Dy, D3 € B%(P), tales que
P, -D; =A9P,  parai=1.23,
para ciertas matrices A% ), Supongamos que existen nimeros complejos no nulos «, 3,y tales

que
D3 =aDy + Dy +~4I, AP =aAl) + AP 41

El correspondiente p3(n) estd dado por
p3(n) = P (0) 'AP Po(0) = ap1(n) + Bpa(n) + 1.

En el Teorema 2.6.6 hemos visto que este es nuestro caso para o = %, I}
N —2)). Esto es consistente con (2.8.131).

Daremos explicitamente tres familias de polinomios duales asociados a los operadores en
diferencias (2.8.126), (2.8.127) y (2.8.128).

I

—
<
-2

I

|
N =
=

|

Familia dual asociada al operador D = D)

Comenzamos describiendo la familia dual que se corresponde con el operador D). Apli-
cando el Teorema 2.3.5 obtenemos que los polinomios duales son

Qo (m)) = PO () BN ()XY (), (28132)
donde PV (0) esta dado en el Corolario 2.8.2, pg)‘) estd dada en (2.8.129) y
TN (2) = a7(1 + 4)77,
que en este caso no depende de .

Familia dual asociada al operador Dy = AS®

Similarmente, aplicando el Teorema 2.3.5 obtenemos
A A — A —
Q5" (n)) = PV (0) " P (@) 05V (@),

TV @) = TN 4 AP+ A+ AD) 4 A

aCE

donde pg)‘) estd dada en (2.8.130).
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Familia dual asociada al operador D3 = SA~DA

Tal como para las dos familias previas aplicamos el Teorema 2.3.5 para obtener los poli-
nomios duales y relacionar estas cantidades, pero en este caso solo para A > 0,

Q23" () = PO P @)Y (),

TO@) = C25 1+ AN+ A%+ (= D)+ Ay
donde pé’\) estd dada en (2.8.131).

2.8.3. Relaciones ortogonales duales

Estamos listos para identificar las relaciones de ortogonalidad para los polinomios duales
A)
(@S-

Teorema 2.8.4. El peso matricial dual para los polinomios de Charlier es
UM (n) = a2 Li(I + A NI+ (Api) ) (OD) (T + A" (I + A) Lo, (2:8133)
y (para cada p;) satisface las hipdtesis del Teorema 2.3.7.

Observacion 58. A partir de la Observacién 56 y de las expresiones explicitas de DQ‘) (ver
Teorema 2.6.3), existe una funcién FO tal que F®) (n);,; es racional en n para todo 7,7 y

UM () = S FO(n),

y aplicando la Observacién 56 y la expresion explicitas de las funciones de autovalores, obte-
nemos que pg’\) (n)¥ es racional en n para todo k € Ny fijo.

Demostracion. La ecuacién (2.8.133) es consecuencia del Teorema 2.3.7, Corolario 2.8.2 y de

la descomposicion LDU de ’Hgf\) dada en el Corolario 2.5.6. Por el Teorema 2.3.7 debemos
verificar que

Z,o()‘) UM () <00, Yk €N,

lim Fy (oM (n)) P, n(om,;lpnﬂ(())*FQ(pg J(n)) =0,  para todas Fy, Fy € My(C)[n].

n—oo
(2.8.134)
Para k € Ny y s,t € {1,..., N} fijos, aplicando la Observacién 56 tenemos que

(Z P (n)FU™ (n)> =2 %T!L (Pz(/\)(”)kF(A) (n))st =0
n=0 s,t 7

)

dado que cada entrada de pz(/\)(n)kF()‘) (n) es racional en n. Por otro lado, para Fi, Fy €

Mp(C)[n], tenemos que F (pg)‘)(n)) y Fg(pz(/\) (n)) son funciones racionales en n, y por lo
tanto aplicando las expresiones explicitas de P,(0) y H,, tenemos que

Fy(p) (10)) P (0)Hyy Pa1 (0)* Fa (o (n)) =%R<n>, para todos F1, Fy € My(C)|n,

donde R(n) es una funcién racional de n. Concluimos que la ecuacién (2.8.134) se cumple. [
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Entonces cada familia dual es ortogonal con respecto a su propio (y distinto) producto
interno dual. Dados &2, 2 polinomios matriciales, tenemos que

(2, 2)0 = Zc@@ n) U2 (pV ).

Notemos que el peso UM es el mismo para todas las familias, pero el producto interno

o)

requiere componer con p;”’, que es diferente para cada i.

2.8.4. Shift operators duales
()

En esta subseccién mostraremos que las ladder relations para los polinomios P,"’ asocia-

dos al peso de Charlier inducen shift operators para los polinomios duales QQ). Recordemos
las siguientes relaciones de la Proposicién 2.4.1:

PN . D =M-PW, M= (I+A)+ lH,&”(I + AT HWY )T (2.8.135)
a
PW . Dt =M. PN T = l(I + AT+ 1T+ A (HWM), (2.8.136)
a

donde D y D' son
D=n(I+4), Di=np1Z1+a)"
a

Como los operadores D y Df es:cén asociados a la ecuacién de Pearson débil 2.4.62, sigue de
la Observacién 39 que D, DT € Fr(P®W). Cada familia dual tiene dos isomorfismos relevantes

i Fr(PY) - FHQW), o1 Fr(PW) = FhQW),
M — PO (0)" M PN (0), D= T (@) DY (@),

ver (2.3.56) y (2.3.60). Notemos que por definicién, 7 es conjugar por PY(L/\)(O) y por lo tanto
es independiente de la familia de polinomios duales. En ese caso omitiremos el subindice 3.
Por otro lado, para cada i = 1, 2,3 tenemos el isomorfismo ¢; que involucra una conjugacién
por TZ()‘) y es diferente para cada familia de polinomios duales.

Teorema 2.8.5. Sean PT(LA) los polinomios matriciales monicos de Charlier y sean D, DY, M, Mt
dados en (2.8.135) y (2.8.136). Fijamos una familia de polinomios duales Q;(,;)‘) = QEC/\B para
1=1,2,3. Entonces las siguientes relaciones se satisfacen:

(M) - QN (o () = QLY (0 () YV () (I + A),
(M) - QM (oM () = QX (V) (1 + A) ()
Demostracion. Aplicando el Teorema 2.3.12 obtenemos
(M) - QW (PN (n)) = QM (0 (n)) - 04(D),
(M) - QW (pM (n)) = QW (PN (n)) - 0i(D).

'(n
'(n
Fijando i € {1,2,3} y suponiendo que D; = nFy(x) + Fo(x) + ' F_1(x), por el Teorema
2.3.5 tenemos que Y;(z) = Fy(0)™1 - Fy(z — ) !, Entonces tenemos que

oi(D) = nYi(a + DI+ ATi(@) ™, oi(DY) = g7 STi(w = (I + A) 7 Tila) ™!
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Usando que Fi(z) = a(I + A) para i = 1, Fi(z) = —®W*(z) para i = 2 y Fi(z) =
—®X=D*(z 4 1) para i = 3, y las expresiones explicitas en (2.6.121) obtenemos

Ti(x+1)(I+A)Ti(m)_1 =T;()(I+A), Ti(x— 1)(I+A)_1Ti(x)_1 = (I+A)_1TZ-(1)_1.
Esto completa la prueba del teorema. ]

Observacion 59. Aplicando el isomorfismo 7, la descomposicién LDU de la norma (ver Coro-
lario 2.5.6), y propiedades de la matriz J (ver Lema 2.5.4), obtenemos

T7(M) = @7(1)\) <(I +A) — ;D%A)(Dr(L)\_)I)—l(S—1> @()\)—1’

n

r(M) = O (DI + A7)(DY) ™ — ) 6N,

donde OFY = Lot (I + A)MI + A, 0) 7" Estas expresiones son independientes de la eleccién
de la familia dual.

Observacion 60. Para la familia dual correspondiente a D; tenemos las expresiones simples:
(D)=, (DY =07, o1 (3) =T 4 al AT+ A
Para la familia dual correspondiente a Dy tenemos
o9(D) = —n2a (I + AMNJI(I 4+ A*) + XI) LI+ A)7H,
oo(DY) = —nflg(f + AMI(I + A%+ AT + A)7,
o2 (3V) = (T + ANJIT + A*) + XD (T + (x + NI)(J(I + A%) + X)*(I + A) .
Para la familia dual correspondiente a D3 tenemos
o3(D) = —n2a (I + AMI(I + A+ (A= 1)) NI+ A,
o3(D) = = (T + ANI(T+ A7) + (A= DI)(I + A) 2,

2
o3I = T+ AMNIT + A+ A =DID)"(J + (z + ND(JT + A + (A= DI)* + A~

Notemos que las expresiones de ¢;(D), 0;(DY), o;(3V) para i = 1,2 son muy similares. Esto
se debe al hecho que los coeficientes de los operadores AS™ y SA—DA ge relacionan mediante
shifts simples en A y z, ver (2.8.127) y (2.8.128).

Observacion 61. Finalmente incluimos las expresiones para los duales de los operadores rele-
vantes en (2.2.13) y Observacion 48:

7(£) = PYV©0)' P (005 + P (0) 7 BY PM(0) + PV (0) eV PV, (0)57,

(¥ QN)) = ar(M) + ar(MT) — oV (n).

En la tltima expresién hemos usado que 3N = aD + aDt — @™, hecho que sigue de la
definicién de D™ en (2.5.92).
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2.8.5. Normas cuadradas duales

En el Teorema 2.3.8 probamos una expresion para las normas cuadradas de los polinomios
ortogonales matriciales duales asumiendo que ciertas funciones pertenecen a la clausura del
subespacio generado por los polinomios ortogonales matriciales (P, ),. Como no hemos pro-
bado esto para el caso de los polinomios matriciales de tipo Charlier, derivaremos la expresién
de las normas cuadradas de otra forma, la cual coincidird con el resultado previo. Es mas
eficiente escribir las demostraciones siguientes en términos de

RN (x) = Lo(I + A" PV (2)(I + A)*H,
en lugar de Q;(L«)‘). Aplicando (2.7.122) y el hecho de que para i € {1,2,3} tenemos
QL) (pY (n)) = P (0) P @)t (@),

obtenemos que las normas cuadradas de Q:(EAZ estan dadas por

D = (1 + 49 P @) ) (M@ ) essn

zi

donde -
7 (@) = RO (@) (DY) RV ().
n=0

Lema 2.8.6. El momento 0 del peso dual UM estd dado por
WO(A) — W(}\) (0)—1.
Demostracion. La prueba esta dada en el Apéndice A.3. O

Proposicién 2.8.7. La norma de los polinomios ortogonales matriciales duales th)‘z) estd
dada por
AObR

)

7Y = (Y @)W ()7

z,
Demostracion. Podemos derivar una recurrencia para “//}g ) reescribiendo las ecuaciones (2.6.107)

en términos de R,(l)‘). Primero PT(LA) A= nPfL):;D se reescribe rapidamente como

RV (z +1) — RY(2)(I + A) = nRMD (),

y para Pyjl) LSO = G,(l)‘) Pé’\) necesitamos

LO(I+A)—n—AG£1A)(I+A)n—i—)\Lo—l — nD )\+1)(D()\))—17

n—1

(I+A)_$_/\_1(I)(>\)*(l')(1+A)QH_)\ :T()\—&-l)(l_{_A*)(T()\))—l’
(I+A)_$_>\(<I>()‘)*(1‘) —\I’(A)*(:L‘))(I—I—A)gﬂ—)\ _ {T()\—l—l)(T(A))—l7
a
para llegar a

R @O A @) B - 1) SO () T = n DD (D) RO ().
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Ahora tomamos x > 1, ya que x = 0 fue contemplado en el resultado anterior. Podemos
utilizar el primer shift para obtener

e}

V) (@) = (1 + 473" RY (@ — 1)* (DY +ZnR“ —1)*(DM) " BRY ().

n=0

La primer suma es equivalente a <Q;(E)L)1, 9%” la cual es cero debido a la ortogonalidad

dual. Insertando (Dfl)‘_tl))*ng\_Jrll) obtenemos

7 (@ Z Ry (@ — 17 (D) D (D) T RV (@),
que nos permite aplicar el segundo shift

W}%)\) (CC) - _ Z R()\:rll) (CC . 1)*(/])()\:31))71R )\+11)( )T()\Jrl) (I + A*)(T()\))

n

£ B (@ - 1 (@) RO (@ - ) T ),
n=1

Aqui la primera suma se anula debido a la ortogonalidad dual, dado que es equivalente a
<Q()\+l) ()\+1)>(/\+1)
d

a1 & . Entonces llegamos a

7w = D 1) T )

lo cual iterando nos da Wé)‘) (x) = Wé/\JrI)(O)%T(AJ”) (T~ = %(T(A))_l. Colocando este
resultado en (2.8.137), junto con Lema 2.8.6, obtenemos el resultado deseado. O

2.8.6. Algebras de Lie de operadores en diferencias asociadas al peso de
Charlier

En esta seccién, describimos las dlgebras de Lie generadas por los operadores de interés
del capitulo. Denotamos por g el espacio vectorial generado por {D, Dt 3N & T }, donde I
es la matriz identidad.

Proposicién 2.8.8. El espacio vectorial g es un dlgebra de Lie y contiene al operador ™.
Precisamente, las siguientes relaciones se verifican:

[N()\)aD]:Dv [3(/\)7DT]:_DT7 [D,%]:—D, [DT7x]:DT7 [D7DT]:_EI7
a

donde [-,-] es el corchete estindar [Ey1, Es] = E1Ey — EQF).

Demostracion. Los corchetes dados en el enunciado del lema siguen directamente de las
definiciones de JN en (2.5.91) y D, Dt en (2.5.90). Esto muestra que g es cerrada bajo la
operacién corchete. Finalmente sigue directamente de (2.5.92) que @™ € g. O
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Observamos que como cada uno de los generadores de g se relaciona a una ecuacién
de Pearson débil, tenemos que g C Fr(P), ver Proposiciéon 2.2.4. Por lo tanto, podemos
transportar esta dlgebra de Lie a F(P), F%(Q), F4(Q) via el isomorfismo ¢, o, 7 y obtenemos

el diagrama:

v l(g) —— g

wd

Sea g; la subélgebra de dimensién cuatro de g generada por {D, DT, 3V TI}. Aplicando
la Proposicién (2.8.8), g1 es un ideal isomorfo al dlgebra de Lie G(0, 1) introducida por W.
Miller en [101, Chapter 2-5] via las identificaciones:

Jt = D, J- — DT, R (CO) e lir
a

El operador de Casimir correspondiente estd dado por
aCo1=a(JtJ™ —&J%) = aDDT — 3V,

y conmuta con todos los elementos de g;. A partir de las expresiones explicitas de D, D y
JW, obtenemos que la accién del operador de Casimir en un polinomio matricial P estd dada
por

(P-Co)(w) = P(a)(x —3V).

Identificamos Cp 1 con el operador x — JN. Observamos que el operador de Casimir es de
hecho un elemento del centro 3(g) de g, el cual es la subélgebra abeliana de dimensién dos
generada por {Cp1,1}.

Observamos que Cp; € .7:'R(P) y por lo tanto ¢~1(Cp1) es un operador no trivial de
segundo orden en el élgebra biespectral Br(P) el cual conmuta con los ladder operators

M, M' y el autovalor I’q(f‘) de W,

Proposicién 2.8.9. Sea t el dlgebra de Lie de dimension cuatro generada por {D, D%,z I}.
Entonces t es isomorfa a G(0,1) via las identificaciones

1
Jt = D, J~ — DT, J =, E— I
a

Mds atn, bajo estas identificaciones tenemos
g= Q(O, 1) D (CC(]J.

Demostracion. El isomorfismo entre ¢ y G(0,1) sigue directamente de las relaciones de la
Proposicién 2.8.8. Como Cp ;1 ¢ ¢, tenemos inmediatamente que g = €& C Cp; como espacios
vectoriales. Ahora solo resta mostrar que ambos sumandos son ideales de g. La Proposicién
2.8.8 nos da [¢,g] C £y CCp es un ideal dado que Cp; € 3(g). Esto completa la prueba de
la proposicién. O

Observacion 62. Sea b el subespacio de dimensién tres generado por {D, DT,I}, entonces
es isomorfa al dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién 3, ver por ejemplo [56, pp. 57].
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Observacion 63. El dlgebra de lie cociente g/3(g) esta generada por los elementos:
e1=D'+5(a), ex=D+3(0), es=z+50),

con las relaciones
1, e2] = 0, [e1,e3] = e1, [e2, e3] = —ea.
Por lo tanto g/3(g) es un élgebra de Lie de dimensién tres que es isomorfa al dlgebra de Lie

p(1,1) del grupo de Poincaré P(1,1). Este es el grupo de transformaciones a fin de R? que
preserva la métrica de Lorentz, ver [78, §2.5.9].

2.9. Polinomios Dual-Dual

En la seccién final de este capitulo, buscaremos 4—uplas (]379), M, 1, Mg, Z(A)) que sean dua-
les a la 4—upla dual (Qgﬁ, 79)(0), T?) (z), pg)‘)) descripta en la Seccién 2.8.2. Estas familias
seran llamadas polinomios dual-dual . El objetivo de esta seccién es indicar los pasos en la
construccion de familias dual-dual, pero no describiremos en detalle algunos conjuntos anéalo-
gos a los discutidos en la Seccién 2.3 (como por ejemplo B%’Q(Q)). Precisamente, daremos dos

familias dual-dual distintas ]57({\) : una de ellas serd trivial, devolviéndonos P,(L/\), y la segunda
de ellas no sera trivial. N
Los polinomios dual-dual serdn una sucesion de polinomios matriciales (Pé)‘))n con argu-

mento matricial X pero del lado contrario al de Qg‘)

IS(A)(X) = A, X"+ An,n_lX”‘l +...+ Ao,

n

ver (2.3.33) para el caso correspondiente a QEJ\). Para encontrar tal familia dual-dual debe-

. s . . 5A) . . .. . =)
mos encontrar una sucesiéon de polinomios (Pp"),, junto con funciones matriciales 7\V(x),
MI(A) (n), MQ()‘) (z) tales que

QW (pN (n)) = MY (n) PO GV () M (x),  Va,n € N, (2.9.138)

1 ] 1; . ﬁ()‘) iSf 1 lacién d . i . ro s
y tales que los polinomios P, satisfacen la relacion de recurrencia para polinomios monicos

POV (2) 7V () = P, 0V (2)) + BOPN (5N (2)) + CO PN, (5N (2)).  (2.9.139)

Tal como en la Seccién 2.3, una familia dual-dual estd completamente descripta por una
4-upla (é(f‘), Ml()‘), ]\72()‘), M), Aqui también restringimos los grados de libertad superfluos
de manera similar tomando Ml(O) = MQ(O) = I. Esto lleva inmediatamente a ]\72(95) =
QP (pM(0)) = T (@)L y My(n) = (P (5D(0))) .

2.9.1. Primer familia dual-dual: Py(LA) como su propio dual-dual

La condicién dual (2.9.138) implica trivialmente que

(P, My 2, 70 = (P, PV ©0)7 (1 + A)a” )
es una familia dual para (Qg(c)‘), P,(l)‘)(O), (I+A)"a™", pg)‘) (n)), ie.

QW (PN (n)) = PYV©0) PV (2)(I + A)%a®,  Va,n e Np.

n
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Observamos que como 7 = z. la relacién en recurrencia para P7(l)‘) en (2.9.139) es precisa-
mente la relacién de recurrencia (1.5.23).

Como en el Lema 2.3.3, esta familia dual-dual se relaciona a un operador en diferencias,
digamos 7(L) € F#(Q), donde £ = 1)~ (z) estd definida en (2.2.13). Explicitamente tenemos

(L) = Y ©0) " PY, (005 + PV (0) ' BY PN (0) + PO (0) 1M PV, (0)5

Notemos que el Corolario 2.8.2 implica que el coeficiente P\ (0)*1]37(;}31 (0) de § en 7(L) es

una funcién racional de n que es invertible para todo n € Ny. Por otro lado, las expresiones
explicitas en el Teorema 2.6.4 implican que C,, es una funcién racional de n que se anula en
n = 0. Por lo tanto, el coeficiente de §~* en 7(£) es una funcién racional de n y se anula en
n = 0. Estas condiciones son andlogas a las de la Definicion 2.3.4. Para esta familia dual-dual,
el diagrama conmutativo del Teorema 2.3.12 se extiende trivialmente a:

~ -1

Fr(PY) =T FUQY) T Fu(P)
lw wﬁ fz}
-1
Fr(BV) -2 FLQWY) L Fr(P)

)

En conclusion, P7(1)‘ es su propio dual-dual.

2.9.2. Segunda familia dual-dual

Para construir una familia no trivial de polinomios dual-dual, buscamos operadores en
diferencias de segundo orden en B%(Q). Tenemos dos candidatos naturales para estos opera-
dores, digamos 7(¢~1(JM)) y el operador de Casimir 7(1)~(Cp 1)). Daremos la construccién
para el primer operador. Hemos visto en la Observacién 48 que

P HEN) - PN = pOY L5
de modo que 3N € Fr(P) y ¢~ FW) € Fr(P). Escribimos
¢ ) = Gim)d + Go(n) + Ga(m)o ™,

donde las expresiones explicitas de los coeficientes G1, Gy, G_1 fueron dadas en la Observacién
48. Por otro lado, o(JMN) = YN ()N TN (2)~1 y

(071 @M)) = PY(0) 71 G1(n) P, (006 + PO (0) " Go(n) P (0)
+ PV 0)7 G (n) PN, (0)5

n—

Sigue directamente de la Observacién 48 que el coeficiente Pr(L)‘)(O)*lGl (n)PTE)_gl(O) es una
funcién racional invertible para todo n € Ny. Mas ain, por el Corolario 2.5.6 tenemos que

G1(n) = Lg (T + Ay DR(DY) T+ 4)7" A,

Por lo tanto (2.6.113) implica que G_1(n) es una funcién racional de n que se anula en n = 0.
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S5(A .. . . .. . .,
Teorema 2.9.1. Sea P,g ) la sucesidn de polinomios monicos definidos por la relacion de
TECUTTENCLA

2PV (2) = PO ()
+(J+n+at+ I+ A alygt(I+ ADYAY(DNV) I 4+ A) L) PV (x)
(

+ LI+ APDWY (DY )T+ A) A LePWY, (2).

n n

Entonces (15,9%13,9) (0)"I + A, YN (2)~1, 3W(2)) es dual a QWM y la siguiente relacion
de dualidad se cumple:

QM (p(n)) = PVO) I + A)"EN IV @)YV (@)™, nzeN.

Demostracion. Si reemplazamos la condicién de dualidad en la relacién 7(¢ (3 (/\))) -QQ) =

Qg({\) .o(3JW), obtenemos la relacién de recurrencia del teorema con  reemplazado por 3™ (z).
Como J™ satisface la condicién de Vandermonde en bloques con n reemplazado por z, un
argumento similar al dado en (2.3.5) completa la prueba del teorema. O

Corolario 2.9.2. La familia dual-dual (EE”,P,&*’(O)*(I + A", YN ()71, 3N (2)) se rela-
()

ctona a los polinomios originales monicos Pp™’ de la siguiente forma

PV (@) = (I +A)"FN Y (@)).

Demostracion. Usando la relacion dual para Q(/\) ,s)‘) del Teorema 2.9.1 y las relaciones
duales para P y Qx n (2.8.132) obtenemos el resultado. O



CAPITULO 3

Polinomios matriciales excepcionales tipo Laguerre

Los resultados de este capitulo aparecen en “Matrix exceptional Laguerre
polynomials.” Studies in Applied Mathematics [88]. Coautores: Erik Koelink
y Pablo Roman. Parte de este trabajo fue realizada durante una visita a la Radboud
University, Nijmegen, Holanda.

3.1. Introduccion

Las familias de polinomios ortogonales clasicas, es decir las familias de Hermite, Laguerre,
y Jacobi, han sido muy estudiadas y se han encontrado aplicaciones tanto en matematica como
en fisica debido a la propiedad de ser autofunciones de un operador diferencial de segundo
orden. Estas tres familias son de hecho las inicas sucesiones (py), de polinomios tales que
para cada n € Ny, degp, = n, p, es ortogonal con respecto a una medida positiva y p, es
autofuncién de un operador diferencial de orden dos.

En los ultimos anos, las familias clasicas han sido extendidas en diferentes direcciones. Por
un lado, una extension importante son los polinomios ortogonales matriciales, ver Seccion 1.5.
Por otro lado, una extensién reciente son los llamados polinomios ortogonales excepcionales,
ver Seccion 1.4. Tal como ha sido mencionado anteriormente, en analogia con el contexto
clasico, estos polinomios son ortogonales, son autofunciones de un operador diferencial de
segundo orden con coeficientes racionales, pero perdemos algunos grados, i.e., hay un nimero
finito de grados para los cuales no existe tal autofuncién polinomial.

El objetivo de este capitulo es vincular estas dos extensiones de los polinomios ortogona-
les clésicos. Dicho de otra forma, daremos un analogo matricial de polinomios excepcionales
considerando factorizaciones adecuadas de operadores diferenciales de orden dos y realizando
transformaciones de Darboux. En este capitulo solo consideramos transformaciones de Dar-
boux de un paso, pero la mayoria de los resultados podrian extenderse a un nimero arbitrario
de pasos. El capitulo estd organizado en dos partes. La primer parte consta de las Secciones
3.2— 3.6 en las que discutimos una construccion general de polinomios excepcionales matricia-
les. Esta construccion estd inspirada en trabajos del caso escalar, ver por ejemplo [60,66,67].
La segunda parte consta de las Secciones 3.7,— 3.10, en las que aplicamos la teoria general

83
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desarrollada en las secciones previas a un caso especial, los polinomios matriciales excepcio-
nales de tipo Laguerre. Estos polinomios se construyen a partir de los polinomios matriciales
de tipo Laguerre introducidos en [90].

En la Seccién 3.2 consideramos un operador diferencial de orden dos Ty con coeficien-
tes matriciales actuando por la derecha y una autofuncién ¢ de Ty, llamada seed function.
Siguiendo a [55] y [71] obtenemos un operador diferencial de orden dos 77 y un operador
A de orden uno con la propiedad de entrelazamiento TgA = AT). Més aun, el operador de
entrelazamiento A es construido de forma tal que preserva polinomios y la regularidad de los
coeficientes directores de los polinomios. Mostramos que si la seed function tiene autovalor
escalar A, entonces el operador T} puede obtenerse directamente de Ty realizando una trans-
formacién de Darboux, i.e, los operadores se descomponen como 1o = AB+ Ay Ty = BA+ )\
para un operador de primer orden B.

En la Seccién 3.3 consideramos el caso en el que Tj es simétrico con respecto al producto
interno matricial inducido por un peso matricial W. Introducimos el peso excepcional Wy
mostramos que el operador T3 es simétrico con respecto al producto interno inducido por W.
También discutimos extensiones autoadjuntas de operadores diferenciales.

En la Seccién 3.4 probamos el teorema principal del capitulo. Asumimos que existe una
sucesién de polinomios ortogonales matriciales (P, )nen, en L2(W) autofunciones de T para
cada n € Ny iia. P, -1y, = T, - P,, introducimos la sucesion de polinomios matriciales
excepcionales (P,),, y probamos que son autofunciones de 77. Mas ain mostramos que los
polinomios (ﬁn)n son ortogonales con respecto a 1% y que, si el autovalor A\ ¢ o(I'),) para
todo n € Ny, entonces la norma cuadrada de 13” es una matriz definida positiva invertible. A
diferencia del caso escalar, los polinomios ortogonales matriciales pueden ser autofunciones de
diferentes operadores diferenciales de segundo orden. Por lo tanto los polinomios excepcionales
P,, dependen de la eleccién del operador Ty asi como también de la seed function ¢. Bajo
ciertas hipdtesis, damos una condicién para la densidad de polinomios excepcionales.

En la Seccién 3.5 estudiamos familias de polinomios excepcionales matriciales obteni-
das a partir de un operador diferencial que es diagonalizable via una matriz no constante.
Mostramos que estos polinomios pueden ser descriptos en términos de los polinomios excep-
cionales escalares. Finalmente, en la Seccion 3.6 extenderemos algunas de las propiedades de
las dlgebras de Fourier dadas en [24] para el peso excepcional W,

Finalmente consideramos un ejemplo explicito de polinomios matriciales excepcionales
de tipo Laguerre de tamafno arbitrario. En la Seccién 3.7 introducimos el peso matricial de
tipo Laguerre y el operador diferencial al cual le aplicamos la teoria general de las secciones
anteriores. En la Seccion 3.8, motivados por la teoria de singularidades regulares en este
contexto, ver Apéndice E, damos una seed function adecuada para el operador diferencial de
Laguerre. En las Secciones 3.9 y 3.10 introducimos un operador de entrelazamiento A para
el ejemplo de Laguerre, el cual preserva los polinomios y la regularidad de los coeficientes
directores de los polinomios, el peso con respecto al cual los polinomios excepcionales de
tipo Laguerre son ortogonales y la sucesién de polinomios matriciales excepcionales de tipo
Laguerre. Finalmente, en la Secciéon 3.11 presentamos informacién numérica sobre los ceros
de los polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre.
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3.2. Operadores de orden dos, factorizaciones y transforma-
ciones de Darboux

En esta seccién discutiremos una factorizacién de un operador diferencial de orden dos T}
como composicion de dos operadores diferenciales de orden uno. Daremos la correspondiente
factorizacién de Darboux. En esta seccién trabajaremos con operadores diferenciales algebrai-
camente, y asumiremos que las funciones son suficientemente diferenciables. Recomendamos
la lectura de [38], [105], [106] donde se pone de manifiesto el rol de las trasformaciones de
Darboux en la busqueda de soluciones a un problema biespectral, como puede ser el caso
de familias de polinomios ortogonales clasicos, polinomios ortogonales matriciales y familias
de polinomios ortogo- nales que puedan ser clasificadas como excepcionales. Para el caso no
conmutativo en [25] se introduce un tipo general de transformaciones matriciales de Darboux
haciendo uso de las algebras de Fourier, que permiten obtener familias de soluciones a un
problema biespectral matricial.

3.2.1. Seed function y relaciones de entrelazamiento

Consideremos un operador diferencial de orden dos

d? d
—F; —{—Fo, (321)

o= F
0= dx? 2+dm

donde Fy, F1, y F5 son funciones matriciales N x N. Asumimos que Fy, I}, y F5 son funciones
racionales, i.e. cada entrada es una funcién racional, es decir Ty € M. Observemos que Tj
actia por la derecha tanto en funciones vectoriales fila, como en funciones matriciales, lo
cual puede ser visto como la accién en N funciones vectoriales fila. Sea ¢ una autofuncién
matricial de T de autovalor matricial A, i.e.

¢-Th=A-o. (3.2.2)

Observacion 64. Dada una autofuncion ¢ del operador Ty y una matriz constante M que
conmuta con A, la funcién M ¢ es también una autofuncién de Ty, dado que

¢-To=A-¢ = Mo -Top=(MA ¢)=A-(Mg).

Asumimos que ¢ es una solucién cldsica en un intervalo (a, b) (posiblemente infinito). Este
intervalo esté relacionado al espacio L? en la Seccién 3.3. Observemos que si A es una matriz
diagonal, cada fila de ¢ es un autovector. Asumimos que ¢(z) es invertible como funcién
matricial N x N, excepto quizd en un conjunto finito de puntos z € C. La funcién matricial
¢ es la seed function. Aplicando [55, Theorem 1.1] y [71, Theorem 1], existen operadores
diferenciales A, T3 tales que la relacién de entrelazamiento

AT, = TyA (3.2.3)

se satisface como operadores diferenciales actuando por la derecha. Mas aun, los operadores
A, Ty estan dados por

d? d
Gy + —G1 + G, (3.2.4)

d N
A - _ —1 4/ T -
dx o9, 1™ dg? dx
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donde los coeficientes Go, G1 y Gg en ﬁ estan definidos por

Ga(z) = Fa(z),  Gi(z) = Fy(2) + Fi(z) + [¢(2) 7'/ (), Fa(2)],
Go(z) = Fi(z) — Fi(z)d(z) "¢/ (z) + 2(6(2) "¢/ () Fa(z) + é(2) "' ¢/ (2)G1 () + Fo(z),

y el conmutador es el conmutador estandar [A(x), B(x)] = A(x)B(z) — B(z).A(z). Asumimos
que ¢~ '¢’ es una funcién racional matricial, de forma tal que 7} pertenece a la misma clase
de operadores.

Observacion 65. En [55, Theorem 1.1] el operador de entrelazamiento A estd dado como un
quasideterminante de un Wronskiano, ver Apéndice B. En nuestro contexto, como A actiia
por la derecha, la expresién del Wronskiano es la transpuesta de la dada en [55, Theorem
1.1]. Obtenemos la siguiente expresién:

o

; (3.2.5)

d
dx 12,2
Observacidon 66. A partir de la relacién de entrelazamiento (3.2.3), obtenemos que si P es una
autofuncién matricial de Ty con autovalor matricial I', entonces PA = P - A es autofuncién

matricial de ﬁ con el mismo autovalor:
PA-T) =P -TyA=T-PA.

Similarmente, autofunciones fila de Ty son llevadas a autofunciones fila de T por A con el
mismo autovalor.

3.2.2. Seed function con autovalor escalar

Agregamos la condicién extra de que el autovalor matricial A de la seed function en
(3.2.2) es un escalar A € R por la matriz identidad. Imponemos esta restriccién, dado que
los operadores actian por la derecha y los autovalores por la izquierda, mientras que en la
factorizacién de Darboux incorporamos el autovalor al operador diferencial. Asi el rol del
autovalor cambia y necesitamos por lo tanto tener un autovalor que conmute con el operador.
Consideremos el siguiente operador diferencial de orden uno

~ d
B=—B B 3.2.6
e + Do, ( )

donde By (z) = Fy(z), Bo(z) = Fi(z)+¢(x) "¢’ (x) Fa(x) son funciones racionales matriciales.

Lema 3.2.1. Sea A como en (3.2.4), y B como en (3.2.6). Entonces como operadores dife-
renciales actuando por la derecha tenemos que Ty = AB + A Y T1 BA+ A

Demostracién. La demostracién sigue aplicando la definicién de A y B en (3.2.4), (3.2.6).
Realizando un célculo directo obtenemos

d? d

3B+ = 5B + 1 R) - 6@) ¢ (@)F) - o) @ R@) + A = T,

donde en la primer igualdad usamos que (¢(z)~!) = —¢(x)~1¢'(2)p(z)~!, y en la segunda
igualdad usamos que ¢ es autofuncién de Ty de autovalor A. De forma similar obtenemos que

2

BA+ A= 255Ga(w) + 5-Gila) + By(e) — Bofw)olw) 6/ (2) +

usando (3.2.4), (3.2.6). Aplicando nuevamente ¢-Tp = A-¢ vemos mediante un célculo sencillo
que B)(z) — Bo(z)¢(z) ¢ (x) + A = Go(x). Esto muestra que BA+A=T.. O
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Sea Pol el espacio de polinomios fila. Asumimos que existe un polinomio matricial T(x)

tal que el operador
d

A=AT = =T - ¢ ¢'T (3.2.7)
dx

preserva Pol y la regularidad de coeficientes directores. En particular, asumimos que ¢~ 1¢/T
es un polinomio. Tomando cualquier matriz invertible M en la Observacion 64, obtenemos una
nueva seed function M¢ con autovalor A. Sin embargo, sigue directamente de la Definicién
(3.2.7) que los operadores asociados a M¢ y ¢ son iguales. El polinomio Y es visto como
el operador multiplicacién actuando a derecha. Asumimos que el polinomio matricial T es
invertible excepto en un conjunto finito. En la Seccién 3.9, T serd un polinomio escalar por la
matriz identidad, y T~! serd una funcién racional por la matriz identidad. Podemos reescribir
la relacién de entrelazamiento (3.2.3) en términos de A como

AT, =TyA, Ty =Y"'T\7, (3.2.8)

y en consecuencia 17 = Y-!BATY + A. Denotamos

~ d
B=Y"'B= d—T_ng —Y YT IR+ YT R 4+ YT G B, (3.2.9)
x
utilizando las expresiones explicitas de By y By como en (3.2.6). Por el Lema 3.2.1 tenemos

que 7o = AB+ Ay 11 = BA 4+ X como operadores diferenciales actuando por la derecha.

3.3. Operadores diferenciales simétricos y pesos excepcionales

Recordemos que una medida matricial y tomando valores en las matrices definidas posi-
tivas N x N puede ser escrita como una funcién matricial V', tomando valores en las matrices
definidas positivas 7,-p.p. por la medida traza 7,, la cual es una medida de Borel en R, ver
[12,29] para mas informacién. Entonces, las funciones vectoriales fila cuadrado integrables
son funciones medibles f: R — CV que satisfacen [;, f(z)V (z)(f(z))* dru(z) < oo. Luego
de identificar las funciones 7,,-p.p. obtenemos el espacio de Hilbert L?(p) de funciones vecto-
riales fila cuadrado integrables. En particular, asumimos que [p f(2)V (z)(f(x))* d7,(z) =0
implica f = 0 7,-p.p. lo cual significa que el nicleo de V' es trivial 7,,-p.p. Asumimos que 7,
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dz en algin intervalo (a, b),
posiblemente infinito. Entonces ponemos W = V%‘, y ésta es una funciéon matricial definida
positiva con soporte en el intervalo (a,b). Asumimos que W tiene momentos finitos de todos
los 6rdenes, de modo que Pol C L?(W), en donde usamos L?(W) = L?(u) para poner énfasis
en la funcién peso W. De ahora en adelante, asumiremos que las entradas del peso matricial
W son funciones C? en (a,b). Sea (-,-)w el correspondiente producto interno. Asumimos que
Ty = %FQ + %E + Fj es un operador diferencial de segundo orden que actia a derecha,
simétrico con respecto a W en los polinomios. Esto significa que asumimos que T} esta bien
definido en Pol, p - Ty € L?(W) para todo p € Pol y

(p-To,q)w = (p,q-To)w,  Vp,q € Pol. (3.3.10)

Asumimos que Pol es denso en L?(W), lo cual en el caso clasico N = 1 se cumple si trabaja-
mos con un problema de momentos determinado [2]. El problema de momentos matricial es
discutido por Berg, ver [12].
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Observacién 67. Asumimos no solo que las entradas de W son funciones C? en (a,b), si no
que también las entradas de F» y las de Fy son C? en (a,b). Mds atin, asumimos que todos
los términos en (3.3.11), (3.3.12), y (3.3.13) son integrables en (a,b). Entonces, realizando
integracién por partes, ver Teorema 1.5.12, el operador Ty es simétrico con respecto a W
siy sélo si Fao(x)W(x) y (Fa(z)W(x)) — Fi(x)W(z) se anulan en los extremos a y b y las
ecuaciones de simetria

RW =WF;, (3.3.11)
1 1
(W) = §WF1* +5BW, (3.3.12)
BW) = (W) — )W + W, 3.3.13
0

se satisfacen. Si tomamos la derivada de (3.3.12) y restamos (3.3.13) multiplicada por dos,
podemos eliminar el coeficiente Fy. Obtenemos (WF} — FyW) = 2(WEF; — FoW).

Definicion 3.3.1. El peso matricial excepcional estd definido por
W(z) = Y(z) ' W(z)Fy(z)*(T(z)~ ), x € (a,b).

Notemos que la /D\eﬁnicién 3.3.1 afirma que W es un peso. Sin embargo, pese a que
(3.3.11) implica que W es autoadjunto, no es en general definido positivo y no es claro que
tenga momentos finitos de todos los érdenes. Sin embargo, si WF; es un peso, también lo
es W. Esto ocurre, por ejemplo, en el caso en que Fh sea una fur/lgi(’)n no negativa por la
matriz identidad en (a,b) como en la Seccién 3.7. Asumiremos que W es definido positivo en
el intervalo (a,b) y que tiene momentos finitos de todos los érdenes. Esta tltima condicién
involucra al polinomio matricial T.

Asumiendo que W es un peso con momentos /ﬁ\nitos de todos los érdenes, queremos con-
siderar a A como un operador de L*(W) en L?(W) y a B como un operador de L?(W) en
L?(W), y queremos relacionar estos operadores con los adjuntos, ver Proposicién 3.3.3. Para
esto necesitamos un analogo de integracién por partes para estos operadores, comparar con
Observacion 67, que probaremos ahora.

Lema 3.3.2. Sea T el operador (3.2.1), asumimos que Ty es simétrico con respecto a W en
(a,b). Asumimos que ¢ es una seed function de Ty con autovalor escalar A € R. Mds ain,
asumimos que

x> ¢(x) Po(z)W(2)g(2)", > ¢(2)Fi(z)W(x)g()",
se anulan, en el mismo extremo a o b para el peso W. Entonces
(WF3) = WEF; + WE; (¢~ ¢')* — (¢~ ¢\ W, (3.3.14)
W (G Fs + 50F)" = (§'Fr + S 6F)W", (3315
para todo = € (a,b).

Demostracion. Notemos que (3.3.14) y (3.3.15) son equivalentes usando (3.3.11) y (3.3.12).
Entonces es suficiente probar (3.3.15), la cual puede ser reescrita

GWES () + LoW 6 = S BW6* + L6RW6", (33.16)
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y por hipétesis ambos miembros se anulan en alguno de los extremos a o b. Todos los términos
en (3.3.16) son C! en (a,b), ya que hemos asumido que ¢ es una solucién clésica en (a,b).
Entonces es suficiente mostrar que las derivadas de ambos miembros son iguales. Tomando
derivada con respecto a x en ambos miembros de (3.3.16), vemos que debemos mostrar que

GWE (@) + SWES) ()7 + OWES (&) + S WEL o + oW 6" + SoW F{ ()
= "W + ¢ (RW)'¢" + ¢/ LW (¢)" + §¢/F1W¢ + §¢(F1W)/¢ + §¢F1W(¢/) :
Observemos que el término ¢'W Fy (¢/)* del lado izquierdo es igual a ¢ FoWW (¢')* en el lado
derecho por (3.3.11). Ahora utilizamos (3.3.12) en los términos ¢(W Ey) (¢')* y ¢/ (FaW) ¢*

y (3.3.13) en los términos %cb(WFf)’W‘ y %¢(F1W)’¢*, para ver que debemos probar que

OW(S'Fs + 6y + 6F)" + OFW (@) + S0 WS + So(WES)'s"
= (¢"Fa+ ¢'F1 + pFo)Wo* + %¢’WF1*¢* + %¢(F2W)"¢* + %¢F1W(¢’)*. (3.3.17)

Aplicando (3.3.11) y el hecho de que ¢ es una seed function de Ty con autovalor escalar A,
sigue que (3.3.17) es vélida. O

Ahora podemos relacionar A y B. Recordemos que A ha sido tomado de forma tal que
preserva polinomios. Como hemos asumido que los pesos matriciales tienen momentos finitos
de todos los 6rdenes, vemos que A lleva Pol en L2(/VI7), donde como antes asumimos que W
es una funcién peso en (a,b). De ahora en adelante, asumiremos que Pol es denso en L? (W)

Proposicién 3.3.3. Asumiendo que B lleva Pol en L?(W) y que la condicion de borde

b
(PWF5(T™")*q")

=0, Vp,q € Pol,

a

se satisface, entonces (p- A, q)y = —(p,q- B)w para todos p,q € Pol.

Demostracion. Utilizando la definicién de A y realizando integracién por partes obtenemos

b b
(p-A,q>W=/ p’TWq*—/ po Y TWq*

b b b
=(PYWq*)| — / p(TWq*) — / po LYYW,

a

a

donde omitimos los argumentos para facilitar la notacién. Aplicando la Definiciéon 3.3.1 y la
condicién de borde obtenemos

b
~(p- A @) = / pW (W (TWg) + W™ ¢/ TWg").

Queda por demostrar que el término entre paréntesis es igual a (¢B)*. Aplicando la Definicién
3.3.1 vemos que el adjunto del término entre paréntesis es igual a

IY 'R+ q(YTTEW)YW T+ YT BRW (e )W,
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Comparando con (3.2.9) vemos que el término que acompana a la derivada es correcto, y
para reconocerlo con ¢B debemos mostrar que

(Y IEWYW L+t RW (e )Wl = Y IYTY I R YR T R

Escribiendo (Y !FRW)W ! = - Y= IYY 1R+ Y=Y EBW) WL vemos que — Y~ I Y'Y 1R
se cancela en ambos miembros. Multiplicando la igualdad restante a izquierda por Y y a
derecha por W, vemos que debemos mostrar que

FyW 4+ W' 4+ BW (¢~ 1) = FLW + ¢~ L' FW.
A su vez, esto es equivalente al adjunto de (3.3.14). O

Ejemplo. Mostraremos que el Lema 3.3.2 es una generalizacion de las ecuaciones de Pearson.
Lo haremos para el caso de [90], pero esto puede ser realizado para otros ejemplos de esta
naturaleza tanto para operadores diferenciales como para operadores en diferencias [53,82,86].
Sea Ty el operador diferencial de orden dos definido en [90, Corollary 6.3], Tp = %@(m)* +
%\Ii(x)*, donde ®, respectivamente ¥, es un polinomio matricial explicito de grado < 2,
respectivamente < 1, ver [90, Proposition 5.1, Proposition 5.2]. Consideremos la seed function
¢ = PO(O"V) = I con A = 0. Ahora tomamos Y = [ y tenemos A = % y B = %@* + U,
el cual es denotado por S(®*) en [90, Proposition 6.1]. En este caso, W esta definido como
en [90], el cual recordamos en (3.7.29), y W es el mismo peso pero con v reemplazado por
v + 1. Entonces el resultado de la Proposicién 3.3.3 es [90, Proposition 6.1], y (3.3.14) es la
ecuacion de Pearson débil (W®)" = WW. Observemos que, los polinomios matriciales pie)
con n > 1 no satisfacen los requisitos de seed function, dado que el autovalor matricial no es
un miltiplo de la identidad. En [90, Corollary 6.3] se da la expresién del autovalor.

Observacion 68. En el caso escalar N = 1, (3.3.14) se reduce a (W Fy)' = WF}, la cual es una
ecuacion de Pearson débil como en el Ejemplo 3.3. Esta ecuacién puede resolverse haciendo

F
W = F% exp ( / ﬁ)
Asumiendo que Pol es denso en L2(W) y LQ(W), que A preserva Pol y B lleva Pol en
L?(W), podemos ver a Ay B como operadores densamente definidos

A: D(A) = Pol C LA(W) — L*(W),
B: D(B) = Pol ¢ LA(W) — L2(W),

ver Apéndice D para un repaso sobre operadores no acotados. Entonces la Proposicién 3.3.3
muestra que el adjunto de A es un operador densamente definido, y que A admite una exten-
sion cerrada. Similarmente, B es un operador densamente definido. Denotamos las clausuras
por Ay B con dominios D(A) y D(B). Més atin, la Proposicién 3.3.3 muestra que A ¢ =B
y B C —A". Enlo que sigue asumimos que Tj estd definido en Pol € L?(W) y que el operador
Ty: Pol C L*(W) — L*(W) es esencialmente autoadjunto. Entonces tenemos las siguientes
inclusiones para operadores no acotados en L2(W) :

To=AB+ANCAB+ANC-AA +NCB A+ XC(@AB)*+XC Ty =T.

Como Ty y —AA" + X son autoadjuntos para A € R, ver por ejemplo [108, Chapter 13],
obtenemos

—AA 4 N=B A +A=AB)* +\=T; =T, (3.3.18)
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como operadores actuando por la derecha en L?(W). Similarmente, como operadores actuando
por la derecha en L2(W) |

Ti=BA+ANCBA+ NC-A A+ NCAB +Ac (BA"+ ),

definimos

S =—A"A+ A (3.3.19)

como la extensién autoadjunta apropiada de T actuando por la derecha. De acuerdo a [32,
Theorem 2], tenemos que o(Tp) \ {A\} = o(S1) \ {\}. Entonces el espectro de los operadores
autoadjuntos Ty y S1 es el mismo salvo quizd en un punto. Més atn, o(Tp) y o(S;) estan
contenidos en (—oo, AJ.

3.4. Polinomios matriciales excepcionales

Asumimos que se satisfacen todas las condiciones de las Secciones 3.2 y 3.3, es decir:

1. En la seed function: Existe una seed function ¢ con autovalor A € R para el operador
Tp. La funcién ¢(z) es invertible como matriz N x N, excepto en un conjunto finito
de puntos x € C. Ademds asumimos que ¢ ¢’ es una funcién matricial con entradas
racionales.

2. En el operador de entrelazamiento A: Existe un polinomio matricial Y tal que el
operador de entrelazamiento A = %T — ¢~ @Y preserva Pol y la regularidad de los
coeficientes directores. El polinomio matricial T es invertible excepto en un conjunto
finito.

3. En las funciones peso: Las funciones matriciales peso W'y W son definidas positivas
y tienen momentos finitos de todos los 6rdenes. Pol es denso en L2(W) y L?(W).

4. En el operador Tj: El operador Ty estd definido en Pol c L?(W) y Tpy: Pol C
L?*(W) — L*(W) es escencialmente autoadjunto.

5. En el operador B: El operador B en (3.2.9) lleva Pol en L?(W).

6. Condiciones de borde: z — ¢(x) Fa(z)W(z)p(x)* v x — ¢(z)F1(z)W (x)p(x)*, se
anulan en el mismo extremo a o b del peso W. La condicién (pW Fy(T~1)*¢*)|2 =
0, Vp,q € Pol se satisface.

Ademads asumimos que existe una sucesion de polinomios ortogonales matriciales (P,)nen, €n
L?(W), i.e. cada fila de P, es un polinomio de grado n en L?(W), tal que P,(z) = 2™ + - - -
es un polinomio moénico y las relaciones de ortogonalidad

/ P @)W (@) (P ()" i = Gy H (3.4.20)

se satisfacen. Aquf la integracién se realiza entrada a entrada, de modo que el producto interno
de la i-ésima fila de P, y la j-ésima fila de P,, corresponde a la entrada (i, j) del lado derecho,
es decir, 0, n(Hpy)i ;. Nétese, en particular, que H,, es una matriz definida positiva. Asi que
también podemos definir un producto interno matricial en funciones matriciales para el cual
cada fila estd contenida en L?(W). El correspondiente producto interno matricial también se
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denota por (-, -)y. Més aun, asumimos que P,, es una autofuncién de Ty para cada n € Ny,
ie.
P, Ty =T, P,, Vn € Ny. (3.4.21)

Notemos que esto implica que los coeficientes F; de Ty son polinomios matriciales de grado a
lo sumo i para i € {0, 1,2}, ver Proposicién 1.5.11 y entonces Ty preserva Pol.

Teorema 3.4.1. Consideramos los polinomios ortogonales monicos (Pp)nen,, donde la orto-
gonalidad es con respecto a W tal como en (3.4.20). Mds ain asumimos que cada P, es una
autofuncion matricial de Ty como en (3.4.21). Entonces la sucesion de polinomios matriciales
(ﬁn)nENo; donde ﬁn = P, - A, es un conjunto de autofunciones matriciales de S1. Para todo
n € Ny, el polinomio ]3n satisface

ﬁn'lern'ﬁna

donde Ty fue dado en (3.2.8) y Si es la extension autoadjunta de Ty dada en (3.3.19). Mds
ain, sea W tal como en la Definicion 3.3.1:

— ~

donde H,, es una matriz definida positiva. Si asumimos A € o(I'),) para todo n € Ny, entonces
det H,, # 0.

Demostracion. Como Sq extiende a BA+ Ay B, B=DP, AB = (T',—\)- P, es un polinomio,
vemos que

Py-Si=@n—A)-P,-A+ AP, =T, - P,,

ver Observacion 66. Aplicando la Proposicién 3.3.3 para vectores fila polinomiales, podemos
extenderla a (P - A, Q>W = —(P,Q - B)w para todo P, @) polinomios matriciales. Entonces
obtenemos
(P, Pr)ip =(Py- A Py - Ay = —(Py, Py - AB)w
=(Pp, Py - AN =T0))w = nmHn(A—Tp)".

Notemos que H,(A—T,)* = (A—T',)H,, dado que podemos también tomar AB en la primer
entrada del producto interno. Por positividad del producto interno vemos que H,(\ _AF”)*
es una matriz definida positiva. Més ain, si A € o(I'),) para todo n € Ny, entonces det H,, #
0. O

Usualmente el grado de ﬁn no es n, es mayor, dado que en general A no preserva el grado
de los polinomios. Més atn, el Teorema 3.4.1 no afirma que las filas de (P,)nen, forman una

base de L? (W)

Observacion 69. Observemos que los polinomios ]Sn dependen del operador Tp, de la seed
function ¢ y del polinomio Y. Los llamamos polinomios matriciales excepcionales asociados
a (T()a (;5’ T)

Proposicién 3.4.2. Las filas de P,, n € Ny, son densas en L2(W) si y solo si A & 0,(S1).
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Demostracion. Consideramos A: Pol C L*(W) — LQ(W) y asumimos que f € LQ(W) es
ortogonal a vP, para todo n € Ny y todo vector fila v. Entonces 0 = (vﬁn,ﬁw = (vP, -
A, f)g> luego este es un funcional lineal continuo en D(A) = Pol. En particular, f € D(A*) =
D(A") y f A* = 0. Entonces f € D(S1) y f-S1 = A- f. Luego si las filas de Py, n € Ny, no
son densas, existe una f no nula y A € 0,(S51).

Reciprocamente, si A € 0,(S1) tenemos 0 # f € D(S;) € D(A") con f-S; = A- fen
LZ(W) de modo que en particular f A"A = 0. Tomando producto interno con I € D(A™)
obtenemos (f - A fAT yw=0y f¢€ Ker(A ). Entonces f es ortogonal a todo v P, tal como
en el parrafo anterior. O

3.5. Construcciéon de polinomios excepcionales via un opera-
dor diagonalizable Tj

En esta seccién estudiamos familias de polinomios excepcionales obtenidos a partir de un
operador diferencial de segundo orden que es diagonalizable via una matriz no constante.
Sean wi(x), ..., wy(x) un conjunto de pesos escalares clésicos tales que los w;’s pertenecen
a una de las familias de pesos clésicos de Jacobi, Laguerre o Hermite. Para cada:=1,..., N,
tomamos un operador diferencial simétrico de segundo orden L; con respecto a w;.
Consideramos un peso matricial W con una descomposicién LDU

W(z) = L(z)D(z)L(x)*, (3.5.22)
donde L es un polinomio matricial triangular inferior N x N con L;; = 1 para todo i =
., N,y D = diag(wy,...,wy). Observamos que la estructura de W coincide con las fami-
lias tipo Gegenbauer, Laguerre y Hermite estudiadas en [44,82,86,90]. El operador diagonal
Tod = diag(L1,...,Ly) es simétrico con respecto al peso diagonal D. Escribimos
d? d
Td = e 2F2+d Fé 4+ Fé.

Sea Ty = dd—QQFg(x) + L F\(z) + Fy(z) el operador diferencial de segundo orden obtenido
conjugando 7§’ con L. Entonces los coeficientes F; y Fid estan relacionados por:

dL d’L dL
FBL=LF, FL=2—F}+LF! FRL=-—F\+_—Fl4LF].
dx dz? dx
Observacion 70. Sigue de [86, Proposition 4.2] que T es simétrico con respecto a W si y sélo
si T(‘)i es simétrico con respecto a D. Observamos que dada ¢ autofuncién de Ty de autovalor
A, ¢L es una autofuncién de T¢ con el mismo autovalor. Similarmente, dada ¢¢ autofuncién

de Tg, ¢*L~1 es una autofuncién de Tp.

Asumimos que todas las condiciones enumeradas al principio de la Seccién 3.4 se satisfacen
para el operador Téj. En particular asumimos que existe ¢¢ una seed function diagonal de
Té’l de autovalor escalar A, y un polinomio matricial diagonal Y, invertible salvo quiza en un
conjunto finito, tales que el operador de entrelazamiento A% = %T — (6D (¢?)'Y preserva
Pol y preserva la regularidad de los coeficientes directores. El operador T¢ se factoriza como
T¢ = A’BY 4 )\, donde B est4 dado en (3.2.9). El peso excepcional diagonal estd dado por

D(x) = Y(2) "' D(x) F§(x)"(T(z)~1)".
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Dado que Ty = LTglLfl, podemos transferir esto al contexto no diagonal. Tomamos
To = (LAL Y (LBIL™Y) 4+ A

Asumimos que T es tomada de forma tal que A = LAYL~! también preserva Pol. En el caso
en que Y conmuta con L', el peso excepcional no diagonal estd dado por

—

W(z) = T(2)" W(2)Fa(x)* (T(2) ™) = L(z)D(z)L(x)".

Observacion 71. Como ¢?L~1 es una autofuncién de Ty de autovalor escalar \, puede ser
usada para construir el operador de primer orden dado en (3.2.7). Explicitamente obtenemos

d

—T- (L(¢H) "Y' L™t — L'L™YHY. (3.5.23)
X
Por otra parte,
d
LAY = d—LTL” — L(¢H YD YL+ L)L (3.5.24)
XL

Si T conmuta con L~!, entonces (3.5.23) y (3.5.24) coinciden.

La sucesién de polinomios ortogonales matriciales ménicos para el peso diagonal D esta
dada por P%(z) = diag(p}(z),...,pY (x)) donde (p,),, son los polinomios ortogonales ménicos
con respecto a w;. Por otro lado, la sucesién de polinomios matriciales Q,(x) = P%(x)L(z)™!
es ortogonal con respecto a W y cada @Q,(x) es una autofuncién de Tj. Sin embargo, el
coeficiente principal de @), es, en general, no invertible.

Aplicando el operador A a la sucesion (),, obtenemos

Qn(®) = Qu(z) - A = (Pl()L(z)™") - (L(x)A"L(z) ") = (P(x) - AY)L(z)~".
Por construccién, la sucesién @n(az) satisface las siguientes propiedades:

1. @n es una autofuncién de la transformada de Darboux de Ty, ver (3.2.8),

2. (@Qn)n forma una sucesién ortogonal con respecto al peso W.

Observamos que no podemos garantizar la regularidad del coeficiente director de @n Los
polinomios P,(z) = Pn(z) - A, donde (P,), son los polinomios ortogonales ménicos con
respecto a W, también satisfacen las propiedades (1) y (2). La regularidad de los coeficientes
directores tampoco puede ser garantizada en este caso.

3.6. Algebras de Fourier excepcionales

Recientemente, Casper y Yakimov [24] presentaron un par de dlgebras isomorfas, conoci-
das como las dlgebras de Fourier, las cuales estan relacionadas a una sucesién de polinomios
ortogonales matriciales para un peso W, ver 1.5.4. El objetivo de esta seccién es extender
algunas de las propiedades de las dlgebras de Fourier dadas en [24] para el peso excepcional
W. En lo que sigue, adaptamos la construccién de las dlgebras de Fourier dadas en (1.5.32)
a nuestro contexto:
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Definicién 3.6.1. Dada una sucesién de polinomios matriciales (Qp(2))nen,, definimos:

fL(Q)Z{ME/\/’NlHDEMN,M-Q:Q'D}CNN,

Fr@ ={DeMy:IMeNy, M-Q=@Q D} C My. (3.6.25)

En esta definicion, es importante notar que las algebras de Fourier estan vinculadas a una
sucesion de polinomios matriciales (Qp)n, la cual no necesariamente es la sucesién de polino-
mios ortogonales ménicos con respecto a un peso matricial W. En particular, si (P (2))nen,
es la sucesion de polinomios ortogonales ménicos con respecto a un peso matricial, fue proba-
do en [24] que las algebras de Fourier a izquierda y derecha F,(P) y Fr(P) son isomorfas, ver
Seccién 1.5.4. Mostraremos que esto mismo ocurre para las dlgebras de Fourier excepcionales
.7-"L(]3) y ]-"R(]S). En la siguiente proposicién, denotamos por I';, al autovalor tal como en
(3.4.21).

Proposicién 3.6.2. Para cada M e Fi(P), existe un tinico D € Fr(P) tal que M-P, (x) =
P,(x)- D. Reciprocamente, si asumimos s que (T —A) es invertible para todo n € Ny entonces
para cada D € Fr(P) existe un tinico M e F(P) tal que M- P, (x) = Py(x) - D.

Demostmczon Para probar la primera afirmacion es suficiente mostrar que si DerF r(P ) es
tal que b, (z) - D = 0 para todo n € Ny, entonces D = 0. Asumimos que D es un operador

de orden s dado por
D=0k Fy(x)
k=0

Observamos que si ﬁn(:c) . D = 0 para todo n € Ny, entonces P,(z) - AD = 0 para todo
n € Ny. En conclusién, por [24,30], en particular por el Lema 1.5.14 , AD = 0. Utilizando la
expresion explicita (3.2.7) obtenemos que el coeficiente de 951! en AD es igual a Y(z)Fs(x)y
como Y (x) es invertible excepto en un conjunto finito, obtenemos que Fs(x) = 0. Procediendo
recursivamente obtenemos que Fj(x) = 0 para todo k = 0,.

Para la segunda afirmacién es suficiente mostrar que si M € .7-" (P ) y M- ﬁn(x) = 0 para
todo n € Ny, entonces M = 0. Asumimos que M - P, (x) = 0 para todo n € Ny. Entonces
tenemos

e~ o~ o~

0=M-Py(z) = 0=M-Py(z)-B=M-Py(z) - AB=MT,—\) - Pu(z),

para todo n € Ny. Aplicando [24,30], en particular el Lema 1.5.14 obtenemos ]\/Z(F -A)=0
para todo n € Ny, y como (I';, — \) es invertible para todo n € Ny obtenemos M =0. O

En lo que resta de esta seccion, tal como en el Teorema 3.4.1, asumimos que I';, — X es
una matriz invertible para todo n € No. Por la Proposicién 3.6.2 existe un isomorfismo bien
definido de espacios vectoriales ¢ de Fr(P) a Fr(P), dado por

donde D es el tinico operador diferencial en Fr(P) tal que M - P, (z) = P,(x) - D. Més atin
para todo M;, My € Fr(P) tenemos que

Py - p(MyMy) = MyMy - Py = Py, - p(Ma)y(My).

Como los operadores diferenciales actian a derecha, obtenemos que v es un isomorfismo de
algebras.
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3.6.1. Relacion entre las algebras de Fourier estandares y las de polinomios
excepcionales

En esta subseccién introducimos mapas lineales que relacionan las algebras de Fourier de
polinomios ortogonales moénicos y polinomios excepcionales.

Proposicién 3.6.3. Las siguientes relaciones se satisfacen:
1. Si D € Fp(P), entonces ADB € Fg(P).
2. Si D € Fgr(P), entonces BDA € Fr(P).
3. i M e ]-"L(]s), entonces ]\/Z(Fn — ) € Fr(P).
4. Si M € Fr(P), entonces (T, — \)M € Fr(P).

Demostracion. Probaremos (1) y (2). Los otros incisos pueden ser demostrados de forma
similar. Si D € Fr(P), entonces existe M tal que M - P, (z) = Py(x) - D. En conclusién

Pu(z)- ADB = P,(z) - DB =M - P,(z)- B=M - P,(z)- AB
= M- Py(x) - (Th = A) = M(T, = A) - Pu(z),
y ADB € F r(P). La prueba de la segunda afirmacién es similar:
P,(z)- BDA = P,(z) - ABDA = P,(z) - (Ty — \)DA = (T, — A) - Py(z) - DA
=Ty =AM - Py(z)A= (T, — )M - P,(2),
y BDA € Fr(P). Esto completa la prueba de (2). O

Aplicando la Proposicién 3.6.3, tenemos mapas & : Fr(P) — Fr(P)y ¢: Fr(P) — Fr(P)
dados por

¢(D) = BDA, E(f)) — ADB. (3.6.26)
Similarmente, tenemos mapas x : Fr(P) — FL(IS) v X (P) — Fr(P) dados por
X(M) = (T — MM, 2(@ = M(I, — N). (3.6.27)

Observamos que en general &, &, x, X son transformaciones lineales pero no homomorfismos
de algebras.

Observacién 72. Observamos que para todo D € Fr(P) y D € Fr(P) tenemos
(€0 &) (D) = (Ty —ND(Ty—X),  (£0&)(D) = (T — ND(Ty — N).
Similarmente, para todo M € F(P) y M € Fp(P) tenemos
(Ro)(M) = (T = M@y = X),  (xoX)(M) = (I — )M (T, — N).

Teorema 3.6.4. Sea (P,), la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a
W, (Pp)n una sucesion de polinomios excepcionales asociada a (To, ¢, T) y sean £,&, x, X los
mapas dados en (3.6.26), (3.6.27). Los siguientes diagramas son conmutativos:

Fi(P) —2— Fr(P) Fi(P) —2— Fr(P)

-

FL(P) — Fr(P) Fi(P) —— Fr(P)

=
axy
=)
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Demostracion. Sean M € Fr(P) y D € Fgr(P) el operador diferencial correspondiente.
Observemos que

X(M)- Py =@ ~NM-B, =y~ AM-P,-A= (T, —\)-P,- DA
=P, (Ty —\DA=P,- ABDA =P, - BDA = P, - £(,(M)).

Concluimos que @Z(X(M ) =&((M)), y el primer diagrama es conmutativo.
Similarmente, sea M € Fr(P) y D € Fr(P) el operador diferencial correspondiente.
Luego,

—

M) P,=M(Typ—)\-P,=M-P,-(Ty—\)=M-P,-AB=M-P,-B
P

~

Concluimos que 1&(5{(2\7 ) =¢& (12(]\/4\ )), v asi el segundo diagrama es conmutativo. Esto com-
pleta la prueba del teorema. O

Ejemplo. Las seed functions con una parte polinomial del operador de Laguerre clasico
(1.4.12) son conocidas, ver por ejemplo [54, §6.1]

¢1(x) = LI (), A =—m,
do(z) =z~ L (2), Ao = — m,
p3(z) = e® LI (—z), A3 =a+1+m,
opa(x) = :cfaeng,?a)(—x), Ay =m+1,

donde Lgﬁ ) denota el polinomio escalar de Laguerre de grado m y pardmetro «. Fijamos m €
Np y tomamos ¢1(x) como seed function. El Teorema 3.4.1 nos da una sucesién de polinomios

excepcionales de Laguerre (g’)(na))n. Aplicando el Teorema 3.6.4 al operador z € Fgr(P) y

L =1~ !(z) obtenemos R R
P, -BzA= (T, — \L-B,. (3.6.28)

El operador (—n — o + m)L es una relacién de recurrencia de tres términos:

(—n—v—-14+m)L=(—n—a—-1+m)d+(—n—a+m)2n+a+1)
+(—n—a+1+m)n(n+a)s .

Sea (gn)n una sucesién de polinomios definida por esta relacién de recurrencia de tres térmi-
nos. Luego de reescalar y normalizar, estos polinomios pueden ser escritos de la siguiente
forma:

(="

(a+1—m),
donde S, denota al polinomio continuo dual Hahny ¢ = §+1,a = §,b = §—m. Paraa > m,
la sucesién (gn)n forma una familia de polinomios ortogonales, ver [94,95]. Si cambiamos
la autofuncién, podemos proceder similarmente y también obtener polinomos dual Hahn
continuos, pero con un cambio en los parametros.

En [96, Ecuaciones (5-14)] se prueba que la transformada de Whittaker lleva polinomios
de Laguerre en polinomios continuos dual Hahn. De acuerdo a la notacién de este capitulo,

qn(x2) = Sn(x2 +a%a, b, c),
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esto esta relacionado con el hecho de que el operador diferencial ABz (actuando a derecha)
es un operador diferencial de Whittaker actuando en el espacio con peso L? de los polino-
mios de Laguerre. Entonces las funciones de Whittaker W) apropiadas, son autofunciones
y en la correspondiente descomposicién espectral -una transformacion integral con las fun-
ciones de Whittaker como ntcleo- la base ortogonal de polinomios de Laguerre es llevada
una base ortogonal que involucra polinomios dual Hahn continuos, ver [81, §3.3]. Entonces,
el operador BxA (actuando a derecha) en el espacio con peso L? de los polinomios excep-
cionales de Laguerre satisface A(BxA) = (ABx)A. Luego el operador Bz A tiene a W) - A
como autofunciones y la transformacion integral con estas funciones como ntcleo lleva los
polinomios excepcionales de Laguerre en polinomios continuos dual Hahn. Esta observacién
muestra que existe una transformacién que lleva polinomios excepcionales de Laguerre en
polinomios continuos dual Hahn, y puede ser derivada directamente de [96, (5-14)].

3.7. Peso matricial de tipo Laguerre y operadores diferencia-
les

En esta seccién introducimos los polinomios matriciales de tipo Laguerre, ver [90]. Sea N >
1 un entero fijo, (u1, ..., un) una sucesion de coeficientes no nulos, o, v > 0y (65'}), e 6](\';))
una sucesién de niimeros positivos. La construccion de familias de polinomios excepcionales
es valida para parametros arbitrarios 51(”) v i, 0 =1,..., N. Sin embargo si estos parametros
satisfacen ciertas relaciones no lineales, entonces el peso satisface una ecuacién de Pearson
matricial, ver [90, Propositions 5.1 y 5.2]. En ese caso, los polinomios ortogonales matriciales
y por lo tanto los polinomios matriciales excepcionales, pueden ser calculados explicitamente,
al menos para dimensiones pequenas, utilizando una féormula de Rodrigues. Consideramos el
siguiente peso matricial N x N de tipo Laguerre en el intervalo (a,b) = (0, 00) estudiado en

[90]:
W,SO"”)(:B) = LL“)(w)T(”)(w)L,SO‘)(ﬂf)*,
. w7 (@+]) P> i 3.7.29
T (2);; = b; e a"+5"), L (2);; = {M = Z_j ( )
0 1< 7,

donde L£f“) denota el polinomio escalar de Laguerre de grado n y pardmetro «, ver (1.4.11).
Consideramos el siguiente operador diferencial simétrico de orden dos:

T = Lot Loy 4 o) + clow) (3.7.30)
dz?” " dz ! 2 ’
con
MEY = —(A,+ 1) MY =+ T+ 1+ (a+ DA,
clV) = (a —v) (A, +1)"1 = J,
donde J;; = ;i es una matriz diagonal y (A4,)i; = —0;;—1-1"~ es una matriz triangular

Hi—1
inferior. Recordemos que Ty como operador diferencial acttia a derecha y notemos que los

coeficientes de Tj son polinomios en x. Observamos que T{ es simétrico con respecto al peso
matricial Wua’y), ver [90, Proposition 4.3], cuando es considerado en el espacio de polinomios.
En la Proposicién 3.10.2 mostramos que Ty es esencialmente autoadjunto, y recordamos
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los correspondientes polinomios ortogonales matriciales ménicos de [90, Proposition 4.3] en
(3.10.43) y (3.10.44). Para aplicar los resultados del Apéndice E, necesitamos tomar adjunto a
la accién de Tj en funciones vectoriales fila u. Entonces para resolver la ecuacion de autovalores
u(x)-To = A -u(x), podemos aplicar los resultados del Apéndice E con Bi(x) = :U(Ml(a’y))* +
(M(a V)) y By(z) = z((C@"))*—=X), los cuales son polinomios de grado 1 en z. En particular,
By(0) = (MQ(a V)) es triangular superior y B2(0) = 0. Entonces la ecuacién inicial (E.0.3) es

e N det(u— 1+ (M%) NH +v+7) (3.7.31)

y los exponentes son p = 0 con multiplicidad Ny p = —v —j, j € {1,---,N}. El expo-
nente p = 0 con multiplicidad N corresponde a los polinomios ortogonales matriciales como
autofunciones de Ty, y los exponentes no nulos reapareceran en la Proposicién 3.8.1.

Observacién 73. La estructura (3.7.29) de W*) coincide con la condicién (3.5.22) de la
Seccién 3.5. Por otro lado, el operador diferencial Ty puede ser conjugado y asi obtener un
operador diagonal, ver [90, Proposition 4.3]. Ahora, la construccién de la Seccién 3.5 nos da
una familia de polinomios excepcionales de tipo Laguerre con coeficiente director singular.
En lo que resta del capitulo, siguiendo las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4, obtenemos familias de
polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre con coeficiente director invertible, para
una seed function particular.

3.8. Seed functions de T

De acuerdo a la Seccién 3.2.2; una seed function ¢ adecuada es una autofuncién matricial
del operador Ty con autovalor escalar A, ver (3.2.2). En analogia con el caso escalar, el
operador diferencial T tiene cuatro tipos de autofunciones con autovalor escalar y una parte
polinomial:

L Gi(z) =

2. Go(z) ="' F(z),
3. Gs(x) = e"F(z),

4. Gy(x) :ewx—V—JF(x),

F(x),

donde, en cada uno de los casos, las funciones F'(z) son polinomios matriciales triangulares
inferiores. La forma particular de las seed functions es indicada por las soluciones de la
ecuacion inicial (3.7.31). En este capitulo solo nos ocuparemos de polinomios excepcionales
relacionados al caso (2). El caso (3) puede ser tratado de forma similar y los casos (1) y (4)
no llevan a pesos matriciales con momentos finitos.

Para dar el resultado, introducimos una sucesién de polinomios matriciales triangulares
inferiores (Fy,(z))men, definidos explicitamente en terminos de funciones hipergeométricas
por

1) (=) (—a — i)y -m,—o —j
(Fm(2))ij = 1) i(é +);>(i—lﬂj it (1 vl —aj—¢5$> : (3.8.32)

y asumimos que la serie oF5 estd bien definida. Como asumimos que «, v > 0 es suficiente
asumir que ni « ni v son enteros menores que m, y lo supondremos por el resto del capitulo.
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Observacion 74. (i) Como (—i); = 0 para j > 4, vemos que Fj, es un polinomio matricial
triangular inferior de grado m. De hecho, cada una de sus entradas no nulas es un polinomio
de grado m. Por lo tanto, el coeficiente director de Fj,,(z) es una matriz triangular inferior
llena.

(ii) Las entradas diagonales de F,,, son miltiplos de polinomios escalares de Laguerre y més
generalmente tenemos que para i > j

—1) N (—d) (e — i) m! e
(F(@))ij = (=1) (—1),( Ji—j1 ! Z

’L'(Oé + 2)i,1,uj (1 -V — ’L)m =0

= Dpa?  (p-v—i)
pl(—a— i)me_p ().

Aqui hemos usado la expansién general [104, Ecuacién (15), pp 439], excepto que z* falta
en el sumando del lado derecho de [104, Ecuacién (15), pp. 439]. Una prueba de la identidad

[104, Ecuacién (15), pp. 439] sigue usando la suma Chu-Vandermonde ((:Z:JZ))’“ =oF(—k,j—

k
i; —a — ;1) en la expansién (3.8.32), intercambiando los sumandos y escribiendo el término

1F} en el sumando como un polinomio de Laguerre.

Proposicién 3.8.1. Las funciones ¢, () = 277"/ F,,(x) son seed functions de Ty con au-
tovalor escalar (o« —m) para todo m € Ny.

Las filas de ¢,,, se corresponden con las soluciones de exponente no nulo para la ecuacion
inicial (3.7.31). Notemos que podemos multiplicar por una matriz diagonal constante por la

izquierda. Notemos que ninguna fila de ¢ esta contenida en L2(Wﬁ(ba’y)).

Demostracion. Dado que las potencias en 7%~/ se corresponden con las soluciones de la

ecuacién inicial (3.7.31), sabemos que ~¥~7F(z) con F analitica en un entorno del origen
es solucién de ¢ Ty = A ¢. Conjugando Ty con z~ "~/ por la izquierda, vemos que F debe
satisfacer la relacién mixta

F'(@)a + F'(2) (@M@ + M) = 20+ DF (@) + (v + T) (v + J + 1)~ F(a) (3.8.33)
z 3.8.33
— () F (@) @M+ M)+ () ()~ 3) =0,

Como F' tiene que ser analitica, la singularidad relacionada a % en (3.8.33) es aparente.

Entonces tenemos (v+.J+1)F(0) = F(O)Méa’y). Miés ain, como todas las matrices actuando
a derecha en F en (3.8.33) son triangulares inferiores, tenemos una solucién triangular inferior
F'. Entonces para g = F;; obtenemos la ecuacién diferencial

2g"(z) + (=2 + 1 —v —1i)g'(z) + (@ = N)g(z) = 0,

la cual es la ecuacién diferencial de Laguerre. Como queremos una solucién polinomial, elegi-
mos A = a—m, y luego F;; es una constante por el polinomio de Laguerre Lg{ v=0) y elegimos
la constante como en la Observacion 74. Ahora, para las autofunciones analiticas Fj j(x),
i > j, obtenemos una ecuacién diferencial inhomogénea que involucra a F;i(z), j < k < 1.
La solucién analitica estd completamente determinada por F; j(0), que a su vez se deriva de
F;.j+1(0) dado que (v+J+1)F(0) = F(O)MQ(Q’V). Tomamos Fj j(z) = > 72 ¢i.jxx”. Entonces
para ¢ > j tenemos

. . . 41
(+i+1)eijo=w+j+1)ecijo—(a+j+ 1)%02‘%1,0,
J
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Y Cijo = —%}rl“z—flci,jﬂp se satisface de hecho por (3.8.32).
J

Queda mostrar que con F(z) = Y32, Fra®,

(1) (=)j(—a—i)ijm  (=m)p(—a—j)
i(a+2)i_1uj (1 —I/—i)k(—a—i)kk!’
(3.8.34)
podemos obtener una solucién de(3.8.33) para A = a — m. Para obtener recursiones mas
simples, multiplicamos (3.8.33) a derecha por (14 A,,) para cancelar las inversas de (1+A4,,) !

Fy = (Cz',j,k)f-yj:p Cijk =

en M 1(0"”) yC (@) Reemplazando la expresién en serie de F' en la ecuacién matricial resultante
obtenemos una identidad de series de potencias. Hemos verificado que el coeficiente de z~1

es igual a 0. El coeficiente de ¥, k € Ny, es

+ v+ )+ J+1D)Ee1(1+A) — (v+ J)EFyp1 M3 — EFy, + (v + J)Fy, + Fj My,

donde A = A, M3 = (v+J+1)(14+A)+(a+J)A(1+A),y My = (m—v)+(m—a)A—-J(14+A).
Notemos que las matrices actuando a derecha en (3.8.35) son matrices triangulares inferiores,
y las que actiian a izquierda son diagonales. Calculando la entrada (i, j) de (3.8.35) obtenemos
términos de la forma ¢; j4, k45 parar € {0,1,2}, s € {0, 1}. Luego de algunas manipulaciones,
la entrada (i,7) de (3.8.35) es igual a

ikt (K +1)(k—v+1+j—20) + (v+1i)(i —j))

ekt *“J"“ (k+D)(k—v+1+2G —i)+a)+ (v +9)(i —2j —a))
J
+2 . . . . —HMi41 .
teigerhnt 222 (o )k + 1= v — i) + cignlm — ki — ) + ey p i (m — o — j).
] J

Realizando un calculo sencillo con ¢; j como en (3.8.34) obtenemos que esto 1ltimo es igual
a cero. 0

Notemos que la ecuacion inicial (3.7.31) predice la forma de la solucién, pero no explica el
hecho de que el autovalor es escalar y que la parte analitica en F' es de hecho un polinomio.

Observacion 75. Tal como ha sido senalado en 73, el operador diferencial Ty puede ser con-
jugado en un operador diagonal Téi, ver [90, Proposition 4.3]. La seed function ¢, de la
Proposicion 3.8.1 puede descomponerse como:

S () = Mt (2) L (x) 7,
donde ¢¢ (r) = diag(z ™ =i v (z)) es una autofuncién del operador diagonal T y M es

una matriz constante triangular inferior.

3.9. Relaciones de entrelazamiento para el operador de La-
guerre matricial

En esta seccién, para cada autofuncion ¢,, introduciremos un operador de entrelazamiento
A,,. Probaremos que A,, preserva polinomios y regularidad de coeficientes directores.
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Como consecuencia de la Proposicién 3.8.1, las funciones matriciales ¢,, () = 27V~ F},, ()
son seed functions del operador diferencial de orden dos Ty de autovalor escalar (o« —m). Re-
cordemos que Fj, es un polinomio triangular inferior de grado m, y entonces

(=) (k — 1)lml 1(—v—k)

det(F(z)) = (a+2)p1(1 —v—K)pmpr ™

(z)

=

=1 (3.9.36)
k+1

N
B — 1) -m
_|| lFl YL,
Pl a—|—2k 1 Uk 1—-v—k

por lo que det(F},) es un polinomio de grado mN. Para v > max(0,m — 1) vemos que cada
serie 1 F1 en (3.9.36) tiene coeficientes positivos para cada potencia de x, y sigue que los ceros
de det(F},) no estan contendios en [0, 00).

La seed function ¢, tiene una singularidad en x = 0, y estd bien definida en C\ (—o0, 0].
Notemos que ¢y, es invertible en C\ (—o0, 0] excepto en el conjunto finito de ceros del det(F},).
Entonces tenemos

_ v 1 _ _
bm(x) 1 () = - ;Fm(x) LIF(2) 4 Ep(2) 7 F! (). (3.9.37)
Notemos que ésta es una funcién racional matricial y que sus polos no estan contenidos en
(0,00) para v > max(0, m — 1). Usamos el polinomio matricial Y, (x) = x det(F,,(z))I para
cancelar las singularidades en (3.9.37).

Lema 3.9.1. x > ¢, (2) 7 ¢, (2) T (z) es un polinomio matricial de grado mN con coefi-
ciente director invertible.

Demostracion. Recordemos que cada entrada de F,, es un polinomio de grado m. Luego las
entradas de la matriz adjunta adj(F,,) son polinomios de grado (N — 1)m, dado que ésta
es el determinante de F, con una fila y una columna removidas. Por la regla de Cramer
det(F,,)F,,} = adj(F,,). Entonces (3.9.37) nos da

Sm (1)~ 9 (€) T (2) = —v det(Fr () — adj(Fpn (@) Fn (2) + 2 adj(F(2)) Fy (),

y cada término en el lado derecho es un polinomio matricial de grado m/N. Mas aln, es un
polinomio matricial triangular inferior. Entonces podemos calcular las entradas diagonales de
dm ()" (2) Y on(), y para 1 < i < N tenemos

(¢m(x)7l¢/m(x>’rm(x>)w = ((_V — i) Fm(2)ii — xF’ )ii HF Z)pps
PFL

el cual es un polinomio no nulo de grado mN. Concluimos que el coeficiente director de
dm ()7 1d), (2) T () es una matriz triangular inferior invertible. O

Ahora podemos aplicar los resultados de la primera parte del capitulo, y definir el operador
diferencial matricial de orden uno A,, actuando por la derecha por
Ay =Ly IO
m = Tm = Gy O Lo (3.9.38)
x
Entonces A,, lleva polinomios fila o matriciales en polinomios fila o matriciales respectiva-
mente, incrementando el grado por mN. Esto es consecuencia del Lema 3.9.1 y del hecho de
que T,, es un polinomio de grado mN + 1.
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Lema 3.9.2. El operador A,, preserva la regqularidad de los coeficientes directores de los
polinomios.

Demostracion. Es suficiente mostrar que x™ - A,, tiene coeficiente director invertible para
todo n € Ny. Por definicién de A, 2™ - Ay, = 2" InYp (2) — 2" (2) 71, (2) T (z) el cual
es un polinomio triangular inferior de grado menor o igual a mN + n. Podemos calcular sus
entradas diagonales y para 1 < i < N obtenemos

(@" - Am)ii = 2" 0o (@) — 2™ ((—v — ) Fon(2)is — 2, (2)i.0) [ [ Fon(@)pp
p#i

= (nFn(2)ii + (v + 8 Fn ()i + 2Fy(@)ig) 2" [ [ Fn(2)pp-
p#t

Mirando los coeficientes directores, verificamos que nFy, ()i + (v + 1) Ep ()i + 2 F), (x)i; es
un polinomio de grado m. Sigue que z" - A,, tiene exactamente grado mN +n y su coeficiente
director es una matriz triangular inferior invertible. O

Siguiendo (3.2.9) definimos el operador diferencial de primer orden By, actuando a derecha
por

d oLV oLV —
B = Tpu(2) ™! (dmx + M+ MY+ pn(2) 1¢;n<a:>ar>

= %T;f(x)x + (@) z + T @) (M2 + M) + Y @) bt ()b, (2)
(3.9.39)

y el Lema 3.2.1 vale.

3.10. Polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre

En esta seccién introducimos el peso excepcional y la sucesién de polinomios excepcionales
de tipo Laguerre. Asumimos v > méx(0,m — 1), y por lo tanto los ceros de det(F},) no estan
contenidos en [0, 00). Como hay una cantidad finita de ceros, tenemos

0 =min{d(z) | z € C,det(Fy,(z)) =0} > 0, (3.10.40)

donde d(z) = inf{|z—z| | x € [0,00)} es la distancia de z € C a [0, 00). Siguiendo la Definicién
3.3.1 definimos el peso matricial en (0, c0) por

wle)
17 (a,v,m) ) = (‘T)
W) = — (de:(Fm(x)))Q. (3.10.41)

Dado que podemos absorber el factor x en el numerador utilizando la parte diagonal de T’ ) en

(3.7.29) vemos que /V[Z(La’y’m) es una matriz definida positiva en [0, 00) y det(/WlSa’V’m) (x)) >0
para x > 0. Mds aun, esta observacién junto con (3.10.40) implica que todos los momentos

(a,vym)

del peso matricial /VV# en (0, 00) existen.

)

. i (a,r,m . ~ .
Notemos que el peso excepcional W,i 7 es reducible a pesos de tamano menor si y

solo si el peso de Laguerre W;Sa’y)(az) es reducible, dado que estos solo difieren por un factor
escalar. Célculos extensos indican que el peso de Laguerre es irreducible pero no tenemos una
prueba, véase la discusién en [90, §1].
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Proposicion 3.10.1. El espacio Pol de polinomios vectoriales fila es denso en LQ(W,EO"V)) Y

también es denso en LQ(W\éa’V’m)).

Demostracién. Notemos primero que Pol estd contenido en los espacios L?, dado que ambos
. . . 1 (a,v,m .
pesos tienen momentos finitos. Para la medida W,S ) vemos que la medida traza 7 es

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dx en (0,00) y su derivada de
Radon-Nikodym es

ar_ ! o it 3.10.42
" @i mr & 1042
i=1

dr  (det(Fp,

por (3.7.29). Aplicando (3.10.40) vemos que la funcién exp(3|z|) es integrable con respecto a
la medida traza para 8 > 0, por ejemplo 5 = % Por [58, Theorem. 5.2, p. 80| la medida traza
7 es determinada, y por lo tanto los polinomios son densos en el espacio de Hilbert L?(7), el
espacio L? con respecto a la medida traza como medida de Borel en (0, c0), ver [2].

Escribimos la medida matricial como V7 = (Vi,j)%:lr Asumimos que £ € LQ(W,EO"V’m)),
& = (&, ,&nN), es ortogonal al espacio Pol. Tomando un polinomio vectorial fila nulo
excepto en el coeficiente j, (0,---,0,p,0,---,0), vemos que

/OOO <é gz(LE)Vz,](:E))de(x) —0

para todos los polinomios escalares p. Como 7 corresponde a un problema de momen-

tos (escalar) determinado, sigue que SN &V;; = 0 en L?(7). Como j es arbitrario, te-
nemos £V = (0,---,0) como funciones vectoriales fiila 7-p.p. Como det(V(x))(g—;)N =

—

det(Wﬁ(La’V’m) (z)) # 0 para = # 0, con la notacién como en (3.10.42), tenemos que £ = 0 en

LQ(WA(LQ’V’m)). Entonces Pol es denso en LQ(WlSa’V’m)). La prueba para LQ(W,SQ’V)) es andlo-
ga. O

.z . . so. o,V
Recordemos que tenemos la sucesién de polinomios ortogonales moénicos (RS ’ ))n con

respecto a W;(La’y), ie. PT(LQ’V) es un polinomio matricial cuyo coeficiente director es la matriz
identidad y satisface

| R @) Wi @) (Pl @) e = 8, (310.43)
0

m

donde la integracién se realiza entrada a entrada. Aqui HT(LQ’V) es una matriz constante definida
positiva, la cual es llamada norma cuadrada de PT(LQ’V). Entonces [90, Proposition 4.3] establece
que como operador diferencial matricial actuando a derecha en funciones matriciales tenemos

plev) .y =) plev) - plev) — (Cp o —v)(A, + 1) = (3.10.44)
Notemos que U(F%OC’V)) ={-n+a—-v—j|je{l,---,N}}, y diagonalizando obtenemos
RnF%a’V) = Dq(la’y)Rn, con Dq(la’y) la matriz diagonal con —n + o — v — j en su entrada (j,j).
Notemos que R, es triangular inferior e invertible. Entonces la fila j de RnR(la’V) es un
polinomio de grado n en x, y por lo tanto un elemento de Pol, y una autofuncién de Tj
de autovalor —n + a — v — j. Denotamos este elemento pﬁl € Pol. Entonces el conjunto de
autovalores de Ty es a — v — 1 — Ny, la multiplicidad del autovalor « — v — 1 — p, p € Np,
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es min(N,p + 1) y una base ortogonal del autoespacio de autovalor o — v — 1 — p estd dada
por {p}, | n+j = p+ 1}. De hecho como todos los grados son diferentes, la ortogonalidad
sigue de (3.10.43) luego de multiplicar a izquierda por R, y a derecha por R;. Como los
autoespacios en Pol de Ty son ortogonales para autovalores distintos, vemos que (p}), ; da

una base ortogonal de autovectores.

Proposicién 3.10.2. El operador Ty con D(Ty) = Pol es esencialmente autoadjunto en
L2(W,Ea’y)). Su clausura Ty tiene resolvente compacta y o(Tp) = a — v — 1 — Ny,

Demostracion. Sigue de [90, §4] que Ty con D(Tp) = Pol C LQ(WF(LQ’V)) es simétrico. Més
aun, de (3.7.30) vemos que Tp preserva el espacio de polinomios vectoriales fila y el grado de
polinomios. Aplicando la Proposicién 3.10.1, Tj estd densamente definido y verificamos que
D(Tf) es su dominio méximo, es decir

D(Tg) = {U = Zc%p% c LQ(WIISOC,V)) ’ 2031(04 —v—n— J)p% c LQ(W/Sa,V))L

n7j nh]

con 1§ Zn,j Apl = Zn’j c] (a—v—n —j)p%. Como cualquier elemento del grafico de T} esta
también en la clausura del grafico de Tj aproximando por sumas finitas, vemos que Tj = Ty
y Ty es esencialmente autoadjunto. La afirmacién sobre la resolvente compacta sigue, dado
que los autoespacios son de dimension finita y los autovalores divergen a —oo. O

Observacion 76. La condicién v > max(0,m — 1) implica que o(Tp) < o — m.

Lema 3.10.3. Los operadores diferenciales matriciales de primer orden A,, y By, estdn
densamente definidos con

Am: D(Ap) = Pol € LA(W{™) — L*(W
Byt D(By) = Pol € LAW (@™ — LA (W o),

a,v,m))
)

Demostracion. Como Pol es denso en L2(W,Sa’y)) y LQ(/I/IZSQ’V’m)) por la Proposicién 3.10.1
vemos que ambos operadores tienen dominio denso. Como A,, preserva el espacio Pol, ver
(3.2.7), vemos que A,, lleva Pol en L2(W;(La’y’m)). En conclusién A,, estd bien definido.

Resta probar que B, lleva Pol en LQ(W,EQ’V)), observemos que el operador B,,, no preserva
polinomios en general, ver (3.9.39). Hemos definido Y,,,(z) = x det(F,,(x)), v > max(0,m—1)
de forma tal que los ceros de det(F,(x)) estédn fuera de [0, 00), ver (3.10.40). Luego tenemos
que 0 < |det(Fp,(x))|~! < M en [0, 00). Considerando (3.9.39) y aplicando (3.9.37) vemos que
By, lleva Pol en LQ(W,ga’V)) sile LQ(W,SO"V)). Aplicando (3.7.29) vemos que los elementos
diagonales en la matriz diagonal 72T son 6V Ti2¢=% para i € {1,--+, N}, entonces
todos los términos son integrables dado que v > méx(0,m — 1). Por lo tanto, B,, lleva Pol

en L2(W,Sa’y)). O

Para obtener los resultados de las Secciones 3.3 y 3.4 tenemos que verificar las condiciones
del Lema 3.3.2 y de la Proposicién 3.3.3. Recordemos que F}, no tiene ceros en [0,00) y que
| det(Fy,)| estda acotado por cero y también por arriba. Verificamos las hipdtesis del Lema
3.3.2 observando que ambos términos se anulan en el limite en co dado que el factor e™® del
peso anula todas las potencias de x. Para la Proposicién 3.3.3 vemos de la misma forma que
la condicién de borde se anula en oo para cualquier par de polinomios p,q € Pol. Mas ain,
en 0 el término también se anula dado que las potencias de x son estrictamente positivas.
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Notemos que o« —m no estd en el espectro de Tj, por lo que el espectro de los operadores
autoadjuntos Ty y S; es el mismo salvo quizd por un punto. Como el operador autoadjunto
Ty tiene resolvente compacta y una base de autofunciones en Pol por la Proposicién 3.10.2,
y como A preserva Pol, vemos que p% - Ay, son autofunciones ortogonales de S7 con el mismo
autovalor —a —v —n — j.

Proposicién 3.10.4. Sea f = (f1,...,fn) € Ker(By,), entonces fi(x) = e*ri(z), donde r;

es una funcion racional de x. En particular, en L2(W,Ea’y’m)) el nicleo de By, es trivial.

Demostracion. Sea f € Ker(B,,), entonces g(z) = f(x)Y(z) te™® satisface

d o N -
9- <da:x + (Ml( P + 1z + MQ( ) + ¢m () lgb;n(a:)x> =0. (3.10.45)

La prueba sigue probando que g; es una funcién racional para todo i. La entrada (1, N) de
(3.10.45) es

1
z)xF,,(x =0 entonces Tr)=——"+——+c¢c
(9w (2)aFrn () ) @) = e

Miés generalmente y procediendo recursivamente, la entrada (1, j) de (3.10.45) es

(9j(x)zFm(x);;) = Rj(x),

donde R; es una funcioén racional que involucra a gy, ..., gj+1, y a Fp(Z) NN, - - - s Fn () j41,541
por lo que g; es una funcién racional de z. O

3.10.1. Polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre

En esta subsecciéon introducimos una sucesion de polinomios matriciales excepcionales
de tipo Laguerre. Recordemos que tenemos la sucesién de polinomios matriciales ortogonales

)

monicos (Péa’y))n con respecto a W, """
3.4.1 denotamos

, ver (3.10.43). Fijamos m € Ny y siguiendo el Teorema

Plowm) _ plaw) . 4 (3.10.46)

n
Estos son los polinomios matriciales excepcionales de tipo Laguerre asociados a (T, ¢m, T )-

Teorema 3.10.5. Asumimos v > méax(0,m—1), entonces ﬁ,&a’y’m) es un polinomio matricial

de grado mN + n con coeficiente director invertible cuyas filas forman una base ortogonal de

—

L2(W,Sa’y’m)). Mads atin, ﬁéa’y’m) es una autofuncion de Ty de autovalor F%a’y).

., . . »la,ym . . .. / ,
Demostracion. El polinomio P7(l ) es un polinomio matricial de grado mN + n. Més ain,

su coeficiente director es triangular inferior e invertible, ver Lema 3.9.2 y su demostracién.

’Pz(La,u,m) (a,v)

Por el Teorema 3.4.1, tenemos que es una autofuncién de T; de autovalor I'y,”"’ y los

. . . 1 (a,ym . < s
polinomios excepcionales son ortogonales con respecto a W;S wim), Finalmente, la Proposicion

ﬁT(Loc,V,m)

3.10.4 implica o —m ¢ 0,(S1) y por la Proposicién 3.4.2 las filas de son densas en

L2(WL™). O

Observacion 77. En el caso escalar, i.e. N = 1, los polinomios excepcionales de Laguerre han
sido estudiados por diversos autores, ver por ejemplo [18,42,64,66,68,98,109,110,112,113].
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Finalizamos esta secciéon haciendo un link entre nuestra notacion de polinomios excepcionales

de tipo Laguerre ﬁé“’”’m) y algunas de las notaciones en la literatura.

En [66,68,98], los polinomios excepcionales de Laguerre estan clasificados como de tipo

I, tipo II, y tipo III X,,-Laguerre. Los polinomios excepcionales de Laguerre ﬁ,&“’”’m) S

corresponden con los de tipo II, ver [66, Seccién 4.2]:

[§]

Bt =~y = AGEY L)

m n—m

donde L;V_ti) denota el polinomio de Laguerre escalar de grado n — m y parametro v + 1.

Notemos que la accién del operador de entrelazamiento A(myH) es por la izquierda tal como en

la notacién estdndar del caso escalar [66, Ecuacion (88)]. Mds atin, en [66] los autores evalian
el operador de entrelazamiento AL en Lt
grado n.

En términos de particiones, en [18, Proposition 4, Ecuacién (69)], los autores muestran

que los polinomios excepcionales de Laguerre de tipo II se corresponden con

de tal forma que Lp5Y sea un polinomio de

L
donde Léy(_lril')l)n denota el polinomio excepcional asociado a las particiones 0, (1,...,1),

ver [18, Definition 4], y ¢, es una constante dependiente de n, m, v.

3.11. Ceros de polinomios matriciales excepcionales de tipo
Laguerre

En esta seccion presentamos informacién numérica sobre los ceros de los polinomios ma-
triciales excepcionales de tipo Laguerre discutidos previamente. Los ceros son los ceros del
determinante de los polinomios matriciales excepcionales, tal como para los polinomios orto-
gonales matriciales [39, 48].

Nuestros experimentos numéricos conducen a las siguientes conjeturas para los ceros de
det(ﬁga’y’m)) bajo la condicién v > méx(0,m — 1):

1. det(ﬁ}ﬁ’”’m)) tiene nN ceros reales simples;

~

2. det(Pr(La’V’m)) tiene m grupos de N2 ceros complejos fuera de [0, 00), y la multiplicidad
puede ser mayor a uno;

3. Los ceros complejos de multiplicidad mayor a uno de det(]g,(za’y’m)) coinciden con los

ceros de Y, v hay mN ceros complejos multiples de multiplicidad N — 1.

Respaldamos las conjeturas con los graficos de la Figura 3.1. Observamos que, para N =
1, la primera conjetura fue discutida en [18, §6.1] y también en [68, §4.3]. Los ceros de

~

a,V,m .7 . . « .
det(R(l " )) también pueden ser generados para varios grados relajando la condiciéon v >
méax(0,m — 1). En este caso, el comportamiento de los ceros se vuelve més cadtico y las
conjeturas no parecen validas.
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(a) N=2,m=30,n=171,
a =30, v = 31.

(b) N=3,m=13,n =15,
a = 14, v = 14. Los circulos
sélidos son ceros dobles.

(c) N=2,m=30,n="T,
a=30,v=275.

Figura 3.1: Soporte numérico para las conjeturas de la Seccion 3.11.



CAPITULO 4

Ecuaciones no abelianas de tipo Toda y polinomios ortogonales matriciales

Los resultados de este capitulo aparecen en “Non-Abelian Toda-type equa-
tions and matrix valued orthogonal polynomials” Proceedings of the American
Mathematical Society [31]. Coautores: Alfredo Deano y Pablo Roman.

4.1. Introduccién

El Lattice de Toda es un sistema de ecuaciones diferenciales introducido por Morikazu
Toda [121,122] para describir la evolucién temporal de un sistema de particulas en la recta
real con interaccion exponencial. Las ecuaciones son:

(p, = eIn—17n — dn=dnt1, n € Z, (4.1.1)
donde g, = qn(t) es el desplazamiento de la particula n, y hemos usado la notacién estdndar
f= %. Para establecer una conexiéon con polinomios ortogonales en R, consideramos el
sistema semi-infinito (con condicion de borde g_; = —o0) o el sistema finito (con condicion de
borde q_1 = —00, gnt+1 = 00). Una formulacién alternativa, la cual muestra la integrabilidad
del sistema, fue dada por Flaschka [57] y Manakov [99]: definiendo las nuevas variables

a% — e‘ln—l*qn7 bn = —DPn-1, (412)
donde p,, = ¢,. Las ecuaciones de Toda pueden ser escritas como
d
aa% = a2 (bp_1 — by), gbn =a2—a,,. (4.1.3)
Tomamos el caso semi-infinito, con condicién de borde g1 = —o0o, entonces ag =0yel

sistema puede ser escrito como un par de Lax J = [J, B], donde J es un operador simétrico,
tridiagonal y B es un operador bidiagonal antisimétrico:

bp a1 O 0 a O
ap by ay . 1| —a 0 ay .

g="" , ., B=-| " , . (4.1.4)
0 ag b2 T 2 0 —a2 0 "

109
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Debido a esta estructura, las ecuaciones de Toda aparecen de forma natural en la teoria
de polinomios ortogonales: dada una medida positiva g con momentos finitos de todos los
6rdenes en R, podemos construir una familia de polinomios ortonormales p,, () que satisfacen

[ pal@)pn(a)du@) =
R
paran,m =0,1,..., y una relacién de recurrencia
:L‘pn(l‘) = an+1pn+1(l‘) + bnpn(x) + anpnfl(l‘)a (415)

con condiciones iniciales p_1(z) = 0y po(x) = ugl/Q, donde fig = [ du(z). Reciprocamente,
dada una relacién de recurrencia como en (4.1.5) con a, > 0, el Teorema de Favard (ver
por ejemplo [27, Theorem 4.4] o [80, Theorem 2.5.2]) garantiza la existencia de una medida
du(z) con respecto a la cual existe una familia de polinomios ortonormales que satisfacen dicha
relacién de recurrencia. Un resultado similar se satisface introduciendo una deformacion de los
coeficientes ay, by, (y por lo tanto de la medida de ortogonalidad, los polinomios ortonormales y
todas las cantidades relacionadas) con respecto a un pardmetro temporal t. Mds precisamente,
consideramos una modificacién de la medida x con un factor exponencial e~*t:

/ pn(l'; t)pm(x; t)eixtdﬂ(x) = 5n,m
R

siempre que los momentos de e~ *'du(z) existan y sean finitos. Las ecuaciones de Toda se
obtienen por compatibilidad entre la relacién de recurrencia (4.1.5) y el comportamiento
dindmico de los polinomios en funcién de t.

Es comin en lugar de polinomios ortonormales p,(z;t) utilizar los polinomios ménicos
P, (x;t). Podemos escribir p,(z;t) = v, ()P, (z;t). En tal caso, la relacién de recurrencia es

2Py (z;t) = Puy1(25t) + by () Po(23) + a2 () P (2:1). (4.1.6)
Utilizando la ortogonalidad de los polinomios P, (x;t) se verifica

d

aPn(m; t) = ag(t)Py1(x;1). (4.1.7)

Derivando (4.1.6) con respecto a t, aplicando (4.1.7) y utilizando (4.1.6) obtenemos

a2 (1) (Po(@;t) + b1 Pu—1(23t) + a2y Pya(a;t))
= a2 Py(w;t) + b(t) Py(@;t) + by(t)a2 (¢) Py (73 1)
+ a2 (t)Pyo1(z;t) + a2 (t)a2_ () Pp_o(x;t). (4.1.8)
Comparando los coeficientes de P, (x;t) en (4.1.8) obtenemos

L (t) = a2(t) — a2, (1),

Los coeficientes de P,,_1(z;t) dan
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Estas son las ecuaciones de Toda para n > 0 y a3 = 0. Las condiciones iniciales a2(0) y
b, (0) son los coeficientes de la relacion de recurrencia de los polinomios ortogonales ménicos
asociados a la medida p.

En este caso, la correspondiente matriz de Jacobi no es simétrica, pero podemos realizar
la transformacién

J(t)=T7') JM)T(t),  T(t) = diag(ro(t),n(1),...).

by 1 0 bo 1 0
_ a2 b 1 . _ 0 b 1 .
7=, [ I T . (4.1.9)

Hemos incluido esta formulacién con los polinomios ménicos, dado que presentaremos un
resultado analogo para polinomios ortogonales matriciales en la Seccién 4.2.3.

Otras deformaciones similares, tales como e*txkdu(x), con k > 1, conducen a la jerarquia
de Toda, ver [125]. El lattice de Toda se corresponde con k = 1. Deformaciones de la me-
dida con respecto a varios parametros temporales, tales como eZ?iltixidu(;r), son también
importantes, y conducen a la jerarquia de ecuaciones discretas KP [1].

Observacion 78. Hemos considerado a los polinomios ortogonales P, (z;t) como funciones de
dos variables x y t. Sin embargo, el grado n de los polinomios es un pardmetro importante
y la relacién de recurrencia de tres términos (4.1.6) nos da la dindmica en esta variable
discreta. Por lo tanto, es recomendable considerar P, (x;t) como una funcién de tres variables
n,x,t, con n € Ny. En cada una de estas variables estos polinomios satisfacen ecuaciones
diferenciales o en diferencias. La compatibilidad entre las ecuaciones en la variable n y ¢ nos
da las ecuaciones de Toda. La compatibilidad entre las ecuaciones en las variables n y = da
ecuaciones discretas de Painlevé, ver [124,125]. Una combinacién de las ecuaciones de Toda
y las ecuaciones discretas de Painlevé, da la compatibilidad entre las tres variables n, z, t. De
este modo, en muchos casos, obtenemos una ecuacién diferencial que puede ser identificada
con alguna de las ecuaciones diferenciales de Painlevé, ver [124,125].

La conexién entre sistemas integrables y polinomios ortogonales matriciales ha sido ex-
plorada en la literatura, mayormente para obtener versiones no abelianas de objetos clasicos
como las ecuaciones de Painlevé, ver por ejemplo [15,20, 21, 26]. Mencionamos los trabajos
recientes [10,14] sobre ecuaciones matriciales de Toda y Volterra, asi como también el anélisis
general sobre ladder operators para polinomios ortogonales matriciales dado en [30], basado
en las ideas de Casper y Yakimov en [24]. El lattice de Toda no abeliano es una versién no
conmutativa del lattice de Toda clasico estudiado por Bruschi et al. [16] y Gekhtman [61].
Se pueden obtener soluciones del lattice de Toda no abeliano considerando los coeficientes de
la relacién de recurrencia de tres términos para polinomios ortogonales matriciales donde el
peso matricial se deforma por un factor exponencial.

Consideramos una funcién peso matricial W : R — CN*N hermitiana definida positiva
sobre la recta real con nicleo trivial (p.p) y una medida positiva u en el intervalo [a, b], donde
a y b pueden ser +00. Suponemos que W tiene momentos finitos, ver (1.5.19), y por lo tanto
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W define un producto interno matricial en el espacio de polinomios matriciales My (C)|x]
mediante

b
(P.Q) = [ P)W(@)Q() dua) (4.1.10)

donde * denota la transpuesta conjugada. Para tal peso matricial, sabemos que existe una
tnica sucesién de polinomios ortogonales matriciales ménicos (P,)n>0 tales que

(P (x), Po()) = /R P (&)W () P () da () = HonSr s (4.1.11)

donde H,, es una matriz definida positiva y 0, ,, es la delta de Kronecker, ver Seccién 1.5.1.
La sucesién de polinomios ortogonales matriciales ménicos (Py,),>0 satisface una relacién de
recurrencia de tres términos

xPp(x) = Ppyi1(x) + B(n)Py(x) + C(n)Pp—1(x), (4.1.12)

donde los coeficientes B(n) y C(n) son matrices N x N. Observemos que la notacién en
(4.1.12) difiere levemente de la dada en (1.5.23). Optamos por utilizar esta notacién ya que
en este caso, nos permite dar los resultados con mayor claridad. Esperamos que esto no
conduzca a ninguna confusién.

La deformacién de Toda clésica para W es andloga a la del caso escalar, y esta dada por

W(x;t) = e "W (x), t eR,

ver por ejemplo [82,103]. El objetivo principal de este capitulo es estudiar una nueva clase
de deformaciones de un peso matricial W (z) reemplazando el rol de z en el término e '*
por un polinomio matricial A(z) que satisfaga una propiedad de simetria con respecto al
peso. Esta construcciéon incluye deformaciones con respecto a cualquier polinomio escalar con
coeficientes reales, la cual lleva a la jerarquia de Toda.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 4.2 presentamos los
principales resultados del capitulo: la Seccién 4.2.1 introduce deformaciones del peso de la
forma e *A@W (z), donde t € R y A(x) satisface una condicién de simetria adecuada con
respecto a W(z). Dado este operador diferencial A(z), existe un correspondiente operador
diferencial M (t), con coeficientes G j(n;t), cuyas ecuaciones de evolucién temporal estudiamos
en la Seccion 4.2.2. Estas ecuaciones pueden escribirse en forma de par de Lax, involucrando
operadores en bloque tridiagonales y bidiagonales, como se muestra en la Seccién 4.2.3. En
la Seccién 4.3, para un A(z) dado, estudiamos deformaciones de la forma e "(A@DW (1),
donde v(z;t) es un polinomio de grado k con coeficiente director positivo dado. Concluimos
el capitulo con un ejemplo detallado de polinomios deformados tipo Hermite en la Seccién
4.4.

En este capitulo, recordando lo explicado en la Seccién 1.5.4, trabajaremos con operadores
A € My de orden cero simétricos con respecto al producto interno matricial (4.1.10), esto es

para todos P,Q € My(C)[z]. Los operadores simétricos de orden cero estan caracterizados
por:

Definicién 4.1.1. Denotamos por S(WW) al conjunto de todos los operadores simétricos de
orden cero:

SW) :={A(z) e My : A(z)W(z) = W(x)A(z)*, VY € [a,b]}. (4.1.13)
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De acuerdo a [24, Theorem 3.7] la condicién de simetria implica que A € Fr(P), y por
lo tanto, existe un correspondiente operador en diferencias ¢~ '(A) € Fr(P). Mas atn, si
tomamos n = 0 en la relacién

Pn(x) A($) :@_I(A) Pn(x)v TLEN(),

obtenemos que A es un polinomio matricial. Sigue que S(W') C Fr(P).

Operadores simétricos de orden cero constantes conducen a pesos matriciales reducibles,
véase por ejemplo [89,119], y por esta razon es de gran interés determinar si existen tales
operadores para un peso matricial dado. En general, esto no es una tarea ficil, véase por
ejemplo [82,86,89,90].

En este capitulo trabajaremos con operadores simétricos de orden cero y grado superior
(es decir, no constantes), cuya existencia no dice nada sobre la reducibilidad del peso, véase
por ejemplo el Capitulo 2 y [30] para ejemplos no triviales.

4.2. Deformaciones matriciales de pesos

4.2.1. Condiciones de simetria

El objetivo de esta seccién es introducir una clase de deformaciones de un peso matricial
W (z) reemplazando el rol de & por un operador simétrico de orden cero A(x) € S(W).
Consideramos deformaciones de la forma

W(z;t) = e M@W(z), teR. (4.2.14)

Podemos verificar que el peso deformado es hemitiano:

W (z;t)* = W(z)* e MO = W(z)e M@ = M@ W (2) = W(ast).
Esta propiedad sigue también de la Definicién 4.1.1, dado que el peso matricial W (x;t) puede
ser escrito en forma simétrica como

W(z;t) = 6_%A(x)W(:c)e_%A(x)*.

Tal como para la deformacién cldsica de Toda, el principal objetivo es obtener ecuaciones de
evolucién temporal para cantidades relevantes asociadas a los polinomios ortogonales matri-
ciales con respecto a t. La condicion de simetria en la Definicién 4.1.1 es una propiedad clave
que nos permitird mover el factor A(z) cuando diferenciemos con respecto a t y realicemos
integracién por partes.

Asumiendo que el peso deformado tiene momentos finitos de todos los érdenes, construi-
mos la sucesién de polinomios ortogonales moénicos (P, (z;t))n>0 que satisface

(Pn(z5t), Pry(z3 1)) := / P (x; )W (x;t) P (23 t) dp(x) = Hpn(t)0n,m, (4.2.15)
R

donde H,(t) es una matriz invertible, definida positiva. Asociado al peso matricial W (z;t),

tenemos las dlgebras de Fourier deformadas a derecha e izquierda Fr(P;t) y Fr(P;t). Ob-

servemos que

A@)W (z;t) = A(2)e 2 OW (2) = e P@N (@)W (2) = e P@OW () A(2)" = W(a; t)A(z)*
(4.2.16)
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Esto implica que el operador A(z) estd en la interseccién de todas las Fr(P;t), parat > 0. M4s
aln, observemos que para cualquier polinomio v con coeficientes reales, v(A(x)) € S(W (z;t))
y por lo tanto v(A(x)) € Fr(P;t).

En consecuencia, para todo t > 0 existe M (t) = ¢; '(A(z)) € Fr(P;t), tal que

P, (z;t) - A(z) = M(t) - Pp(x;t), n € Np. (4.2.17)

Observacion 79. Tal como en la seccién anterior, (4.2.17) implica que A(x) es un polinomio

matricial. Si
A(z) = Apa® + A1z L+ 4 Ay, (4.2.18)

entonces por (1.5.35) y el hecho de que A(z) = A(z)' y M(t) = M(t)!, el operador en
diferencias M (t) tiene 2k + 1 términos:

k
M(t)= > Gj(n;t)d. (4.2.19)
j=—k

En lo que resta de este capitulo, nos ocuparemos de la evolucién temporal de los coefi-
cientes Gj(n;t) del operador (4.2.19).

Lema 4.2.1. El coeficiente Gy, de M (t) es independiente de t y n.

Demostracion. La demostracion sigue comparando los coeficientes directores de P, (x;t)-A(x)
y M(t) - Py(x;t). Como Py (x;t) - A(x) = M(t) - Py(z;t) para todo t > 0, y

Py (z:t) - A(z) = 2"TF A, + términos de grado menor,

M(t) - Py(x;t) = Gi(n; t)z"* + términos de grado menor,

comparando el coeficiente de z"** obtenemos Gy (n;t) = A, y en conclusién Gi(n;t) es
independiente de t y n. O

Proposicion 4.2.2. La siguiente relacion se satisface:

Go(n; ) Hpro(t) = Hn()G_p(n + £ )", 0= —k, ... k. (4.2.20)
Demostracion. Para £ € {—k, ..., k}, tenemos que
k
Go(nit) Poye(m;t) = M(t) - Po(ast) — Y Gj(nit)Payjlit),
Jj=—k, j#¢

luego por ortogonalidad y por el hecho de que MT(t) = M (t),

Gn: ) Hos(1) = (Goln:8) Pass 1), Prpo(w:1)), = (M(1) - Paas), Pe(a: 1))y
= (Pn(x§ t)v M(t) ’ Pn—i—f(x; t)>t

=Hn(t)G-o(n + £;1)"
Esto completa la prueba de la proposicién. ]

Observacion 80. Observamos que (4.2.20) puede ser vista como un sistema de ecuaciones de
Pearson débiles, ver Seccién 2.2.3.
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4.2.2. Ecuaciones de tipo Toda

En esta seccion, obtendremos ecuaciones para la evolucion temporal en la variable ¢ de los
coeficientes Gj(n;t). En analogia con el caso escalar, las llamamos ecuaciones de tipo Toda.

Recordemos la notacién (-, -); para el producto interno matricial introducido en (4.2.15).
Comenzaremos con dos identidades auxiliares, que serdn necesarias para la demostracion del
teorema principal.

Lema 4.2.3. La siguiente relacion se satisface:
Ho(t) = —Go(n; t)Hn(t) = —Hn(t)Go(n;t)*. (4.2.21)

Demostracion. Si derivamos H,,(t) con respecto a t, usamos (4.2.15) y ortogonalidad obtene-
mos

4
di

Por ortogonalidad tenemos que

Ha(t) = —(Palwst) - A(x), Palai ) = —(M(t) - Palast), Pula;t)):.

d
La segunda igualdad en (4.2.21) sigue de la Proposicién 4.2.2 para ¢ = 0. O
Lema 4.2.4. Para m = —k,...,k, tenemos la identidad

G (n; ) Hpgm (t) = (M (t) - Pp(x;t), Prgm(x, 1))t = (Pp(x;t), Pogm(x,t) - A(x))e.  (4.2.22)

Demostracion. Observemos que, para m = —k, ..., k, usando ortogonalidad,
k
<M(t) ) Pn(m; t), Pn-‘rm(xa t)>t = Z <Gj(t)Pn+j(w; t), Pn—i—m(xy t)>t
j=—k

= (Gm(n;t) Poym (25 t), Pogm (2, 1))t = G(n; ) Hpgm (2).

La segunda igualdad sigue de la construccién de los operadores A(z) y M(t) y del hecho que
A(z) = A(x)t. O

En el siguiente teorema presentamos el resultado principal del capitulo, que nos da ecua-
ciones para la evolucién temporal de los coeficientes G,,(n;t) del operador en diferencias
M (t) en términos de ¢t. Notemos que podemos tener valores de m positivos y negativos, y que
estos dos casos deben ser separados al desarrollar las ecuaciones de evolucion temporal.

Teorema 4.2.5. Los coeficientes Gy, (n;t) satisfacen las siguientes ecuaciones de evolucion
temporal en t:

m k+m
Cm(nst) = Y G t)Gmj(n+4it) = Y Gj(nit)Gmj(n+j;t),  m=—k,...,—1,
j=—k Jj=0
-1 k

Gm(n;t) = Z Gj(n;t)Grm—j(n+ jst) — Z Gj(n;t)Gr—j(n + jst), m=0,...,k.
j=—k+m j=m+1
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Demostracion. Para derivar las ecuaciones de evolucién temporal de G,,(n;t), notemos que
para m = —k, ..., k, tenemos que

£<Pn(rc; t), Poym(z;t) - A(x))y = L (8) + Io(t) + Is(t),  (4.2.23)

i (Gm(nv t)Hner(t)) = dt

dt
donde

Il(t) = <Pn(l';t)apn+m(m t) : A(l’»t,
I(t) = =(Pu(@;t) - M), Poym(,1) - A(2))1,
I3(t) = (Pa(w;), Prim(,t) A(z))e.

El término I5(t) esta dado por
I(t) = =(Py (96"5)'/\(1’) Prgm(z,1) - A2))s

== Z ) Patj(251), Go(n + m; ) Pgome (25 0) )¢
Jl=—k

==Y Gt Hnij (DG m(n+ m;t)*
j=—k
min{k+m,k}
=— > G(n; ) 1y j ()G j—m(n +ms t)*.
j=méx{—k+m,—k}

Tal como en (1.5.31) asumimos que H,, = 0 para todo n < 0. Més aun, observamos que
hemos restringido el indice en la suma anterior dado que de lo contrario los coeficientes G
son cero.

Ahora calculamos I;(t). Para n +m + j < n — 1 tenemos que

d
0= %<Pn(m;t)’ Pn+m+j(x;t)>t

— (Bu(@st), Pty (@500 — (Pu(@st) - M), Paunrs (@ 6))1 + (Pulai ), B ().

Observemos que el dltimo término es igual a cero, entonces

<Pn(x§ t)v Pn+m+j(x§ t)>t = <Pn(l'a t) : A(J:)a Pn+m+j (l‘; 75)>t
= (Pp(x;t), M(t) - Poymtj(x:t))e = Hp(t)Gom—j(n+m + j; ).

De la ecuacién anterior obtenemos que

—m—1
1(0) = (Pua;t), Pm(@;0) - A@))e = Y, (Pul@;0), P (31))eGj(n + mi )°
j=—Fk
—m—1
- Z Hn(t)G—m—j(n +m + j;t)*G(n + m;t)".
j=—k
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Aplicando (4.2.20), haciendo un shift en el indice de la suma y restringiendo el indice nueva-
mente, obtenemos

—m—1 -1
I (t) = Z Gm+j (n; t)/Hner+j (t)Gj (n +m; t)* = Z Gj (n; t)/HnJerj*m(n +m; t)*
j=—k j=m—k
1
= Z Gj(n;t)HntiGj—m(n +m;t)*.

j=méx{—k+m,—k}

Haciendo un célculo similar obtenemos que

m—1 m—1
L) = Y Gty Hn ()G, m(ntm;t)* = > Gi(n; ) Hpyj ()G (ntm; ).
j=—k+m j=méx{—k+m,—k}

Luego de algunas cancelaciones en los términos de la suma [;(t)+ I2(t) + I3(t), el lado derecho
de (4.2.23) es igual a

min{—1,m—1} min{k+m,k}
> Gi(n; )i (DGjmntm;t) = > Gi(n; ) Hny; ()Gjom(n+m;t)*,
j=méx{—k+m,—k} j=méx{0,m}

Aplicando (4.2.20) de nuevo, la ecuacién anterior es igual a

min{—1,m—1} min{k+m,k}
> Gi(nit) G j(n+ i) Hpym(®) — > Gi(nit)Gmej(n+ ji ) Hpam ().
j=méx{—k+m,—k} Jj=méx{0,m}

Por otro lado, para (4.2.23) tenemos que
d ) )
a(Gm(na t)Hner(t)) = Gm(’I’L, t)Hner(t) + Gm(na t)Hner(t)
= G0 ) Hnm (t) — G (n;)Go(n + m; ) Hypm (1),

aplicando (4.2.21). Finalmente, multiplicando por H,,.,(t)~! a la derecha y reorganizando
los términos, obtenemos

‘ min{—1,m—1} min{k+m,k}
Gm(n;t) = Z Gj(n;t)Gm—j(n+ jst) — Z Gj(n;t)Gm—j(n+7;t)(t)
j=méx{—k+m,—k} j=max{0,m}

+ G (n;t)Go(n + m;t).
Esto concluye la prueba del teorema. ]

Presentamos los casos k =1y k = 2 explicitamente.

Corolario 4.2.6 (Ecuaciones no-Abelianas de tipo Toda). El caso k = 1, i.e., M de orden
3 da las ecuaciones de tipo Toda:

Go(n:t) = G_1(n;t)Gi(n — 1;t) — G1(n: )G_1(n + 1;1),
G_1(n;t) = G_1(n;t)Go(n — 1;t) — Go(n; )G _1(n; 1),
Gl(n; ) 0.

I

t
t
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Como ejemplo, consideramos A(z) = x, en tal caso el operador en diferencias es el corres-
pondiente a la relacion de recurrencia de tres términos:

L(t) =6+ B(n;t) + C(n; )61
ie., Gi(n;t) =1, Go(n;t) = B(n;t), G_1(n;t) = C(n;t), y obtenemos
B(n;t) = C(n;t) — C(n + 1;t),
C(n;t) = C(n;t)B(n — 1;t) — B(n; t)C(n;t).

Hemos recuperado las ecuaciones de Toda (no-Abelianas) estdndares para los coeficientes
de la relacién de recurrencia. Para un A(x) més general, obtenemos coeficientes Go(n;t) y
G11(n;t) que pueden ser escritos en términos de B(n;t) y C(n;t).

Corolario 4.2.7. El caso k =2, i.e., M de orden 5 da las ecuaciones

Go(n;t) = G_o(n;t)Ga(n — 2;t) + G_1(n; t)G1(n — 1;t) — Gy(n; t)G_1(n + 1;1)
- Gg(n t)G_a(n + 2;t),
G_1(n;t) = Go(nit)Gi(n — 2;t) — Go(nit)G_1(n;t) — G1(n; )G_a(n + 1;t)
+ G_1(n;t)Go(n — 1;¢),
Gi(n;t) = G (n;1)Ga(n — 1;1) — Ga(n; 1)G_1(n + 23),
G_a(n;t) = G_o(n; t)Go(n — 2;t) — Go(n; )G _z(n;t),
Ga(n;t) = 0.

Como antes, en este caso los términos Gy, (n;t) pueden ser escritos en término de B(n;t)
y C(n;t) de la relacién de recurrencia de tres términos (4.1.12), pero no incluimos el detalle
de esta cuenta.

4.2.3. Par de Lax

Las ecuaciones de evolucién temporal para los coeficientes G,,(n;t) que hemos obtenido,
ver Teorema 4.2.5, pueden ser escritas en forma de par de Lax. Consideremos las matrices
semi-infinitas a bloques L, L™, donde i, j € Ny,

L.=10 i = dl > &, o+ ) Lig 1=,
Z’] Gji—i(ist) |i—j| <k, inJ 0  i>j.

Teorema 4.2.8 (Par de Lax). La siguiente relacion se satisface:

L=I[L, L"),

donde [L,L*] = LL* — LTL.

Demostracion. Calculamos
00 ) min{k,m}

(LL+)n,n+m = Z LTL,SLer,n—&-m = Z Ln7T+nL1ﬂ++n,n+m = Z Ln,T-i-TLL?J“r—}—n,n—i-m
s=0 r=—n r=méx{—n,—k}
min{k,m} min{k,k+m,m}
= Z G, (n§ t)Gm—r (T +n; t) = Z Gr(”? t>Gm—r (7' +n; t)-

r=max{—n,—k} r=max{—n,—k,m—k}
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Similarmente obtenemos

min{k,k+m}

(L L)pmym = > Gr(nit)Gp(r + nit).
r=0

Calculando el corchete obtenemos el resultado deseado:

[L7 L+]n7n+m = (LLJr)n,n—I—m - (L+L)n,n+m

min{k,k+m,m} min{k,k+m}
= Z Gr(n;t)G—r(r +n3t) — Z Gr(n;t) Gy (r +n5t).
r=méx{—n,—k,m—k} r=0

En conclusion tenemos

k+m
[L,L+]n,n+m:ZG (n; ) Grp—r (r + 5 t) — ZG’” VGm—r(r+mn5t), m=—k,...,—1,
r=—k r=0
m k
(L, L) pntm = Gr(n; )Gy (r + nst) ZGT Gm—r(r+n5t), m=0,...,k.
r=m-—=k r=0

Aqui asumimos que la sucesion Gj(n;t) = 0 para valores negativos de n. Concluimos que
[L, L+]n,n+m coincide con el lado derecho de las ecuaciones de evolucién temporal dadas en
el Teorema 4.2.5. Esto concluye la demostracién del teorema. ]

Observamos que este resultado es una versién en bloques del caso escalar dado en (4.1.9)
y generaliza otros casos conocidos en la literatura: podemos considerar deformaciones con
respecto a un monomio escalar A(z) = ¥, para k > 1, lo que conduce a la jerarquia de Toda
como se explica en [125, Section 2.3], y también para A(x) € R[z]. Mas ain, el resultado de
esta seccién incluye el caso matricial A(z) € S(W), ver (4.1.13).

4.3. Ecuaciones de Toda polinomiales

En las secciones anteriores, consideramos el caso general de un operador en diferencias
M (t) con 2k+1 términos, ver (4.2.19), que viene de un polinomio A(x) de grado k y forma dada
n (4.2.18). Observamos que tal forma puede ser también obtenida como una composicién
de v(A(z);t), con A(x) de grado uno y v(x;t) un polinomio de grado k en z. En este caso,
ademas de M (t), existe otro operador en diferencias My (t) asociado a A(x), el cual tiene tres
términos. En esta seccién estudiamos ecuaciones de evolucién temporal para este operador
en diferencias, con respecto a un parametro real extra .
Sea A(x) € S(W) un polinomio de grado uno y v un polinomio de grado k en = que
depende suavemente de un parametro temporal t tal que

H(z;t) = e " A@D W (),

tiene momentos finitos de todos los 6rdenes. Sea (P (z;t)),, la sucesién de polinomios orto-
gonales ménicos asociada a H. Observemos que A(z),v(A(x);t) € S(H(x;t)), y entonces

Pl A@) = Mp(t)- Pyl = Pyl -o(A(2)st) = v(Mast) - By
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donde
My (t) = Ki(n;t)6 + Ko(n;t) + K_1(n; )01, (4.3.24)

y v(My;t) tiene 2k+1 términos, los cuales pueden escribirse como combinaciones de K41 (n;t)
y Ko(n;t). Observemos que el coeficiente K1(n;t) es de hecho independiente de ¢ y n com-
parando coeficientes directores como en la demostracion del Lema 4,2,1, pero conservamos la
notacién para ser consistentes.

Siguiendo a [30, Remark 3|, dado el operador en diferencias M, correspondiente al poli-
nomio de grado uno A, y cualquier polinomio ¢, denotamos por q(My;t)e(n;t) al coeficiente
de g(My;t) de orden ¢ en 6:

degq
g(Mp;t) = > q(Ma;t);(n;t) 7. (4.3.25)
j=—deggq

Tal como se muestra en [30] el coeficiente q(My;t)s(n;t) puede ser obtenido siguiendo el
esquema de la Figura 4.1: q(My;t)¢(n;t) es igual a la suma sobre todos los caminos po-
sibles desde PH(x;t) a Pﬁe(aj; t) en degq pasos, donde en cada camino multiplicamos los
coeficientes correspondientes a cada flecha.

Ko(n+15t) Ko(nst) Ko(n—15t)

(), ()

K_1(n+2;t) _1(n+15t) H _1(n;t) H K_1(n—1;t)
L P (57) T PH (1) T PH (5t) £
Ki(n+1;t) Ki(nst) Ki(n—1;t) Ki(n—25t)

Figura 4.1: Esquema para calcular g(My;t)e(n;t).

Por ejemplo, si ¢(z) = 23, A(z) = x, y Mp = L el operador correspondiente a la relacién
de recurrencia de tres términos en (4.1.12), tenemos q(£) = L3, y para calcular (£3)_1(n)
tenemos un total de seis caminos de P, (z) a P,—1(z) en tres pasos:

(£%)1(n) = Cn)B(n — 1)? + B)C(m)B(n — 1) + B(n)*C(n) + C(n + 1)C(n)
+C(n)C(n —1) + C(n)>.

Antes de presentar los resultados sobre la deformacién de los coeficientes Ko(n;t), Ki1(n;t),
damos el siguiente lema sobre la deformacién de los polinomios.

Lema 4.3.1. Los polinomios ortogonales satisfacen la siguiente evolucion con respecto a t:

n—1
Pl (z;t) =Y 0(Ma;t)m-n(nit) P (z:1).
0

3
I

Demostracion. Observemos que si n > m,

0=4 (Pal(w;0), Py (;0))e = (Pl (1), Pyl () — (P (w;1) - 0(A ()3 1), Py (38))

T dt
+ <Pf(x;t),PmH(x;t)>t.
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Como n > m, el Ultimo término de la ecuacién anterior es cero y
(Bal (23t), Pyl (w30))e = (Pyl (a38) - 0(A(x); 1), Py (231

Dado que P,{{ (z;t) es un polinomio de grado n — 1, por ortogonalidad tenemos que

i
L

Pl (z;t) = Y (Pyl(a:t), Py (2:))eHn(t) ' Pyl (231)

fS
L1

(Pal (23) - 0(A(@); ), Pyl (3 ))eHon (1)~ Py (238)

n

(]

3‘3
L1

(0(Mpst) - P (ast), P (2 8)) Hon (8) Pl (23 8)

(]

3‘3
L1

= Q‘}(MAJ)m—n(n;t)PmH(x;t)‘

3
]
o

Esto concluye la prueba del lema. ]

Observacion 81. Para las ecuaciones de Toda dadas en el Corolario 4.2.6, tenemos que
v(z;t) = tx. Luego v(A(z);t) = tA(z), y v = A(z), entonces k = 1, y el dnico término
no nulo se corresponde con m =n — 1, y por lo tanto

n—1
Pl (w;t) = Y Knon(n; )Pl (1) = K1 (n; )Pl (a3 1),

m=0

Ademas si A(z) = x, My es el operador de la relacién de recurrencia de tres términos y
Bl (x;t) = C(n;t) PIL (231).

Esto es compatible con el resultado de la deformacién de Toda para el caso escalar, ver
por ejemplo [125, Lemma 2.1].

Tal como en las secciones anteriores, presentamos las ecuaciones de evoluciéon temporal
para los coeficientes Ko(n;t) y Kii(n;t) del operador en diferencias.

Teorema 4.3.2. Las siguientes ecuaciones de evolucion temporal se satisfacen:
Ko(n;t) = 0(Ma;t)_1(n;t)Ki(n — 1;t) — Ky (n; t)o(Mp;t)_1(n + 1;t),
K_1(n;t) = (Mp;t)—a(n; £) K1 (n — 2;t) + &(Ma; 1)1 (n; t) Ko(n — 1;1)
— Ki(n; t)0(Mast)—2(n + 15t) — Ko(n; t)0(Mast)-1(n;t).
Demostracion. Tomamos % en ambos miembros de My (t) - PH(z;t) = PH(z;t) - A(z), y
luego el lado derecho es igual a

|
—

n

Bil(w;t) - M) = D 0(Mas t)n—n(n; 1) Py (2;1) - A(z)

§|3
oyl

(M3 ) m—n (n; £) (K1 (s ) Pt (w3 t) + Ko(ms t) P ()
0

3
]

+ K_1(m;t) Pl (231)).
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Aplicando el Lema 4.3.1, el lado izquierdo es igual a

Ki(m ) BE (2:8) + Ko(ns )P (26) + Ko(n; ) PH (a5) + K_1(n; )P (2310)
+ K_1(n;t) B (w3 t),

lo que puede reescribirse como

n

Ko(n; t) Pyl (w5t) + K_1(n; t) Pyl (w3 t) + Ki(n; 1) O(MA;t)m_n_l(nJr 1;t) Pl (z;)
n—1 n—2
+Ko(n;t) Y 6(Ma; Dmen(n; 0) Py (w58) + K1 (n58) Y 6(Ma; )mns1(n—1;8) Py (x3t).
m=0 m=0

Comparando los coeficientes de P,{{ en ambos miembros, obtenemos
Ko(nyt) = o(Mp; t)_1(n; ) K1 (n — 1;t) — Ky (n; £)0(Mas t)_1 (n + 15 t).
Comparando coeficientes nuevamente, obtenemos
K_1(n;t) = 6(Ma;t)—a(n; t) K1 (n — 2;t) + d(Mas t)-1(n; ) Ko(n — 15t)
— K1(n; t)0(Mast)—2(n + 15t) — Ko(n; t)0(Mas t)-1(n;t).
Esto concluye la prueba del teorema O
Corolario 4.3.3 (Ecuaciones de tipo Langmuir). Para v(x;t) = tz? obtenemos

K()(n;t) = (Kg(n;t)K_l(n;t) + K_l(n; t)K()(n — 1;t))K1(TL — l;t)
— Ki(n;t)(Ko(n + Lit)K_1(n + 1;t) + K_1(n + 1;¢) Ko(n; t)),

K_i(mt)=K_1(n;t)K_1(n — 1;t)K1(n — 2;t) — K1(n;t)K_1(n + 1;t)K_1(n;t)
+ K _1(n;t)Ko(n — 15)* — Ko(n; t)*K_1(n; ).
Demostracion. La demostracion es consecuencia directa del Teorema 4.3.2. Notemos que
v(A(x);t) = tA(z)? y luego 0(A(z);t) = A(z)?. A partir de la expresién del correspondiente
My en (4.3.24), obtenemos
D(Mp;t) = 0(Mp; t)2(n)6% 4+ 0(Mp; 1)1 (n)6 + o(Ma; t)o(n) + o(Ma;t)_1(n)d !
+ 0(Mp;t) _o(n)d 2,

donde los coeficientes en ©(My;t) pueden ser escritos en términos de K, Ko, K_;:

O(Mp;t)2(n) = Ki(n;t) Ky (n + 1;1),

O(Mp;t)1(n) = K1(n;t)Ko(n + 1;t) + Ko(n; t) K1 (n;t),

0(Ma;t)o(n) = Ki(n — Lt)K_i(n + 15) + Ko(n)* + K_1(n; t) K1 (n — 1;1),
O(My;t)-1(n) = Ko(n K _1(n;t) + K_1(n; 1) Ko(n — 15t),
0(Mp;t)—2(n) = Ka(n;t) K1 (n — 1;¢).

El corolario sigue aplicando el Teorema 4.3.2. O
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4.4. Polinomios matriciales deformados de tipo Hermite

En esta seccién, consideramos el peso matricial N x N tipo Hermite W con soporte R
estudiado en [82]:

ag k:j—l,

w (@ (z) = €—x2€er$A*, Ay = { (4.4.26)

0 caso contrario.

N—

donde a es un vector de parametros a = (a;) j:11- En este ejemplo los indices de las matrices

J,k € {1,..., N}. Denotamos por (Pé“))n a la sucesién de polinomios ortogonales moénicos
con respecto a W (@, El dlgebra de Fourier a derecha Fr(P(®) contiene cuatro operadores
diferenciales relevantes: el operador de orden cero dado por multiplicaciéon por x, y
2
D@ = % +4, DO =_p@ 49, D)= % + %(2,4 —2x) + A% — 2,

ver [30]. Notemos que las expresiones dadas en esta seccién difieren de las dadas en [30] en una
conjugacién con una matriz constante L(0). Los operadores D(®) y (D(@)T son mutuamente
adjuntos y D@ es simétrico. El dlgebra de Lie g generada por D@, (D(a))T, D@, zyla
matriz identidad es un &dlgebra de Lie de dimensién cuatro que puede ser identificada con
el dlgebra de Lie del oscilador arménico [30, Proposition 4]. El operador de Casimir de esta
algebra de Lie es el polinomio de grado uno

¢ (z) =D — %(D(“))TD(“) =J—xA,  Ji=i, J;=0,i#] (4.4.27)

La propiedad fundamental del operador de Casimir C es que conmuta con D@, (D(“))T, D(a)
y x. La relacion de recurrencia para los polinomios ortogonales ménicos esta dada por

2P () = P () + BO)P(@) + COm) P, (2).

Si los pardmetros aj satisfacen ciertas relaciones, los coeficientes B(®(n) y C(®)(n) tienen
expresiones simples, ver [82, Proposition 3.16].

4.4.1. El peso deformado

A partir de (4.4.27) obtenemos que C(®(z) es un operador simétrico de orden cero, luego
C@(z) € S(W). Por lo tanto podemos considerar una deformacién del peso con W con
respecto al operador de Casimir

W (z;t) = e € @) (g). (4.4.28)
Aplicando [82, Ecuacién (3.6)], obtenemos que e*4 Je~#4 = C(@)(z) y luego e*Aet =24 =
e~ @) De esto obtenemos la siguiente expresion para el peso deformado:
W(x;t) = e " e At gt AT, (4.4.29)
En (4.4.29), la dependencia de ¢ esta solo en el factor diagonal et/ Por otro lado, la siguiente
factorizacién es también valida:

t
W(z;t) = e~z (e2a) (:1:)6_%‘7. (4.4.30)
Utilizando la expresién (4.4.30), obtenemos los polinomios ortogonales ménicos con respecto

t
a W (z;t) en términos de los polinomios ortogonales ménicos con respecto al peso W(¢?@)(z):

t
Po(a;t) = e 27 P29 ()37 (4.4.31)
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4.4.2. Algebras de Fourier deformadas

Como consecuencia de los resultados de las secciones anteriores, describimos las algebras
de Fourier deformadas Fr,(P;t) y Fr(P;t).

Teorema 4.4.1. FEl siguiente diagrama es conmutativo:

]_—L(P(e%a)> N ]_—R(P(e%a))
y l
Fr(Pst) —2— Fr(P;t)
donde los mapas o y T estdn definidos por
o(E) = e~37 Ees”, T(M) = e~/ Mez”,
y son isomorfismos de dlgebras.

t i t
Demostracion. Dado M € Fp(P*®) y E = (M) ie., Pflem)(x) -E = M- P,(lem)(x).
Aplicando (4.4.31) obtenemos

P, (z;t) - e~/ Bez’ = e72/ Mes” . P, (z;t),

entonces ¢(7(M)) = o(p(M)), v el diagrama es conmutativo. Los mapas o y 7 son homo-
morfismos de 4lgebras, y sus inversas son (D) = ez’ De~ 2/ y 7 (M) = ez’ Me~27 . Esto
concluye la prueba del teorema. O

Corolario 4.4.2. Los coeficientes deformados de la relacion de recurrencia estan dados por

IS

B(n;t) = e_%‘]B(e%a)(n)e 7, C(n;t) = e_%‘]C’(eéa)(n)e%J,
donde B(e%a) (n)y C’(e%a) (n) son los coeficientes de la relacion de recurrencia correspondiente
o Wieta) (x).
La siguiente proposiciéon muestra que los mapas 7 y o preservan las operaciones 7.
Proposicién 4.4.3. Sea E € ]:R(P(e%“)) y sea ET su adjunto. Sea M = ¢~ '(E). Entonces
o(EN = (o(B),  r(M') = (r(M)".

Demostracion. La demostracién es consecuencia de la factorizacién del peso (4.4.30) y de la
expresion de los polinomios ortogonales ménicos (4.4.31):

t

t t t
<Pn(x, t) . U(E>,Pm($,t)>t = e_%J<P7§e?a) . E7P’r(n€§a)>€_%J — —%J<P(67a),P(e?a) . ET>€_%J

Similarmente obtenemos

(T(M) - Py(2;t), Pr(w;t))s = €737 (M - P79, P37 = ¢=37(Ple?) Mt ple?a)ye=37

Esto concluye la prueba de la proposicion. ]
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Corolario 4.4.4. Se verifican las siguientes relaciones:
o(DE*%)) = D@ o((DE )Ty = (D@)F o(D20) = pla), o(Ce29)) = ¢,

Los operadores D@, (D)t D@ y (@) pertenecen a Fr(P;t) para todo t > 0. Mds aiin,
D) tiene a los polinomios ménicos Py (x;t) como autofunciones.

Demostracion. La demostracién es consecuencia de la proposicién anterior. O

Una de las consecuencias del Teorema 4.4.1 y de la Proposicion 4.4.3 es que, pese a la
evolucién temporal, D@ y (D(a))Jr son mutuamente adjuntos y D(®) es un operador simétrico.
M4ds aun, el dlgebra de Lie del oscilador arménico g estd contenida en Fr(P;t) para todo
t > 0.

Finalmente, observamos que el operador de Casimir, C(® actda en los polinomios defor-
mados P, (x,t) como una relacién de recurrencia de tres términos dada por

G1(n;t) Py (z;t) + Go(n; t) P t) + G_1(ns t) Py (z;t) = Po(a;t) - CY(z).  (4.4.32)

Aplicando [30, Lemma 4] obtenemos las siguientes expresiones para los coeficientes Gy, Gy,
Gfli
Gi(n;t) = —A, Go(n;t) =n+J —2C(n;t) — AB(n;t),

G_1(n;t) = C(n;t)A —2C(n;t)B(n — 1;t).

Aplicando el Teorema 4.2.5, los coeficientes Gy y G_1 satisfacen las ecuaciones de tipo Toda
no abelianas. Observar que el coeficiente G es independiente de n y t, lo cual es consistente
con el Lema 4.2.1.

4.4.3. Ejemplo: el peso deformado 2 x 2
Tomamos N = 2 en (4.4.29), con A dada por(4.4.26) y a; = a, entonces el peso deformado
W es la matriz 2 x 2
RN ey A | Ta
W(xat) =e (xa .1‘2(12 + et) )

Los polinomios ortogonales ménicos P, (x;t) pueden ser escritos como una combinacién lineal
matricial de polinomios escalares de Hermite:

0 2 2a?
2npn($;t) = Hn(x) —na <1 a2626t> anl('w) + n(n - 1) <a2—626t 8) anQ('T)'

El caso t = 0 fue dado en [45, Theorem 5.1], salvo por una conjugacién de la matriz A.
En el caso 2 x 2, los coeficientes G1, Go y G_1 asociados al operador de Casimir en (4.4.32)
tienen expresiones simples

na22+ett 0 0 — 2naet
Gi(n;t) =—A,  Go(mt) = ( e e <n+1)a2+4et> ;o Gant) = ( (na2+2et>2> .
0 (n+1)a%+2et 0 0

Las ecuaciones no abelianas de tipo Toda del Teorema 4.2.5 pueden verificarse directamente
a partir de estas expresiones.



APENDICE A

Algunas demostraciones

A.1. Determinante Block Vandermonde

En esta subseccién trabajaremos principalmente en matrices triangulares superiores y nos
enfocaremos en sus partes diagonales. Entonces, cuando dos matrices triangulares superiores
My, My tengan la misma diagonal, escribiremos

Mi = My +s.t.s.

donde s.t.s. significa estrictamente triangular superior. Todas las matrices pg)‘) (n) de la Sec-
cion 2.8 satisfacen las condiciones del Corolario A.1.2, pero primero daremos un resultado
preliminar para un caso un poco mas simple.

Lema A.1.1. Consideremos la matriz triangular superior que depende de n de la forma
M(n) =nT + Ty +s.ts., (A.1.1)

donde T y To son matrices diagonales constantes y la parte s.t.s. puede depender de n. El
determinante de la matriz de Vandermonde en blogues no depende de la parte s.t.s. ni de To,
y esta dado por

1 M(no) M(no)x

N

= det(T)%x(Hl) H (ne—ms) | z € N>,

0<s<tlz

det
donde (n;)j_y es una lista de nimeros complejos para los cuales M(n;) estd definida.

Demostracion. La prueba serd por induccion en x. Ocasionalmente denotaremos la matriz
de Vandermonde en bloques por det (M (nj)k);.:kzo pese a que esto sea un pequeno abuso de

notacién en el caso que M(n;) sea singular. Aplicamos un analogo en bloques de operaciones
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elementales por fila y obtenemos

I M(ng) ... M(no)*
I ./\/l(nl) e M(nl)x
det : : :
I—
I ./\/l(nl) . M(nl)x 0
= det . . : det :
- - 0 0 I —M(no)
I M(ng) ... M(ng) 0 0 7
1 0 o 0
ot I (n1—no)T +sts. ... M(n)* ng —ng)T +s.t.s.
= de . .
j (ng — no)‘T—F sts. oo M(ng)® L (ng - no)T +s.t.s.

En el dltimo paso hemos usado que M(n;) — M(ng) = (n; — ng)T + s.t.s.. Observemos que
M(nj)F — M(nj)s "I M(ng) = (nj — no)T (n;T + To)* ' + s.t.s. y achicando el tamafio del
determinante usando el complemento de Schur obtenemos

(n1—no)T +sts. ... (n1—no)T(mT +To)* ! +s.ts.
= det : :
(ne —no)T +st.8. ... (ng—mno)T (T + To)* ! +s.t.s.

I mT +sts ... (mT+To)* ! +sts.
= det (diag((nj; — no)T + s.t.s.);czl) det | : : :
I n,T+sts. ... (neT+To)* ! +sts.

La matriz diagonal en bloque en la segunda linea tiene exactamente las entradas de la primera
columna de la matriz en la linea anterior; en particular tiene la misma parte s.t.s.. Hacemos
esto para que en la primera columna del segundo determinante haya simplemente matrices
identidad sin parte s.t.s.. Entonces tenemos una reduccion de las matrices de Vandermonde
en bloques a unas de tamano menor

N
z r—1

= det(T)* | [J(nj — no) det(./\/’(anrl)k)‘ : (A.1.2)

J.k=

det (/\/l(nj)k)jkzo
: ot

donde N(n) = nT + To + s.t.s. Entonces N'(n) tiene las mismas entradas diagonales que
M(n). Entonces como el factor que acompana al determinante Vandermonde en bloques con
N (n) en (A.1.2) no depende de s.t.s., podemos continuar reduciendo el tamano de la matriz
Vandermonde en bloques hasta obtener el resultado deseado. ]

Corolario A.1.2. FEl determinante dado en el Lema A.1.1 sigue valiendo si conjugamos
M(n) en (A.1.1) por una matriz invertible Q que no depende de n.
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Demostracion. Sea R(n) = QM(n)Q~ L. Es facil ver que

I R(ng) ... R(ng)* I M(ng) ... M(ng)®
|7 ROD e ROy :¢%@mg@ﬁ@da I M) ... M)
L : det (diag(Q)1,) [P :

I R(ng) ... R(ng)* I M(ng) M(ng)*

A.2. Demostracion de la Proposicion 2.8.1

En esta seccién probaremos la primer parte de la Proposicién 2.8.1, la cual establece que

RM(0) = —a(l + Api) RO (0), (A.2.3)

n

en donde la matriz A, fue introducida en (2.6.118), A,y = (N + X +n— J)"1JA*

Demostracion. Recordemos que las entradas R( )( 0)jx = 5( ) fueron dadas explicitamente
en el Teorema 2.7.8 y que A 1; = ¥ %]. Comenzamos escrlblendo (A.2.3) en términos de

sus entradas

N (D jvayN —j O+

€, = —a
4,k,n jkn—1"" (N—I—)\—l—n ) j+1,kn—1"

Notemos que como las entradas 5 ik ,, tienen dos expresiones distintas (una para n + j >
N y otra para n + j < N), debemos probar el resultado deseado entrada a entrada para
cada caso. No es necesario demostrar un caso mixto dado que ambos casos coinciden para
n + j = N, entonces para cualquier valor de los parametros, los tres términos pueden ser
siempre considerados dentro del mismo caso.

Antes de comenzar a trabajar con cada uno de los casos, damos las siguientes expresiones
que seran utiles en la prueba:

XG, kn—1,A+1)  N4A+1—j

X(j, k,n, \) T a(A+1)
XG4+ 1Lkn—1,2+1) V/N—-—jN+X+n—j
X(j,k,n, ) - Va JA+1)

Para obtener el caso n + j > N necesitaremos una identidad hipergeométrica bastante
estdndar que es facil de comprobar en general (considerando pardametros para los cuales las
series convergen o se truncan)

a,b,c a,b,c a,b+1,c a,b,c
F ;1) — sF i1 =b| 3F ;1) — sE 1) ).
<32<D,e’> 32<D+1,e’ )) (32<D+1,e’> 32<D+1,e’ )>

Se deduce que ambos lados son iguales a

(a)s(b)s(c)ss
; s+ 1)s(e)s
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Considerandoa=1—k,b=j—N,c=n+A+1,0=A+1ye=1— N y juntando algunos
términos similares obtenemos

3F2<1—k:,j—N,n+)\+1;1> :N+)\+1—j3F2 (1—k,j—N,n+)\+1;1>

A+1,1-N AT A+2,1-N
N—j o (l-ki=N+Lntr+l
A+132 A+2,1—-N )

Multiplicando esta ecuacién por X(j, k,n, A)(1—N)i_1 y utilizando las relaciones de diferentes
X expresadas anteriormente en esta prueba, obtenemos el resultado deseado paran+j > N.
El caso n+j < N es ligeramente diferente. Nétese que ahora en lugar del factor (1—N)g_1
tenemos (1 —n — j)k—1, por lo que ya no es un factor comin en los tres términos de nuestro
resultado deseado. La identidad hipergeométrica necesaria es algo menos estandar,

b — b+1 1 -0 b+1
JF) a, ,c;l :Ee a3F2 a,b+1,c+ 1 ¢ P a, b+ ,c;1 7
0,¢ 0 ¢ 0+ 1,e+1 0 0+1,e

y puede ser demostrada utilizando los métodos descritos en [51, Recipe 5.4] para los casos
en que las series convergen o se truncan. A continuacién, tomamos a = 1 — k, b = —n,
c=N—-—-j+A4+1,0=A4+1ye=1—n—j, y obtenemos

1—k,—n,N—j 1

A+1Ll—n—j
N+ A+1—jn+j—k < n+1,N—j+>\+2'1)
A+l n+tj-1° A+2,2-n—j ’
N 1—k,—n+1,N—j+A+1
A+132< A2 1—n—j ”)'

Multiplicando esta ecuacién por X(j,k,n,A\)(1 — n — j)r—1 y utilizando las relaciones de
diferentes X expresadas anteriormente en esta prueba, obtenemos el resultado deseado para
n+j <N. O

A.3. Demostracion del Lema 2.8.6

Queremos calcular ”//(A)(O). Utilizaremos la expresiéon dada en (2.8.137). Necesitamos

(Dg/\))jj y R (0 (0)j.x fj }.n- La expresion entrada a entrada es
oo N
(i), -S> T
n=0r=1 (Dn )rr

Como esta expresién es claramente simétrica, tomaremos j > k a partir de ahora. Serd util
disponer del peso estandar de los polinomios escalares duales de Hahn ver [95],

(2$+’Y+(5+1)(’}/+J}) (z 4+ + §)IBI(NT)?
Y0+ )N —ao)(z+y+5+N+ 1)

’LUdH(CE;’Y,(;,N) =
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Introducimos la siguiente abreviatura para distinguir entre las dos expresiones distintas de &
dependiendo de los diferentes valores de los pardametros,

Las expresiones explicitas de a y 8 pueden encontrarse en el Teorema 2.7.8. A continuacién,
escribimos la suma doble, que observamos que no tendra términos cruzados,

(0),-L 3 Sy el

n=0r=rg
N—1N—-—n—1 .
%(T7]7n7)‘):{(r7k7n’/\) ) 2
I
n=0 7r=r1 n e

Denotamos rog = max(1, N —n) y r1 = méx(1l,j —n) y siempre que una suma sea sobre el
conjunto vacio, la tomamos como cero. Serd 1til introducir otra variable de suma s =n +r
y reordenar los sumandos

oo N :
( ) Z Z x ’I" yJyS — T, )‘())\’)%(T’ k’ =0 )\) O‘i,)}),s—rag\lg,s—r
s=Nr=1 (’Dsir>
. A.3.4
+N21§3€ —n,j,m, \)X(s n,k,n,)\)ﬂ()\) ‘ ﬁ(A) ( |
— = (Dn )) o s—n,j,n"s—n,k,n"

La parte comun de los sumandos es (nétese que el factor de la derecha es un factorial)

X(r,7,m, ) X(r, k,n, ) 2&/ N =E)IA+n)a™™(N+ A=) (N+1—r+n+]N)
(D,W) A+ 2R (A2 (r— DN —r)Y(N +n+ \)! ’

donde hemos utilizado la expresion de la inversa de la parte diagonal de la norma al cuadrado
en términos de factoriales:

(D(/\))fl - 2 AN =r+n+M(N+1—r+n+A)!
" a nla® A+ n)(N =7+ N)(N+n+A)!

rr

Las partes distintas de los sumandos son

™ e (N-DP
/ = (=1)/
r,],sfrar,k,sfr ( ) (N _ k)l(N _ ])‘
X Rj—1(((N —=r); A, s = N,N = 1)Rp—1 (¢((N —7); \,s — N,N — 1)
(s —1)1?

N A vk
. = (=1 rr 7T
Bs—n,]ynﬁsfn,k,n ( ) (S — k‘)'(s — ])"

X Rj—1(l(n); A,N — 8,8 = 1)Rp—1(€(n); A, N — 5,5 — 1).
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Podemos encontrar un peso dual Hahn correspondiente en las partes comunes del siguiente
modo:

X(r,j, s —r, \NX(r,k,s —1r,\) 2&/ (N — k) wgg (N —r; X\, s — N,N — 1)

(D ) ) A5+ (j+l<:) M(s — NI((N -1z

—-r

y similarmente

X(s—n,j,n,N)X(s —n,k,n,\) 22/ (N — )N — k) wag(n; \, N — 5,5 — 1)
(Df{\)) N cagr—s+3(i+k) AN = 9)l((s —1)!)?2

La primer suma en (A.3.4) es

X(r,j,s —r, N)X(r,k,s =1, A) () )
Z Z \) ar,j,sfrar,k,sfr
s=N r=1 (DS_T)M

e_“2’\(*1)j+ka —3(+k) 2

AV(N = HUN —k)! ; deH —N,N —1)
X Rj_1(((N =r); A,s — N,N — 1)Rk_1(£(N — )i A s— N,N —1),

que se anula cuando j # k por ortogonalidad de los polinomios dual Hahn. En el caso j =k
obtenemos

e Mg AT &
AN —4)! =

e 2)\ j—l i S_~
N a) (A+j-1) (s —j)!

Ss=

Z’u}dH N N — )Rj_l(E(N—T>; )\,S—N,N— 1)2

La segunda suma en (A.3.4) es igual a

N ot X(s—n,7,n,NX(s —n,k,n,A) (\ )
ZZ A\ BS—n,j,nBsfn,k,n
s=j n=0 (Dn )s n,s—n
s(+k) /9 A\/<N_ NN — k) !
]+1€ K J): N — 1
Z (s—k s—j) <a> (N —s)I\! deHn)\ 55— 1)

X Rj-1 (E(n); AN —s,s— 1)Rk_1 (E(n); AN —s,8— 1),

que se anula para j # k. Para j = k tenemos

—aas J A .
Z (s — <2> “deﬂn AN — I)Rj,l(f(n); )\7N787571)2

(2 G-~ @
- <a> (A+j—1>!s§.<s—j>!‘
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Lo tnico que queda por hacer es combinar las sumas y realizar la suma sobre s

e (j —1)! AL e — 1! ’ i
(o), = 5= () szj(s_m:u(‘i F(n) =),

Las entradas de T fueron dadas en (2.6.111). Resta usar (2.8.137) para llegar al momento
cero

WY = (T4 A NTV) (T 4 A) > = (W(A)(O))_l.



APENDICE B

Quasideterminantes

Los quasideterminantes reemplazan al determinante para matrices con entradas no con-
mutativas. En esta seccién solo daremos su definicién, recomendamos, por ejemplo [55,69, 70],
para una lectura detallada de sus propiedades y aplicaciones. Fijamos N € N y consideramos
matrices M;; € Mn(C). Consideramos la matriz nN x nN a bloques

My ... M,

My ... M,

Denotamos por:
» M9 la matriz que se obtiene de M eliminando la fila 7 y la columna j en bloques.
] rg la i-ésima fila de M sin el bloque j.
] cé- la j-ésima columna de M sin el bloque i.

Definicién B.0.1. Dado i,j € {1,..., N}, definimos el quasideterminante 4, j de M como

| Mlyj = My — ] (ME) 71

si la matriz M) es invertible.

Observacion 82. Observemos que los quasideterminantes no siempre estan definidos, e incluso
cuando lo estdn, no se reducen a determinantes cuando las entradas conmutan. Més bien,
para N =1y n €N,

det M

o (1)t
|M’Zj - ( 1) det M(Z,.])’

si det M(9) =£ 0.

133



APENDICE C

Problema de momentos y densidad de los polinomios ortogonales

Este apéndice esta basado en [2,13,58].

C.1. Problema de momentos

El problema de momentos consiste de las siguientes dos preguntas:

» Dada una sucesién de nimeros reales (vp,), C R, existe una medida de Borel positiva
p sobre R tal que vy, = [ #"dp(x) para todo n € No?

= Si tal medida existe, es tinica?

En este apéndice asumiremos que p tiene infinitos puntos en su soporte. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir siempre que vy = 1.

Si 41 es una medida de Borel positiva en R tal que v, = [ 2™du(x) para todo n € Ny,
decimos que p es solucion al problema de momentos de (v,),. Si p es unica, decimos que
el problema de momentos es determinado (o bien que p es determinada), caso contrario
decimos que el problema de momentos es indeterminado (o bien que u es indeterminada).
En el caso indeterminado, existe un conjunto convexo de medidas de probabilidad en R que
son soluciones al problema de momentos, ver [2].

Para dar respuesta a la primera pregunta, dado un polinomio arbitrario p(z) = apz™ +
an_12"" 1 + ... 4 ag, definimos

L(p) = anVpn + ap—1Vn—1 + - - + aolp.
Se puede verificar que £ es un funcional lineal, definido para todo polinomio, es decir
L(ap + Bq) = aL(p) + BL(q).

para todos p,q polinomios y constantes «, . Decimos que un polinomio p(x) es positivo si
no es idénticamente cero y p(x) > 0 para todo x € R. Observemos que si el problema de
momentos tiene una solucién p entonces

L(p) = anp + an_1vp—1+ - +aovy = / p(z)du(z) > 0,
R
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para todo polinomio p positivo. Inspirados en este hecho definimos

Definicién C.1.1. Decimos que una sucesién de nimeros reales (v,), es definida positiva si
L(p) > 0 para todo polinomio p positivo.

Por lo tanto, la positividad es una condicién necesaria para la existencia de una soluciéon
al problema de momentos.

Teorema C.1.2. [58, Ch II, §1, Theorem 1.3] La sucesion (vy,)y es definida positiva si y
solo si det H,. > 0 para todo v € Ny, donde

vy, ... Vp

Vp e Vg
son las llamadas matrices de Hankel.

Es posible mostrar que la positividad de la sucesién (v, )y, es condicién suficiente para
que el problema de momentos tenga solucién.

Teorema C.1.3. [58, Ch II, §1, Theorem 1.4] Para que una sucesion (vp), de nimeros
reales sea la sucesion de momentos de una medida de Borel positiva con infinitos puntos en
su soporte es condicion necesaria y suficiente que todos los determinantes de las matrices de
Hankel H, sean positivos.

No incluimos la demostracién del Teorema C.1.3, pero mencionamos que se utilizan dos
teoremas conocidos de E. Helly:

Teorema C.1.4 (Principio de seleccién de Helly). Toda sucesion (¢n)n uniformemente aco-
tada de funciones reales no decrecientes en (—o00,00), tiene una subsucesion que converge
para todo x.

Teorema C.1.5 (Teorema de convergencia de Helly). Sea (¢y,)n una sucesion uniformemente
acotada de funciones no decrecientes, definidas en un intervalo finito [a,b], que converge para
todo x € [a,b] a una funcion ¢. Entonces, para toda funcion f continua sobre [a,b] se cumple
que

b
nh%rrolo f(z)don (x / f(z)do(x

Observacion 83. Dada (v,), una sucesién positiva de nimeros reales, por el Teorema C.1.3
existe una medida de Borel positiva u tal que

Vi = /R vdu(z).

Se puede probar que los polinomios

o, c. 12%%
1
Pu(@) = det H;, 1 det Up—1 ... Vap—1
1 R A

son los polinomios ortogonales ménicos con respecto a .
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Para dar respuesta a la segunda pregunta formulada al comienzo de esta seccién, consi-
deramos los autovalores de las matrices de Hankel. Dada g una medida positiva, solucién al
problema de momentos de (v,)n, es decir

Up = / x"du(x) para todo n € Ny.
R

Las matrices de Hankel asociadas H, son matrices hermitianas definidas positivas. Por tanto,

todos los autovalores de H, son positivos. Denotamos al autovalor mas pequetio de H, por
Ar.

Teorema C.1.6. [13, Theorem 1.1] El problema de momentos asociado a la sucesion (vy)n C
R es determinado si y solo si lim,_, oo A = 0.

Denotamos por € al conjunto de todas las medidas de Borel positivas sobre R con mo-
mentos finitos de todos los 6rdenes determinadas.

C.2. Densidad de polinomios ortogonales en L?(j)

Dada una medida de Borel positiva u sobre R con momentos finitos de todos los érdenes,
denotamos por L?(u) a las funciones medibles con respecto a dyu cuadrado integrables.

Definicién C.2.1. Dada una sucesién (fn)nen, C L*(p) con [ fufmdp = 0 si n # m,
decimos que la sucesién ortogonal (f,,), es densa en L?(u) si dada g € L?(u) con [ fagdp =0
para n € Ny, entonces g es constantemente cero.

Lema C.2.2. La sucesion (fn)n es densa en L%(u) si y sélo si para toda h € L?(u) y todo
€ > 0 existe un fn-polinomio F(x) = ZfLO cnfn para el cual [(h— F)%*du < e.

Observacion 84. Si f, = p, una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a u entonces
los f,-polinomios son simplemente los polinomios y por lo tanto, la sucesién (py,), es densa
si para toda f € L?(u) y € > 0 existe un polinomio ¢ para el cual [(f — ¢)du < .

En su trabajo, M. Riesz [107] caracterizé todas las distribuciones dp para las cuales los
polinomios ortogonales (py,), asociados a i son densos. Por esta razén las distribuciones con
esta propiedad son llamadas distribuciones de Riesz.

Teorema C.2.3. [2, Theorem 2.3.3] El conjunto de polinomios es denso en L*(u1) si y solo
st p es una solucion N -extremal del poblema de momentos.

En esta seccion enunciamos los resultados que utilizamos en esta tesis omitiendo sus
correspondientes demostraciones.

Teorema C.2.4. [58, ChIl, §4, Theorem 4.2] Dada f € L*(u1), y supongamos que Clli(g €L

y sea € > 0 arbitrario. Eziste un polinomio q tal que

[ 17@) ~ at@)Pdute) < e
R

dp(z)
1422

Observacion 85. Se puede probar que si du € ¢ entonces € ¢, utilizando el Teorema

[58, Ch II, §2, Theorem 2.6].
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Teorema C.2.5. [58, Ch II, §5, Theorem 5.2] Si para un 5 > 0 se tiene que

/ APl du(z) = M < oo,
R

entonces dy € €.
Corolario C.2.6. [2, Corollary 2.3.3] Si . € € entonces los polinomios son densos en L?(j1).

Las hipédtesis del Teorema C.2.5 se satisfacen por ejemplo para las funciones peso

w(z)=e ", x € (—00,00).

w(z) =x% ", x € (0,00), a>-—1.

Como consecuencia del Teorema C.2.4 los correspondientes polinomios ortogonales (Hermite
o Laguerre respectivamente) son densos en los correspondientes espacios L?(11).
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Operadores no acotados

Este apéndice esta basado en [85,108].

Consideremos H un espacio de Hilbert. Por operador nos referimos a un mapa lineal
T : D(T) — H cuyo dominio D(T') es un subespacio de H. Lo denotamos (7, D(T)) y no
asumimos 1" acotado. El grafico de T es el subespacio de ‘H x H definido por

G(T) = {(u, Tw) : u € D(T)}.

Definicion D.0.1. Dados S y T operadores en H, decimos que 1" es una extension de S si
D(S) C D(T) y Sv=Twv para todo v € D(S), y lo denotamos por S CT.SiSCTyT C S,
decimos que S y T son iguales, y escribimos S =T.

Observacion 86. En términos del grafico vemos que S C T siy sélo si G(S) C G(T).

Definiciéon D.0.2. Un operador T es cerrado si su gréfico es cerrado respecto a la topologia
producto de H x H.

Observacion 87. T € B(H) si y sélo si D(T)) = H y T cerrado, como consecuencia del
Teorema del grafico cerrado.

Definicién D.0.3. Decimos que un operador lineal T' es densamente definido si D(T) = H.

Dado (7, D(T)) un operador no acotado densamente definido en H. podemos definir el
operador adjunto (T, D(T*)). Primero definimos

D(T*)={veH:u— (Tu,v) es continuo en D(T)}.

Como T esta densamente definido, podemos extender el mapa v — (T'u,v), para v € D(T*),
a un funcional lineal w : H — C. Por el Teorema de representacién de Riezs existe un tinico
w € H tal que w(u) = (u, w) para todo u € H.

Observacion 88. La unicidad es consecuencia del hecho de que hemos asumido que T es
densamente definido. Por lo tanto los tinicos operadores 1" que tendran adjunta 7™ seran los
densamente definidos.
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Definicion D.0.4. La adjunta T™ se define como T*v = w, de forma tal que
(Tu,v) = (u, T*v),

para todo u € D(T) y v € D(T™).

Observacion 89. Si S, T y ST son densamente definidos entonces T*S* C (ST)*.

Definicién D.0.5. Decimos que un operador (T, D(T)) es simétrico si
(Tu,v) = (u, Tv), para todo u,v € D(T).

Los operadores simétricos densamente definidos son exactamente los que satisfacen T' C T™.
Si T =1T%*, decimos que T es autoadjunto.

Observacion 90. Si T € B(H) estas propiedades coinciden.

Observacion 91. Si D(T) es denso y (Tu,v) = (u,Sv) para todo u € D(T), y v € D(S5),
entonces S C T™.

Teorema D.0.6. La adjunta de un operador densamente definido es cerrada. En particular,
los operadores autoadjuntos son cerrados.

Demostracion. Probaremos el lema mostrando que
G(T*) = {(=Tu,u) : uw € D(T)}",
para el producto interno ((u,v), (z,y)) = (u,x) + (v,y) en H x H.

(v,w) € G(T") <= T"v=w,
— (Tu,v) = (u, T*v) = (u,w) para todo u € D(T),
= ((-Tu,u), (v,w)) = —(Tu,v) + (u,w) = 0 para todo u € D(T),
= (v,w) € {(~Tu,u) :ue€ D(T)}.

O]

Observacion 92. Sea T un operador densamente definido en H. Entonces 1" tiene una exten-
sién cerrada si y sélo si D(T™) es denso en H. Mas atin T** es una extensién de 7.

Teorema D.0.7. Si T es un operador densamente definido y cerrado entonces D(T*) es
denso y T** =T.

Observacion 93. Notemos que dado un operador simétrico T', vale que D(T') C D(T*),y por lo
tanto D(T™) es un subespacio denso. Tomando adjunta nuevamente obtenemos (7, D(T**))
como la menor extensién cerrada de (7', D(T)), i.e., cualquier operador densamente definido
simétrico tiene una extensién cerrada. Por lo tanto T" C T™ C T™**.

Definiciéon D.0.8. Un operador simétrico densamente definido T es esencialmente autoad-
junto si su clausura es autoadjunta, i.e. T C T™* = T™*.

En lo que resta del capitulo, asumiremos que 7" es densamente definido. Si el operador (T'—
21y), z € C, tiene inversa G(z) := (T — z1.5)~ ! (lamada operador resolvente) densamente
definida y acotada, entonces podemos extender G(z) a un operador lineal acotado en H y
llamamos a z valor regular.
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Definicién D.0.9. La resolvente de un operador no acotado 7', denotada p(T), es el conjunto
p(T) ={z € C: z es un valor regular de T'}.
El espectro de T es o(T) = C\ p(T).
Definicion D.0.10. Definimos el espectro puntual de T' como
op(T) ={2€0(T): T — 213 no es uno a uno} C o (7).

Observacion 94. Dado z € 0,(T), existe v € H tal que (T' — z1y)v = 0, es decir z es un
autovalor de T'.

Observacion 95. El espectro de un operador autoadjunto esta contenido en R.



APENDICE E

Ecuaciones diferenciales matriciales con singularidades

Discutiremos algunos resultados sobre la nocién de singularidades y singularidades regu-
lares de ecuaciones diferenciales matriciales siguiendo a Coddington y Levinson [28], espe-
cialmente el Capitulo 4 y los Ejercicios 2 y 13. El enfoque de Coddington y Levinson [28]
es muy general. Para el método de Frobenius para ecuaciones diferenciales de segundo orden
y la ecuacién inicial, ver Coddington y Levinson [28, Capitulo 4, §7-8] y por ejemplo Tem-
me [117, §4.2]. Para el caso especial de operadores diferenciales hipergeométricos, ver [118].
En este apéndice seguimos la convencién de operadores actuando a izquierda tal como en
[28]. Consideremos para n = 2, (ver [28, Capitulo. 4, Ejercicio 2])

22 w"(2) 4+ zB1(2) w'(2) + Ba(2) w(z) = 0, (E.0.1)

donde B y Bs son funciones matriciales N x N analiticas en un disco abierto de radio r > 0,
lo cual significa que cada entrada es analitica. Buscamos soluciones vectoriales w € CV de
(E.0.1). Siguiendo a [28, Chapter 4, § 5] tomamos ¢1(2) = w(z), p2(2) = zw'(z), luego la

S01) e C2N satisface

funcién ¢ =
4 ©2

1 0 1
/ _ —_ —
RV CT O ORI N § (£.0.2)
aqui A es una matriz 2N x 2N, la cual es una matriz en bloques 2 x 2 de matrices N x N, donde
0, respectivamente I, denota la matriz cero N x N, y la matriz identidad respectivamente.
En particular, z = 0 es una singularidad de primer tipo y una singularidad regular, ver
[28, Capitulo 4, § 2], y esto estd en concordancia con [118] para el caso del operador diferencial
0 1
—By(0) I —Bi(0
inicial correspondiente es det(u — R) = 0, ver [28, p. 127], y aplicando [114, Theorem 3,
Ecuacién (14)] la ecuacién inicial para (E.0.2) es

det (u(p — 1) + uB1(0) + B2(0)) = 0. (E.0.3)

matricial hipergeométrico. Tomando R = zA(z)|,— = ( )> la ecuacién

Las soluciones de la ecuacién inicial son los exponentes de (E.0.2) y (E.0.1). Dado que B; y

By son analiticas, la matriz A(z) = > °_ | 2™A,, es una serie de Laurent convergente cerca
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de z =0, y por lo tanto [28, Theorem 3.1] muestra que cualquier solucién formal de (E.0.2)
es convergente en una regién 0 < |z| < a para algin a > 0. Més atn, (E.0.2) tiene una matriz
fundamental ® de soluciones de la forma ®(z) = 2%P(2) para alguna regién 0 < |z| < a
para algin a > 0. Aqui P(z) es una serie de potencias convergente y R esta relacionada a
R, ver [28, Chapter 4, Theorem 4.2]. En el caso de que R sea semisimple, existe una base de
soluciones ) (z) = 2 f(2), A autovalor de R, y f una funcién vectorial analitica en un disco
|z| < r para algtin r > 0, ver Ejercicio 13 de [28, Chapter 4] donde también se considera el
caso de R general. En particular, tenemos 2N soluciones de (E.0.1) de la forma z* f(z) para
p solucién de (E.0.3), asumiendo que R es semisimple. Mas ain, si asumimos que B2(0) =0
como matrices, (E.0.3) se reduce a p det(u — 1 + B1(0)) = 0 y B1(0) semisimple. En este
caso tenemos N soluciones linealmente independientes analiticas en un disco centrado en 0,
y tenemos N soluciones de la forma z!7#i f(z), con f analitica en un disco centrado en 0, y
{1}, autovalores de By (0).

Notemos que el mismo analisis puede realizarse para cualquier otro punto zy € C rea-
lizando el cambio de variables z — zyp tal como para zp = oo reemplazando z = 1/(, ver
[28].
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