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Resumen

En este trabajo se presenta la categoría de Verlinde Verp. Se comienza con los con-
ceptos de categoría tensorial simétrica, morfismos negligibles y semisimplificación de una
categoría, para luego llegar a las siguientes preguntas: ¿cuáles son todas las categorías
tensoriales simétricas?, ¿la característica del cuerpo cumple un papel importante? y ¿hay
objetos distinguidos dentro de estas categorías como por ejemplo álgebras de Hopf? En
búsqueda de respuestas a estos interrogantes aparece la categoría Verp que se obtiene
como la semisimplificacion de la categoría de representaciones del grupo cíclico de p
elementos. A lo largo de todo el desarrollo habrá muchos ejemplos que explican los con-
ceptos mencionados y se presentarán teoremas actuales que muestran la importancia de
la categoría de Verlinde. Por último se verá la construcción de álgebras de Hopf tanto en
la categoría de representaciones como en la categoría de Verlinde.

Abstract

In this monograph the Verlinde category Verp will be presented. We will begin with the
concepts of symmetric tensor categories, negligible morphisms and the semisimplification
of a category, to then arrive to the following questions: which are all the symmetric tensor
categories?, does the characteristic of the field play an important role? and are there any
distinguished objects like Hopf algebras in these categories? In search of answers to these
questions we build Verp as the semisimplification of the category of representations of
the cyclic group of p elements. Throughout this monograph there will be many examples
explaining all the mentioned concepts and we will present theorems that reflect the
importance of the Verlinde category. Lastly we will see how to construct Hopf algebras
in both the category of representations and the Verlinde category.

Palabras Clave: Categoría monoidal - Categoría tensorial simétrica - Morfismos ne-
gligibles - Semisimplificación - Categoría de Verlinde - Álgebras de Hopf.

Key Words: Monoidal category - Symmetric tensor category - Negligible morphisms -
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Capítulo 1

Categorías Monoidales

El objetivo de este capítulo es definir la estructura fundamental que tienen de base
las categorías tensoriales que serán el foco de estudio en los capítulos siguientes. Se
comienza con la definición, ejemplos y propiedades. Luego se introduce el concepto de
objetos duales en una categoría. La teoría es tomada de [EGNO15] pero se agregan los
detalles que allí se omiten.

1.1. Definición

Definición 1.1.1. Una categoría monoidal es una 5-upla pC,b, a, 1, iq, donde

C es una categoría,

b : C ˆ C Ñ C es un bifuntor que llamaremos producto tensorial,

1 P C es un objeto de la categoría,

i : 1 b 1 Ñ 1 es un isomorfismo,

a : pC b Cq b C Ñ C b pC b Cq es un isomorfismo natural entre los funtores

F : C ˆ C ˆ C Ñ C, F pX,Y, Zq “ pX b Y q b Z

y
G : C ˆ C ˆ C Ñ C, GpX,Y, Zq “ X b pY b Zq

con aX,Y,Z : pX b Y q b Z Ñ X b pY b Zq, X,Y, Z P C, llamado asociador;

y la upla está sujeta a los siguientes dos axiomas:

1. Axioma del pentágono: el siguiente diagrama debe ser conmutativo
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ppW bXq b Y q b Z

pW b pX b Y qq b Z pW bXq b pY b Zq

W b ppX b Y q b Zq W b pX b pY b Zqq

aW,X,Y bidZ

aWbX,Y,Z

aW,XbY,Z aW,X,Y bZ

idW baX,Y,Z

para todo W,X, Y, Z P C.

2. Axioma de la unidad: los funtores

L1 : C Ñ C

X ÞÑ 1 bX

f ÞÑ id1 b f

R1 : C Ñ C

X ÞÑ X b 1

f ÞÑ f b id1

de multiplicación a izquierda y a derecha por 1, son autoequivalencias de C.

Al par p1, iq se lo llama objeto unidad de C.

Observación 1.1.2. Notar que esta noción de categoría monoidal resulta de abstraer la
definición de monoide.

1.2. Ejemplos

A continuación veremos varios ejemplos de categorías monoidales. Muchos de estos
ejemplos serán utilizados a lo largo de lo que sigue de este trabajo. Para algunas de las
categorías enunciadas a continuación haremos toda la prueba en detalle para ver que son
categorías monoidales, y para las demás solo mencionaremos los detalles cruciales que se
utilizan en la demostración.

Ejemplo 1.2.1. La categoría Sets de conjuntos es una categoría monoidal, donde el
producto tensorial es el producto cartesiano, el asociador a es la identidad, el objeto
unidad 1 es un conjunto t˚u de un elemento e i es la única función que existe de t˚uˆt˚u

a t˚u.

Ejemplo 1.2.2. A la categoría K–Vec de todos los K- espacios vectoriales se le puede
dar estructura de categoría monoidal con: b “ bK, 1 “ K, i el ismorfismo canónico entre
K bK K y K, y aU,V,W como el isomorfismo canónico entre pU b V q bW y U b pV bW q

para todo U, V,W P K– Vec.
Más aún, si A es un anillo conmutativo con unidad, entonces reemplazando K por A,

podemos definir la categoría monoidal A–mod.
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Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo. La categoría RepKpGq de todas las representaciones
de G sobre K resulta una categoría monoidal con b como el producto tensorial de re-
presentaciones, a el mismo que el ejemplo anterior (que sabemos que es morfismo de
representaciones), 1 la representación trivial ϵ de G (1 “ K) e i el mismo que el ejemplo
anterior.

Observación 1.2.4. A lo largo de este trabajo usaremos la notación K–Vec para referir-
nos a la categoría de espacios vectoriales de dimensión arbitraria y K–Vec para referirnos
a la categoría de espacios vectoriales de dimensión finita. Lo mismo valdrá para RepKpGq

y RepKpGq.

Ejemplo 1.2.5. Sean G un monoide y A un grupo abeliano (con su operación escrita
multiplicativamente). Sea CG “ CGpAq la categoría cuyos elementos son δg con g P G y
HomCGpδg1 , δg2q “ H si g1 ‰ g2, y HomCGpδg1 , δg2q “ A si g1 “ g2 (la composición de
morfismos es la suma del grupo A y el morfismo identidad para δg es el elemento 0 P A).
Busquemos una estructura monoidal para esta categoría. Aclaramos que en este ejemplo
denotaremos al asociador con la letra α para no prestar confusión con los elementos del
grupo A.

Definimos b como el siguiente bifuntor: δg1 b δg2 “ δg1g2 para objetos δg1 , δg2 y
abb “ ab para morfismos a, b. Luego definimos al asociador α como el morfismo identidad
(es decir α “ 0 P A); al objeto unidad como 1 “ δe donde e es el elemento identidad
de G; y por último definimos i : δe b δe “ δe Ñ δe como el elemento 0 P A. Así CGpAq

resulta categoría monoidal.
Si pensamos G “ S3, notar que δp123q bδp12q “ δp13q mientras que δp12q bδp123q “ δp23q,

es decir que no necesariamente X b Y “ Y bX en una categoría monoidal.

Ejemplo 1.2.6. Sea K un cuerpo, G un monoide y sea K–VecG la categoría de espacios
vectoriales G-graduados, es decir los objetos son espacios vectoriales V con una descom-
posición V “

À

gPG Vg, y los morfismos son transformaciones lineales que preservan la
graduación. Definimos b como lo hicimos para espacios vectoriales y le damos la siguiente
graduación:

pV bW qg “
à

x,yPG:xy“g

Vx bWy.

Establecemos el objeto unidad 1 como 1e “ K y 1g “ 0 para todo g ‰ e, y notar que
entonces p1b 1qg “ 0 para todo g ‰ e y p1b 1qe “ KbK, por lo tanto definimos ι como
el isomorfismo obvio entre K b K y K. Al asociador a lo definimos igual que lo hicimos
para espacios vectoriales ya que es un morfismo que preserva la graduación pues:
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ppV bW q b Uqg “
à

xy“g

ppV bW qx b Uyq

“
à

xy“g

pp
à

uv“x

pVu bWvqq b Uyq

–
à

xy“g

p
à

uv“x

pVu bWv b Uyqq

“
à

u,v,y:uvy“g

pVu bWv b Uyq

“
à

xy“g

p
à

uv“y

pVx bWu b Uvq

–
à

xy“g

pVx b p
à

uv“y

pWu b Uvqqq

“
à

xy“g

pVx b pW b Uqyq

“ pV b pW b Uqqg.

Similarmente se puede definir K–VecG como la categoría de los K-espacios vectoriales
de dimensión finita G-graduados.

Ejemplo 1.2.7. Sea C una categoría. Entonces la categoría EndpCq (los objetos son
endofuntores y los morfismos son transformaciones naturales) es una categoría monoidal
donde F b G “ F ˝ G con F,G endofuntores y ϵ b η es la composición horizontal de
las tranformaciones naturales ϵ y η, a es la identidad, 1 es el funtor identidad e i es la
transformación natural identidad.

Ejemplo 1.2.8. Sea A un anillo asociativo con unidad. Entonces A–bimod la categoría
de bimódulos sobre A (los objetos son los A-bimódulos y los morfismos son los morfismos
de bimódulos) es una categoría monoidal definiendo b como el producto tensorial sobre
A, 1 como A visto como A-bimódulo, el asociador a como el isomorfismo canónico entre
UbA pV bAW q y pUbAV qbAW para todo U, V,W P A–bimod, e i como el isomorfismo
canónico entre AbA A y A.

Ejemplo 1.2.9. Miremos ahora la siguiente subcategoría de la categoría del ejemplo
anterior para A “ C: nos quedamos únicamente con los C-bimódulos de dimensión finita
donde la acción a derecha y a izquierda de R coinciden. Resulta que con el producto
tensorial, asociador a, 1 e i como en el ejemplo anterior, esta subcategoría tiene estructura
de una categoría monoidal. Por ejemplo un objeto de esta categoría es 1 “ C con la acción
usual, y otro objeto distinto es C pero con la acción a derecha definida por xŸ z “ xz y
la acción a izquierda es la usual es decir z Ź x “ zx, a este objeto lo denotamos C´.

Ejemplo 1.2.10. Definimos Sets la categoría cuyos elementos son los enteros no ne-
gativos y HomSetspm,nq es el conjunto de funciones de t0, ...,m ´ 1u a t0, ..., n ´ 1u.
Definimos el producto tensorial como m b n “ mn y f1 b f2 : m1m2 Ñ n1n2 por

9



pf1 bf2qpm2x`yq “ n2f1pxq `f2pyq, 0 ď x ď m1 ´1, 0 ď y ď m2 ´1 para f1 : m1 Ñ n1
y f2 : m2 Ñ n2. Tomamos 1 como el entero 1, y para el isomorfismo entre 1 b 1 y 1
tomamos i ” 0. Para el asociador a tomamos el isomorfismo natural identidad ya que
F pf1, f2, f3q “ Gpf1, f2, f3q pues: si

z “ m3x` y con 0 ď x ď m1m2 ´ 1, 0 ď y ď m3 ´ 1,

y
x “ m2u` v con 0 ď u ď m1 ´ 1, 0 ď v ď m2 ´ 1,

o sea que

z “ m3m2u` pm3v ` yq con 0 ď u ď m1 ´ 1 , 0 ď m3v ` y ď m2m3 ´ 1

entonces

ppf1 b f2q b f3qpzq “ ppf1 b f2q b f3qpm3x` yq

“ n3pf1 b f2qpxq ` f3pyq

“ n3pf1 b f2qpm2u` vq ` f3pyq

“ n3pn2f1puq ` f2pvqq ` f3pyq

“ n3n2f1puq ` n3f2pvq ` f3pyq

y

pf1 b pf2 b f3qqpzq “ pf1 b pf2 b f3qqpm3m2u` pm3v ` yqq

“ n2n3f1puq ` pf2 b f3qpm3v ` yq

“ n2n3f1puq ` n3f2pvq ` f3pyq,

dándonos la igualdad deseada.

Ejemplo 1.2.11. Sean G un grupo, A un grupo abeliano y ω un 3-cociclo de G con
valores en A, es decir que ω : GˆGˆG Ñ A cumple que:

ωpg1g2, g3, g4qωpg1, g2, g3g4q “ ωpg1, g2, g3qωpg1, g2g3, g4qωpg2, g3, g4q,

para todo g1, g2, g3, g4 P G.
Definimos la categoría monoidal Cω

G “ Cω
GpAq así (nuevamente en este ejemplo deno-

taremos al asociador con la letra α para no prestar confusión con los elementos del grupo
A.): como categoría es la misma que CG del Ejemplo 1.2.5; el bifuntor b, 1 e i también
son iguales que en CG; pero al asociador α lo definimos así:

αω
δg ,δh,δm

“ ωpg, h,mqidδghm : pδg b δhq b δm Ñ δg b pδh b δmq,

donde g, h,m P G.
Veamos que efectivamente este es un ejemplo de categoría monoidal:
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b es bifuntor: dado pa, bq P pHompδg, δgq,Hompδh, δhqq, ab b “ ab P Hompδgh, δghq;
p0, 0q “ idpδg ,δhq y 0 b 0 “ 0 “ idgh.

α es un isomorfismo natural: sea pa, b, cq P pHompδg, δgq,Hompδh, δhq,Hompδm, δmqq

entonces

αδg ,δh,δm ˝ F pa, b, cq “ ωpg, h,mqidδghm ˝ abc “ ωpg, h,mqabc

y
Gpa, b, cq ˝ αδg ,δh,δm “ abc ˝ ωpg, h,mqidδghm “ abcωpg, h,mq,

(donde F,G son los funtores de la definición 1.1), las cuales son iguales dado que
A es un grupo abeliano. Es decir hemos probado que el siguiente diagrama es
conmutativo:

F pδg, δh, δmq Gpδg, δh, δmq

F pδg, δh, δmq Gpδg, δh, δmq

αδg,δh,δm

αδg,δh,δm

F pa,b,cq Gpa,b,cq

el axioma del pentágono:

ppghqlqm

pgphlqqm pghqplmq

gpphlqmq gphplmqq

ωpg,h,lqbidm

ωpgh,l,mq

ωpg,hl,mq

idgbωph,l,mq

ωpg,h,lmq

el diagrama resulta conmutativo justamente por la definición de 3-cociclo.

i es un isomorfismo: como en esta categoría, 0 es el morfismo identidad de δg para
cualquier g P G, y 0 “ i, tenemos que i es un isomorfismo.

el axioma de la unidad: los funtores Lδg : δg Ñ 1 b δg y Rδg : δg Ñ δg b 1 son
autoequivalencias de Cω

G pues son los funtores identidad de Cω
G en Cω

G.

Ejemplo 1.2.12. Sean G un grupo y A un grupo abeliano. Supongamos que tenemos
ρ : G Ñ AutpAq. Definimos la categoría monoidal CGpA, ρq al igual que la categoría
monoidal CGpAq del Ejemplo 1.2.5, salvo por el producto tensorial en morfismos que
lo definimos así: si a : δg Ñ δg y b : δh Ñ δh entonces a b b “ a ` ρpgqpbq (en este
ejemplo sí usaremos la escritura aditiva para el grupo A). Veamos que efectivamente es
una categoría monoidal:

b es un bifuntor: dado pa, bq P pHompδg, δgq,Hompδh, δhqq, a b b “ a ` ρpgqpbq P

Hompδgh, δghq; p0, 0q “ idpδg ,δhq y 0 b 0 “ 0 ` ρpgqp0q “ 0 ` 0 “ 0 “ idgh.
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α “ id es un isomorfismo natural: para obtener esto, debemos ver que F pa, b, cq “

Gpa, b, cq para todo pa, b, cq P pHompδg, δgq,Hompδh, δhq,Hompδm, δmqq. Notar que:

F pa, b, cq “ pab bq b c

“ a` ρpgqpbq b c

“ a` ρpgqpbq ` ρpghqpcq

“ a` ρpgqpbq ` ρpgqpρphqpcqq

“ a` ppgqpb` ρphqpcqq

“ ab b` ρphqpcq

“ ab pbb cq

“ Gpa, b, cq.

el axioma del pentágono se cumple trivialmente pues α “ id.

i es un isomorfismo: como en esta categoría, 0 es el morfismo identidad de δg para
cualquier g P G, y 0 “ i, tenemos que i es un isomorfismo.

el axioma de la unidad: Lδg : δg Ñ 1 b δg es el funtor identidad (esto es obvio para
objetos y para morfismos vale porque Lδgpaq “ i b a “ 0 b a “ 0 ` ρpeqpaq “

0 ` a “ a). También Rδg : δg Ñ δg b 1 es el funtor identidad (en objetos es obvio
y para morfismos tenemos que Rδgpaq “ ab i “ ab 0 “ a` ρpgqp0q “ a` 0 “ a).
Así, ambos funtores son autoequivalencias de CGpA, ρq a CGpA, ρq.

1.3. Propiedades de las categorías monoidales

Definición 1.3.1. Sea pC,b, a, 1, ιq una categoría monoidal. Dado que L1 y R1 son au-
toequivalencias de C, para cada objeto X existen únicos isomorfismos

lX : 1 bX Ñ X y rX : X b 1 Ñ X

de forma tal que L1plXq es igual a la composición

1 b p1 bXq
a´1
1,1,X

ÝÝÝÝÑ p1 b 1q bX
ιbidX
ÝÝÝÝÑ 1 bX

y R1prXq es igual a la composición

pX b 1q b 1
aX,1,1
ÝÝÝÝÑ X b p1 b 1q

idXbι
ÝÝÝÝÑ X b 1.

Los isomorfismos lX y rX son llamados restricción unidad a izquierda y a dere-
cha respectivamente. También son llamados isomorfismos unidad. Notar que l es un
isomorfismo natural entre el funtor 1 b p´q y el funtor identidad y r es un isomorfismo
natural entre p´q b 1 y el funtor identidad.
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Proposición 1.3.2. Para todo X en C valen las siguientes igualdades:

l1bX “ id1 b lX y rXb1 “ rX b id1.

Demostración. Al ser l un isomorfismo natural, el siguiente diagrama es conmutativo:

1 b p1 bXq id1 bX

1 bX X

1blX

l1bX lX

lX

Componiendo con la inversa de lX , tenemos que l1bX “ id1 b lX . De la misma forma se
prueba la otra igualdad.

Proposición 1.3.3 (Axioma del triángulo). El siguiente diagrama es conmutativo

pX b 1q b Y X b p1 b Y q

X b Y

aX,1,Y

rXbidY
idXblY

para todo par de objetos X,Y en C.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

ppX b 1q b 1q b Y pX b p1 b 1qq b Y

pX b 1q b Y

X b p1 b Y q

pX b 1q b p1 b Y q X b pp1 b 1q b Y q

X b p1 b p1 b Y qq

aX,1,1bidY

rxbid1bidY

pidXbιqbidY

aX,1,YaXb1,1,Y aX,1b1,Y

aX,1,1bY

rXbid1bY

idXbpιbidY q

idXba1,1,Y

idXbl1bY

Notar que si probamos que el triángulo inferior izquierdo es conmutativo, tendríamos
que para X y 1 b Y el axioma está demostrado. Como L1 es una autoequivalencia de
C, tenemos que todo objeto de C es isomorfo a uno de la forma 1 b Y y por lo tanto
probando que el triángulo inferior izquierdo es conmutativo tendríamos demostrada la
proposición.

Veamos entonces que el triángulo inferior izquierdo es conmutativo.
El diagrama externo es conmutativo por el axioma del pentágono. Los dos cuadrilá-

teros son conmutativos dado que a es un isomorfismo natural. El triángulo superior es
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conmutativo por la definición de r (y tensorizar con idY ). El triángulo inferior derecho
es conmutativo pues tenemos la siguiente igualdad

l1bY “ id1 b lY “ L1plY q “ pιb idY q ˝ a´1
1,1,Y

y luego tensorizamos con idX (la primera igualdad se debe a la Proposición 1.3.2).
Como todos los morfismos del diagrama son invertibles, el triángulo inferior izquierdo

es conmutativo.

Proposición 1.3.4. Para todo par de objetos Y,Z en C, los siguientes diagramas son
conmutativos:

p1 bXq b Y 1 b pX b Y q

X b Y

pX b Y q b 1 X b pY b 1q

X b Y

a1,X,Y

lXbidY
lXbY

aX,Y,1

rXbY

idXbrY

(1.1)

Demostración. Sean X,Y, Z en C y consideremos el siguiente diagrama:

ppX b 1q b Y q b Z pX b p1 b Y qq b Z

pX b Y q b Z

X b pY b Zq

pX b 1q b pY b Zq X b pp1 b Y q b Zq

X b p1 b pY b Zqq

aX,1,Y bidZ

prXbidY qbidZ

pidXblY qbidZ

aX,Y,Z

rXblY bZ

aXb1,Y,Z

rXbidY bZ

aX,1,Y bZ

aX,1bY,Z

idXba1,Y,Z

idXbplY bidZq

El diagrama externo es conmutativo por el axioma del pentágono. Los cuadriláteros
son conmutativos por ser a un isomorfismo natural. Los triángulos superior e inferior
izquierdo son conmutativos por la Proposición 1.3.3. Con esto tenemos que el triángulo
inferior derecho es conmutativo.

Ahora la conmutatividad del primer diagrama de (1.1) sale de tomar X “ 1 y aplicar
L´1
1 al triángulo inferior derecho.

La conmutatividad del segundo diagrama de (1.1) se prueba de forma similar.
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Corolario 1.3.5. Se verifica que l1 “ r1 “ ι.

Demostración. Notar que si tomamos Y “ Z “ 1 en (1.1) y usamos la Proposición 1.3.2),
entonces tenemos que:

l1 b id1 “ l1b1 ˝ a1,1,1 “ pid1 b l1q ˝ a1,1,1.

Tomando X “ Y “ 1 en el axioma del triángulo 1.3.3) tenemos que:

r1 b id1 “ pid1 b l1q ˝ a1,1,1.

Por último usando la definición de l1 tenemos que:

pid1 b l1q ˝ a1,1,1 “ ιb id1.

Juntando estas tres igualdades se llega a:

l1 b id1 “ r1 b id1 “ ιb id1

y como R1 es una autoequivalencia de C, concluimos que l1 “ r1 “ ι.

Proposición 1.3.6. El objeto unidad es único salvo único isomorfismo.

Demostración. Sean p1, ιq, p11, ι1q dos objetos unidad. Sean pr, lq, pr1, l1q los isomorfismos
unidad correspondientes. Primero veremos que 1 y 11 son isomorfos a través de un iso-
morfismo η : 1 Ñ 11 que se comporta bien con ι y ι1, es decir que el siguiente diagrama
sea conmutativo,

1 b 1 1

11 b 11 11

ι

ι1

ηbη η (1.2)

y luego veremos que este isomorfismo η es único.
Propongamos el isomorfismo η :“ l1 ˝ pr1

1q´1 : 1 Ñ 11. Veamos que hace conmutar
(1.2). Miremos el siguiente diagrama:

1 b 1 1

1 b 11

11 b 11 11

ηbη

id1bη

ηbid1

ι“l1

r1
1

l11

ι1“l1
11

η (1.3)

15



Notemos que el cuadrado exterior es el que buscamos probar que es conmutativo. Es claro
que los triángulos izquierdo y derecho son conmutativos. Basta con ver la conmutatividad
de los triángulos superior e inferior. Veamos que el triángulo superior es conmutativo y
para ello miremos el siguiente diagrama:

1 b 1 b 11 1 b 11

1 b 1 1

id1br1
1

id1bl11 “l1b11

l1

r1
1

id1bη

Notar que nosotros queremos probar que el triángulo inferior es conmutativo. Para ello
notar que el cuadrado exterior conmuta por naturalidad de l y que el triángulo superior
conmuta por definición de η.

De manera similar se prueba que el triánngulo inferior del diagrama (1.3) es conmu-
tativo.

Así tenemos que (1.2) es conmutativo.
Solo resta probar que η sea el único con esta propiedad. Supongamos que no, es decir

existe γ : 1 Ñ 11 que hace conmutativo el diagrama (1.2). De esta forma tenemos que
b :“ γ´1 ˝ η hace conmutar el siguiente diagrama:

1 b 1 1 b 1

1 1

pγ´1bγ´1q˝pηbηq“bbb

γ´1˝η

ι ι

Además notar que para cualquier morfismo c : 1 Ñ 1 el diagrama

1 b 1 1 b 1

1 1

cbid1

c

ι ι

es conmutativo. Así que si tomamos c “ b, tenemos que bb id1 “ ι´1 ˝ b ˝ ι “ bb b, por
lo tanto γ´1 ˝ η “ b “ id1 es decir η “ γ.

Con las propiedades vistas hasta aquí podemos decir que una definición alternativa
de categoría monoidal es la que enunciamos a continuación.

Definición 1.3.7. Una categoría monoidal es una lista pC,b, a, 1, l, rq que satisface el
axioma del pentágono y el axioma del triángulo.

A continuación probaremos una propiedad más que tiene el objeto unidad.
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Proposición 1.3.8. Sea C una categoría monoidal. Entonces EndCp1q es un monoide
conmutativo bajo la composición. Más aún, fbg “ ι´1˝pf˝gqbι para todo f, g P EndCp1q.

Demostración. Por la naturalidad de los isomorfismos unidad tenemos que:

f b id1 “ r´1
1 ˝ f b r1

y
id1 b g “ l´1

1 ˝ g b l1.

Pero ya hemos probado que r1 “ l1 “ ι así que nos queda lo siguiente:

f b g “ pf b id1q ˝ pid1 b gq “ ι ˝ pf ˝ gq ˝ ι´1

(que es una de las cosas que debíamos probar) y

f b g “ pid1 b gq ˝ pf b id1q “ ι ˝ pg ˝ fq ˝ ι´1.

Entonces ι ˝ pf ˝ gq ˝ ι´1 “ ι ˝ pg ˝ fq ˝ ι´1. Pero como ι es un isomorfismo tenemos
que f ˝ g “ g ˝ f , que es lo otro que debíamos probar.

1.4. Funtores monoidales

Definición 1.4.1. Sean pC,b, 1, a, ιq y pC1,b1, 11, a1, ι1q dos categorías monoidales. Un
funtor monoidal de C a C1 es un par pF, Jq, donde F : C Ñ C1 es un funtor y

JX,Y : F pXq b1 F pY q
„
ÝÑ F pX b Y q

es un isomorfismo natural tal que F p1q es isomorfo a 11 y el siguiente diagrama es con-
mutativo para todo X,Y, Z P C.

pF pXq b1 F pY qq b1 F pZq F pXq b1 pF pY q b1 F pZqq

F pX b Y q b1 F pZq F pXq b1 F pY b Zq

F ppX b Y q b Zq F pX b pY b Zqq

a1
F pXq,F pY q,F pZq

JX,Y b1idF pZq

JXbY,Z

idF pXqb1JY,Z

JX,Y bZ

F paX,Y,Zq

Un funtor monoidal pF, Jq se dice una equivalencia de categorías monoidales si F es
una equivalencia de categorías.
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1.4.1. Ejemplos

Ejemplo 1.4.2. Un ejemplo importante de funtor monoidal es el funtor olvido. En
particular, el funtor olvido ReppGq Ñ Vec es un funtor monoidal entre las categorías de
los Ejemplos 1.2.2 y 1.2.3.

Ejemplo 1.4.3. Sea f : H Ñ G un morfismo de grupos. Entonces tenemos el funtor
"pushforward de la graduación" f˚ : VecH Ñ VecG que resulta ser un funtor monoidal
(el J en este caso es la identidad).

Ejemplo 1.4.4. Sean K un cuerpo y A una K-álgebra con unidad. Sea C la categoría
de A–mod a izquierda. El funtor F : A–bimod Ñ EndpCq tal que F pMq es igual al
endomorfismo M bA ´, es un funtor monoidal entre las categorías de los Ejemplos 1.2.7
y 1.2.8.

Ejemplo 1.4.5. Sean G1, G2 grupos, sea A un grupo abeliano y sean ω1, ω2 dos 3-
cociclos. Sean Cι “ Cωι

Gι
pAq, ι “ 1, 2 las categorías monoidales definidas en el Ejemplo

1.2.11. Veamos cómo podemos construir un funtor monoidal de C1 a C2.
Sea f : G1 Ñ G2 un morfismo de grupos. Defino F : C1 Ñ C2 así:

F pδgq “ δfpgq y dado a P Hompδg, δgq, F paq “ a P Hompδfpgq, δfpgqq.

Sea µ : G1 ˆG1 Ñ A un función que satisface:

ω1pg, h, lqµpgh, lqµpg, hq “ µpg, hlqµph, lqω2pfpgq, fphq, fplqq, para todo g, h, l P G1.

Sea Jδg ,δh “ µpg, hqidδfpghq
: F pδgq b F pδhq

„
ÝÑ F pδghq para g, h P G1.

Entonces el par pF, Jq resulta ser un funtor monodial de C1 a C2.

1.5. Categorías Monoidales Rígidas

Sea pC,b, 1, a, ιq una categoría monoidal. A lo largo de esta sección omitiremos los
isomorfismos naturales l, r.

Definición 1.5.1. Sea X P C. Un objeto X˚ P C se dice dual a izquierda de X si
existen morfismos evX : X˚ b X Ñ 1 y coevX : 1 Ñ X b X˚, llamados evaluación y
coevaluación, tales que las composiciones

X
coevXbidX
ÝÝÝÝÝÝÝÑ pX bX˚q bX

aX,X˚,X
ÝÝÝÝÝÑ X b pX˚ bXq

idXbevX
ÝÝÝÝÝÝÑ X,

X˚ idX˚ bcoevX
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ X˚ b pX bX˚q

a´1
X˚,X,X˚

ÝÝÝÝÝÝÑ pX˚ bXq bX˚ evXbidX˚

ÝÝÝÝÝÝÝÑ X˚

son cada una el morfismo identidad.
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Definición 1.5.2. Sea X P C. Un objeto ˚X P C se dice dual a derecha de X si existen
morfismos ev1

X : X b ˚X Ñ 1 y coev1
X : 1 Ñ ˚X bX, tales que las composiciones

X
idXbcoev1

X
ÝÝÝÝÝÝÝÑ X b p˚X bXq

a´1
X,˚X,X

ÝÝÝÝÝÑ pX b ˚Xq bX
ev1

XbidX
ÝÝÝÝÝÝÑ X,

˚X
coev1

Xbid˚X
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ p˚X bXq b ˚X

a˚X,X,˚X
ÝÝÝÝÝÝÑ ˚X b pX b ˚Xq

id˚Xbev1
X

ÝÝÝÝÝÝÝÑ ˚X

son cada una el morfismo identidad.

Observación 1.5.3. Notar que si X tiene dual a izquierda X˚ entonces X es un dual a
derecha de X˚ con ev1

X˚ “ evX y coev1
X˚ “ coevX . También, si X tiene dual a derecha

˚X entonces X es un dual a izquierda de ˚X con ev˚X “ ev1
X y coev˚X “ coev1

X . Con
lo cual ˚pX˚q – X – p˚Xq˚ para todo X que tenga dual a izquierda y a derecha.

Lógicamente ahora surgen las siguientes preguntas: ¿todos los objetos tienen dual a
derecha y a izquierda?, ¿todas las categorías monoidales tienen al menos un objeto que
tenga dual a izquierda o a derecha?, ¿hay categorías monoidales donde todos sus objetos
tengan duales a ambos lados?, ¿conocemos los duales de los objetos de las categorías
monoidales mencionadas anteriormente? Veamos los siguientes ejemplos para obtener
estas respuestas.

1.5.1. Ejemplos

Ejemplo 1.5.4. Se afirma que el 1 tiene dual a derecha y a izquierda, más aún 1˚ “ 1 “
˚1, ev1 “ ι y coev1 “ ι´1. Para mayor rigurosidad, en este ejemplo no omitiremos los
isomorfismos unidad. Veamos que el 1 es el dual a izquierda (luego dual a derecha sale
con la observación de arriba). Lo que queremos probar es que:

1
l´1
1

ÝÝÑ 1 b 1
ι´1bid1
ÝÝÝÝÝÑ p1 b 1q b 1

a1,1,1
ÝÝÝÑ 1 b p1 b 1q

id1bι
ÝÝÝÑ 1 b 1

r1
ÝÑ 1, (1.4)

1
r´1
1

ÝÝÑ 1 b 1
id1bι´1

ÝÝÝÝÝÑ 1 b p1 b 1q
a´1
1,1,1

ÝÝÝÑ p1 b 1q b 1
ιbid1
ÝÝÝÑ 1 b 1

l1
ÝÑ 1 (1.5)

son cada una el morfismo identidad.
Por definición de los isomorfismos unidad, tenemos que pid1 b ιq ˝ a1,1,1 “ R1pr1q “

r1b id1 “ ιb id1 (aquí usamos que r1 “ ι “ l1 por el Corolario 1.3.5). Así, la composición
(1.4) nos quedó (usando nuevamente que r1 “ ι “ l1):

ι ˝ pιb id1q ˝ pι´1 b id1q ˝ ι´1 “ ι ˝ pid1 b id1q ˝ ι´1 “ id1.

De la misma forma usando que pιbid1q˝a´1
1,1,1 “ L1pl1q “ id1bl1 “ id1bι, la composición

(1.5) nos quedó:

ι ˝ pid1 b ιq ˝ pid1 b ι´1q ˝ ι´1 “ ι ˝ pid1 b id1q ˝ ι´1 “ id1.
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Ejemplo 1.5.5. Miremos la categoría de los K-espacios vectoriales de dimensión finita
Vec. Sea V un objeto de esta categoría, y sea B “ tv1, ..., vnu una K-base de V . Entonces
su dual a izquierda y a derecha son el esapcio dual V ˚, su evaluación es

evV : V ˚ b V Ñ K

evV pf, vq “ fpvq

y su coevaluación es
coevV : K Ñ V b V ˚

coevV pkq “

n
ÿ

ι“1

kpvι b v˚
ι q.

Así que aquí tenemos una categoría en la cual todos sus objetos tienen dual a derecha y
a izquierda.

Ejemplo 1.5.6. Por el contrario miremos la categoría de todos los K-espacios vectoriales
Vec. Veamos que no todos los objetos de esta categoría tienen dual a izquierda. Sea V
un espacio vectorial de dimensión infinita y supongamos que Y es su dual a izquierda,
evV su evaluación y coevV su coevaluación. Entonces

V
coevV bidV
ÝÝÝÝÝÝÝÑ pV b Y q b V

aV,Y,V
ÝÝÝÝÑ V b pY b V q

idV bevV
ÝÝÝÝÝÝÑ V

es el morfismo identidad. Es decir para algún y P Y y k P K

v Ñ coevV p1q b v “ pπ1pcoevV p1qq b yq b v

Ñ π1pcoevV p1qq b py b vq

Ñ π1pcoevV p1qq b k “ kπ1pcoevV p1qq

Ď xπ1pcoevV p1qqy

debería ser la identidad. Pero esto es absurdo ya que la imagen de la composición quedó
contenida en un subespacio de V de dimensión finita.

Ejemplo 1.5.7. Sea K un cuerpo, y sea ReppGq la categoría de representaciones de
dimensión finita de G sobre K. Sea pρ, V q un objeto de esta categoría, entonces su
dual (a izquierda y a derecha) es la representación dual usual pρ˚, V ˚q definida por
pρ˚pgqpfqqpvq “ fppρpg´1qqpvqq, su evaluación y coevaluación son las mismas que para
Vec ya que estas resultan ser morfismos de representaciones.

Ejemplo 1.5.8. Sea CGpAq la categoría del Ejemplo 1.2.5. Veamos que todos sus objetos
tienen dual a izquierda y a derecha sí y solo sí G es un grupo.

pñq Sea δh el dual a izquierda de δg, entonces sabemos que existe el morfismo evalua-
ción evδg : δh b δg Ñ δe P HomCGpδhg, δeq, por lo tanto HomCGpδhg, δeq ‰ H, con lo cual
necesariamente hg “ e, es decir h es un inverso a izquierda de g y esto vale para todo
g P G. De la misma forma pero con el dual a derecha, se prueba que g tiene inverso a
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derecha y por las propiedades de monoide sabemos que ambos inversos deben ser iguales.
Como todo elemento de G tiene inverso, G resulta grupo.

pðq Sea G un grupo y δg P CGpAq, entonces defino δ˚
g “ δg´1 “ ˚δg y evδg “ a

y coevδg “ ´a con a P A y ´a su opuesto (recordar que A era un grupo abeliano).
Verifiquemos que esto funciona: las composiciones de la definición de dual a izquierda
nos quedan:

δg
´ab0“´a
ÝÝÝÝÝÝÑ pδg b δg´1q b δg

0
ÝÑ δg b pδg´1 b δgq

0ba“a
ÝÝÝÝÑ δg,

δg´1
0b´a“´a
ÝÝÝÝÝÝÑ δg´1 b pδg b δg´1q

0
ÝÑ pδg´1 b δgq b δg´1

ab0“a
ÝÝÝÝÑ δg´1

que claramente son el morfismo id “ 0. Notar que reemplazamos al asociador y a las
identidades por 0 y al producto tensorial por la operación del grupo A.

Las composiciones para el dual a derecha son iguales.

Ejemplo 1.5.9. Sea K–VecG la categoría del Ejemplo 1.2.6. Veamos que todos sus
objetos tienen dual a izquierda y a derecha sí y solo sí G es un grupo.

pñq Sea δg, g P G definido por la fórmula pδgqx “ K si x “ g y pδgqx “ 0 si x ‰ g. Sea
V 1 “

À

hPG V
1
h el dual a izquierda de δg y evδg : V 1 b δg Ñ 1 “ δe el morfismo evaluación.

Como los morfismos preservan graduación, necesariamente

pV 1 b δgqe “
à

hPG{hg“e

V 1
h b K ‰ 0,

con lo cual existe h P G tal que hg “ e, es decir h es un inverso a izquierda de g. Usando
la existencia de dual a derecha se consigue un inverso a derecha de g y luego se concluye
que ambos inversos deben ser iguales y por lo tanto todo elemento de G tiene inverso.

pðq Sea V “
À

gPG Vg un objeto arbitrario. Defino:

V ˚ “
à

gPG

Wg con Wg “ pVg´1q˚.

Notar que entonces pV ˚ b V qe “
À

gPGpV ˚
g b V gq. Definiré evV como la suma de las

evaluaciones de espacios vectoriales en grado e y como 0 en los demás grados. Es decir:

evV :“ p
ÿ

gPG

evgq ` 0 ` ...` 0 : V ˚ b V Ñ K ‘ 0 ‘ ...‘ 0 – K

donde evg : V ˚
g b Vg Ñ K es la evaluación de espacios vectoriales.

Definición 1.5.10. Un objeto en una categoría monoidal se dice rígido si tiene dual a
izquierda y a derecha.

Definición 1.5.11. Una categoría monoidal se dice rígida si todos sus objetos son
rígidos.
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Observación 1.5.12. Para un espacio vectorial V de dimensión finita sobre K se conoce
que existe la siguiente propiedad para su espacio dual V ˚: dados U,W espacios vectoriales,
existe una adjunción HomKpU b V,W q “ HomKpU, V ˚ b W q. Veamos ahora la misma
propiedad en categorías monoidales.

Proposición 1.5.13. Sea C una categoría monoidal y sean V,U y W objetos en C.

(a) Si V tiene dual a izquierda V ˚ entonces existe una adjunción isomorfismo natural

HomCpU b V,W q
„
ÝÑ HomCpU,W b V ˚q, (1.6)

HomCpV ˚ b U,W q
„
ÝÑ HomCpU, V bW q. (1.7)

(b) Si V tiene dual a derecha ˚V entonces existe una adjunción isomorfismo natural

HomCpU b ˚V,W q
„
ÝÑ HomCpU,W b V q, (1.8)

HomCpV b U,W q
„
ÝÑ HomCpU, ˚V bW q. (1.9)

Es decir que cuando existe dual a izquierda (respectivamente, derecha) de V , el funtor
V ˚ b ´ es el adjunto a izquierda de V b ´ (respectivamente, ´ b ˚V es el adjunto a
derecha de ´ b V ).

Demostración. El isomorfismo que nos da (1.6) es f ÞÑ pfb idV ˚q˝pidU bcoevV q, (donde
estoy suprimiendo el ismorfismo asociador y r´1

U ) para f P HomCpU b V,W q. Los demás
isomorfismos son similares.
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Capítulo 2

Categorías tensoriales simétricas

En este capítulo veremos las definiciones y propiedades básicas de categorías simétri-
cas, tensoriales y tensoriales simétricas. El contenido es extraido de [EGNO15,EK21].

2.1. Categorías monoidales simétricas

Definición 2.1.1. Una categoría monoidal C es trenzada si existe un isomorfismo na-
tural c : p´ b ´q Ñ p´ bop ´q de C ˆ C a C llamado trenza (donde X bop Y “ Y bX)
tal que los siguientes diagramas conmuten para todo X,Y, Z P C.

X b pY b Zq pY b Zq bX

pX b Y q b Z Y b pZ bXq

pY bXq b Z Y b pX b Zq

cX,Y bZ

aX,Y,Z aY,Z,X

cX,Y b1Z

aY,X,Z

1Y bcX,Z

pX b Y q b Z Z b pX b Y q

X b pY b Zq pZ bXq b Y

X b pZ b Y q pX b Zq b Y

cXbY,Z

a´1
X,Y,Z a´1

Z,X,Y

1XbcY,Z

a´1
X,Z,Y

cX,Zb1Y

Definición 2.1.2. Una categoría monoidal trenzada C se dice categoría monoidal
simétrica si para todo X,Y P C se cumple

cY,X ˝ cX,Y “ 1XbY
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donde c es la trenza.
En este caso se dice que la trenza es simétrica.

Ejemplo 2.1.3. VecK es una categoría monoidal simétrica con su trenza dada por
cU,V pub vq “ v b u.

Ejemplo 2.1.4. ReppGq es una categoría monoidal simétrica con la misma trenza que
la de espacios vectoriales ya que la c definida en el ejemplo de arriba es también un
morfismo de representaciones.

Ejemplo 2.1.5. Vale que si VecG (del Ejemplo 1.2.6) admite trenza, entonces G debe
ser un monoide conmutativo. Probemos esto: sea

δg :“ 0 ‘ ...0 ‘ pKqg ‘ 0...‘ 0

con g P G, como estamos suponiendo que la categoría admite una trenza c, tendríamos
que c : δg b δh Ñ δh b δg es un isomorfismo no nulo entre

0 ‘ ...0 ‘ pKqgh ‘ 0...‘ 0 “ δgh

y
0 ‘ ...0 ‘ pKqhg ‘ 0...‘ 0 “ δhg,

(con g, h P G) lo cual sería absurdo si gh ‰ hg.
Así que basta con tomar G un grupo no abeliano, para tener un ejemplo de categoría

monoidal que no admite trenza.

Definición 2.1.6. Si C, C1 son trenzadas entonces un funtor monoidal F : C Ñ C1 se dice
trenzado si preserva las trenzas es decir: para todo X,Y P C se cumple

F pcX,Y q ˝ JX,Y “ JY,X ˝ c1
F pXq,F pY q.

Además, si c, c1 son simétricas, entonces a un funtor monoidal trenzado le decimos
simétrico.

2.2. Categorías tensoriales

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definición 2.2.1. Sea C una categoría K-lineal, abeliana, localmente finita, monoidal
y rígida, con EndCp1q – K. Decimos que C es una categoría tensorial sobre K si el
bifuntor b : C ˆ C Ñ C es bilineal en morfismos.

Definición 2.2.2. A una categoría tensorial finita y semisimple la llamaremos categoría
de fusión.

Ejemplo 2.2.3.
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VecG, con G un grupo, es una categoría tensorial semisimple. Si G es finito, entonces
VecG es de fusión;

VecωG, con G un grupo y ω un 3-cociclo, es una categoría tensorial semisimple (que
es de fusión si G es finito);

Vec es una categoría de fusión;

RepKpGq es una categoría tensorial. Si charpKq “ 0 o charpKq no divide a |G|

entonces ReppGq es una categoría de fusión;

Ejemplo 2.2.4. Veamos un ejemplo de una categoría que no es tensorial por culpa del
bifuntor b que no es bilineal. Sea C la categoría del Ejemplo 1.2.9. Miremos el morfismo
de bimódulos ϕ : C´ Ñ C´, ϕpzq “ iz. Veamos que id b iϕ ‰ ipid b ϕq :

pid b iϕqpib iq “ pib piϕqpiqq “ ib iϕpiq “ ib ´i

“ ib p´iq Ź 1 “ iŸ p´iq b 1 “ ´1 b 1,

ipid b ϕqpib iq “ ipib ϕpiqq “ ipib ´1q “ iŹ ib ´1 “ ´1 b ´1 “ 1 b 1.

Definición 2.2.5. Sean C y D categorías tensoriales sobre K, sea F : C Ñ D un funtor
monoidal K-lineal, exacto y fiel. Decimos que F es un funtor tensorial.

Ejemplo 2.2.6. Los funtores monoidales de los Ejemplos (1.4.2) y (1.4.3) son funtores
tensoriales. El funtor monoidal construido en el Ejemplo (1.4.5) es un funtor tensorial
para las categorías Cω

GpKq.

Proposición 2.2.7. Sea C una categoría tensorial. Entonces el bifuntor b : C ˆ C Ñ C
es biexacto.

Demostración. Por la Proposición 1.5.13 sabemos que los funtores V b ´ y ´ bV tienen
funtor adjunto a izquierda y a derecha. No ha sido probado aquí, pero vale que cualquier
funtor entre categorías abelianas que tenga funtor adjunto a izquierda y a derecha es
exacto. Por lo tanto tenemos la exactitud de b : C ˆ C Ñ C en ambos factores.

Proposición 2.2.8. Sea C una categoría tensorial. Entonces el funtor dualización a
izquierda y el funtor dualización a derecha son exactos.

Demostración. Lo probaremos para el funtor dualización a izquierda pero la misma idea
sirve para el funtor dualización a derecha.

Sea
0 Ñ X Ñ Y Ñ Z Ñ 0

una sucesión exacta. Queremos probar que

0 Ñ Z˚ Ñ Y ˚ Ñ X˚ Ñ 0

es exacta.
Primero veamos que 0 Ñ Z˚ Ñ Y ˚ Ñ X˚ es exacta.
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Notar que basta con probar que:

0 Ñ HomCpT,Z˚q Ñ HomCpT, Y ˚q Ñ HomCpT,X˚q

sea exacta para T un objeto de C, que obviamente es lo mismo que ver que:

0 Ñ HomCpT, 1 b Z˚q Ñ HomCpT, 1 b Y ˚q Ñ HomCpT, 1 bX˚q

sea exacta.
Por la Proposición 1.5.13, basta con ver que:

0 Ñ HomCpT b Z, 1q Ñ HomCpT b Y, 1q Ñ HomCpT bX, 1q (2.1)

sea exacta.
Como en la proposición de arriba vimos que tensorizar es un funtor exacto, tenemos

que:
0 Ñ T bX Ñ T b Y Ñ T b Z Ñ 0 (2.2)

es exacta y como HomCp´, Aq es un funtor contravariante exacto a izquierda (A P C), al
aplicarlo a (2.2) tenemos que vale (2.1).

Ahora veamos que Z˚ Ñ Y ˚ Ñ X˚ Ñ 0 es exacta.
Notar que basta con probar que:

0 Ñ HomCpX˚, T q Ñ HomCpY ˚, T q Ñ HomCpZ˚, T q

sea exacta para T un objeto de C, que obviamente es lo mismo que ver que:

0 Ñ HomCpX˚ b 1, T q Ñ HomCpY ˚ b 1, T q Ñ HomCpZ˚ b 1, T q

sea exacta.
Por la Proposición 1.5.13, basta con ver que

0 Ñ HomCp1, X b T q Ñ HomCp1, Y b T q Ñ HomCp1, Z b T q (2.3)

sea exacta.
De nuevo tensorizando tenemos que

0 Ñ X b T Ñ Y b T Ñ Z b T Ñ 0 (2.4)

es exacta y como HomCpA,´q es un funtor covariante exacto a izquierda (A P C), al
aplicarlo a (2.4) tenemos que vale (2.3).

Teorema 2.2.9. Sea C una categoría tensorial, entonces el objeto 1 es simple.
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Demostración. Sean X un subobjeto simple de 1 (que existe porque nuestra categoría es
localmente finita).

0 Ñ X
ι

ÝÑ 1 Ñ Y Ñ 0 (2.5)

la correspondiente sucesión exacta, donde Y “ 1{X.
Por la proposición anterior el funtor dualización a izquierda es exacto entonces

0 Ñ Y ˚ Ñ 1 Ñ X˚ Ñ 0

es una sucesión exacta.
Como tensorizar es exacto por Proposición 2.2.7, obtenemos que

0 Ñ X b Y ˚ Ñ X Ñ X bX˚ Ñ 0

es exacta. Como X es simple y X bX˚ ‰ 0 (pues el morfismo coev es no nulo), tenemos
que XbX˚ – X. De esta forma tenemos el siguiente morfismo no nulo 1 Ñ XbX˚ Ñ X
que lo llamo f .

Así que nos quedó el siguiente morfismo no nulo:

1 X 1
f ι

Como EndCp1q – K, el morfismo anterior debe ser un escalar no nulo, es decir ι ˝ f “

aid1, con a P K y por lo tanto ι debe ser suryectivo y como ya sabíamos que era inyectivo
nos quedó que X es isomorfo a 1.

Corolario 2.2.10. Sea C una categoría tensorial, entonces el morfismo evaluación es un
epimorfismo y el morfismo coevaluación es un monomorfismo.

2.3. Categorías tensoriales simétricas

Definición 2.3.1. Una categoría tensorial C que además tenga estructura de categoría
monoidal simétrica se le dice categoría tensorial simétrica.

Ejemplo 2.3.2. RepKpGq es una categoría tensorial simétrica. Obviamente si G es el
grupo trivial, nos queda la categoría de espacios vectoriales de dimensión finita.

Definición 2.3.3. Si C, C1 son categorías tensoriales simétricas entonces un funtor ten-
sorial simétrico F : C Ñ C1 es un funtor que es tensorial simétrico.

Naturalmente uno puede preguntarse cuáles son todas las categorías tensoriales simé-
tricas (es decir buscar una clasificación). Ya mencionamos que RepKpGq es un ejemplo
pero ¿hay otros?

La respuesta es sí y ahora pasaremos a describir una nueva categoría y luego a explicar
por qué RepKpGq y esta nueva categoría son efectivamente distintas.
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2.3.1. La categoría de super espacios vectoriales

Definición 2.3.4. A un espacio vectorial Z2-graduado V “ V0‘V1 lo llamaremos super
espacio vectorial. A los elementos de V0 se los llama pares y a los de V1 impares.

Definimos sVecK la categoría de super espacios vectoriales de dimensión finita
sobre K como la categoría tensorial RepKpZ2q con la siguiente trenza:

cX,Y pxb yq “ p´1q|x||y|py b xq, (2.6)

donde x e y son homogéneos (i.e. puramente pares o puramente impares) y |.| denota la
paridad de elementos homogéneos.

Observación 2.3.5. Si charpKq “ 2 entonces sVecK “ RepKpZ2q. Así que el caso intere-
sante es al suponer que charpKq ‰ 2.

Teorema 2.3.6. sVecK es una categoría tensorial simétrica.

Demostración. Que sea una categoría tensorial ya lo sabemos por la definición de sVecK.
Solo queda verificar que c sea una trenza simétrica.

Primero veamos que c es una trenza viendo que satisface los hexágonos de la Definición
2.1.1 para X “ X0 ‘X1, Y “ Y0 ‘ Y1, Z “ Z0 ‘ Z1.

La parte superior del hexágono nos queda:

paY,Z,X ˝ cX,Y bZ ˝ aX,Y,Zqpppx0 ‘ x1q b py0 ‘ y1qq b pz0 ‘ z1qq “

paY,Z,X ˝ cX,Y bZqpx0 b py0 b z0q ‘ x1 b py1 b z0q ‘ x0 b py1 b z1q ‘ x1 b py0 b z1q

‘ x0 b py0 b z1q ‘ x1 b py1 b z1q ‘ x0 b py1 b z0q ‘ x1 b py0 b z0qq “

y0 b pz0 b x0q ‘ p´1qy1 b pz0 b x1q ‘ y1 b pz1 b x0q ‘ p´1qy0 b pz1 b x1q

y0 b pz1 b x0q ‘ y1 b pz1 b x1q ‘ y1 b pz0 b x0q ‘ y0 b pz0 b x1q.

La parte inferior del hexágono nos queda:

p1Y b cX,Z ˝ aY,X,Z ˝ cX,Y b 1Zqpppx0 ‘ x1q b py0 ‘ y1qq b pz0 ‘ z1qq “

p1Y b cX,Zqpy0 b px0 b z0q ‘ p´1qy1 b px1 b z0q ‘ y1 b px0 b z1q ‘ y0 b px1 b z1q

‘ y0 b px0 b z1q ‘ p´1qy1 b px1 b z1q ‘ y1 b px0 b z0q ‘ y0 b px1 b z0qq “

y0 b pz0 b x0q ‘ p´1qy1 b pz0 b x1q ‘ y1 b pz1 b x0q ‘ p´1qy0 b pz1 b x1q

‘ y0 b pz1 b x0q ‘ y1 b pz1 b x1q ‘ y1 b pz0 b x0q ‘ y0 b pz0 b x1q.

Como obtuvimos lo mismo, el diagrama resulta conmutativo.
Una cuenta similar sirve para ver que el segundo hexágono también es conmutativo.
Solo resta ver que c es simétrica lo cual es obvio.

Ahora el objetivo es verificar que sVecK es realmente una nueva categoría y para esto
usaremos la noción de dimensión de un objeto rígido X.
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Definición 2.3.7. Sea X un objeto rígido en una categoría monoidal simétrica C. Dado
un morfismo b : X Ñ X, definimos la traza de b, y la denotamos Trpbq, como la siguiente
composición:

1 X bX˚ X bX˚ X˚ bX 1.
coevX bb1X˚ cX,X˚ evX

Además definimos la dimensión de X como dimpXq “ Trp1Xq.

Observación 2.3.8. En el caso que C “ VecK, la definición de traza dada recién es la
usual definición de traza que conocemos para transformaciones lineales pues: fijemos tviu
base de V , tv˚

i u su base dual y al componer,

1 ÞÑ

dimKpXq
ÿ

i“1

vi b v˚
i ÞÑ

dimKpXq
ÿ

i“1

bpviq b v˚
i ÞÑ

dimKpXq
ÿ

i“1

v˚
i b bpviq ÞÑ

dimKpXq
ÿ

i“1

v˚
i pbpviqq “ trpbq

obtenemos la traza usual de b.

Veamos lo que sucede si V “ V0 ‘ V1 es un super espacio vectorial en sVecK. Sean
tv0,iu, tv1,iu bases de V0 y V1 respectivamente.

Sea ahora tpv0,1 ‘0q, ..., pv0,n0 ‘0q, ..., p0‘v1,1q, ..., p0‘v1,n1qu base de V0 ‘V1 (donde
n0 “ dimpV0q y n1 “ dimpV1q).

Tomamos tpv˚
0,1‘0q, ..., pv˚

0,n0
‘0q, ..., p0‘v˚

1,1q, ..., p0‘v˚
1,n1

qu base de V ˚ “ V ˚
0 ‘V ˚

1 .
Al componer nos queda:

1 ÞÑ

n0
ÿ

i“1

pv0,i ‘ 0q b pv˚
0,i ‘ 0q `

n1
ÿ

i“1

p0 ‘ v1,iq b p0 ‘ v˚
1,iq

ÞÑ

n0
ÿ

i“1

pb|V0pv0,iq ‘ 0q b pv˚
0,i ‘ 0q `

n1
ÿ

i“1

p0 ‘ b|V1pv1,iqq b p0 ‘ v˚
1,iq

ÞÑ

n0
ÿ

i“1

pv˚
0,i ‘ 0q b pb|V0pv0,iq ‘ 0q ´

n1
ÿ

i“1

p0 ‘ v˚
1,iq b p0 ‘ b|V1pv1,iqq

ÞÑ

n0
ÿ

i“1

v˚
0,ipb|V0pv0,iqq ´

n1
ÿ

i“1

v˚
1,ipb|V1pv1,iqq

“ trpb|V0q ´ trpb|V1q.

Conclusión: Trpbq “ trpb|V0q´trpb|V1q. En particular dimpV q “ dimKpV0q´dimKpV1q,
es decir la dimensión de V en sVecK es distinta a la dimensión de V en VecK.

Las propiedades de la traza que conocemos para espacios vectoriales también se cum-
plen para esta nueva definición de traza. No daremos la prueba ya que involucra diagra-
mas engorrosos, pero enunciamos a continuación las propiedades que valen y que luego
utilizaremos. Una demostración de esto puede encontrarse en [AKauadPO02].
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Proposición 2.3.9. Se cumple que:

Trpf ` gq “ Trpfq ` Trpgq, f : X Ñ X, g : X Ñ X.

Trpf ˝ gq “ Trpg ˝ fq, f : Y Ñ X, g : X Ñ Y.

Trpf b gq “ TrpfqTrpgq, f : X Ñ X, g : Y Ñ Y.
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Capítulo 3

Clasificación de las categorías
tensoriales simétricas

El objetivo de este capítulo es explicar por qué surge la idea de crear la categoría
de Verlinde (la cual denotamos Verp). Presentaremos teoremas (los cuáles no demostra-
remos) actuales y de gran relevancia que ayudan a responder las siguientes preguntas:
¿cuáles son todas las categorías tensoriales simétricas?, ¿qué propiedades son las que dis-
tinguen a cada una de ellas?, y ¿cuán importante es la característica del cuerpo sobre el
que trabajemos? Este capítulo no es necesario para entender los capítulos que le siguen,
sino para entender las aplicaciones que tiene la teoría que se expondrá después.

Definición 3.0.1. A un funtor tensorial simétrico F : C Ñ VecK lo llamamos funtor
de fibra.

A un funtor tensorial simétrico F : C Ñ sVecK lo llamamos super funtor de fibra.

En lo que sigue de la sección usaremos el término funtor de fibra indistintamente
para referirnos al super funtor de fibra y también a un funtor F : C Ñ Verp.

Definición 3.0.2. Una categoría tensorial simétrica C se dice Tannakiana si existe un
funtor de fibra (tensorial, exacto y simétrico) F : C Ñ VecK. Se puede probar que esta
definición es equivalente a pedir que C sea una categoría tensorial simétrica equivalente
a ReppGq, donde G es un esquema de grupos afín.

Definición 3.0.3. Una categoría tensorial simétrica C se dice super-Tannakiana si
existe un funtor de fibra F : C Ñ sVecK. Se puede probar que esta definición es equivalente
a pedir que C sea una categoría tensorial simétrica equivalente a ReppG, zq, donde G es
un esquema de súper grupos afín.

Definición 3.0.4. Sea C una categoría localmente finita, definimos longitud de X como
el largo de su serie de Jordan-Hölder.

Resulta que el estudio de la pregunta ¿cuán rápido crece la función longitudpXq?
ayudó a clasificar y diferenciar las categorías tensoriales simétricas y a encontrar nuevos
ejemplos.
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Definición 3.0.5. Decimos que una categoría tensorial simétrica C tiene crecimiento
moderado si para todo X P C existe rX P R tal que longitudpXbnq ď prXqn,@n P N.

Ejemplo 3.0.6. Si X P RepKpGq, podemos tomar rX “ dimKpXq y así tenemos que
RepKpGq es de crecimiento moderado.

Ejemplo 3.0.7. No fueron objeto de estudio en esta tesis, pero un ejemplo de categoría
tensorial simétrica de crecimiento no moderado son las categorías de Deligne ReppStq,
t R N, que pueden encontrarse en [Del07].

3.1. Cuerpo de característica cero

Teorema 3.1.1 ([Del02]). Una categoría tensorial simétrica sobre un cuerpo K de ca-
racterística 0 es super-Tannakiana si y sólo si es de crecimiento moderado.

Observación 3.1.2. Por el Teorema 3.1.1, tenemos que la categoría del Ejemplo 3.0.7
no es super-Tannakiana.

Automáticamente surge la pregunta ¿vale el teorema de Deligne para K un cuerpo
de característica prima? La respuesta es no. Más aún, no vale para ningún p primo. Los
contraejemplos para p “ 2, 3 no los veremos en este trabajo pero pueden encontrarse en
[BEO23]. El contraejemplo para p ě 5 será la categoría de Verlinde Verp que construire-
mos en la próxima sección. Es decir que Verp será una categoría de crecimiento moderado
que no admitirá un funtor de fibra F : Verp Ñ sVec.

3.2. Cuerpo de característica positiva

Hasta ahora entonces tenemos por Deligne que dada una categoría tensorial simétrica
de crecimiento moderado sobre un cuerpo de característica 0, siempre existe un funtor
de fibra a sVecK, pero que esto no vale para característica prima y Verp será un contra-
ejemplo. ¿Será que la generalización del teorema de Deligne para característica positiva
es mirando funtores de fibra a Verp?, es decir, ¿dada una categoría tensorial simétrica C
de crecimiento moderado sobre K de característica positiva, existirá un funtor de fibra
C Ñ Verp?

Sorprendentemente si agregamos la hipótesis de semisimplicidad a C, la respuesta a
la pregunta es sí. Enunciamos a continuación el teorema que lo afirma.

Teorema 3.2.1. [CEO23, Theorem 8.11] Si C es una categoría tensorial simétrica se-
misimple de crecimiento moderado sobre un cuerpo K de característica p ą 0, entonces
admite un funtor de fibra a Verp.

Nota: Este teorema fue primero probado en [Ost20] con la hipótesis adicional de pedirle
a C que tuviera una cantidad finita de objetos simples, es decir pedirle a C que sea una
categoría de fusión.
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Observación 3.2.2. Han habido avances que permiten decir aún más que el Teorema
3.2.1. No se abordará en la tesis pero se puede definir la noción de un funtor de Frobe-
nius F : C Ñ C b Verp, el cual no necesariamente es exacto (y en caso de serlo decimos
que C es Frobenius exacta); la definición puede encontrarse en [Ost20, Definition 3.5].
Haciendo uso de este funtor enunciamos a continuación el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. [CEO23, Theorem 1.1] Sea C es una categoría tensorial simétrica. C es
de crecimiento moderado y Frobenius exacta sobre K de característica p ą 0 si y sólo si
admite un funtor de fibra a Verp.
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Capítulo 4

La semisimplificación de una
categoría

Hasta aquí hemos ido armando el concepto de categoría tensorial simétrica y hemos
dado dos ejemplos diferentes para este concepto. En la sección de ahora presentaremos
otro ejemplo de categoría tensorial simétrica (que abarca a sVecK) y además estudiaremos
la construcción de la categoría en cuestión y analizaremos en detalle por qué esta resulta
semisimple. También daremos varias definiciones nuevas y algunas proposiciones. Este
capítulo es de crucial importancia para abordar el capítulo que le sigue.

La teoría aquí planteada se extrae principalmente de [EK21], [EO22], [Del07] y
[Mar14].

Definición 4.0.1. Sea C una categoría tensorial simétrica. Un ideal tensorial I P C es
una colección de subespacios

I “ tIpX,Y q Ď HomCpX,Y quX,Y PC

tal que para cualquier X,Y, Z, T P C,

1) @α P IpX,Y q, β P HomCpY, Zq, γ P HomCpZ,Xq, tenemos que β ˝ α P IpX,Zq y
α ˝ γ P IpZ, Y q.

2) @α P IpX,Y q, β P HomCpZ, T q, tenemos que α b β P IpX b Z, Y b T q y β b α P

IpZ bX,T b Y q.

Definición 4.0.2. Si I Ă C es un ideal tensorial entonces podemos definir una cate-
goría tensorial simétrica C{I que tiene los mismos objetos que C pero HomC{IpX,Y q “

HomCpX,Y q{IpX,Y q. Esta categoría recibe el nombre de categoría cociente de C por
I.

Observación 4.0.3. ¿Por qué decimos que la categoría cociente es tensorial simétrica?

Notar que EndC{Ip1q – K pues el único morfismo negligible de 1 en 1 es el nulo.

34



Todas las estructuras que debe tener HompX,Y q (grupo abeliano, espacio vectorial
de dim. finita, linealidad de la composición) se preservan de la categoría original
que ya las satisfacía.

Los objetos siguen manteniendo la longitud finita.

La clase de la trenza rcs sigue cumpliendo que rcY,Xs ˝ rcX,Y s “ r1XbY s, o sea que
es simétrica.

4.1. Morfismos negligibles

Definición 4.1.1. Un morfismo f : X Ñ Y en una categoría tensorial simétrica C se
dice negligible si para todo g : Y Ñ X,Trpf ˝ gq “ 0.

4.1.1. Ejemplos

Ejemplo 4.1.2. Si C “ Vec entonces el único morfismo negligible es el nulo.

Ejemplo 4.1.3. Para C “ RepKpZ5q con charpKq “ 5 tenemos morfismos negligibles no
nulos. Veamos un ejemplo. Tomo X “ pρ,K2q la siguiente representación:

ρp1q “

ˆ

1 0
1 1

˙

,

y Y “ pσ,K3q la siguiente representación:

σp1q “

¨

˝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

˛

‚.

f : K2 Ñ K3 es un morfismo de representación sí y solo sí

rf s “

¨

˝

0 0
a 0
b a

˛

‚

con a, b P K.
Se afirma que

rf s “

¨

˝

0 0
1 0
1 1

˛

‚

es un morfismo negligible.

Demostración. Sea g : Y Ñ X, un morfismo de representación cualquiera. Entonces

rgs “

ˆ

x 0 0
y x 0

˙
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con x, y P K. Entonces

rf ˝ gs “

¨

˝

0 0 0
x 0 0

x` y x 0

˛

‚,

por lo tanto Trpf ˝ gq “ 0.

Ejemplo 4.1.4. Veamos otro ejemplo de morfismo negligible no nulo en C “ RepKpZ5q

con charpKq “ 5. Tomo X “ pρ,K5q la siguiente representación:

ρp1q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

f : K5 Ñ K5 es un morfismo de representación sí y solo sí

rf s “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a 0 0 0 0
b a 0 0 0
c b a 0 0
d c b a 0
e d c b a

˛

‹

‹

‹

‹

‚

con a, b, c, d, e P K.
Se afirma que

rf s “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

es un morfismo negligible.

Demostración. Sea g : X Ñ X,

rgs “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a 0 0 0 0
b a 0 0 0
c b a 0 0
d c b a 0
e d c b a

˛

‹

‹

‹

‹

‚

un morfismo de representación cualquiera. Entonces Trpf ˝gq “ a`a`a`a`a “ 0.
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4.2. Propiedades

Proposición 4.2.1. La colección N pCq de morfismos negligibles en C forma un ideal
tensorial.

Demostración. Sean α P N pX,Y q y γ P HomCpZ,Xq entonces para toda g P

HomCpY, Zq,Trppα ˝ γq ˝ gq “ Trpα ˝ pγ ˝ gqq “ 0, donde la última igualdad se debe
a que α es negligible.

Sean α P N pX,Y q y β P HomCpY,Zq entonces para toda g P HomCpZ,Xq, tenemos
que Trppβ ˝αq ˝ gq “ Trpg ˝ pβ ˝αqq “ Trpα ˝ pg ˝βqq “ 0, donde la última igualdad
se debe a que α es negligible, y las otras igualdades se deben a las propiedades de
la traza en 2.3.9.

Para probar que dados α P N pX,Y q y β P HomCpZ, T q se cumple que para toda

g P HomCpY b T,X b Zq y h P HomCpT b Y,Z bXq,

Trppα b βq ˝ gq “ 0 y Trppβ b αq ˝ hq “ 0

se requiere analizar unos diagramas extensos, por lo tanto omitimos la prueba pero
detalles de la misma pueden encontrarse en [EO22, Lemma 2.3].

Proposición 4.2.2. Si f : X Ñ X es un morfismo nilpotente, es decir existe n P N tal
que fn “ 0, entonces Trpfq “ 0.

Demostración. Antes de iniciar la demostración de la proposición, hacemos la siguiente
afirmación:

Dada una categoría tensorial, si f es un endomorfismo de una sucesión exacta corta

0 Ñ X 1 Ñ X Ñ X2 Ñ 0

entonces Trpf |Xq “ Trpf |X 1q ` Trpf |X2q.
Ahora sí probamos la proposición. Sea f nilpotente y miremos la siguiente sucesión

exacta:

0 Ñ Kerpfq Ñ X Ñ Impfq Ñ 0.

Notar que f es un endomorfismo de esta sucesión, entonces por la afirmación tenemos

Trpfq “ Trpf |Kerpfqq ` Trpf |Impfqq “ 0 ` Trpf |Impfqq.

Ahora repetimos el argumento con la siguiente sucesión para la cual f |Impfq es un
endomorfismo:

0 Ñ Kerpf |Impfqq Ñ Impfq Ñ Impf2q Ñ 0,

entonces

Trpfq “ Trpf |Impfqq “ Trpf |Kerpf |Impfqqq ` Trpf |Impf2qq “ 0 ` Trpf |Impf2qq.
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Continuamos así hasta tener que:

Trpfq “ Trpf |Impfn´1qq “ 0,

que era lo deseado.

Para demostrar los resultados que siguen nos será útil recordar que para la categoría
de R-módulos teníamos el siguiente lema de Fitting: sea V un R-módulo a izquierda de
longitud finita n y sea f P EndRpV q. Entonces V “ Impfnq`Kerpfnq. Enunciemos ahora
la versión categórica del lema de Fitting.

Lema 4.2.3. Sean C una categoría abeliana, X P C un objeto de longitud finita n y
f : X Ñ X un endomorfismo. Entonces X – Impfnq ‘ Kerpfnq.

Corolario 4.2.4. Sean C una categoría abeliana, X P C un objeto indescomponible de
longitud finita n y f : X Ñ X un endomorfismo. Entonces son equivalentes:

(i) f es inyectiva;

(ii) f es suryectiva;

(iii) f es un isomorfismo;

(iv) f no es nilpotente.

Demostración. (i)ñ (ii) Sale directo del lema de Fitting (sin usar la hipótesis de in-
descomponible) ya que al ser f inyectiva tenemos que Kerpfnq “ 0, entonces
X “ Impfnq, entonces f es suryectiva.

(ii)ñ (iii) Es obvia.

(iii)ñ (iv) Si f es un isomorfismo entonces fk también es un isomorfismo para todo k,
con lo cual f no puede ser nilpotente.

(iv)ñ (i) Asumimos que f no es nilpotente, entonces Impfnq es un subobjeto distinto
de 0. Por el lema de Fitting tengo que X – Impfnq ‘ Kerpfnq, pero como X es
indescomponible tengo que Kerpfnq “ 0, entonces f es inyectiva.

Proposición 4.2.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean C una categoría
abeliana, localmente finita, K´ lineal, X P C un objeto indescomponible y f : X Ñ X un
endomorfismo. Entonces f “ λidX ` η, con λ P K y η nilpotente. Si f es un isomorfismo
entonces λ ‰ 0.

Demostración. Primero lo demostramos en el caso de C “ R-módulos a izquierda. Sean
M un R-módulo a izquierda indescomponible y f : M Ñ M. Al ser K algebraicamente
cerrado, existe λ un autovalor. Entonces f ´ λidX no es un isomorfismo y usando el
Corolario 4.2.4 tenemos que f ´ λidX es nilpotente. Así concluimos que f “ λidX ` η
con η nilpotente.
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Para el caso de C una categoría cualquiera dentro de las hipótesis, usamos que vale
la siguiente afirmación (ver [EGNO15, Theorem 1.3.8]): toda categoría abeliana es equi-
valente, como categoría aditiva, a una subcategoría plena de la categoría de módulos a
izquierda sobre un anillo asociativo con unidad A. Una vez establecida esta equivalencia,
usamos lo recién probado para la categoría C “ A´módulos a izquierda.

Lema 4.2.6 ([EO22]). i) Sean X,Y indescomponibles. Entonces f : X Ñ Y es ne-
gligible sí y solo sí dimpY q “ 0 o f no es un isomorfismo.

ii) Sean X “
Àm

i“1Xi, Y “
Àn

j“1 Yj , donde Xi, Yj son indescomponibles. Sea f :
X Ñ Y y sea f “

À

i,j fi,j con fi,j : Xi Ñ Yj. Entonces f es negligible sí y solo sí
fi,j es negligible para todo i, j.

Observación 4.2.7. Corroboremos que i) es cierto según los ejemplos que planteamos
arriba. En el Ejemplo 4.1.3 f claramente no era un isomorfismo. En el Ejemplo 4.1.4 X
era un objeto de dimensión 0.

Demostración. i) pðq Asumimos que f no es un isomorfismo. En primer lugar notar
que si X “ 0 entonces el resultado es obvio. Supongamos entonces que X ‰ 0. Sea
g : Y Ñ X, quiero ver que Trpf ˝ gq “ 0. Como sabemos que valen las propiedades
de la Proposición 2.3.9, basta con ver que Trpg ˝ fq “ 0. Primero notemos que g ˝ f
no es un isomorfismo porque si lo fuera implicaría que g es suryectiva (y por lo
tanto no inyectiva para no tener que f era un isomorfismo), y entonces tendría que

0 Ñ Kerpgq Ñ Y
g
ÝÑ X Ñ 0

es exacta con ambos extremos distintos de cero. Pero notar que ι :“ f ˝τ, donde τ es
la inversa de g˝f, es una sección de g. Esto hace que la sucesión se parta y tengamos
que Y – X ‘ Kerpgq lo cual es absurdo por la hipótesis de indescomponible. Como
entonces g ˝ f no es un isomorfismo y estoy bajo las hipótesis del Corolario 4.2.4,
podemos garantizar que g ˝ f es nilpotente. Ahora usando la Proposición 4.2.2
tenemos que Trpg ˝ fq “ 0, por lo tanto f es negligible.

Supongamos ahora que dimpY q “ 0. Sea g : Y Ñ X, quiero ver que Trpf ˝ gq “ 0.
Por la proposición anterior podemos escribir f ˝ g “ λidY ` η, donde λ P K y η
es nilpotente. De esta forma Trpf ˝ gq “ λdimpY q ` Trpηq “ 0 ` 0 “ 0. Así, f es
negligible.

pñq Asumimos que f es negligible. Si f no es un iso entonces listo. En caso contrario
tomo g “ f´1. Por ser f negligible sé que 0 “ Trpf ˝ gq “ TrpidY q “ dimpY q, que
es lo que queríamos probar.

ii) Ahora veamos el caso general:
pðq Sea g : Y Ñ X, g “

À

j,i gj,i con gj,i : Yj Ñ Xi. Entonces Trpf ˝ gq “
ř

i,j Trpfi,j ˝ gj,iq “
ř

i,j 0 “ 0 ya que fi,j es negligible para todo i, j.

pñq Supongamos que para algún n,m, fn,m no es negligible, es decir que existe
tm,n : Ym Ñ Xn tal que Trpfn,m ˝ tm,nq ‰ 0. Tomo g : Y Ñ X, g “ ‘gj,i con
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gm,n “ tm,n, gj,i “ 0@pj, iq ‰ pm,nq. Entonces Trpf ˝ gq “
ř

i,j Trpfi,j ˝ gj,iq “

Trpfn,m ˝ gm,nq ‰ 0. Lo cual es absurdo pues f era negligible.

Definición 4.2.8. Dada C una categoría tensorial simétrica, definimos C “ C{N pCq la
semisimplificación de C como la categoría cociente de C por N pCq, es decir la categoría
cuyos objetos son los mismos que C y los morfismos están dados por HomCpX,Y q “

HomCpX,Y q{N pX,Y q, donde N pX,Y q es el espacio de morfismos negligibles de X a Y .

Observación 4.2.9. Como ya probamos que N pCq es un ideal tensorial, la ca-
tegoría C es una categoría tensorial simétrica, a los objetos de C los llamaremos
X.

Si Y es indescomponible y dimpY q “ 0, el morfismo idY es negligible (por el Lema
4.2.6), con lo cual todo morfismo Y Ñ Y es negligible (pues recordar que N pCq es
un ideal tensorial), entonces HomCpY, Y q “ 0 haciendo que Y “ 0 por definición.

Corolario 4.2.10. Sean X,Y indescomponibles,

i) Si dimpY q “ 0 entonces HomCpX,Y q “ 0;

ii) Si X fl Y entonces HompX,Y q “ 0,

iii) Si dimpXq ‰ 0 y X – Y entonces dimKpHomCpX,Y qq “ 1.

Demostración. i) y ii) salen directos del Lema 4.2.6.
Veamos iii) Sea f la que da el isomorfismo entre X e Y. Probaremos que toda h P

HomCpX,Y q se escribe como kf, o sea que h “ kf ` η con η negligible. Como h ˝ f´1 P

HomCpY, Y q, por la Proposición 4.2.5, podemos escribir h ˝ f´1 “ λidY ` η1 con λ P K y
η1 nilpotente. Así nos queda que h “ λf ` η con η “ η1 ˝ f (recordar que como N pCq es
un ideal tensorial, η es negligible).

Teorema 4.2.11. La semisimplificación C es una categoría tensorial simétrica semisim-
ple. Más aún, los objetos simples de C son los indescomponibles de C de dimensión no
nula.

Demostración. Sea X indescomponible en C de dimensión no nula y veamos que X es
simple en C. Supongamos que no es simple, entonces tenemos

f : Y ãÑ X

con Y ‰ 0 y f no nula. Particionamos Y “ ‘Yi, f “ ‘fi, con Yi indescomponibles.
Entonces fi es no nula para algún i, es decir tenemos fi : Yi Ñ X no negligible. Por
Lema 4.2.6 concluimos que fi es un isomorfismo o sea que X – Yi. Así que tenemos

Yi ãÑ Y ãÑ X

con los dos extremos isomorfos y podemos concluir que X – Y , o sea X es simple.
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Ahora veamos que la categoría es semisimple. Sea X un objeto, a X puedo escribirlo
como suma de indescomponibles ‘n

i“1Xi. Ahora al mirar aX en C tengo queX “ ‘n
i“1Xi.

Como ya mencionamos que si dimpY q “ 0 entonces Y “ 0, a esta suma la reordenamos
sacando aquellos sumandos de dimensión 0. Nos queda X “ ‘k

i“1Xi, y como recién vimos
que un indescomponible de dim no nula en C es simple en C, hemos escrito a X como
suma de simples.

Observación 4.2.12. Tenemos el funtor semisimplificación S : C Ñ C que asigna a
cada objeto X ÞÑ X. Este funtor no necesariamente es exacto por ejemplo: miremos la
siguiente sucesión exacta de representaciones de Z3 sobre K un cuerpo de característica
3

0 Ñ

ˆ

1 0
1 1

˙

f
ãÝÑ

¨

˝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

˛

‚↠
`

1
˘

Ñ 0

con

f “

¨

˝

0 0
1 0
0 1

˛

‚.

Si aplicamos S a esta sucesión nos queda:

0 Ñ

ˆ

1 0
1 1

˙

f
ãÝÑ 0 ↠

`

1
˘

Ñ 0

que no es una sucesión exacta.
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Capítulo 5

La Categoría de Verlinde

Este capítulo es el más importante del trabajo ya que se presenta la categoría por
la cual hemos estado enunciando todos los conceptos previos. La teoría que viene a
continuación es sacada de [GK92,GM92]. Se agregan algunas cuentas y demostraciones,
en especial para p “ 3, 5, 7.

Definición 5.0.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de característica p. Sea
C “ RepKpZpq. Definimos la categoría de Verlinde Verp como la semisimplificación de
C, es decir Verp “ RepKpZpq.

Observación 5.0.2. Verp es una categoría tensorial simétrica semisimple por el
Teorema 4.2.11.

¿Cuáles son los objetos simples de Verp? que es equivalente a preguntarnos ¿cuáles
son los objetos indescomponibles de dimensión no nula de RepKpZpq?

Sabemos que los objetos indescomponibles de RepKpZpq son Ji, i “ 1, 2, ..., p donde
Ji es mandar a 1 al bloque de Jordan iˆ i de autovalor 1.

De esos p objetos, Jp es el único de dimensión nula.

Por lo tanto los objetos simples de Verp son Li :“ Ji, i “ 1, 2, ..., p´ 1.

para p “ 2 hay un solo objeto simple y resulta que Ver2 “ VecK.

Veamos haciendo las cuentas, cuánto dan algunos productos tensoriales en Verp.
Sea p “ 3, es decir que hay dos objetos simples: L1 (que es la unidad) y L2. ¿Cuánto

da L2 b L2? Para hacer esta cuenta, primero veremos cuánto da J2 b J2.

ˆ

1 0
1 1

˙

b

ˆ

1 0
1 1

˙

“

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1

˛

‹

‹

‚

.
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Como la matriz de la derecha es semejante a
¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

˛

‹

‹

‚

“ J1 ‘ J3,

podemos decir que
L2 b L2 “ J1 ‘ J3 “ L1 (5.1)

Veamos ahora p “ 5. Hay 4 objetos simples L1, L2, L3, L4. Veamos cuánto dan algunos
productos tensoriales:

L2 b L2 “ J2 b J2 “

ˆ

1 0
1 1

˙

b

ˆ

1 0
1 1

˙

“

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

˛

‹

‹

‚

“ J1 ‘ J3 “ L1 ‘ L3.

L2 b L3 “

ˆ

1 0
1 1

˙

b

¨

˝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

˛

‚“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ J2 ‘ J4 “ L2 ‘ L4

Para facilitar algunas cuentas introducimos la regla de Verlinde o regla truncada
de Clebsch-Gordan, la cual sirve para cualquier p y no probaremos:

Lm b Ln “

minpm,n,p´m,p´nq
à

i“1

L|m´n|`2i´1.

Con esta regla calculo los siguientes productos tensoriales para p “ 5:

L3 b L3 “ L1 ‘ L3 “ 1 ` L3, (5.2)

L3 b L4 “ L2,

L4 b L4 “ L1 “ 1.
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5.1. La categoría de Verlinde para p “ 3

Teorema 5.1.1. La categoría Ver3 es equivalente a la categoría sVec.

Demostración. Lo esencial de esta prueba es ver que en Ver3 haya dos objetos simples y
que la trenza en ellos actúe como lo hace la trenza de sVec que mencionamos en (2.6).

Que solo hay dos objetos simples está claro y esos objetos son L1 y L2. Notar que en
(5.1) ya vimos que J2 b J2 “ J1 ` J3. Buscamos entender qué morfismo es c : L2 bL2 Ñ

L2 b L2, donde c es la semisimplificación de la trenza usual c de espacios vectoriales.
Fijemos B1 “ te1, e2u base de K2 correspondiente a la primera copia de J2, B2 “

tf1, f2u base de K2 correspondiente a la segunda copia de J2, y

B “ te1 b f1, e1 b f2, e2 b f1, e2 b f2u

y
B1 “ tf1 b e1, f1 b e2, f2 b e1, f2 b e2u

las bases de K4 correspondientes a cada uno de los productos tensoriales.
Notar que C1 “ te1 b f2 ´ e2 b f1u es base del subespacio que nos da la copia de J1

en J2 b J2, y que C3 “ te1 b f1, e1 b f2 ` e2 b f1, e2 b f2u es base del subespacio que nos
da la copia de J3 en J2 b J2.

Notar también que

rcstC1YC3,C1
1YC1

3u “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

donde C1
1 “ tf1 b e2 ´ f2 b e1u y C1

3 “ tf1 b e1, f1 b e2 ` f2 b e1, f2 b e2u.
Así c “ c1 ` c3 con c1 “ ´id y c3 “ id. Pero observar que cuando hacemos la

semisimplificación, c3 pasa a ser el morfismo nulo. Por lo tanto c “ c1 ` 0 “ ´id, que es
exactamente lo que necesitábamos probar.

5.1.1. Un ejemplo en Ver3

Estudiaremos un objeto de Ver3 con el objetivo de hallar su descomposición en sim-
ples.

Miro a KS5 como Z3-módulo con la siguiente acción:

g ¨ σ “ gσg´1

donde xg “ p123qy “ Z3 y σ P S5.
Escribamos a esta representación como suma de L1 y L2’s. ¿Cómo es la matriz de

esta representación en la base canónica de KS5? (donde a los elementos los ordeno por
tipo de ciclo). Como la conjugación mantiene el mismo tipo de ciclo, la matriz estará en
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forma de bloques. Como la cantidad de elementos en una órbita debe dividir al orden del
grupo, en este caso nuestra matriz solo puede tener los bloques:

`

1
˘

¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

Notar que el segundo bloque corresponde al bloque de Jordan J3 que va a desaparecer
en la semisimplificación.

Notar que la cantidad de bloques p1q corresponde al orden del centralizador de p123q

en S5 que es 6.
Por lo tanto nuestro objeto inicial es suma de 6 copias de L1.

Este ejemplo que hemos desarrollado recién, se puede generalizar a Verp y n ě p.
Miro a KSn como Zp-módulo con acción:

g ¨ σ “ gσg´1

donde xg “ p12...pqy “ Zp y σ P Sn. Esta representación resulta ser suma de pn ´ pq!p
copias de L1 por los mismos argumentos que ya mencionamos.

5.2. sVec como subcategoría de Verp

Ya vimos que Ver3 es sVec. Ahora veremos lo que pasa para p ě 5. Otra prueba de
este resultado puede encontrarse en [Kan22].

Proposición 5.2.1. L1 y Lp´1 generan una copia de sVec en Verp.

Demostración. Proponemos que L1 sea el simple par y que Lp´1 sea el simple impar.
Usando la regla de Verlinde se ve que Lp´1 bLp´1 “ L1. Ahora debemos ver cómo actúa
la trenza en Lp´1 bLp´1. Seguiremos un esquema de demostración muy similar al usado
en el Teorema 5.1.1.

En [Kor19] se puede ver que:

Jp´1 b Jp´1 “ pp´ 2qJp ‘ J1.

Es muy importante notar que esta fórmula solo vale sobre un cuerpo de característica p
que es justamente nuestro caso.

Así que nuevamente solo nos interesa saber qué hace la trenza c sobre la copia de J1 ya
que su complemento pp´ 2qJp será el objeto cero cuando hagamos la semisimplificación.

Notar que si B1 “ te1, ..., ep´1u es la base de Kp´1 correspondiente a la primera copia
de Jp´1, B2 “ tf1, ..., fp´1u es la base de Kp´1 correspondiente a la segunda copia de
Jp´1, y

B “ te1 b f1, ..., ep´1 b fp´1u
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y
B1 “ tf1 b e1, ..., fp´1 b ep´1u

las bases de Kpp´1q2 correspondientes a cada uno de los productos tensoriales, entonces

C “ t

p´1
ÿ

i“1

p´1qi´1ei b fp´iu

es base del subespacio que genera la copia de J1 en Jp´1 b Jp´1. Notar que c restringida
a este subespacio es ´id. De esta forma tenemos que la trenza c es la de sVec.

5.3. Verp como contraejemplo al teorema de Deligne

Recordemos que el Teorema 3.1.1 pedía por hipótesis que el cuerpo fuera de caracterís-
tica cero. Mencionamos que para p “ 2, 3 existen contraejemplos que no mencionaremos
aquí y que para p ě 5,Verp sirve de contraejemplo. A continuación vemos por qué para
el caso p “ 5 y p “ 7. Para p ě 11 se procede de forma similar.

Es claro que Ver5 es de crecimiento moderado al ser la semisimplificación de RepKpZ5q

con K un cuerpo de característica 5 (esto vale para p en general). Supongamos por el
absurdo que existe

F : Ver5 Ñ sVecK.

Recordar que en el Capítulo 5 presentamos la regla de Verlinde y calculamos en (5.2) que

L3 b L3 “ 1 ` L3

en Ver5. Entonces
dimpF pL3 b L3qq “ dimpF p1 ` L3qq

que es lo mismo que decir que
d2 “ 1 ` d

(donde d es la dimensión como espacio vectorial de F pL3q). Notar que d al ser la dimen-
sión de un objeto en VecK, debe ser un entero. Pero como la ecuación x2 “ 1 ` x no
tiene solución sobre los enteros, hemos llegado a un absurdo y concluimos que Ver5 no
es super-Tannakiana.

Para Ver7 nuevamente podemos decir que es de crecimiento moderado. Supongamos
por el absurdo que existe

F : Ver7 Ñ sVecK.

Por la regla de Verlinde tenemos que

L5 b L5 “ 1 ` L3

y
L3 b L5 “ L3 ` L5
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en Ver7. Entonces
dimpF pL5 b L5qq “ dimpF p1 ` L3qq

y
dimpF pL3 b L5qq “ dimpF pL3 ` L5qq

que es lo mismo que decir que
c2 “ 1 ` d (5.3)

dc “ d` c (5.4)

(donde d es la dimensión como espacio vectorial de F pL3q y c es la dimensión como
espacio vectorial de F pL5q). Notar que d y c al ser dimensiones de objetos en VecK,
deben ser enteros no negativos. La ecuación (5.3) nos dice que c ‰ d y que c ‰ 0, pues
sino la ecuación no tendría solución. Por la ecuación (5.4) sabemos que d “ kc con k P N.
Así que la ecuación (5.4) quedó

kc2 “ pk ` 1qc,

entonces
c “

k ` 1

k
,

pero c es un natural lo cual implica que k “ 1 es la única solución, lo cual era absurdo
pues dijimos que c ‰ d. Concluimos así que Ver7 no es super-Tannakiana.

Se puede decir aún más sobre la categoría de Verlinde. No solo sucede que no admite
funtor de fibra F : Verp Ñ sVecK, sino que Verp es una categoría incompresible. Esto
significa que no admite un funtor de fibra a una categoría más pequeña, es decir que
cualquier funtor tensorial F : Verp Ñ C hacia otra categoría tensorial simétrica, debe ser
pleno, fiel y una incrustación.
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Capítulo 6

Álgebras de Hopf en la categoría de
Verlinde

En este capítulo se expone el objetivo final de este trabajo: entender objetos dis-
tinguidos en la categoría de Verlinde. Lo plasmado a continuación usa de guía [Rad11],
agregando cuentas y demostraciones para aplicar la teoría al contexto de categorías ten-
soriales.

6.1. Definiciones y ejemplos

Definición 6.1.1. Un álgebra de Hopf es una biálgebra pH,∇, η,∆, ϵq sobre K, que
admite un mapa K-lineal S : H Ñ H, al cual llamamos antípoda, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

H bH H bH

H K H

H bH H bH

Sbid

∆

ϵ

∇

η

∆

idbS

∇

Damos también una definición equivalente que es la que usa [Rad11]. Probar la equi-
valencia es sencillo, solo requiere usar la definición del producto de convolución.

Definición 6.1.2. Un álgebra de Hopf sobre K es una biálgebra H sobre K, tal que
el mapa identidad idH tiene un inverso S : H Ñ H en el álgebra de convolución EndpHq.
En este caso a S se le dice una antípoda de H.
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Ejemplo 6.1.3. Sean H “ KrGs,∇pg b hq “ gh, ηp1q “ 1e,∆pgq “ g b g, ϵpgq “ 1 y
Spgq “ g´1 (donde g P G y e es la identidad del grupo), entonces pH,∇, η,∆, ϵ, Sq es un
álgebra de Hopf.

Ejemplo 6.1.4. Sea V un K-espacio vectorial. Sea H “ T pV q el álgebra tensorial. Sean:

∇ la extensión del mapa T kpV q b T lpV q Ñ T k`lpV q a todo T pV q,

ηp1q “ 1 P T 0pV q “ K,
∆pxq “ xb 1 ` 1 b x para x P V y ∆p1q “ 1 b 1,

ϵpxq “ 0,

y Spxq “ ´x, x P V.

Entonces pH,∇, η,∆, ϵ, Sq es un álgebra de Hopf.

Definición 6.1.5. Sean H,H 1 álgebras de Hopf sobre K con antípodas S, S1 respectiva-
mente. Un morfismo de álgebras de Hopf f : H Ñ H 1 es un morfismo de biálgebras
f tal que f ˝ S “ S1 ˝ f .

Se puede probar que en realidad todo morfismo de biálgebras entre álgebras de Hopf
es un morfismo de álgebras de Hopf.

6.2. Álgebras de Hopf en categorías trenzadas

Esta sección está motivada por el interés de saber si para una categoría trenzada C
existe un objeto que tenga estructura de álgebra de Hopf. Nuestro enfoque estará en el
caso C “ RepKpZpq y C “ Verp.

Definición 6.2.1. Sean C una categoría monoidal, A P C un objeto y K un cuerpo. Sean
m P HomCpA b A,Aq y η P HomCpK, Aq. Decimos que pA,m, ηq es un álgebra en C si
se satisface que

m ˝ pmb idAq “ m ˝ pidA bmq

y
m ˝ pη b idAq “ idA “ m ˝ pidA b ηq.

Definición 6.2.2. Sean C una categoría monoidal, C P C un objeto y K un cuerpo. Sean
∆ P HomCpC,C b Cq y ϵ P HomCpC,Kq. Decimos que pC,∆, ϵq es una coálgebra en C
si se satisface que

p∆ b idCq ˝ ∆ “ pidC b ∆q ˝ ∆

y
pϵb idCq ˝ ∆ “ idC “ pidC b ϵq ˝ ∆.

Definición 6.2.3. Sean pA,mA, ηAq, pB,mB, ηBq dos álgebras en C. Decimos que f P

HomCpA,Bq es un morfismo de álgebras si

f ˝mA “ mB ˝ pf b fq

y
f ˝ ηA “ ηB.
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Definición 6.2.4. Sean pC,∆C , ϵCq, pD,∆D, ϵDq coálgebras en C. Decimos que f P

HomCpC,Dq es un morfismo de coálgebras si

∆D ˝ f “ pf b fq ˝ ∆C

y
ϵD ˝ f “ ϵC .

Las definiciones que vienen a continuación son las de biálgebra y álgebra de Hopf.
Para estos conceptos hará falta que la categoría sea monoidal trenzada, así que a partir
de ahora C tendrá una trenza c.

Proposición 6.2.5. Sean A y B dos álgebras en una categoría trenzada C. Entonces

pAbB, pmA bmBq ˝ pidA b cB,A b idBq, ηA b ηBq

es un álgebra en C.

Proposición 6.2.6. Sean C y D dos coálgebras en una categoría trenzada C. Entonces

pC bD, pidC b cC,D b idDq ˝ p∆C b ∆Dq, ϵC b ϵDq

es una coálgebra en C.

Definición 6.2.7. Sea H un objeto en una categoría trenzada C tal que pH,m, ηq es
un álgebra en C y pH,∆, ϵq es una coálgebra en C. Decimos que pH,m, η,∆, ϵq es una
biálgebra en C si ∆ y ϵ son morfismos de álgebras.

En la definición que sigue cambiaremos la notación para coincidir con la usual nota-
ción de los libros: usaremos ∇ para referirnos a m.

Definición 6.2.8. Sea pH,∇, η,∆, ϵq una biálgebra en una categoría trenzada C. Si
además existe S P HomCpH,Hq, llamado antípoda, tal que el siguiente diagrama es con-
mutativo:

H bH H bH

H K H

H bH H bH

Sbid

∆

ϵ

∇

η

∆

idbS

∇

entonces diremos que pH,∇, η,∆, ϵ, Sq es un álgebra de Hopf en C.

50



6.2.1. Ejemplos en RepKpZpq

Ejemplo 1

Lema 6.2.9. Sea pH,∇, η,∆, ϵ, Sq un álgebra de Hopf sobre K. Sea T : H Ñ H un
morfismo de álgebras de Hopf tal que T p “ id. Entonces pH,∇, η,∆, ϵ, Sq es un álgebra
de Hopf en RepKpZpq con la acción dada por gs ¨ x “ T spxq, donde Zp “ xgy.

Demostración. Es claro que la acción está bien definida. Restaría ver que ∇, η,∆, ϵ y S
sean morfismos de representación. Sea ρ : Zp Ñ GlpHq, ρpgsqpxq “ T spxq.

* ∇ : H bH Ñ H cumple que si x, y P H:

p∇˝ pρbρqpgsqqpxbyq “ ∇˝ pT spxq bT spyqq “ T sp∇pxbyqq “ pρpgsq ˝∇qpxbyq,

(donde la segunda igualdad se debe a que T es morfismo de álgebras), por lo tanto
∇ es morfismo de representación.

* η : K Ñ H cumple que:

pη ˝ Epgsqqp1q “ ηp1q “ T spηp1qq “ pρpgsq ˝ ηqp1q,

(donde E es la representación trivial y la segunda igualdad es porque T es morfismo
de álgebras), por lo tanto η es un morfismo de representación.

* ∆ : H Ñ H bH cumple que si x P H:

p∆ ˝ ρpgsqqpxq “ ∆pT spxqq “ pT s b T sqp∆pxqq “ ppρb ρqpgsq ˝ ∆qpxq,

(donde la segunda igualdad se debe a que T es morfismo de coálgebras), por lo
tanto ∆ es morfismo de representación.

* ϵ : H Ñ K cumple que si x P H:

pϵ ˝ ρpgsqqpxq “ ϵpT spxqq “ ϵpxq “ pEpgsq ˝ ϵqpxq,

(donde E es la representación trivial y la segunda igualdad es porque T es morfismo
de coálgebras), por lo tanto ϵ es un morfismo de representación.

* S : H Ñ H cumple que si x P H:

pS ˝ ρpgsqqpxq “ SpT spxqq “ T spSpxqq “ pρpgsq ˝ Sqpxq,

(donde la segunda igualdad es porque T es morfismo de álgebras de Hopf), por lo
tanto S es un morfismo de representación.

Así hemos obtenido lo deseado.
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Ahora volvamos al ejemplo de KrSns como Zp-módulo de la sección anterior (visto
luego de dar el caso particular de n “ 5, p “ 3) y apliquemos el lema de recién. Tomo
H “ KrSns (que ya sabemos que es álgebra de Hopf), y T pxq “ p12...pqxp12...pq´1. Si
probamos que T es un morfismo de álgebras de Hopf concluiremos que H es un álgebra
de Hopf en RepKpZpq.

Proposición 6.2.10. Sean H “ KrSns como Zp-módulo pn ě pq y T pxq “ σxσ´1 con
σ “ p12...pq. Entonces T : H Ñ H es un morfismo de álgebras de Hopf.

Demostración. * T es morfismo de álgebras pues si g, h P Sn:

T pghq “ σghσ´1 “ σgσ´1σhσ´1 “ T pgqT phq,

T pηpkqq “ σηpkqσ´1 “ σpkeqσ´1 “ ke “ ηpkq

(donde e es la identidad de Sn y k P K).

* T es morfismo de coálgebras pues si g P Sn:

∆pT pgqq “ ∆pσgσ´1q “ σgσ´1 b σgσ´1 “ pT b T qp∆pgqq,

ϵpT pgqq “ ϵpσgσ´1q “ 1 “ ϵpgq.

Usando que basta con ver que T sea morfismo de biálgebras para que sea morfismo
de álgebras de Hopf, tenemos probado lo que deseábamos.

Por lo tanto hemos obtenido un primer ejemplo de álgebra de Hopf en RepKpZpq.

Ejemplo 2

Ahora veamos un ejemplo más en el cual podemos aplicar el Lema 6.2.9. Sea H el
álgebra libre generada por tx1, x2, g, g

´1u. Definimos los siguientes morfismos de álgebras:

∆ : H Ñ H bH

x1 ÞÑ x1 b 1 ` g b x1

x2 ÞÑ x2 b 1 ` g b x2

g ÞÑ g b g

g´1 ÞÑ g´1 b g´1,

ϵ : H Ñ K
x1 ÞÑ 0

x2 ÞÑ 0

g ÞÑ 1

g´1 ÞÑ 1.
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Notar que se cumple que:

p∆ ˝ idq ˝ ∆pxiq “ p∆ ˝ idqpx1 b 1 ` g b x1q

“ px1 b 1 ` g b x1q b 1 ` pg b gq b xi

“ px1 b 1q b 1 ` pg b x1q b 1 ` pg b gq b xi

“ x1 b p1 b 1q ` g b px1 b 1q ` g b pg b xiq

“ x1 b p1 b 1q ` g b px1 b 1 ` g b xiq

“ pid b ∆qpx1 b 1 ` g b x1q

“ pid b ∆q ˝ ∆pxiq,

p∆ ˝ idq ˝ ∆pgq “ p∆ ˝ idqpg b gq “ pg b gq b g “ g b pg b gq “ pid b ∆q ˝ ∆pgq,

pϵ ˝ idq ˝ ∆pxiq “ pϵ ˝ idqpx1 b 1 ` g b x1q “ p0 b 1q ` p1 b xiq

“ 1 b xi “ pxi b 1q ` pg b 0q “ pid b ϵqpx1 b 1 ` g b x1q

“ pid b ϵq ˝ ∆pxiq,

pϵ ˝ idq ˝ ∆pgq “ pϵ ˝ idqpg b gq “ 1 b g “ g b 1 “ pid ˝ ϵq ˝ ∆pgq.

Por lo tanto H tiene estructura de biálgebra.
Ahora cocientamos por el ideal

I “ xgp ´ 1, pg´1qp ´ 1, gg´1 ´ 1, gx1 ´ x1g,

gx2 ´ px2 ` x1qg, x2x1 ´ x1x2 `
1

2
x21, x

p
i y.

Veamos que I es también un coideal (es decir que ϵ,∆ están bien definidos en el
cociente H{I), para así tener que H{I es una biálgebra, analizando las siguientes cuentas.

Para ϵ las cuentas son triviales así que haremos solo las cuentas para ∆.

∆pgp ´ 1q “ pg b gqp ´ p1 b 1q “ pgp b gpq ´ p1 b 1q ´ p1 b gpq ` p1 b gpq

“ ppgp ´ 1q b gpq ` p1 b pgp ´ 1qq P pI bHq ` pH b Iq.

∆pgg´1 ´ 1q “ pgg´1 b gg´1q ´ p1 b 1q ´ pgg´1 b 1q ` pgg´1 b 1q

“ pgg´1 b pgg´1 ´ 1qq ` ppgg´1 ´ 1q b 1q P pH b Iq ` pI bHq.
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∆pgx1 ´ x1gq “ pgx1 b gq ` pg2 b gx1q ´ px1g b g ` g2 b x1gq

“ ppgx1 ´ x1gq b gq ` pg2 b pgx1 ´ x1gqq

P pI bHq ` pH b Iq.

∆pgx2 ´ px2 ` x1qgq “ pgx2 b gq ` pg2 b gx2q ´ px2g b g ` g2 b x2gq

´ px1g b g ` g2 b x1gq

“ ppgx2 ´ px2 ` x1qgq b gq ` pg2 b pgx2 ´ px2 ` x1qgqq

P pI bHq ` pH b Iq.

∆px2x1 ´ x1x2 `
1

2
x21q “ px2x1 ´ x1x2 `

1

2
x21q b 1 ` g2 b px2x1 ´ x1x2 `

1

2
x21q

` pgx1 ´ x1gq b x2 ` x2g b x1 ´ gx2 b x1

`
1

2
pgx1 b x1 ` x1g b x1q

“ i1 b 1 ` g2 b i2 ` i3 b x2 `
1

2
pgx1 ´ x1gq b x1

´ pgx2 ´ px2 ` x1qgq b x1

P pI bHq ` pH b Iq

(donde i1, i2, i3 P I).

∆pxp1q “ px1 b 1 ` g b x1qp

“

p
ÿ

i“0

ˆ

p

i

˙

px1 b 1qp´ipg b x1qi

“

p
ÿ

i“0

ˆ

p

i

˙

pxp´i
1 b 1qpgi b xi1q

“ pxp1 b 1q `

p´1
ÿ

i“1

ˆ

p

i

˙

pxp´i
1 gi b xi1q ` pgp b xp1q

“ pxp1 b 1q ` pgp b xp1q

P pI bHq ` pH b Iq,

donde la segunda igualdad se debe a que x1 b 1 y g b x1 conmutan.
La única cuenta que nos falta por ver es cuánto da ∆pxp2q. Para esta cuenta no

podemos usar el cálculo de arriba porque x2 b 1 y g b x2 no conmutan. Definiendo

q “ x1 b 1,

a “ x2 b 1,

b “ g b x2,
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se puede probar que la fórmula que vale es la siquiente:

∆pxn2 q “ px2 b 1 ` g b x2qn

“ pa` bqn

“
ÿ

kě0

n´2k
ÿ

j“0

p´1qkcnk

ˆ

n´ 2k

j

˙

bk`jan´2k´jqk,

donde
cnk :“

n!

k!pn´ 2kq!2k
.

Poniendo n “ p nos quedará que cpk
`

p´k
j

˘

es un múltiplo de p para todo pk, jq ‰

p0, 0q, p0, pq por lo tanto cpk
`

p´k
j

˘

“ 0 (ya que el cuerpo es de característica p) para
todo pk, jq ‰ p0, 0q, p0, pq. Como el término pk, jq “ p0, 0q de la sumatoria es ap y el
término pk, jq “ p0, pq de la sumatoria es bp y

ap ` bp P pI bHq ` pH b Iq

podemos garantizar que
∆pxp2q P pI bHq ` pH b Iq.

Ahora que tenemos la biálgebra bien costruida, si seguimos la Definición 6.1.2 solo
nos resta ver que idH{I tenga inversa en el álgebra de convolución para definir la S como
esa inversa y haber construido un álgebra de Hopf.

Para hacer esto enunciaremos una proposición que se puede encontrar en [Rad11]
ligeramente diferente a como la escribiremos aquí.

Proposición 6.2.11. Sean A una biálgebra sobre K y f P EndpAq. f tiene inversa en el
álgebra de convolución EndpAq sí y solo sí la restricción f |A0 tiene inversa en el álgebra
de convolución EndpAq. Donde A0 es el coradical de A (es decir A0 es la suma de las
subcoálgebras simples de A).

Por como hemos ido construyendo H y H{I, y haciendo uso de [Rad11, Proposition
4.1.2], tenemos que pH{Iq0, el coradical de H{I, es la coálgebra de elementos de tipo
grupo. Es decir que

H{I0 “ KrGpH{Iqs “ Krrgss.

Así que basta con hallar inversa en el álgebra de convolución para id|Krrgss. Lo cual
es trabajo sencillo dado que

Sprgsq “ rg´1s

funciona como tal inversa ya que:

pS ˚ idqpgq “ ∇pS b idq∆pgq “ 1 “ η ˝ ϵpgq,
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(es necesario aquí recordar que η ˝ ϵ es la unidad en el álgebra de convolución).
Entonces ahora sí H{I es un álgebra de Hopf.

Definimos ψ : H{I Ñ H{I, ψprxsq “ rgxg´1s. Notar que ψp “ id y ahora probaremos
que ψ es un morfismo de biálgebras para así aplicar el Lema 6.2.9.

* ψ es un morfismo de álgebras pues:

ψprabsq “ rgabg´1s “ rgag´1srgbg´1s “ ψprasqψprbsq

* ψ es un morfismo de coálgebras pues:

∆ ˝ ψprasq “ ∆prgabg´1sq “ ∆rgs∆ras∆rg´1s “ pg b gqpap1q b ap2qqpg´1 b g´1q

“ gap1qg
´1 b gap2qg

´1 “ pψ b ψqpap1q b ap2qq “ pψ b ψq ˝ ∆paq,

(donde hemos usado la notación de Sweedler) y

ϵ ˝ ψprasq “ ϵprgag´1sq “ ϵpaq.

Así que hemos obtenido otro objeto de RepKpZpq que es álgebra de Hopf.

6.2.2. Ejemplos en Verp

Lema 6.2.12. Sea H un álgebra de Hopf en RepKpZpq, entonces H es un álgebra de
Hopf en Verp.

Usando este lema podemos decir que los dos ejemplos de álgebras de Hopf que vimos
para RepKpZpq, son ejemplos de álgebras de Hopf en Verp. Al ejemplo de KrSns como Zp-
módulo ya lo estudiamos en detalle en la sección anterior. Ahora pasaremos a estudiar
en detalle el otro ejemplo pero visto como objeto de Ver3.

Observación 6.2.13. Los subespacios

H0 “ t1, g, ..., gp´1u,

Hn “ xxi1x
j
2, x

i
1x

j
2g, x

i
1x

j
2g

2, ..., xi1x
j
2g

p´1{i` j “ n, i, j ď p´ 1y, n “ 1, 2, ..., 2pp´ 1q

son Zp-invariantes pues: si xi1x
j
2g

c con i` j “ n y c “ 0, 1, ..., p´ 1 entonces

gxi1x
j
2g

cg´1 “ ψpxi1x
j
2g

cq “ ψpxi1qψpxj2qψpgcq “ xi1ψpx2qjgc “ xi1px2 ` x1qjgc.

Usando las relaciones por las que estamos cocientando tenemos que px2 `x1qj será suma
términos de la forma xj1, x

j
2, x

k1
1 x

k2
2 , con k1 ` k2 “ j. Así xi1px2 ` x1qjgc P Hn.
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¿Cómo será la descomposición en simples de H{I vista como objeto de
Verp? Lo veamos para p “ 3. A partir de ahora no pondremos r.s aunque haremos
cuentas en la biálgebra cociente. Escribamos la matriz de esta representación en la base

B “ t1, g, g2, x1, x1g, x1g
2, x2, x2g, x2g

2, x21, x
2
1g, x

2
1g

2, x22, x
2
2g, x

2
2g

2, x1x2, x1x2g,

x1x2g
2, x21x2, x

2
1x2g, x

2
1x2g

2, x1x
2
2, x1x

2
2g, x1x

2
2g

2, x21x
2
2, x

2
1x

2
2g, x

2
1x

2
2g

2u

de H{I.

Observación 6.2.14. Algunas de las cuentas auxiliares que usaremos para el cálculo de
la matriz son:

gx1g
´1 “ x1,

gx2g
´1 “ x1 ` x2,

gx22g
´1 “ x22 ` p1{2qx21 ` 2x1x2,

gx1x2g
´1 “ x21 ` x1x2,

gx21x2g
´1 “ x21x2,

gx1x
2
2g

´1 “ x1x
2
2 ` 2x21x2,

gx21x
2
2g

´1 “ x21x
2
2.

Por la Observación 6.2.13 para el caso p “ 3 sabemos que la matriz será en bloques.
El bloque correspondiente a H0 es la identidad así que son 3 copias de L1. El bloque
correspondiente a H1 es

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

que son 3 copias de L2. El bloque correspondiente a H2 es
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 2 0 0 1 0 0
0 1 0 0 2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 1 0 0
0 0 0 0 2 0 0 1 0
0 0 0 0 0 2 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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que son 3 copias de L3. El bloque correspondiente a H3 es
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 2 0 0
0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

que son 3 copias de L2. Por último el bloque correspondiente a H4 es la identidad que
son 3 copias de L1. Así nos quedó que H{I “ 6L1 ‘ 6L2 en Ver3.

Planteada esta álgebra de Hopf en Ver3, nos suurge una última pregunta ¿será esta
una álgebra conmutativa? Con esta pregunta nos referimos a saber si m˝c “ m, donde m
es la múltiplicación del álgebra. La respuesta es sí y lo veremos en la siguiente proposición.

Proposición 6.2.15. Sea H{I P Ver3 el álgebra de Hopf definida arriba. Entonces m˝c “

m, es decir m ˝ c´m es un morfismo negligible.

Demostración. Veamos que m ˝ c´m P N pH{I bH{I,H{Iq.
Teníamos que H{I “ 6L1 ‘ 6L2 ‘ 3L3. Entonces

H{I bH{I “p6L1 b 6L1q ‘ p6L1 b 6L2q ‘ p6L1 b 3L3q‘

p6L2 b 6L1q ‘ p6L2 b 6L2q ‘ p6L2 b 3L3q‘

p3L3 b 6L1q ‘ p3L3 b 6L2q ‘ p3L3 b 3L3q.

Lo que haremos será estudiar m ˝ c ´ m restringida a cada uno de estos sumandos,
ver que esa función sea negligible y aplicar el Lema 4.2.6.

Arrancamos notando que m ˝ c´m restringida a los sumandos

6L1 b 3L3 y 3L3 b 6L1,

tiene su imágen en una copia de L3 que es un objeto de dimensión nula, entonces por el
Lema 4.2.6 estos dos morfismos serán negligibles.

Ahora veamos m ˝ c´m restringida a los sumandos

6L2 b 3L3 “ 36L3 y 3L3 b 3L3 “ 27L3,

y notemos que estos serían morfismos que salen de L3 y tienen su imagen en L2 y L1

respectivamente, así que no pueden ser isomorfismos porque la salida es de dimensión 9
y la llegada tiene dimensión 12 y 6 respectivamente. Aplicando Lema 4.2.6, tenemos que
son morfismos negligibles.

Analicemos ahora m ˝ c´m restringida al sumando

6L1 b 6L1,

veamos que es el morfismo nulo y por lo tanto negligible. Los elementos de L1 b L1 son
de la forma

xa1x
b
2g

c b xu1x
v
2g

w
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con pa, bq, pu, vq “ p0, 0q o p2, 2q y c, w “ 0, 1, 2. Tenemos que

pm ˝ c´mqpxa1x
b
2g

c b xu1x
v
2g

wq “ xu1x
v
2g

wxa1x
b
2g

c ´ xa1x
b
2g

cxu1x
v
2g

w. (6.1)

Si a ` b ` u ` v “ 0 entonces 6.1 es claramente cero. Si a ` b ` u ` v “ 8, entonces
al reordenar usando las relaciones por las que cocientamos, necesariamente tendremos
algún x3i lo cual hace que 6.1 sea cero. Si a` b` u` v “ 4 (vamos a suponer sin pérdida
de generalidad que pa, bq “ p0, 0q y pu, vq “ p2, 2q) entonces

Si c “ 0 entonces la cuenta es directa y da cero.

Si c “ 1 entonces

p6.1q “ x21x
2
2g

w`1 ´ gx21x
2
2g

w

“ x21x
2
2g

w`1 ´ x21px2 ` x1q2gw`1

“ x21x
2
2g

w`1 ´ x21x
2
2g

w`1 ´ x21px1x2 ` x2x1 ` x21qgw`1

“ 0.

Si c “ 2 la cuenta es similar a la del caso c “ 1 y también nos da cero.

Ahora analicemos m ˝ c´m restringida al sumando 6L1 b 6L2. Como bases de las 6
copias L1 tomo

B1,1 “t1u,

B1,2 “tgu,

B1,3 “tg2u,

B1,4 “tx21x
2
2u,

B1,5 “tx21x
2
2gu,

B1,6 “tx21x
2
2g

2u.

Como bases de las 6 copias de L2 tomo

B2,1 “tx2, x1u,

B2,2 “tx2g, x1gu,

B2,3 “tx2g
2, x1g

2u,

B2,4 “tx1x
2
2, 2x

2
1x2u,

B2,5 “tx1x
2
2g, 2x

2
1x2gu,

B2,6 “tx1x
2
2g

2, 2x21x2g
2u.

Notar que

rm ˝ c´msB1,kbB2,j “

ˆ

0 0
0 0

˙
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para k “ 4, 5, 6 y j “ 1, ..., 6 (se debe a que x3i “ 0 para i “ 1, 2).
También haciendo las cuentas se ve que

rm ˝ c´msB1,kbB2,j “

ˆ

˚ 0
˚ 0

˙

para k “ 1, 2, 3 y j “ 1, ..., 6. Por lo tanto no son isomorfismos y aplicando Lema 4.2.6,
tenemos que son morfismos negligibles.

Por último veamos m˝ c´m restringida al sumando 6L2 b6L2. Haremos una sola de
las cuentas y las demás salen de forma similar. Calculemos L2 b L2 donde estos L2 son
los de las bases B2,1 y B2,4. Sabemos que L2 b L2 “ L1 ‘ L3. Como L3 será cero en la
semisimplificación, solo nos interesa saber qué pasa con la copia del L1. Notar que como
base de esta copia de L1 se puede tomar

B “ tpx2 b 2x21x2q ´ px1 b x1x
2
2qu,

y sucede que

pm´m ˝ cqppx2 b 2x21x2q ´ px1 b x1x
2
2qq “

2x2x
2
1x2 ´ 2x21x

2
2 ´ x21x

2
2 ` x1x

2
2x2 “

0.

Por lo tanto rm ˝ c´msB “ p0q, que es negligible.
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