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RESUMEN

En este trabajo se presenta la categoria de Verlinde Ver,. Se comienza con los con-
ceptos de categoria tensorial simétrica, morfismos negligibles y semisimplificacién de una
categoria, para luego llegar a las siguientes preguntas: ;jcudles son todas las categorias
tensoriales simétricas?, jla caracteristica del cuerpo cumple un papel importante? y ;jhay
objetos distinguidos dentro de estas categorias como por ejemplo algebras de Hopf? En
busqueda de respuestas a estos interrogantes aparece la categoria Ver, que se obtiene
como la semisimplificacion de la categoria de representaciones del grupo ciclico de p
elementos. A lo largo de todo el desarrollo habra muchos ejemplos que explican los con-
ceptos mencionados y se presentaran teoremas actuales que muestran la importancia de
la categoria de Verlinde. Por tltimo se vera la construccion de algebras de Hopf tanto en
la categoria de representaciones como en la categoria de Verlinde.

ABSTRACT

In this monograph the Verlinde category Ver, will be presented. We will begin with the
concepts of symmetric tensor categories, negligible morphisms and the semisimplification
of a category, to then arrive to the following questions: which are all the symmetric tensor
categories?, does the characteristic of the field play an important role? and are there any
distinguished objects like Hopf algebras in these categories? In search of answers to these
questions we build Ver, as the semisimplification of the category of representations of
the cyclic group of p elements. Throughout this monograph there will be many examples
explaining all the mentioned concepts and we will present theorems that reflect the
importance of the Verlinde category. Lastly we will see how to construct Hopf algebras
in both the category of representations and the Verlinde category.
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Capitulo 1

Categorias Monoidales

El objetivo de este capitulo es definir la estructura fundamental que tienen de base
las categorias tensoriales que seran el foco de estudio en los capitulos siguientes. Se
comienza con la definicién, ejemplos y propiedades. Luego se introduce el concepto de
objetos duales en una categoria. La teoria es tomada de [EGNO15| pero se agregan los
detalles que alli se omiten.

1.1. Definiciéon

Definicién 1.1.1. Una categoria monoidal es una 5-upla (C,®, a, 1,i), donde
= C es una categoria,
= ®:C x C — C es un bifuntor que llamaremos producto tensorial,
= 1 e C es un objeto de la categoria,
= {:1®1— 1 es un isomorfismo,
" a: (CRC)®C - CR®(C®C) es un isomorfismo natural entre los funtores

F:CxCxC—C, FX\Y,2)=(XQY)®Z

G:CxCxC—C GX,Y,2)=X®®Z)
conaxyz: (X®Y)®Z ->X®(Y ®Z), X,Y,Z e, llamado asociador;

v la upla esté sujeta a los siguientes dos axiomas:

1. Azioma del pentdgono: el siguiente diagrama debe ser conmutativo



(WeX)®Y)®Z
AW®X,Y,Z
mz \
WR(XRY))®Z WRX)®(Y®Z)
iaw,x®y,z iaw,x,y(az
We(XQY)®2) dw@ax,v.z s WX (Y ®2))
para todo W, X, Y, Z € C.

2. Azioma de la unidad: los funtores
Li:C—-C
X—1®X
foidi®f
Ri:C—C
X—-X®1
f=f®id

de multiplicacién a izquierda y a derecha por 1, son autoequivalencias de C.

Al par (1,1) se lo llama objeto unidad de C.

Observacion 1.1.2. Notar que esta nocién de categoria monoidal resulta de abstraer la
definicién de monoide.

1.2. Ejemplos

A continuacién veremos varios ejemplos de categorias monoidales. Muchos de estos
ejemplos seran utilizados a lo largo de lo que sigue de este trabajo. Para algunas de las
categorias enunciadas a continuacién haremos toda la prueba en detalle para ver que son
categorias monoidales, y para las demés solo mencionaremos los detalles cruciales que se
utilizan en la demostracion.

Ejemplo 1.2.1. La categoria Sets de conjuntos es una categoria monoidal, donde el
producto tensorial es el producto cartesiano, el asociador a es la identidad, el objeto
unidad 1 es un conjunto {*} de un elemento e 7 es la Gnica funcién que existe de {x} x {*}

a {x}.

Ejemplo 1.2.2. A la categoria K—Vec de todos los K- espacios vectoriales se le puede
dar estructura de categoria monoidal con: ® = ®g, 1 = K, ¢ el ismorfismo candnico entre
K®k Ky K, y ay,y,w como el isomorfismo canoénico entre (UQV)QW y U® (VR W)
para todo U, V, W € K- Vec.

Mas atin, si A es un anillo conmutativo con unidad, entonces reemplazando K por A,
podemos definir la categoria monoidal A-mod.



Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo. La categoria Repg(G) de todas las representaciones
de GG sobre K resulta una categoria monoidal con ® como el producto tensorial de re-
presentaciones, a el mismo que el ejemplo anterior (que sabemos que es morfismo de
representaciones), 1 la representacion trivial € de G (1 = K) e ¢ el mismo que el ejemplo
anterior.

Observacion 1.2.4. A lo largo de este trabajo usaremos la notacién K—Vec para referir-
nos a la categorfa de espacios vectoriales de dimensién arbitraria y K—Vec para referirnos
a la categoria de espacios vectoriales de dimension finita. Lo mismo valdra para Repg (G)

y Repg(G).

Ejemplo 1.2.5. Sean G un monoide y A un grupo abeliano (con su operacion escrita
multiplicativamente). Sea Cg = Cg(A) la categoria cuyos elementos son d, con g € Gy
Home,, (dg,,04,) = & si g1 # g2, y Home,, (6g,,04,) = A si g1 = g2 (la composicion de
morfismos es la suma del grupo A y el morfismo identidad para d, es el elemento 0 € A).
Busquemos una estructura monoidal para esta categoria. Aclaramos que en este ejemplo
denotaremos al asociador con la letra « para no prestar confusién con los elementos del
grupo A.

Definimos ® como el siguiente bifuntor: 4, ® 64, = 64,4, para objetos dg4,,04, ¥
a®b = ab para morfismos a, b. Luego definimos al asociador o como el morfismo identidad
(es decir a = 0 € A); al objeto unidad como 1 = §. donde e es el elemento identidad
de G; y por ultimo definimos i : d¢ ® de = d — I como el elemento 0 € A. Asi C(A)
resulta categoria monoidal.

Si pensamos G = S3, notar que d(123) ®d(12) = d(13) mientras que d(12)®d(123) = 9(23)5
es decir que no necesariamente X ® Y = Y ® X en una categoria monoidal.

Ejemplo 1.2.6. Sea K un cuerpo, G un monoide y sea K—Vecq la categoria de espacios
vectoriales G-graduados, es decir los objetos son espacios vectoriales V' con una descom-
posicion V' = @ ¢
graduacién. Definimos ® como lo hicimos para espacios vectoriales y le damos la siguiente
graduacion:

Vg, v los morfismos son transformaciones lineales que preservan la

VeWw)y,= @ VLew,
z,yeG:zy=g
Establecemos el objeto unidad 1 como 1. = Ky 1, = 0 para todo g # e, y notar que
entonces (1®1), = 0 paratodo g #ey (1®1). = K®K, por lo tanto definimos ¢ como
el isomorfismo obvio entre K ® K y K. Al asociador a lo definimos igual que lo hicimos
para espacios vectoriales ya que es un morfismo que preserva la graduaciéon pues:



(VeW)@U),= @ (VW) ®U,)
=P(D (VudW,)®U,)

TYy=g9 uv=c

D (D (Vu@W,U,))

TY=g uv==x
= P (ueW,eU)
U,y uvVY=g
- @(@ (V2@ Wy ®Uy)
TYy=9 uw=y
P V(P WuUy,)))
zy=g uv=y
=@ Va@(WeU),)
ry=g

=(VeWeU))y,.

I

lIe

Similarmente se puede definir K—Vecqg como la categoria de los K-espacios vectoriales
de dimensién finita G-graduados.

Ejemplo 1.2.7. Sea C una categoria. Entonces la categoria End(C) (los objetos son
endofuntores y los morfismos son transformaciones naturales) es una categoria monoidal
donde FF® G = F o G con F,G endofuntores y € ® 1 es la composicion horizontal de
las tranformaciones naturales € y 7, a es la identidad, 1 es el funtor identidad e ¢ es la
transformacién natural identidad.

Ejemplo 1.2.8. Sea A un anillo asociativo con unidad. Entonces A-bimod la categoria
de bimodulos sobre A (los objetos son los A-bimédulos y los morfismos son los morfismos
de bimodulos) es una categoria monoidal definiendo ® como el producto tensorial sobre
A, 1 como A visto como A-bimoédulo, el asociador a como el isomorfismo canoénico entre
URa(VRAW) y (URAV)®4W para todo U, V, W € A-bimod, e i como el isomorfismo
candnico entre A®4 Ay A.

Ejemplo 1.2.9. Miremos ahora la siguiente subcategoria de la categoria del ejemplo
anterior para A = C: nos quedamos tnicamente con los C-bimodulos de dimensién finita
donde la acciéon a derecha y a izquierda de R coinciden. Resulta que con el producto
tensorial, asociador a, 1 e ¢ como en el ejemplo anterior, esta subcategoria tiene estructura
de una categoria monoidal. Por ejemplo un objeto de esta categoria es 1 = C con la accién
usual, y otro objeto distinto es C pero con la accién a derecha definida por x <tz = 2z y
la accion a izquierda es la usual es decir z >z = zx, a este objeto lo denotamos C_.

Ejemplo 1.2.10. Definimos Sets la categoria cuyos elementos son los enteros no ne-
gativos y Homg;(m,n) es el conjunto de funciones de {0,...,m — 1} a {0,...,n — 1}.
Definimos el producto tensorial como m ® n = mn y f1 ® fo : mimg — ning por



(f1® fo)(mox+y) = nafi(z)+ f2(y), 0 <@ <m1—1,0 <y <mgp—1para fi :m1 —m
y fo : mo — ng. Tomamos 1 como el entero 1, y para el isomorfismo entre 1 ® 1 y 1
tomamos i = 0. Para el asociador a tomamos el isomorfismo natural identidad ya que

F(f1, f2, f3) = G(f1, f2, f3) pues: si

z=msrx+ycon0<x<mme—1, 0<y<mg—1,

y
r=mou+vconl<u<<m —1, 0<v<mg—1,
0 sea que
z=mamau + (m3v+y) con0<u<m;—1,0<mgu+y<moms—1
entonces
(1® f2) ® f3)(2) = (/1 ® f2) ® f3)(maz +y)
= n3(f1 ® f2)(x) + f3(y)
= n3(f1 ® f2)(mau + v) + f3(y)
= n3<n2f1(U) + f2(U)) + f3(y)
= ngna fi(u) + n3fo(v) + f3(y)
y

(1® (2 ® £5))(2) = (1 ® (f2 ® f3)) (mymau + (mgv + )
= nans f1(u) + (f2 ® f3)(mszv + y)
= nanz fi(u) + ngfa(v) + f3(y),

déndonos la igualdad deseada.

Ejemplo 1.2.11. Sean G un grupo, A un grupo abeliano y w un 3-cociclo de G con
valores en A, es decir que w : G X G x G — A cumple que:

w(9192, 93, 9a)w (91, 92, g394) = w(g1, 92, 93)w (g1, 9293, 94)w(92, 93, 94),

para todo g1, 92, 93,94 € G.

Definimos la categoria monoidal Cg = C&(A) asi (nuevamente en este ejemplo deno-
taremos al asociador con la letra a para no prestar confusiéon con los elementos del grupo
A.): como categoria es la misma que Cg del Ejemplo el bifuntor ®, 1 e ¢ también
son iguales que en Cg; pero al asociador a lo definimos asi:

g, 8p0m = W(g5 hym)ids,,,, 2 (59 @ 0p) ® 0 — 0y © (5h ® Im),

donde g, h,m € G.
Veamos que efectivamente este es un ejemplo de categoria monoidal:
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= ® es bifuntor: dado (a,b) € (Hom(dy, 64), Hom(dp,d)), a®b = ab € Hom(dgn, gn);
(0,0) = id(s, 5,) ¥y 0®0 = 0 = idg,.

= o es un isomorfismo natural: sea (a, b, ¢) € (Hom(dy, o), Hom(6p, 0p,), Hom(dp,, 0y))
entonces

Qs,.8,,6m © F'(a,b,¢) = w(g, h,m)ids,, o abc=w(g,h,m)abc

G(a,b,c) o Sy S 6 = abc o w(g, h,m)ids = abcw(g, h,m),

ghm
(donde F,G son los funtores de la definiciéon 1.1), las cuales son iguales dado que

A es un grupo abeliano. Es decir hemos probado que el siguiente diagrama es
conmutativo:

F(8,0h, 0m) — 2 s G(84, Gy Orm)
lF(a,b,c) lG(a,b,c)
F(8,0n, 0m) —2 s G840y Om)

» el axioma del pentagono:

((gh)l)m
w(gh,l,m)
Ah,l)@idm \
hl))m (gh

(g( gh)(lm)
lw(g,hl,m) . lw(g,h,lm)
g((hlym) ——2BOE o (im))

el diagrama resulta conmutativo justamente por la definicién de 3-cociclo.

= 7 es un isomorfismo: como en esta categoria, 0 es el morfismo identidad de ¢, para
cualquier g € G, y 0 = 4, tenemos que % es un isomorfismo.

= ¢] axioma de la unidad: los funtores L(;g 10g > 1®6g y Rgg : 6g — 0y ® 1 son
autoequivalencias de C¢ pues son los funtores identidad de C& en Cg.

Ejemplo 1.2.12. Sean G un grupo y A un grupo abeliano. Supongamos que tenemos
p : G — Aut(A). Definimos la categoria monoidal Cg(A, p) al igual que la categoria
monoidal Cs(A) del Ejemplo , salvo por el producto tensorial en morfismos que
lo definimos asi: si a : 6, — d; y b : ), — 6}, entonces a ® b = a + p(g)(b) (en este
ejemplo si usaremos la escritura aditiva para el grupo A). Veamos que efectivamente es
una categoria monoidal:

» ® es un bifuntor: dado (a,b) € (Hom(dy,dy), Hom(ds,dp)), a®@b = a + p(g)(b) €
Hom(5gh, 5gh); (0,0) = id((;g’(;h) y 0®0=0+ p(g)(O) =04+0=0= idgh.
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» a = id es un isomorfismo natural: para obtener esto, debemos ver que F'(a, b, c) =
G(a,b,c) para todo (a,b,c) € (Hom(dy, dy), Hom(6p, 65 ), Hom(dp,, 91 )). Notar que:

F(a,b,c) = (a®b)®c

=a+p(g)b)®c

= a+ p(g9)(d) + p(gh)(c)
=a+ p(g)() + p(g)(p(h)(c))
=a+p(g)(b+ p(h)(c))
=a®b+ p(h)(c)
=a®(b®c)

= G(a,b,c)

= el axioma del pentdgono se cumple trivialmente pues a = id.

= 4 es un isomorfismo: como en esta categoria, 0 es el morfismo identidad de ¢4 para
cualquier g € G, y 0 = ¢, tenemos que ¢ es un isomorfismo.

= el axioma de la unidad: Ls, : 6, — 1®dy es el funtor identidad (esto es obvio para
objetos y para morfismos vale porque Ls (a) = i®a = 0®a = 0+ p(e)(a) =
0+ a = a). También Rs, : §; — d, ® 1 es el funtor identidad (en objetos es obvio
y para morfismos tenemos que Rs (a) =a®i=a®0 =a+ p(g9)(0) =a +0 = a).
Asi, ambos funtores son autoequivalencias de Cg(A4, p) a Ca(A4, p).

1.3. Propiedades de las categorias monoidales

Definicién 1.3.1. Sea (C,®,a, 1,¢) una categoria monoidal. Dado que L; y R; son au-
toequivalencias de C, para cada objeto X existen tnicos isomorfismos

Ix ' 1®X > Xyrx: X®1—-X
de forma tal que L1 (lx) es igual a la composicion

-1
a11,x

19 (1®X) 5 19)@X 29, 19X

y Ri(rx) esigual a la composicion

X112 Xxe(1e1) X%, x 1.

Los isomorfismos lx y 7x son llamados restriccién unidad a izquierda y a dere-
cha respectivamente. También son llamados isomorfismos unidad. Notar que [ es un
isomorfismo natural entre el funtor 1 ® (—) y el funtor identidad y r es un isomorfismo
natural entre (—) ® 1 y el funtor identidad.
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Proposicion 1.3.2. Para todo X en C valen las siguientes igualdades:
hex =i ®lx yrxgr =rx ®id;.
Demostracion. Al ser | un isomorfismo natural, el siguiente diagrama es conmutativo:

19(1®X) —& i, @x

J,h@X ilx

19X Ix y X

Componiendo con la inversa de lx, tenemos que ljgx = id; ® lx. De la misma forma se
prueba la otra igualdad. O

Proposicion 1.3.3 (Azioma del tridngulo). El siguiente diagrama es conmutativo

(X®1)QY ey X®(1QY)
widy /
1dx Qly
X®Y
para todo par de objetos X,Y en C.
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:
a ®id
(X®1)®1)Y it (X®(1®1)®Y
r:®id1 ®idy
(id x ®¢)®idy
(X®1)RY
ax®1,1,Y ax1,y ax,1®1,Y
X®(1®Y)
~ 1dX®(L®1dY ) ~
(X®1)®(1Y) idx @@y X®(1®1)®Y)
ax,1,1QY
\ idx®ai,1,y
X®(1I®(1®Y))

Notar que si probamos que el tridngulo inferior izquierdo es conmutativo, tendriamos
que para X y 1® Y el axioma estd demostrado. Como L; es una autoequivalencia de
C, tenemos que todo objeto de C es isomorfo a uno de la forma 1 ® Y y por lo tanto
probando que el tridngulo inferior izquierdo es conmutativo tendriamos demostrada la
proposicién.

Veamos entonces que el tridngulo inferior izquierdo es conmutativo.

El diagrama externo es conmutativo por el axioma del pentagono. Los dos cuadrila-
teros son conmutativos dado que a es un isomorfismo natural. El triAngulo superior es
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conmutativo por la definicién de r (y tensorizar con idy). El triangulo inferior derecho
es conmutativo pues tenemos la siguiente igualdad

hey =id1 ®ly = Li(ly) = (1 ®idy) o al_,},y

y luego tensorizamos con idy (la primera igualdad se debe a la Proposicion [1.3.2)).
Como todos los morfismos del diagrama son invertibles, el tridngulo inferior izquierdo
es conmutativo. O

Proposicion 1.3.4. Para todo par de objetos Y, Z en C, los siguientes diagramas son
conmutativos:

1®X)® Xy ®(X®Y)
Ix®idy
Ixoy
(1.1)
(X®Y)® ® (Y ®1)
TX®Y
\ %}
XY

Demostracion. Sean XY, Z en C y consideremos el siguiente diagrama:

ax,1,y®idz

(X®1)RY)®Z . > (X®(IeY)®Z
(Tx®idy)®idz
(idx®ly )®idz
(X ® Y) ®RZ
axe1,y,z ax.y,z ax,1QY,z
X® (Y ® Z)
rx®idygz
3 idx@(ly@idz) 3
(X®1)®(Y®Z) rx®lygz X@((1®Y)®Z)
ax1,y®z
idx®a1,y,z
Xo(1e(Y®2)

El diagrama externo es conmutativo por el axioma del pentdgono. Los cuadriliteros
son conmutativos por ser a un isomorfismo natural. Los tridngulos superior e inferior
izquierdo son conmutativos por la Proposicion [I.3.3] Con esto tenemos que el triangulo
inferior derecho es conmutativo.

Ahora la conmutatividad del primer diagrama de sale de tomar X = 1 y aplicar
L1_1 al tridngulo inferior derecho.

La conmutatividad del segundo diagrama de se prueba de forma similar. O

14



Corolario 1.3.5. Se verifica que l1 =11 = t.

Demostracion. Notar que si tomamos Y = Z = 1 en (|1.1]) y usamos la Proposicion|1.3.2)),

entonces tenemos que:

h®id; =lgioaii = (1di ®l)oar .
Tomando X =Y =1 en el axioma del triangulo [1.3.3) tenemos que:

r1 ®idy = (idl ® ll) oay,1-

Por ultimo usando la definiciéon de [ tenemos que:

(idi®l)oar = ®id;.
Juntando estas tres igualdades se llega a:
1 ®id] =r®id] =t ®idy
y como Rp es una autoequivalencia de C, concluimos que Iy = rq = . ]
Proposicion 1.3.6. El objeto unidad es unico salvo unico isomorfismo.

Demostracion. Sean (1,:),(1’,:) dos objetos unidad. Sean (r,1), (',1’) los isomorfismos
unidad correspondientes. Primero veremos que 1 y 1’ son isomorfos a través de un iso-
morfismo 7 : 1 — 1’ que se comporta bien con ¢ y ¢/, es decir que el siguiente diagrama
sea conmutativo,

1®1 L ' 1
n@n n (1.2)
o1 v s 1/

y luego veremos que este isomorfismo 7 es tnico.
: . /\—1
Propongamos el isomorfismo 7 := 1; o (r])
(1.2). Miremos el siguiente diagrama:

: 1 — 1’. Veamos que hace conmutar

1®1 t=h 1
id1®n /
n@n 1®1 n (1.3)
Iy
N®idy
P V=l 5
'®1l 1
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Notemos que el cuadrado exterior es el que buscamos probar que es conmutativo. Es claro
que los triangulos izquierdo y derecho son conmutativos. Basta con ver la conmutatividad
de los tridngulos superior e inferior. Veamos que el tridngulo superior es conmutativo y
para ello miremos el siguiente diagrama:

id1®i, =l ’
1011 TR @1
id1®r’1 idi®n "'/1
Iy
1®1 1

Notar que nosotros queremos probar que el tridngulo inferior es conmutativo. Para ello
notar que el cuadrado exterior conmuta por naturalidad de [ y que el tridAngulo superior
conmuta por definicién de 7.

De manera similar se prueba que el tridnngulo inferior del diagrama es conmu-
tativo.

Asi tenemos que es conmutativo.

Solo resta probar que 7 sea el inico con esta propiedad. Supongamos que no, es decir
existe v : 1 — 1’ que hace conmutativo el diagrama . De esta forma tenemos que

b := vy~ o1 hace conmutar el siguiente diagrama:
—“loy—Ho =b®b
1® 1(7 ®771)o(n@n)=b® 1 ®1
L L
1 en 1

Ademas notar que para cualquier morfismo ¢: 1 — 1 el diagrama

c®idy

1®1 I®1

1 = 1

es conmutativo. Asi que si tomamos ¢ = b, tenemos que b®id; = ¢t L obor=b®b, por
lo tanto y~'on = b =id; es decir n = . 0

Con las propiedades vistas hasta aqui podemos decir que una definicién alternativa
de categoria monoidal es la que enunciamos a continuacion.

Definiciéon 1.3.7. Una categoria monoidal es una lista (C,®,a,1,l,7) que satisface el
axioma del pentagono y el axioma del tridangulo.

A continuacion probaremos una propiedad més que tiene el objeto unidad.
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Proposicion 1.3.8. Sea C una categoria monoidal. Entonces Ende(1) es un monoide
conmutativo bajo la composicion. Mds atin, f®g = 1~ 1o(fog)®t para todo f,g € Ende(1).

Demostracion. Por la naturalidad de los isomorfismos unidad tenemos que:

f®idy =rtof®@mr

idi®@g=1"og®U.

Pero ya hemos probado que r; = I3 = ¢ asi que nos queda lo siguiente:
f®g=(f®id)o(i[di®g)=to(fog)or™
(que es una de las cosas que debjamos probar) y
f®g=(idi®g)o(f®id)=co(gof)or.
Entonces to (fog)ot ™' =10(go f)or™t. Pero como ¢ es un isomorfismo tenemos
que fog=go f, que es lo otro que debiamos probar. O
1.4. Funtores monoidales

Definicién 1.4.1. Sean (C,®,1,a,t) y (C',®',1’,d’,./) dos categorias monoidales. Un
funtor monoidal de C a C’ es un par (F,J), donde F : C — C’ es un funtor y

IJxy  F(X)® F(Y) > F(XQ®Y)
es un isomorfismo natural tal que F'(1) es isomorfo a 1’ y el siguiente diagrama es con-

mutativo para todo X,Y, Z € C.

al
F(X),F(Y),F(Z)

(F(X) & F(Y)) & F(Z)

FX) & (F(Y)® F(Z))

Jxy®idp(z) idp(x)® Jy,
F(X@Y)®/F(Z) F(X)@’F(Y@Z)
IxQY,z Ix,yez
FX®Y)®Z) Floxx.z) L FX® (Y ®2))

Un funtor monoidal (F,J) se dice una equivalencia de categorias monoidales si F es
una equivalencia de categorias.
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1.4.1. Ejemplos

Ejemplo 1.4.2. Un ejemplo importante de funtor monoidal es el funtor olvido. En
particular, el funtor olvido Rep(G) — Vec es un funtor monoidal entre las categorias de

los Ejemplos y|1.2.3]

Ejemplo 1.4.3. Sea f : H — G un morfismo de grupos. Entonces tenemos el funtor
"pushforward de la graduacion" f, : Vecy — Vecg que resulta ser un funtor monoidal
(el J en este caso es la identidad).

Ejemplo 1.4.4. Sean K un cuerpo y A una K-algebra con unidad. Sea C la categoria
de A-mod a izquierda. El funtor F' : A-bimod — End(C) tal que F(M) es igual al
endomorfismo M ®4 —, es un funtor monoidal entre las categorias de los Ejemplos

y[[2:8

Ejemplo 1.4.5. Sean G1,Gs grupos, sea A un grupo abeliano y sean wi,ws dos 3-
cociclos. Sean C, = Ca (A),. = 1,2 las categorias monoidales definidas en el Ejemplo
. Veamos coémo podemos construir un funtor monoidal de C; a Cs.

Sea f : G; — G2 un morfismo de grupos. Defino F : C; — C5 ast:

F(d4) = 04(g) y dado a € Hom(dy,d,), F'(a) = a € Hom(J5(gy, 04 (g))-
Sea u: Gy x G — A un funcién que satisface:

Wl(Q? h, Z)H(th Z)H(% h) = M(g7 hl):u(hv Z)WQ(f(g)v f(h)v f(l))) para todo g, h,l € Gj.

Sea Js, 5, = (g, h)ids, )« F(g) ® F(0p) — F(dgn) para g,h € Gi.

Entonces el par (F, J) resulta ser un funtor monodial de C; a Ca.

1.5. Categorias Monoidales Rigidas

Sea (C,®,1,a,t) una categoria monoidal. A lo largo de esta seccion omitiremos los
isomorfismos naturales [, r.

Definicion 1.5.1. Sea X € C. Un objeto X* € C se dice dual a izquierda de X si
existen morfismos evy : X*® X — 1y coevy : 1 > X ® X*, llamados evaluacion y
coevaluacion, tales que las composiciones

X coev x ®id x (X®X*)®X ax X% X X®(X*®X) idxQevx X,

-1
X+ id y % ®coev x X*®(X®X*) Ox x x* (X*®X)®X* evx ®id y % X

son cada una el morfismo identidad.
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Definicion 1.5.2. Sea X € C. Un objeto *X € C se dice dual a derecha de X si existen
morfismos evly : X ® *X — 1y coev’y : 1 » *X ® X, tales que las composiciones

—1

.

OX,%x,X evh ®id x
SVxex

id 4
X%X@)(*X@X)

(X®*X)®X X,

P
coev'y ®idx y
R SN

5% (X @X)@*X XXy o (X @*X) SxOVx, w

son cada una el morfismo identidad.

Observacion 1.5.3. Notar que si X tiene dual a izquierda X* entonces X es un dual a
derecha de X™* con ev’X* =evx y coeV’X* = coevy. También, si X tiene dual a derecha
*X entonces X es un dual a izquierda de *X con evsy = evly y coevsxy = coevly. Con
lo cual *(X*) =~ X =~ (*X)* para todo X que tenga dual a izquierda y a derecha.

Loégicamente ahora surgen las siguientes preguntas: jtodos los objetos tienen dual a
derecha y a izquierda?, jtodas las categorias monoidales tienen al menos un objeto que
tenga dual a izquierda o a derecha?, jhay categorias monoidales donde todos sus objetos
tengan duales a ambos lados?, ;jconocemos los duales de los objetos de las categorias
monoidales mencionadas anteriormente? Veamos los siguientes ejemplos para obtener
estas respuestas.

1.5.1. Ejemplos

Ejemplo 1.5.4. Se afirma que el 1 tiene dual a derecha y a izquierda, méas atiin 1* =1 =
*1, evy = ¢ y coevy = ¢~ L. Para mayor rigurosidad, en este ejemplo no omitiremos los
isomorfismos unidad. Veamos que el 1 es el dual a izquierda (luego dual a derecha sale
con la observacion de arriba). Lo que queremos probar es que:

—1

ai1,1 1d1®L

1519129 1g91) @1 1(1®1) 12 191 2L (1.4)
11199 e (101) L 191 @1 Q9 10111 (1.5)

son cada una el morfismo identidad.

Por definicién de los isomorfismos unidad, tenemos que (idi ® ¢) o a111 = Ri(r1) =
r1®id; = t®id; (aqui usamos que 7 = ¢ = [j por el Corolario. Asi, la composicion
nos quedé (usando nuevamente que 1 = ¢ = ly):

o(t®idy) o (¢ ®idy) ot =10 (idy ®idy) o7t = idy.

De la misma forma usando que (L®id1)oaiil = L1(l1) = id1®l; = id;®¢, la composicion
(1.5) nos quedo:

o(idi®u) o (id; @ o™t =10 (id ®idy) o™t =idy.
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Ejemplo 1.5.5. Miremos la categoria de los K-espacios vectoriales de dimension finita
Vec. Sea V' un objeto de esta categoria, y sea B = {v1, ..., v,} una K-base de V. Entonces
su dual a izquierda y a derecha son el esapcio dual V*, su evaluacion es

eviy V¥RV - K

eVV(f’U) = f(U)

y su coevaluacion es

coevy K -V V*
coevy (k) = 2 k(v, ® v)).
=1

Asi que aqui tenemos una categoria en la cual todos sus objetos tienen dual a derecha y
a izquierda.

Ejemplo 1.5.6. Por el contrario miremos la categoria de todos los K-espacios vectoriales
Vec. Veamos que no todos los objetos de esta categoria tienen dual a izquierda. Sea V'
un espacio vectorial de dimensiéon infinita y supongamos que Y es su dual a izquierda,
evy su evaluacién y coevy su coevaluacién. Entonces

avy,v

v coevy ®idy (V@Y) @V V® (Y@V) idy ®evy v
es el morfismo identidad. Es decir para algin y e Y y ke K

v — coevy (1) ®@ v = (m1(coevy (1)) ®y) ®v
— 71(coevy (1)) ® (y ®v)
— 71(coevy (1)) ® k = kmi(coevy (1))

< (m(coevy (1))

deberia ser la identidad. Pero esto es absurdo ya que la imagen de la composicién quedd
contenida en un subespacio de V' de dimensién finita.

Ejemplo 1.5.7. Sea K un cuerpo, y sea Rep(G) la categoria de representaciones de
dimension finita de G sobre K. Sea (p,V) un objeto de esta categoria, entonces su
dual (a izquierda y a derecha) es la representacion dual usual (p*,V*) definida por
(p*(9) () = fFl(p(g~))(v)), su evaluacion y coevaluacién son las mismas que para
Vec ya que estas resultan ser morfismos de representaciones.

Ejemplo 1.5.8. Sea Cg(A) la categoria del Ejemplo Veamos que todos sus objetos
tienen dual a izquierda y a derecha si y solo si G es un grupo.

(=) Sea 6}, el dual a izquierda de d,4, entonces sabemos que existe el morfismo evalua-
cion evs, : 6, ® 64 — 6. € Homey, (dng, de), por lo tanto Home,, (0ng, de) # &, con lo cual
necesariamente hg = e, es decir h es un inverso a izquierda de g y esto vale para todo
g € G. De la misma forma pero con el dual a derecha, se prueba que g tiene inverso a
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derecha y por las propiedades de monoide sabemos que ambos inversos deben ser iguales.
Como todo elemento de G tiene inverso, G resulta grupo.

(«<) Sea G un grupo y 6, € Cg(A), entonces defino oy = d,-1 = *d; y evs, = a
y coevs, = —a con a € Ay —a su opuesto (recordar que A era un grupo abeliano).
Verifiquemos que esto funciona: las composiciones de la definicion de dual a izquierda

nos quedan:

5y = (3, ®3,1) @y > 53 ® (3,1 ® §g) === 4y,

§y1 BT 5 ® (0, ®,1) > (6,1 ®6,) ® 1 2274 5,4

que claramente son el morfismo id = 0. Notar que reemplazamos al asociador y a las
identidades por 0 y al producto tensorial por la operacion del grupo A.
Las composiciones para el dual a derecha son iguales.

Ejemplo 1.5.9. Sea K—Vecg la categoria del Ejemplo Veamos que todos sus
objetos tienen dual a izquierda y a derecha si y solo si G es un grupo.

(=) Sea 64, g € G definido por la formula (64), = Ksiz = gy (6g), = 0six # g. Sea
V' = @jpeq Vi el dual a izquierda de 0y y evs, : V' ®dy — 1 = d, el morfismo evaluacion.
Como los morfismos preservan graduacion, necesariamente

(V'®dg)e= P Vi®K=#0,
heG/hg=e

con lo cual existe h € G tal que hg = e, es decir h es un inverso a izquierda de g. Usando
la existencia de dual a derecha se consigue un inverso a derecha de g y luego se concluye
que ambos inversos deben ser iguales y por lo tanto todo elemento de G tiene inverso.

(=) Sea V = P, e Vy un objeto arbitrario. Defino:

V=P Wy con Wy = (V-1)*.
geG

Notar que entonces (V* @ V)e = @ e(Vy ® Vg). Definiré evy como la suma de las
evaluaciones de espacios vectoriales en grado e y como 0 en los demés grados. Es decir:

evy 1= (D evg) + 0+ ..+ 0: V*QV > K®0® .00 =K
geG

donde evy : Vg* ® Vy; — K es la evaluacién de espacios vectoriales.

Definicién 1.5.10. Un objeto en una categoria monoidal se dice rigido si tiene dual a
izquierda y a derecha.

Definicion 1.5.11. Una categoria monoidal se dice rigida si todos sus objetos son
rigidos.
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Observacion 1.5.12. Para un espacio vectorial V' de dimensién finita sobre K se conoce
que existe la siguiente propiedad para su espacio dual V*: dados U, W espacios vectoriales,
existe una adjunciéon Homg (U ® V, W) = Homg (U, V* ® W). Veamos ahora la misma
propiedad en categorias monoidales.

Proposicion 1.5.13. Sea C' una categoria monoidal y sean V,U y W objetos en C.
(a) StV tiene dual a izquierda V* entonces existe una adjuncion isomorfismo natural
Home(U ®V,W) = Homc(U,W Q@ V™), (1.6)
Home(V*Q@U,W) = Homgc(U,V @ W). (1.7)
(b) SiV tiene dual a derecha *V entonces existe una adjuncion isomorfismo natural
Home(U ® *V,W) = Homc(U,W QV), (1.8)
Home(V Q@ U, W) = Homc(U,*V @ W). (1.9)

Es decir que cuando existe dual a izquierda (respectivamente, derecha) de V', el funtor
V*® — es el adjunto a izquierda de V ® — (respectivamente, — ® *V es el adjunto a
derecha de —®V ).

Demostracion. El isomorfismo que nos da (1.6]) es f — (f®idy«)o (idy ®coevy ), (donde
estoy suprimiendo el ismorfismo asociador y 7“51) para f € Homo(U®V, W). Los demaés
isomorfismos son similares. O
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Capitulo 2

Categorias tensoriales simétricas

En este capitulo veremos las definiciones y propiedades bésicas de categorias simétri-
cas, tensoriales y tensoriales simétricas. El contenido es extraido de [EGNO15, EK21].

2.1. Categorias monoidales simétricas

Definicion 2.1.1. Una categoria monoidal C es trenzada si existe un isomorfismo na-
tural ¢: (—® —) = (— ®°" —) de C x C a C llamado trenza (donde X P Y =Y ® X)

tal que los siguientes diagramas conmuten para todo X, Y, Z € C.

CX,YQZ

X®(Y®Z) Y®Z)®X
ax.v,z ay,z,.x
(X®Y)®Z N 1 ®\Y®(Z®X)
ex,y®lz y®cx,z
\(Y®X) ®Z REES Y ® (X®Z)/
_ (X®Y)®Z2 e 70 X®Y)
axy z Gy xy
X®(Y®Z< )Z@X)@Y
x®cv,z ex, 281y
X®(Z®Y) "Xz (X ®2) @Y/

Definiciéon 2.1.2. Una categoria monoidal trenzada C se dice categoria monoidal
simétrica si para todo X,Y € C se cumple

cy,x ocxyy = lxgy
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donde c es la trenza.
En este caso se dice que la trenza es simétrica.

Ejemplo 2.1.3. Veck es una categoria monoidal simétrica con su trenza dada por
cuy(u®v) =vu.

Ejemplo 2.1.4. Rep(G) es una categoria monoidal simétrica con la misma trenza que
la de espacios vectoriales ya que la ¢ definida en el ejemplo de arriba es también un
morfismo de representaciones.

Ejemplo 2.1.5. Vale que si Vecg (del Ejemplo [1.2.6)) admite trenza, entonces G debe
ser un monoide conmutativo. Probemos esto: sea

b, :=0®..00 (K), ®0...H0

con g € (G, como estamos suponiendo que la categoria admite una trenza c¢, tendriamos
que ¢ : 64 ® 0, — 0, ® d4 es un isomorfismo no nulo entre

09.08 (K)gr ®0... 00 = b,

0@ .08 (K)pg ®0... 00 = dyy,

(con g, h € G) lo cual seria absurdo si gh # hg.
Asi que basta con tomar G un grupo no abeliano, para tener un ejemplo de categoria
monoidal que no admite trenza.

Definicién 2.1.6. Si C,C’ son trenzadas entonces un funtor monoidal F : C — C’ se dice
trenzado si preserva las trenzas es decir: para todo X,Y € C se cumple

/
Flexy)oJdxy = Jyx o CF(X),F(Y)"
Ademas, si ¢, ¢’ son simétricas, entonces a un funtor monoidal trenzado le decimos

simétrico.

2.2. Categorias tensoriales

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicion 2.2.1. Sea C una categoria K-lineal, abeliana, localmente finita, monoidal
y rigida, con End¢(1) =~ K. Decimos que C es una categoria tensorial sobre K si el
bifuntor ® : C x C — C es bilineal en morfismos.

Definicion 2.2.2. A una categoria tensorial finita y semisimple la llamaremos categoria
de fusion.

Ejemplo 2.2.3.
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= Vecg, con G un grupo, es una categoria tensorial semisimple. Si G es finito, entonces
Vecq es de fusion;

= Vecg, con G un grupo y w un 3-cociclo, es una categoria tensorial semisimple (que
es de fusion si G es finito);

= Vec es una categoria de fusion;

» Repg(G) es una categoria tensorial. Si char(K) = 0 o char(K) no divide a |G|
entonces Rep(G) es una categoria de fusion;

Ejemplo 2.2.4. Veamos un ejemplo de una categoria que no es tensorial por culpa del
bifuntor ® que no es bilineal. Sea C la categoria del Ejemplo Miremos el morfismo
de bimodulos ¢ : C_ — C_, ¢(z) = iz. Veamos que id ® i¢ # i(id ® ¢) :

([d®ig)(i®1i) = (i ® (i) (i) = i @ip(i) = i @ —i
—iQ(-i)>l=i<(—)®l=-1®]1,
i(d® )i ®i) =i(i®di) =i(i®—-1)=iri®@—1=—10-1=1&1.

Definicion 2.2.5. Sean C y D categorias tensoriales sobre K, sea F' : C — D un funtor
monoidal K-lineal, exacto y fiel. Decimos que F' es un funtor tensorial.

Ejemplo 2.2.6. Los funtores monoidales de los Ejemplos (1.4.2]) y (1.4.3) son funtores
tensoriales. El funtor monoidal construido en el Ejemplo (1.4.5) es un funtor tensorial
para las categorias C¢(K).

Proposicion 2.2.7. Sea C una categoria tensorial. Entonces el bifuntor ® : C x C — C
es biexacto.

Demostracion. Por la Proposicion [I.5.13] sabemos que los funtores V®— y —®V tienen
funtor adjunto a izquierda y a derecha. No ha sido probado aqui, pero vale que cualquier
funtor entre categorias abelianas que tenga funtor adjunto a izquierda y a derecha es
exacto. Por lo tanto tenemos la exactitud de ® : C x C — C en ambos factores. O

Proposicion 2.2.8. Sea C una categoria tensorial. Entonces el funtor dualizacion a
izquierda y el funtor dualizacion a derecha son exactos.

Demostracion. Lo probaremos para el funtor dualizacion a izquierda pero la misma idea
sirve para el funtor dualizacién a derecha.
Sea
0 X->Y—>7-50

una sucesion exacta. Queremos probar que
0-7">Y*" "S5 X*>0

es exacta.
Primero veamos que 0 —» Z* — Y™* — X™ es exacta.
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Notar que basta con probar que:
0 — Home (T, Z*) — Home(T,Y™) — Home (T, X*)
sea exacta para T un objeto de C, que obviamente es lo mismo que ver que:
0 — Home(7T,1® Z*) - Home (7,1 ® Y*) — Home(T,1 ® X¥)

sea exacta.
Por la Proposicion [I.5.13] basta con ver que:

0 — Home(T ® Z,1) — Home(T ® Y, 1) — Home (T ® X, 1) (2.1)

sea exacta.
Como en la proposicion de arriba vimos que tensorizar es un funtor exacto, tenemos
que:
0-TRX ->TRY -TRZ—0 (2.2)

es exacta y como Homeg(—, A) es un funtor contravariante exacto a izquierda (A € C), al

aplicarlo a (2.2) tenemos que vale (2.1)).

Ahora veamos que Z* —» Y* — X* — ( es exacta.
Notar que basta con probar que:

0 — Home(X*,T) — Home(Y*,T) — Home(Z*,T)
sea exacta para T un objeto de C, que obviamente es lo mismo que ver que:
0 - Hom¢(X*®1,T) —» Home(Y*®1,T) - Home(Z* ® 1,T)

sea exacta.

Por la Proposicién [1.5.13] basta con ver que
0 — Home(1,X ® T) — Home(1,Y ® T) — Home (1, Z®T) (2.3)

sea exacta.
De nuevo tensorizando tenemos que

0-X®T ->YRT—->2ZRT —0 (2.4)

es exacta y como Home(A,—) es un funtor covariante exacto a izquierda (A € C), al

aplicarlo a (2.4) tenemos que vale (2.3)). O

Teorema 2.2.9. Sea C una categoria tensorial, entonces el objeto 1 es simple.
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Demostracion. Sean X un subobjeto simple de 1 (que existe porque nuestra categoria es
localmente finita).
0->X51-Y -0 (2.5)

la correspondiente sucesion exacta, donde Y = 1/X.
Por la proposicion anterior el funtor dualizacion a izquierda es exacto entonces

0-Y* >1->X*">0

es una sucesion exacta.
Como tensorizar es exacto por Proposicion [2.2.7] obtenemos que

0> XY > X ->X®X*—>0

es exacta. Como X es simple y X ® X* # 0 (pues el morfismo coev es no nulo), tenemos
que X®X* =~ X. De esta forma tenemos el siguiente morfismo no nulo 1 - X®X* — X
que lo llamo f.

Asi que nos quedo el siguiente morfismo no nulo:

1 e x vy

Como End¢(1) = K, el morfismo anterior debe ser un escalar no nulo, es decir o f =
aidy, con a € K y por lo tanto ¢ debe ser suryectivo y como ya sabiamos que era inyectivo
nos quedo6 que X es isomorfo a 1. ]

Corolario 2.2.10. Sea C una categoria tensorial, entonces el morfismo evaluacion es un
epimorfismo y el morfismo coevaluacion es un monomorfismo.

2.3. Categorias tensoriales simétricas

Definicién 2.3.1. Una categoria tensorial C que ademas tenga estructura de categoria
monoidal simétrica se le dice categoria tensorial simétrica.

Ejemplo 2.3.2. Repg(G) es una categoria tensorial simétrica. Obviamente si G es el
grupo trivial, nos queda la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita.

Definicion 2.3.3. Si C,(’ son categorias tensoriales simétricas entonces un funtor ten-
sorial simétrico F : C — C’ es un funtor que es tensorial simétrico.

Naturalmente uno puede preguntarse cudles son todas las categorias tensoriales simé-
tricas (es decir buscar una clasificacién). Ya mencionamos que Repg(G) es un ejemplo
pero ;hay otros?

La respuesta es si y ahora pasaremos a describir una nueva categoria y luego a explicar
por qué Repg (G) y esta nueva categoria son efectivamente distintas.
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2.3.1. La categoria de super espacios vectoriales

Definicion 2.3.4. A un espacio vectorial Zs-graduado V = Vy@V; lo llamaremos super
espacio vectorial. A los elementos de V) se los llama pares y a los de V; impares.

Definimos sVeck la categoria de super espacios vectoriales de dimension finita
sobre K como la categoria tensorial Repg(Zz) con la siguiente trenza:

exy(®y) = () (y @), (2.6)

donde x e y son homogéneos (i.e. puramente pares o puramente impares) y |.| denota la
paridad de elementos homogéneos.

Observacion 2.3.5. Si char(K) = 2 entonces sVeck = Repg(Zz). Asi que el caso intere-
sante es al suponer que char(K) # 2.

Teorema 2.3.6. sVeck es una categoria tensorial simétrica.

Demostracion. Que sea una categoria tensorial ya lo sabemos por la definicion de sVecg.
Solo queda verificar que ¢ sea una trenza simétrica.

Primero veamos que c es una trenza viendo que satisface los hexdgonos de la Definicion
2.11para X = Xo@ Xy, Y =Yo®Y1, Z =2, 4.

La parte superior del hexagono nos queda:

(ayzxocxyezoaxyz) ((zo®@x1)® (Yo Dy1)) ® (20D 21)) =

(ayzx ocxyez)(@o® (Yo ®20) @ 21 ® (Y1 ®20) ® 2o ® (Y1 ®21) @ 1 ® (Yo ® 21)
Dro® (Y ®21) @ 11 (YN ®21) ® 1o® (Y1 ®20) ® 1@ (Yo ® 20)) =

Y ®(20®w0) @ (-1 ®(20071) @ 11 ® (21 @) B (—1)yo ® (21 ® 71)
Y®(21®x0) DY ®(21@71) @ y1 ® (20®0) @ Yo ® (20D w1).

La parte inferior del hexagono nos queda:

Iy ®cxzoayxzoex,y ®1z) (o @x1) @ (Yo Py1)) ® (20D 21)) =

Iy ®cx,z2) W ® (20 ®20) @ (1)1 @ (21 ®2) ® 11 @ (2o ®21) D Yo ® (1 ® 21)
DY@ (ro®z21) @ (1)1 ® (11 ®21) @ 11 ® (20 ® 20) @ Yo ® (21 ® 20)) =

Yo R (20®@x0) @ (—1)y1®(20Q@71) @ Y1 ® (21 ®x0) @ (—1)yo ® (21 ® 1)

DY ®(21®20) D Y1 ®(21®@21) @ y1® (20 ®20) D Yo ® (20 R x1).

Como obtuvimos lo mismo, el diagrama resulta conmutativo.
Una cuenta similar sirve para ver que el segundo hexagono también es conmutativo.
Solo resta ver que ¢ es simétrica lo cual es obvio. O

Ahora el objetivo es verificar que sVeck es realmente una nueva categoria y para esto
usaremos la nocién de dimensiéon de un objeto rigido X.
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Definicién 2.3.7. Sea X un objeto rigido en una categoria monoidal simétrica C. Dado
un morfismo b : X — X, definimos la traza de b, y la denotamos Tr(b), como la siguiente
composicion:

coevy b1 Cx, x*

] — XX — X X" — X*®X —/ L

Ademas definimos la dimensiéon de X como dim(X) = Tr(1x).

Observacion 2.3.8. En el caso que C = Vecg, la definicién de traza dada recién es la
usual definicion de traza que conocemos para transformaciones lineales pues: fijemos {v;}
base de V, {v}} su base dual y al componer,

dimg (X) dimg (X) dimg (X) dimg (X)
1— Z v; @V} — Z b(v;) ® v} — Z vF ®b(v;) — Z v (b(v;)) = tr(b)
i=1 i=1 i—1 i=1

obtenemos la traza usual de b.

Veamos lo que sucede si V = V5 @ V; es un super espacio vectorial en sVecg. Sean
{vo,i}, {v1,:} bases de Vj y Vi respectivamente.

Sea ahora {(vg1®0), ..., (Vo,ne DO0), ..., (0BV1,1), ..., (0BV1n, )} base de Vo@ Vi (donde
ng = dim(Vp) y n1 = dim(V1)).

Tomamos {(vg 1 @0), .., (V5 ,,, @0), ..., (0BV] 1), ..., (0®2] ,,, )} base de V* = VF@ V"

Al componer nos queda:

no ni
1) (00, ®0)® (v, ®0) + Y (0D 1) ® (0D v},

=1 i=1
7o n1

> Y (bl (v0.6) D 0) ® (v, ®0) + DS (0®bly; (v14)) ® (0D vF)
=1 i=1
no n1

= Y (05 ®0) ® (blvy (v0,) ®0) — D (0D vT;) @ (0@ blv; (v14))
=1 =1

HZvolb\vo (vo,i)) Evub\vl (v1,6))
=1

= tx(bly) - tr(Blya).

Conclusion: Tr(b) = tr(bly,) —tr(bly; ). En particular dim(V) = dimg (Vp) —dimg (V1),
es decir la dimensién de V en sVecg es distinta a la dimensiéon de V' en Vecy.

Las propiedades de la traza que conocemos para espacios vectoriales también se cum-
plen para esta nueva definicion de traza. No daremos la prueba ya que involucra diagra-
mas engorrosos, pero enunciamos a continuaciéon las propiedades que valen y que luego
utilizaremos. Una demostracion de esto puede encontrarse en [AKauadPO02].

29



Proposicion 2.3.9. Se cumple que:

Tr(f +g) = Tr(f) + Tr(g),
Tr(fog) = Tr(go f),
Tr(f®g) = Tr(f)Tr(g),
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Capitulo 3

Clasificaciéon de las categorias
tensoriales simétricas

El objetivo de este capitulo es explicar por qué surge la idea de crear la categoria
de Verlinde (la cual denotamos Ver,). Presentaremos teoremas (los cuales no demostra-
remos) actuales y de gran relevancia que ayudan a responder las siguientes preguntas:
jcudles son todas las categorias tensoriales simétricas?, jqué propiedades son las que dis-
tinguen a cada una de ellas?, y jcuén importante es la caracteristica del cuerpo sobre el
que trabajemos? Este capitulo no es necesario para entender los capitulos que le siguen,
sino para entender las aplicaciones que tiene la teoria que se expondra después.

Definicion 3.0.1. A un funtor tensorial simétrico F' : C — Veck lo llamamos funtor
de fibra.
A un funtor tensorial simétrico F': C — sVeck lo llamamos super funtor de fibra.

En lo que sigue de la seccién usaremos el término funtor de fibra indistintamente
para referirnos al super funtor de fibra y también a un funtor F': C — Ver,,.

Definicién 3.0.2. Una categoria tensorial simétrica C se dice Tannakiana si existe un
funtor de fibra (tensorial, exacto y simétrico) F' : C — Veck. Se puede probar que esta
definiciéon es equivalente a pedir que C sea una categoria tensorial simétrica equivalente
a Rep(G), donde G es un esquema de grupos afin.

Definicién 3.0.3. Una categoria tensorial simétrica C se dice super-Tannakiana si
existe un funtor de fibra F' : C — sVecg. Se puede probar que esta definicién es equivalente
a pedir que C sea una categoria tensorial simétrica equivalente a Rep(G, z), donde G es
un esquema de super grupos afin.

Definicion 3.0.4. Sea C una categoria localmente finita, definimos longitud de X como
el largo de su serie de Jordan-Holder.

Resulta que el estudio de la pregunta jcuén rapido crece la funcion longitud(X)?
ayudé a clasificar y diferenciar las categorias tensoriales simétricas y a encontrar nuevos
ejemplos.
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Definicién 3.0.5. Decimos que una categoria tensorial simétrica C tiene crecimiento
moderado si para todo X € C existe rx € R tal que longitud(X®") < (rx)", V¥n e N.

Ejemplo 3.0.6. Si X € Repg(G), podemos tomar ry = dimg(X) y asi tenemos que
Repk (G) es de crecimiento moderado.

Ejemplo 3.0.7. No fueron objeto de estudio en esta tesis, pero un ejemplo de categoria
tensorial simétrica de crecimiento no moderado son las categorias de Deligne Rep(S;),
t ¢ N, que pueden encontrarse en |Del07].

3.1. Cuerpo de caracteristica cero

Teorema 3.1.1 (|Del02|). Una categoria tensorial simétrica sobre un cuerpo K de ca-
racteristica 0 es super-Tannakiana si y solo si es de crecimiento moderado.

Observacion 3.1.2. Por el Teorema tenemos que la categoria del Ejemplo

no es super-Tannakiana.

Automaticamente surge la pregunta ;vale el teorema de Deligne para K un cuerpo
de caracteristica prima? La respuesta es no. Mas atin, no vale para ningtan p primo. Los
contraejemplos para p = 2,3 no los veremos en este trabajo pero pueden encontrarse en
[BEO23]. El contraejemplo para p > 5 sera la categoria de Verlinde Ver, que construire-
mos en la proxima seccion. Es decir que Ver, serd una categoria de crecimiento moderado
que no admitira un funtor de fibra F': Ver,, — sVec.

3.2. Cuerpo de caracteristica positiva

Hasta ahora entonces tenemos por Deligne que dada una categoria tensorial simétrica
de crecimiento moderado sobre un cuerpo de caracteristica 0, siempre existe un funtor
de fibra a sVeck, pero que esto no vale para caracteristica prima y Ver, serda un contra-
ejemplo. jSeréd que la generalizacion del teorema de Deligne para caracteristica positiva
es mirando funtores de fibra a Ver,?, es decir, jdada una categoria tensorial simétrica C
de crecimiento moderado sobre K de caracteristica positiva, existird un funtor de fibra
C — Ver,?

Sorprendentemente si agregamos la hipotesis de semisimplicidad a C, la respuesta a
la pregunta es si. Enunciamos a continuacién el teorema que lo afirma.

Teorema 3.2.1. [CEO23, Theorem 8.11] Si C es una categoria tensorial simétrica se-
misimple de crecimiento moderado sobre un cuerpo K de caracteristica p > 0, entonces
admite un funtor de fibra a Ver,.

Nota: Este teorema fue primero probado en [Ost20] con la hipotesis adicional de pedirle
a C que tuviera una cantidad finita de objetos simples, es decir pedirle a C que sea una
categoria de fusion.
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Observacion 3.2.2. Han habido avances que permiten decir atin més que el Teorema
No se abordara en la tesis pero se puede definir la nocién de un funtor de Frobe-
nius F': C — C[x] Ver,, el cual no necesariamente es exacto (y en caso de serlo decimos
que C es Frobenius exacta); la definicion puede encontrarse en |[Ost20, Definition 3.5|.
Haciendo uso de este funtor enunciamos a continuaciéon el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3. [CEO23|, Theorem 1.1] Sea C es una categoria tensorial simétrica. C es
de crecimiento moderado y Frobenius exacta sobre K de caracteristica p > 0 si y sdlo si
admite un funtor de fibra a Ver,.
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Capitulo 4

La semisimplificacién de una
categoria

Hasta aqui hemos ido armando el concepto de categoria tensorial simétrica y hemos
dado dos ejemplos diferentes para este concepto. En la secciéon de ahora presentaremos
otro ejemplo de categoria tensorial simétrica (que abarca a sVeck) y ademés estudiaremos
la construccién de la categoria en cuestion y analizaremos en detalle por qué esta resulta
semisimple. También daremos varias definiciones nuevas y algunas proposiciones. Este
capitulo es de crucial importancia para abordar el capitulo que le sigue.

La teoria aqui planteada se extrae principalmente de |[EK21|, [EO22|, |Del07] y
[Mar14].

Definicién 4.0.1. Sea C una categoria tensorial simétrica. Un ideal tensorial I € C es
una coleccién de subespacios

I={I(X,Y) < Home(X,Y)}x vec
tal que para cualquier X,Y, Z,T € C,

1) Va € I(X,Y), € Hom¢(Y, Z),~v € Home(Z, X), tenemos que foa € (X, Z) y
aovyel(Z)Y).

2) Ya € I(X,Y), € Hom¢(Z,T), tenemos que a ® e (X R Z,YRT)y fRa €
I(Z®X,TQY).

Definicion 4.0.2. Si I < C es un ideal tensorial entonces podemos definir una cate-
gorfa tensorial simétrica C/I que tiene los mismos objetos que C pero Homg/;(X,Y) =
Home(X,Y)/I(X,Y). Esta categoria recibe el nombre de categoria cociente de C por
1.

Observacion 4.0.3. ;Por qué decimos que la categoria cociente es tensorial simétrica?

» Notar que End¢/7(1) = K pues el inico morfismo negligible de 1 en 1 es el nulo.
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4.1.

Todas las estructuras que debe tener Hom(X,Y') (grupo abeliano, espacio vectorial
de dim. finita, linealidad de la composicion) se preservan de la categoria original
que ya las satisfacia.

Los objetos siguen manteniendo la longitud finita.
La clase de la trenza [c] sigue cumpliendo que [ecy x] o [ecx,y] = [1xgy], 0 sea que

es simétrica.

Morfismos negligibles

Definicién 4.1.1. Un morfismo f : X — Y en una categoria tensorial simétrica C se
dice negligible si para todo g : Y — X, Tr(f og) = 0.

4.1.1. Ejemplos

Ejemplo 4.1.2. Si C = Vec entonces el inico morfismo negligible es el nulo.

Ejemplo 4.1.3. Para C = Repg(Zs) con char(K) = 5 tenemos morfismos negligibles no
nulos. Veamos un ejemplo. Tomo X = (p, K?) la siguiente representacion:

vY

(1) = (} (1’) 7

= (0,K?) la siguiente representacion:

100
o()=[1 10
01 1

f:K? — K3 es un morfismo de representacion si y solo si

0 0
[f]=1{a O
b a
con a,b e K.
Se afirma que
00
[f1=11 0
11

es un morfismo negligible.

Demostracion. Sea g : Y — X, un morfismo de representaciéon cualquiera. Entonces

0G4
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con z,y € K. Entonces

0 0
[fog] = x 0 0],
z+y x 0
por lo tanto Tr(f o g) = 0. O]

Ejemplo 4.1.4. Veamos otro ejemplo de morfismo negligible no nulo en C = Repy(Zs)
con char(K) = 5. Tomo X = (p,KK%) la siguiente representacion:

p(l) =

=l elNell S s
SO = = O
O = = OO
== O O
— o O O O

f: K5 - K5 es un morfismo de representacion si y solo si

[f]=

o QU O R
L O R O
o Qe OO
>R OO

QO O OO

con a,b,c,d,e e K.
Se afirma que

L

~~

| S—

|
= = = = =
_o == O
== OO
= =0 O O
—_ oo O o O

es un morfismo negligible.

Demostracion. Sea g: X — X,

lg] =

o Q0 o
QO T O
o o OO
QR O OO
QO O OO

un morfismo de representacion cualquiera. Entonces Tr(fog) =a+a+a+a+a=0. O
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4.2. Propiedades

Proposicion 4.2.1. La coleccion N (C) de morfismos negligibles en C forma un ideal
tensorial.

Demostracion. » Sean o € N(X,Y) y v € Home(Z, X) entonces para toda g €
Home (Y, Z), Tr((aovy)og) = Tr(awo (yo g)) = 0, donde la dltima igualdad se debe
a que « es negligible.

» Sean a € N(X,Y) y 8 € Hom¢(Y, Z) entonces para toda g € Home(Z, X), tenemos
que Tr((Boa)og) = Tr(go(Boa)) = Tr(ao(goB)) = 0, donde la dltima igualdad
se debe a que « es negligible, y las otras igualdades se deben a las propiedades de

la traza en 2.3.0

= Para probar que dados a € N(X,Y) y 8 € Home(Z,T) se cumple que para toda
g€ Home (Y ®T,X®Z)y he Hom¢(T®Y,Z® X),
Tr((@®p)og) =0y Tr((B®a)oh) =0

se requiere analizar unos diagramas extensos, por lo tanto omitimos la prueba pero
detalles de la misma pueden encontrarse en [EO22, Lemma 2.3]|.
O

Proposicion 4.2.2. Si f: X — X es un morfismo nilpotente, es decir existe n € N tal
que f* =0, entonces Tr(f) = 0.

Demostracion. Antes de iniciar la demostracion de la proposicion, hacemos la siguiente
afirmacion:
Dada una categoria tensorial, si f es un endomorfismo de una sucesién exacta corta

0-X -X->X"-0

entonces Tr(f|x) = Tr(f|x/) + Tr(f|x»).
Ahora si probamos la proposiciéon. Sea f nilpotente y miremos la siguiente sucesion
exacta:
0 — Ker(f) - X — Im(f) — 0.

Notar que f es un endomorfismo de esta sucesiéon, entonces por la afirmacién tenemos

Tr(f) = Tr(flker(r)) + To(flimcr)) = 0+ Tr(flump))-

Ahora repetimos el argumento con la siguiente sucesion para la cual f |Im( F) €s un
endomorfismo:

0 — Ker(flmm(s)) — Im(f) — Im(f?) — 0,

entonces

Tr(f) = Te(flm(r)) = Tr(fIKer(Fluncry)) + Tr( fmr2)) = 0+ Tr(fum(r2))-
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Continuamos asi hasta tener que:

Tr(f) = Tr(flm(pn-1y) = 0,
que era lo deseado. O

Para demostrar los resultados que siguen nos seré util recordar que para la categoria
de R-mo6dulos tenfamos el siguiente lema de Fitting: sea V un R-médulo a izquierda de
longitud finita n y sea f € Endg(V'). Entonces V' = Im(f™)+ Ker(f™). Enunciemos ahora
la version categoérica del lema de Fitting.

Lema 4.2.3. Sean C una categoria abeliana, X € C un objeto de longitud finita n y
f: X — X un endomorfismo. Entonces X =~ Im(f") ® Ker(f").

Corolario 4.2.4. Sean C una categoria abeliana, X € C un objeto indescomponible de
longitud finitan y f : X — X un endomorfismo. Entonces son equivalentes:

(1) f es inyectiva;
(11) f es suryectiva;

(111) f es un isomorfismo;
(1v) f no es nilpotente.
Demostracion. Sale directo del lema de Fitting (sin usar la hipotesis de in-

descomponible) ya que al ser f inyectiva tenemos que Ker(f™) = 0, entonces
X = Im(f™), entonces f es suryectiva.

Es obvia.

Si f es un isomorfismo entonces f* también es un isomorfismo para todo k,
con lo cual f no puede ser nilpotente.

Asumimos que f no es nilpotente, entonces Im(f™) es un subobjeto distinto
de 0. Por el lema de Fitting tengo que X = Im(f™) @ Ker(f"), pero como X es
indescomponible tengo que Ker(f™) = 0, entonces f es inyectiva.

O

Proposicion 4.2.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean C una categoria
abeliana, localmente finita, K— lineal, X € C un objeto indescomponible y f : X — X un
endomorfismo. Entonces f = Aidx + 1, con A € K y n nilpotente. Si f es un isomorfismo
entonces A # 0.

Demostracion. Primero lo demostramos en el caso de C = R-mdédulos a izquierda. Sean
M un R-moédulo a izquierda indescomponible y f: M — M. Al ser K algebraicamente
cerrado, existe A un autovalor. Entonces f — Aidx no es un isomorfismo y usando el
Corolario tenemos que f — Aidx es nilpotente. Asi concluimos que f = Aidx + 7
con 7 nilpotente.
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Para el caso de C una categoria cualquiera dentro de las hip6tesis, usamos que vale
la siguiente afirmacion (ver [EGNO15, Theorem 1.3.8]): toda categoria abeliana es equi-
valente, como categoria aditiva, a una subcategoria plena de la categoria de médulos a
izquierda sobre un anillo asociativo con unidad A. Una vez establecida esta equivalencia,
usamos lo recién probado para la categoria C = A—moddulos a izquierda. O

Lema 4.2.6 (|[EO22|). i) Sean X,Y indescomponibles. Entonces f : X — Y es ne-
gligible si y solo st dim(Y) =0 o f no es un isomorfismo.

i) Sean X = @1, X;,Y = ?:1Yj, donde X;,Y; son indescomponibles. Sea f :
X —>Y ysea f= (—B” fij con fij: X; — Y. Entonces f es negligible si y solo si
fi,j es negligible para todo i, j.

Observacion 4.2.7. Corroboremos que i) es cierto segin los ejemplos que planteamos
arriba. En el Ejemplo f claramente no era un isomorfismo. En el Ejemplo X
era un objeto de dimensiéon 0.

Demostracion. i) («) Asumimos que f no es un isomorfismo. En primer lugar notar
que si X = 0 entonces el resultado es obvio. Supongamos entonces que X # 0. Sea
g:Y — X quiero ver que Tr(f o g) = 0. Como sabemos que valen las propiedades
de la Proposicion basta con ver que Tr(go f) = 0. Primero notemos que go f
no es un isomorfismo porque si lo fuera implicaria que g es suryectiva (y por lo
tanto no inyectiva para no tener que f era un isomorfismo), y entonces tendria que

O—»Ker(g)—»YiX—»O

es exacta con ambos extremos distintos de cero. Pero notar que ¢ := for, donde 7 es
la inversa de go f, es una seccién de g. Esto hace que la sucesion se parta y tengamos
que Y = X @ Ker(g) lo cual es absurdo por la hipotesis de indescomponible. Como
entonces g o f no es un isomorfismo y estoy bajo las hipotesis del Corolario [£.2.4]
podemos garantizar que g o f es nilpotente. Ahora usando la Proposiciéon [4.2.2
tenemos que Tr(g o f) = 0, por lo tanto f es negligible.

Supongamos ahora que dim(Y) = 0. Sea g : Y — X, quiero ver que Tr(f o g) = 0.
Por la proposicién anterior podemos escribir f o g = Aidy + 7, donde A e Ky n
es nilpotente. De esta forma Tr(f o g) = Mdim(Y') 4+ Tr(n) = 0+ 0 = 0. Asi, f es
negligible.

(=) Asumimos que f es negligible. Si f no es un iso entonces listo. En caso contrario
tomo g = f~1. Por ser f negligible s¢ que 0 = Tr(f o g) = Tr(idy) = dim(Y), que
es lo que queriamos probar.

ii) Ahora veamos el caso general:
(<)Seag:Y — X, g = (‘Bj,igj,i con gj; : Y; — X;. Entonces Tr(f o g) =
ZM Tr(fij 0954 = Z” 0 = 0 ya que f; ; es negligible para todo 1, j.
(=) Supongamos que para algin n,m, f, , no es negligible, es decir que existe
tmn @ Ym — X, tal que Tr(fnm © tmn) # 0. Tomo g : Y — X, g = @g;; con
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Imn = tm,nagj,i = OV(],Z) 7 (ma Tl) Entonces TI'(f © g) = Zi,j Tr(fi,j o gj,i) =
Tr(frm © gmn) # 0. Lo cual es absurdo pues f era negligible.
[

Definicién 4.2.8. Dada C una categoria tensorial simétrica, definimos C = C/N(C) la
semisimplificacion de C como la categoria cociente de C por N'(C), es decir la categoria
cuyos objetos son los mismos que C y los morfismos estan dados por Homg(X,Y) =
Home(X,Y)/N(X,Y), donde N(X,Y) es el espacio de morfismos negligibles de X a Y.

Observacion 4.2.9. » Como ya probamos que N(C) es un ideal tensorial, la ca-
tegorfa C es una categoria tensorial simétrica, a los objetos de C los llamaremos
X.

= SiY es indescomponible y dim(Y) = 0, el morfismo idy es negligible (por el Lema
4.2.6)), con lo cual todo morfismo Y — Y es negligible (pues recordar que N(C) es
un ideal tensorial), entonces Homg(Y,Y) = 0 haciendo que Y = 0 por definicion.

Corolario 4.2.10. Sean X,Y indescomponibles,
i) Si dim(Y') = 0 entonces Homz(X,Y) = 0;
ii) Si X 2Y entonces Hom(X,Y) =0,
ii1) Si dim(X) # 0 y X =Y entonces dimg(Homz(X,Y)) = 1.

Demostracion. i) y ii) salen directos del Lema [4.2.6]

Veamos iii) Sea f la que da el isomorfismo entre X e Y. Probaremos que toda h €
Homg(X,Y') se escribe como kf, o sea que h = kf + 1 con n negligible. Como ho f~!e
Home¢ (Y, Y), por la Proposicion podemos escribir ho f~! = Xidy + 7' con A e Ky
7' nilpotente. Asi nos queda que h = A\f +n con n =1’ o f (recordar que como N (C) es
un ideal tensorial, 1 es negligible). O

Teorema 4.2.11. La semisimplificacion C es una categoria tensorial simétrica semisim-
ple. Mds ain, los objetos simples de C son los indescomponibles de C de dimension no
nula.

Demostracion. Sea X indescomponible en C de dimensiéon no nula y veamos que X es
simple en C. Supongamos que no es simple, entonces tenemos

f:Y—>X

con Y # 0y f no nula. Particionamos Y = @Y;, f = @f;, con Y; indescomponibles.
Entonces f; es no nula para algtun i, es decir tenemos f; : Y; — X no negligible. Por
Lema concluimos que f; es un isomorfismo o sea que X == Y;. Asi que tenemos

Yi>Y > X

con los dos extremos isomorfos y podemos concluir que X =~ Y, o sea X es simple.
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Ahora veamos que la categoria es semisimple. Sea X un objeto, a X puedo escribirlo
como suma de indescomponibles @!'_; X;. Ahora al mirar a X en C tengo que X = @?:171‘-
Como ya mencionamos que si dim(Y) = 0 entonces Y = 0, a esta suma la reordenamos
sacando aquellos sumandos de dimensién 0. Nos queda X = @f;lfi, y como recién vimos
que un indescomponible de dim no nula en C es simple en C, hemos escrito a X como
suma de simples. O

Observacion 4.2.12. Tenemos el funtor semisimplificaciéon S : C — C que asigna a
cada objeto X — X. Este funtor no necesariamente es exacto por ejemplo: miremos la
siguiente sucesién exacta de representaciones de Zjz sobre K un cuerpo de caracteristica

10 0
0_><1 0>i> 11 0|-(1)—0
01 1

con
Si aplicamos S a esta sucesion nos queda:

1 0\ 7 -

que no es una sucesion exacta.
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Capitulo 5

La Categoria de Verlinde

Este capitulo es el méas importante del trabajo ya que se presenta la categoria por
la cual hemos estado enunciando todos los conceptos previos. La teoria que viene a
continuacion es sacada de [GK92,|GM92|. Se agregan algunas cuentas y demostraciones,
en especial para p = 3,5, 7.

Definicion 5.0.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p. Sea
C = Repg(Zy). Definimos la categoria de Verlinde Ver, como la semisimplificacion de
C, es decir Ver, = Repg(Zp).

Observacion 5.0.2. » Ver, es una categoria tensorial simétrica semisimple por el

Teorema [4.2.11]
» ;Cuales son los objetos simples de Ver,? que es equivalente a preguntarnos ;cuales
son los objetos indescomponibles de dimensién no nula de Repy(Z,)?

Sabemos que los objetos indescomponibles de Repy(Zy,) son J;, i = 1,2, ..., p donde
J; es mandar a 1 al bloque de Jordan ¢ x ¢ de autovalor 1.

De esos p objetos, J, es el tinico de dimensién nula.

Por lo tanto los objetos simples de Ver, son L; := J;,i = 1,2,...,p — 1.
= para p = 2 hay un solo objeto simple y resulta que Vers = Veck.

Veamos haciendo las cuentas, cudnto dan algunos productos tensoriales en Ver,,.
Sea p = 3, es decir que hay dos objetos simples: L; (que es la unidad) y Ls. ;Cuanto
da Ly ® Lo? Para hacer esta cuenta, primero veremos cuanto da Jy ® Jo.

1000
10 10y [t 100
(1 1>®<1 1>_1010

1111
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Como la matriz de la derecha es semejante a

10 00
0100
011 0] N1®%s
00 11
podemos decir que
Lo®@Lo=J1®J3=14 (5.1)

Veamos ahora p = 5. Hay 4 objetos simples L1, Lo, L3, L4. Veamos cuanto dan algunos
productos tensoriales:

1000
— (10 10 0100
L2®L2=J2®Jz=<1 1>®<1 1>= 011 0]=7®s=L®Ls
0011
100000 100000
70 0 110000 110000
10 011000 001000
L2®L3_<11>®(1)1(1)_100100_001100
110110 000110
011011 000011

=L DIy =Lo®DLy

Para facilitar algunas cuentas introducimos la regla de Verlinde o regla truncada
de Clebsch-Gordan, la cual sirve para cualquier p y no probaremos:

min(mvnvp_mvp_n)

Ln®Ly, = @D Ly —n)t2i-1-
i=1

Con esta regla calculo los siguientes productos tensoriales para p = 5:

Ls®L3=L1&® Ly =1+ Ls, (5.2)

L3 ® Ly = Lo,

Li®Ly=L; =1.
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5.1. La categoria de Verlinde para p = 3

Teorema 5.1.1. La categoria Vers es equivalente a la categoria sVec.

Demostracion. Lo esencial de esta prueba es ver que en Vers haya dos objetos simples y
que la trenza en ellos acttie como lo hace la trenza de sVec que mencionamos en .
Que solo hay dos objetos simples esta claro y esos objetos son L1 y Lo. Notar que en
ya vimos que Jo ® Jo = Ji + J3. Buscamos entender qué morfismo es ¢ : Lo ® Lo —
Lo ® Lo, donde ¢ es la semisimplificacién de la trenza usual ¢ de espacios vectoriales.
Fijemos By = {e1,es} base de K? correspondiente a la primera copia de Jo, By =
{f1, f2} base de K? correspondiente a la segunda copia de Jo, y

B={e1® f1,e1® f2,e2® f1,2® fa}

B ={fi®e1, fi®es, fo®e1, fo @ea}

las bases de K? correspondientes a cada uno de los productos tensoriales.

Notar que C; = {e1 ® fo — e2 ® f1} es base del subespacio que nos da la copia de J;
en Jo® Jo, y que C3 = {1 ® f1,e1 ® fa + €2 ® f1,e2® fa} es base del subespacio que nos
da la copia de J3 en Jo ® Jo.

Notar también que

-1 0 0 0

lelicyoes.cpocyy = oL

100s,010C) 0 010

0 0 01

donde C] = {f1®e2 — fo®e1} yC5 = {f1®e1, fi®ea + fa®e1, fo@ea}.

Asi ¢ = ¢1 + ¢3 con ¢ = —id y ¢3 = id. Pero observar que cuando hacemos la
semisimplificacion, c3 pasa a ser el morfismo nulo. Por lo tanto ¢ = ¢; + 0 = —id, que es
exactamente lo que necesitdbamos probar. O

5.1.1. Un ejemplo en Very

Estudiaremos un objeto de Vers con el objetivo de hallar su descomposicién en sim-
ples.
Miro a KS5 como Zs-modulo con la siguiente acciéon:

g-o=gog
donde (g = (123)) = Zz y 0 € Ss.

Escribamos a esta representacién como suma de Ly y Lg’s. ;Como es la matriz de
esta representacion en la base candnica de KS5? (donde a los elementos los ordeno por
tipo de ciclo). Como la conjugaciéon mantiene el mismo tipo de ciclo, la matriz estaré en
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forma de bloques. Como la cantidad de elementos en una 6rbita debe dividir al orden del
grupo, en este caso nuestra matriz solo puede tener los bloques:

(1)
00 1
10 0
010

Notar que el segundo bloque corresponde al bloque de Jordan J3 que va a desaparecer
en la semisimplificacion.

Notar que la cantidad de bloques (1) corresponde al orden del centralizador de (123)
en S5 que es 6.

Por lo tanto nuestro objeto inicial es suma de 6 copias de Lj.

Este ejemplo que hemos desarrollado recién, se puede generalizar a Ver, y n > p.
Miro a KS,, como Z,-mdédulo con accion:

g-0=g0g""
donde (g = (12...p)) = Z, y o € S,. Esta representacion resulta ser suma de (n — p)!p
copias de Lj por los mismos argumentos que ya mencionamos.

5.2. sVec como subcategoria de Ver,

Ya vimos que Vers es sVec. Ahora veremos lo que pasa para p > 5. Otra prueba de
este resultado puede encontrarse en [Kan22|.

Proposicion 5.2.1. Ly y L,—1 generan una copia de sVec en Ver,.

Demostracion. Proponemos que L; sea el simple par y que L, 1 sea el simple impar.
Usando la regla de Verlinde se ve que L,_1 ® L,—1 = L. Ahora debemos ver como actiia
la trenza en L, 1 ® L,_1. Seguiremos un esquema de demostracién muy similar al usado
en el Teorema [5.1.1]

En [Korl9| se puede ver que:

Jp_l @ Jp_l = (p — 2)Jp @ Jl.

Es muy importante notar que esta férmula solo vale sobre un cuerpo de caracteristica p
que es justamente nuestro caso.

Asi que nuevamente solo nos interesa saber qué hace la trenza c sobre la copia de J; ya
que su complemento (p — 2).J, seré el objeto cero cuando hagamos la semisimplificacion.

Notar que si By = {e1,...,e,—1} es la base de KP~! correspondiente a la primera copia
de Jy_1, Bo = {f1,..., f—1} es la base de KP~! correspondiente a la segunda copia de
prla y

B={e1® fi,....ep-1® fp—1}
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B ={fi®ei1,..., fr-1®ep 1}
las bases de K(P—1)? correspondientes a cada uno de los productos tensoriales, entonces

p—1

C={D(-)""e® fpi}

i=1

es base del subespacio que genera la copia de J; en J,_1 ® J,—1. Notar que c restringida
a este subespacio es —id. De esta forma tenemos que la trenza ¢ es la de sVec. ]

5.3. Ver, como contraejemplo al teorema de Deligne

Recordemos que el Teorema pedia por hipotesis que el cuerpo fuera de caracteris-
tica cero. Mencionamos que para p = 2, 3 existen contraejemplos que no mencionaremos
aqui y que para p > 5, Ver, sirve de contraejemplo. A continuaciéon vemos por qué para
el caso p=5y p=7. Para p > 11 se procede de forma similar.

Es claro que Vers es de crecimiento moderado al ser la semisimplificacion de Repg (Zs)
con K un cuerpo de caracteristica 5 (esto vale para p en general). Supongamos por el
absurdo que existe

F': Vers — sVeck.

Recordar que en el Capitulo [5| presentamos la regla de Verlinde y calculamos en (5.2]) que
L3s®Ls =1+ Lg

en Vers. Entonces

que es lo mismo que decir que
*=1+d

(donde d es la dimensioén como espacio vectorial de F'(L3)). Notar que d al ser la dimen-
sion de un objeto en Vecg, debe ser un entero. Pero como la ecuacion 22 = 1 + x no
tiene solucion sobre los enteros, hemos llegado a un absurdo y concluimos que Vers no
es super-Tannakiana.

Para Ver; nuevamente podemos decir que es de crecimiento moderado. Supongamos
por el absurdo que existe
F' : Ver; — sVeck.

Por la regla de Verlinde tenemos que

Ly®Ls =1+ Ls

L3s®Ls=Lg+ Ly
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en Very. Entonces

dim(F (L3 ® Ls)) = dim(F(L3 + Ls))

que es lo mismo que decir que
A =1+d (5.3)

de=d+c (5.4)

(donde d es la dimensiéon como espacio vectorial de F'(L3) y ¢ es la dimensiéon como
espacio vectorial de F'(Ls)). Notar que d y c¢ al ser dimensiones de objetos en Vecg,
deben ser enteros no negativos. La ecuacion nos dice que ¢ # d y que ¢ # 0, pues
sino la ecuacién no tendria solucion. Por la ecuacioén ((5.4) sabemos que d = kc con k € N.
Asi que la ecuacion quedd

ke? = (k4 1)c,
entonces
k+1
c=——
]{: )

pero ¢ es un natural lo cual implica que k = 1 es la tnica solucién, lo cual era absurdo
pues dijimos que ¢ # d. Concluimos asi que Vers no es super-Tannakiana.

Se puede decir atn més sobre la categoria de Verlinde. No solo sucede que no admite
funtor de fibra F' : Ver, — sVeck, sino que Ver, es una categoria incompresible. Esto
significa que no admite un funtor de fibra a una categoria més pequena, es decir que
cualquier funtor tensorial F': Ver, — C hacia otra categoria tensorial simétrica, debe ser
pleno, fiel y una incrustacion.
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Capitulo 6

Algebras de Hopf en la categoria de
Verlinde

En este capitulo se expone el objetivo final de este trabajo: entender objetos dis-
tinguidos en la categoria de Verlinde. Lo plasmado a continuacion usa de guia [Rad11],
agregando cuentas y demostraciones para aplicar la teoria al contexto de categorias ten-
soriales.

6.1. Definiciones y ejemplos

Definiciéon 6.1.1. Un algebra de Hopf es una bialgebra (H,V,n, A, €) sobre K, que
admite un mapa K-lineal S : H — H, al cual llamamos antipoda, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

S®id

H®H HQH
A \V4
H g K il H
A \V4
H®H id®s H®H

Damos también una definicion equivalente que es la que usa [Rad11|. Probar la equi-
valencia es sencillo, solo requiere usar la definicién del producto de convolucion.

Definicién 6.1.2. Un algebra de Hopf sobre K es una biadlgebra H sobre K, tal que
el mapa identidad idy tiene un inverso S : H — H en el élgebra de convolucion End(H).
En este caso a S se le dice una antipoda de H.
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Ejemplo 6.1.3. Sean H = K[G],V(g® h) = gh,n(1) = 1le,A(g) = g®g,e(g) =1y
S(g) = g~! (donde g € G y e es la identidad del grupo), entonces (H,V,n, A, ¢, S) es un
algebra de Hopf.

Ejemplo 6.1.4. Sea V un K-espacio vectorial. Sea H = T'(V') el &lgebra tensorial. Sean:
V la extension del mapa T#(V) @ TH(V) — T**Y(V) a todo T(V),
n(1) =1 T(V) = K,
Alz)=2®1+1®zparazeVyA(l)=1®1,
e(x) =0,
y S(z) =—z,xeV.
Entonces (H,V,n,A ¢, S) es un algebra de Hopf.

Definicion 6.1.5. Sean H, H' algebras de Hopf sobre K con antipodas S, S’ respectiva-
mente. Un morfismo de algebras de Hopf f: H — H’ es un morfismo de bialgebras
ftalque foS=5"0of.

Se puede probar que en realidad todo morfismo de bidlgebras entre adlgebras de Hopf
es un morfismo de algebras de Hopf.

6.2. Algebras de Hopf en categorias trenzadas

Esta seccion esta motivada por el interés de saber si para una categoria trenzada C
existe un objeto que tenga estructura de algebra de Hopf. Nuestro enfoque estara en el
caso C = Repg(Z,) y C = Very,.

Definicion 6.2.1. Sean C una categoria monoidal, A € C un objeto y K un cuerpo. Sean
m € Home(A® A, A) y n € Home (K, A). Decimos que (A4, m,n) es un algebra en C si
se satisface que

mo(m®idyg) =mo (idg ® m)

mo (n®idy) =idg = mo (idg ®n).

Definicién 6.2.2. Sean C una categoria monoidal, C' € C un objeto y K un cuerpo. Sean
A € Home(C,C ® C) y € € Home(C, K). Decimos que (C, A, €) es una coalgebra en C
si se satisface que

(A®idc) o A = (ide ® A) o A

(e®idg) o A =ide = (ide ®e€) o A.

Definiciéon 6.2.3. Sean (A, ma,n4), (B, mp,np) dos &lgebras en C. Decimos que f €
Hom¢ (A, B) es un morfismo de algebras si

foma=mpo(f®f)

fona=ng.
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Definicion 6.2.4. Sean (C,A¢,ec),(D,Ap,ep) codlgebras en C. Decimos que f €
Home(C, D) es un morfismo de coalgebras si

Apof=(f®f)oAc

epof=ec.

Las definiciones que vienen a continuaciéon son las de biadlgebra y algebra de Hopf.
Para estos conceptos hara falta que la categoria sea monoidal trenzada, asi que a partir
de ahora C tendré una trenza c.

Proposicion 6.2.5. Sean A y B dos dlgebras en una categoria trenzada C. Entonces
(A® B,(ma®mp) o (ida ® cp.a ®idp),na ®nB)
es un dlgebra en C.

Proposicion 6.2.6. Sean C y D dos codlgebras en una categoria trenzada C. Entonces
(C® D, (idc ®cc,p®idp) o (Ac ® Ap),ec ®€p)
es una codlgebra en C.

Definiciéon 6.2.7. Sea H un objeto en una categoria trenzada C tal que (H,m,n) es
un algebra en C y (H,A,€) es una coalgebra en C. Decimos que (H, m,n,A,€) es una
bidlgebra en C si A y e son morfismos de algebras.

En la definicién que sigue cambiaremos la notacién para coincidir con la usual nota-
cion de los libros: usaremos V para referirnos a m.

Definicién 6.2.8. Sea (H,V,n,A,¢) una biadlgebra en una categoria trenzada C. Si
ademas existe S € Hom¢(H, H), llamado antipoda, tal que el siguiente diagrama es con-
mutativo:

H®H Seid H®H
A \V4
H d K il H
A \V4
H®H id®s H®H

entonces diremos que (H,V,n, A ¢, S) es un algebra de Hopf en C.
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6.2.1. Ejemplos en Repg(Z,)
Ejemplo 1

Lema 6.2.9. Sea (H,V,n,A¢,S) un dlgebra de Hopf sobre K. Sea T : H — H un
morfismo de dlgebras de Hopf tal que TP = id. Entonces (H,V,n,A,€,5) es un dlgebra
de Hopf en Repy(Zy) con la accion dada por ¢° - x = T%(x), donde Z, = {g).

Demostracion. Es claro que la accion esta bien definida. Restaria ver que V,n,A,ey S
sean morfismos de representacion. Sea p : Z, — GI(H), p(¢°)(x) = T*(x).

* V:H®H — H cumple que si x,y € H:

(Ve(p®@p)(g°)(x®@y) = Vo (T°(2)@T(y)) = T*(V(z®y)) = (p(g9°) o V)(x®Y),

(donde la segunda igualdad se debe a que T es morfismo de élgebras), por lo tanto
V es morfismo de representacion.

n: K — H cumple que:

(no&(g®))(1) =n(1) =T%(n(1)) = (p(g°) on)(1),

(donde & es la representacion trivial y la segunda igualdad es porque 7" es morfismo
de algebras), por lo tanto 1 es un morfismo de representacion.

*A: H— H®H cumple que si z € H:
(Aop(g®))(z) = A(T*(z) = (T° @T*)(A(x)) = (p® p)(9°) 0 A) (),

(donde la segunda igualdad se debe a que T es morfismo de codlgebras), por lo
tanto A es morfismo de representacion.

* ¢: H— K cumple que si z € H:
(cop(g®))(@) = e(T*(x)) = e(x) = (E(g°) o €)(x),

(donde & es la representacion trivial y la segunda igualdad es porque 7' es morfismo
de coélgebras), por lo tanto € es un morfismo de representacion.

* §:H — H cumple que si z € H:

(Sop(g”))(x) = S(T°(x)) = T*(5(x)) = (p(g°) 0 5)(x),

(donde la segunda igualdad es porque T es morfismo de algebras de Hopf), por lo
tanto S es un morfismo de representacion.

Asi hemos obtenido lo deseado. O
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Ahora volvamos al ejemplo de K[S,] como Z,-modulo de la seccion anterior (visto
luego de dar el caso particular de n = 5,p = 3) y apliquemos el lema de recién. Tomo
H = K[S,] (que ya sabemos que es algebra de Hopf), y T'(z) = (12...p)z(12...p)" 1. Si
probamos que 1" es un morfismo de algebras de Hopf concluiremos que H es un algebra
de Hopf en Repg(Zy).

Proposicién 6.2.10. Sean H = K[S,] como Z,-mddulo (n = p) y T'(x) = ocxo~! con

o = (12...p). Entonces T : H — H es un morfismo de dlgebras de Hopf.

Demostracion. * T es morfismo de algebras pues si g, h € Sy:
T(gh) = ogho ™ = ogoYoho™ = T(g)T(h),

T(n(k)) = on(k)o™" = o(ke)o™" = ke = n(k)
(donde e es la identidad de S,, y k € K).

* T es morfismo de codlgebras pues si g € Sy,:
A(T(9)) = Alogo™") = ogo ' ®ago ™ = (T®T)(A(9)),

e(T(9)) = e(ogo™") = 1 = €(g).
Usando que basta con ver que T' sea morfismo de bidlgebras para que sea morfismo

de algebras de Hopf, tenemos probado lo que desedbamos. ]

Por lo tanto hemos obtenido un primer ejemplo de algebra de Hopf en Repyg(Z,).

Ejemplo 2

Ahora veamos un ejemplo mas en el cual podemos aplicar el Lema [6.2.9] Sea H el
algebra libre generada por {1, 2,9, g~ '}. Definimos los siguientes morfismos de algebras:

A:-H—->HKH
11— 101+ 9g® 2
T2 > 2 ® 1+ g® o
g—9®g
g gty

e: H-K
z1—0
x9 — 0
g—1

g_1 — 1.
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Notar que se cumple que:

(Aoid)o A(z;) = (Aoid)(z1®1 + g @ z1)
=(r1®1+9®r)®1+(9®9) ®;
=11+ (YR21)®1+ (9Q9) ®x;

71®(1®1)+9® (1 ®1) +9Q (9 ® )

1R®1I®)+9®(x1®1+g®Rx;)

(dRA) (21 ®1+g®x1)

(id® A) o A(xy),

(Acid)oA(g) = (Acid)(g®9) = (9®9I)®g=9R(gR®g) = (Id® A) o A(g),

(eoid) o A(x;) = (coid)(x1 ®1+g®x1) = (0®1) + (1 ® ;)
=1®z;,=(;®1)+(¢g®0) =(d®e)(r1®1 + g ® x1)
= ([d®¢€) o A(z;),

(eoid) o A(g) = (ecid)(y®g) =1®g=9g®1 = (idoe) o A(g).

Por lo tanto H tiene estructura de bidlgebra.
Ahora cocientamos por el ideal

I= <gp - ]-a (g—l)p - ng—l - 1791‘1 — 19,
1
gr2 — (T2 + 1)g, 221 — T1T2 + ix%’ by,
Veamos que I es también un coideal (es decir que €, A estan bien definidos en el

cociente H/I), para asi tener que H /I es una bidlgebra, analizando las siguientes cuentas.
Para e las cuentas son triviales asi que haremos solo las cuentas para A.

AP —1)=(g®9)’-(1®1) = ("R¢") - (1®1) - (104" + (1®d")
=((" -1 +(1®¢'-1)e(I®H)+ (HRI).

Algg™' —1)=(997'®g99 ") —(1®1) — (997 ' ®@1) + (997 ' ®1)
=(99'®(gg ' 1)+ (g9 ' —H®) e (H®I) + (I®H).
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Algzy — 219) = (921 ® 9) + (¢° @ gz1) — (219 ® g + 9° ® 19)

= ((gz1 — 119) ® 9) + (¢° ® (971 — 219))
ce(I®H)+ (H®I).

A(gry — (x2 + 21)g) = (972 ® ) + (9° ® gaa) — (229 ® g + ¢° ® Tag)
—(119® g+ g° ®x19)
= ((gz2 — (z2 + 21)9) ® ) + (9° ® (92 — (w2 + 71)g))
c(IQH)+(H®I).

1 1 1
A(zory — 129 + §x%) = (rox] — T129 + 593%) ®1+ g2 ® (rox) — T129 + 593%)

+ (gr1 — 219) @ T2 + T2g ® 21 — gr2 @ T1

1
+ 5(%1 @z + 219 x1)

. . . 1
:21®1+92®12+13®w2+i(gwl—xlg)(@xl

— (922 — (w2 + 21)g) ® 11
c(IQH)+(H®I)

(donde i1, 1i2,i3 € I).

A = (#1®@1+ g@z1)P
= N1 @ 1) (g® 1)

_ é) <f> @ @1)(¢' @})

p—1
p i . .
-won+ X, (Ve o)+ (¢ o)
i=1

= (21 ®1) + (¢’ ®27)

ce(I®H)+(H®I),
donde la segunda igualdad se debe a que £1 ® 1 y ¢ ® x1 conmutan.

La tnica cuenta que nos falta por ver es cuanto da A(zh). Para esta cuenta no

podemos usar el célculo de arriba porque 9 ® 1 y ¢ ® x2 no conmutan. Definiendo

q:xl®]—7
a=x2®1,
b:g®$2,
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se puede probar que la férmula que vale es la siquiente:

Azy) = (22®1 + g®x2)"
=(a+0)"

n—2k
-9 . .
= Z Z (_1)1601]3(” ' k)bk+3an—2k—]qk7
k>0 j=0 J
donde
n n!
U fl(n — 2k)12F

Poniendo m = p nos quedara que cﬁ(p;k) es un multiplo de p para todo (k,j) #

(0,0), (0,p) por lo tanto ci(p;k) = 0 (ya que el cuerpo es de caracteristica p) para
todo (k,j) # (0,0),(0,p). Como el término (k,j) = (0,0) de la sumatoria es a? y el
término (k,j) = (0,p) de la sumatoria es b y

@+ We(IQH)+ (H®I)

podemos garantizar que
Ab)e IQH)+ (HR®I).

Ahora que tenemos la bidlgebra bien costruida, si seguimos la Definicién [6.1.2] solo
nos resta ver que idy,; tenga inversa en el dlgebra de convolucion para definir la .S como
esa inversa y haber construido un algebra de Hopf.

Para hacer esto enunciaremos una proposicién que se puede encontrar en [Radll]
ligeramente diferente a como la escribiremos aqui.

Proposicion 6.2.11. Sean A una bidlgebra sobre K y f € End(A). f tiene inversa en el
dlgebra de convolucion End(A) siy solo si la restriccion f|a, tiene inversa en el dlgebra
de convolucion End(A). Donde Ay es el coradical de A (es decir Ay es la suma de las
subcodlgebras simples de A).

Por como hemos ido construyendo H y H/I, y haciendo uso de [Radll, Proposition
4.1.2], tenemos que (H/I)g, el coradical de H/I, es la codlgebra de elementos de tipo
grupo. Es decir que

H/Iy = K[G(H/I)] = K[[g]].

Asi que basta con hallar inversa en el algebra de convolucion para id|K[[g]]. Lo cual
es trabajo sencillo dado que

S(lg) =g~

funciona como tal inversa ya que:

(S *id)(g9) = V(S ®id)A(g) =1 =noe(g),
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(es necesario aqui recordar que 7 o € es la unidad en el algebra de convolucion).
Entonces ahora si H/I es un algebra de Hopf.

Definimos ¢ : H/I — H/I,([z]) = [grg~!]. Notar que ¥? = id y ahora probaremos
que ¥ es un morfismo de bidlgebras para asi aplicar el Lema [6.2.9

* 1) es un morfismo de algebras pues:
¢ ([ab]) = [gabg~"] = [gag~'1[gbg~"] = ¥ ([a]):([b])
* 1) es un morfismo de coalgebras pues:
Aoy([a]) = A(lgabg™]) = A[g]A[a]A[g™] = (9@ 9)(ag) ®aw)) (g™ ®@g™)
= ga)g ' ®gapg "t = W OY)(aq) Rawe) = (¥ ®1) o Aa),

(donde hemos usado la notacion de Sweedler) y
cotp([a]) = e([gag™]) = e(a).
Asi que hemos obtenido otro objeto de Repg(Z,) que es algebra de Hopf.

6.2.2. Ejemplos en Ver,

Lema 6.2.12. Sea H un dlgebra de Hopf en Repy(Zy), entonces H es un dlgebra de
Hopf en Verp,.

Usando este lema podemos decir que los dos ejemplos de algebras de Hopf que vimos
para Repg(Zy), son ejemplos de algebras de Hopf en Ver,. Al ejemplo de K[S,,] como Z,-
moédulo ya lo estudiamos en detalle en la seccién anterior. Ahora pasaremos a estudiar
en detalle el otro ejemplo pero visto como objeto de Vers.

Observacion 6.2.13. Los subespacios
Hy={1,g,....,¢" 1},
H, = <$§xé,x§x%g,xix%g2, ...,xilx%gp_l/i +j=n, i,j<p—1),, n=1,2,..,2(p—1)
son Zjy-invariantes pues: si :L‘ilxggc cont+j=nyc=0,1,...,p— 1 entonces
griwyge~" = laiadg’) = Y)Y (y)y(g°) = ai(e2) g = 2 (22 + 21) 9"

Usando las relaciones por las que estamos cocientando tenemos que (x2 + x1)? sera suma

términos de la forma @}, 23, x’flx;”, con ki + ko = j. Asi 2% (22 + 11)7g¢ € H,,.
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({Coémo sera la descomposiciéon en simples de H/I vista como objeto de
Ver,? Lo veamos para p = 3. A partir de ahora no pondremos [.] aunque haremos
cuentas en la bidlgebra cociente. Escribamos la matriz de esta representaciéon en la base

2 2 2 .2 .2 2.2 2 2 2 2
B: {17979 1,219,219 ,22,x249,2X29 ,X1,T19,T19 ,To,Xag,Tog ,T1X2,T1T24,

2 2 2 2 2 2 2 2.2 2.2 2 2 2.2 2
T1x2g9 , X122, X229, L1229 ,TL1T9, L1Tog,X1Xog , LTy, T1T3g,T1Tog }

de H/I.

Observacion 6.2.14. Algunas de las cuentas auxiliares que usaremos para el calculo de
la matriz son:

gr1g~" =11,
grag "
959~
gr122g”" = 2t + 3122,

2, —1 2
grixr2g = = Til2,

=221 + X9,

V= 23 4+ (1/2)22 + 22129,

grizsgt = x123 + 203w,
griezg~ = aiad.
Por la Observacion [6.2.13] para el caso p = 3 sabemos que la matriz serd en bloques.
El bloque correspondiente a Hy es la identidad asi que son 3 copias de Lp. El bloque
correspondiente a Hy es

100100
010010
001001
00 01O00O0
000O0T10O0
000001

que son 3 copias de Lo. El bloque correspondiente a Hs es

1002 00100
010020O0T1FO0
0010O02¢001
0001O0O0O0OGO0OO
000O01O0O0GO0OTFO
000O0O0O1QO0O0OQ O
000200100
000020010
000O0O0OZ2¢001
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que son 3 copias de Ls. El bloque correspondiente a H3 es

100 2 00
010020
00100 2
000100
000O0T1O0
000001

que son 3 copias de L. Por tltimo el bloque correspondiente a Hy es la identidad que
son 3 copias de Lj. Asi nos quedd que Hi/I =6L; 6Ly en Vers.

Planteada esta algebra de Hopf en Vers, nos suurge una tltima pregunta jsera esta
una algebra conmutativa? Con esta pregunta nos referimos a saber si mo¢ = m, donde m
es la miltiplicaciéon del dlgebra. La respuesta es si y lo veremos en la siguiente proposicién.

Proposicion 6.2.15. Sea H/I € Vers el dlgebra de Hopf definida arriba. Entonces mot¢ =
m, es decir moc—m es un morfismo negligible.

Demostracion. Veamos que moc—meN(H/IQ H/I,H/I).
Teniamos que H/I = 6L; ® 6Ly @ 3L3. Entonces

H/IT®H/I =(6L1 ®6L1)® (611 ®6L2) ® (6L1 ® 3L3)D
(6L2®6L1) D (6L2®6L2) ® (6L2 ®3L3)D
(3L3®6L1)® (3L3 ®6L2) @ (3L3 ®3L3).

Lo que haremos sera estudiar m o ¢ — m restringida a cada uno de estos sumandos,
ver que esa funcion sea negligible y aplicar el Lema [£.2.6]
Arrancamos notando que m o ¢ — m restringida a los sumandos

6L1 ®3L3y 3L3 ®6Ly,

tiene su imagen en una copia de L3 que es un objeto de dimensién nula, entonces por el
Lema estos dos morfismos seran negligibles.
Ahora veamos m o ¢ — m restringida a los sumandos

619 ®3Ls =36L3y 3Ls®3L3 = 27L3,

y notemos que estos serfan morfismos que salen de L3 y tienen su imagen en Lo y Ly
respectivamente, asi que no pueden ser isomorfismos porque la salida es de dimensiéon 9
y la llegada tiene dimension 12 y 6 respectivamente. Aplicando Lema[4.2.6] tenemos que
son morfismos negligibles.

Analicemos ahora m o ¢ — m restringida al sumando

6L1 ® 6L17

veamos que es el morfismo nulo y por lo tanto negligible. Los elementos de L1 ® L; son
de la forma

a,b _c U, W
%99 @ X1T2g
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con (a,b), (u,v) =(0,0) 0 (2,2) y ¢c,w = 0,1,2. Tenemos que
(moc—m)(afwhe” @ zizhg") = wiasg”aiasg” — wiabg atasg"”. (6.1)

Sia+b+u+ v =0 entonces [6.1] es claramente cero. Si a + b+ u + v = 8, entonces
al reordenar usando las relaciones por las que cocientamos, necesariamente tendremos
algin xf’ lo cual hace que sea cero. Si a+ b+ u+v =4 (vamos a suponer sin pérdida
de generalidad que (a,b) = (0,0) y (u,v) = (2,2)) entonces

= Si ¢ = 0 entonces la cuenta es directa y da cero.

s Sic =1 entonces

2 2 1 2 2
(6.1) = $11‘29w+ — griTeg"”

2 2 w+l 2 2w+l
= X739 —x1(72 + 71)7g

2 2 w+l 2 2 w+l 2 2\ w+1
= T1T29 — T1T29 —zi(x122 + 2271 + 27)9

=0.

= Sic =2 la cuenta es similar a la del caso ¢ = 1 y también nos da cero.

Ahora analicemos m o ¢ — m restringida al sumando 6L1 ® 6L5. Como bases de las 6
copias L; tomo

Bi1 ={1},
Bi2 ={g},
Bis ={g%},

By ={zia3},
81,5 :{xfl'%g},
Big ={atx3g%}.

Como bases de las 6 copias de Lo tomo

B2y ={z2, 71},

Boa ={x2g, 219},

Bys ={x2g® 119°},

B 4 :{m1x§,2w%x2},
By 5 ={x1239, 201229},

Ba.g ={x1x§gz, 2x%x2g2}.

Notar que
00
[m cc— m]Bl,k®BQ,j = 0 0
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parak =4,56y j =1,...,6 (se debe a que } = 0 para i = 1,2).
También haciendo las cuentas se ve que

= 0
[moc— m]Bl,k®B2,j T\« 0

para k =1,2,3y j =1,...,6. Por lo tanto no son isomorfismos y aplicando Lema
tenemos que son morfismos negligibles.

Por ltimo veamos m o c—m restringida al sumando 6 Lo ® 6Lo. Haremos una sola de
las cuentas y las demas salen de forma similar. Calculemos Ly ® Lo donde estos Lo son
los de las bases By 1 y Ba4. Sabemos que Lo ® Ly = L1 @ L3. Como L3 sera cero en la
semisimplificacién, solo nos interesa saber qué pasa con la copia del Li. Notar que como
base de esta copia de L; se puede tomar

B = {(x2 @21:%:62) — (21 ®$1x%)}’

y sucede que

(m —moc)((z2® 223xs) — (21 @ 2123))
2r0x3 1y — Qx%x% — x%x% + xlx%:rg =
0.

Por lo tanto [m o ¢ —m]g = (0), que es negligible. O
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