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RESUMEN

La caracterizacion de toda familia de polinomios ortogonales matriciales en un intervalo de la
recta real en términos de un problema de Riemann-Hilbert es una herramienta poderosa para
el andlisis asint6tico de estas familias. Una pieza fundamental en este andlisis es la llamada
funcién de Szego matricial que estd caracterizada como la solucién de un problema de
frontera en el plano complejo. Esta funcién de Szeg6 matricial estd intimamente relacionada
con la factorizacién de Wiener-Hopf de la medida de ortogonalidad de los polinomios
ortogonales. En este trabajo estudiamos esta factorizacion de Wiener-Hopf y construcciones
explicitas de ella para familias especificas y relevantes de polinomios ortogonales matriciales.

ABSTRACT

The characterization of any family of matrix valued orthogonal polynomials on an interval
of the real line in terms of a Riemann-Hilbert problem is a powerful tool for the asympto-
tic analysis of these families. A fundamental piece in this analysis is the so-called matrix
Szego function, which is characterized as the solution of a boundary problem in the com-
plex plane. This matrix Szego function is closely related to the Wiener-Hopf factorization
of the orthogonality measure of the orthogonal polynomials. In this work, we study this
Wiener-Hopf factorization and explicit constructions of it for specific and relevant families
of matrix orthogonal polynomials.
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INTRODUCCION

Existe relacion estrecha entre el andlisis arménico, la teoria de funciones especiales y su
aplicacion en diversos campos de la fisica, la fisica matematica, los sistemas integrables
y los procesos estocésticos. Un ejemplo bien conocido son las series y transformadas de
Fourier en donde las funciones se descomponen en funciones elementales como las funciones
trigonométricas y las funciones exponenciales. Muchas generalizaciones importantes de
estos conceptos involucran funciones especiales como polinomios ortogonales o funciones
hipergeométricas.

Una herramienta que ha atraido mucha atencién en los tltimos afios para tratar problemas
relacionados con funciones especiales es la caracterizacion de algunas de estas en términos de
un problema de Riemann-Hilbert. En este contexto, dada una curva orientada I', un problema
de Riemann-Hilbert consiste en encontrar una funcion matricial /" analiticaen C \ I tal que
sus valores frontera F', y F_ sobre I' estan relacionados por una funcién conocida que
llamamos funcién de salto. Para tener una solucién Unica a este problema, es necesario
imponer una normalizacién para F' en algin punto, que usualmente se toma como el punto
en infinito de la esfera de Riemann.

Si consideramos el problema escalar, la funcién F' toma valores en el plano complejo y
el problema de Riemann-Hilbert se puede resolver en términos de una integral de contorno
que involucra la funcién de salto. Su solucion se reduce, esencialmente, a la formula de
Sokhotski—Plemelj.

El problema de existencia y unicidad de soluciones del problema de Riemann-Hilbert
para dimensiones arbitrarias es mucho més complejo y, en general, no es posible encontrar
una solucidn explicita en términos de integrales de contorno. Sin embargo, en varios casos,
es posible realizar una serie de transformaciones que deforman el problema original en un
problema que puede resolverse explicitamente. Al revertir estas transformaciones se puede
obtener informacién del problema original a partir de la solucién del problema deformado.
Este método fue introducido por Deift y Zhou [10], [11] y se conoce como el método de
steepest descent para problemas de Riemann-Hilbert.

Muchos problemas en la matematica y fisica matematica se pueden escribir en términos
de un problema de Riemann-Hilbert. Una de estas reformulaciones, de enorme importancia,
fue introducida por Fokas, Its y Kitaev [[16] y consiste en la caracterizacién de toda familia
de polinomios ortogonales sobre la recta real como la tnica solucién de un problema de
Riemann-Hilbert matricial de dimension 2 x 2. Esta caracterizacién, en combinacion con
el método de steepest descent, ha permitido el estudio analitico de numerosos problemas,
ver por ejemplo [9], [25].



INTRODUCCION

Un caso paradigmadtico es el desarrollo asintético de polinomios ortogonales con respecto
a una medida con soporte en el intervalo [—1, 1] a través de la técnica de Riemann-Hilbert,
el cual se realiza en detalle en [26]). En tal trabajo, el comportamiento global de los polinomios
ortogonales estd regido por la llamada funcion de Szego, que puede describirse explicitamente
mediante una expresion que involucra una integral sobre el intervalo [—1, 1] y la medida de
ortogonalidad. Esta funcidn, a su vez, estd caracterizada por un problema de Riemann-Hilbert
escalar particular.

En los tltimos afios, han surgido distintas extensiones del problema de Riemann-Hilbert
para los polinomios ortogonales, como por ejemplo las formulaciones para polinomios
ortogonales multiples y polinomios ortogonales matriciales. En [8] se desarroll6 el andlisis de
steepest descent para familias de polinomios ortogonales matriciales de dimensién arbitraria
con respecto a un peso W definido positivo sobre el intervalo [—1, 1]. Como en el caso
escalar, el comportamiento global de los polinomios ortogonales estd gobernado por la
llamada funcién de Szegd matricial. Para un peso arbitrario, a diferencia del caso escalar, esta
funcién no tiene una expresion simple en términos de integrales de contorno. En cambio, estd
caracterizada por un problema de Riemann-Hilbert matricial. La solucion de este problema
estd intimamente relacionada con la llamada factorizacién de Wiener-Hopf del peso W.

La funciéon de Szegd matricial y la factorizaciéon de Wiener-Hopf son los principales
objetos de estudio de este trabajo que se encuentra organizado de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1 se introduce la teoria bdsica de sucesiones de polinomios ortogonales:
su definicién, condiciones de existencia y una propiedad fundamental de las mismas
(larelacién de recurrencia de tres términos). También detallaremos algunas propiedades
de los llamados polinomios ortogonales clasicos.

= En el Capitulo 2 extenderemos la teoria desarrollada para polinomios ortogonales
escalares al caso matricial. También estudiaremos las llamadas dlgebras de Fourier que
surgieron en [4] para estudiar problema matricial de Bochner que busca caracterizar
todas las medidas matriciales cuyas sucesiones de polinomios ortogonales matriciales
asociadas son autofunciones de un operador diferencial simétrico de segundo orden.

= En el Capitulo 3 se presentaran los problemas de Riemann-Hilbert. Se describirdn
los problemas escalares (aditivos) y también la caracterizacién de los polinomios
ortogonales sobre la recta real dada por Fokas, Its y Kitaev [16]. Ademds, se verdn
algunas aplicaciones de esta caracterizacion.

= En el Capitulo 4 nos enfocaremos en la factorizacién Wiener-Hopf de una funcién
matricial que fue introducida por Wiener y Masani [29]. Demostraremos la existencia
de esta factorizacién y, por otro lado, una forma constructiva de obtenerla en el caso
de tener un polinomio de Laurent matricial que fue presentada por Ephremidze [14].
También veremos la relacion estrecha de la factorizacién Wiener-Hopf con la funcién
de Szego matricial.

= En el Capitulo 5 daremos otra posible factorizacion de funciones matriciales definidas
sobre curvas en el plano complejo y una construccion explicita de la misma en el caso
de tener funciones matriciales con entradas racionales que fue presentada por Gohberg,
Kaashoek y Spitkovsky [[17]. También veremos como esta factorizacion se relaciona
con la factorizaciéon de Wiener-Hopf.



CAPITULO 1

POLINOMIOS ORTOGONALES

En este capitulo vamos a desarrollar la teoria basica de los polinomios ortogonales y
algunas de sus propiedades. También se presentan los llamados polinomios ortogonales
cldsicos y algunas caracterizaciones de las mismas.

Consideremos C|[z] el espacio de polinomios con coeficientes complejos junto con un
producto interno (-, ). A partir de esto, podemos comenzar definiendo una sucesion de
polinomios ortogonales:

Definicion 1.0.1. Una sucesion de polinomios ortogonales con respecto al producto interno
(-, ) es una sucesion (pp)nen, en Clx] tal que:

1. deg(py) = n para cadan € Ny.
2. (pn,Pm) = Onmhy, donde hy, > 0.

Si hy, = 1 para cada n € Ny se dice que es una sucesion de polinomios ortonormales y
en el caso en que el coeficiente director de cada p,, es igual a 1, la sucesion serd llamada
monica.

Notemos que, tomando un producto interno (-,-) en C[x] y aplicando el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base de monomios {1, z, 22, ...} siempre es posible
obtener una sucesion de polinomios ortogonales (pr,)neN,-

Observacion 1.0.2. Dada una sucesion (gn )nen, en Clz] arbitraria tal que deg(g,) = n
para cada n € Ny, es trivial verificar que todo polinomio g € C[z] de grado m se escribe de
forma tnica como

q(x) = arqr(),
k=0

para ciertos aj, € C. Por lo tanto, tenemos que la sucesion (gn )nen, €s base de Clx].



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES

1.1. Polinomios ortogonales con respecto a una medida

En esta seccion vamos a construir un producto interno asociado a una medida p y a partir
de este producto interno obtener una sucesién de polinomios ortogonales que resulta tinica.
También se presenta una construccion explicita de las mismas.

Para esto, tomamos . una medida de Borel positiva sobre R tal que:

= L tiene momentos finitos de todo orden, es decir:

iy, = / 2"dp(x) < oo Vn € N,
R
donde u,, es llamado el n-ésimo momento de p.
= 1 es de soporte infinito, es decir:
p(xo — 6,20 +9) > 0,
para infinitos zg € R.

Ahora, dados p, ¢ € Clz], definamos:

@g%zém@ﬂmwmy (1.1)

Esto efectivamente define un producto interno en C[z] pues la linealidad y simetria conjugada
son triviales y el hecho de que u tiene infinitos puntos en su soporte implica que

(p.p) = /R 1p(e) Pdp(z) > 0,

para cada p € Clz] no nulo.

Ahora, considerando los momentos (i, = / x"dp(x) de p, podemos definir

R
Ho H1 cee o Hn
431 H2 R !
I . neN,.
Hn  Hn+1 ... H2n

Luego, D,, es simétrica e induce una forma cuadritica definida sobre R":

n
q(z1,..., 1) = q(x) = UCDnUCT = Z HitjTiZyj-
4,j=0

n
Mas atin, ¢ es definida positiva pues dado p(x) = Z apa® # 0 con coeficientes en R,

k=0
tenemos que

0<(p,p) = /Rp(x)Qdu(a;) = Z /Raiaj:ci“du(x) =q(ay,...,an).

1,j=0

Es decir, ¢(z) > 0 Va # 0.
Luego, por el Criterio de Sylvester [22, Capitulo 9 - Teorema 6], tendremos que los
menores principales de D,, son positivos. En particular, det(D,,) > 0 para cada n € Nj.



1.1. POLINOMIOS ORTOGONALES CON RESPECTO A UNA MEDIDA

Teorema 1.1.1. Sea p una medida de Borel positiva sobre R con momentos finitos de todo
orden y soporte infinito, entonces existe una tinica sucesion de polinomios ortogonales
monicos (pp)nen, con respecto al producto interno dado en (1.1).

Demostracion:

Los polinomios p,, se construyen de manera recursiva: sea po(z) = 1y supongamos que
tenemos polinomios ménicos pg, p1, ... ,pn condeg(pg) =k, k= 0,1,..., N, tales que

(P> Pm) = /]R Do) @) din(@) = Sumhns  mom € {0,1,..., N}.

N
Luego, definimos py4+1(z) = N4 Z e,z que es polinomio ménico de grado N + 1
k=0
donde los coeficientes cg, ¢y, . .., cny son a determinar. Notemos que
N N
N+1 k
(PN+1,2™) = / <$ 4 chzﬂf ) ™ dp(z) = fimyNt1 + ch/"k+m-
R
k=0 k=0

Queremos que (py+1,Pm) = 0 param < N y esto es equivalente a que (pn41,2™) =0
param < N. Es decir, los coeficientes cg, c1, . . . , ¢y pueden ser determinados por el sistema
de ecuaciones:

N

ZCkMker = —lmt+N+1 para m=0,1,...,N.

k=0

En otras palabras

Co HN+1

C1 UN+2
Dy . | =— )

Cn HoN

Por lo visto anteriormente, det(Dx) > 0 con lo cual el sistema tiene solucién tnica. Asf,
obtuvimos un tinico polinomio px 1 moénico, de grado N + 1, con (pn 41, pm) = 0,m < N.
Con esto, recursivamente obtenemos la sucesion (py, )nen, buscada. |

Observacion 1.1.2. Notemos que por la demostracién del teorema anterior cada p,,, n € N,
tiene coeficientes reales ya que depende completamente de i, € R. Es decir, tenemos que la
sucesioén de polinomios ortogonales ménicos asociada a p resulta estar en R[z].

Se puede dar una representacion explicita de la sucesion (py, )nen, asociada a yu:

Teorema 1.1.3. Los polinomios (pn)nen, de la sucesion de polinomios ortogonales ménicos
asociada a p estdn dados explicitamente por:

R S R T

o) = ——det| P ], neN (1.2)
det(Dp-1) Hn—1 Hn ... H2n—1



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES

Demostracion:

Denotando por p, () el lado derecho de (I.2)) (para cada n € N), estd claro que p,(z) es un
polinomio ménico de grado n. Luego, basta ver que (p,,,z"™) = 0 param < n — 1 (por la
unicidad de la sucesién de polinomios ortogonales ménicos asociada a ). Veamos:

Ho 25 Hn
1 : : :
™) = i [det| | ()
" det(anl) R Hn—1 Hn ... H2n—1
1 T ... z"
fo  p1 . fin
1 / : : :
=——— [ det : : : du(x)
det(Dp-1) Jr HUn—1  Hn ... H2n—1
xm gmtl o gmin
po  p1 . fn
1 : : :
= ————det : : : 7
det(Dn—1) ftn—1 M --o f2n—1
Hm  Hm41  --- Hmin

y este ultimo determinante se anula para m < n — 1 (pues habrd 2 filas iguales en la matriz a
la que tomamos determinante). Por lo tanto, p,,(x) = p,(z) para cadan € N. [

Observacion 1.1.4. De la demostracion del teorema anterior vemos que la norma cuadrada

de cada p,, estd dada por:

det(D,,)

h = = - "\
n = (P Pn) det(Dp—1)

1.2. Propiedad fundamental de los polinomios
ortogonales

En esta seccién daremos una propiedad muy importante de los polinomios ortogonales
que nos permitird expresarlos a través de una relacién de recurrencia.

A partir de la definicién del producto interno asociado a p dado en (I.1)), para cualesquiera
p,q € Cl[z], es directo que

(zp,q) = /R zp(x)q(r)du(z) = (p,zq).

Es decir, se tiene que el operador “multiplicacién por x” es simétrico con respecto al producto
interno (-, -).

Resulta que los polinomios ortogonales asociados a cualquier producto interno con esta
propiedad de simetria satisfacen una relacién de recurrencia:

Teorema 1.2.1 (Relacién de recurrencia de tres términos). Sea (pn)nen, Una sucesion de
polinomios ortogonales ménicos con respecto a un producto interno (-, -) tal que el operador
“multiplicacion por x” es simétrico con respecto a (-, -). Entonces los polinomios satisfacen
la siguiente relacion de recurrencia:

acpn(ac) = pn-‘rl(x) + bnpn($) + Cnpn—l(a?)v neN,



1.2. PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES

con
po(z) =1, p1(z) = = — by,

endondebnGR,nENo,ycn>O,n€N.Mdsabin,cn:h .
n—1

Demostracion:

Para cada n € Ny, zpy, () es un polinomio ménico de grado n + 1, con lo cual
n
TPy (z) = ppy1(z) + Z a;pi(x), (1.3)
i=0
para ciertos a;; € R. Asi, vemos que
n
(@pn,pi) = Y 0ilpip) = oxhy Yk <,

=0

y, por otro lado,
(xpn,pr) = (Pnsapr) =0 Vk<n-—2,

pues zpy(x) resulta ser polinomio de grado k + 1 < n. Es decir, tenemos que axhg = 0
para k < n — 2y entonces, como hy > 0, a = Oparak <n — 2.
Por lo tanto, tenemos que

pp () = Prg1(x) + anpn(x) + an_1pn—1(x), n € N.
Denotando por b, = o, y ¢, = ay—1 se obtiene la relacion de recurrencia buscada:
Tpn(2) = pry1(z) + bupn () + cnpn—1(z), n € N.
Ademds, tenemos que
cnhn—1 = an_1hp—1 = (TP, Pp—1) = (Pn, TPp—1) = (Pn, Pn) = hin,

donde en la pendltima igualdad utilizamos una relacién andloga a la dada en (1.3)). Luego,

obtenemos que ¢, = hin > 0. |
n—1

Notemos que el teorema anterior nos dice que el operador “multiplicacién por x” en la
base (pn)nen, se puede representar matricialmente por una matriz tridiagonal semi-infinita:

bp 1 0 0 O
C1 b1 1 0 0
[x] (pn) = 0 (&) b2 1 (1]

0 003 b4

Observacion 1.2.2. En el teorema anterior se toma una sucesion (py, )nen, de polinomios
ortogonales modnicos, pero esta Ultima hipdtesis no es necesaria y dada una sucesion de
polinomios ortogonales (py, )nen, (no necesariamente monicos) se puede obtener una relacién
de recurrencia andloga dada por:

mpn(w) - anpn+l($) + /Bnpn(x) + ’ann—l(x)a n € N.



CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES

Una consecuencia de la relacion de recurrencia son las siguientes identidades:

Teorema 1.2.3 (Identidades de Christoffel-Darboux). Dados x # y se cumple que

NZI pe(@)pe(y) _ pn(@)py () — v ()pxa (@)
— h hn-1(z —y) '

Mas aiin, si x = y se tiene que

S 2ee)? _ le)pna(®) —pe)piva(v)
= hn-1
Demostracion:
Aplicando la relacién de recurrencia de tres términos a py(z) y px(y) y multiplicando por
pr(y) y pr(z) respectivamente obtenemos que:
zpi(2)pe(y) = Prr1(2)Pr(y) + bepr(2)pr(y) + crpr—1(2)pr(y),
ype ()P () = Pra1()Pr(@) + bepre(Y)pr(2) + cepr—1(y)pr(@)-

Restando estas ecuaciones tenemos que

(= y)pe(2)pr(y) = P (@) () + crpr—1(2)Pr(y) — Prs1(Y)ok(2) — chpr—1(y)pr(2).

. h : .
Por lo tanto, utilizando que ¢, = " i y al tener una suma telescopica, esta claro que
k-1

)

N—-1
pr(@)pe(y)  pn(x)pn-1(y) — pn(y)pN-1(2)
(z—y) kz_o = -

con lo cual obtuvimos la primera identidad para x # y.
Ahora, la segunda identidad para x = y se obtiene tomando el limite x — y en la primera
identidad y aplicando L’Hopital. |

Es también posible probar la reciproca del Teorema[I.2.T]en donde, a partir de la relacién
de recurrencia de tres términos, se encuentra una medida con respecto a la cual resultan
ortogonales los polinomios (ver [23, Teorema 2.5.2]):

Teorema 1.2.4 (Teorema de Favard). Sea (p,)nen, una sucesion de polinomios generada
por la relacion de recurrencia:

TPn () = ppt1(2) + bupn(x) + cppr—1(x), n €N,
con
po(r) =1, p1(z) = = — by,
endonde b, € R, n € Ny, y ¢, > 0, n € N. Entonces existe una medida de Borel positiva |
en R tal que

[ pala)pn(a)die) = b
R
donde h,, = c1 .. .cy.
También se tiene el siguiente resultado de unicidad (ver 23| Teorema 2.5.5]):

Teorema 1.2.5. Si las sucesiones {by }nen, ¥ {¢n }nen son acotadas entonces la medida de
ortogonalidad . es tinica.
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1.3. Polinomios ortogonales clasicos

Los polinomios ortogonales mas utilizados y estudiados son los llamados polinomios
ortogonales cldsicos que estan conformadas por las familias de Jacobi, Laguerre y Hermite.
Estas familias son ortogonales con respecto a una medida de la forma du(x) = w(z)dx
donde w(x) es una funcién peso y dz es la medida de Lebesgue. Mds precisamente, estan
dados por:

= Polinomios de Jacobi: Una familia (p;“ﬁ ))neNo con dos parametros «, 5 > —1

donde la funcién peso es w(z) = (1 — 2)®(1 + 2)” para = € [—1, 1], es decir:

1
/ P () pm(z)(1 — 2)*(1 + {L‘)Bdl‘ = Op,mdn, n,m € Ny, d, > 0.
1

= Polinomios de Laguerre: Una familia (E%a))neNo con un pardmetro o > —1 donde la
funcién peso estd dada por w(x) = z%e~* para x € [0, 00), es decir:

/ 00 (@) (@)ae *de = Symdns  mym € No, dy > 0.
0

» Polinomios de Hermite: La familia (h,,),cn, donde la funcion peso esta dada por
w(z) = e~ paraz € R, es decir:

/ hn(x)hm(:c)efxrzdx = On,mdn, n,m € Ny, d, > 0.
R

Los polinomios ortogonales clasicos tienen varias caracterizaciones. A continuacién
detallamos algunas de ellas:

Autofunciones de operadores diferenciales de segundo orden

En 1929, Bochner demostré que las tnicas familias de polinomios ortogonales (py, )nen,
que satisfacen una ecuacioén diferencial de segundo orden de la forma

fg(ﬂ?)pzj(l’) + fl(x)p;(x) = Anpn(x)a An € C,
son las familias cldsicas de Jacobi, Laguerre y Hermite. En particular, se tiene que:

= Para los polinomios de Jacobi:

d? d

— 22— plah) —a— L @B ) = (c,8)

(1= 2?) 5p (@) + (8 — 0 — (a+ 84+ 2a) o p ) = M) (2),
donde \,, = —n(n+a+ [+ 1).

= Para los polinomios de Laguerre:

d? d
=yl 1 — 2)— @) () = —ppla)
20 (@) + (1= )2 60 (@) = =) (@),
= Para los polinomios de Hermite:
d2

d
@hn(:r) — Qx%hn(x) = —2nhy,.

En la subseccion del capitulo ‘{Problemas de Riemann-Hilbert]” se demostrara la
ecuacion diferencial de segundo orden para los polinomios de Hermite.
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Ecuacion de Pearson

Las funciones peso w(z) satisfacen lo que es llamado una ecuacion de Pearson, es decir,
una ecuacion de la forma:

(o(z)w(@)) = p(z)w (@),
donde o y p son polinomios con deg(o) < 2y deg(p) < 1.

Ortogonalidad de derivadas

Hahn [21]] demostr6 que si, dada una sucesion (py, )nen, de polinomios ortogonales con
respecto a un peso positivo, la sucesion de sus derivadas (p),)ncn es también sucesion de
polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo, entonces (py, )nen resulta ser una
familia clésica.

Es facil verificar utilizando la ecuacion de Pearson que, para las familias clésicas, la
sucesion de derivadas (p,)nen es ortogonal con respecto a la funcién peso o(z)w(z).
Mas atn, se tiene que (p),)nen resulta ser una familia cldsica nuevamente pero con otros
pardmetros. Més precisamente:

d
= Para los polinomios de Jacobi: d—pﬁf"ﬁ)(x) = npff‘_ﬁl’BJrl)(w).
x

d o
» Para los polinomios de Laguerre: d—ﬁ%a) () =nl +1)($).
x

d
= Para los polinomios de Hermite: d—hn =nhp_1.
T

Formula de Rodrigues
Las familias cldsicas (py)nen, satisfacen una férmula de Rodrigues:

1 ar

mmﬁ(w(x)ﬂ@n)a

pn(z) =
donde k,, > 0 es constante y ¢ es un polinomio (independiente de 7) con deg(¢) < 2.

Formula de estructura

Las familias cldsicas (p,)nen, satisfacen una férmula de estructura de la forma:

e(2)p)(x) = (@ + Bn)pn(@) + Ynpn-1(2), (1.4)

donde av,, By, y v son constantes y ¢ es un polinomio (independiente de n) con deg(p) < 2.
Al-Salam y Chihara [2] demostraron que las familias cldsicas estdn caracterizados por ser
los tnicos polinomios ortogonales que satisfacen una férmula de estructura de la forma (1.4)).

Shift operators

Para las familias cldsicas (pn, )nen,. €l operador derivacion % actda como un lowering
operator que baja el grado de los polinomios y sube por uno el pardimetro. Ademas, este
operador tiene una adjunta que es un raising operator que sube el grado y baja el pardmetro.



CAPITULO 2

POLINOMIOS ORTOGONALES
MATRICIALES

Los polinomios ortogonales se han extendido de varias formas. Una de las generalizaciones
que ha atraido mucha atencién recientemente son los polinomios ortogonales matriciales.

En este capitulo extenderemos parte de la teoria desarrollada para polinomios ortogonales
escalares al caso matricial. Dado NV € N, denotamos por My (C) al espacio de matrices
N x N con coeficientes en C. En lo que sigue, dado A € My (C), A* denotard la adjunta
de A (es decir, su transpuesta conjugada).

Definicion 2.0.1. Un polinomio matricial P es un polinomio en una variable x cuyos
n

coeficientes son matrices en My (C). Es decir, P es de la forma P(x) = Z A;x' para
=0

A; € MN(C),i:O,...,n.

Denotaremos por My (C)[z] a la familia de polinomios matriciales. Con esto, todas las
nociones comunes de los polinomios escalares se extienden de forma natural al caso matricial
(grado, coeficiente director, polinomio ménico, etc.).

2.1. Productos internos matriciales

En esta seccion definiremos productos internos matriciales y algunas de sus propiedades.

Definicion 2.1.1. Un producto interno matricial en el espacio My (C)|x] es una funcion
() My(O)fz] x M (C)[z] — My (C),
que cumple las siguientes propiedades para todo P,Q, R € My(C)[z] y A € My(C):
1. (P,Q) =(Q, P)".

2. (AP+Q,R)=A(P,R) + (Q, R).

3. (P, P) es una matriz definida no negativa.
Ademds, decimos que (-, -) es no degenerado si siempre que (P, P) = 0, esto implica P = 0.

Observacion 2.1.2. El punto (3) de la definicién anterior no necesariamente implica que
(P, P) sea una matriz invertible.

11
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Notemos que dado un producto interno matricial (-,-) y P(x Z A;x* polinomio

=0
matricial se tiene que:

P> = Z AESZ’JA; para Si,j = <£L‘i,$j>.
1,7=0

Lema 2.1.3. Dado (-,-) un producto interno matricial, (-, ) es no degenerado si'y solo si

dados vy, . ..,v, € CN, conn e Ny, se tiene que
E v;S; jvj =0 implica que vy =v; =--- = v, = 0.
7”.7:0

Demostracion:
=) Supongamos que para v, . .., v, € CV se tiene que

n

* J—
E (% SZ'J’UJ' =0.
i,j=0

Sea {e;} la base canénica de C%, entonces e; v} es una matriz cuya primera fila es igual a v;

y con todas las demads filas igual a 0. Luego, tomando P(x Z elv*a: , se cumple que
n n n
<P, P> == Z elvféiyj(elv;‘)* = Z 611};(51'7]"[}]'6){ = €1 Z vfém-vj GT == 0,
i,j=0 i,j=0 i,j=0
y asi, al tener (-, -) no degenerado, P = 0. Esto implica que e;v; = Oparai =0,1...,ny
por lo tanto, vg = v1 = v, = 0.

<) Sea P(z Z A;x" polinomio matricial con (P, P) = 0, es decir Z AiS; A5 = 0.
1=0 1,j=0
Luego, dado v € C¥ tenemos que

n n
0= g viA;S; AU = E w; S;jw; para w; = Ajv.
i,j=0 i,j=0

Entonces, por hipétesis, w; = Afv = 0 paracada: = 0,1...,n. Como v era arbitrario,
A; =0paracadai=0,1...,nyasi P=0.Porlo tanto, (-, -) es no degenerado. |

Observacion 2.1.4. Para un producto interno matricial (-, > no degenerado tenemos que

(P, P) # 0 para cada polinomio matricial no nulo P(x Z Az pero, como ya fue dicho,

1=0
(P, P) podria no ser invertible. Aun asf, el lema anterior nos permite dar una caracterizacion

del nicleo de (P, P): como (P, P) es definido no negativo, tenemos que

v € ker((P,P)) siysolosi v*(P,P)v=0.
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n
Luego, recordando que (P, P) = Z A;S; A5 y por el lema anterior, v*(P, P)v = 0

1,j=0
n

implica que v*A4; = 0,7 = 0,1,...,n, es decirv € ﬂ ker(A7) (y la reciproca de esto
i=0
claramente vale también). Por lo tanto, se tiene que

n
ker((P, P)) = (] ker(Aj).
i=0
En particular, si A7 es invertible para algin i = 0,1, ..., n, tendremos que
n
ker((P, P)) = (] ker(A}) =0,
i=0
y asi, (P, P) es invertible. Luego, si P es monico, (P, P) es invertible.

2.2. Polinomios ortogonales matriciales

En esta seccién introducimos los polinomios ortogonales matriciales.

Definicion 2.2.1. Una sucesion de polinomios matriciales (P,,)nen, se dice simple si para
cadan € Ng se cumplen las siguientes propiedades:

1. deg(P,) = n.
2. El coeficiente director de P, es invertible.

Observacion 2.2.2. Sea (P,,)nen, sucesion simple de polinomios matriciales, entonces es
trivial verificar que todo polinomio matricial P € M (C)[z] de grado m se escribe de forma
unica como

m
P(z) =) ApPy(z),
k=0
para ciertos A € My (C).
La definicién general de una sucesion ortogonal es la siguiente:

Definicion 2.2.3. Una sucesion de polinomios ortogonales matriciales con respecto al
producto interno matricial (-, -) es una sucesion (P,)nen, en My (C)[z] tal que:

1. (Py)nen, es sucesion simple.
2. (Py, Pp,) = 0 para todo n, m € Ny, n # m.

Ahora, vamos a asociar a cada producto interno matricial no degenerado una tnica sucesion
de polinomios ortogonales matriciales mdnicos de manera andloga a como fue hecho en el
caso escalar.

13
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Teorema 2.2.4. Sea (-, -) un producto interno matricial no degenerado. Entonces existe una
tinica sucesion (Py,)nen, de polinomios matriciales monicos tales que

deg(Pp)=n 'y (Pn,Pn) =0nmn Vn,m € Ny,

donde %, es definida positiva. Es decir, (P,)nen, es sucesion de polinomios ortogonales
matriciales monicos con respecto a (-, -).

Demostracion:

Construyamos los P,, de manera recursiva: sea Py(x) = Id. Entonces, por lo visto en la
Observacion 2.1.4] (Py, Py) es invertible. Ahora, supongamos que tenemos Py, Py, ..., Py
polinomios matriciales ménicos con deg(P;) =k, k = 0,1,..., N, tales que

(P, Pm) = 6nmn,s n,m € {0,1,...,N}.

N
Luego, definamos PN+1(x) = xN+1 —Z<£CN+1, Pk> <Pk7 Pk>_1pk (x) polinomio matricial

k=0
monico de grado N + 1. Nuevamente por la Observacion 2.1.4, #n+1 = (Py+1, Pnt1)

es invertible, y al ser también definida no negativa (pues (-, -) es producto interno), Zn 1
resulta definida positiva.

Por otro lado, param = 0,1, ..., N vemos que
N
(Pyy1, P) = (&N Pr) = > (@ P (Pe, Pe) ™ Py, Prmn)
k=0

= <$N+17Pm> - <xN+17Pm><Pm7Pm>71<Pm7Pm>
= 0.

Asi, obtuvimos Py ménico, de grado N + 1y con (Pyy1, Pp) = INt1,m#N+1 para
m < N, donde # 1 es definida positiva.

Con esto, recursivamente obtenemos la sucesién (P, ),en, buscada. Ahora, veamos que
es Unica: supongamos que (@, )neN, s otra sucesion de polinomios matriciales monicos
que cumplen lo buscado. Para cada n € Ny tenemos que (), — P,, es un polinomio matricial
con deg(Q, — P,) < n — 1. Asi, como (P,),en, €s sucesion simple, existen matrices
Ap € My(C) tales que

n—1
k=0

Luego, vemos que

n—1 n—1 n—1

(Qn =Py @Qn = Po) =Y Ap(Pe,Qn — Po) = Y Ap(Pr, Q) — Y Ap(Pp, Po) =0,
k=0 k=0 k=0

y como (-, -) es no degenerado, @, = P, para cadan € Ny. Asi, (P,)nen, es Gnica. W

Corolario 2.2.5. Si (P,,)nen, es la sucesion de polinomios ortogonales matriciales monicos
con respecto a (-, ), entonces para cada P € My (C)[z] con deg(P) = n, se tiene que

P(x) = ApPi(z) donde Ay = (P,P)%.".
k=0
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Demostracion:

Como (Py,)nen, s sucesion simple, existen matrices A, € My (C) tales que
n
P(z) =Y ApPy(x).

k=0

Ademds, paracada k = 0,1,...,n vemos que
n
(P,Py) =Y Ai(P,, Py) = Apta,
=0

con lo cual Ay, = (P, P,)%, " [

Proposicion 2.2.6. Toda sucesion (Qn)nen, de polinomios ortogonales con respecto a (-, -)
(no degenerado) es de la forma

QTL = AnPn, n c NO,

para ciertas matrices A, € Mn(C), donde (P,)nen, son los polinomios ortogonales
manicos con respecto a -, -).

Demostracion:

La demostracion es directa del hecho de que (P,)nen, s sucesion simple pues, fijando
n € Ny, tenemos que existen matrices B, € My (C) con

k=0

Asi, vemos que (Qn, P,) = BxZ:0,,1; y luego, tomando A, = (Qy,, P,) %, !, tenemos que

Observacién 2.2.7. Como los polinomios ortogonales matriciales ménicos (P, )pen, con
respecto a (-, -) cumplen que #,, = (P,, P,) es definida positiva, hermitiana e invertible

/

. .. . : o 1/2 .
para cada n € Ny, existe una Unica raiz definida positiva #,,’ ~ para cada n € Ny. Luego, si

definimos
Rn(ZL‘) = %n_l/2pn(x)7

tenemos que la sucesion (R, )nen, satisface:
1. (Ry)nen, es sucesion simple.

2. (Ry, Ry) = 0p,m para cadan, m € Ny pues

*
(R, Ro) = 7,742, Po) (,102) = 9,74 (i) 9,102 = G
Esto es lo que se llama una sucesién de polinomios ortonormales matriciales. Notemos que
la sucesién (R, )nen, nO es tnica pues tomando cualquier sucesion (U, ),en, de matrices
unitarias en My (C) (es decir tal que U,,Uy; = I)y definiendo R, (z) = U, R, (), entonces
(Ry)nen, también es sucesion de polinomios ortonormales trivialmente.

15
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Ahora, vamos a demostrar que la relacién de recurrencia de tres términos se cumple
también en el caso matricial:

Teorema 2.2.8 (Relacion de recurrencia de tres términos). Sea (-, -) un producto interno
matricial no degenerado y (P,,)nen, una sucesion de polinomios ortogonales monicos con
respecto a (-, -). Si se cumple la condicion de simetria

(zP,Q) = (P,zQ)  VP,Q € My(C)lz],
entonces existen sucesiones de matrices (By,)nen, ¥ (Cn)nen en My (C) tales que:
2Py () = Ppy1(x) + BpPy(z) + CpPr—1(x), n €N,

donde
PQ((IZ):I, Pl(a;) :x—B().

Mas auin, si
P,(x) = 2" + g’nac"_l + lower order terms con (P, Pn> =%,

entonces se tiene

By=Py—Ppi1 y Co=%".

Demostracion:

Como (P,)nen, es sucesién simple y xP,(z) es un polinomio ménico de grado n + 1,
tenemos que

2Po(z) = Poy1(z) + Y EpPi(x),  Ep € My(C).
k=0

Luego, vemos que

(@Pn, Po) = (Poy1, Po) + Y Ei(Pi, Py) = E(Pe, P) = e, Yk <,
=0

y, por otro lado,
(x Py, Py) = (Pp,zPy) =0 VE <n-—2,

pues x Py (z) resulta ser polinomio de grado k£ + 1 < n. Es decir, tenemos que E#;, = 0
para k < n — 2y entonces, como #}, es definida positiva, Fy, = O parak < n — 2.
Por lo tanto, tenemos que
xPp(x) = Ppy1(x) + En Py () + Ep—1 Pr—1(2), n € N.
Denotando B, = E, y C,, = E,,_1 se obtiene la relacién de recurrencia buscada:

xPp () = Ppy1(x) + BpPo(z) + CpPr—1(x), n € N.

Ahora, veamos las expresiones para B, y Cj,:
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s Tenemos que 7P, (x) = 2" 4+ P, 2" +Lot. y 2" = Pyyq(2) =Pz +Lo.t.
con lo cual

Bn#, = (xP,, P,) = (", P)) + (Ppa"™, P,) = —Ppi1(z", P,) + Py (a", Py).

Asi, como trivialmente vale que (z", P,,) = %, obtenemos que B,, = %, — Pp 1.

= Tenemos que
<$Pn7 Pn—1> = Cn%n—l

y ademas
<$Pn7Pn—1> = <PnaxPn—1> = <Pn7Pn+(xPn—1 _Pn)> = <Pn7Pn> = Jn,
pues deg(zP,—1 — P,) <n—1.Asi, C, = %n%nfl.

Por lo tanto, obtuvimos las expresiones buscadas. ]

2.3. Medidas matriciales y ortogonalidad

En esta seccidén vamos a definir medidas matriciales y obtener un producto interno asociado.

A partir de esto, tendremos una sucesioén de polinomios ortogonales matriciales ménicos.

2.3.1. Medidas matriciales

Denotamos por 9% a la o-algebra de Borel de R, es decir, la menor o-algebra sobre R que
contiene a todos los abiertos. Comencemos recordando las definiciones de medidas positivas
y medidas complejas:

Definicion 2.3.1. Una medida positiva de Borel es una funcion j: B — [0, 00| tal que

1. w(@)=0.

oo o0
2. p (U Xn> = Z w (Xy) para toda sucesion { X, }nen con X, € B disjuntos.
n=1 n=1

Mds aiin, | se dice finita si 1|(R) < oo y se llama o-finita si R es union numerable de
conjuntos de medida finita.

Recordemos que una medida v es absolutamente continua con respecto a p si
v(E) =0 paracada Ee€AB con u(E)=0.

Definicion 2.3.2. Una medida compleja v es una funcion v: % — C tal que

1. v(@)=0.

o0 [o¢]
2. v (U Xn> = Z v (X,,) para toda sucesion { Xy, }nen con X,, € R disjuntos, con
n=1

n=1
convergencia absoluta en la serie.

17
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A cada medida compleja v se le asocia la funcién |v|: & — R dada por
oo
lv|(X) = sup {Z [V(X,)|: {Xn}nen es particin de X} , XecA
n=1

Se tiene que || es medida positiva de Borel finita llamada la variacion total de v.
También se tiene el siguiente teorema clésico:

Teorema 2.3.3 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (X, 4, 1) un espacio de medida o-finito
y v una medida compleja sobre (X, M) que es absolutamente continua con respecto a una
medida positiva . Entonces existe una tinica (p.p.) funcién medible no negativa f € L (u)
sobre X tal que

v(E) = / fdu, Eecu.
E
Ahora, podemos definir medidas matriciales:
Definicion 2.3.4. Una medida matricial © es una funcion ©: B — My (C) tal que
1. ©(2) =0.

2. ©(X) es definida no negativa para cada X € A.

o0 o0
3.0 (U Xn> = Z O (X,,) para toda sucesion { X, }nen con X,, € & disjuntos,
n=1 n=1
donde se entiende la convergencia entrada a entrada.

Notemos que las entradas de una medida matricial © que estan dadas por

©;,;(X) = [6(X)] Xe®B, ij=1,...,N,

/L"j )
resultan ser medidas complejas. Es decir, © es una matriz de medidas complejas.

Observacion 2.3.5. Dada un medida positiva de Borel p sobre R y una familia de funciones
medibles acotadas W; ;: R — C, 4,5 = 1,... N, tales que la matriz W (x) = [W; ()] es
definida no negativa p.p. z € R, definimos:

@(E):/EW(x)d,u(x), Eea,

donde la integral se toma coordenada a coordenada. Es decir, dO; j(x) = W; j(x)du(x).
Entonces para cada E € 9 se cumple

vV'O(E)v = / VW (x)vdu(z) >0 Yo e CV.
E

Luego, ©(F) es definida no negativa para cada £ € & y por lo tanto, © resulta ser medida
matricial.

Definicion 2.3.6. Una matriz peso es una funcion W: [a,b] — My (C) tal que W (x) es
definida positiva para cada x € |a,b] (donde a'y b pueden ser valores infinitos).
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Observacion 2.3.7. Se puede ver que cada medida matricial © es efectivamente de la
forma dada en la observacién anterior. Veamos esto: dado X € %, tenemos que ©(X) es
definida no negativa y entonces ©(X) = ©(X)*. En particular, ©; ;(X) = 0;;(X) para
cadai =1,..., N yluego, ©;;(X) € [0,00] paracadai = 1,..., N. Por lo tanto, ©; ; son
medidas positivas de Borel y podemos asociarle a © la medida traza:

N
O (X) = tr(O(X)) = Y 0;,;(X)
i=1

Abhora, tenemos que las medidas ©; j parai,j = 1,..., N son absolutamente continuas
N

con respecto a Oy, pues Oy, (X Z A; con \; > 0 los autovalores de ©(X ) que son no

=1
negativos pues © (X)) es definida no negativa. Por lo tanto, si O, (X ) = 0, también tendremos

©(X) = 0 (todo autovalor serd nulo) y luego, ©; ;(X) = Oparacadai,j=1,...,N.
Asi, por el teorema de Radon—Nikodym, para cada i, = 1,..., N existe una funcién
W; ; tal que

/wg )dO,(z)  VE € B.

Es decir, definiendo W (z) = [W; j(x)] y tomando la integral coordenada a coordenada
tenemos que

/ W(z)dOy (z VE € A.
Ademds, se puede probar que W (z) es definida no negativa p.p. z € 9% [3| Teorema 1.12].

2.3.2. Productos internos asociados a medidas matriciales

Vamos a definir un producto interno asociado a una medida matricial. Para esto, se
consideran medidas matriciales de la forma

—/ W(z)dv(x), E e &,
E

para v medida positiva de Borel con soporte infinito y W (x) definida no negativa p.p. z € R.

Vamos a asumir que el n-ésimo momento de v dado por

&:AWW@W@,

es finito para cada n € Ny (es decir, cada entrada de la matriz .S,, es finita).
Ahora, dados P, () € My (C)[z], definimos

(P.Q)w = /R P(a)W (2)Q(z)du(z),

es decir

[(PQ ,] Z / zn n’mQ]m( )dv(a:)

n,m=1

Es trivial verificar que (-, -)y es producto interno matricial (usando fuertemente que W (x)
es definida no negativa p.p.).
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Mis atin, si p es la medida de Lebesgue, se puede ver que (-, -)y es no degenerado:

Proposicion 2.3.8. Si ;1 = dx es la medida de Lebesgue y W (x) es definida positiva p.p.
sobre el intervalo (a,b), entonces (-, -)w es no degenerado.

Demostracion:

Como W (z) es definida positiva p.p. € (a, b), existe una matriz unitaria F(z) y funciones
positivas oy, . . ., ay tales que

W(z) = E(z)diag(aq (z),...,an(z))E(x)*,

Mis aun, se puede suponer que F(x)y aq, ..., ayn son medibles (ver [20, Proposicién 2.1]).
Ahora, sea P € My(C)[z] tal que (P, P)yy = 0y veamos que P = 0. Denotando
A(z) = P(z)E(x)*, tenemos que

b b
0=(P,P)w :/ P(z)W (z)P(z)"dz :/ A(z) diag(ay(x), ..., an(x))A(x)*d.

Viendo la (7, 7)-ésima entrada de la igualdad anterior obtenemos
OZ/ZAzk x)oy () A g (z dx—/Z‘Azk ) 2oy (z)d,
a a

N
y como |4; x(z)*ar(z) > 0en (a,b), Z |A; k(z)*ax(z) = 0 p.p. © € (a,b). Luego,

k=1
como a(x) > 0, tenemos que |A; (x)| = 0p.p. x € (a,b), paracadai, k =1,..., N. Asi,
A(z) =0p.p.z € (a,b) y P(z) = A(x)E(z)* = 0 p.p. « € (a,b). Al ser P continuo por
ser polinomio, P = 0. Por lo tanto (-, -)y- es no degenerado. |

2.3.3. El teorema de Favard

En esta seccién demostraremos el llamado teorema de Favard que es la reciproca del
Teorema [2.2.8| que nos daba la relacién de recurrencia de tres términos.

Es necesario considerar la sucesion de momentos { Sy, } nen, de una medida matricial y,
donde S, es el n-ésimo momento de u dado por:

Sn—/x"d,u(x),
R

y que suponemos finito para cada n € Ny (es decir, cada entrada de la matriz .S,, es finita).
Decimos que una sucesién de matrices {.Sy, }nen, €8 no negativa si

n
E C;FSZ'_:,_jCjZO Vcl,...,an(CN,TLGNU.
ij=1
Utilizaremos el siguiente teorema [3, Teorema 3.2] que nos da una correspondencia entre
medidas matriciales y sucesiones de momentos no negativas. Omitimos la demostracion.

Teorema 2.3.9 (Teorema de Krein). Existe una correspondencia entre medidas matriciales
y sucesiones de momentos no negativas.
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Por dltimo, serd qtil la siguiente proposicion:

Proposicion 2.3.10. Sea (-, -) un producto interno matricial y (Py,)nen, una sucesion de
polinomios ortogonales con respecto a (-, -) tal que las normas (P,,, P,) = %, son definidas
positivas, entonces (-, -) es no degenerado. En particular, si (Py,)nen, es sucesion ortonormal,
entonces (-, ) es no degenerado.

Demostracion:

Sea P € My (C)[z] tal que (P, P) = 0y veamos que P = 0. Como (P, )nen, €s sucesion
simple, si deg(P) = m, existen matrices Ay € My (C) tales que

P(z) =Y ApPy(x).
k=0

Luego
0= (P,P)= ) _ AP, P)A; =) AJA;.
i,j=0 i=0

Ahora, como Z; es definida positiva, A;7;A; también lo serd trivialmente y luego, dado
£ € CV, tenemos que

N EAHAE=0 con EAIALE 0.
=0

Asi, §* Ay G ATE = Oparacadat = 1,...,m. Como ¢ fue arbitrario, A;7; A} = 0 para cada
1=1,...,m.

Supongamos por el absurdo que A, # 0 para algin k£ = 1,...,m, con lo cual existe
& € CN con £* A, # 0. Entonces § ARG, ALE > 0y llegamos a una contradiccion. Ast,
A =0paracadak =1,...,my P = 0. Por lo tanto, (-, -) es no degenerado. |

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema de Favard:

Teorema 2.3.11 (Teorema de Favard). Sea (P,,)nen, una sucesion de polinomios matriciales
que satisfacen una relacion de recurrencia de la forma

zPy(x) = Apy1Pogi(x) + BpPy(z) + Ay Py (), n € No,

donde Py = Iy P_1 = 0, los (An)nen son invertibles y los (By)nen, son hermitianas.
Entonces existe una medida matricial positiva i tal que los (Py,)nen, son ortonormales con
respecto a Ji.

Demostracion:

La relacion de recurrencia dada define una sucesion (P, )nen, simple pues:
» deg(P,) = n paracadan € Ny.

» El coeficiente director de P, estd dado por A1 ... Al_1 invertible para cada n € Nj.
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Definamos un producto interno matricial a partir de (P, )nen,: dados P,Q € My (C)[z],

n m
escribiendo P = Z CpPyQ = Z Dy, Py, se define
k=0 k=0

(P,Q):=)_ CyDj,
k

que es trivialmente producto interno matricial. Ademds, como P, = I P,, tendremos que
<Pna Pm) - 5n,m7

es decir, (P, )nen, €s sucesion ortonormal con respecto a (-, -). Luego, por la proposicion
anterior, (-, -) es no degenerado.
Notemos que, por la relacion de recurrencia, se tiene que

<xPn7 Pm> = <An+1Pn+1 + BnPn + A:;Pn—la Pm>

Anii sim=n-+1
B B, sim=mn
) A sim=mn-—1
0 en caso contrario
(Am sin=m-—1
) B sin=m
A sin=m+1
K0 en caso contrario
— (Pna Am+1Pm+1 + Bmpm + A:@Pm71>
= (P, xPy),
es decir, (xP,, Py,) = (P,,xP,,) para cada n,m € Njy. Por lo tanto, tenemos que

(P, Q) = (P,2Q) para cada P, Q € My (C)[a].
En particular, considerando S,, = (z", I) para n € Ny, tenemos que S,, = S;;. Ahora,
n

veamos que {.Sy, }nen, es sucesion no negativa: dado P = Z Epa* € My(C)[z], tenemos
k=0
que (P, P) es definida no negativa. Ademds, como

n n
(P,P)= ) Eifa'.a)Ej = ) E{a" DEj = ) EiSi; [},
4,j=0 i,5=0 i,j=0
esto implica que

n
Z ¢;Sitjc; >0 paratodo ¢; € CVN, n e Ny,
i,j=0

y {Sn}nen, resulta ser sucesion no negativa. Luego, por el teorema de Krein existe una
medida matricial y tal que (-, -) es el producto interno asociado. |
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2.4. Algebras de Fourier

En este capitulo comenzaremos estudiando operadores diferenciales y en diferencias
actuando sobre polinomios matriciales. A partir de esto introduciremos las dlgebras de
Fourier a izquierda y a derecha que surgieron en [4] para estudiar el llamado problema
matricial de Bochner que busca caracterizar todas las medidas matriciales cuyas sucesiones
de polinomios ortogonales matriciales asociadas son autofunciones de un operador diferencial
simétrico de segundo orden.

2.4.1. Operadores diferenciales y en diferencias

Vamos a estudiar la accion de operadores diferenciales y en diferencias sobre polinomios
matriciales. En particular, al no tener conmutatividad, consideramos operadores diferenciales
actuando a derecha sobre la variable x y operadores en diferencias actuando a izquierda
sobre el grado. Esta eleccion se justifica més adelante en la Observacion [2.4.2

Consideremos operadores diferenciales de la forma

9 =% 0L Ai(x) con &= %, A; € My (C)[z],
=0

y denotamos por . al conjunto de todos estos operadores diferenciales que resulta ser un
algebra sobre C con la composicion. Estos operadores actian a derecha en un polinomio
P € My(C)[z] de la siguiente manera:

m

P(z)- 2 = 3 (8LP) () Ai(x).

i=0
De ahora en mds, (-, -) denota un producto interno matricial arbitrario.
Definicién 2.4.1. Se dice que D' € My es la adjunta de D € My si
(P-2,Q)=(P.Q-2")  VP,Q€My(C)l].
Ademds D se dice simétrico si D = D',

Observacion 2.4.2. El motivo por el cual se consideran operadores diferenciales actuando
a derecha es que los operadores diferenciales simétricos actuando a izquierda resultan ser
m

triviales. Veamos esto: sea ' = g A;(z)0: un operador diferencial simétrico actuando a

i=0
izquierda, es decir, dado P € My (C)[z] tenemos

Ahora, sea U una matriz unitaria, entonces
(U*9QU-P,Q)=U"(2U-P.Q)=U"(U -P,2-Q)= (U'U-P.9-Q) = (P.2-Q).
Por otro lado,

{U*9QU - P,Q) = U*(QU - P,UQU = U*(U - P,2 - UQ)U = (P,U*9U - Q).
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Por lo tanto, tenemos que
(P,(2-U92U)-Q)=0  VP,Q e Mpy(C)[z].
Asi, como (2 —U*QU) - Q es un polinomio matricial para cada @ € My (C)[z], obtenemos
UoU = 2.
Luego, tenemos que
U*Ai(z)U = A;(x), i=1,...,n,

para toda matriz unitaria U. Fijado ¢, veamos que esto implica que A; es escalar: primero
consideremos, para j = 1,..., NV, las matrices unitarias U; dadas por la matriz identidad a
diferencia del lugar (7, j) en donde cambiamos el 1 por un —1. Es decir, U; es de la forma:

Uj =diag(1,...,—1,...,1).

Asf, al conmutar A; con U; paracada j = 1,..., N, A; resulta diagonal.

Ahora, parak = 1,..., N — 1, tomemos las matrices unitarias U, ;41 dadas por la matriz
identidad pero permutando el lugar (k, k) con (k,k + 1) yel (k+ 1,k)con (k+ 1,k + 1).
Es decir, Uy, ;41 es de la forma:

Uk k1 =

= O
O =

1

Como A; conmuta con Uy, ;.41 paracada k = 1,..., N, concluimos que A; serd escalar.

Por lo tanto, tenemos que los coeficientes de los operadores diferenciales simétricos
actuando a izquierda son triviales. Con esto, justificamos la decisién de tomar operadores
diferenciales actuando a derecha.

Ahora, buscamos definir un andlogo al conjunto .# para operadores en diferencia.
Comencemos denotando por &y al conjunto de funciones

Q: C x Ny — My(C), Q: (z,n) = Qun(z),

tales que para cada n fijo, @, (z) es un polinomio matricial en x. Dadas las sucesiones
G_y,...,Gr: Ng — My(C), consideremos los operadores discretos

k
M= Gi(n)d

i=—t
donde, para i € Z, §° actda en una sucesiéon A : Ng — My (C) por:
5 A(n) = A(n +1),

donde el valor de una sucesion en un entero negativo se entiendo como la matriz nula.
Luego, denotamos por ./ al conjunto de todos estos operadores en diferencias que resulta
ser un algebra sobre C con la composicion. Estos operadores actdan a izquierda en & por:

M - Qu(x ZG )8" - Qu(x ZG )Qnyi().

i=—/ i=—/
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Definicion 2.4.3. Se dice que M teWMyesla adjunta de M € Ny si
(M Qn,Qm) = (Qn, M"-Qm) ~ ¥n,m € No.
Observacion 2.4.4. Notemos que los operadores d y 0, cumplen
(67 Qu(@)) - 9 = Quiy(@) - 3} = QL () = & - (Qulx) - 95).
Luego, para M € Ny y D € M N tenemos que

2.4.2. Algebras de Fourier

Definicion 2.4.5. Dada una sucesion de polinomios ortogonales (P,)nen, con respecto a
(-, -) definimos las dlgebras de Fourier a izquierda y a derecha respectivamente por:

FL(P)={M € Ny:3D € My, M-P=P-D}C Ny,
Fr(P)={D e My:3IM e Ny, M-P=P-D} C My,

donde estamos pensando P: C x Ny — My(C), P: (z,n) — P,(z).

Se cumple que F,(P) y Fr(P) son dlgebras pues dados M, My € Ny D1, Do € Mn
con M; - P =P-9;parai = 1,2, tenemos que

(MyMs) - P = P - (2:25)

debido a 2.1).

Ejemplo 2.4.6. Dada (P,),en, sucesién de polinomios ortogonales ménicos, la relacién de
recurrencia de tres términos

2Py (z) = Ppt1(x) + BpPo(x) + CpPr—1(2),
se puede ver de la forma
Z - Py(x)=Py(x) -z para L =0+ B, +Cpo L.
Por lo tanto, tenemos que & € F1(P) (y x € Fr(P)).

Ejemplo 2.4.7. Hemos dicho que los polinomios ménicos de Hermite (A, )nen, escalares
cumplen la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden:

—2nhy,(z) = hll(z) — 2zh] ().
Esto se puede interpretar como
(=2n) - hy(z) = hp(z) - D para D = 92 (—2z) + 02

Por lo tanto, tenemos que D € Fr(h) (y —2n € Fr(h)).
Se puede razonar de manera andloga para las demds familias cldsicas de polinomios
ortogonales y sus respectivas ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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Veamos ahora una unicidad asociada a las dlgebras de Fourier:

Lema 2.4.8. Dado 9 € Fg(P), existe un unico M € F(P) tal que M - P = P - 9.
Reciprocamente, dado M € F1,(P), existe un vinico 9 € Fr(P) tal que M - P = P - 9.

Demostracion:

Supongamos que existen My, My € F1(P) tales que
(M- P)(z,n) = (P-2)(z,n) y (My-P)(z,n)= (P 2)(z,n).
Entonces ((M; — M) - P)(x,n) = 0. Ahora, supongamos que
k
((My = M) - P)(2,n) = > Gi(n)P(z,n+1),
i=—t

con lo cual, viendo el coeficiente director, obtenemos que G(n) = 0. Continuando asi
recursivamente, tendremos que G;(n) = 0 parai = —/, ..., k. Luego, M} = M.
La reciproca se demuestra de forma completamente aniloga. ]

Definicion 2.4.9. El mapa g : F1,(P) — Fr(P) definido por
M-P=P- -®g(M),
es llamado el mapa de Fourier generalizado.

Observacion 2.4.10. Por el lema anterior tenemos que g es biyeccion. Mds atin, se puede
verificar que ®& es un isomorfismo de dlgebras.

Lema 2.4.11. El operador en diferencias M = G(n)d" € Ny tiene adjunta
MY =%,G(n— i)y 167",
donde (P, P,)) = %,.

Demostracion:

Para cada n, m € Ny vemos que

(P, HonG(m — ) H 167 Po) = (P, P i), 2 ,G(m — 1) o,
= G(m — ) Hnon,m—i
= G(n)Hn+iOn,m—i
= (G(n)Pryi, Pm)
= (M - P,, Py),

con lo cual la adjunta de M est4 dada por MT = %, G(n — i)*%n__lié ~ trivialmente. M
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Como consecuencia directa del lema anterior tenemos el siguiente teorema:

k
Teorema 2.4.12. El operador en diferencias M = Z Gi(n)d" € Ny tiene adjunta
i=—1t

k
MY =" 9#,Gi(n— i), 5,
i=—0

donde (P, P,) = %,. En particular, esto implica que hay una operacion 1 bien definida en
NNy, por lo tanto, en el dlgebra de Fourier a izquierda F1,( P) también.

Ahora, buscamos caracterizar las dlgebras de Fourier a izquierda y a derecha y, a partir de
esto, deducir que son cerradas bajo la adjunta .
Vamos a necesitar el lema siguiente, donde se utiliza la notacién:

Adg(T) :=ST TS,  AdE™HT) := Adg(Ad¥(T)).
Omitimos la demostracion (ver [4), Lema 3.6]).

Lema 2.4.13. Sea n: My (C)[x] — My (C)[z] un endomorfismo de My (C)-mddulos a
izquierda. Si se tiene
Adg“(n) =0 paraalgin k € Ny,

entonces existe D € My operador diferencial de orden a lo sumo k tal que n(P) = P -9
para cada P € My (C)[z].

Teorema 2.4.14. El dlgebra de Fourier a izquierda estd dado por
F(P) = {M € M: Ad?‘l(M) = 0 para algiin k > 0} ,

donde & = 6 + B,, + C,,0~ ! viene dado por la relacion de recurrencia de tres términos

como en el Ejemplo[2.4.6]

Demostracion:

Q) Si M € F1(P), entonces existe D € Fr(P) tal que M - P,(x) = P,(x) - 2. Luego
Ad¥™(2) = 0 donde k es el orden de 9. Por lo tanto Ad%™ (M) = 0 aplicando el mapa
de Fourier generalizado.

D) Sea M € Ny con Adgjl(M ) = 0 para algin k € Nj. Consideremos el endomorfismo
1 de My (C)-médulos a izquierda inducido por el mapa

n: Py(x) — M- P,(x).
Podemos ver a n actuando a derecha sobre los polinomios de la siguiente manera:
Q(z) -n=n(Q)), Qe My(C)z].
Entonces, para cada n € Ny, tenemos que
Pu(x) - AdE (n) = AdSH (M) - Po(a) = 0.
Luego, Ad’frl (n) = 0y por el lema anterior existe un operador diferencial 2 € .y tal que
M - Po(a) = n(Pa(@)) = Pala) - 9.
Por lo tanto, M € F(P). [
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Teorema 2.4.15. El dlgebra de Fourier a derecha estd dado por
Fr(P) = {@ € My : D tiene una adjunta D' € /%N} :

Demostracion:

Q) Si 9 € FR(P), entonces existe M € F,(P) tal que M - P,,(x) = P,(x) - 2. Como

M € F1,(P), tenemos que Adg}r L(M) = 0 para algiin k > 0 por el teorema anterior. Ahora,

como £ es simétrico, entonces Adf“;r L(M") = 0. Nuevamente por el teorema anterior,
MT € Wy y luego existe D € Fr(P) tal que MT - P, (x) = P,(x) - 2. Ahora, como

(Py-D,Pp) = (M- Py, Pp) = (Py,M" - P,) = (P, P - D),

tenemos que P = D' Asi, D tiene una adjunta 21 € M.
D) Sea D € My con adjunta D' € . Tomando m el maximo grado de los coeficientes
de @ y @, por el Corolario [2.2.5] tenemos que

n+m

Py(z) -9 =) A'P(x),
1=0

donde
A = (P, -9,P)% "' = (P, P - 9"

Luego, A7 = O paracadan — i > my asi

P (x)- @2=M-P,(x) para M = Z AP o

i=—m

Por lo tanto, 2 € Fr(P). [ |

Corolario 2.4.16. Las dlgebras de Fourier F1,(P) y Fr(P) son cerradas bajo la adjunta 1.
Ms aiin, el mapa de Fourier generalizado ®g satisface ®z (M) = &g (M)

Demostracion:

Por el Teorema estd claro que el dlgebra de Fourier a derecha Fg(P) es cerrado
bajo . Por otro lado, viendo la demostracion de este teorema tenemos que si P (M) = 9,
entonces P (M) = D, Luego, como ®g es isomorfismo de dlgebras, obtenemos que el
algebra de Fourier a izquierda %, (P) también es cerrado bajo . ]

2.4.3. El espacio #."""(P)

A partir de las definiciones de las dlgebras de Fourier, podemos considerar los siguientes
subespacios de Fr(P):

Definicion 2.4.17. Dada una sucesion de polinomios ortogonales (P,,)nen, y los niimeros
m, k,l € Ny, se define el siguiente subespacio de Fr(P):

FIFD(P) = (D € Fr(P): ord(D) < m, ord (251(D)) < k,ord_(951(D)) < £}
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En lo anterior, ord(2) denota el orden estandar de un operador diferencial 2 € 4y y
k

para un operador en diferencias M = Z Gi( 5 € W denotamos por
i=—/
ordy (M) = max{i € No: G;(n) # 0},
ord_(M) = max{j € Ng: G_j(n) # 0},

a los indices asociados al mayor y menor coeficiente no nulo de M (donde tomaremos
méx{@} 0 para simplificar notacién). Es decir, si Gx(n) # 0y G_¢(n) # 0 para

M = Z Gi(n)s' € Ny, tendremos ord (M) = ky ord_ (M) = £.

i=—/
i . ikt .
Por lo tanto, tenemos que describir el espacio .%gm’ ’ )(P) consiste en encontrar todos
m

los operadores diferenciales & = Z 0L Ai(x) € Fr(P) (con los A; no necesariamente
1=0

no nulos) tales que ¢ Z Gi(n)d" (con los G;(n) no necesariamente no nulos).

i=—0
Para encontrar estos espacios serd util la siguiente proposicion:

k
Proposicion 2.4.18. Sea & = Z dLAi(x) € Fr(P) donde M = Z Gi(n)é" € F(P)

=0 i=—{
estal que M - P = P -2 yordy (M) = k. Entonces deg(A4;) < k+iparai=0,1,...,m

Demostracion:

Tenemos que M - P,(z) = P,(z) - D para cada n € Ny, es decir

Z Gi(n)Pyii(z ZP@ Ai(z) Vn e N, (2.2)

i=—/

y ademds, deg(P,,) = n. En particular, viendo (2.2)) para n = 0, obtenemos que

Z Gi(0)Pi(z) = Po(z)Ao(x) = Ao (),

con lo cual deg(Ap) < k ya que Z G;(0)P;(x) es de grado < k.

=0
De manera similar, la ecuacion (2.2) para n = 1 nos dice que

Z G 'L+1 1(73)140(17) + P{(IL‘)Al(l‘),
i=—1
k
con lo cual deg(A;) < k + 1 pues Z Gi(1)Py1(x) y Pi(x)Ao(z) son de grado < k + 1
i=—1
y deg(Py) = 0.
Asi sucesivamente, obtenemos que deg(A;) < k+iparai =0,1,...,m. [ |

29



CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

30

Un ejemplo para polinomios ortogonales asociados a un peso de tipo Jacobi

Calculemos algunos de estos subespacios en un ejemplo concreto: consideremos el peso
matricial de tipo Jacobi dado por:

W)= -a)*0—aPH) eon H@ =g 0 0

1 <4+2p+2pﬂ: 2(1 —x))
4 )

k
parax € [-1,1],donde o, 5 > —1lyp= ———con 0 < k < a+ 1.
a+1-—k

Los polinomios ortogonales moénicos (P, )nen, asociados al peso W se pueden calcular
computacionalmente (utilizando Maple) por medio de una férmula de Rodrigues que no es
necesario detallar aqui.

A continuacién daremos bases explicitas para algunos F }(zm;k’e) (P). El objetivo final serd

dar una base de F }(%2;0,1) (P) de manera constructiva.

El espacio 9}(20;0’0) (P): Consideremos @ = Ag(x) y M = Go(n)d°. Entonces tenemos
M - P,(x) = P,(x) - & para cada n € Ny si y solo si

Go(n)Pp(z) = Py(x)Ay Vn € N,

donde deg(Ag) = 0 por la Proposicién [2.4.18|(es decir, Ag es constante).
Viendo el coeficiente director de esta dltima igualdad, obtenemos que

Go(n) = Ay Vn € Np.

Es decir,
A(]Pn(x) = Pn(w)Ao Vn € Ny,

y como (P, )nen, s base de Ma(R)[z], A es necesariamente escalar. Luego

aono-{(1 9}

El espacio %}(%1;0’0) (P): Consideremos @ = 9L A;(x) + Ag(x) y M = Go(n)s°. Luego,
M - P,(z) = P,(z) - @ paracadan € Ny si y solo si

Go(n)Py(x) = P! (x)A1(x) + Py(x)Ag Vn € Np, (2.3)

con deg(A4;) < 1y deg(Ap) = 0 por la Proposicién [2.4.18| Entonces, denotando por
Ay (z) = Alz + AJ y viendo el coeficiente director de (2.3)), tenemos que

G[)(TL) = ’I’LA% + Ag Vn € Np.

serd base de 9’};0;0’0) (P).

Aplicando esto a (2.3), obtenemos que
(nA] + Ag)Po(x) = Py (2)(Ajz + AY) + Po(2)dp Yn€No. (24

Ahora, notemos que basta encontrar tres ecuaciones matriciales para determinar los

posibles valores de A (z) = Atz + A%y Ay (tenemos 3 matrices como incégnitas). Para
n—1

esto denotemos P, (z) = 2" + Z P2 y analicemos (Z4) para diferentes valores de n:
k=0
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= 1 = (: tenemos que
Agl =TAg

y esto no aporta informacion.
= n = [: tenemos que
(A} + Ag)(z + P)) = I(Ajz + AY) + (= + PP) Ao.

Estd claro que comparando coeficientes asociados a ! de esta igualdad no nos aporta
informacién pero si vemos los coeficientes asociados a z° tenemos que

(A} + Ao) P = A} + PP Ay 2.5)
y esta es una de las ecuaciones buscadas.
= 5 = 2:tenemos que
(2A] + Ao)(2* + Pjx + P§) = (22 + Py)(Alz + AY) + (2 + Pyz + P)Ay.

Comparando los coeficientes asociados a 2! y 2 obtenemos las dos ecuaciones
restantes:
(2A] + Ag) Py = 2AY + Py A + Py Ay

2.6
(2AL + Ag) P = PIAS + P9 Ao, 0

Luego de (2.5) y tenemos 3 ecuaciones para determinar los valores de A1, A9y Aj.
Con la ayuda de Maple determinamos que A;(x) = 0y Ag es escalar. Por lo tanto

awno-{(1 )

El espacio "V (P): Sean @ = 91A;(z) + Ao(x) y M = Go(n)6® + G_1(n)5 1.
Luego, M - P,(x) = P,(z) - D para cadan € Ny siy solo si

Go(n)Py(z) + G_1(n)P_1(z) = PL(x)A1(z) + Po(x)Ag  Vn € Ny, 2.7
con deg(A;) < 1y deg(Ag) = 0 por la Proposicién 2.4.18 Denotando A;(z) = Alz + A7,
n—1

es base de 9];1;0’0) (P).

Py (x) = 2" + Z PF2* y viendo los coeficientes director y asociado a 2™~ en (2.7)),

k=0
obtenemos

Go(n) = nA} + Ay Vn € N,
Go(n)PP '+ G_1(n) =nAY + (n — )PP 1Al 4+ PP14y  VneN,.
Aplicando esto a (2.7)), obtenemos que
(nA} + Ao)Pa(@)+ (nAS + (n— P2 AL+ P21 Ap — (Al + Ag)P2) Paci (a)
= P, (z)(Ajz + AY) + P,(z) Ao Vn € Ny.
(2.8)

Nuevamente basta encontrar tres ecuaciones matriciales para determinar los posibles
valores de A;(z) = Alz + AJ'y Ag. Luego, veamos (2.8) para diferentes valores de n:
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= 1 = (: tenemos que
Aol = TAg

y esto no aporta informacion.

= 5 = ]: tenemos que
(Al +Ao)(z+PP)+ (A} + PP Ag — (A} + Ag)PY) I = I(Alx+AY) + (z+P) Ay.

Comparando los coeficientes asociados a ' y 2° no nos aporta informacién en este
caso tampoco.

= 5 = 2:tenemos que

(2A] + Ao) (2 + Piw + P§) + (240 + Py A} + Py Ag — (2A} + Ag) Py ) (z + PY)
= (22 + P))(Alz + AY) + (2® + Pjx + PY)Ao.

Comparando los coeficientes asociados a 22, ! y 2V se puede ver que solo los

asociados a 2° nos da una de las ecuaciones buscadas:

(247 + Ao) PP+ (24 + Py A{ + Py Ag — (241 + Ag)Py) P}

2.9
= Py AY + P A,. 29

= 5 = 3: tenemos que
(3A7 + Ag)Ps(x) + (3AY + 2PF A} + P§Ag — (3A1 + Ag)P3) Px(x)
= (322 + 2P2z + P})(Alz + AY) + Py(z)Ag.

Comparando los coeficientes asociados a 2 y 2 no obtenemos informacién pero con
los coeficientes 2! y x° obtenemos las dos ecuaciones restantes:

(BA] + Ao)P5+ (3AY + 2P A} + P§ Ay — (3A] + Ao)P3) Py
= 2P AY + Py A + Pj Ao,

(BA7 + Ao)P§+ (3AY + 2PJ A} + P Ay — (3A} + Ao)P5) P
= PiAY + PYA,.

(2.10)

Luego, de (2.9) y (2.10) tenemos las tres ecuaciones para determinar los valores de A1,
A9y Ap. Utilizando Maple se puede ver que:

o % etk
0 b

con a y b variables libres. Por lo tanto

@(1;@1):{8%(8 mgl>+<—(a+01—k) a+58r2—k)’<(1) (D}

es base de 9/7}(%1;0’1) (P).
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El espacio #"%(P):  Sean @ = 0245(z) + 0L A1 (x) + Ao(x) y M = Go(n)d°.
Luego, M - P, (z) = P,(z) - 2 para cadan € Ny si y solo si

Go(n)P,(z) = P))(z)A2(z) + Pl (z)A1(z) + Pu(z) Ao Vn € No, (2.11)

con deg(A4z) < 2, deg(A;) < 1y deg(Ag) = 0 por la Proposicion 2.4.18] Denotando
Ag(z) = A22% + ALz + Ay Ay (x) = Alx + A y viendo el coeficiente director de (Z.1T)),
tenemos que

Go(n) = n(n —1)A3 + nAi + Ag Vn € Np.

Aplicando esto a (2.11)), obtenemos que

(n(n—1)A3+nAj 4+ Ag)P,(z) = P!(x)Ag(x) + Pl (x) Ay (z) + Py(z)Ag  Vn € Ny.
(2.12)
Ahora, basta encontrar seis ecuaciones matriciales para determinar los posibles valores de

Ag(z) = Ao+ Aba+ A9, Ay (z) = Alz+ A%y Ay. Denotando P, (z) = 2" + Z Pl
y utilizando Maple es posible ver que estas ecuaciones son:

(A1 + Ao

24241 + A

(24

(2A2 + 247 + A
(6A2 + 3A1 + Ag
(
(6A

P = A + P} A,

P} =2AL + 249 + Py Al + P} A,

Py =2A9 4+ P} AY + PY A,

P = 6A3 + 2P A3 + 3AY + 2P; A7 + P$ A,
P} = 6A9+ 2P AL + 2P2AY 4 P AL + P A,
P) =2P}AJ + Py AY + P§ Ao,

642+ 3A1 + A
24+ 3A1 + Ay

— — — — — —

y luego

(0 ) (8 2(b0—a))x+<8 2(bb—a))7
< —aa+,6’+3) 0 >(x_1)
C

a)a+1—k) —bla+B+4)
2ak — 2b( a+1—k) 2b(a+B+2—k)—2a(a+ S +3—k)
—2b(2+ k) —2a(a+1—k) ’

4 <a—b)k:2+bk:(oz+/6’+ 1)+ (b—ak)(a+B8+2)+c 0)
0= b+ (b—a)k)(a+1—k) c)’

_|_

con a, by c variables libres. Luego, tomando

2 -1 2(z+1) a+B+3)(z—1)+2k 2a+pB+3—k
@1:a§< 0 (0 >+8i<( (a+1k)(x)1) (2(a+1k:) )>

N ka+6+2—k) 0>7

( k(a+1—k) 0
) ) e 2
((k+1 (a+B+2—k) 0),

U ke D@r1-k) 0
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tenemos que
20,0 = {m. () V)]

es base de 97}(%2;0’0) (P). Vamos a tomar la base alternativa

@@mm:{@h@%e 9}

donde %y = :%72 — %1, es decir:

2
_ 92 ¢ —1 0
By = Bx( 0 .CC2—1)

+81<—(a+6+3)1’—a+,ﬁ+1 -2 )

@ 0 —(a+ B+ —a+B-2
a+pB+2—-k 0

+( at+1—k O'

El espacio 91522;0’1)(P): Consideremos @ = 92A4s(z) + 9L A1 (z) + Ap(r) y ademés
M = Go(n)d° + G_1(n)d6~'. Asi, M - P,(z) = P,(z) - D para cada n € Ny si y solo si

Go(n)Py(z) + G_1(n)Py_1(x) = P!(2)Az(z) + P.(x)A1(z) + Pu(z)Ag Vn € Ny,

con deg(A2) < 2, deg(A;1) < 1y deg(Ap) = 0 por la Proposicién 2.4.18] Aplicando un
procedimiento andlogo a los demads casos y utilizando Maple se puede ver que

@20.0) = { @ i ) |

es una base de 91(%2;0’1) (P) donde

B, = & (—x2 +1 2(2®+ x))

0 0
Lo (~BatpE5—2k)r—at 1 2wlat B3 k)
v (a+1—-k)(x—1) 2x(a+1—k)

_((2a+2k)(a+5+2k¢) 0>
2a+2—k)(a+1-k) 0)’

~ 0 (z+1)? —(a+1-Fk)(z+1) 0
%_@3(0 0 >+8i< 0 (a+1—k)(:c+1))
at+tl—-k —(a+B+3—-k)(a+B+2—-k)
+<—(a+1—k)2 0 )

By = 02 <8 2(;22+1m)>

Lol 2z(a+1—k) —2x(a+p+2-k)
"\(a+1—-k)(z—1) —Ba+p+6—-2k)Jx—a+[F—2

<2a2+(—3k+2ﬁ+5)a+k2+—(6+3)k+35+4 2(a+ﬂ+2—k)>

2a+3—-k)(a+1—k) 0
~ (0 z+1 —(a+1-k) a+p+2—-k
,%’4—896(0 0 >—|—< 0 0 )
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Ahora, buscamos tener una base que sea una extension de las bases anteriores usando
que 00 (P) ¢ FEF(p) ¢ FFOV(P) y 280V (P) € FFEOV(P). Por o tanto,
tomamos

2(20.1) = {5 )},

donde %4 proviene de la base de F }(21;0’1) (P):

> a1 (0 z+1 —(a+1-k) a+p+2—-k

B3 'y FBy, provienen de la base de .971{22;0’0) (P):

22 -1 2(x+1 a+B8+3)(x—1)+2k 20a+pB+3—k
‘@3:8§< o )>+‘9§<( (a+1—)(k)(x—)1) (2(a+1—k) )>

(a2l )

2
_ 92 e —1 0
B2 = az( 0 132—1)

+81<(a+6+3)xa+5+1 -2 >

v 0 —(a+B+4d)r—a+B-2
a+p+2—-k 0

+( a+1-—k 0>’

y finalmente 9%, = B> que es el elemento faltante para la base.
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CAPITULO 3

PROBLEMAS DE RIEMANN-HILBERT

En este capitulo estudiaremos los problemas de Riemann-Hilbert que son problemas de
valores frontera sobre el plano complejo. Veremos una caracterizacién de los polinomios
ortogonales sobre la recta real dada por Fokas, Its y Kitaev [[16] que consiste en describir los
polinomios ortogonales como la solucién tnica de un problema de Riemann-Hilbert matricial
de dimensién 2 x 2. La principal ventaja de esta caracterizacion es que permite estudiar el
comportamiento asintético de los polinomios ortogonales (aunque esto serd explicado en
mads detalle en el préximo capitulo).

Introduzcamos un problema de Riemann-Hilbert general: dada I' curva suave orientada en
el plano complejo C, la orientacién induce un lado positivo + y un lado negativo — sobre
I'. Més precisamente, al recorrer I' segtin la orientacidn, por definicidn el lado positivo estd
“a laizquierda” de I', mientras que el lado negativo estd “a la derecha”.

+

Figura 3.1: Curva orientada.

Ahora, un problema de Riemann-Hilbert genérico consiste en encontrar una funcién f
definida en C \ T tal que:

1. fesanaliticaen C\T.

2. f satisface alguna “condicion de salto” sobre I' (considerando los lados positivo y
negativo de I').

3. f tiene algiin comportamiento en co.
4. f cumple ciertas condiciones sobre los extremos de I" (en caso de tener extremos).

Se puede también considerar una coleccion de curvas orientadas en un caso mds generalizado.
En lo que sigue, vamos a concentrarnos en el caso en que la curva I' es R (orientada de la
forma usual). Por esto, la condicién (4) no es considerada.
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3.1. Problemas aditivos

Vamos a comenzar con problemas escalares. Dada una funcién w: R — R real (escalar),
un problema de Riemann-Hilbert aditivo consiste en encontrar una funcién f definida en
C\ R tal que:

1. fesanaliticaen C\ R.
2. fi(x) = f-(z) + w(x) parax € R, donde fi(x) = lin% f(z £ie).
e—

3. f(z) = 0(1/z) cuando z — oo, donde estamos utilizando la “notaciéon O-grande”.

Veremos que existe solucién tnica a este problema bajo ciertas condiciones sobre w.

3.1.1. Formulas de Sokhotski—Plemelj y solucion del problema aditivo

Para resolver el problema de Riemann-Hilbert escalar y aditivo es necesario el uso de
las llamadas férmulas de Sokhotski—Plemelj que consisten en estudiar los valores frontera
by (x) = HII(]) ®(x + ie) sobre R de la funcién

€E—

1 t
B(2) = / WOy Lec\R,
2 Jpt — 2
en donde estamos considerando el valor principal de Cauchy de la integral.
En lo que sigue, denotamos

Li(R) = {w: R — R medible: / lw(t)|dt < oo} .
R

Definicion 3.1.1. Una funcion w € Lq(R) se dice una funcion Holder continua en R si
cumple que
|w(1") - w(y)| < C|l’ - y|a’ \V/l‘,y € Ra

para algin C > 0 constante y 0 < o < 1.

1 t

Teorema 3.1.2. Sea w € L1(R) Hélder continua en Ry ®(z) = Py / tw()dt, entonces
T Jrpl — 2

dado x € R, se cumple que:

®+(x):li_r>1%q)(;v+ie):%w(x)+<1>(:v) v @,(z):g@(gg—ie):—%w(@w(@.

Estas ecuaciones se denominan las formulas de Sokhotski—Plemelj.

Demostracion:

Veamos que

L 1 1 w(t)
O, (x) = 251(1] O(x +i€) = §w(:r) ~ 5 /R p— tdt,

donde la integral se entiende como el valor principal de Cauchy dado por:

/ wt) g — lim/ wit) 4.
RZIL— t 0—0 [t—z|>6 x—t
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Notemos que
, 1 w(t) 1 / (t —x) +ie
P S NV )2 dt,

(z+ie) 2m’/Rt—(x+ie) omi Jo W=y e
con lo cual debemos analizar los limites
€ w(t) , 1 / (t—x)
lim — [ —————dt lim — t) ——5——dt. 3.1
& /R(t—a:)2—|—62 P e Ml v g G-1)
El primer limite en (3.1)) lo podemos resolver con el cambio de variables ¢t = x + se:

t 1 1
lfm = / wll) g, L[t w) / 4 W),
r (t— )%+ € —02m Jp s2+1 2 Jps?+1 2

(3.2)
donde el intercambio del limite con la integral en la pentiltima igualdad se justifica utilizando
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Por otro lado, para ver el segundo limite en (3.1)), tomando € < §, vemos que

& — w & w i
/Rw(t) (t — )2+ e it = Af—x|>§ () (t—2)*+ e e /t—a:<5 ©) (t — )+ ¢ "

Claramente

t— t
lim w(t) ) gy —/ i) g,
=0 Jj_g>s(t— )+ lt—a|>6 T —t
t
lo cual tiende al valor principal de Cauchy de — / w()tdt para 6 — 0. Ademas, como
RL—

(t — =)
————dt =0,
/tx<5 (t — )2+ €2

tendremos que

(t—2) . _ old) — )T D)
Ax|<5w(t)(t—x)2+e2dt/|tz|<5< ®) ( ))(t—x)2+e2dt'

Ahora, por la continuidad de Holder de w, para cada ¢ > 0, tenemos que

[ wo-wen S

_ |atl
e t—al

- /HS(S (t — )2+ €

< C/ it —z|* Lat
lt—a|<5

= Eé“ — 0 cuando 4§ — 0.
«a

dt

Por lo tanto, obtenemos que

liml,/w(t)(t_x)dt— L[, (3.3)
R

(t—x)2+e  2mifgx—t

Finalmente, utilizando los limites encontrados en (3.2) y (3.3)) tenemos que

, 1 1 w(t)
&, (z) = lim @ — —w(z) — —
o) =lim @z +ie) = qu(z) =52 |

dt = %w(w) + @(x).
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De forma completamente andloga, se puede ver que

. 1 1 w(t)
d_(x) = ll_r%(b(x —i€) = —iw(aj) ~ 3 B—

1
dt = —iw(x) + O (x).
Por lo tanto, obtuvimos las féormulas buscadas. [ |

Ahora estamos en condiciones de resolver el problema de Riemann-Hilbert aditivo:

Teorema 3.1.3. Dada w € Li(R) funcién Hélder continua en R, la vinica solucion al

1 t
problema de Riemann-Hilbert escalar y aditivo estd dada por f(z) = i / tw( ) dt.
™ Jpl— %2
Demostracion:
1 w(t)
Veamos que f(z) = — [ —=dt cumple lo buscado:
2mi Jpt — 2

1. fesanaliticaen C \ R trivialmente.

2. Dado x € R, por las férmulas de Sokhotski—Plemelj, se cumple que
1 1
file) = f-(2) = f(2) + Ju(z) = { f(2) - Ju(2) | = w(2),

es decir, f1(z) = f_(z) + w(x).
3. Cuando z — oo, tenemos que

lim zf(2) = L w(t)dt,

Z—00 271 R

y esto es finto pues w € L1 (R). Luego, f(z) = O(1/z) cuando z — oc.

1 t
Por lo tanto, f(z) = o / tw()dt es una solucién al problema de Riemann-Hilbert.
™ Jpl— %2

Veamos que esta solucion es Unica: si g es otra solucién, tendremos que f — g es una
funcidn analitica en C \ R. Ademds, f — g es continua en R pues, dado = € R, vemos que

(f = 9)+(@) = f1(2) = g+ (2) = [-(z) + w(z) = (9-(2) + w(z)) = (f = g)-(2).

Por lo tanto, f — g resulta ser funcién entera y ademas, (f —¢g)(z) = O(1/z) cuando z — oo,
con lo cual f — g es acotada. Asi, por el teorema de Liouville, f — g es constante y al tender
a0 cuando z — oo, f — g = 0. Por lo tanto, f = gy f es tnica. |

3.1.2. Relacion con el problema multiplicativo

Supongamos que se tiene un problema de Riemann-Hilbert escalar multiplicativo, es decir,
dada w: R — R, buscamos encontrar una funcién f definida en C \ R tal que:

1. f esanaliticaen C\ R.

2. fi(z) = f—(x)w(z) parax € R, donde fi(z) = 11_1}1(1) f(x £ de).

3. f(z) = 1cuando z — cc.
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Realizando modificaciones, es posible utilizar el caso aditivo para resolver este problema.
Mas precisamente, considerando Ln(f(z)), donde Ln es la rama principal del logaritmo, el
problema de Riemann-Hilbert anterior se convierte en encontrar Ln( f) tal que:

1. Ln(f) es analiticaen C \ R.
2. In(f(x))+ = Lon(f(z))- + Ln(w(z)) para z € R.

3. Ln(f(z)) — 0 cuando z — oo.

Notemos que es necesario tomar w > 0 para tener Ln(w(x)) bien definida en el punto (2).
Ahora, con la modificacion realizada, obtuvimos un problema de Riemann-Hilbert aditivo
cuya Unica solucién vimos que estd dada por:

1 L t
In(f(2) = 5 [ 2y,
2 Jp t—2
siempre que Ln(w) € L;(R) es Holder continua en R.
Por lo tanto, dada w > 0 tal que Ln(w) € L1 (R) es Holder continua en R, la solucién al

problema de Riemann-Hilbert multiplicativo estd dada por:

() = exp (;TZ,/RW&) .

Observacion 3.1.4. Por lo general, la condicion Log(f(z)) — 0 cuando z — oo genera
problemas para un w arbitrario pues se podria obtener Log(f(z)) — 27k cuando z — oo
para k € Z dependiendo de la rama del logaritmo tomada. Por esto, se suele tomar una
formulacién aditiva del problema de Riemann-Hilbert directamente (como fue hecho al
comienzo de la seccidn).

3.2. Problema de Riemann-Hilbert para polinomios
ortogonales

En esta seccion daremos la caracterizacién de los polinomios ortogonales asociados a una
funcién peso w sobre la recta real a través de un problema de Riemann-Hilbert matricial.

Explicitamente, dada w: R — R funcién peso, el problema de Riemann-Hilbert para
caracterizar los polinomios ortogonales consiste en encontrar, para cada n € Np, una funcién
matricial Y = Y : C\ R — My(C) tal que:

1. Y es analiticaen C \ R.

1
0

2. Y (2) = v () < “’(1‘”)> para € R, donde Y (z) = lim Y (2 + de).

ZTL

0

Vamos a ver que la solucién de este problema depende completamente de los polinomios
ortogonales asociados a la funcién peso w.

3. Y™ (2) = (I +06(1/2) < 29n> cuando z — oo.

Observacion 3.2.1. Notemos que la condicién (3) nos dice que:
Yi1(2) = 2" +0(2"7), Yip(z) = 0(z"7),
Ya1(2) = 0("71), Yap(z) = 27"+ 0(z""71),

cuando z — oo.
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3.2.1. Solucidn y unicidad

Antes de encontrar la solucién explicita al problema de Riemann-Hilbert para polinomios
ortogonales, verifiquemos la unicidad:

Proposicion 3.2.2. Si el problema de Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales tiene
solucion, entonces esta solucion es inica.
Demostracion:

Sea Y una solucién al problema, entonces

det (V4 (2)) = det (V_(z)) det (é “’(1‘”)> —det(Y_(z), z€R

Luego, det (Y'(z)) es funcién analitica en C \ R y continua en R, con lo cual es funcién
entera. Ademas, por la Observacion [3.2.1] tenemos que

det (Y(2)) =Y11(2)Y22(2) — Y12(2)Y21(2) =1+ 0O(1/z) cuando 2z — oc.

Por el teorema de Liouville, det (Y (z)) = 1 sobre C y asi, Y(z) es invertible en C \ R con
Y ! analiticaen C \ R.

Ahora, sea X otra solucién al problema de Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales
y consideremos la funcién Z = XY ~!. Entonces Z es analitica en C \ R y es ademds
continua en R pues, dado = € R, tenemos que

Zi(a) = Xy 0¥; ) = X-@) (V) o)

_ (Xl 1(2) X12(Z)) (YM(Z) Yi2(2)
Xo1(2) Xo2(2)) \Ya1(2) Yao(2)
_ <X1 1(2) X12(2)> <Y22(Z) —Y12(2)>
Xo1(2) Xaa(2) —Yo1(2) Yi(z
_ (Xl 1(2)Y22(2) — X12(2)Y21(2) —Xll(Z)Ym(Z)+X12(Z)Y11(Z)>
X21(2)Y22(2) — X22(2)Y21(2) —Xo1(2)Y12(2) + X22(2)Y11(2)
_ (1 0(1/z) 0(1/2) >
0(1/z) 1+0(1/z2)
=1+ 0(1/z) cuando z — oo.

Nuevamente, por el teorema de Liouville, Z = I sobre C, es decir, se tiene que X (z) = Y (2)
para cada z € C. Por lo tanto, Y es la tinica solucion. |
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Observacion 3.2.3. De la demostracion del teorema anterior tenemos que si Y es solucion
al problema de Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales entonces

det (Y(2)) =1, z € C.
En particular, Y (2) es invertible sobre C.

Ahora, daremos la solucién explicita Y al problema de Riemann-Hilbert dado y la relacion
de esta con los polinomios ortogonales. Para generar intuicién de cdmo se obtiene esta
solucién, analicemos lo que debera ocurrir entrada a entrada en Y a partir de la condicién
(2), es decir la condicién de que:

Yo () = Y_(x) ((1) “’(19”)) . zeR

y también a partir de lo visto en la Observacion (debido a la condicion (3)). Veamos:

» Entrada (1, 1): tenemos que (Y71)4(x) = (Y1,1)—(z) para z € R, es decir Y] ;
es continua en R y analitica en C \ R. Por lo tanto, Y7 ; es entera y como se tiene
Y11(2) = 2" + O0(2" ') cuando z — 00, Y] 1(2) es necesariamente un polinomio
monico de grado n.

» Entrada (2, 1): tenemos que (Y1) (x) = (Y2,1)—(z) para z € R, es decir Ya
es continua en R y analitica en C \ R. Asi, Y51 es entera y ademds, tenemos que
Y2.1(2) = 6(2" 1) cuando z — oo. Por lo tanto, Y5 1(z) deberd ser un polinomio de
gradon — 1.

» Entrada (1, 2): tenemos que (Y1 2)4(z) = (Y11)-(z)w(z) + (Yi2)—(x) paraz € R
y luego, suponiendo que w cumple lo necesario, por las férmulas de Sokhotski—Plemelj
podemos considerar que

1 [ Ya@)w()

2 Jp T — 2

Y1,2(Z) = dz.

» Entrada (2, 2): tenemos que (Y22)4(x) = (Ya,1)—(2z)w(z) + (Y22)—(x) paraz € R
y nuevamente, suponiendo lo necesario, por las férmulas de Sokhotski—Plemelj se

tiene que
1 Yo 1(x)w(x
ol = g, [ T,
’ 2 Jp T — 2
A partir de esto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. Supongamos que x*w € Li(R) para cada k € Ny y que w es Holder
continua en R. Entonces, para n € Ny, la tinica solucion Yy (™) gl problema de Riemann-
Hilbert para polinomios ortogonales estd dada por:

L[ pa)u(?)

pn(z) - t
Y (z) = - t_(t)z (1)
Tn—1 Pn—1{0)w
Vn—lpn—l(z) o /R PR dt

donde py,(2) y pn—1(z) son el polinomio ortogonal ménico con respecto al peso w de grado n

i
y grado n — 1 respectivamente y ~,_1 = — para la norma hy,—1 = / P2 (Hw(t)dt.
R

n—1
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Demostracion:

Claramente Y (") (z) estd bien definida en C \ R. Ahora, veamos que Y (™ cumple las

condiciones necesarias para ser solucion:
1. Y es analitica en C \ R trivialmente.

1 w(x)

2. Y (@) = v (a) <0 ;

anteriormente.

Z?’L
0
= Entradas (1, 1)y (2,1): esta claro.

3. Y (2) = (I 4 06(1/2)) <

» Entrada (1, 2): notemos que, suponiendo que |t/z| < 1, podemos expandir a

de la siguiente manera:

11 1 1i t\"
t—z  zl—t/z =z z
1

0 k
1t LA
Tz z 2t —t/z

k=0
L=\ (t\" 1
RO
k=0
1 1~ (" [\ 1
Asi, como e analiticaen C\ {¢} y ademads, — kZ_O (z) y <z> -
losonen C\ {0} y C\ {0, ¢} respectivamente, tendremos que
11 ”z‘:l AN
t—z =z z z) t—z
k=0
en C\ {0,t}. Luego, se cumple que
1 [ pa(@w(t)
= dt
12(2) = 55 /R t— 2
1 =y % 11 Pr(t)w(t)
S o, (Owt)dt — —— [ PR gy
2mi = Zk+1 /R Palt)w(t) 27 2" /R t—z
1L [,
2mi 2" Jp t—=z

=0(z""Y) cuando z — oo,

y obtuvimos lo buscado.

) para z € R por el andlisis de las entradas hecho

0 .
L-n cuando z — oo pues viendo entrada a entrada:
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» FEntrada (2, 2): se procede de forma andloga al caso anterior y obtenemos que

1/272(2) _ ’anll /an1(t)w(t) &t

21 t—z
11 11 t)w(t
_ _’Y’n ‘1 7hn_1 . Tn ‘1 - tnpn( )U]( )dt
2wy 2™ 27 2" Jg t—z

1
=—+ O0(z~"!) cuando 2z — oo,
z

que fue lo buscado.

Por lo tanto, Y (") cumple las condiciones necesarias y serd una solucién al problema de
Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales. Ademds, es tnica por la Proposicién[3.2.2] il

3.2.2. Aplicaciones del problema de Riemann-Hilbert

Veremos dos posibles aplicaciones del problema de Riemann-Hilbert para polinomios
ortogonales presentado.

Coeficientes de la relacion de recurrencia

El problema de Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales nos permite encontrar la
relacién de recurrencia de tres términos para los polinomios ortogonales que fue detallada en
el Teorema del capitulo ‘IPolinomios ortogonales|’. Para esto, dada Y (™) la solucién al
problema de Riemann-Hilbert (para cada n € Ny), consideremos la funcién matricial

R(z) =YW (2)Y "=V (z)~!
Veamos qué tipo de problema de Riemann-Hilbert satisface R:
1. Res analiticaen C \ R trivialmente.

2. Para z € R, tenemos que

con lo cual R es continua en R. Asi, R es entera por (1).

3. Tenemos que

R(z) = Y™ ()Y ("D ()~}

= (I +06,(1/2)) <ZO >< 0_1 Z_(2_1)>_1(I+@n_1(1/z))_1
0

o ) (I + 0, 1(1/2)) cuando 2z — oo.
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Ahora, denotemos

1
e () R Ve N S R
zZ \ Ck dk
Luego, tenemos que
- b,
1+ 27 46, 1(1/2%) L 4 6, 1(1/2%)
[+0,4(/)=| , 7 -
”Z_ + 0p_1(1/2%) 1+ ”Z_ + 0p_1(1/2%)
con lo cual
4 d
det (I +0,1(1/2) = 1+ L2520 16,4 (1/22)

Pero también se cumple que

det (I + 6_1(1/2)) = det (Y(”_l)(z) <Zn0_1 _(2_1)>> ~1

z

+ @n_l(l/zQ) =1lyasi,a, 1 = —d,_1. Es decir,

_ d,,_
Entonces 1 + n—1+ dn-1
z

an—1 _ bn—1

B L= + 0p_1(1/2%) . + 0p_1(1/2%)
(L4 0n1(1/2)) = d,

ol 6, 1(1/22) 11— 27 L0, 1(1/22)

z

Asi, vemos que

R =+ 0,0/ (5 ) e o)
Z+ an + 0,(1/2%) % + 0,(1/2°)

— (I + 0n1(1/2)) 7

1 d,
cn + On(1/2%) e 0,(1/2°)

(z+an—an—1+0,(1/z) —bp_1+ On(1/2)
N cn + 0,(1/2) 0,(1/2)
24 an —ap—1 —bp_1
= c 0 + 0,(1/z) cuando 2z — oo.

Por lo tanto, como R es entera, por la condicion (3) y el teorema de Liouville obtenemos

Rz = (P )

Cn

es decir, tenemos que

Y(n)(Z) — R(Z)Y(n_l)(z) _ <Z + anc_ ap—1 _bgl) Y(n_l)(Z)
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La entrada (1,1) de la igualdad anterior nos dice que

YV () = (24 an — an-) V{1V (2) = bar Va1V (2),

)

es decir,

pn(z) = (Z +ap — anfl)pnfl(z) - bn717n72pn72(z)-

Por lo tanto, tenemos que

an—l(z) = pn(z) + (an—l - an)pn—l(z) + bn—l’Yn—Qpn—Q(Z)
= pn(z) + anpn—l(z) + /Bnpn—Q(Z)a

donde o, = an—1 — an y Bn = bp—17n—2- Esto nos da una relacién de recurrencia de tres
términos para la sucesion de polinomios ortogonales (py,)nen, -

La ecuacion diferencial para los polinomios de Hermite

Recordemos que en la seccién ‘{Polinomios ortogonales clasicos|” del capitulo ‘{Polinomios|
lortogonales]” vimos que las familias cldsicas de polinomios ortogonales satisfacen una
ecuacidn diferencial de segundo orden.

Veamos de obtener esta ecuacion para los polinomios de Hermite a partir del problema de
Riemann-Hilbert para polinomios ortogonales. Recordemos que los polinomios de Hermite
(hn)nen, son aquellos asociados a la funcién de peso dado por w(z) = e~ paraz € R.
La idea sera ir modificando el problema de Riemann-Hilbert original hasta tener un nuevo
problema sin saltos sobre R y luego, con este problema modificado, obtendremos la ecuacion
diferencial buscada.

Comencemos: consideremos el problema de Riemann-Hilbert asociado a los polinomios
(monicos) de Hermite (hy,)nen, . Luego, tenemos que la solucién estd dada por:

1 a(t)e
hn(z) T ht(t)edt
T —Z
e hn1(z) Il /Rhn—l(t)etht
Tt Somi Jo o t—z

Sea o3 = <(1) _01> una de las matrices de Pauli. Entonces se cumple que

o0

tog __ (t0-3)n_ e 0
@S_Z n! _<0 e~t)”

n=0

Ahora, consideremos la funcion

22/2 0 —22/2 0
e € 0322 —o32?2
Z(z) = ( 0 e_z2/2> Y(z) ( 0 622/2> =¢e%3 /QY(z)e 3 /2,

que esta definida en C \ R. Luego, vemos que Z satisface:
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1. Z es analitica en C \ R trivialmente.
2. Para z € R, tenemos que
Z(x) = " Y, (w)e 7/

2
_ ,032%/2 1 e™® —o3x2/2
e Y_(z) (0 wE

2
_ 603x2/2y (x)e—03m2/2603m2/2 <1 e’ >e—03m2/2
B 0 1

_ 6039:2/2}/_(1,)670312/2 <1 1)

0 1
— 7 (@) ((1) }),

es decir, hemos pasado a un salto constante sobre R.

3. Tenemos que
Z(z) = 60322/2Y(Z)6_U3Z2/2

_ 60322/2 (I + @n(l/z)) <ZO Z9n> 67‘732:2/2
_ 60322/2 (I + @n(l/z))e—ong/Z <ZO Zon>

cuando z — oo.

Ahora, pasamos a considerar la funcién
11
N Z(z , Im(z) <0
20) — <><0 1) ()

Z(z), Im(z) >0

que es analitica en C \ R trivialmente. Luego, vemos que los valores frontera en R estan
dados por

L) =24e) v 2-0)=2.0) (g ) =20 = 24 (0)

Asi, Z es continua en R con lo cual resulta entera. En particular, su derivada 7' también serd
entera y tendremos 2’ (r) = Z’ (x) para « € R. Esto implica que

Z'\ (x) = Z' (z) <(1) 1) z €R.

Finalmente, construyamos la funcién Z’(z)Z~1(z), que est4 bien definida sobre C \ R
pues det(Y (2)) = 1. Asi, Z'(2)Z~'(z) es analitica en C \ R y es ademds continua en R

pues Y e Y” tienen la misma condicién de salto sobre R. Por lo tanto, Z’(z)Z~!(z) es entera.
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Abhora, si escribimos
@(1/2)2%—1—@(1/22), z — 00,
obtenemos que
Z'(2)Z7Y(2) = 73" /% (034, — Anos + 6(1/2)) e %/ cuando z — oo,

Asi, por el teorema de Liouville, tenemos que

IR 2 e = aady ~ A =2 (0 ).

—c, O

donde A,, = <a" b”). Por lo tanto, se tiene que

cn dp
—2cpe”? 0 ’

Analicemos las entradas (1,1) y (2, 1) de esta dltima igualdad:
» Entrada (1, 1): Tenemos Z1;(z) = 2bpe® Zo1(2), es decir
Rl (2) = 2bpyyn—1hn_1(2),

y comparando coeficientes directores tendremos que n = 2b,,7y,—1. Por lo tanto

a
dz

y esto nos da un lowering operator para los polinomios de Hermite.

“hp(2) = nhp—1(2),

» Entrada (2, 1): Tenemos Z4,(z) = —2cne* Z11(2), es decir

(Yn—1 e % hn1 (2)) = —2cpe hn(2),

y comparando coeficientes directores tendremos que —2v,,—1 = —2¢,,. Por lo tanto

(jz - 2z) hp—1(2) = —2hn(2),

y esto nos da un raising operator para los polinomios de Hermite.

Combinando lo obtenido en ambas entradas tenemos que

((jz - 2z> o ddz> hn(z) = (CZ - 2z) (nhn-1(2)) = —2nhy(2),

es decir, obtuvimos que
Rl (2) — 22R),(2) = —2nh,(2).

Esta es la ecuacion diferencial de segundo orden para los polinomios ménicos de Hermite.

Observacion 3.2.5. Cabe destacar que con un procedimiento andlogo es posible obtener la
ecuacion diferencial de segundo orden para las familias cldsicas de Laguerre y Jacobi (ver
[23] Capitulo 22 - Secciones 4 y 5]).



CAPITULO 4

LA FACTORIZACION DE
WIENER-HOPF

En este capitulo estudiaremos la factorizacion Wiener-Hopf de una funcién matricial F'
definida sobre el circulo unidad |z| = 1 que fue presentada por Wiener y Masani [29]]. Esta
factorizacion, bajo ciertas hipdtesis, nos permite descomponer a F' como el producto de los
valores frontera de dos funciones: una analitica en |z| < 1y la otra analitica en |z| > 1.

Comenzaremos viendo la utilidad de la factorizacion Wiener-Hopf definiendo la muy
relacionada funcion de Szego que surge en el andlisis asintético de los polinomios ortogonales
con respecto a un peso matricial definido en el intervalo [—1, 1], hermitiana y definida positiva.
En lo que sigue, S' = {z € C: |z| = 1} denotar4 al circulo unidad en C.

4.1. La funcion de Szego matricial

Sea W (z)dx medida matricial definida en el intervalo [—1, 1] donde W (z) € My(C)
es hermitiana, definida positiva salvo posiblemente en +1 y dx es la medida de Lebesgue.
De forma similar al caso escalar, los polinomios ortogonales matriciales (P, )nen, asociados
a esta medida estdn caracterizados por un problema de Riemann-Hilbert de tamafio 2N x 2N
(ver [3]], [19]). Explicitamente, el problema consiste en encontrar, para cada n € Ny, una
funcién matricial Y = Y : C\ [~1,1] — May(C) tal que:

1. Y es analiticaen C \ [—1,1].

2. Yin)(:c) = Y_(n)(ac) (gzj\\; W;j(f)) parax € (—1,1).

ZnIN

3. Y)(2) = (Iny + 6(1/2)) ( On Z_;?N

> cuando 2 — oo.
4. Una condicion en los extremos z = £1 que asegura unicidad (que no seréd necesario
detallar aqui).

El anilisis asintético de los polinomios (P,,)nen, cuando n — oo se obtiene a través
del problema anterior donde, en general, no es posible encontrar una solucién explicita.
Realizando una serie de transformaciones que deforman el problema en un problema que
puede resolverse explicitamente y revirtiendo estas transformaciones, es posible obtener
informacioén del problema original a partir de la solucién del problema deformado. De esto
proviene el comportamiento global de los polinomios ortogonales.
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Este proceso fue introducido por Deift y Zhou [10], [L1] y se conoce como el método de
steepest descent. Es aqui donde surge la funcion de Szegd que resulta ser una pieza clave
para este andlisis asintdtico. Aunque el método de steepest descent no serd detallado en este
trabajo, en esta secciéon vamos a definir la funcidén de Szegd matricial y la relacién de esta
con una factorizacion sobre el circulo unidad (que serd la factorizacién de Wiener-Hopf).

En lo que sigue, como ya fue dicho, W (z)dz serd una medida matricial definida en [—1, 1]
donde W (z) € My(C) es hermitiana, definida positiva salvo posiblemente en +1 y dz es la
medida de Lebesgue.

Definicion 4.1.1. Se denomina una funcion de Szego matricial para W a una funcion
analitica D: C\[—1,1] — My (C) con valores frontera Dy (x) = h'm+ D(z Lie) definidos
e—0

sobre (—1,1) tal que W se factoriza de la siguiente forma:
W(z) = D_(x)D*(z) = Dy(x)D7 (x) para z € (—1,1), “4.1)
donde D(z) es invertible para cada z € C \ [—1,1] y
D(o0) = lim D(z)

Z—00

existe y es invertible también.

Observacion 4.1.2. La funcién de Szeg6 matricial, si existe, no es dnica ya que si U es
matriz unitaria (constante), D(z)U también cumple las propiedades buscadas.

Para encontrar la funcién de Szegd matricial D serd necesario llevar el problema desde
C\ [-1, 1] al exterior del circulo unidad |z| > 1 a través de la aplicacién conforme:

p(2) =z + (22 - 1)1V2, zeC\[-1,1],

donde estamos considerando la rama principal del logaritmo que hace a (22 — 1)1/ 2 analitica
enC\ [-1,1].

Figura 4.1: Accién de ¢.

-1
Se puede verificar que 90_1(2) == +22 . Por esto, notemos que ¢! lleva al circulo

unidad S al intervalo [—1, 1] (utilizando que la inversa de z sobre el circulo unidad estd
dada por 27! = %).

Utilizando a ¢, veremos que D se obtiene a través de cierta factorizacidn sobre el circulo
unidad (que resultara ser la factorizacion de Wiener-Hopf). Se procede como sigue:
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1. Llevamos a W: [—1,1] — My(C) definida sobre el intervalo [—1, 1] a una funcion

definida sobre S' a través de ¢~ !:

Fz) =W (o7 (2)) =W (’" *22_1> . zesh

2. Consideramos una factorizacién de F' de la siguiente forma:
F(z) = ®(2)®(2)", ze St 4.2)
donde ® es funcion matricial analitica en |z| < 1.

3. Tenemos que $(1/z) estd bien definida para |z| > 1, con lo cual se puede considerar

a la funcion
1

P =2 (o

Resulta que la funcién D dada en (@.3) es la funcion de Szeg6 matricial para W buscada:

>, zeC\[-1,1]. (4.3)

Teorema 4.1.3. La funcion de Szego matricial D para W existe y estd dada por
1
D(z):q)(), zeC\[-1,1],
o(2)

donde ® proviene de la factorizacion dada en (.2)) de la funcion matricial

Fz) =W (¢~1(2)) =W (”22_1) . zes

Demostracion:

Al tener la factorizacién de F' como fue dada en (4.2)), tomando la funcién matricial dada por:

1
b= 5).  sec\lLi, (@)
p(2)
entonces D(z) esta bien definida y es analitica para |z| < 1 pues dado z € C\ [—1,1],
tenemos que |p(z)| > 1. Ademds, tenemos que D(z) es invertible para cada z € C\ [—1, 1]

y D(00) = ®(0) es invertible también, debido a la correspondiente propiedad de ®.
Ahora, solo falta ver que W se factoriza de la forma dada en (4.1)). Para esto, notemos que,
dado x € (—1,1), se cumple que:

o+ (z) = lm p(x + ic)
e—0t

= lim ((a; +i€) 4 ((z 4 i€)* — 1)1/2)

e—0t

e—0t

1
=z + lim exp <2 log((x + i€)* — 1))

1
=z + lim exp (2 (log|(z + i€)? — 1| + i arg((z + i€)? — 1)))

e—0t

1
x + exp (2 (log|z* — 1|+ m)))
=+ (1 - $2)1/26i7r/2
=z +i(1—2?)"2

De manera andloga, se puede ver que ¢_(x) =z — i(1 — w2)1/2.
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Por lo tanto, denotando z = ¢ (), se tiene que

=z2z=1, z=1/z=¢p_(x) y x=
Luego, por la definicion de D dada en (@.4)), se cumple que

1
D_(z)=9 = ®(z),
=2 () = *0
y por la factorizacién de F' dada en (4.2)), se tiene que

D_(2)D_(2)" = W <Z +2Zl> — W(a).

Andlogamente, se cumple que

y nuevamente por (4.2)), se obtiene que

Do (2)Dy(2)" = W ('Z*zl) —w (Zl + Z> — W(a).

Por lo tanto, obtuvimos que

W(z) = D_(z)D_(z)* = Dy (x)D4(x)* para x € (—1,1).
1
Asi, D(z) = @ (()) es la funcién de Szeg6 matricial para IV buscada. [
o(z

Por lo tanto, hemos visto que encontrar la funcién de Szegd matricial para W se reduce a
encontrar una factorizacién de la siguiente forma:

W (Z +221> —B(2)B(2)", ze 8,

donde ® es funcién matricial analitica en |z| < 1.
A partir de esto, tomamos la siguiente definicién:

Definicién 4.1.4. Dada F funcién matricial definida en el circulo unidad S* se denomina
una factorizacion de Wiener-Hopf matricial de F' a una descomposicion de la forma:

F(z) = ®(2)®%(2) pp. 2] =1,
donde ® es funcion matricial analitica en |z| < 1.

Observacion 4.1.5. Si existe, la factorizacion de Wiener-Hopf no es tnica: tomando U matriz
unitaria constante, entonces ®(z)U también nos dard una factorizacion de Wiener-Hopf pues

F(2) = B(2)®*(2) = () UU*®*(2) = (®(2)U) ((2)U)* pp. |2 = 1.

Con lo dicho, el objetivo para las siguiente secciones sera verificar que efectivamente
existe la factorizacién de Wiener-Hopf (bajo ciertas hip6tesis) y encontrar formas explicitas
de obtenerla.
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4.2. Una factorizacion escalar

Vamos a comenzar detallando una factorizacion escalar para funciones definidas sobre el
circulo unidad S' que nos dara la pauta de cémo proceder para obtener la factorizacién de
Wiener-Hopf matricial buscada.

Definicion 4.2.1. Dado p > 0, denotamos

2m )
Ly(SY) = {f S — C medible: / |f(ezg)|pd9<oo},
0
Loo(Sl) = {f St — C medible: f es acotadap.p.}.

Ahora, sea f € L,(S 1Y con p > 1y consideremos sus coeficientes de Fourier dados por:
1 2
Qn,

=3, e "0f(edh, nel. (4.5)

Por el lema de Riemann—-Lebesgue [13, Lema 1.4], tenemos que a,, — 0 cuando n — oo,
con lo cual {an},,y, €s acotado. Es decir, [a,| < M para algin M > 0. Luego, aplicando
el Test M de Weierstrass a f,,(z) = a,2" definida sobre |z| < 1, se cumple que

Z fn(2) = Zanz"
n=0 n=0

converge (uniforme y absolutamente) para |z| < 1. Esto nos lleva a definir las funciones:

oo -1
fu(z) = Zanz”, lz| <1 y fm(z)= Z anz", 1<|z| < oc. (4.6)
n=0 n=—oo

Ahora, consideremos la funcion:

00 —1
up(z) = fu(2) + fm(1/2) =D anz"+ > anz ", |2l <L
n=0

n=—oo

Luego, por la férmula integral de Poisson, tenemos que

) 1 [27 .
up(@) =us(re®) = 5o | fE@)R (=00, |zl <1, @7
donde Po(0) = S~ plnleind Lo 1 llamado niicleo de Poi
onde P,(0) = Z ri™e = T2 cos() 712 es el llamado niicleo de Poisson.

n=—oo
Con esto, se tiene el siguiente teorema cldsico [13, Teorema 1.12]. Para este trabajo,
omitimos la demostracion.

Teorema 4.2.2. Dado f € L1(S"), se cumple que
o0

lim wug(re?) = 11’1{1_ (f]v[(’l“ew) + fm <r>> = f(e®) pp. 0 €]0,2n].

r—1-

Esta es una factorizacion (aditiva) que nos permite ver a f como la suma de los valores
frontera de una funcién analitica en |z| < 1y otra funcién analitica en |z| > 1.

Observacion 4.2.3. Cabe destacar la analogia de la factorizacién anterior con los problemas
de Riemann-Hilbert aditivos (ver seccién ‘{Problemas aditivos|” del capitulo ‘{Problemas de]
[Riemann-Hilbert]’). Mdas precisamente, podemos ver a la factorizacién del teorema anterior
como un problema de Riemann-Hilbert aditivo (donde la curva involucrada en el problema
es S! en vez de R). Esta idea se ampliara mas adelante en la Observacion

53



CAPITULO 4. LA FACTORIZACION DE WIENER-HOPF

54

Ejemplo 4.2.4. Tomemos f(z) = Log(z) la rama del logaritmo definida en C \ Rx>¢:
f(re®®) = log(r) + i0 para 6 € (0, 27]. Claramente f € L1(S*) pues

27 ) 27 2T
/ |f(e)|do = / |i0]do = 0df = 27% < .
0 0 0
Calculemos los coeficientes de Fourier a,, de f. Primero, tenemos que

1 27 0 1 27 ) 1 ) '
ap f(e)do = — i6dh = 2—@2% = .
0

:%0 2 us

Por otro lado, para n # 0, vemos que

1 2m ) )

ap = — e—mef(ew)d‘g
2 0

1 27

_ = —nif ;
=5 ; e 160d0

i ie—m’@@ 2m 27 ie—m'@
= — — do
27 n | /0 n
. . 012
i [ 2m n e—nif 1<%
2t \ on n? |,
1
- )
n
donde hemos usado integracion por partes. Por lo tanto, tendremos que

” ” 61'9
upre®) = fure) 4 £ (<)

> -1 ind
n_ind e
= E anpr’e + E an—
n=0 n=-—00 r
00 —1
. 1 , 1 .
= — E :774nem€_ § : Zp nem9
n n
n=1 n=-—00
00 9]

. 1 . 1 .
:”r_E :7747161719_2 : r"e ind
n=1 n n=1 n

0o -
N — § :7(€m0 _ e—m@)
n
n=1
0
. T
=im — 21 E — sin(n#)
n
n=1
o0 i0\n
. . re
=i — 2i¥ < g (re”) ) ,
n
n=1

donde & denota la parte imaginaria. Mds ain, se puede probar que

X _n

Zz— = —Ln(1 - 2),
n

n=1

donde Ln(z) es la rama principal del logaritmo (definida sobre C \ R<g). En particular,
Ln(1 — z) es analiticaen C \ R>7 y S (Ln(1 — 2)) es continua en C \ R>;.
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Por lo tanto, vemos que

lim ug(re’?) = lim (iﬂ' —2i Z T sin(n9)>
n

r—1— r—1-
n=1

o0 i0\n
— im —2i lim s(Z (re”) )
n
n=1

r—1-
=4ir —2i lim & (— Ln(1 — rei9)>
r—1-
= im+ 23 (Ln(l - eie)) .
Ademads, tenemos que

| il = (/2 =i0/2)i0/2 _ g iy <Z> 012 _ o—im/29 g (g) ¢t/

con lo cual

0—m
2

3 (Ln(l - ew)) = arg(1 — %) = € [-m/2,7/2].

Finalmente, obtenemos que:

lim wg(re) = ir + 2 T_ig= Log(e?) = f(¢?) p.p. 8 €[0,2n],

r—1-

con lo cual verificamos el teorema.

Observacion 4.2.5. Sea ann(0, Ry, R2) = {z € C: R; < |z| < Rz} un anillo en el plano
complejo que contiene a S'. Por definicidn, la serie de Laurent de una funcién f analitica en
ann(0, Ry, R2) esta dada por

- n 1 f(z)
f(z) = n;w anz” donde a, = 9 ozl dz.

Ahora, notemos que

1 (2) I (GO NPV SR L
“inTD)a € d9_27r/0 e " f(e")do,

C2mi Jor 2T 27

Gn

y estos son justamente los coeficientes de Fourier de f definidos en (4.3)). Es decir, la serie
de Laurent de f es la serie de Fourier de f restringido a S*.

Ademds, notemos que f € L1(S') pues como f es analitica sobre S' C ann(0, Ry, R2)
y S' es compacto, f(S') también serd compacto. Luego, f(S') es acotado (y cerrado) y
esta claro que

/27r F(c)]db < oo.
0

Por lo tanto, si tenemos la serie de Laurent de f, podemos tomar fj; y f,, como en (4.6)
y la factorizacion aditiva dada en el teorema anterior se obtiene de manera trivial.
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Ejemplo 4.2.6. Consideremos la funcién f(z) = e!/# que es analitica para z # 0, es decir,
f es analitica en ann(0, 0, R) para cualquier R > 0. Podemos fijar R > 1 con lo cual
St C ann(0,0, R). Verifiquemos que f € Li(S*):

27 27 . 27
/ | F(e?)|do = / e |do = / e df ~ 7,95493 < oo,
0 0 0

utilizando aproximaciones numéricas.
X _n

Ahora, usando que la serie de Taylor de e* estd dada por e* = Z Z—| y la unicidad de la
n!

n=0
serie de Laurent, obtenemos que la serie de Laurent de f esta dada por:

o 1 0 n

f(z) =€z :Zzn — = 3 (_Zn)!, 2| > 0.

n=0 n=-—0oo

-1

Luego, frr(2) =1y fm(z) = Z

n=—oo

n

(=n)

; y vemos que

) i0 e’ { 5>
Tliglf (fM(re )+fm <7">> = Tlglgli (1 + Z ,’m(_n)l>

n=-—o00
) oo Tne—ine
= lim Z !
- n:
r—1 n—0
e 6—in9
B |
n:
n=0

= f(e") p.p. 0 € [0,2x].

Notemos que el intercambio del limite y la serie en las cuentas anteriores se puede realizar
0 n_,—inf )
rve . 7‘6_19 . .,
ya que g s la serie de e sobre |z| < 1, con lo cual es continua como funcién
n!
n=0

n ,—ind

re

de r al tener convergencia uniforme para 0 < r < 1 de las sumas parciales Z

|
0 n:

(que son continuas).

Ahora consideremos la siguiente definicién que extiende a la del L, (S 1. En lo que sigue,
se denota D = {z € C: |z] < 1}.

Definicion 4.2.7. Dado 6 > 0, la clase de Hardy Hs(D™) denota al conjunto
2 )
Hs(DT) = {f D% — C analitica: IM tal que / |f(re®)°do < M, 0 < r < 1} .
0

Con esto, se tiene el siguiente corolario del Teorema#.2.2}

Corolario 4.2.8. Dado § > 1, sea f € L5(Sl) tal que sus coeficientes de Fourier a,
cumplen a,, = 0 paran < 0. Entonces fy; € Hs(DT).



4.2. UNA FACTORIZACION ESCALAR

Demostracion:

Como a,, = 0 paran < 0, tenemos que f,,(1/Z) = 0. Asi, por (.7), tendremos que

2T
fue) = fulre®) = o [ pE@R @ -0 o<1

1—r2

2
Ademds, not P.(60—t)°do =N Plloo = —%—
emas, notemos que/ | P ( )| < oo pues || Prlleo 1—2r + 72 < 0

0
Luego, P, € Ls(S") paracadaé > 1.
Ahora, como ¢ > 1, la funcién 29 es convexa en [0, oo] con lo cual, usando la desigualdad
de Jensen para integrales [30, Capitulo 1 - (10.8)] y el teorema de Fubini, tenemos que

A%mmm%mw=4%

2w 1 2w " 5
< — |f(e")P(0 —t)|" dtdo
0 0
1

1 21 ) g
— f(eM)P.(0 —t)dt
27'(' 0

do

2
27 s 2
=L [T (/ P60 t)5d0> dt
2 0 0
N 27 )
= — ‘f(e”)’édt<oo.
2 0
N 2 5 2 )
Asi, tomando M = o |f(e")|" dt < oo, se cumple que/ | far(re®)°do < M.
T Jo 0
Por lo tanto, fi; € Hs(DT). |

A continuacién veremos la nocién de un limite radial para una funcién en la clase de
Hardy Hs(® ™). Esto nos permitiré ver a ciertas funciones en Ls(S!) como limites radiales
de funciones en Hs(DV).

A través del siguiente teorema se puede probar que efectivamente existe este limite radial
y algunas de sus propiedades (ver [29, Teorema 2.6]):

Teorema 4.2.9. Dado & > 0, sea fi; € Hs(DT) no idénticamente cero. Entonces:
1. f(e?) = lim far(re®) existe p.p. sobre Sy, mds aiin, f € L1(S'). A tal f se la
r—1-
llama el limite radial de f);.

2. Se tiene que fi; — f en la topologia de Ls(S"), es decir:

2m ) )
lim | far(re) — f(e”)|6d0 =0.
r—17Jo
3. Se cumple que log |f| € L1(SY)y

) 1 [27 .
log s ()] = log fur(re®)| < 5 [ ol IR (e —0)ab, el <1

1 271' .
En particular log | fa1(0)] < 2/ log |f(e’0)|d,9.
™ Jo

1 27 )
4. Silog|fa(0)] = 27r/ log | f(€)|df, entonces fur no tiene ceros en .
0
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Observacion 4.2.10. En general, la inversa del punto (4) no vale. Basta considerar la funcién

fu(z) = exp (j J_r D ~

Entonces claramente f3; no tiene ceros en DT pero vemos que
1 2T ) 1 27 ei@ 4 1
— 1 "o = — 1 :
o [ olstelan = 5 [Tiog e (5557

mientras que log | fa7(0)| = log(1/e).
Ahora, presentamos el teorema que luego serd extendido al caso matricial para obtener la
factorizacion de Wiener-Hopf:

27
w:/ log(1)d6 = 0,
™ Jo

Teorema 4.2.11. Dado 6 > 0, sea ¢ € Ls(S') tal que p > 0y log(yp) € L1(SY). Entonces
existe fay € Hs(DT) sin ceros tal que si f(e') = lm far(re) es su limite radial,
r—1-

se cumple que | f(2)] = p(2) p.p. 2 € Sty

1 2m "

(o) = ex (5 [ 1ogtetean).

T Jo

Demostracion:

Tenemos que ¢(2) := log(p(2)?) = 2log(¢(z)) € L1(S') es una funcién con valores
reales y luego, sus coeficientes de Fourier cumplen que a_,, = a,, paracadan € Ny ag € R.
Consideremos las funciones

00 —1
a a
dm(z) = 50 —i-nz:lanz”, 2| <1 y oém(z) = 50 —i—n;manz”, 1< |z] < o0,

es decir, una version simétrica de las funciones dadas en (.6). Luego, ¢,,(2) = ¢n(1/2) y
asi, por el Teorema4.2.2] tendremos que
lim (ng(rew) + oM (reie)) = () = 2log(p(e?)) pp. 0 €[0,27].  (4.8)
r—1-

Ahora, tomando fas(z) = exp(¢par(z)), vemos que

fur(0) = €% = exp (;ﬂ /0% log(w(eie))cw) :

Ademds, tenemos que
. 1 4
o) = exp (2 108(p(c)) )

— exp (; lim (dar(re’®) + gar (re?) )

r—1-

N— ——

= lm exp <; (¢M(T€i6) + oM (mw))

4.9)

[N

= Th'm_ (exp(d)M (Teie)) eXP(W))

—1

= lim (fM(7“6"9)j'}\4(7"ei9))é

r—1-

= lim ‘fM(rew)‘ p.p. 0 € [0,2m].

r—1-
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Ahora, dado 0 < r < 1, notemos que
Ron(re’®) = 5 (on(re’®) + o (re?))
(¢M<re9>+ Om(1/7e7))
1
(5 | om0 o)

log(p(e™)) P, (0 — t)dt.

— N l\DM—t[\DM—l

T oor

2 2
Luego, como la funcién e* es convexa y P.(0 — t)dt = / P.(t)dt = 27, por la

0 0
desigualdad de Jensen para integrales (30, Capitulo 1 -(10.8)], tenemos que

:exp< 510g (o(e ))Pr(e—t)dt>

exp (8 log(p(e™))) Pr(0 — t)dt

o
3
o

1 2

kS it\& B
=5 w(e)° Pr(0 — t)dt.

Usando el teorema de Fubini, obtenemos que

/o27r fM(reio)‘é df < QL /027r </027r P Pr(0 - t)dt> v

™

1 21 ) 21
- o(e')? </ P.(6 — t)d9> dt
271' 0 0
21 ) 21 )
- / et dt = / (e dt = M < oo.
0 0

Por lo tanto, fs € Hs(D) y asi, por el punto (1) del Teorema[4.2.9] fy; tendrd un limite
radial f(e?) = hm Fr(re®). Ademds, |f(2)| = ¢(2) p.p. z € S por @I) y claramente

fu(z) = exp(¢M( )) no tiene ceros en D . ]

Observacion 4.2.12. Notemos que la construccién del f,; en el teorema anterior es andloga a
la forma en la que fue encontrada una solucién al problema de Riemann-Hilbert multiplicativo.
Recordemos que al tener un problema multiplicativo se encontraba su solucién a partir de un
problema aditivo (tomando logaritmo al problema original).

Asi, el teorema anterior se puede entender como la buisqueda de una posible factorizacién
multiplicativa de ¢ sobre S! (a pesar de la presentacién dada en el enunciado con un solo
factor) y, donde tomando el logaritmo, lo llevamos al problema de encontrar una factorizacion
aditiva cuya solucién estd asegurada por el Teorema[d.2.2]

Esto comienza a darnos una idea de como serfa una factorizacién matricial multiplicativa
analoga, que resultard ser la factorizacion de Wiener-Hopf buscada.
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Veamos ahora la unicidad del fj; construido en el teorema anterior:

Teorema 4.2.13. Dado ¢ como en el Teorema existe una vnica funcién fr; € Hs(D)
tal que 1lim fM(reza) = 4,0(629) p.p.y
r—1-

fr(0) = exp (2:; /027r log(cp(ew))am) )

Demostracion:

Tenemos que el fj; construido en el teorema anterior cumple las propiedades buscadas.
Ademds, notemos que como f) no tiene ceros en D, log(fas) = up + vy es analitica
sobre DT y asi, ui(z) = R(log(far(z))) = log |far(2)| es arménica sobre D . Ademas,

por @.7) y 4.8), tendremos que

T on

2
uy(2) = uy(re') = ! / log(¢(e?))P,.(t — 6)d), |z| < 1. (4.10)
0

Ahora, sea gy € Hg(DT) otra funcién que cumple las propiedades del enunciado.
Entonces, por el punto (4) del Teorema gy no tiene ceros sobre D con lo cual
log(gnr) = ug2 + ivy es analitica sobre D con ug(z) = log |gas(z)| arménica sobre D
Por otro lado, por el punto (3) del Teorema tenemos que

27
us(z) = wa(re’) < - / log(p(e*) Pt — 0)d8, |2]<1. (@411
0

Asi, de y (@.T1)), tenemos una funcion u(z) = u;(z) — uz(z) > 0 arménica sobre
1 27 )
DT. Més atn, u(0) = 0 pues, por hipétesis, fas(0) = exp <2/ log(<p(eze))d0> =
T Jo

g1(0). Entonces, por el principio del minimo para funciones arménicas, u = 0 sobre D+,
Es decir, u; = ug y log(gar(z)) = u1(2) + tv2(2). Luego tanto v; como vy son conjugados
armoénicos de w1, y como el conjugado arménico es dnico salvo una constante aditiva,
v2(z) = v1(2) + c. Por lo tanto, tenemos que

log(gar(2)) = u1(2) + iva(2) = log(fm(2)) +ic,

y asi, grs(2) = far(2)e’. Mas aidn, como fu7(0) = gar(0), tendremos que e = 1. Luego,
tenemos que gy = far Y far es unica. |

4.3. La factorizacion de Wiener-Hopf matricial

El objetivo de esta seccidn serd establecer la existencia de la factorizacién de Wiener-Hopf
para funciones matriciales definidas sobre S* que, en cierto sentido, serd una extensién del

Teoremad.2.111
Primero, extendamos la definicién del espacio L,(S') dada en la secci6n anterior para
funciones matriciales.

Definicion 4.3.1. Dado p > 0, denotamos
Lp(Sh) = {F: S' = M,(C),
Zo(SY) ={F: S' = M,(C),

= [fijl: fij € Lp(SH},

F
F=1[fi;]: fij € Les(S")}.
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Definicion 4.3.2. Dada F € %,(S1), parap > 1, con F = [f; ;], se define
2

2T )
F(e?)do = [ fi,j(ele)de} .
0 0
Observacion 4.3.3. Si F € Z,(5') y G € L (S!), entonces FG € Z,(S1). Esto se

puede ver viendo F'G entrada a entrada.

Dada F' € Z,(S'), con p > 1, utilizando la observacién anterior con G(e'?) = e,

tenemos que estdn bien definidos los coeficientes de Fourier de F' dados por:

1 2m ) )
A, = — e MO F () dp, n € Z.
2 0
Més atin, si A, = [a7';] y F' = [fi ;], entonces a]'; serd el n-€simo coeficiente de Fourier de la

funcion escalar f; ;. Luego, si F' € Z(S 1Y, se puede extender el lema de Riemann—Lebesgue
[13} Lema 1.4], y tendremos que A,, — 0 cuando n — oo. Asi, al igual que en el caso
escalar, esto nos lleva a definir:

o) -1
Fy(z) = ZAnz", lz| <1 y Fn(z)= Z Apz", 1< |z| < 0.
n=0

n=-—00
A continuacidn, presentamos el teorema que nos da la factorizacién de Wiener-Hopf.

Teorema 4.3.4. Sea F funcién matricial definida en S*, no negativa, hermitiana tal que
F € 21(S!) ylog (det(F)) € L1(S'). Entonces existe una funcion ® € %»(SY), cuyos
coeficientes de Fourier paran < 0 son todos cero, tal que

F(e?) = (") d* () pp. 0 € [0,2n],
es decir, tenemos una factorizacion de Wiener-Hopf matricial para F':
F(z) =®(2)®"(z) p.p. |2z| =1

Mas aiin, ®,,(0) es definida no negativa, hermitiana y

det (@2/(0)?) = exp <217r /O27r log (det(F(eiG))) d9> .

Para probar el teorema es necesario estudiar los llamados procesos estocdsticos miiltiples
que son, esencialmente, familias de funciones vectoriales aleatorias { f)(w)} xea definidas
sobre un espacio de probabilidad (€2, §, P), parametrizadas por algin conjunto A.

Luego, debemos comenzar estudiando algunas propiedades de estas funciones vectoriales.

Funciones vectoriales aleatorias

Comencemos tomando un analogo del espacio Z»(S!) para funciones definidas sobre un
espacio de probabilidad:

Definicion 4.3.5. Dado (2, §, P) espacio de probabilidad, se define

£2(Q) = {f: Q — C medible: /Q|f(w)|2dP(w) < oo}.

Resulta que £2(2) es un espacio de Hilbert con las operaciones usuales y el producto
interno dado por:

(f.g) = /Q f(@)g(@)dP(w).
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Ahora, podemos extender esta definicion para funciones k-vectoriales:
Definicion 4.3.6. Dado (2, §, P) espacio de probabilidad, se define

ek(Q) = {f: O Ck,f=(fO, . R FD e gy, z:lk}

Notemos que f € £5(9) si y solo si sus componentes f () son medibles y

/mm%HM<m
Q

donde | f(w Z | 7% (w)]? es la norma euclidea. Més atin, £5 () también es un espacio

de Hilbert con las operacmnes usuales y el producto interno dado por:

= @ () g™ (w w).
Z;Af<>g<>ww>

Ademads, este producto interno define la norma:

NGRS ¢/f ) 2dP(w “.12)

y esta norma induce una topologia sobre £5(Q). Con esto, si f,,, f € £5(Q), se entiende que
fn — fcuandon — ocosi || fr, — f|| = 0 cuando n — oc. Esto es equivalente a decir que,
paracadai = 1,...,k, se cumple que

/ 1) @ (w)[?dP(w) — 0 cuando 71 — oc.
En particular, por f = Z fn se entiende que || f — Z fn|| = 0 cuando N — oo.
n=-—oo ne=—N

Resulta que el producto interno dado para 2’2“ () no sirve para obtener la factorizacion
buscada pero la norma definida en (4.12)) y la topologia inducida si. El producto interno
debera ser reemplazado considerando matrices gramianas:

Definicién 4.3.7. Dados f, g € £5(Q), la matriz gramiana (f, g) del par (f, g) estd dada
por la siguiente matriz:

(raha = | [ 1O0@aPe)]| = [10.g0)]

Observacion 4.3.8. Notemos que (f,g) = tr((f,9)c) vy |fll = /tr({[, [c)-

Comenzamos a pensar a la matriz gramiana como nuestro nuevo producto interno. A partir
de esto, consideramos:

Definicién 4.3.9. Dados f,g € £5(9Q):
1. Sedenotaque f L gsi(f,g)a=0.

2. f se dice un vector normal si (f, f)o = I.

3. Una sucesion { f,}nez C £5(Q) se dice ortonormal si (f,, fm)c = Onml.

Observacion 4.3.10. Si (fy, fm)c = 0n,mA con A invertible y definimos g,, = VAL f,,
entonces { gy }nez €s ortonormal.
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Definicion 4.3.11. Se definen los siguientes subconjuntos de 2’2“ (Q):

1. Una variedad lineal en £5(Q) es un subconjunto no nulo M tal que si f,g € M,
entonces Af + Bg € M para todo A, B € M,,(C).

2. Un subespacio de E’g (Q) es una variedad lineal que es cerrada con la topologia
inducida por la norma ||-|| de £5(Q) definida en @.12).

3. Elsubespacio generado por el subconjunto N de £’§ (Q) estd dado por la interseccion
de todos los subespacios que contienen a 9 (se puede verificar que esto efectivamente
es un subespacio). En particular, al subespacio generado por un conjunto indexado

{fi}icr se lo denotard &(f;);cy.

Con las definiciones anteriores, se puede probar el siguiente lema que nos sera util.
Omitimos la demostracién (ver [29, Lema 5.8]):

Lema 4.3.12. Se tiene que:

1. 9N es subespacio de £5(SY) si y solo si existe un subespacio M de £5(9) tal que
M = MF, donde M* denota el producto cartesiano M* = M x --- x M.

2. Si M es subespacio de £5(Q) y f € £5(Q), entonces existe una iinica g € M tal que
\f—gll <If —h| paracada h e M. (4.13)

Ademds, si M es el subespacio de £5(SY) que proviene del punto (1) con M = MF,
se tiene que g0 = (f@O|M) donde (f)| M) denota la proyeccién ortogonal de )
sobre M (en el sentido comiin).

Mas ain, g € 9 cumple @.13) si y solo si (f — g) L M. Con esto, g es llamada la
proyeccion ortogonal de f sobre M y se denota g = (f|IMN).

Procesos estocasticos estacionarios

Ahora, podemos introducir a los proceso estocdsticos. En particular, nos enfocaremos en
estudiar los procesos estocasticos estacionarios:

Definicion 4.3.13. Un proceso estocdstico estacionario de k-tuplas denotard una sucesion
{fntnez C £5(Q) tal que las matrices gramianas

dependen solo de la diferencia n — m (y no de n y m independientemente).
A partir de las matrices gramianas anteriores, surge la siguiente definicion:

Definicion 4.3.14. T, es llamada la matriz de covarianza de indice n'y la sucesion {I';, } nez,
se denota la sucesion de covarianza para el proceso estocdstico estacionario { f } nez.
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Notemos que si {fn}nez es un proceso estocdstico estacionario de k-tuplas en donde
fn=( AR (k)) entonces f) € L2(2) parai = 1,..., k. Ademas, por definicion,

(0, 19 / £9() £ (@) dP(w)

depende solo de la diferencia n — m. Luego, el proceso estocastico { f,, }cz tiene asociado
k procesos simples { f,(f)}nez, parai = 1,...,k, que son estacionarios en el sentido amplio
(ver [12} Capitulo 2 - Seccién 8(b)]).

Por lo tanto, de la teoria de procesos estacionarios [[12, Capitulo 10 - Seccién 1(b)],
podemos asociarle a cada { f,si)}nez una isometria unitaria (no necesariamente Unica)
Ui: £2(Q) — £2(Q) tal que

UrR) = 1.
Mis atin, como los procesos simples { f,si)}nez, t=1,...,k, son las componentes de un

proceso estacionario de k-tuplas { f,, } ncz, se puede tomar U; = U; (ver [24, Teorema 1]).
Asi, existe un tnico operador U sobre £2(€2) tal que

Ur(f=fD,  nez i=1,... .k (4.14)

Consideramos a U como tnica en el sentido de que todos los operadores que cumplen (4.14)
deberan coincidir en el subespacio de £4(2) generado por las componentes f,(f), n € Z,
i =1,...,k,y esto basta para la utilidad que le daremos a U.

Llamaremos a U el shift operator del proceso estocdstico estacionario de k-tuplas { fy, }nez
y utilizaremos la notacién:

Un(fo) = fn7

es decir, estamos considerando que U actda sobre £5(2).
Ahora, tomemos la siguiente definicidn:

Definicién 4.3.15. Considerando la sucesion { fi,}" ... el subespacio generado &( fi)" o
se llamard el pasado y presente de f, y se denotard I,,.

Observacion 4.3.16. 1. Claramente se tiene que 91, C 97,11 y esto nos lleva a definir

M_oo = ﬂ M, que es llamado el pasado remoto del proceso.

n=—oo

2. Si U es el shift operator del proceso { f,, }nez entonces
U™(filM) = (fisn|DMGan) y  U™(O) = Mjgn.

Definicion 4.3.17. Decimos que un proceso estocdstico { fn}ncz es no determinista si
frn & M1 para algiin n.

Notemos que como estamos considerando procesos estocdsticos estacionarios, vale que
fn & 9M,_1 para algin n solo si vale esta propiedad para cada n. Luego, para cualquier
proceso { f, }nez no determinista, se tiene que

gn = fn_(fn’mn—l) SAO, n €.

Podemos ver a estos g, como las “innovaciones” por las cuales se va creando el proceso f,
considerando f,, = gy, + (fn|9,—1). Por esto, se llama a { g, } ncz €l proceso de innovacion
asociado a { fy, }nez.
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Ahora, se puede verificar el siguiente lema trivial:

Lema 4.3.18. Sea { gy, }necz el proceso de innovacion de un proceso no determinista { fy, }nez
con shift operator U. Entonces se tiene que:

1. g, = U"go.
2. <gnagm>G = 5n,mg donde & = <gOa90>G = <fnagn>G-

A partir de la matriz gramiana € = (go, go) del lema anterior definimos:

Definicion 4.3.19. El rango p de la matriz € = (go, go)c es denominado el rango del
proceso estocdstico { f }nez. Ademds, se dice que { fy, }ncz es de rango completo si p = k.

Observacion 4.3.20. Por el punto (2) del lema anterior, el proceso de innovacion { gy, nez
serd ortogonal pero al menos que & sea invertible (es decir, p = k'y {f,, }nez es de rango
completo), no podremos tener { g, },ez ortonormal.

El siguiente teorema [29, Teorema 6.11] y su corolario [29, Corolario 6.12] seran ttiles

para la descomposicién matricial buscada aunque no presentaremos sus demostraciones.
k k

(AA™) = Z Z |a; ;| denota la norma euclidea.
i=1 j=1

En lo que sigue,

Teorema 4.3.21 (Descomposicion de Wold). Sea { gy, }nez el proceso de innovacion de un
proceso estocdstico no determinista { fy, }nez. Si M, y Ny, son el pasado y presente de fy, y
de gy, respectivamente, entonces:

1. fn = up + vy, donde uy, = (fr| M), vn = (frn|M_x) con u, L v,

2. El proceso estocdstico {uy }ncz es una media movil unilateral, es decir:
o o0
Up = ZAzgn—z con HunH2 = Z ‘AZ?1/2‘2E < 00,
= i=0
donde & = (g0, go)c y las A; son matrices cualesquiera tales que
Ai% = (uo,g-i)a = (fo,9-i)c ¥y AG =9 =TA;.

3. El proceso estocdstico {vy, }nez es determinista 'y el pasado y presente de vy, n € 7,
estd dado por

®(vk)’100 = f)ﬁ_oo

Corolario 4.3.22. Sea go la funcion de innovacion de un proceso { fy, }nez de rango completo.
Entonces, utilizando la notacion del teorema anterior, se tiene que

un—ZBhnz con |uy||* = Z\BZ]E<OO
=0

donde € = (g0, 9o)c, las matrices B; estdn dados por:
Bo=vV% y B;=(u,h_i)c = fo.h-i)c,
v {hi}iez es el proceso de innovacién normalizado de { f,, }nez, es decir:

h() =V ?_190 y hi = Uiho.
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Definicion 4.3.23. Se dice que un proceso estocdstico { fn } nez es regular si
(folM_,,) =0 cuando n — oo.

Observacion 4.3.24. Dado { f,, },cz proceso estocastico regular, entonces { f,, }nez serd
no determinista, con lo cual se le puede aplicar el teorema de la descomposicién de Wold.

En el siguiente teorema se presentardn equivalencias relacionadas con la regularidad.
También omitimos la demostracion (ver [29, Teorema 6.13]).

Teorema 4.3.25. Las siguientes condiciones son equivalentes a la regularidad de un proceso
estocdstico estacionario { fp, }nez:

1. {fn}nez es una media movil unilateral, es decir:
oo
fn = Z Ai@n—i con <80n7 (Pm>G - 5n,mK7
i=0

para alguna matriz K.

2. El pasado remoto de { fy, }nez cumple M_o, = {0}.

Una representacion espectral relacionada a procesos estocasticos

Con la teoria de los procesos estocasticos ya desarrollada, dado un proceso estocastico
estacionario de k-tuplas { f,, },,cz, a continuacién daremos una representacion espectral de
su shift operator U [12, Apéndice: Capitulo 10 - Secciones 3, 4]. Esto nos permitira utilizar
herramientas del andlisis arménico para encontrar la factorizacién buscada.

Ahora, dado el shift operator U de { f,, },,cz, la representacion espectral de U resulta ser

de la forma:
27 )
U= / e dF,,
0

donde { Ey}o<g<2r es resolucion espectral de la identidad, es decir, los Ey son operadores
de proyeccién que cumplen:

= Fy — E) es no negativa, hermitiana para § > A.

» Ep,. — Fycuando € — 0T paratodo 0 < 6 < 2.
= Fy = 0 es el operador nulo.

= [ = I es el operador identidad.

Asi, por (@.14) y propiedades de la representacion espectral se tiene que:

. . . 2m ) . .
(FO, £y — gm0y _ /0 e 0By f D, F9)y.
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Ahora, consideremos a la funcién matricial dada por:

EF(9) = [27r<E9f, >], (4.15)

donde por F(6) entendemos F'(¢*?) (es decir, vemos a F' sobre [0, 27] en vez de sobre S*).

Luego, la matriz de covarianza I',, de indice n asociada a { f,, } ez estd dada por:

27
= {fu, fo)o = — / e M0qE (6 (4.16)

Denotando Fyfy = (Ey fél), ..., By fo ) entonces, por el punto (2) del Lema ,
tenemos que Epfy = (f|9) donde My es el subespacio de £5(Q) que consiste de las

funciones vectoriales cuyas componentes estan en el rango del operador de proyeccién Ejy.

Por lo tanto,
F(0) = 2n(Ey fo, fo)c = 2m(Ep fo, Eo fo)c
Ahora, como los operadores de proyeccion Ey, 0 < 0 < 2m, son resolucion espectral de la

identidad, se puede ver que F' es acotada, no decreciente y continua a derecha sobre [0, 27]
con F'(0) = 0 [24, Teorema 4].

Definicién 4.3.26. Una funcion F acotada, no decreciente y continua a derecha sobre [0, 27]
con F(0) = 0 cuya matriz de covarianza I'y, de indice n satisface es llamada la
funcion de distribucion espectral del proceso estocdstico { fn } nez.

Por lo tanto, hemos visto que cada proceso estocdstico estacionario { f, }rez posee una
funcién de distribucién espectral F' como fue dada en (4.15). Ademds, resulta que F' es tnica

al estar univocamente determinada por la sucesién de covarianza {I'), },.cz (ver [29, (7.4)]).

Mais atn, se puede ver que cualquier funcién F' que es acotada, no decreciente y continua a
derecha sobre [0, 2] con F'(0) = 0 es la distribucién espectral de algtin proceso estocéstico
estacionario { fy, }nez [7, Teorema 5(b)].

Los siguientes teoremas [29) Teorema 7.7 y Teorema 7.10] nos dan condiciones suficientes
para la continuidad absoluta de la funcién de distribucién espectral F:

Teorema 4.3.27. 1. El proceso de media movil { fy, }nez dado por:
o o
fo=>_ Aign—i con (gigj)a =708, > AL} <o,
1=—00 1=—00
tiene una distribucion espectral F' absolutamente continua tal que

F'(e%) = ®(e)d* () p.p. 00,27,

o
donde @(eie) = Z Am‘glﬂemw (v cuyos coeficientes de Fourier son A, €1/?).

m=—00

2. Si Ay, = 0 cuando m < 0 para el proceso dado en el punto (1), entonces

(I)(ew) _ Z Am$1/2€mi0,

m=0

det(F’)) € ZL1(SY) con

/N

Y, 0 bien det(®pr) = 0, o bien log

27
log (det( Ao A%)) < Qi / log (det(E(c™) ) db.
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Teorema 4.3.28. Un proceso estocdstico { fn } nez es regulary de rango completo si 'y solo si
tiene una distribucion espectral F' absolutamente continua tal que log(det(F")) € 1 (S).
En este caso, si & = (qgo, o), se tiene que

det(€) = exp (2177 /0% log (det(ﬁ"(ew))) d9> .

La factorizacion de Wiener-Hopf

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema buscado:

Teorema 4.3.29. Sea F funcion matricial definida en S*, no negativa, hermitiana tal que
F € 21(S') ylog (det(F)) € L1(S'). Entonces existe una funcion ® € Z%»(S%), cuyos
coeficientes de Fourier para n < 0 son todos cero, tal que

F(e) = ()0 () pp. 0 € [0,2n],
es decir, tenemos una factorizacion de Wiener-Hopf matricial para F':
F(z) =®(2)®"(2) p.p. |z|=1.

Mas aiin, ®,;(0) es definida no negativa, hermitiana y

det (®1/(0)%) = exp <217r /0 T og (det(F(e))) d9> .

Demostracion:

Consideremos a la funcién dada por:
0
= / F(e™)dt, 0<6<2r.
0

Tenemos que I es acotada, no decreciente y continua a derecha sobre [0, 27] con F (0) =0.
Asi, por lo discutido anteriormente, existe un proceso estocastico estacionario de k-tuplas
{ fn}nez con distribucién espectral F'.

Luego, como F' es absolutamente continua y log(det(F”)) € Z1(S') por hipétesis,
tenemos que { f,, }nez es regular y de rango completo por el Teorema Ademads, por el
Teorema esto es equivalente a que su pasado remoto cumple 9_, = {0}.

Ahora, por la descomposicién de Wold y su corolario, resulta que { f,, } ez es proceso de
media moévil unilateral, es decir:

fn = iAihn,i con (hi, hj)g = Z |4;|% < oo,

=0
en donde Ay = /€ para & = (go, go) - Luego, por el Teorema tenemos que
F(e%) = F'(e) = (") d* () p.p. 0 € [0,27],
para (e Z Ape™ . Asi, ®7(0) = Ag = V/Z es definida no negativa, hermitiana y,
por el Teorema @ tenemos que
det (@27(0)?) = exp (217r /027r log (det(F(eia))) d9) .

Esto concluye la demostracién. |
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Observacion 4.3.30. Si ® es una funcién matricial con coeficientes reales se tiene que
D(2)*(2) = 0(2)2(2)T = d(2)®(z"HT pp. |2 =1, (4.17)

pues Z = 2~ ! sobre S'. Ahora, notemos que ®(z) = ®,(z) pues, por el teorema anterior,
los coeficientes de Fourier de ® son todos cero para n. < 0. Por lo tanto, en se factoriza
a F' como el producto de un factor analitico en |z| < 1y otro analitico en |z| > 1: los factores
®(z)y ®(2~ )7 respectivamente.

A continuacién, presentamos dos ejemplos triviales de la factorizacién de Wiener-Hopf en
el caso de tener polinomios escalares.

Ejemplo 4.3.31. Sea w(x) = = + 1 parax € [—1, 1]. Luego, vemos que

_ z4 271 24271
wlet) —w () = k=L

z+2_1

y por la definiciéon estamos buscando descomponer a w < ) de la forma:

24271 _
w < 5 > = (ap + a12)(ag + a1z ), ag, a1 € C.

Es decir, queremos:
z+ 271
2
Comparando coeficientes esto nos da un sistema no lineal de ecuaciones que podemos
resolver con Maple. Resulta que las posibles soluciones serdn ag = a; = +v/2/2.
Por lo tanto, tenemos que una posible factorizacion de Wiener-Hopf de w estd dada por:

cre (V3L VA (VR B )
w( 5 >—<2+z2><2+z 2), |z] = 1.

Ejemplo 4.3.32. Sea w(x) = 22 + 1 para x € [—1, 1]. Luego, vemos que

_ 24271 24271 2 22424272
w(gp 1(z))zw( ) >:< 5 >+1:4+1, lz| =1,

+1=a}+apar(z+2z"") +ai.

-1

z .
y queremos descomponer a w ( > de la siguiente manera:

z+z7 2 -1 -2
w = (ap + a1z + a2z")(ap + a12” " + agz™7), ag, a1, as € C.

2
Nuevamente comparando coeficientes y resolviendo el sistema no lineal de ecuaciones con
Maple obtenemos que una posible solucién esta dada por ag = /2, a1 = v/2, as = —i/2.

Por lo tanto, tenemos que una posible factorizaciéon de Wiener-Hopf de w estd dada por:

1 . . . .
w <Z+22 > = <; +v2z — ;f) (; +v2271 ;,22> ) |z| = 1.

Observacion 4.3.33. Dado w(z), con x € [—1, 1], un polinomio con coeficientes complejos
se pueden replicar los ejemplos anteriores (planteando la forma general de una factorizacion
y comparando coeficientes) para obtener una posible factorizacién Wiener-Hopf. Aun asi,
esta forma depende fuertemente de cada problema y la existencia de la solucion del sistema
no lineal que puede aparecer. Por esto, buscamos una forma generalizada y constructiva de
obtener la factorizacién de Wiener-Hopf. Esto sera el objetivo de la préxima seccion.
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4.4. Una construccion explicita para polinomios
matriciales

En esta seccién se presenta una manera constructiva de obtener (explicitamente) a la
factorizacién de Wiener-Hopf matricial en el caso de tener un polinomio de Laurent que
fue introducida por Ephremidze [14]. En lo que sigue, se denota ®" = {2z € C: |z| < 1}y
D~ ={z€C: |z]| > 1} U{oo}. Ademds, Ry denotard al anillo de funciones matriciales
con entradas racionales definidas sobre C.

Comenzamos dando un lema que originalmente fue presentado por Fejér [15]] y Riesz [27]]
que nos dar4 la factorizacién en el caso escalar de manera constructiva. La demostracion se
encuentra detallada en diversos lugares (aqui se sigue [[18, Capitulo 1 - Seccién 12]):

n
Lema 4.4.1 (Lema de Fejér-Riesz). Sea q(z) = Z ax2* un polinomio de Laurent escalar
k=—n
con coeficientes complejos tal que q(z) > 0 (real) para cada z € S*. Entonces q(z) se
escribe de la siguiente forma:

a(2) = Ip(2)]* = p(2)p(1/7), =€,
n
donde p(z) = Z b2* es polinomio con coeficientes complejos y sin ceros sobre T U ST,
k=0
Demostracion:

Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que a,, # 0, con lo cual si se define:
r(z) = 2"q(2),

entonces 7(z) es un polinomio con 2n raices no nulas pues @, = a_, # 0 (al ser g(z) > 0
para cada z € SY).

Ahora, notemos que q(z) = ¢(1/Z) con lo cual cada raiz zo de q(z) que no estd en S*
tiene una raiz correspondiente dada por 1/Zy (que serd de la misma multiplicidad). Mas atn,
las raices de g(z) sobre S* son de multiplicidad par pues q(z) > 0 para cada z € S*.

Por lo tanto, podemos escribir

r@) = e [1 = 2]~ 20z — 1/20),
k

i

donde ¢ # 0 es constante, |\;| = 1y |2zx| > 1. Ademds, tendremos que

g(z) =d ][z = 2)* [ (= = z)(1/= — =),
i k

donde d = —c¢ H 1/Z; es positivo (por ser todos los demds términos en ¢(z) positivos).

k
Con esto, si se define

p(z) = \/gH(Z - i) H(Z — ),
i k
se cumple que
q(z) = p(z)]* = p(z)p(1/7),  z€ 5"
Por lo tanto, obtuvimos la factorizacion buscada. [ |
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A continuacién presentamos el teorema que extiende al lema anterior y cuya demostracion
nos dard la manera constructiva de encontrar la factorizacion de Wiener-Hopf matricial para
polinomios de Laurent matriciales:

Teorema 4.4.2. Sea P un polinomio de Laurent matricial dado por

tal que P(z) es definida positiva p.p. z € S'. Entonces P(z) admite una factorizacién de la
siguiente forma:

P(z) =T (2)® (2), z€C\{0}, (4.18)

donde se tiene que
n
=2 B,
k=0

es polinomio matricial invertible en D7 (es decir, det(®(z)) # 0 para |z] < 1)y
() = o+ (1/7) ZB* -

es su adjunta (es decir, ®~ resulta analitica e invertible en ® ™). Mds aiin, ® es iinica salvo
matrices unitarias multiplicativas.
Es decir, la factorizacion [#18) vista sobre S' es la factorizacién de Wiener-Hopf de P.

Demostracion:

Con el lema de Fejér-Riesz es posible obtener una factorizacion de la forma:
—T
P(z) = Py(2)Py(1/Z) (4.19)

donde Py € PRy. Mas precisamente, dada A = [a; ;] € My(C) definida positiva, su
descomposicién de Cholesky estd dada por A = BB* donde B = [b ;] es una tnica matriz
triangular inferior con entradas diagonales positivas. Denotando a* = @, las entradas de B
se pueden determinar recursivamente por:

Q.1

bi1 = a1, br1 = —
a1l
k—1
- aik— b
bes = b bt bip = =1
kk = | Gkt — Z kb > ik =T
— k.k

parak =2.3,....Nyi=k+ 1,k+2,...,N. Se puede verificar que estas férmulas

siguen valiendo para funciones racionales cambiando a(z)* por a(1/z) y /a(z) por el
factor polinomial p(z) que aparece al aplicarle el lema de Fejér-Riesz a a(z).
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Ahora, considerando a la descomposicién como fue dada en (4.19), y en donde denotamos+
Py(z) = [p? j (z)], para encontrar la factorizacién buscada se procede como sigue:

= Sip! j () tiene un polo a € D de orden m, tomamos la funcién matricial:

Up(z) = diag(1,...,up(2)™,..., 1),
z—a\"
donde up(2)™ = - es su entrada (7, j)-ésima. De esta forma, tenemos que
—az
Py(2)Up(2) ya no tiene un polo en la entrada (7, j). Ademas, se tiene que

P(z) = Bo(2)Bo(1/3). = (Polo)(=) (Bolio) (/%) -

Procediendo de esta forma podemos quitarle a cada entrada de Py(z) los polos en D .
Por lo tanto, obtenemos una factorizacion de la forma

P(z) = ®§ (2)®, (2), (4.20)

+ ” T N~y =)
donde ¢ € Ry es analiticaen D7 y &, (2) = ;5 (1/Z) .

= Sidet (®] (20)) = 0 para zo € D entonces @ (z9) tiene ndcleo no trivial. Luego,
podemos tomar v; # 0 vector de norma 1 en el niicleo y completar este vector a una
base ortonormal {vy, ..., vy} de CV (considerado como espacio vectorial complejo).
Asi, la matriz V' que tiene como columnas a vy, ..., vy €s unitaria y cumple que
@ (20)V tiene como primera columna al vector 0. Es decir, zq es un cero de cada
entrada de la primera columna de ®7 (2)V. Luego, tomando la funcién matricial:

Ui(z) = diag(ui(2),1,...,1),

1 — %
donde u;(z) = 0%

menos en su determinante. Ademas, se tiene que

, tenemos que P (2)VU;(z) es analitica en DT con un cero

- — ONDF (1) + BTV
P(z) = 04 (2)@ (2) = ®5(2)®@ (1/2) = (25 VUL)(2)(P5 VUL)(1/Z) -
Procediendo de esta forma podemos obtener una factorizacién de la forma
P(z) = o1 (2)® (2),

donde &1 € Ry es analitica e invertible en D1 y &~ (2) = (1 /Z)T es analitica e
invertible en ® .

Por lo tanto, obtuvimos una factorizacion de P de la forma buscada y solo falta verificar que
&7 (2) efectivamente es un polinomio matricial de grado n. Veamos esto: tenemos que ®*
no tiene polos sobre S! pues

dT(2)®T(2)* = P(2), ze S,

N
y las sumas Z |Q>;rj(z)|2, i = 1,2,..., N, aparecen en la diagonal de P(z) la cual es
j=1
acotada sobre S'. Ademds, tenemos que 2z "®F(2) = 2 "P(2)® (2)"! es analitica
sobre ©~. Por lo tanto, ®*(2) es analitica sobre C y 2z~ "®7"(2) lo es sobre D . Esto
implica que ®*(z) es un polinomio matricial de grado n.
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Ahora, veamos la unicidad: si tenemos otra factorizacién que cumple lo buscado:
O] (2)@1 (2) = P(2) = 27 ()2 (2),

entonces ®(z) = @ (2)7 17T (2) es analitica e invertible en DT y cumple que

B(2)P(1/z) =1.

Ademés, &)(z) no tiene polos ni singularidades sobre S! pues

D(2)®(2)" = @(2)@(1/2) =1, =zeS.

Asi, los coeficientes de Fourier de ®(e'?) son todos nulos excepto por el coeficiente asociado
an = 0. Luego, ®(¢*) es matriz constante y por cémo estd dada la factorizacién estd claro
que deberd ser unitaria. Por lo tanto, T es dnica salvo matrices unitarias multiplicativas. l

Observacion 4.4.3. La manera constructiva de encontrar la factorizacioén para un polinomio
de Laurent matricial puede ser facilmente interpretado como un algoritmo que podemos
implementar en un lenguaje de programacion.

En el archivo “factorizacion_wiener_hopf.mw” del repositorio de GitHub dado en [[1] se
encuentra una implementacion posible realizada en Maple. Es necesario tener la primera
factorizacién como fue dada en de antemano y a partir de esto se puede encontrar el
factor ®* de la factorizacién de Wiener-Hopf buscada.

Se puede también establecer un teorema equivalente sobre la recta real aunque esto no
serd el enfoque de este trabajo [14, Teorema 1.2]:

Teorema 4.4.4. Sea P un polinomio matricial dado por
2n
P(Z):ZAkzka A, e MNy(C), k= —n,...,n,
k=0

tal que P(z) es definida positiva p.p. z € R. Entonces P(z) admite una factorizacion de la
siguiente forma:
P(z) = @7 (2)® (2),

donde se tiene que
n
t(z) =Y Byt
k=0
es polinomio matricial invertible en R, = {z € C: J(2) > 0} y

d(z) = () = Bt
k=0

es su adjunta. Mds aiin, ® es tinica salvo matrices unitarias multiplicativas.
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Un ejemplo concreto

Dado a € R\ {0}, consideremos la matriz A € My (R) dado por:

0
a 0
A= a
0
a 0
Ahora, tomemos el peso matricial W dado por:
W(z) = e*4e™ A, x € [—-1,1].

Notemos que A es trivialmente nilpotente de orden N y por lo tanto

%) N—-1 k
oA (@A)F (zA)
€ = Z ko Z k!
k=0 k=0

#4" con lo cual W (z) es polinomio matricial.

Ademds, resulta que W(m) es hermitiana, definida positiva para todo = € [—1,1].
Ahora, como fue hecho en la seccién anterior, es posible llevar W a S* considerando:

W) =W (071 (2)) = W (Z +2Z_1> — exp (z +2Z_1A> exp <Z +2Z_1A*> .

A continuacion calculamos la factorizacion de Wiener-Hopf de W explicitamente para ciertas
dimensiones utilizando el Teorema

es polinomio matricial. Vale lo andlogo para e

Caso N =2
0 0
Tenemos que A = <a 0> con
-1 -1
W(z) = exp Sy exp e a4,
2 2
Asi, tomando
z+ 271 ! 0
WO(Z) = eXp < 2 A> = p + 271 1 ,
a

tenemos la primera factorizacién buscada como fue dada en (4.19) del Teorema .42}
— 7T
W(z) = Wo(2)Wo(1/2)

donde Wy € Ry. Ahora, procedemos como en la demostracion del Teorema para
encontrar la factorizacién de Wiener-Hopf:
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z—i—f1

= Tenemos que la entrada (2, 1) de Wy (z) dada por w%l(z) =a

tiene un polo

de orden 1 en 0 € ®*. Por lo tanto, definimos la funcién matricial
z—0

0
Us(2) = | T—02 :(S ?)
0 1
y tomamos
1 0 0 z 0
z
B (2) = Wo(2)Uo(2) = | o4 1 (0 1) = 2241

a 1 a 1

Con esto obtenemos la segunda factorizacién buscada como fue dada en (4.20):
W(z) = O ()0 (2),
. _ —T
donde @ € Ry es analiticaen D+ 'y @5 (2) = ¢ (1/2) .

» Tenemos que det (P (z)) = z con lo cual det (®7 (0)) = 0 para 0 € DF. Como

0 0
+00) —
q>0 (0) - <a/2 1> 9
tenemos que !

ue U] = ———
1 Va?+4
Ahora, podemos completar este vector a una base ortonormal de C? trivialmente

1
Va2 +4

(a,2)T. Asi, tenemos una matriz unitaria V dada por

V— 1 <2 a)v
a2 +4\—a 2

tal que ® (0)V tiene como primera columna al vector 0. Finalmente, definimos la
funcién matricial

tomando vy =

1—-0z

i) = | =0 (1) :<1(/)Z (1)>

y tomamos
©(z) = ) (2)VUI(2)

z 0
) 1 2 a\(1l/z O
S ) Vaara\—a 2 0 1
2
2 az
1
- 2241

a? +4 az a® + 2

2
Con el procedimiento anterior obtuvimos la factorizacién de Wiener-Hopf de W:
W(z) = ®o(2)P5(2), ze St

2 az
1
donde ¥5(2) = —— 2241 es analitica e invertible en D .

a?+4 az a® 5 +2

(2,—a)” # 0 es vector de norma 1 en el niicleo de & (0).
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Caso N =3
0 00
Tomamos a = 1 para simplificar las cuentas. Luego, tenemosque A= |1 0 0| con
010
24271 z+ 271
W(z) = exp A ) exp A% ).
2 2
Asi, tomando
1 0 0
-1 24271
Wo(2) = exp <Z+2Z A> _ . 10|
1(z+27" 2 a4zt .
2 2 2

tenemos la primera factorizacion buscada como fue dada en (4.19) del Teorema
T
W(z) = Wo(2)Wo(1/2) ",

donde Wy € PRy. Ahora, procedemos como en la demostracién del Teorema {.4.2] para
encontrar la factorizacion de Wiener-Hopf:

-1
» Lasentrada (2,1)y (3,2) de Wy(z) dadas por wgvl(z) _— +2Z = wgg(z) tienen
N 0 1[(z421\?
un polo de orden 1 en 0 € ® y la entrada (3, 1) dada por w3 ; (2) = 5 5
tiene un polo de orden 2 en 0 € D . Por lo tanto, basta definir las funciones matriciales
22 0 0 100
U(z)=(0 1 0], Ui(z)=(0 =z 0],
0 01 001
y tomamos

O (2) = Wo(2)Uo(2)U1(2)

1 0 0
_ 2
z+ 271 z2 00
= 5 L0t fo 2 0
12421\ 24271 ) 0 01
2 2 2
22 0 0
3
_ z;—z . 0
1/2241\> 22+1 ,
2 2 2

Con esto obtenemos la segunda factorizacion buscada como fue dada en (4.20):

W(z) = &7 (2)2 (2),

+ (i F B () — D1
donde ®; € Ry es analiticaen DT y &5 (2) = 7 (1/Z) .
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» Tenemos que det (P (z)) = 23 con lo cual det (@ (0)) = 0 para 0 € DF. Como

0 0 0
(0= 0 0 0],
1/8 1/2 1
1
tenemos que v; = ——(—8,0,1)” # 0 es vector de norma 1 en el niicleo de & (0).

V65

Trivialmente podemos completar este vector a una base de C3 tomando v = (1,0, 8)”
yv3 = (0,1,0)T. Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base

o~ ~ 1
{v1, V2, 03} obtenemos una base ortonormal {vy, v, v3} donde vy = E(l, 0,8)7

y v3 = 3. Asi, tenemos una matriz unitaria V{y dada por

1—810
Vo=—=10 0 V651,
TG

tal que @g (0)Vp tiene como primera columna al vector 0. Por lo tanto, definimos la
funcién matricial

1/z 0 0
Uz=|0 1 0],
0 0 1
y tomamos
Bo(2) = T (2)VoU(2)
22 0 0
= 5 z 0 =l 0o V65|l 0 10
- 1
2 ( 2 ) 2
—8z 22 0
2
1
e Z@2+) VG52
V65
14922241 241
(22 +2) fgit4§34j14—+-8 V652 éf

Esta matriz satisface det (®o(z)) = 22 conlo cual tiene un cero menos que det (g (2)).
Aun asi, se debe continuar el proceso iterativo hasta no tener mds raices.

» Tenemos que det (®o(z)) = 22 con lo cual det ($4(0)) = 0 para 0 € DT. Como

0 0 0
4
®o(0) = NG 00,
A
8 2

1
tenemos que v; = 5(0, —4,v/65)T # 0 es vector de norma 1 en el nicleo de ®(0).
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Podemos completar este vector a una base de C? tomando v, = (0,v/65,4)7 y
v3 = (1,0,0)”. Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la base

~ 1
{v1,72,v3} obtenemos una base ortonormal {v1, v, v3} donde vy = 5(0, V65,4)T

y v3 = U3. Asi, tenemos una matriz unitaria V7 dada por

L0 0 9
V65 4 0

tal que ®((0)V; tiene como primera columna al vector 0. Asi, tomamos

B(2) = Do(2)ViU(2)

_ 4z 272 _ 8z
9/65 9 /65
2:2-63 23 422 +1)

z
- + — —

965 18 2 V65
2(z2—63) (22492  z2(z*+2)

18+v/65 72 V65
Esta matriz satisface det (&)0 (z)) = —z con lo cual tiene un cero menos que det (Po(2)).

Aun asi, debemos continuar el proceso iterativo.

= Tenemos que det (50(2)> = —z con lo cual det (50(0)> = O para0 € . Con un
procedimiento andlogo a los casos anteriores obtenemos la matriz unitaria V5 dada por

L[4 -T 0
Voa=——10 0 65,
V65 \7 4 g

tal que 50(0)1/2 tiene como primera columna al vector 0. Finalmente, tomamos

B(2) = Do (2)ValU(z2)

-8 —4z 22
3
1 9 2%+ 9z
— - | -4z —(2 9
5 z (22 +9) 5

) 2 4+92  (2249)?2
2 8

—Z

Con el procedimiento anterior obtuvimos la factorizacién de Wiener-Hopf de WW:

W(z) = ®3(2)®5(2),  z€ S,

-8 —4z 22
3
1 27+ 9z
donde ®3(z) = g —4z —(22°+9) 9 es analitica e invertible en D .

) 22492 (2249)?2
2 8

—Z



4.4. UNA CONSTRUCCION EXPLICITA PARA POLINOMIOS MATRICIALES

Caso N =14

Tomamos a = 1 para simplificar las cuentas. Asi, tenemos que A = con

O O = O
O = O O
= o o O
o O O O

-1 —1
W(z) = exp <z +2Z A> exp (z +2Z A*) .

Utilizando el algoritmo detallado en la Observacién4.4.3]se puede ver que la factorizacién
de Wiener-Hopf de W es de la forma:

W(z) = 24(2)@5(2),  z €8,

con ®y(z) = \/21971754(7:), donde ®4(z) estd dado por la siguiente matriz:

8 5208z 135027 3
VAT297 VAT297

Y 260422 + 11668 _ 6752% + 58582 22(2% +13)
VAT297 VAT297 2

62 6512° + 5834z 675z' 4+ 1171627 + 47297 2% +262° + 217z
VAT297 4/47297 8

5 217204291722 2252° 4+ 585823 + 472972 28 + 392* 4 65122 + 2917
T avmmor $V/AT297 48

Es decir, ®(z) es analitica e invertible en D .

Observacion 4.4.5. Notemos que si analizamos los grados de cada entrada del factor
polinomial ®(z) de las factorizaciones de Wiener-Hopf que se obtuvieron para las diferentes
dimensiones (k = 2, 3, 4) obtenemos:

01 01 2
deg(¢>2)=<1 2), deg(®3)= (1 2 3| y deg(®s)=
2 3 4

wWw N = O
W N
T W N
S O = W

con lo cual los tres trivialmente siguen un mismo patron.

Un trabajo a futuro seria determinar si esto se generaliza para un N arbitrario y, mds aun,
determinar una férmula general para los coeficientes de los polinomios en cada entrada de
@ (z) que por ahora no parecieran tener relacion.
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CAPITULO 5

OTRA FACTORIZACION PARA
FUNCIONES MATRICIALES

En este capitulo se presentard otra posible factorizacion de funciones matriciales definidas
sobre curvas en el plano complejo. Ademads, veremos una manera constructiva de obtener
dicha factorizacién en el caso de tener funciones matriciales con entradas racionales que
fue presentada por Gohberg, Kaashoek y Spitkovsky [17]]. Por tltimo, veremos cémo esta
factorizacion se relaciona con la factorizacién de Wiener-Hopf.

En lo que sigue, I" denotara una curva de Jordan cerrada (acotada) sobre C, esto es, I'
es la imagen de un homeomorfismo del circulo unidad S*. Por el teorema de Jordan [28]],
C\ {T'} consiste de dos componentes conexas, una acotada que denotaremos C‘le y otra no
acotada cuya unién con el punto {oo} la denotaremos Dy

Tomamos € (I") el espacio de funciones continuas sobre I' con valores complejos. Resulta
que B (I") es espacio de Banach con las operaciones usuales y la norma infinito. Ademas,
denotamos por €+ (I") a la subdlgebra cerrada de % (I") conformado por las funciones que
admiten extensiones continuas a @% U {T'} y son analiticas en @?. Al ser tnicas estas
extensiones, identificamos naturalmente a las funciones de € (I") (definidas sobre I') con
sus extensiones (definidas sobre DF U {T'}). Claramente ¥ (I") contiene a las funciones
racionales con polos exclusivamente en ’Dljf.

También denotaremos por [€ (I')] y al espacio de funciones matriciales con entradas en
% (I") y analogo para [+ (T")]y.

5.1. Las factorizaciones a izquierda y a derecha

En esta seccion definiremos la nueva factorizacién buscada para funciones matriciales y
algunas de sus propiedades.

La idea basica es factorizar a una funcién matricial G € [&(I')]y sobre I' como un
producto de la siguiente forma:

G(z) = G4(2)G_(=2), zel, (5.1)

donde G son invertibles sobre I' con (G)* € [€H(D)]n y (G_)*' € [&~(D)]w.
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Ahora, para que exista esta factorizacion surge un problema (incluso en el caso escalar):
1 G’ 1 1
si N = 1, consideremos el numero — (2) z=— —dw € Z que representa
r G(z) 27 Jery w
el indice de la curva G(I") con respecto al origen. Si se cumple (5.1)), tendremos que
1 [G() 1 G’( )G-(= )+G+( )GL(2)
— dz = — dz
2mi Jr G(z) 2mi G

+
1 G/ !
T omi G+ t o /

Aplicando el Principio del Argumento a G+ (VlStaS como funciones analiticas sobre ”}D%),
entonces se tiene que

1 G'(2)

— dz = 0.
2mi Jp G(2) :

Para solucionar esto, la factorizacion en (5.1) debera ser modificada incluyendo un factor

1 G'(z
adicional que tome en cuenta el comportamiento posible de este indice — (2)
271 Jr G(2)

En el caso escalar, el factor mas simple que logra esto es A(z) = (z — zp)™, donde
20 € @F es un punto fijo (arbitrario) y m € Z. Con un cambio de variable, se puede suponer
sin pérdida de generalidad que 0 € ”fo y 20 = 0.

Por otro lado, en el caso matricial, se debera definir un factor de la forma

A(z) = diag(z", ..., 2"N),

donde k1,...,kN € Z.
Por lo tanto, se toma la siguiente definicién:

Definiciéon 5.1.1. Dada G € [€(I")|n funcion matricial, una factorizacion (a izquierda) de
G con respecto a I es una descomposicion de la forma

G(z) = G1(2)A(2)G-(2),  z€T, (5.2)
donde G son invertibles sobre T con (G1)*' € [€T(D)|x y (G)™ € [€ (D)]y y
A(z) = diag(z",...,2"N) para k1, ...,kN € Z.

Se tiene la definicion equivalente de una factorizacion (a derecha) de G con respecto a I’
intercambiando G y G_ en (5.2).

Notemos que para que exista una factorizacion (a izquierda) como fue dada en (5.2) es
necesario que G sea invertible en [€ (I')] .

Observacion 5.1.2. En el caso escalar las factorizaciones a izquierda y a derecha son iguales.

Claramente (5.1) es un caso particular de una factorizacién (a izquierda) de GG con respecto
al'endonde k1 = - -- = k,, = 0. De esta forma, se define:

Definicion 5.1.3. Dada G € [€(I')| N, una factorizacion (a izquierda) de la forma
G(z) = G4(:)G_(2), €T,
se llamard una factorizacion canénica (a izquierda) de G con respecto a I

Vamos a trabajar principalmente con factorizaciones a izquierda ya que la teoria para
factorizaciones a izquierda y a derecha son esencialmente equivalentes. De hecho, tomando
la transpuesta, toda factorizacién a izquierda de G nos da una factorizacién a derecha de G
y viceversa. Mds atn, en el caso en que I' = S' es el circulo unidad, se obtiene un resultado
andlogo cambiando la variable z por la variable 1/z.
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5.1.1. Unicidad de la factorizacion

Supongamos que G € [ (I")]y admite una factorizacion (a izquierda) con respecto a I'
de la forma:

G(z) = G+(2)A(2)G-(2), zel, (5.3)

donde A(z) = diag(z",...,2"N) para ky,...,kN € Z.
Notemos que el orden de los k1, . . ., kv puede ser cambiado arbitrariamente. El siguiente
teorema nos dice que, salvo esta condicién, son Unicos los k1, ..., kn. No daremos la

demostracién (ver [6, Capitulo 1 - Teorema 1.1]).

Teorema 5.1.4. Si G € [€(')|n admite una factorizacion (a izquierda) con respecto a T’
como en (5.3)), entonces los niimeros k1, . . . , kN son tinicos salvo orden.

Con este teorema, se justifica la siguiente definicion:

Definicion 5.1.5. Se llaman los indices de factorizacion de la funcion matricial G a los
nimeros K1, ..., kN de la entrada diagonal en

A(z) = diag(z", ..., 2"N),

correspondiente a una factorizacion (a izquierda) de G con respecto a 1" de la forma:

G(z) = G4(2)A(2)G_(2).

De ahora en més vamos a suponer sin pérdida de generalidad que dado una factorizacién
(aizquierda) de G, los indices de factorizacion de G estan ordenados de manera no creciente:

En este sentido, el factor diagonal A en la factorizacion dada en (5.3) se considera unica.
Ahora, presentamos un teorema que nos dara una relacién simple que debe existir entre
diferentes factorizaciones (a izquierda) de una funcién matricial:

Teorema 5.1.6. Sea G € [€(I')|n que admite una factorizacion (a izquierda) con respecto
a T dada por G(z) = G4+(2)A(2)G_(z). Entonces G(z) = G+(2)A(2)G_(z), donde

Gi(2) = Gy (2)H(2),

- (5.4)
G_(2) = A () H  (2)A()G_(2),

es también una factorizacion (a izquierda) de G con respecto a I para cualquier funcion
matricial H(z) = [h; j(z)] invertible cuyas entradas satisfacen:

1. hi,j(z) =0sikr; < Kj.
2. h; j(z) es constante si k; = K.
3. h;j(2) es polinomio de grado a lo sumo k; — K; si ki > Kj.

Reciprocamente, todas las factorizaciones de G con respecto a 1" son de esta forma.
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Demostracion:

Notemos que una funcion matricial H que satisface las propiedades (1) — (3) resulta ser
triangular superior en bloques donde los bloques diagonales Dy, ..., D, son matrices
constantes e invertibles. La cantidad de estos bloques diagonales coincide con el nimero
de indices de factorizacion distintos y los tamafios coinciden con las multiplicidades de los
mismos. Asi, el determinante de H es constante con

det(H(z)) = det(Dy) ...det(Dy,).

Luego, si éJr y G_ estan dados por (5.4), es facil verificar que G4 son invertibles
~ \ £l ~ N\l
sobre I" con <G+) e [E€tT(M)ny (G,) € [¢~(I')]n. Por lo tanto, tenemos que

G(z) = G4 (2)A(2)G_(z) es una factorizacion (a izquierda) de G con respecto a I'.
Reciprocamente, supongamos que tenemos dos factorizaciones de GG con respecto a I':

G+ ()A)G-(2) = G(z) = G4 (2)A(2) G (2).

Entonces, se cumple que N
H(2)A(z) = A(2)H(2), (5.5)

donde H = GjrléJr €[@r(D)ny H=G_G~! € [ (I')]y son invertibles. Ademis,

Gi(2) = Gy(2)H(2),
G_(2) = A (2)H Y (2)A(2)G_(=2).

Ahora, la igualdad en (5.5) implica que h; ;(z) = 2%~ " E”(z), con lo cual estd claro que
H cumple las propiedades (1) — (3). [

Observacion 5.1.7. En la demostracion del teorema anterior vimos que el determinante
de H es constante. En el caso mds simple en el que coinciden los indices de factorizacion
(en particular, para la factorizacién candnica), H es simplemente una matriz constante
invertible. Asi, el teorema anterior nos da una “unicidad” para la factorizacion canénica.

5.2. Una construccion explicita para funciones racionales

Vamos a establecer la existencia de la factorizacion (a izquierda) con respecto a I' de forma
constructiva en el caso de tener una funcién matricial racional. En lo que sigue, dada una

f

. 1
funcién escalar f, el indice de f con respecto a I' denotara al nimero i
™ Jr

Caso escalar

Sea 7(z) funcidn racional escalar. Vamos a suponer que los ceros y polos de 7(z) no estdn
sobre I (en tal caso 7 o r—!

Asi, basta factorizar a p(z) y ¢(z) por separado y los factores de la factorizacién de r(z) se
obtienen dividiendo término a término los factores de p(z) y de ¢(z).

'(2)
702 dz € 7.

no es acotada y por ende la factorizacién no puede existir).
Ahora, tenemos que r(z) = p(z)/q(z) con p(z) y ¢q(z) polinomios con ceros fuera de I'.
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Por lo tanto, debemos ver la factorizacién de un polinomio p(z) con ceros fuera de I':
sean ay, ..., a,, todos los ceros de p(z) en CDF , contando multiplicidades. Entonces la
factorizacién (a izquierda) con respecto a I' dada por

p(2) = p1(2)2"p-(2),

se puede obtener definiendo

k=m, py(z)= p(z)/ (H(z - ai)> y p_(2)= H(l —a;/z). (5.6)

i=1 i=1

Observacion 5.2.1. Las férmulas dadas en se pueden entender como el resultado de
un proceso iterativo de m pasos, comenzando con la representacion

p(2) = P (DA )T (2) para p{V(z) =p(z), A () =1, p"(2) =1,

y luego, para i = m, ..., 0, tomando
(i—1) PSZ)(Z) (i—1) () (i-1) (%)
py (A==, ATV =2A(z) y po (2) = (1—ai/2)p(2).
Por lo tanto, pf) (2), AO(2)y pSO) (z) serdn los factores buscados.

Caso matricial

Consideremos R(z) funcién matricial con entradas racionales. Se puede representar a
R(z) delaforma F'(z)/p(z) donde F(z) es polinomio matricial y p(z) es polinomio escalar.
Nuevamente, basta factorizar a F'(z) y p(z) por separado.

Por lo tanto, basta ver la factorizacién de un polinomio matricial F' cuyos ceros del
determinante estdn fuera de I'. Claramente las férmulas en ya no se pueden aplicar, pero
si podemos replicar el proceso iterativo explicado en la Observacién[5.2.1] Mds precisamente,
consideremos un familia de representaciones de la forma

F(z) = F(2)AO () F9(2), (5.7)

donde FS) (z) es polinomio matricial cuyo determinante tiene exactamente i ceros en @IJE
contando multiplicidades, ") (2) es funcion matricial racional analitica e invertible en D
. . () () i ; .y .
y A(l)(z) = diag(z™ ,..., 2"~ ) para Kgl), . ,KJS\ZI) € Z sucesioén no creciente.
Para i = m, donde m es el indice de det(F'), tenemos una representacion trivial dada por

F™M(z)=F(z), A™(z) =T y F™(z)=1I

Notemos que m resulta ser la cantidad de ceros (contando multiplicidades) de det (F'(2))
dentro de D" por el principio del argumento ya que det (F(z)) es polinomio.

Ahora, veamos de definir Ff*l), AG1) y Fﬁifl) de manera iterativa: para¢ > 1, tomemos
cualquier punto z; € D7 tal que det (Ff)(zz)> = 0. Luego, las columnas de Ff)(zz) son
linealmente dependientes y asi, una de ellas, digamos la k-ésima, es combinacién lineal de

las anteriores. Denotemos por ¢y, . . ., cx—1 a los coeficientes de esta combinacién lineal y
definamos la matriz triangular superior U;(z) dada por:
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1 C1
I cp
Ui(z) = z— % ,
1
1
que difiere de la matriz identidad en la k-ésima columna. Es facil verificar que
1 —c1/(z — %)
1 —ck_1/(z— %)
Ui '(2) = 1/(z = z)
1
1
Ahora, denotando por fl(i)(z), e ﬁgi) (z) a las columnas de Ff)(z), tenemos que la

k-ésima columna de F' J(:) (2)U; () estd dada por

] k—
(=) = Z THE / (z = 2) -

k—1
Como flgl)(z) - Z cjf](l)(z) es vector polinomial con un cero en z;, CIEZ) (z) también es
j=1

vector polinomial. Las demds columnas de F’ (i)( )U; (2) coinciden con las respectivas

columnas de FJ(F)( ) con lo cual son polinomiales también. Luego, F; (@) (2)U; ' (2) es un
polinomio matricial y el indice de su determinante es ¢ — 1.

i—1 i—1 . . .
Ahora, denotemos por mg ), el HEV ) al reordenamiento no creciente de la sucesién

ng), H;)l, mé)+1 Igil,...,mg\?,

y por II; a la matriz de permutacién asociada a este reordenamiento. Tomando

que difiere de la matriz identidad en la k-ésima columna, tenemos que V;(z) es funcién
matricial racional cuyas raices del determinante y polos estan en @}r Ademads, vemos que
UZA(I) (Z) = HiA(i_l) (Z)HZ‘/Z(Z)
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Por lo tanto, basta definir

F{V () = PO @)U ()1,
AGD () = diag(z8 .. ), (5.8)
FU () = V() F9(2).

Asi, comenzando con la representacion (5.7) para ¢ = m y disminuyendo el valor de i,
obtenemos un proceso iterativo que en m pasos finalmente nos daré la representacion:

F(z) = FO(2)AO () FO(2),

y esta serd la factorizacién (a izquierda) de F' con respecto a I'.

Notemos que todos los factores en cada representacion dada en resultan ser funciones
matriciales racionales. Luego, por la construccién anterior y la descripcion de todas las
factorizaciones cuando se tiene una dada en el Teoremal[5.1.6] se sigue que toda factorizacién
de una matriz racional tiene factores racionales.

En conclusién, hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 5.2.2. Sea R una funcion matricial racional y I una curva de Jordan. Entonces
R admite una factorizacion (a izquierda) con respecto a I si y solo si todos los ceros de
det(R) y los polos de R estdn fuera de T'.

Mds aiin, si la condicion anterior se cumple, entonces los factores de toda factorizacion
son funciones matriciales racionales también y se pueden obtener a través del proceso
iterativo dado anteriormente.

Observacion 5.2.3. Notemos que con un proceso iterativo analogo es posible obtener una
factorizacion a derecha. La diferencia es que en cada paso se calculan los coeficientes

de la dependencia lineal de las filas de FS)(ZZ) en vez de las columnas. Por lo tanto, se
deben considerar las transpuestas de U; *(z) y Vi(z) como fueron definidas anteriormente.
Finalmente, en cada paso del proceso se hacen los cambios correspondientes de definir

FO V) =mu () FPz) y FOV0e) = FP0)W)mL, (5.9
y luego de m pasos tendremos la factorizacion a derecha buscada.

Ejemplo 5.2.4. Consideremos a la matriz de Vandermonde dada por:

1 2 4
Fz)y=11 =z 22|,
1 2z 422

y calculemos su factorizacién (a izquierda) con respecto a I" dado por el circulo de radio 3/2
centrado en el origen del plano complejo.
Por la formula general del determinante de una matriz de Vandermonde tenemos que

det (F(2)) =(2—2)(22—-2)(22 —2) =22(2 — 2)(z — 1),

cuyas raices seran z = 0, 1, 2. Luego, el indice de det(F") con respecto a I" es m = 2 pues
solo dos de sus raices (ambas con multiplicidad uno) estan en @F.
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Comencemos el proceso iterativo que en m = 2 pasos nos daré la factorizacién buscada:

= Primero se toma

= Para encontrar a Ff)(z), consideremos 0 € D} que cumple det (FE) (0)) = 0.

Tenemos que

1 2 4

1 00
1 00

y por ende la columna k = 3 es combinacion lineal de las primeras dos columnas con

los coeficientes de la dependencia lineal dados porc; =0y ca = 2.

gl) =1, figl) =0, Hgl) = 0 al ser reordenamiento no creciente de

FP(0) =

Ahora, tomamos ~

Es decir, tenemos que

1 [CONNCO RS z 00
AV (2) = diag(z™ ", 2%,z )= [0 1 0
0 01
Ademéds, la matriz de permutacién asociada al reordenamiento anterior estd dada por
0 01
Ilb=10 1 0
1 00

Asi, siguiendo a (5.8), tenemos que

1 2 4 1 0 0 0 01
FUR) =FP U (M= 1 2 220 1 —2/z| |0 1 0
1 2z 422 00 1/z 1 00
0 2 1
= z—2 z 1],
4(z—1) 2z 1
0 01 1 00 0 01
FY@) =) FP ) =10 1 o) o 1 2)1=(0 1 2
1 00 0 0 1 1 00
= Para encontrar a FJ(FO) (z), como tenemos que
1
det (Fi )(z)> — 20z~ 1)(2 - 2),
consideremos 1 € 33;5 que cumple det (Ffp(l)) = (. Tenemos que
0 21
FOMy=[-1 11
0 21
y por ende la columna k = 3 es combinacion lineal de las primeras dos columnas con
los coeficientes de la dependencia lineal dados por ¢; = —1/2y ¢y = 1/2.
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0) _ (0)

Abhora, se tiene que /fgo) =1,ky" =1,k = 0con
© O (0 = 00
AO () = diag(z"1 , 2" 2% )= [0 2z 0],
0 01
y cuya matriz de permutacion asociada esta dada por
1 00
Im={0 0 1
010
Asi, siguiendo a (5.8), tenemos que
0 1 _
FP () = F{P (U ()T
1
10
0 2 1 2(2*11) 100
= z—2 z 1 01 — 0 0 1
A(z—1) 2z 1 2(21_1) 010
00
(z—-1)
0 0 2
= z—2 0 =z |,
4(z—1) 2z

Por lo tanto, obtuvimos que F’ tiene una factorizacion (a izquierda) con respecto a I' de la
siguiente forma:

0 0 2 z 00 -1/2z 0 1
F(z) = FOA)F %) = 2=2 0 =z ][0 =z o] [Gz=1)/z 0 0
4z—4 1 2z 0 0 1 1/2 1 2
Ejemplo 5.2.5. Consideremos a la matriz dada por:

z+1/z 1 z+1/z 1

1 — — —

Tp p( VI 2) 4 2

G(Z) = 2 )
2+1/Z+1 z+1/z+1
4 2 4 2

y calculemos su factorizacién (a derecha) con respecto a I' = S el circulo unidad.
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Primero, se debe separar a la parte que hace de G una matriz racional y, luego, factorizar
este factor y el polinomio matricial que queda por separado. Mdas precisamente, vemos que

22 4 2 23+z+2:2 23+z+z2
G pe =P\ Ty 2 4 2 L
Z) = — == — s
22 23+Z+Zj 22+1+f 2 22
4 4 2

donde, por un lado, 22 se factoriza como 1221, y, por otro lado, F'(z) es polinomio matricial
con lo cual le podemos aplicar el algoritmo.
Veamos de factorizar a F': tenemos que
det (F(2)) = —6%2'(2' —1)2(z + 1),
con raices z = 0, —1, 1. Luego, el indice de det(F’) con respecto a I' es m = 1 pues 0 es
la unica raiz en ”Dif. Asi, solo tenemos un paso en el proceso iterativo para encontrar la
factorizacién buscada. Comencemos:

= Primero se toma

FU@) =F(z), AW =1 y FY@) =1

= Para encontrar a FJ(FO)(Z), consideremos 0 € D7 que cumple det (Fi”(o)) = 0.

Tenemos que Ff) (0) = 0y asf, en particular, la fila k¥ = 1 es combinacién lineal de
la segunda fila con el coeficiente de la dependencia lineal dado por ¢; = 1.

Abhora, se tiene que /igo) =1, Iiéo) = 0 al ser el reordenamiento no creciente de

MV r1=1, &M =o,

(0): z 0
=5 %),

y ademds la matriz de permutacién asociada a este reordenamiento serd I1; = 1.

con lo cual tenemos que

Asi, siguiendo a (5.9), tenemos que

PO = o 0 =1 (Y )) e

n 22+1+z 22—1—1+
z z — - -
pe=P\ 7y 9 4 2
- 3 2 2 2
22+ z 1
+i e+ -l-i
4 2 4 2

FO%) = FY V()T =1 (é ?) I=1.
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Por lo tanto, F' tiene una factorizacién (a derecha) con respecto a I" dada por:

F(z) = FO ()00 (2)FO(z)

n 22 +1 n z 22 +1 n z
z+pz — = =
I PEmP\ Ty T3 1 2
=13 ) 2
01 23+z+zj z2+1+5
4 4 2
_ 1 . g
Finalmente, tenemos que G = —; F'(2) tendrd una factorizaci6n (a derecha) con respecto a I
z
dada por:
n 22 +1 n z 22 +1 n z
z+pz— = =
1z 0 PEoP Ty e 12
G(Z) =1 < 2) 2
0 1/z z3+z+22 22+1+z
4 2 4 2

Observacion 5.2.6. El proceso iterativo dado para obtener la factorizacién de un polinomio
matricial F' puede ser facilmente interpretado como un algoritmo que podemos implementar
en un lenguaje de programacion.

En el archivo “factorizacion-izquierda_derecha.py” del repositorio de GitHub dado en [[1]]
se encuentra una implementacién posible en Python en donde es posible realizar tanto la
factorizacion a izquierda como a derecha con respecto a un circulo I' de radio r a eleccién
(centrado en el origen).

Por supuesto, existen limitaciones al utilizar este algoritmo. Méas precisamente, para
el proceso iterativo es necesario encontrar el indice de det(F’) con respecto a I' y esto
implica encontrar las raices del polinomio det (F(z)) dentro de Dit. Pero, es sabido que
no existen férmulas cerradas para encontrar raices de polinomios de grado mayor a 4.
Por esto, en el algoritmo de Python presentado es posible tener una factorizacién exacta
cuando deg (det(F')) < 4 pero mads alld de esto el algoritmo falla y es necesario realizar
modificaciones (por ejemplo, a través de aproximaciones numéricas de las raices).

5.3. Relacion con la factorizacion de Wiener-Hopf

En esta seccidon daremos una relacion entre la factorizacién (a izquierda) y la factorizacion
de Wiener-Hopf que fue definida en el capitulo anterior. Para esto se necesita una condicién
bajo la cual la factorizacién (a izquierda) resulta candnica y en donde los factores de esta
factorizacién candnica son iguales a diferencia de una adjunta.

Se necesita la siguiente definicién:

Definicién 5.3.1. Una funcién matricial G € [€(SY)]y se llama disipativa si existe ¢ > 0

G+ G*
tal que la parte real R(G) = —; de G cumple que

(R(G(2))w,w) > € paracada zeS', weCV |w|=1, (5.10)

donde (-,-) denota el producto interno usual de CN. La condicién (5.10) se denotard
R (G) > el para simplificar notacion.

Observacion 5.3.2. Claramente toda G € [€(S!)] v disipativa es invertible.
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La siguiente proposicién nos dard una condicién suficiente para tener una factorizacién
candnica. Omitimos la demostracion (ver [[6, Capitulo 3 - Proposicién 1.2]).

Proposicion 5.3.3. Si G € [€(S')|w es disipativa y admite una factorizacion (a izquierda)
con respecto a S', entonces esta factorizacion es candnica.

Abhora, el siguiente teorema nos dard la relacién entre la factorizacién (a izquierda) y la
factorizacion de Wiener-Hopf:

Teorema 5.3.4. Sea G € [€(S')|n una funcién matricial hermitiana, es decir, tal que
G(z) = G*(z), y supongamos que G > el para algiin € > 0. Si G admite una factorizacion
(a izquierda) con respecto a S*, entonces esta factorizacion es de la forma

G(z) = G4(2)G7L(2), ze S, (5.11)

donde G € [€+(SY)|w es invertible sobre DT U S'. Es decir, (5.11) es una factorizacion
de Wiener-Hopf de G.

Demostracion:

Como G > €l para algin € > 0, tenemos que la factorizacion (a izquierda) de G es candnica
por la Proposicion[5.3.3] Luego, tenemos que

G(z) = Ay (2)A_(2), ze S,

donde A+ € [€*(S1)]n son invertibles sobre ®F U S'. Més atin, como G es hermitiana, se
cumple que

AL (2)A_(2) = G(2) = G*(2) = A* (2)A%(2),  z€ 8.

Ahora, notemos que (£%(S!))” = €F(S!) con lo cual A% € [€7F(S1)]y es invertible
sobre ®F U S, Por lo tanto, tenemos dos factorizaciones (a izquierda) canénicas de G con
respecto a S' dadas por:

G(z) = AL (2)A_(2) = AX(2)A%(2), ze St
Por la “unicidad” de la factorizacion canénica (ver Teorema[5.1.6)), se debe tener

A (41)”

= (AJF)_I A*— = H7
donde H es una matriz hermitiana constante. Asi, obtenemos que

G(z) = Ay (2)HAY (2), ze St

Claramente H es definida no negativa y, luego, H = R? donde R es definida no negativa
e invertible. Por lo tanto, tomando G4 (z) = A4 (z)R, obtenemos la factorizacién buscada:

G(z) = G4(2)G7(2), ze St

donde G € [€1(S!)]w es invertible sobre DT U S, |
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Ejemplo 5.3.5. Tomemos el ejemplo (de dimensién 2) dado en la seccion ‘{Una construccion|
fexplicita para polinomios matriciales|” del capitulo ‘|La factorizacion de Wiener-Hopf]” donde,

dado A = (0 0) , tenemos la funcién matricial W definida sobre S' dada por:

10
z 4271 z+z27t
W(z) = exp 5 A ) exp 5 A

1 0 ) z42z71
=l z+27t ! 2

5 0 1

1 24271

2
= -1 —1\ 2
zZ+z zZ+z 1
2 2

Tenemos que W es hermitiana y definida positiva (con lo cual entra bajo las hipdtesis del
teorema anterior).

Utilizando el algoritmo de Python detallado en la Observacién es posible ver que la
factorizacion (a izquierda) de W es canénica y esta dada por

z 4 2 1
2 5|5 st s
W(z) =Wi(z)W_(z) = 2 5 9, 1 , ze S
— 4+ - — 1 _
4 4 5 2z

En particular, notemos que

EREI
W_(z) = (52 522

1
1 it
2z
115
_ 4/5 0 2z 422 4
0 5/4) | 4 2
5 oz
=4y
:<4/5 o> 22 5
0 5/4) {2 3 2
4+4 )
2 2
i
= \/5 WI(Z%
'y
y asi, tenemos que
2 2
— 0
W) = WaW-() = Wi(2) | V5 2| W)
0o Y=
2
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Luego, tomando

7 0 i é \Qf 0 1 z 2
- 5 _ 2 5 5 _
2 4 4 5 2 2 2
obtenemos la factorizacién de W dada por
W(z) = G(2)G*(2), ze St (5.12)

donde G € [€1(S1)]y es invertible sobre DT U S1. Por lo tanto, tenemos que (5.12) es
tanto una factorizacion (a izquierda) de W como una factorizacion de Wiener-Hopf de ella y
verificamos el teorema anterior.

Cabe destacar que la factorizacién de Wiener-Hopf encontrada anteriormente (en el
capitulo anterior) estaba dada por:

W(z) = ®(2)P*(2), ze S,

2 z
1
donde ®(2) = —= .2 5 |- Asi, estd claro que G(z) y () son iguales a diferencia
Vi\s S+3
de una matriz de permutacion (unitaria):

2 z z 2

S (Y EEA PP T RNt )
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