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Resumen

Este trabajo estd dividido en dos partes. En la primera consideramos un par (G, K) arbitrario,
con G grupo finito y K un subgrupo de G. Establecemos caracterizaciones y propiedades de las
funciones esféricas matriciales de (G, K). Estos resultados fueron presentados originalmente por el
Dr. Alfredo Tirao para grupos localmente compactos arbitrarios.

En la primera caracterizacién de funcién esférica la subalgebra A[G]X de K-puntos fijos del
dlgebra de grupo A[G], juega el papel de la subdlgebra D(G)X de operadores invariantes a derecha
por elementos de K del dlgebra de operadores diferenciales invariantes a izquierda D(G), que se
considera cuando G es un grupo de Lie conexo y K es un subgrupo compacto de G. Otra de las
caracterizaciones fundamentales es por medio de representaciones del grupo G.

En la segunda parte consideramos el grupo simétrico G = G,;, para n arbitrario. Hacemos una
revision de los conceptos de la teoria de Young, que proporciona herramientas versétiles para repre-
sentaciones de G&,,.

Consideramos generalidades de los subgrupos de la forma &,,_,, X G,, para m < n — m, nos
interesa determinar las funciones esféricas de los pares (G,K) = (6,,8,_, X &,,), para los cuales
la subdlgebra de K-puntos fijos es conmutativa, demostramos que esto sucede solamente cuando
m =1 o0m = 2y describimos las subalgebtras de K-puntos fijos en estos casos.

Damos la descripcion explicita de las funciones esféricas del par (&,,5,_1), por medio de
las dos caracterizaciones de funciones esféricas mencionadas anteriormente. Procedemos de forma
similar con el par (S,,5,_, X &3).






Abstract

This paper is divided into two parts. In the first part, we consider an arbitrary pair (G, K), where
G is a finite group and K is a subgroup of G. We establish characterizations and properties of matrix
spherical functions for (G,K). These results were originally presented by Dr. Alfredo Tirao for
arbitrary locally compact groups.

In the first characterization of spherical functions, the subalgebra A[G]X of K-fixed points in the
group algebra A[G] plays the role of the subalgebra D(G)X of right-invariant operators by elements of
K in the left-invariant differential operators algebra D(G). This is considered when G is a connected
Lie group and K is a compact subgroup of G. Another fundamental characterization is through
representations of the group G.

In the second part, we consider the symmetric group G = &, for arbitrary n. We review the
concepts of Young’s theory, which provides versatile tools for representations of G,,.

We explore generalities of subgroups of the form &,,_,, x G,, for m < n— m. Our interest is in
determining the spherical functions of pairs (G,K) = (&,,5,_, X S,,) for which the subalgebra of
K-fixed points is commutative. We prove that this happens only when m = 1 or m = 2 and describe
the subalgebras of K-fixed points in these cases.

We provide an explicit description of the spherical functions for the pair (Sn,&Sn— 1) using
the two aforementioned characterizations of spherical functions. Similarly, we proceed with the pair
(61’!7 6,,72 X 62)
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Introduccion

Histéricamente, la teoria de funciones esféricas a valores escalares, o funciones esféricas zona-
les, data de las publicaciones de E. Cartan y H. Weyl, ellos demostraron que los armdnicos esféricos
surgen de forma natural del estudio de funciones en G/K, donde G es el grupo especial ortogonal
actuando en un espacio vectorial de dimensién n y K consiste de aquellas transformaciones en G las
cuales dejan un vector invariante. Este estudio estd llevado a cabo por métodos de representaciones
de grupos. Sin embargo, para aplicar la teoria a clases mas grandes de “funciones especiales” es ne-
cesario considerar otras familias de pares (G, K). El primer resultado general fue obtenido en 1950
por Gelfand [6] quien considerd funciones esféricas zonales sobre un par simétrico Riemanniano
(G,K).

Siguiendo estos trabajos, Tirao [17] en 1977 encontré interesante trabajar directamente con fun-
ciones esféricas asociadas a representaciones irreducibles de un grupo localmente compacto G. Mdas
aun produjo una definicién interesante, a saber: Sea G un grupo unimodular localmente compacto y
K un subgrupo compacto de G con medida de Haar normalizada, K el conjunto de representaciones
irreducibles de K y m € K. Una funcién continua ®, sobre G, con valores en el anillo de endomor-
fismos End(V') de un espacio vectorial de dimension finita V, es una funcion esférica (matricial) de
tipomwsi®(e)=1y

PWB() = [ ek Dlxky)dk
donde xr(k) =d(m)tr(m(k)) y d(m) es la dimension del espacio de la representacién 7.

Alternativamente diremos que & es funcién esférica de K - tipo 7, ademads para hacer referencia
a las funciones esféricas del grupo G de cualquier K-tipo diremos las funciones esféricas del par
(G,K).

En [17] el énfasis fue puesto en considerar que G es localmente compacto, compacto o grupo
de Lie. En 1988, con un enfoque similar, Gangolli y Varadarajan [9] publicaron su libro donde las
funciones esféricas son matriciales.

En el 2002 Griinbaum, Pacharoni y Tirao publicaron el articulo [11] sobre funciones esféricas
matriciales asociadas al plano proyectivo complejo SU(3)/S(U(2) x U(2)), donde fue establecida
una rica conexion con polinomios ortogonales matriciales. A partir de este trabajo aparecieron varias
publicaciones, las cuales consideraron diferentes grupos de Lie y pares de Gelfand (G, K). Por ejem-
plo, en el 2007 Pablo Romén en su tesis doctoral determind todas las funciones esféricas irreducibles
® de cualquier K- tipo asociadas a los pares simétricos duales (SU(3),U(2))y (SU(2,1),U(2)).

El desafio de establecer los conceptos y propiedades de las funciones esféricas cuando con-
sideramos grupos finitos fue establecido desde hace algin tiempo por Tirao y Pacharoni y estdn

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

desarrollados en el Capitulo 3.

En el presente trabajo consideramos &,, el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de
todas las transformaciones biyectivas ( permutaciones) del conjunto 7, = {1,2,...,n}, determinamos
explicitamente las funciones esféricas irreducibles de los pares (S,,S5,-1) y (6,,5,-2 X &3).

En los Capitulos 2 y 4 incorporamos una revision de varios conceptos que serdn necesarios a lo
largo del trabajo. Las generalidades de representaciones de grupos finitos y de su respectiva algebra
de grupo son establecidas en el Capitulo 2, mientras que en el Capitulo 4 se presenta una revision
de las representaciones del grupo simétrico de grado n, la cual se basa en la Teoria de Young. Como
referencia principal de este capitulo consideramos el libro [3].

En el Capitulo 3 consideramos un grupo finito G, K un subgrupo arbitrario, 7 € K y la siguiente
definicidon de una funcién esférica en G de tipo & cuyos valores son endomorfismos de un espacio
vectorial V de dimension finita sobre C.

Para m € K, sea y, = d(m)&,, donde d(7) es el grado de 7, es decir, la dimensién de cualquier
representacion en la clase de 7 y &, es el cardcter de una de ellas.

Una funcion esférica ® en G de tipo 7 es una funcién ® : G — End(V) que satisface

i) ®le) =1

ii) ®(g)®(h) xn (k1) ®(gkh)  paratodo g,h € G,

B |K ’ keK
Estudiamos las propiedades principales de dichas funciones.

En [17] cuando se considera G un grupo de Lie conexo, D(G) es el dlgebra de todos los opera-
dores diferenciales invariantes a izquierda en G y D(G)X la subdlgebra de todos los operadores en
D(G) que son invariantes por traslacién a derecha por elementos de K.

Teorema. ([17], [9]) Dado G grupo de Lie conexo. Una funcion ® : G — End(V) es funcion esférica
de tipo T si 'y solo si

n Oe) =1,

s O es analitica,

n O(kighky) = P(k))D(g)P(ky)  paratodo ky,ky €K, g €G,
» [DD](g) = ®(g)[DP|(e) paratodoD € D(G)X g€ G.

Para establecer la caracterizacion andloga en el caso de grupos finitos consideramos A[G] el
4lgebra de grupo de G y la subdlgebra A[G]X de K-puntos fijos, es decir,

A[GIE = {f €A[G] : & x f = f* &, paratodo k € K},

donde * es la convolucién de funciones que se menciona en la Definicién 2.13 y que hace de A[G]
un 4lgebra asociativa.

Tenemos que A[G]X es el equivalente a D(G)X cuando consideramos grupos finitos.

En el Teorema 3.11 se establece la siguiente caracterizacion de las funciones esféricas como
autofunciones de la subalgebra A[G]K.

Teorema. (Primera Caracterizacién) Dado G un grupo finito. Una funcion ® : G — End(V) es una
funcion esférica de tipo T si 'y solo si

(i) ®le) =1,
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(ii) D(kigks) = P(k1)P(g)P(k2) para todo ky,k, € K, g € G,
(iii) (@ f)(g) = P(g) Lyec ®()f(v). para toda f € A[G)¥ g € G, donde f(g) = f(g™").

(iv) @y, es una representacion de K, equivalente a una suma directa de copias de .

Al numero de veces que 7 aparece en la representacion @, se le llama altura de @'y para toda

f € A[G]¥ tenemos que (@ * f)(e) es un K- morfismo, por el Lema de Schur existe un 17 € C tal que
(@ f)(e) = nl. Dicho escalar 17 se denomina autovalor de ® asociado a f.

Para 7w € K consideramos la subélgebra

Az[Gl ={f € AlG]: Xnxf=[f*Xr= K|}

En el Teorema 3.24 se establece esta cercana conexion entre funciones esféricas de G de tipo @ y
representaciones de Az [G].

Teorema. (Segunda Caracterizacion) Dada una funcion esférica irreducible ® : G — End(V) de
tipo m € K, la extension de ® en A[G) dada por

f=®(f) =Y flg)@(g). (L.1)

geG

es una representacion irreducible del dlgebra Az[G]. Reciprocamente toda representacion irreduci-
ble de Az[G] se obtiene de esta manera para alguna funcion esférica irreducible ® de tipo T.

Las funciones esféricas también aparecen de manera natural a partir de representaciones irre-
ducibles del grupo G. Sea (p,V) una representacion irreducible de G en un espacio vectorial V que
contiene el K-tipo 7. Sea V() la componente isotipica de  en V' y denotemos por Py al operador
proyeccion ortogonal de V sobre V|, entonces

D(g)v="Pp(g)v,  gEG,vEV(y, (1.2)

es una funcioén esférica irreducible de G de tipo 7.

A la funcién esférica @ asi determinada la denominamos funcion esférica del par (G,K) aso-
ciada al par (p,T) de tipo . o simplemente funcion esférica de G asociada a p de tipo T.

En el Teorema 3.41 establecemos la siguiente caracterizacion del concepto de funcién esférica.

Teorema. (Tercera Caracterizacion) Sea (p,V') una representacion irreducible de dimension finita
de G, que contiene el K-tipo T y sea Py el operador proyeccion ortogonal de V), en la componente
isotipica de ©. Entonces

D(g)v="rp(g)v g€ G,vE V),

es una funcion esférica irreducible de G de tipo m. Reciprocamente, cualquier funcion esférica
irreducible del par (G,K) es de esta forma.

Estudiamos las subdlgebras AX[G] = A;[G] N A[G]X, demostramos que AX[G] es un dlgebra
semisimple con identidad y
Al6* = Paz(d].
nek
A partir de esta descomposicion establecemos la siguiente relacion entre las funciones esféricas del
par (G, K) con las representaciones irreducibles del dlgebra A[G]X.

Teorema. Sea Q la proyeccion de A[G|X = @,z AX[G], sobre el sumando AX[G). Entonces, las
representaciones irreducibles L de A[G]X son precisamente aquellas de la forma L = ® o Qy, donde
D es la extension de alguna funcion esférica irreducible ® de G de tipo 7.
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Las versiones generales para grupos localmente compactos de los Teoremas de segunda y ter-
cera caracterizacion y del Teorema anterior se las encuentra en [17].

En el Capitulo 4 recordamos las principales propiedades del grupo simétrico G = &,,. Se revisa
el concepto de particiones de un nimero natural n pues las mismas parametrizan las representaciones
irreducibles de &,,. Para describir estas ultimas, se introduce la Teoria de Young, la cual proporciona
herramientas combinatorias versatiles en la descripcidn de propiedades de estas representaciones.

En el Capitulo 5 consideramos el grupo simétrico G = &, y los subgrupos de la forma K =
Su—m X Sy, donde S,,_,, y &, son, respectivamente, las permutaciones de {1,...,n —m} y de
{n—m+1,...;n},paral <m<n—m.

Demostramos que el grupo G = G,, posee la siguiente descomposioén

6n - (Gn—m X 6m)A(Gsn—m X 6m)7 (13)
donde A = {xo,...,x,} es el subconjunto de G, definido recursivamente por
xo=(1) y xi=(n—m—i+1l,n—m+i)x;_y parai=1,...,m.

Consideramos el subgrupo M que es el centralizador de A en K y demostramos que M = &,,_2,,.

Por la primera caracterizacion de funciones esféricas sabemos que quedan determinadas por sus
valores en los puntos de A, es decir, para determinar las funciones esféricas del par (&,, S, X S,,)
es suficiente determinar ®(x;), para j=1,...,m.

Respecto a las subdlgebras A[&,,]S—*Sn  tenemos

» La subdlgebra A[S,]S*S» es conmutativa si y solo sim =10 2.
» Para (G,K) = (6,,8,_) tenemos A[G]¥ = A[K]X[fo].

» Para (G,K) = (6,,8,_2 x &,) tenemos A[G]K = A[KIK[f1, fo].

donde A[K]X es el centro del dlgebra de grupo A[K], fy es la funcion caracteristica de la &,,_;- 6rbita
del punto x; = (n,n—1) en &, y fi, f> representan, respectivamente, las funciones caracteristicas
de las S,_, x G,-6rbitas de los elementos x; = (n—1,n—2) yx, = (n.n—3)(n—1,n—2) en G,

Nos interesa determinar funciones esféricas del grupo G =6,y K =GS,,_,, X G,,, que sean de
altura uno. En el Teorema 3.44 demostramos que la conmutatividad de la subdlgebra A[G]X equivale
a que las funciones esféricas de G de cualquier K-tipo son de altura uno. Por lo tanto consideramos
solamente los casos de m =1 om = 2.

En el Capitulo 6 determinamos explicitamente las funciones esféricasde G =6, conK =G5,
y en el Capitulo 7 nos concentramos en las funciones esféricas de G = S, con K = S,,_» X G».

Para determinar las funciones esféricas en los elementos de A usamos las bases de Gelfand-
Tsetlin asociadas a la torre libre de multiplicidad de los subgrupos

61<6<-- <6,

y el hecho que dada una representacién p € G, gracias a la forma ortogonal de Young , tenemos una
forma explicita de calcular p(s;) en bases de Gelfand-Tsetlin, para los generadores de Coxeter

si=(,i+1) coni=1,....n—1.

En el Capitulo 6 determinamos las funciones esféricas de G = &, y K = &,,_; de dos formas, por
medio de la primera caracterizacion, Teorema 3.11 y por la tercera caracterizacion, Teorema 3.41.
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Consideramos los elementos de Young-Jucys-Murphy, en el dlgebra A[G], dados por
X1=0, X=(L,k)+2,k)+---+(k—1,k), para k=2,....n

y en el Teorema 5.16 obtenemos que A[S,]%"! = A[&,_1]%"1[X,]. Esto nos permite establecer el
autovalor de una funcién esférica ® asociado a X,, = (1,n) +---+ (n— 1,n). En el Teorema 6.6
demostramos el siguiente resultado

Teorema. Sean p € S, e,y una representacion que aparece en p 'y P la funcion esférica de-
terminada por p de tipo 7. Si T un tableau estdndar que pasa por p y m, C(T) = (¢1(T),...,cn(T))
el contenido de T, entonces (DX, )(e) =Nl conn = c,(T).

A partir de esto determinamos las funciones esféricas de este par por la primera caracterizacion.

Para el enfoque por medio de proyecciones, dada p € &, y & una representacion irreducible de
&,,—1 que aparece en p, consideramos la siguiente descomposicién de V; en M = S,,_>-mdédulos

Ve=EP Vs

oceM

Si @ es la funcion esférica asociada a p de tipo 7, el operador ®(x;) resulta un M-morfismo y por
lo tanto ®(x ) es un escalar en cada M-médulo V.

Para calcular dichos escalares explicitamente, usamos que x; = (n—1,n) = s,,_1 es un generador
de Coxeter y tenemos una descripcién de p(x;) en vectores de una base de Gelfand-Tsetlin, en
términos del contenido C(T) = (c¢1(7),...,c,(T)) de un tableau estdndar T asociado a un camino
que pasa por p, Ty O.

En los Teoremas 6.7 y 6.8 determinamos explicitamente las funciones esféricas de este par por
medio de la primera y tercera caracterizacién de funcién esférica en el siguiente resultado
Teorema. Sea p € S, una representacion que contiene al S,_1- tipo T, si ® es la funcion esférica

de G asociada a la representacion p de tipo T entonces

1
Cn(T) — Cp—1 (T) ’

(b(XI) — @ OC(;I(;, con (X(; -
oM

donde C(T) = (c1(T),...,cn—1(T),cn(T)) es el contenido de cualquier tableau estindar T cuyo
camino asociado pasa por p, Ty por O.

En el Capitulo 7 consideramos G = S, y K = &,,_» X G,, toda representacién irreducible de K
esdelaformam=pu®3, donde u € &,_»y 8 € S,. El centralizador de A en K es M = S,,_4 y no
es libre de multiplicidad como sucedia en el par que consideramos en el Capitulo 6. Sin embargo,
toda representacién ¢ € M aparece con multiplicidad a lo mas 2 en Vj.

Consideramos el subgrupo M x &), de K, donde M = S,_4 y &), es el subgrupo de S,_, de
permutaciones de los elementos n —2 'y n— 3, el par (K,M x &) es libre de multiplicidad y las
representaciones irreducibles de este subgrupo son de la forma c @ €, donde 6 e My € € S).

Determinamos las funciones esféricas por medio del Teorema 3.41. Sea p € S,, una represen-
tacién que contiene al K- tipo 7, si P es la funcidn esférica de G asociada a la representacion p de
tiporyx; = (n—1,n—2),x, = (n,n—3)(n— 1,n—2), entonces veremos que ®(x;) y ®(x) son
M-morfismos, por lo cual preservan la componente isotipica de cada o que aparece en 7, mas aun
®(x;) es un M x &,-morfismo.

Dada 7 € K, la descomposicién de V; en M x 6/2 - moédulos es

Vi= P Voer® P Vooss® P Vosur ® Vossg), (1.4)

oc.S cES cES,
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donde .7}, .%, son, respectivamente, las colecciones de representaciones ¢ € M de multiplicidad 1 y
2 en . Cuando © € .%; veremos que hay bases distintas de V(4 que diagonalizan a @(x;) o ®(x2).

SemrtcKyteM® 6'2 consideraremos la siguiente notacion

1 SIT=URLr 1 SIT=0Qtr
é(m) = . y £(1)= . -
-1 sit=Uu®sg —1 siT=0®sg

Para determinar ®(x; ), notamos que x; = (n— 1,n—2) es el generador de Coxeter s,,_», por lo
tanto podemos determinar ®(x;) por la forma ortogonal de Young. A partir de la descomposicion
(1.4) y eligiendo cuidadosamente la base de V, obtenemos la siguiente forma matricial de ®(x;).

Dx))= P Ll P Ldo P <C%TI C;?J)’ (1.5)

TGfl,l ’L'Ef].,l ’L'Efz
donde s
Ci _ C;T - % %_‘_ %ﬂ + r(r%?)) si S(T) =1
T - _1{1 1 5(m) . _
Cﬂ,r T 2\ r+d + r+s+d + (r+d)(r+s+d)> S1 S(T) =-1

ys=rr(nyn—1), r=rr(n—1,n—2) yd=rr(n—2,n—3), para cualquier tableau estandar 7
asociado a un camino que pasa por p, [l y por O.

Para ®(x; ), notamos que x, = (n,n—3)(n— 1,n—2), no es un generador de Coxeter, necesita-
mos multiplicar al menos 6 de ellos para obtener x,, tenemos la siguiente expresién como producto
de generadores de Coxeter,

X2 = Sn—38n—28n—15n—28n—38n—2,

asi que para hallar ®(x;) por medio de la tercera caracterizacion hemos necesitado determinar como
actia la representacion p en cada uno de estos generadores mediante la forma ortogonal de Young
antes de determinar la proyeccion Py en p.

A partir de la descomposicién (1.4), considerando que ®(x;) es M x &)-morfismo, hemos ele-
gido cuidadosamente la base de V; y determinamos la siguiente forma matricial de ®(x;).

o @ pid @ s @ (%5 ,0)

TES | TS 1 T€ESH
donde
Bi _s 2(r+s)(r+d+¢€(t))+(1—0(m)s)(1+&(1)d)
mT T r(r+d)(r+s)(r+s+d) ’
y

5 1 sio(m)=¢g(1)
PTTlo sis(n) £e(n),]

ys=rr(n,n—1),r=rr(n—1,n—2)y d = rr(n—2,n—3), para cualquier tableau estandar T
asociado a un camino que pasa por p, L y por O.

Si bien no hemos logrado determinar ¢ mediante la primera caracterizacidon, como lo consegui-
mos en el Capitulo 6 para el par (&,,5,_1), en los Teoremas 7.15 y 7.20 conseguimos determinar
los autovalores 11, 1, de @ en términos del contenido de cualquier tableau cuyo camino asociado

pase por p,lL y O.



Analisis armoénico en grupos finitos

En este capitulo hacemos una revisién de representaciones de grupos finitos y del dlgebra de
grupo asociada, también de sus principales propiedades. Omitimos la demostracion de la mayoria
de los resultados conocidos, pero indicamos en cada caso referencias bibliograficas. La presentacion
de la teoria estd basada en los libros [3], [4] y [8].

2.1. Teoria basica de representaciones de grupos finitos

Comenzamos recordando conceptos que serdn necesarios a lo largo del trabajo. Los espacios
vectoriales que consideraremos serdn siempre de dimension finita y sobre C. Denotamos por GL(V)
al grupo de todas las transformaciones lineales inversibles de V en V.

Definicién 2.1. Sea G un grupo finito

» Decimos que (p,V) es una representacion de G en'V si p : G — GL(V) satisface

p(g1)p(g2) =p(g1g2), paratodo g1,820€ G 'y p(e) =1,

donde e es el neutro de G e I es el operador identidad en V. Es decir p : G — GL(V) es un
homomorfismo de grupos.

Si es necesario denotamos por V,, a V. También decimos que V es un G-mddulo.
» El grado o dimension de la representacién p es la dimension de V), y se denota por d(p).

= El cardcter de una representacion p de G es la funcién &, : G — C, dada por &, (g) =tr(p(g)),
la traza de p(g) para todo g € G. También consideramos la siguiente normalizacién del

cardcter 7, (g) = d(p)&p (g).

» Diremos que (p,W) es una subrepresentacion de G en (p,V,) si W es un subespacio p(G)-
invariante de V), es decir si p(g)(W) C W para todo g € G.

= Una representacion (p,V,) de G se dice irreducible si las tnicas subrepresentaciones de p son
las triviales, {0} y V.

= Sea (p,V),) una representacién de G y sea K un subgrupo de G, la restriccion de p a K,
denotada por Res%(p), es la representacion de K en V, definida por Res$(p)(k) = p (k) para
todo k € K.

15
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Ejemplo 2.2. Sea G un grupo finito. Denotamos por L*(G) al espacio vectorial de funciones defi-
nidas en G a valores complejos dotado con el producto interno.

(fi.f2) = Y. fi(g)fa(g), paratoda fi, f € L*(G). @2.1)

geG

En el espacio L*(G) consideramos las representaciones [L(g) f](h) = f(g~'h) y [R(g)f](h) = f(hg)
para todo g,h € Gy f € L*(G), se las conoce como la representacion regular izquierda y represen-
tacion regular derecha respectivamente.

Ejemplo 2.3. Sea G = G, el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de permutaciones de
n elementos, equivalentemente, los elementos de S, son todas las biyecciones 0 : I, — I, donde
L, ={1,2,...,n}.

Sea V un espacio vectorial de dimension n'y {ey,ey,...,e,} una base ortonormal fija de V,
definimos p(0)e; = eg(jy para todo 0 € &,y j € I, asi definida (p,V) es una representacion de G,
se la conoce como la representacion permutacion, se cumple ademds que no es irreducible.

Por ejemplo, un &,,- subespacio invariante es W = {w = Z’}lejej eV: Z;?:lxj = 0}. Es fdcil de
probar que W es &,-invariante y es irreducible, a la representacion (p,W) la llamamos represen-
tacion estandar de S,,.

Recordaremos ahora formas de construir representaciones de G a partir de otras dadas
Definicion 2.4. Sea G un grupo finito

= Si (p,V,) es una representacion de G, entonces la representacion contragradiente o represen-
tacion dual (p’,V,) estd definida en V,y = VJ, el espacio vectorial dual de V), de la siguiente
manera
(P'(g)(A)(v) = Ap(g ")), paratodo g€ G, A EV), veEV,.

» Sean (p,V),(o,W) representaciones de G entonces (p & o,V @& W) es representacion de G,
conocida como la representacion suma directa, donde

(poo)(g)(v+w)=p(g)v+o(g)w.

= Sean (p,V),(o,W) representaciones de G entonces (p ® o,V ® W) es representacion de G,
conocida como la representacion producto tensorial de V'y W, donde

(p@o)(g)(vow)=p(gveo(g)w.
Nota 2.5. Sean (p,V),(o,W) representaciones de G, recordemos que Hom(V,W) es el espacio de
todas las aplicaciones lineales de V en W, cuando p = ¢ denotamos simplemente por End(V).

Por las definiciones anteriores sabemos que el dual de una representacién y el producto tenso-
rial de representaciones de G son también representaciones de G, entonces también Hom(V,W) y
End(V) seran representaciones de G via las identificaciones

Hom(V,W)=V'@W y End(V)=V'®V. (2.2)
2.2. Representaciones unitarias y operadores de entrelazamiento.

Sea V un espacio vectorial complejo de dimension finita dotado de un producto interno (—, —),
entonces podemos definir la nocién de representacion unitaria.



2.2. REPRESENTACIONES UNITARIAS Y OPERADORES DE ENTRELAZAMIENTO. 17

Definicion 2.6. Sean V y W dos espacios vectoriales dotados de productos internos (—,—)y y
(—,—)w, respectivamente.

= Dado T : V — W aplicacion lineal, el adjunto de T es la aplicacion lineal 7* : W — V tal que
(w,Tv)w = (T*w,v)y paratodov € V,w e W.

» Una aplicacién lineal U : V — W es unitaria si U*U = 1,UU* = I, es decir, (Uv,,Uv2), =
(v1,v2), paratodo vi,v, € V.

= Decimos que (p,V) es una representacion unitaria de G si preserva el producto interno, es
decir, si (p(g)vi,p(g)v2) = (vi,v2) paratodo vi,v2 €V, y g €G.

Proposicion 2.7. Sea (p,V) una representacion de G, si V esta dotado de un producto interno
(—,—), definimos

(vi.v2) = ) (p(g)vi.p(g)va) paratodovi,vy €V,
geG

asi definido, (—,—) es un producto interno bajo el cual p es unitaria.
Demostracion. Ver [T], pag. 3-4. U

Definicion 2.8. Sea G un grupo finito

» Dadas dos representaciones (p,V,) y (0,Vs) de G y un operador T € Hom(V), V), tal que
Tp(g) =0(g)T paratodo g€ G,

decimos que T entrelaza p con o, que T es un operador de entrelazamiento entre ellas o que
T es un G-morfismo. Denotaremos por Homg(V), Vs ) (0 por Homg(p,0)) al espacio vectorial
de todos los operadores de entrelazamiento de p con ©.

» Siexiste T € Homg(V), V) isomorfismo lineal, decimos que p y o son equivalentes 'y escri-
bimos p ~ ¢ 0V, = V5. Es fécil ver que ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto de
representaciones de G. Denotamos por G al conjunto de todas las clases de equivalencia de
representaciones irreducibles de G y para simplificar la notacién denotaremos p y a su clase
de equivalencia [p] por el mismo simbolo.

= Sean (p,V,) y (0,Vs) representaciones unitarias de G, si existe T € Homg(V,,Vs) tal que
T es operador unitario y es un isomorfismo, entonces diremos que p y G son unitariamente
equivalentes.

= Si (p,V) es una representacién de G, denotamos por Homg(V,V') (o por Endg(V) al conmu-
tador de p, es decir al conjunto

Homg(V,V) =Endg(V) ={T € Hom(V,V) : Tp(g) = p(g)T para todo g € G}.

Lema 2.9. Sean (p,V) y (0,W) dos representaciones unitarias de G, si ellas son equivalentes
entonces son unitariamente equivalentes.

Demostracion. Ver [3] pag. 4-5. O

A partir de la Proposicién 2.7 y por el lema anterior de aqui en mds consideraremos representa-
ciones unitarias y cuando dos representaciones sean equivalentes asumiremos que son unitariamente
equivalentes.

El siguiente resultado nos indica que la dimensién de Homg(V,W) depende de la equivalencia
de las representaciones que se consideran.
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Lema 2.10. (Lema de Schur) Sean (p,V,) y (0,Vs) dos representaciones irreducibles de dimension
finita de Gy sea T : V, — Vs un operador de entrelazamiento, se cumple que

1) Si p y o no son equivalentes, entonces 7" = 0.
ii) Si p y o son equivalentes, entonces 7 es un isomorfismo. En particular si p = o, entonces

T = al, para algin o € C.

Demostracion. Ver [8] pag. 7. O

2.3. Coeficientes matriciales y sus relaciones de ortogonalidad

Asf como vimos en el Ejemplo 2.2 denotamos con L?(G) al espacio vectorial complejo de todas
las funciones a valores complejos sobre G, con el siguiente producto interno.

(fi.f2) =Y fi(g)f2(g), paratodas fi,f> € L*(G). (2.3)

geiG

Definicion 2.11. Sea (p,V,) una representacion de G, V, espacio vectorial con producto interno
(—,—). Dados v,w € V},, la funcion p,,,, dada por p,,,,(g) = (p(g)w,v) para todo g € G, se denomina
coeficiente matricial de la representaciéon p.

Denotamos con E,, el subespacio vectorial de L?(G) generado por todos los coeficientes matri-
ciales de p.

La terminologia se debe a que si tomamos {v;}; una base ortonormal de V,, y denotamos por
Pi.j = P,v;» entonces p(g), vista como una matriz de n x n coincide con (p; ;(g)), j» en otras pala-

bras, los p; j(g)'s son los coeficientes matriciales de p(g) para todo g € G. En particular el caricter
de la representacion p estd dado por

d(p)
E(g)=tr(p(g)) = ; Pii(g)-

Proposicion 2.12. (Relaciones de ortogonalidad de Schur) Sean (p,V,) y (0, Vs) representaciones
irreducibles de G.

i) Si p y 0 no son equivalentes entonces, E, y Es son ortogonales.
ii) Para v,w,v',w’ € V, tenemos

. G|
Vo) (w,w')  es decir s PV W :|—
(Vo v) (wyw') {Bvaws Pvr 1) 20p)

o vy ww').

e 1G]
Lol w7 = ;2

iii) Si {v;} es una base ortonormal de V,, y p; j = Py, ;, entonces
d .
{ %pi,j:lv.]:l?""d(p)}
es una base ortonormal de E,.

Demostracion. i) Dados v € V), V' € V5, definimos S = S,/ : V, = V5 por

S(w) =) (p(g)wv)o(g (V).

g€G
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S es un morfismo de entrelazamiento entre p y ¢ pues

S(p(w) =Y (p(glp(Iw.v)o(g)(V) = Y (p(gx)w,v)a(s™) ()

geG geG

= Z ol (V) =o(x)S(w).

uceG

2.4)

Como p y o no son equivalentes, por el lema de Schur 2.10 resulta § = 0. Entonces, si v,w € V, y
VoW e Vg
0=(S(w),w) = Y. (p(g)w.v){c ()W V) = (Puw, Ovr ).
geG
Lo que demuestra que coeficientes matriciales de representaciones irreducibles no equivalentes son
ortogonales en L*(G).

ii) Consideremos el caso en que ¢ = p, entonces S = S,/ es el operador de entrelazamiento en
V), dado por .
Sw) =Y (p(ewvp(g~ ")V

geG

Por Lema de Schur 2.10, para S, existe & = o(v,V') € C tal que S = a/, donde [ es la identidad en
Vp. Sea {v;}; una base ortonormal de V,,. Tomando traza tenemos

d(p
=tr(S)=od(p). (2.5)
l:l

Usando que v = sz{(:pl) (vvjvjyv = Zfip]) (V/,v,)v, obtenemos

=
S
=

d(p)

tr(S) = =) Z Z (o) Y P (g)viv) (v, p(8)vi)

i 1 gcG j=I1 r=1 i=1

Como p(g) es un operador unitario, las filas de su matriz (respecto una base ortonormal) son
vectores ortonormales, es decir Z;l:(’i) (p(g)vi,vj)(vr,p(g)vi) = 8y por lo tanto

dip)
ad(p)=1r(S) =Y, Y. (mv)(V',v;) =[GI(V,v).

g€G j=1

Usando (2.5) resulta que S = a con @ = %(V’ ,v). Entonces

%(V/>V> <W>W/> =p <Wa W/> = <S(W),W,> = Z <P(g)W, V> <G(g)wlavl>a

geG

lo que concluye la demostracién de ii). Finalmente la parte iii) se deduce facilmente de ii). ]
2.4. El algebra de grupo de G y algunas subalgebras destacadas.
Asi como se menciond en la introduccidn, la teoria de funciones esféricas definidas en un grupo

finito G esta cercanamente relacionada al dlgebra de grupo de G y ciertas subdlgebras de esta.

Definicion 2.13. Consideramos G un grupo finito



20 CAPITULO 2. ANALISIS ARMONICO EN GRUPOS FINITOS

= Sean f1, f> dos funciones a valores complejos definidas en G. La convolucion de f con f; es
la funcién definida por

(fixf)(g) =Y filgx™ (2.6)

xeG

equivalentemente podemos escribir la convolucion de las siguientes formas

(fixf)e) =Y fikfakx"g) =Y, filhfa(l), paratodogeG

xeG hleG
hK:g

» Para todo g € G denotamos por &, a la funcion de Dirac centrada en g, que es

1 six=g,
O, (x) = .
(%) {0 six#g,

El espacio vectorial complejo A[G] con el producto de convolucion es un dlgebra, la denomina-
mos el dlgebra de grupo de Gy d, es su identidad.

Nota 2.14. Si K es un subgrupo de G entonces A[K| puede ser visto como una subélgebra de A[G],
extendiendo una funcién f € A[K] a f € A[G] por f(x) =0, para x ¢ K . Observamos que con esta
identificacion tenemos fxh = f xh.

El grupo G actiia por conjugacion en el dlgebra de grupo A[G]

(¢-)(x)=f(g"'xg), paratodo f €A[G], yx,g€G.
Equivalentemente g- f = &, * f x 6,1, para todo g € G y f € A[G].
Definicion 2.15. Dado un grupo finito G.

» Si f € A[G] es tal que f*h = hx f para todo h € A[G] diremos que f es una funcion central o
funcion de clases.

» Denominamos centro del dlgebra de grupo A[G] a la subdlgebra que consiste de todas las
funciones centrales de A[G], lo denotaremos por A[G]€, es decir

A[GI® ={f €A[G]: fxh=hxf, paratoda h € A[G]}.

Lema 2.16. Una funcion f € A[G] es central si'y solo si es constante en cada clase de conjugacion,
es decir

f(g 'xg) = f(x), paratodox,geG.

Demostracion. Ver pag. 99 en [3]. U

Recordemos que si (p,V') es una representacion de G denotamos por d(p) la dimensién de V' y
por &, al cardcter de p. En la siguiente proposicién enunciamos algunas propiedades del cardcter de
toda representacion de G, entre ellas que son funciones centrales.

Proposicion 2.17. Sea (p,V) una representacion de G, para todo x,g € G se cumple
= Sple) =d(p),
= ‘Sp(ngfl) =&p(x).

Demostracion. Ver [4] pag. 93. O
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Recordemos que dado (p, V) representacion de G, denotamos con x, a d(p)&p.

Proposicion 2.18. Sean o,p € G, se tiene

G sip~ o0,
oo — {\ % sip o
0 en otro caso

Demostracion. Sean {vl} y {w J} bases ortonormales de V, y Vs respectivamente. Parax € G,
tenemos

(Xp*%c)( Z(ép () &s(y lx)

yeG
d(p)d(o)
=d(p)d(o) Zl Zl Z;,;<p(y)vl,v,><c(y>w],c<x>w1>
=1 j=1lye
d(p)d(c)
=d(p)d(o) 1 (Privis O e, )
i=1 j=1

Por las relaciones de ortogonalidad de Schur de la Proposicién 2.12, si py ¢ no son equivalentes,
los coeficientes matriciales py, ., € Ep y Oy, 5(x)w; € Eo son funciones ortogonales y por lo tanto

(Xp*Xo)(x)=0.
Si ¢ ~ p entonces
(%P*Xp Z Z Vz; z )Vjap(x)vj>
i,j=1yeG

usando las relaciones de ortogonalidad de Schur, obtenemos

2d(p) 6l d(p)
=d(p) & 1) (vi,vi) (P (x)vj,vi) =|Gld(p) ,:21 (p(x)vj,vj) = |G| 2p (x).

2.5. Semisimplicidad de representaciones de G

Como en toda teoria, antes de empezar la clasificacion de las representaciones de un grupo finito
se presta atencién a aquellas que son “las mas simples " y que conforman las demads, este concepto
se traduce en representaciones irreducibles del grupo. Debemos ver entonces la relacion que hay
en una representacién arbitraria con respecto a las representaciones irreducibles. La llave de esta
relacién estd contenida en el siguiente resultado.

Proposicion 2.19. Sea (p,V) una representacion de G. Si W es una subrepresentacion de V, enton-
ces existe un subespacio W' complementario de W y que es también G-invariante, es decir tal que
V=WaeWw.

Demostracion. Ver [8] pag. 6. O
Nota 2.20. Sean (u,W) representacion irreducible de G y (p,V) una representacion arbitraria de

G, decimos que p contiene a Il 0 que U aparece en p, si (p,V) contiene alguna subrepresentacion
isomorfa a (u,W).



22 CAPITULO 2. ANALISIS ARMONICO EN GRUPOS FINITOS

Como consecuencia directa de la Proposicidn anterior tenemos

Corolario 2.21. Sea (p,V,) una representacion de G. Entonces V,, es una suma directa ortogonal
finita de subrepresentaciones irreducibles V..

r
Vo =EPv,, (2.8)
j=1

en este caso denotamos por p = @;: 1P
Esta propiedad es llamada completa reducibilidad, o semisimplicidad.

Proposicion 2.22. Sean p,c representaciones de G, si p = @;: 1Pj Y O es irreducible. Entonces,
denotamos por mg(p) = |{j : pj ~ O }| tenemos

1 1

mo(p) = 7<§p7§6> = @

G Y So(@)8s(e - 29)

geG

En particular, mg(p) no depende de la descomposicion elegida de p.
Demostracion. Ver [4] pag. 94. U

Definicién 2.23. El nimero mq(p) en la ecuacion (2.9) es llamado la multiplicidad de ¢ como
subrepresentacion de p. Claramente, si ¢ no esté contenido en p, entonces mq(p) = 0.

Si bien la descomposicién en la ecuacion (2.8) no es tnica, podemos escribir

V, = @mg(p)Vg.

esta descomposicién de V), si es tinica salvo el orden de los factores. El espacio mq(p )V es conocido
como la componente isotipica de © en p y lo denotamos por V().

Definicion 2.24. Sea G un grupo finito y K un subgrupo de G.

= Una representacioén (p,V) de un grupo G se dice libre de multiplicidad si todas las subrepre-
sentaciones irreducibles que aparecen en su descomposicién son no equivalentes a pares, es
decir si Vy, = @ Mo (p)Vo, entonces mg(p) < 1 paratodo o € G.

» Diremos que K es un subgrupo libre de multiplicidad de G si, para toda ¢ € G la restriccién
Res$ (o) es una representacién libre de multiplicidad de K. Cuando este sea el caso también
diremos que el par (G,K) es libre de multiplicidad.

Consideremos ahora un subgrupo K de G, por lo anterior tenemos que toda representacion de
K se descompone en suma directa de irreducibles, el siguiente resultado hace referencia al operador
proyeccion del espacio en cada componente isotipica.

Proposicion 2.25. Sea (p,V),) una representacion de K y sea 10 € K una representacion que aparece
en Res$(p). El operador lineal de V,, definido por

1

Pr=—
T IK]

Z %ﬂ(k_l)p(k)v

keK

es la proyeccion ortogonal de V), sobre V).
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Demostracion. Comenzamos probando que Py es una proyeccion.

I e
Pr = ’K‘zk g‘é[{xn TP (kky) = WkéKln(k Nz 0)p ()
1 p(x) —
’K‘zxg( Xnx X)) (1 )p(x) = K] xg{?(n( )P (x) = P,

por la Proposicién 2.18. Mas atin Py es una proyeccion ortogonal pues

kek kekK

Vemos ahora que Py (v) = 0 para todo v € V, <V, con u # 7.

Sea {e;} una base ortonormal de V; < V,,. Entonces

(Pev, Ppv) = (Pov, Piv) = (P2v,v) = (Pev,v) Z Xr(k v, V)
|KwkeK
d(r d(m) B
T E Y (rl ene (k)
keK i=1
d(z d(m) -
T E Y G e e =
keK i=1
Cuando U = 7 tenemos
d(m a(m) e
(Prej,er) —) (m(k)ej,e,)(m(k)ei,e;) = Q(n’l )
‘K| keK i=1 i=1 ‘ ’

la penudltima igualdad surge por ii) de la Proposicion 2.12. Por tanto Pre; = e; y queda demostrado
que Im(Pr) = V(z), lo que concluye la demostracién. O

2.6. Teorema de Peter-Weyl.

El objetivo en esta parte es, en primer lugar, considerar la representacion regular izquierda
de A[G] y establecer su descomposicion en subrepresentaciones irreducibles vista como G-médulo.
Posteriormente establecer esta descomposicion considerando esta vez A[G] como un G x G - médulo.

Como vimos en el Ejemplo (2.2) en A[G] tenemos la representacion regular a izquierda L dada
por

L:G— GL(A[G]) [L(g)f](x) = f(g"'x) paratodo f € A[G],g,x €G.
Teorema 2.26. Sea G un grupo finito, consideramos la representacion regular izquierda (L,A[G]).

» Toda representacion irreducible (p,V,) de G aparece en la descomposicion de L con multi-
plicidad igual a su dimension d(p).

IGl=)d(p)* y AlGl=Pd(p)V,

peG peG
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Demostracion. Para la demostracion de este resultado ver Teorema 3.7.11 de [4], pag 95. O

Recordemos las definiciones de las representaciones regulares a izquierda y derecha de A[G].

L,R:G— GL(A[G]) estan dadas por

LENE = Fe 0y REAW =f() paratodo feAlG)greG.

Tenemos que A[G] es un G x G-mddulo, via la representacion L ® R, definida de la siguiente forma

(L®R)(x,y)(f)(g) =L(x)R(y)f(g) = f(x'gy) paratodo f €A[G] gx,y€G.  (2.11)

Si (p,V)) es una representacion irreducible de G, recordemos que la representacion contragra-
diente (p’,V,y) esta definida en V= V,;, el espacio vectorial dual de V), por

(p'(g9)A)(v) =A(p(g ')v), paratodo geG,Ae Vé, veV,.

Dado A € Vy y w € V), definimos 4, ,, € A[G] por A, ,,(g) = A (p(g)w).

La aplicacién
Vo xV, — A[G] dadapor A xwi A,

es bilineal, por tanto se extiende a la aplicacion lineal
Vo @V, — A[G] dadapor A@w i Ap . (2.12)
es decir (A ®@w)(g) = A(p(g)w), paratodo g € G.
Observemos que el siguiente diagrama conmuta
V@V, —— A[G]
pep0) | | wer
V,; ®V, —— A[G]

Entonces la aplicacién definida (2.12) es un G x G-morfismo pues

(LX)RM)Ap0)(8) = Alp(x~'gy)w) = (p'(x)A) (p(8)p ()W)
= Ay ()apw(8):
es decir L(x)R(y)Ap.w = Ap/(x)p,p(y)w» Para todo x,y € G. Ademds V; @V, es G x G-irreducible,
por ser el producto tensorial de dos G-mddulos irreducibles. Por lo tanto el morfismo definido en
(2.12) es inyectivo y podemos identificar VI; ® V), con su imagen en A[G]. Notemos que esta imagen
coincide con E, C A[G], el espacio generado por los coeficientes matriciales de p, pues dado p € VI;

por el Teorema de representacién de Riez existe un tnico v € V,, tal que p(w) = (w,v) para todo
w €V, yporlo tanto Ay, = Py

Estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente resultado.
Teorema 2.27. (Teorema de Peter-Weyl) Si G es un grupo finito, entonces
AlGl=PV,®V, y LoR=EPp @p,
peG peG

en la descomposicion de A|G] la suma del lado derecho es una suma directa ortogonal de G X G-
modulos irreducibles.
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Demostracion. Por lo mencionado antes, dado p € G, V[; ®Vp es un G x G-submddulo irreducible
de A[G], via la identificacion (p @ w)(g) = A(p(g)w) para A € V), w € V,, y g € G, tenemos que
V, ®V, coincide con Ep.

Por la Proposicion 2.12 sabemos que P
submddulos irreducibles de A[G].

pcéVp , @V, es una suma directa ortogonal de G x G-

Calculemos ahora la multiplicidad de una representacién p € G en el G-médulo (R,A[G]) donde
R es la representacion regular derecha. Sea P : A[G] — A[G] la proyeccién ortogonal sobre la p-
componente isotipica en A[G]. Por Proposicién 2.25 tenemos que

71
P . (2.13)
i 6| g;c P8

Entonces, tomando traza a ambos lados obtenemos que la multiplicidad mg(p) es
P —
me(p) = 5 = b= ¥ o (g7 u(R(8)) = sk 40 (€)|Gl = d(p),
geG

pues tr(R(g)) = 0 para todo g # e y tr(R(e)) = |G].

Por lo tanto, la p-componente isotipica en A[G] contiene d(p) copias de V,, y por otra parte
d(p)

tenemos que V,; QVp = QB Vp, como G-médulo. De acd deducimos que V,; ® V), es la componente
j=1

p-isotipica de A[G] lo que completa la demostracion. O

Proposicion 2.28. La proyeccién ortogonal P de A[G] sobre Vy @V, estd dada por

1
P(f) = Xp*f:ﬁf*?(p- (2.14)

G| G

Ademds V,; ® V) es un ideal bildtero de A[G] con ﬁ Xp como una identidad.

Demostracion. Partiendo de la ecuacién (2.13) se verifica que P, (f)(x) = % (f *xp)(x), para toda
feAGlyxeG.

Sife V;; @VyyheV,®Vsconp,o € G representaciones no equivalentes, entonces, por la
Proposicién 2.18 tenemos

’G|2f*(xp*xc)*h 0.

Por lo tanto V; ®V), es un ideal bildtero de A[G].

Si f € V, ®V), entonces
1

1
— Aok f=f=—f*X
G| G|” P

la primera igualdad es porque P(f) = f y la igualdad entre el primer y dltimo término es directa a
partir de la definicién de la convolucién. Asi ﬁ Xp es la identidad del dlgebra VI; ®Vp. O
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2.7. Representaciones irreducibles de A|[G]

Estableceremos una relacién biunivoca entre las representaciones irreducibles p de G y las
representaciones irreducibles de A[G]. Obtendremos este resultado en el Teorema 2.31. Finalmente
en el Teorema 2.33 establecemos una base de A[G]°, que es el centro del dlgebra de grupo A[G], y
se relaciona la dimensién de esta subélgebra con la cantidad de clases de conjugacion en G.

Definicion 2.29. Sea (p,V) una representacion de G, se define la extension de p a A[G] como el
operador

p:A[G] = End(Vs),  f— Y f(g)p(g)

geG

Denotamos a 6(f) por f(c) y lo denominamos la transformada de Fourier de f con respecto a la
representacion p.

Proposicion 2.30. (Férmula de la inversion de Fourier) Para toda f € A|G] vale la siguiente férmula

1

f(g):@

Y dp)tr(p(s ) f(p)) paratodog € G.

peG

Demostracion. De la Proposicién 2.12 y del Teorema 2.27 sabemos que los coeficientes % Pi.j

calculados respecto a una base ortonormal {vf }f.l:(’;), para todo p € G constituyen una base ortonor-
mal de L?(G), entonces también el conjunto

d(p) = AL
(5 pijipeG ij=1,..dp)}
es base ortonormal de L?(G), por tanto, para f € A[G] tendremos

sz (f:Pij)Pij(8)-

peG iJ
En general, si S,7 € End(V,) entonces
tr(TS) = Z(Tv’,’,vf’><5vf,vf ). (2.15)
LJ
como
fapl,j Zf pt] Zf ]a l>:<f(p)vlj)7vi)>
geG geG
Y 7 7 1 1y 7
Y F )5 )Py = L AF (V] v ) (7 ] vE) =t (p(s7)f(p))-
i,j LJ
la ultima igualdad es por la ecuacién (2.15). O

Teorema 2.31. Para toda (0;V) representacion de G se tiene que 6 es una representacion de A[G|.
Reciprocamente, si L es una representacion de A|G|, entonces L es la extension a A[G| de alguna
representacion ¢ de G, L es irreducible si y solo si ¢ lo es. Mds aiin, el conjunto de todas las
representaciones irreducibles de A[G| separa los puntos de A[G].

Demostracion. La demostracion de la primera afirmacion se sigue de la observacion de que Sg (0)=
o(g). Ademds si (L,W) es una representacion irreducible de A[G] y definimos ¢ : G — End(W)
por ¢(g) = L(§,) se cumple que 6 € G y 6 = L. Finalmente si f(p) = 0 para toda p € G por la
Proposicién 2.30 tendremos que f(g) = 0 para todo g € G, esto significa que las representaciones
irreducibles de A[G] separan los puntos de A[G]. O
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Recordemos, por el Lema 2.16, una funcién f € A[G] es central si f(g~'xg) = f(x), para todo
x,g8 €G.

Proposicion 2.32. Sea f € A[G] una funcion central y (p,V) representacion irreducible de G. En-

tonces 1

1 _
f(p)=al, donde o= mg;f(g)ép(é’) = m(ﬁép)-

Demostracion. Ver [4] pag. 100. O

Teorema 2.33. El conjunto de caracteres {&, : p € G} de un grupo finito G es una base del centro
del dlgebra del grupo G, que es A|G)°. En particular si € (G) denota el conjunto de todas las clases
de conjugacion de G entonces

Gl =1¢(G)].

Demostracion. Por las Proposiciones 2.17 y 2.18 sabemos que {x, : p € G} es un conjunto ortogo-
nalen A[G]. Sea f € A[G]° tal que (f, &,) = 0 para todo p € G. Por la Proposicién anterior tenemos
que f (p) =0paratodo p € G y por la férmula de inversién de Fourier, ver Proposicién 2.30, f =0,
con lo cual tenemos que {y, : p € G} es base ortogonal de A[G]°. La dimensién coincide con la
cantidad de clases de conjugacién por el Lema 2.16. O
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3

Funciones Esféricas Matriciales en Grupos
Finitos.

En [17] Tirao desarroll6 el concepto de funciones esféricas matriciales y sus principales propie-
dades. Consider6 grupos G localmente compactos unimodulares y K un subgrupo compacto de G.
El propésito de este capitulo es presentar de forma sistemadtica los conceptos y propiedades de estas
funciones considerando G un grupo finito y K un subgrupo arbitrario.

3.1. Definicion y propiedades principales

Sea G un grupo finito y K un subgrupo de G, denotaremos por e el elemento neutro de G. Sea K
el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones complejas, finitas e irreducibles
de K. Para 7 € K escribimos y = d()&z, donde d(7) es el grado de 7, es decir, la dimensi6n de
cualquier representacion en la clase de 7 y &, es el cardcter de una de ellas.

Denotaremos por V un espacio vectorial de dimensién finita sobre C, End(V) al espacio de
todas las transformaciones lineales de V en V y por I al operador identidad en End(V).

Una funcion esférica zonal de G es una funcion a valores complejos ¢ : G — C que satisface

Z ©(gkh) para todo g,h € G. 3.
keK

ple)=1 "y o(g)eh)
IK |
Una qtil generalizacion de la anterior definicion es

Definicién 3.1. Sean G un grupo finito, K un subgrupo arbitrario de Gy & € K. Una funcion esférica
® en G de tipo 7 es una funcién ® : G — End(V) que satisface

i) ®e) =

i) ®(g)P Z Xr(k™ ) P(gkh) para todo g,h € G,

’K| keK

También diremos que @ es funcion esférica de K-tipo &, ademds para hacer referencia a las
funciones esféricas del grupo G de cualquier K-tipo diremos las funciones esféricas del par (G, K).

Notemos que si consideramos 7 la representacion trivial de K y V = C esta definicién coincide
con la de funcién esférica zonal.

29
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Proposicion 3.2. Si @ : G — End(V) es una funcion esférica de tipo m entonces:
i) D(kigky) = D(ky)P(g)P(k2), para todo ki, k, € K, g € G.

ii) k — ®(k) es una representacion de K tal que cualquier subrepresentacion irreducible es
equivalente a T en K.

Demostracion. Sean ki € K'y g € G, de la definicién tenemos

(k1) = P(e)®(kig) = — Y Xn(k™)P(kkig)

‘K| kek

como X es funcién de clases podemos considerar u~! = kl’lk”lq con lo que tendremos

D(k1g) = — Y xn(u ") D(kjug) = D(k;)D(g).

’K| uck

De la misma forma probamos que ®(gk,) = ®(g)P(k2).

Para probar la segunda parte observemos que ®(kjky) = P (k;)P(kz), si ponemos g = e en la
primera parte, de donde k — ®(k) es una representacion de K. Por definicién tenemos

I=® (e) Xr(
€)@ m& "

De la Proposicion 2.25 tenemos que ﬁ Yiek Xn(k~1)®(k) es la proyeccién de V en la componente
isotipica de tipo 7, V(r), bajo la representacién k — ®(k). Asi, tenemos que I = Py y por tanto todas
las subrepresentaciones irreducibles de k — P (k) son equivalentes a 7. O

Nota 3.3. Observemos que una consecuencia de la Proposicién anterior es que toda funcién esférica
@ determina su tipo univocamente. El nimero de veces que 7 aparece en la representacion k — ®(k)
se llama altura de la funcién esférica P.

Cuando K es un subgrupo contenido en el centro de G y ® es una funcién esférica de G tenemos:

D(g)P Z Xn (k™" )P (gkh) =

kek

X (k )@ (gh) = P(gh),
% >
que para todo g,h € G, es decir, ® es una representacion de G. Cuando K = {e} las funciones
esféricas en G son precisamente las representaciones de dimension finita de G. Si G es abeliano las
funciones esféricas son las representaciones de dimensién finita de G las cuales satisfacen ii) de la

Proposicion 3.2.

Otro caso extremo ocurre cuando G = K, en este caso las funciones esféricas son las represen-
taciones de dimension finita de G con todas sus subrepresentaciones irreducibles equivalentes.

Definicién 3.4. Diremos que una funcién no nula ® : G — End(V) es irreducible cuando el con-
junto {®(g) : g € G} es una familia irreducible no trivial de transformaciones lineales de V en V, es
decir, todo subespacio ®(G)-invariante de V es trivial.

Definicién 3.5. Sean @ : G — End(V) y ®; : G — End(V}) funciones esféricas de G de tipo T,
diremos que son equivalentes si existe un isomorfismo lineal 7 de V sobre V; tal que ®;(g) =
Td(g)T ! paratodo g € G.

Proposicion 3.6. Cualquier funcion esférica ® de tipo © es la suma directa de funciones esféricas
irreducibles de tipo T.
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Demostracion. Sea (-,-) un producto interno en V' y definimos

(u,v) =Y (@(g)u, ®(g)).

geG

Entonces es claro que también (-, -) es un producto interno en V. Mas atdn, probaremos que

(@(x)u,v) = (u,d(x"")) (3.2)

para todo x € G. De hecho,

@) = T (@020 0(e)) = 77 T T (el ) (eko)0(e))

geG geGkek (3 3)
Z Y (P(gx)u, xx (k) P(gk™')v) = Y (P(gx)u, D(g)v).
geerK gcG
Hemos usado Yz (k~!) = xz (k). Similarmente tenemos
(u, @(x ) = Zé@(g)uaq’(g)q’(x_l)ﬂ
g€
= ‘Ilq Zék%(q’(g)”»ln(kA)q’(gkxfl)") (3.4)
‘K| Y ) (r(k)®(gxk™)u, D(g)v) = ) (P(gx)u, P(g)v).
geGkek geG

De (3.3) y (3.4) tenemos que (3.2) se cumple.

Si U C V es un subespacio invariante bajo ®(g) para todo g € G y U’ es el complemento
ortogonal de U con respecto al producto interno (-, -), entonces de (3.2) se sigue que U’ también es
invariante. Completamos la demostracion de la proposicién por induccién en dimV'. 0

Sea ¢ funcidn a valores complejos, solucién de la ecuacién (3.1). Si @ no es idénticamente nula
entonces @(e) = 1. (cf. [12], pag. 400-401). Este resultado se generaliza de la siguiente forma.

Proposicion 3.7. Sea ® : G — End(V) funcion que satisface

D(g Z Xn(k~)D(gkh) paratodo g,h<€G.
’K| keK

Si @ es irreducible entonces ®(e) = I.

Demostracion. Seav €V arbitrario y fijo, W, el espacio vectorial generado por {®(g)(v) : g € G},
como
P)P)(1) = - ¥ 2elk™P(k) (1) € W,
’ ‘ kek
lo cual demuestra que W, es ®(G)- invariante, por lo tanto es {0} o V. Como ® es irreducible por
definicién es no nula, entonces W, = V para algtin v € V. También tenemos

PPV) = i T 2k 0I20)
1 1
‘KPIEKXE V(1) (xkly) = |K|2k%{xn N (17 )@ (xly)
1 | 1 B
=K lg((aar 1) (1)@ () = zer”(l YD (xly) = D(x)D(y).
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por lo tanto
D(x)P(e)P(y) = P(x)P(y). 3.5

Como W, =V para algiin v € V entonces todow € V es de laformaw =Y | ®(g;)vy por lo tan-

to D(x)P(e)w = Y7 | D(x)P(e)P(g;)v. Por la ecuacion (3.5) tenemos que Y7, P(x)D(e)P(gi)v =
P (x)P(gi)v = P(x)w. Por lo tanto se ha probado que ®(x)P(e) = P(x) para todo x € G.

Para probar que ®(e)®P(x) = ®(x) para todo x € G supongamos que para algin vp € V y algtin
x € G se tiene ®(e)P(x)(vo) # P(x)(vo) de donde el vector v = D(e)P(x)(vy) — P(x)(vp) es un
vector no nulo de V tal que W, = {0} lo cual es un absurdo considerando que el subespacio vec-
torial unidimensional generado por v es G-invariante y ® es irreducible. Por lo tanto ®(e) es una
proyeccion la cual conmuta con ®(x) para todo x € G, de donde ®(e) =1. O

3.2. Caracterizacion de funciones esféricas como autofunciones.

Para la primera caracterizacion consideraremos una subélgebra particular de A[G] conocida co-
mo la subalgebra de K- puntos fijos. Esta subdlgebra serd fundamental en el estudio de las funciones
esféricas a valores matriciales en grupos finitos. Juega un rol similar al del dlgebra D(G)X cuando
G es un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G. En tal caso D(G)X es el dlgebra de
operadores diferenciales en G invariantes a izquierda por G y a derecha por K.

Obtendremos varias propiedades interesantes de las funciones esféricas a partir de la caracte-
rizacién de ellas como autofunciones de operadores de convolucién definidos en esta subdlgebra.
Comenzamos definiendo los conceptos necesarios.

Recordemos que el grupo G actiia por conjugacion en el dlgebra de grupo A[G]

(8- f)(x)=f(g"'xg), paratodo f € A[G], yx,g € G.
Equivalentemente g- f = &,  f * 6,1, para todo g € G y f € A[G].
Definicion 3.8. Considerando la accién de conjugacion de G en A[G]

» Denotaremos por A[G]X 1a subdlgebra de K- puntos fijos de A[G] y viene dada por,
AlGX ={f € A[G] : §* f = f &, paratodo k € K}.

» El dlgebra de funciones K-biinvariantes en A[G] esta dada por

A[G)**K = {f € A[G] : f(kigks) = f(g), paratodo ki,k; € K, g € G}.

Por el Lema 2.16, una funcién f de A[G] estd en A[G]X siy solo si f(kgk™') = f(g) para todo
k € K,g € G. A toda funcién que satisface esta propiedad la llamamos funcién K-central .

Definicién 3.9. Dado f € A[G] denotamos por Dy al operador multiplicacion a derecha por f en
A[G], es decir, D¢ (h) = hx f, para todo i € A[G], donde f estd definida por f(g) = f(g~") para todo
geq.

Nota 3.10. Es fécil verificar que (f; * fzj f>+ fi para cualquier fi, f> € A[G].

La aplicacion D : A[G] — End(A[G]) dada por D(f) = Dy es una representacién del dlgebra
A[G] sobre el espacio vectorial A[G]. Para una funcion @ : G — End(V') extendemos esta definicién
por Dy (®) = @ x f, es decir,

(Ds®)(g) = (P f)(g =) o “%)f(x), paracualquier f € A[G]X,

xeG
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Necesitamos varios pasos para demostrar la siguiente caracterizacion de una funcién esférica en G.

Teorema 3.11. Sea © € K. Una funcion ® : G — End(V) es una funcion esférica de G de tipo m si
y solo si

(i) Pe) =
(ii) ®(kigks) = P(k1)D(g)D(ky) para todo ki, ky € K, g € G,
(iii) (Dy®)(g) = P(g) (Dy®P)(e) para todo f € A[G]X, g € G,

(iv) La restriccion @, como una representacion de K es equivalente a una suma directa de copias
derm

Definicién 3.12. Con la notacién previa a (Ds®)(e) le denominamos autovalor de ® asociado a f.

Comenzamos probando la siguiente proposicion, la cual completa la demostracion de que una
funcién esférica @ : G — End(V) de tipo 7 € K satisface las condiciones (i) - (iv) en el Teorema
3.11.

Proposicion 3.13. Si & : G — End(V) es una funcion esférica entonces

(Dy®)(g) = ®(g) (DyP)(e),
para todo f € A[G)X, g € G.

Demostracién. Tomamos f € A[G]X y calculamos

®(g)(DyP)(e) = D(g)(Pf)(e (8) ) @y Y Y (k) @(gky) £ (v)
yeG ‘K| yeGkekK
Z Z Xn(k gy f(k™ y)
yEGkEK

como f es una funcién K-central

’K| Y'Y an (k) @(gy) fk! |K Y Y (k@ (gyk) f()

yeerK yeGkek

=Y ®(gy)f(y) = (@ f)(g) = (DsD)(g).

yeG

Esto concluye la demostracion. O

Para probar el reciproco del Teorema 3.11 probaremos que para ciertas funciones P la condicién
(iii) de este teorema es equivalente a la identidad (ii) en la Definicién 3.1. Ver Teorema 3.17 abajo.
Para este proposito introduciremos una funcién W cercanamente relacionada a @, la cual, de hecho,
tomaremos como un camino alternativo para la definicion de funcion esférica.

Recordemos que si K es un subgrupo del grupo finito G y (7,V) es una representacién de K,
denotamos por Endg (V) al conmutador de m, es decir

Endg(V) ={T € End(V) : Tm(k) = w(k)T paratodo k € K}.

Sea (0,V) una representacion de dimension finita de K tal que cualquier subrepresentacion
irreducible pertenece a la clase de & € K. Consideramos los siguientes espacios vectoriales

o ={P:G—End(V) : P(kigks) = o(k;)P(g)o(k2)},
={¥:G — Endg(V) : ¥es K-central y xz *¥ = |K|¥}.
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Lema 3.14. Sea € K, para todo k € K se cumple

K| (K1)
keZKn (kky k™! Wz.

Demostracion. Sea U = Y g m(kkik~!) claramente U es -morfismo, por el Lema de Schur 2.10
existe un escalar @ tal que U = a/, para determinar o tomamos traza en la dltima igualdad tenemos.

1) K] K|
o X b)) = Kk = s (M) = 4esaliy)
De donde X
K
a(x )Xn(kl) od(m).
esto concluye la demostracion. ]

Proposicion 3.15. Para ® € of y ¥ € B, definimos las aplicaciones lineales T y S dadas por

d(m)?

x L R s)

kekK

(TP)(g) = 7 Y. n()@(g)n(k™") ¥ (S¥)(g) =

kekK

K]

Entonces T es un isomorfismo de </ sobre By S es el inverso de T.

Demostracion. Si ® € o/, comenzamos demostrando que 7® € Z. Claramente para todo g € G
tenemos que (7®)(g) € Endg(V'), TP es una funcién K-central pues

(T®)(kigk; ') = K,

n(k) (k) (g)m(k; (k™) = (TP)(g).
Ademads T® satisface ) * (T®) = |K|TP ya que

X+ (T®))(8) = 777 Xa(k)m(k )@k g)m(ky )

‘ |kk1€K

SOOI WACLEEOETS

k€K

=Y w(kn)®@(g)n(k;") = K|(TD)(g),

k€K

pues (b Tic 2a(K) (k1) = 1.
Por otra parte, si ¥ € 4 entonces S¥ € &7,

(SP)(kigks) = Z m (k)W (ki gks) = W (kok k1 g)
| keK keK
d(m) 1
= T klkk ) (k g) = m(k (kz)
K Z S RED

= (k) (S¥)(g)m(k2),

hemos usado que, por hipétesis, w(k)¥(g) = ¥(g)m(k) paratodo g € Gy k € K.
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Para ver que S es inverso derecho de 7' tomamos ¥ € Z y observamos que

(TSYP)(g |K|2 Z Y, wlk)m(ka) W (ks 'g)m(ky )
kieKk,eK
kz g)
k€K ki €K
Por el Lema 3.14 tenemos K| ze (k)
Xr

nt(kikok ZiAn ) . 3.6
k]ZE,K thoki ') = d(m)? (3.6)

Por tanto

L e W) (g) = ¥(g).

(T5%)(s) = X

Xn(k2)® (k') =
|K| k€K g 2

Esto prueba que S es la inversa derecha de 7. Para ver que S es la inversa izquierda de 7 tomamos
bec

(ST®)(g K2 Z Y w(k)m(ko)@(ky ' @)y ")

’ ‘ k1€K koeK

K2 Z Y wlk)m(ko)m(k; D (g)m(ky )
’ ‘ k€K kreK

1 _

= g L me(k)®(g)n(s!) = (o).
k€K
En la pendltima ecuacién se ha utilizado el Lema 3.14, esto completa la demostracion. O

Lema 3.16. Sea ¥ : G — End(V) una funcion K-central, es decir, ¥(kgk™') = W(g), para todo
k€ K,g € G. Si¥ satisface (Dy¥)(e) = 0 para todo f € A[G)¥, entonces ¥ = 0.

Demostracion. Por hipétesis y definicion de convolucion de funciones en A[G] se tiene
0= (Dyy)(e) = (v [)(e) = Gl Y v/ (). 3.7

para toda f € A[G]X.

Sea f € A[G] arbitraria y fija, se define f°(x) = “ﬂZkGKf(kxk*I), asf definida f° € A[G)X,
aplicando esta funcién en la ecuacién (3.7)

0=Y v/ (x IKIZZW S (k™! mzzwk uk) f

xeG xeGkeK ucGkekK

por hipétesis w(k~'uk) = y(u) para todo u € G,k € K, reemplazando en la tltima igualdad

0=Y y(u)f(u)

ucG
lo que implica que la ecuacion (3.7) se cumple para todo f € A[G].

Para x € G arbitrario y fijo,sea h = §, € A[G] por definicién (D, y)(e) = y(x) por lo tanto se
tiene que y(x) = 0y esto concluye la demostracion. O
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Teorema 3.17. Sea ® € o7 y W = T D, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) W satisface la ecuacion funcional

1
Y(x)¥(y) = K| P (kxk~'y),
kek
(ii) P satisface la ecuacion funcional
1
kek

(iii) para todo f € A[G)X
(Df®)(x) = (x)(DrP)(e).

(iv) paratodo f € A[G)K
(D) (x) =¥ (x)(Ds¥)(e).

Demostracion. (i) implica (ii). Por hipétesis ® = SW, entonces

4
o)) = Y )Wk ) ) Pk )

‘ |2 kl,kzeK
d(m)* o
- (Kl Y wkika) Y Wk xk kg y)
| | ki, koK kek
d 4 d 2
= (”5 )3 ”(klkz)Z‘P(kilkkflxk_ly)zlg Y k) (kky k)
‘K’ k.ky,kreK kekK ‘K’ k.k1 €K
d(m)?
- ;l Y 7 (kykk ) (k! y) X Z%n O (xk1y),
‘ ’ k,kléK | ‘ke[{

en la dltima igualdad hemos usado (3.6).
(ii) implica (iii). Esto ha sido probado en la Proposicion 3.13.

(iii) implica (iv). Sea f € A[G]X, entonces

(Df¥)(e) =) ¥(» Z Y ®(kyk™! - L Z ) &(
yeG yeerK | €GkeK
= (Ds®)(e),
(k) (Dy®@)(e)m(k™") = m(k) ZG<1>(y)f (k") = ZGCD(kyk‘l)f »)
ye ye
=) o = (Dy®)(e).
yeG
También tenemos,
(Df¥)(x Z‘I’xy Z Zn (V)m(k™)
yeG yeerK
- ‘l,qk Kn(k)(chbxx)n(k*) = |11<k Kn(k)@(x)(Df@(e)n(k*)

— W(x)(D;P)(e) = ¥()[D ¥ (o).
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(iv) implica (i). Observamos que para cualquier x € G la funcién

1

P(x)¥(y) — P (kxk~y)

‘K| kek

como funcion de y es K-central. Si aplicamos el operador D a el y lo valuamos en la identidad e € G
obtenemos

W(x)(D, W) (e) - f X0,k
1

= ¥PAE - g T

P (kek ™) [D /] (e) = 0.

Aplicando el Lema 3.16, concluimos que la condicién (i) se cumple. Esto concluye la demostracion.
O

Ahora estamos en condiciones de completar la demostracién del Teorema 3.11.

Demostracion del Teorema 3.11. Si ® : G — End(V) es una funcién esférica de tipo 7 €
K entonces (i) vale por definicion, (ii) y (iv) siguen de la Proposicién 3.2 y (iii) se sigue de la
Proposicién 3.13.

Para el reciproco, si una funcién ® : G — End(V) satisface las condiciones (i) — (iv) del Teore-
ma 3.11 entonces para que ® sea una funcién esférica debemos probar que satisface

1

P0) = g &

Xn (k™ )CI)(xky),

para este fin emplearemos el Teorema 3.17 segiin el cual esta ecuacién es equivalente a

(Ds®)(x) = P(x)(Ds®)(e),
que P satisface por hipétesis.

Por hipétesis @ cumple que P (k;gkr) = D(k1)P(g)P(k2)}, lo que implica que P pertenece al
espacio vectorial &7, con 6 = @k, entonces por el Teorema 3.17 P satisface la ecuacién funcional
y es una funcién esférica de tipo 7. L.

Mas adelante, en el Teorema 3.40, daremos otra demostracion alternativa.

Si @ : G — End(V) es una funcién esférica de tipo 7 y altura p la funcién ¥ = T(®) : G —
Endg (V) ~M(p,C), se denomina contraparte de P, serd considerada como la otra cara de la misma
moneda. Asi podemos tomar la siguiente definicién equivalente.

Definicién 3.18. Una funcién ¥ : G — End(W) es funcién esférica de G de tipo 7 € K si
) W) =
i) xz+¥ = |K|V¥.

i) ¥(g)¥(h) = W(kgk'h), para todo g,h € G.

’K| keK

La dimensién de W, llamada la altura de W, es igual a la altura de & = S'V.

Nota 3.19. Cuando la altura de W es uno y 7 la representacidn trivial, entonces la definicion de
arriba coincide con la de funcién esférica zonal.
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3.3. Caracterizacion por representaciones de algebras

En esta seccién establecemos una segunda caracterizacién de funciones esféricas irreducibles
de G considerando esta vez representaciones irreducibles de ciertas subalgebras de A[G], a partir
de esta obtenemos propiedades de las funciones esféricas. Comenzamos definiendo los conceptos
necesarios para este fin.

Definicién 3.20. Consideremos una funcion arbitraria @ : G — End(V), podemos extenderla a A[G]
por
@:A[G] »End(V),  @(f)= ) f(8)P(g)
geG

Decimos que P es la extension de P.
Observamos que ®(f) = (@ * f)(e) y ®(3,) = P(g), para todo g € G.

Definicién 3.21. Sean 7 € K,y x; = d(7)E, donde &, es el caracter de 7. Introducimos la siguiente
subélgebra de A[G]
AzlGl={f € AlG]: X[ = f+Xr= K|S}

Observemos que ITIIZT es una identidad de Az [G].

Lema 3.22. La aplicacion P : f — ﬁfn * f % X, es una proyeccion lineal de A|G| sobre Az[G].

Demostracion. Por la Proposicion 2.18 obtenemos X, * X, = |K| X ;. Por tanto para toda f € A[G]
tenemos P2(f) = P(f) y P(f) € Az[G]. Més atin si f € Az[G] entonces ¥, * f * X, = |K|* f. Asi
obtenemos que f = P(f).

D

Proposicion 3.23. Sea ® : G — End(V) una funcion tal que Yz * P = ®* x5 = |K|D. Entonces P
satisface la ecuacion funcional

B(x)D(y) =

|K| keKXﬂ( ) (Xky)

si 'y solo si ® es una representacion de A[G).
Demostracion. Sea f € AG], entonces d(f) = Yeeo f(8)P(g) = (@ f)(e). Por tanto

Q[+ Xz) = (P (T [+ Xx) )e) = (@ (xax [+ 1) (e)
= K[ (@ f+xz)(e) = [K| Xz + @ f)(e) = [K[* (@xf)(e)  (3.8)
= [K[>®(f),
hemos considerado que (f k)Y =h* f, %, = ¥z y (fxh)(e) = (h* f)(e).
Abhora, usando (3.8) obtenemos
(XS *Xn) * X h* 2n)) = K| D(( f # T h 5 X )
= [KPO(f 2z xh) = KPP Y (f* X5 h)(0)P()

yeG
=K Y, Y (F+Zx) (0h(x™'y)@(y)
yeGxeG (3.9)
=K Y, Y Y kD)X (k)h(y)P(xy)

yeGxeGkekK
1

=K' L T 700 ( L e ek @0k ).

yeGxeG kek
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Por otra parte, por (3.8) tenemos

DL+ f* Xr) PArn x5 Xz) = K[ D(F)D(R) = [KI* Y, F(0)R(D)P(x)D(). (3.10)
x,yeG
Desde (3.9) y (3.10) vale para todo f,h € A[G], la proposicion se sigue inmediatamente. 0

Estamos en la posicién de demostrar un resultado muy importante el cual establece una cercana
conexion entre funciones esféricas de tipo 7 y representaciones del dlgebra A;[G].

Teorema 3.24. Si ® es una funcion esférica irreducible de tipo © € K, entonces la aplicacion

P:f ) flg)®

geiG
es una representacion irreducible de Ar[G|. Reciprocamente, si L es una representacion irreducible

de Az |G, entonces L = ® para alguna funcion esférica irreducible ® de G de tipo .

Demostracion. Sea ® : G — End(V) una funcion esférica irreducible de tipo 7. Entonces

(P xa)(g) = Y, P(gh)xz(k™ ) =D@(g) Y ®(k) (k') = K| D(g), (3.11)
kek kek

porque ®|, es una suma directa de representaciones de K todas en la clase 7 y por lo tanto tenemos
que ﬁ Yiex Xx(k~1)®(k) = I por la Proposicién 2.25. Similarmente obtenemos que y  *® = |K|®.

Ahora, por la Proposicién 3.23, tenemos que @ : Az[G] — End(V) es una representacion de
Az[G]. Desde &(§;) = P(g) es claro que la irreducibilidad de una funcién esférica ® es equivalente
a la irreducibilidad de &.

Reciprocamente, sean L : Az[G] — End(V) una representacion irreducible de Az[G]. Sea © la
funcién sobre G a valores en End(V) definida por

O(8) = =5 L * O X n)-

1
|K]?
Si f € A[G], entonces f =}, f(g)8,. Asi por linealidad tenemos

L(Zp*f5%z) = Y, [(@L(Zr* 8+ Xx) = K[> Y f(2)O(g) = K[> O(f).

8€G geG
Por tanto si f € A;[G], entonces O(f) = ﬁL(Zn * f* %) = L(f) es una representacion de Az[G].

Sea ® = ﬁ%n*®*%n~ ASi Yz % ® = D ) = |K| D, para todo f € Az[G]

a

~ kP
|K,2(®*<xn*f*xﬂ> )(e)
= (©xf)(e) = 6(f) = L(f)-
Por tanto, & es una representacién irreducible del dlgebra A [G].

De las Proposiciones 3.23 y 3.7, tenemos que P es una funcién esférica irreducible de tipo &
tal que ®(f) = L(f) para todo f € A[G]. O

Corolario 3.25. Las representaciones irreducibles de Ay |G| separan sus puntos.
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Demostracion. Sea 0 # f € Az[G)]. De la Proposicién 2.31 existe p € G tal que f(p) # 0. Por
hipétesis f = ﬁiﬂ * f * X . Por tanto

A | N s
fp) = Wp(xﬂ)f(p)p(xﬂ) =d(f) #0,
donde ® es la funcién esférica de tipo 7 asociado a p. O

Recordemos que si ® : G — End(V) y ®; : G — End(V)) son funciones esféricas de G de tipo
7 € K, son equivalentes si existe un isomorfismo lineal 7' de V sobre V; tal que ®;(g) = T®(g)T !
paratodo g € G.

Proposicion 3.26. Las funciones esféricas irreducibles ® : G — End(V) y ®; : G — End(V}) de
tipo T son equivalentes, si y solo si las correspondientes representaciones ® : Az[G] — End(V) y
b, : Az[G] — End (V1) son equivalentes.

Demostracién. Sea T un isomorfismo de V sobre V; tal que ®(f) = T®(f)T ' para todo f €
Ar[G]. Entonces, usando (3.8), tenemos

R 1

D (f) = W‘i’l(fn *f*?n) . Tﬁ)(Zn*f*Zn)T‘l = T‘I’(f)T_l

kP
para cualquier f € A[G]. Por tanto ®;(g) = T®(g)T ! para todo g € G. La afirmaci6n reciproca es
obvia. O

Proposicion 3.27. Las funciones esféricas irreducibles ® y @1 de tipo 1 € K son equivalentes si y
solo sitr®(g) = tr®(g) para todo g € G.

Demostracion. Es obvio que si @ y ®; son equivalentes ellas tienen la misma traza. Reciprocamen-
te, ya que en particular tr®(k) = tr®; (k) para todo k € K, ® y ®; son del mismo K-tipo 7. Mas
atin, tr®(g) = trd, (g) para todo g € G, implica que trd(f) = trd, (f) para todo f € A;[G]. Debido
a que las funciones ® y &; son dos representaciones irreducibles de dimensién finita de un dlgebra
asociativa semisimple sobre C con la misma traza, ellas son equivalentes (este resultado se encuen-
tra en el Corolario 30.14 pagina 214 del libro [5]). De ahi, por la Proposiciéon 3.26 las funciones
esféricas ® y ®; son equivalentes. O

3.4. Relaciones entre subalgebras de A[G].

Definiremos las subdlgebras AX[G] y A;[K], veremos la relacién que hay con las subalgebras
que hemos introducido antes. Se establecen descomposiciones interesantes de las subalgebras AX[G]
y de A[G]X, si bien en esta seccién no intervienen funciones esféricas los resultados obtenidos son
importantes en si mismos y seran de utilidad en la siguiente seccion.

Definicion 3.28. En A[G] definimos las subélgebras

AZ[Gl =A[GI*NAZ[G] y  Ax[K]=A[K]* 7,

Recordemos que A[G]X = {f € A[G] : & f = f x &, paratodo k € K}

Lema 3.29. La subdlgebra Ax|K] satisface que es un ideal bildtero de A[K]|, es un dlgebra con
identidad ‘17@,:, también se cunple que Az[K] = A[K]NAL[G] y los elementos de AX[G] conmutan

con aquellos de A [K].
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Demostracion. Es obvio que Az[K] es un ideal izquierdo de A[K]. Como J, es K-central, dada
f € A[K] tenemos: (f * ¥ ) * O = (f * 0) * X, € A[K]. Entonces la primera afirmacién se sigue
porque {8 : k € K} es una base de A[K].

Para probar que Az [K] C A[K]NAz[G] tomando f € A[K]. Entonces el Corolario 2.18 implica
(f*Xz)*Xr = |K|f* X, Similarmente obtenemos X * (f*X ) = f* Xz * Xr = |K|f *X . Por
tanto, por definicién, obtenemos Az[K| C Az[G]. Debido a que Az[K] C A[K] tenemos Az[K]| C
A[K]NAz[G]. Reciprocamente, si f € A[K]NAz[G], entonces f = Wl‘f*fﬂ € AK]x X, = Az[K].

Finalmente si f € AX[G] = A[G]¥ NA;[G] y h € Az[K] entonces es claro que f*h = hx* f porque

f es K-central. Esto completa la demostracién. 0

Lema 3.30. Sea w € K, si V =V, @ --- O Vy como K-mddulos y definimos A(T) =T @---OT para
T € End(Vy), entonces la aplicacion lineal

p :Endg(V)®End(Vz) — End(V)  definida por p(S®T)=SA(T)=A(T)S,

es un isomorfismo suryectivo de dlgebras.

Demostracion. Sea {v;} unabase de Vy wlj =(0,...,0,v;,0,...,0) los vectores que tienen al vector
v; en la j-ésima posicion. Entonces {wl] } es una base de V. Dado un par ordenado (j,k) sea S €
End(V) definido por Sj,k(w{') =wk y S x(w) =0 para todo i, si r # j. Entonces S;; € Endg(V)
aplica el sumando j-ésimo sobre los k-sumandos y todos los otros sumandos a cero. Ademds sea
T;, € End(Vy) definido por T; ,(vs) = m;sv,. Entonces

(Ti,r@ t EBT}J)SJ"]((W{) = W]rca (Er@ v '@Ti,r)sj,k(wl!;) =0si (ilvj/) 7& (l,]),

Sik(Tir @@ T (W) =wh, ST, @---aT,)(wh) =0si (i',]) # (i, J).

i/
Esto demuestra que p : Endg (V) ® End(V;) — End(V) es sobreyectiva, y que (T@®---®T)S =
S(T®---®T).

Por otro lado, si & es la multiplicidad de V; en V, entonces
dim (Endk (V) ® End(Vy)) = h*d(n)* = (hd(x))* = dim (End(V)).

Esto concluye la demostracion. O

Proposicion 3.31. La aplicacion bilineal (f,h) — f xh induce un isomorfismo de dlgebras del
producto tensorial AX[G] @ Az[K] sobre A[G).

ARGl @A [K] ~ A, [G].
Demostracion. La aplicacién lineal m definida por m : f @ h — f x h es un homomorfismo de
AX[G) ®A[K] en Az[G], pues por el Lema 3.29 fxh = h* f para todo f € AK[G],h € AL [K].
Por el Teorema de Peter-Weyl 2.27

AlGl =PV, aV,.
peG

Por Lema 3.22 sabemos que Pf = ﬁfn * f x X, es una proyeccion de A[G| sobre A [G]. Seaw €V,
yp eV,
1 ~ 1 -1 /
I Xax(p@w)(g) = oz ), 2x(k ) (P (K)p)(P(8)w)
| | ‘ | keK

= (Porap @w)(8),
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donde P, 5 denota la K-proyeccion de V,; sobre la K-componente isotipica (V,;)(n)- Por tanto

1 _
R (p@wW) =Py zp @w.

Similarmente tenemos

1

=1 2 (PP (k)W) (@) 1w (k1) = (P Ppww)(g)-
K|

kek

7P OWT)e) =

Por tanto ‘Tl(‘(p ®@W)* X = P @ Fp yw. De esto se sigue que P(p @w) = Py zp @ Py pw. De ahi
P(Vy@Vp) = (V) () ® (Vo)) Y

Az[G) = D (Vo) (z) @ (Vo) (w)- (3.12)
peG
También <
A%16] = D (V) @ Vo)) ) (3.13)
peG

por otra parte, del Lema 3.29 tenemos

Az K] =A[K]* X =X, *A[K]. (3.14)

Entonces el homomorfismo
m: AX[Gl @ A7 [K] — Az[G]

es la suma directa de homomorfismos
! K !
mp : ((Vp>(ﬂ) ®(Vp)(m)) @Az[K] = (V3) () @ (Vo) ()

p € G, definida por my (f ®a) = f *a. Sea p, : Endg (Vo) (z)) @End(Vz) — End ((Vp) z)) definida
por pp(S®T) = SA(T), ver el Lema 3.30.

Si usamos la Proposicién 2.28, cambiando p por p’ y tomando en cuenta que xp = X p» obte-
nemos que P : V, @V, — End(V}) es un isomorfismo de dlgebras, y que ﬁ((v,;)(n) ® (Vo)) <
End((Vp ) (s porque

1 1 N ~
<|K]2x” f* Xn) ‘K’Qp(xn)f(p)ﬁ<7”) =P f(P)Pp.x,

ﬁﬁ(in) = P, . Mas atin dim ((Vl;)(ﬂ) ® (Vp)(z)) = dim (End((V,)(z))). por tanto

como
p: (Vo) @ (Vp)wy = End((Vp) (n)) (3.15)

es un isomorfismo de dlgebras. Por las mismas razones 7 : Az[K] — End(Vy) es un isomorfismo de
algebras.

Probaremos que el siguiente diagrama de dlgebras es conmutativo,

(VD) @ (Vo)) ©@Az[K] —2— (V}) () ® (Vo) ()

f’®frl lﬁ

Endg ((Vp)(n)) ®End(Vy) L) End ((VP)(”))7
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donde las flechas verticales son isomorfismos de dlgebras.

También

pa)= Y ap(k) = ¥ a(k)A(x(k)) = Al#(a)). (3.16)

kek kek
De ahi, por otro lado tenemos

por otro lado tenemos

pe((p@7)(f@a)) = pp(f(p) @ #(a)) = f(P)A(#(a)).
Esto prueba que el diagrama es conmutativo.

Por el Lema 3.30 p, : Endk ((Vp)(x)) ® End(Vz) = End ((Vp)(x)) es un isomorfismo, de ahf

K
mp: (Vo) m @ Vo) (a))” @Az[K] = (Vo) (m) @ (Vo) (m)
es un isomorfismo suryectivo para todo p € G. Por tanto m : AX[G] ® A;[K] — A[G] es un isomor-

fismo suryectivo de dlgebras, completando la demostracién de la proposicion. 0

Recordemos que la subdgebra de funciones K- bi-invariantes de A[G] viene dada por,

A[GI**K = {f € A[G] : f(kigks) = f(g), paratodo ki, k; € K,g € G}.

Nota 3.32. Para w = 1, como A[K] puede ser pensada como subdlgebra de A[G], se sigue que
A1[K] < A[G] = A[G)**K, por tanto A;[K] < A[K]¥*K = C (las funciones constantes). Por eso,
la demostracién de AX[G] ® Az [K] ~ A;[G] es inmediata cuando 7 es la representacion trivial, de
hecho, se reduce a AX[G] ® A1 [K] ~ AX[G] ® C ~ A[G].

Nota 3.33. La Proposicion 3.31 es un caso particular de un hecho estructural mas general debido
a J. Dieudonné . Sea G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto. Sea CX_(G)
el conjunto de todas las funciones K-centrales continuas f sobre G de soporte compacto tal que
f=/f*Xy sea Cz(K) el conjunto de todas las funciones continuas en K tal que a = a* ¥,
entonces la aplicacion lineal m : CX (G) @ Cx(K) — C.z(G) definida por m(f ® a) = f*a es un
isomorfismo suryectivo de dlgebras.

Corolario 3.34. Para cualquier 7t € K el dlgebra AX[G] es semisimple, de hecho

A7 [G] = D Endk((Vp) ()
peG

es una suma de dlgebras matriciales, las cuales son simples.

Demostracion. De las ecuaciones (3.13) y (3.15) tenemos que

ARG =P ((V,Q)(n) ® (Vp)(nf))K ~ @ (Endg((Vp)(n)" =~ @ Endg((Vp)(n))-

peG peG peG

Recordemos que si (p,V) es una representacion de G, el conjunto
VG ={uecV:p(g)u=u, paratodo g € G}.

es el subespacio de todos los vectores p-invariantes.
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Proposicion 3.35. Dado G un grupo finito y K un subgrupo arbitrario, se cumple que
K
AlGK = B (Ve) )@ Ve)m)
oeG,mek
donde los sumandos de la derecha son ideales bildteros. En particular el dlgebra A[G)X es semisim-

ple.

Demostracion. Por el Teorema 2.27 y por (2.2) sabemos que

=P Ve Vs _@End Vo),

oeG
entonces
A @EndK VG @ End]( (Vo-)( )) = @ ((VC’,)(”/)®(VG)(E))K.
ocl oeG,mek ocG,mek

Sean f € (Vg)(w) @ (Vo)) ¥y h € (V)5 @ (Vp)(5) con 0,p € G. Para ¢ # p tenemos fxh =
0. Cuando 6 = p y 7 # & podemos tomar {v,} y {w;} bases ortonormales de (Vs)z) ¥y (Vp)(s)
respectivamente. Sea {p,} y {i;} bases duales (V7)) y (V, )( 5') Tespectivamente. Recordemos que

la aplicacién A @ w — A, ,, es un isomorfismo y A, ,,(g) = A(p(g)w). Calculamos
((pr @ vs)* (i @w;))( Zpr (gx)vs)ui(o(x w;) =
x€G
Y (p((gx)vs,vi) (p (™ wjywi) = Y (o (x)vs, 0 (g™ v (p (x)wi wj) =0,
xeG xeG

en la dltima igualdad usamos las relaciones de ortogonalidad de Schur 2.12.

Por es0 (Vy) (z) ® (Vi) () €s un ideal en A[G]. Por lo tanto (V) (z) ® (Vo)(n))K es un ideal en
A[G]¥, el cual es isomorfo al dlgebra matricial Endg (Vs ) (7). Esto completa la demostracion. O

Corolario 3.36. Para cualquier grupo finito G y subgrupo K vale
=P Az[C]
nek

el producto de dos elementos en diferentes sumandos del lado derecho es cero.
Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicién 3.35 y de la ecuacioén (3.13). O

Proposicién 3.37. La proyeccion Qy de A[G)X en AK[G] estd definida por Q(f) = ﬁ f*Xn, es un
homomorfismo de dlgebras y ker Qn = {|K|f — f* Jir : f € A[G]X}. Por tanto

Az [G] = A[GI*/{IK|f — f Xz : f € AG]"}.
Demostracion. Se cumple que f * )'(n = ¥ * f, para todo f € A[G]K , pues

(f*Xn)(g ngk A (k Zf kg) X (k Zln = (Xx*f)(g)-

kekK kekK kek

De X %Xp= KXz ¥ Xx*Xs=0si T # 0, se sigue que Qn(f):ﬁf*)‘(nparatodofeA[G]K.
Si f,h € A[G]X tenemos

L (Feh)ege=

‘K’2f*xn*h*xﬂ = 0x(f) * Ox(h).
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3.5. Funciones esféricas y representaciones irreducibles de AX[G].

Veremos que la extensién de la contraparte de toda funcién esférica de G de tipo m € K es
representacion de AX[G] y toda representacién de esta subdlgebra es de esta forma. Finalmente
estableceremos otra demostracion del primer teorema de caracterizacién de funciones esféricas.

Recordemos que para @ : G — End(V),a la funcién W(g) = T(®P)(g) = ﬁ Yick ©(kgk™"), se
denomina la contraparte de .

Lema 3.38. Sea @ : G — End(V) una funcion esférica de tipo w'y sea ¥ su contraparte. Entonces
su extension ¥ : AX[G] — Endg (V) es una representacion de AX|G). Ademds si ® es irreducible,
entonces W es irreducible.

Demostracion. Si f € AK[G] y n(k) = ®(k) para k € K, entonces

=Y rle)¥(g) ,K| Y Y rl9 g)m(k™")

geG geGkek
Z Y fle)P(kek™! Z Y flkgk)@
geerK geerK
= Z f(g)®(g) =®(f)
geiG
y
=Y flkgk™ =Y f(e)@(k 'gk) = n(k~")®(f)m(k) € Endg (V).
8€G geG

Como & es una representacién de Ay [G] y Endg (V) es un dlgebra matricial pues V =V, @& --- & Vp,
se sigue la primera afirmacion.

Ahora queremos probar que si & es irreducible, entonces ¥ es una representacién irreducible de
AK[G]. En general, por el Teorema de Burnside. Sea A es un dlgebra asociativa de dimensién finita
sobre C y sea (L,V) una representacion de dimensién finita de A, si L es sobreyectiva entonces es
irreducible ( Esto se cumple pues la accion de End(V) en V es transitiva).

Por tanto, es suficiente demostarr que ¥ : AX[G] — Endg (V) es surjectiva. Dado M € Endg (V)
sea f € Az[G] tal que M = ®(f), ver la Proposicién 3.24.

Recordemos que si f € Az[K], entonces f° € AK[G] donde f°(g) = ‘%‘Zkg{ f(kgk™"). Ahora
observemos que

. 1 . .
geGkek kekK
desde ®(f°) = M € Endg (V). Asi ¥ es una representacion irreducible de AX[G]. O

En la demostracion de la Proposicion 3.31 establecimos que 7 : Az[K] — End(Vy) es un iso-
morfismo de dlgebras . Ademds si V =V; ®--- ® V; como K-mdbdulos, entonces la aplicacion lineal
p : Endg (V) ® End(Vz) — End(V) definida por p(S®T) = SA(T') es un isomorfismo de dlgebras ,
ver Lema 3.30. Recordemos que m : AX[G] ® A [K] — Az[G] esta dada por m(f @ h) = fxh.

Teorema 3.39. Sea ® : G — End(V) una funcion esférica irreducible de tipo € K y ¥ su contra-
parte, entonces ¥, #t y & son representaciones irreducibles, y el siguiente diagrama es conmutativo.
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m

AI;[G] ®A7T[K] —_— ATC[G]
Wl la) (3.17)
Endk (V) @ End(V;) —2— End(V)

Si M es una representacion irreducible de dimension finita de AK[G), entonces L = p(M @ #)m™!

es una representacion irreducible de Az[G| y M es equivalente a ¥ = T(®) para alguna funcion
esférica irreducible ® de tipo 7.

Demostracién. Sean f € AX[G] y a € A;[K]. Entonces

D(fa)=Y ®(g)(fra)(g) =Y Y P(gk")f(g)alk™")

geG geGkek
= ZG‘P(g)f(g) k%a(k)ﬂ(k) = d(f)a(a).

De (3.16) obtenemos (a) = Y rex a(k)mw(k) = Yicx a(k)A(n(k)) = A(#(a)). Por tanto,
P(fxa) = (f)A(#(a)) =¥ (f)A(#(a) = p(¥(f) @ #(a)).

Esto completa la demostracién de que el diagrama (3.17) es conmutativo. Que ¥ es irreducible fue
establecido en el Lema 3.38. Esto completa la primera parte de la Proposicion.

Si M es una representacién irreducible de dimension finita de AX[G], sin pérdida de generalidad
podemos asumir que M es una representacién matricial M : AK[G] — M(1,C). Vamos a considerar
el K-modulo V =V, @ ---@® Vg, suma de [-copias de V. Entonces por el Lema de Schur M(l,C)
puede ser identificado con Endg (V).

Ahora la segunda parte es un caso particular del siguiente resultado: Sean A, A, dlgebras com-
plejas asociativas de dimensién finita con identidad. Las representaciones de dimensidn finita de
A| ®Aj; son precisamente los productos tensoriales L; ® L, de representaciones de dimension finita
de A; y A, respectivamente. Mas atn, L; ® L, es irreducible si y solo si L; y L son irreducibles
(ver [16] seccidn 9.3).

De ahi L = p(M @ #)m~! es una representacién irreducible de Az[G]. Por el Teorema 3.24
L = & para una funcién esférica irreducible de tipo 7, y es facil ver que ¥ = M. 0
Ahora podemos dar otra prueba del reciproco del primer teorema de caracterizacién que vimos,
a saber
Teorema 3.40. Una funcion ® : G — End(V) es una funcion esférica de tipo w si y solo si
(i) le) =1,
(ii) P(kigks) = D(k1)D(g)P(kz) para todo ki, k, € K, g € G,
(iii) (Dy®)(g) = P(g)(Ds®)(e) para todo f € A[GIK, g € G,
(iv) La restriccion ®|, como una representacion de K es equivalente a una suma directa de copias

de T.

Demostracion. Para probar la afirmacion reciproca comenzamos con una funcién @ : G — End(V)
satisfaciendo (i), (ii), (iii) y (iv). De (ii) y (iv), como vimos en la ecuacién (3.11), obtenemos que
X xD =P xy; = |K|D.
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Ahora observamos que (iii) es equivalente a (® f)(g) = ®(g)P(f) para todo f € A[G]¥, es
decir @+ f = ®P(f). Por tanto si f,h € A[G]X entonces

DD(fxh) =D (fxh)" = (Pxh)xf=DD(h)« f = (x f)D(h) = DD(f)D(h).
De ahi, usando que ®(e) = I, observamos que ®(f xh) = &(f)P(h), para todo f,h € A[G]X. En
particular la extensién de ® da una representacién M del dlgebra AX[G].

Del diagrama (3.17) L = p(M ® #)m ™! es una representacién de Az[G] en V. Pero es facil ver
que L = &. Por tanto la extensién de ® es una representacion del dlgebra Az[G] y concluimos, de la
Proposicion 3.23, que P satisface la ecuacion funcional definiendo una funcién esférica. O

3.6. Caracterizacion por medio de representaciones irreducibles de G.

Daremos una tercera caracterizacion de funciones esféricas irreducibles de G considerando esta
vez representaciones de G. Notamos que pudimos haberla enunciado antes pero serdn necesarios los
resultados que hemos obtenido hasta ahora para la demostracién.

Si (p,V) es una representacion de G en un espacio vectorial V que contiene el K-tipo 7, enton-

ces recordemos que
1

|K| keK

es la K-proyeccion de V sobre V(), la componente isotipica de tipo 7. (Ver la Proposicion 2.25).

Pr= xx(k™")p (k)

Teorema 3.41. Sea (p,V) una representacion de G 'y m una representacion irreducible de K que
aparece en p. La funcion @ : G — End(V|y)) definida por

D(g)v="Prp(g)v  gEG,vE V), (3.18)

es una funcion esférica de tipo . Si la representacion p es irreducible ® también lo es. Reciproca-
mente, cualquier funcion esférica irreducible del par (G,K) es de esta forma.

Demostracion. Siv € V(y) tenemos

D(x)D(y)v = Prp (x)Prp(y) Z X (k Pn:P x)p(k)p(y)v

keK

(qu ¥k )q:(xky))v.

IK\

Para probar que & es irreducible, sea W un ®(G)-subespacio invariante y no nulo de Vi) y sea
Q la proyeccion de V) sobre W. Entonces

0= Prp(g)QPr — QPrp(8)QPr = (I — Q)Prp(g)OPr

(1= transformacion identidad de V(). Y como p € G, entonces

({p(g)a:acW,geG}) =

se sigue que I = Q lo cual completa la demostracion de esta implicacion.

Reciprocamente, sea ® : G — End(V) una funcion esférica irreducible de tipo 7 y sea L un ideal
izquierdo maximal en End(V). Si

I ={f € Az[G] : tal que &(f) € L},
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entonces / es un ideal izquierdo maximal en A, [G]. Ahora sea
J={f €A|G]: Yn*hxfx}r €l paratodo h € A[G]},

entonces J es un ideal maximal izquierdo en A[G], I =JNAz[G], y f* ¥z = |K|f (mod J) para todo
f€A[G].

La representacion regular izquierda en A[G] induce una representacién natural U de G en el
espacio E = A[G]/J, por U(g)(f +J) = my + f +J, porque J es un ideal izquierdo en A[G]. Es facil
ver que la transformada de Fourier de f € A[G] en U esta dada por f(U)(h+J) = f*h+J. Como
J es maximal, f y U son irreducibles.

Sea E(z) la componente isotipica de tipo 7 en E'y sea QO : E — E la proyeccion ortogonal sobre
E(n’) Asi

f+J |K\Z%” f+J %(Z%n )+J
keK kekK
:ﬁﬂ_(n*f"ﬂ]-

De esto f + f+J es una aplicacion de A [G] sobre E(), porque f * ¥z = |K|f(mod J) paratodo f €
A[Glyasi Qz(f+J) = Q,r(ﬁ)‘c,r % f* Xn+J). En este caso, E(z) ~ Az[G]/I, porque I = JNAz[G].

Por otro lado, desde I = ®~!(L) tenemos A[G]/I ~ End(V)/L, con L un ideal maximal iz-
quierdo. Por tanto
dimE ) = dimAz[G]/I = dimEnd(V)/L = dimV.

La funcién esférica asociada @ : G — End(E ) ) esta dada por @;(g) = QU (g)Qx. para ver
que D es equivalente a P, por la Proposicidn 3.26 es suficiente demostrar que las representaciones
&:AL[G] — End(V) y &) : Az[G] — End(E(y)) son equivalentes.

Observamos que si ®(f) = 0, para f € Az[G], entonces ®;(f) = 0. de hecho si ®(f) =0
entonces ®(f * h) = 0 para todo & € Az[G], lo cual implica que f*xh €I CJ. Asi ®;(f)(h+J) =
fxh+J=0.

Por tanto, la aplicacién lineal bien definida ®(f) — ®;(f) es un isomorfismo de dlgebras de
End(V) sobre End(E y)). Existe un isomorfismo T : V — E() tal que & (f) =Td(f)T ", debido a
que cualquier automorfismo del dlgebra asociativa End(V') es interior ( este resultado es consecuen-
cia del Teorema de Skolem- Noether, el cual es el Teorema 3.26 pagina 69 de [5]). Esto completa la
demostracion. O

Definicion 3.42. Sea (p,V) representacién de G y & una representacion irreducible de K que aparece
en p. A la funcién ® definida en 3.18 la denominamos funcion esférica del par (G,K) asociada al
par (p,T) de tipo . o simplemente funcion esférica de G asociada a p de tipo T.

3.7. Propiedades de funciones esféricas cuando AX[G] es conmutativa.

En primer lugar establecemos la relacién entre las representaciones irreducibles de A[G]X con
las funciones esféricas irreducibles de G, después obtenemos propiedades de las funciones esféricas
cuando AX[G] es conmutativa.

Proposicion 3.43. Sean © € K y Qy la proyeccion de A[G]K = P AX[G], sobre el sumando
AX[G). Entonces, las representaciones irreducibles L de A[G|X son precisamente aquellas de la
forma L = ® o Qy, donde ® es la extension de una funcion esférica irreducible ® de tipo .
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Demostracion. Si L es una representacién irreducible de A[G]X y M es su restriccion a AX[G] por el
Teorema 3.39 sabemos que es equivalente a ¥ = T'(®), para alguna funcién esférica irreducible @
de tipo 7. Ademds vimos en la demostracién del Lema 3.38 que W(f) = ®(f) para todo f € AX[G],
la demostracién sigue directamente de estos hechos. O

Proposicion 3.44. Sea G un grupo finito, K un subgrupo arbitrario y m € K. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

(i) AX[G] es conmutativa.
(ii) Toda funcion esférica irreducible de tipo T es de altura uno.

(iii) AK[G] es el centro de A[G).

Demostracion. Si (i) vale, entonces AX[G] admite las suficientes representaciones unidimensiona-
les, de ahi que (i) vale. Reciprocamente, si AX[G] es conmutativa, entonces toda representacion irre-
ducible de dimensién finita de AX[G] es de dimensi6n uno, asi que toda funcién esférica irreducible
de tipo 7 es de altura uno.

Es claro que (iii) implica (i). Para completar la demostracion es suficiente probar que (ii) implica
(iii). Sea f € AX[G], entonces para cualquier h € A;[G] y cualquier funcién esférica irreducible ®
de tipo 7 tenemos

D(f xh) = D(f)D(h) = D(R)D(f) = D(h* [),

debido a que ®(f) es un escalar para todo f € AX[G]. Por tanto AX[G] estd contenido en el centro
de Az[G].

Si f € A[G] sea

() Y flkgk™!

’K | kek
Entonces f +— f° es una proyeccién de A[G] sobre A[G]X.

Ademds, si f pertenece al centro de A,[G], entonces ®(f) es un escalar para toda funcién
esférica irreducible ® de tipo 7. De ahi

1

o LT (e (kek ) = g T Bl B9 = (1)
K| jtick ’ o=
lo cual prueba que f° = f, por tanto f € AX[G]. O

Proposicion 3.45. Si AK[G] es conmutativa. Entonces las funciones esféricas irreducibles sobre G
de tipo T estdn en correspondencia uno a uno con las representaciones de dimension uno B de
A[G)X tal que B(Zx) = |K| y B(Xs) = 0 para todo o € K tal que & # .

Demostracion. Vamos a asumir que AX[G] es conmutativa. Hemos observado que existe una corres-
pondencia uno a uno entre funciones esféricas irreducibles sobre G de tipo 7 y las representaciones
irreducibles L del algebra AX[G], pero estas son de dimensién uno. De ahi § = Lo Q : A[G]X — C
es una representacién de dimensién uno de A[G]X.

Ahora, estas representaciones s son las representaciones de dimensién uno de A[G]X tales que

B(|K|f — f* Xz) = 0 para todo f € A[G]X. Esto es equivalente a |[K|B(f) = B(f)B(Zx) para todo
f € A[G]X. El dlgebra A[G]X tiene una identidad, denotada por &,. De ahi estas 3’s son aquellas que

satisfacen B (}r) = |K|. La dltima afirmacion se sigue de |[K|B(%s) = B(Xs)B (Xrx) =B (Xo*Xx) =0
paratodo 6 # 7w € K. O
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3.8. Pares de Gelfand

Recordemos que dados G un grupo finito y K un subgrupo de G, el algebra de funciones K-
biinvariantes en G es

A[G]KXK ={f €A[G]: f(kigk2) = f(g), paratodo k;,k; € K,g € G}.

Definicién 3.46. Decimos que (G,K) es un par de Gelfand si A[G]¥*X es conmutativa, mientras
que es un par de Gelfand fuerte si A[G]X es conmutativa.

Recordemos que una representacion (p,V),) de un grupo G es representacion libre de multipli-
cidad si todas las subrepresentaciones irreducibles son no equivalentes. Un subgrupo K de G es
un subgrupo libre de multiplicidad de G si para toda representacion irreducible (p,V,) de G, la
representacion (Res$(p),V,) de K es libre de multiplicidad.

Sea (p,V) una representacion irreducible de G, la representacion trivial de K estd contenida en
p tantas veces como la dimensién de los vectores K- invariantes en V.

VvE={veVv:p(k)v=v, paratodo k € K}.

Teorema 3.47. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) El dlgebra A[G)X*X es conmutativa.
(ii) Para cualquier p € G, Res$(p) contiene la representacion identidad de K a lo mds una vez.
(iii) El G-mddulo A[G /K] es libre de multiplicidad.
Demostracion. La equivalencia entre 1) y ii) estd contenida en [4] Teorema 4.4.2. En el Teorema
4.6.2 de [4] esta probado que (G,K) es un par de Gelfand si y solo si la dimensién de VX es menor
oigual a1l paratoda p € G. 0
Teorema 3.48. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) El dlgebra A[G)X es conmutativa.
(ii) (G x K,K) es un par de Gelfand, donde K = {(0,0) : 0 € K}.
(iii) K es un subgrupo libre de multiplicidad de G.

Demostracion. Comenzamos demostrando que (ii) y (iii) son equivalentes. Vamos a considerar A|[G]
como un G x K-méddulo con la accidn

((8,k)f)(x) = f(g 'xk), paratodo gx€G, keK, feA[G).

La descomposicién de A[G] en G x K-médulos irreducibles sigue del teorema de Peter-Weyl 2.27

AlGl =PV, oV, =P P molp)Vp@Vs =P P End(Vs,Vp).

peG peGock peGock

Por tanto

AlG)¥ = €P B End (Vs V).

peGock

Mas atn, esta igualdad es en realidad un isomorfismo de dlgebras. Ahora es obvio que A[G]X es
conmutativa si y solo si mg(p) < 1 para todo p € G y todo ¢ € K.
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Para demostrar que (i) es equivalente a (i) demostraremos que las dlgebras A[G]X y A[G x
son isomorfas; recordemos que por definicién (G x K,K) es un par de Gelfand si A[G x
es conmutativo.

>§x
Nx

K]™*
K™

Pﬁz
Nz

Comenzamos observando que la K x K-6rbita de (g,k) € G x K es el conjunto {(ki gk, kikks) :
ki,k; € K}. De ahi, cualquier K x K-6rbita en G x K es la K x K-6rbita de un elemento de la forma
(g,e) con g € G. Ahora podemos definir una aplicacién del conjunto K\ (G x K) /K de K x K-6rbitas
en G x K en el conjunto C(K,G) de clases de conjugacién de K en G poniendo y: (K x K) - (g,e) —
K - g. No es dificil ver que 7y es una biyeccion. Esta biyeccién se levanta a la siguiente aplicacion

:A[G x KIFK = A[GIK,  (Tf)(g) = |K|f(ge).

Es inmediato ver que I es una aplicacién lineal en A[G]X. Mas atin, es f4cil ver que la funci6n carac-
teristica de la K x K-6rbita de (g, e) se aplica a la funcién caracteristica de la K-clase de conjugacién
de g. Por tanto, I" es un isomorfismo de A[G x K]X*K sobre A[G]X. Nos queda solo probar que I' es
multiplicativa. Sean f, f> € A[G x K]¥*K_ Entonces

(C(fixf2)(e) = KI(fixf)(ge) =Kl ), fi((g.e)(x.h) ol k™)

(x,k)eGxK
=K1Y, Y filgxk ' e)falkx " e)
xeGkekK
=K Y filen,e) " e) = ((Tfi) * (Tf1)(g)-
yeG

O]

Proposicion 3.49. Lema de Gelfand: Sea G un grupo finito y sea K un subgrupo. Asumiendo que
existe un automorfismo T de G tal que g~' € Kt(g)K para todo g € G. Entonces (G,K) es un par
de Gelfand.

Demostracion. Por definicién debemos probar que A[G]X*K es conmutativo. Si f € A[G]¥*K tene-
mos f(7(g)) = f(g~!) para todo g € G. Entonces, para fi, f» € A[G]¥*K y g € G tenemos:

(fixfa)((2) =Y fi(z(gh)fa(z =Y fil(gh)™") fa(h)
heG heG
=Y AWfite ) =(Hxf)g") = (H*fi)(x(g))
heG

La primera igualdad se sigue de la invarianza de la medida de Haar bajo una biyeccién del grupo.
Por tanto A[G]¥*X es conmutativo. O

Ejemplo 3.50. Sea G=6, ysea K=6,_,, XS, donde S,,_,, y S,, son, respectivamente, los
subgrupos de G de todas las permutaciones de {1,...,n—m} yde {n—m+1,...,n}, paral <m <
n —m. Consideramos también el subconjunto A = {xy,...,xn} de G, donde la sucesion finita {x;}
esta definida inductivamente por: xo = (1) yx;i=(n—m—i+1l,n—m—+i)xi—; parai=1,....m.
Observamos que A es un conjunto de permutaciones que conmutan. En 5.1 demostramos que G =
KAK.

Sea T el automorfismo identidad de G. Entonces, si g = kisky € G con k1,ky € K, s € A (notar
que si s € A, entonces s = 5! ), entonces

g =k s = (kiko) Ykska (kik) T € KT(g)K.

Por el Lema de Gelfand 3.49 tendremos que (G,K) es un par de Gelfand.



52 CAPITULO 3. FUNCIONES ESFERICAS MATRICIALES

Para pares de Gelfand Fuertes tenemos

Proposicion 3.51. Consideremos el grupo G = &, para todo n > 7 los tinicos pares de Gelfand
Fuertes (S,,K) (salvo conjugacion) son

i) (Sn,6y);
i) (6,,A,);
iii) (Sp,Sp-1);
(

iv) 6,1,6,1_2 X 62)
Demostracion. Ver Teorema 1.2 en [1]. ]

Por medio de Magma (o GAP) en el Teorema 4.13 de [1] obtuvieron el siguiente resultado para
los casos n=23,...,6.

Proposicion 3.52. Ademds del caso (G, G) (y salvo conjugacion) tenemos:
i) Para G = &3 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ((1,2)), K = As.

ii) Para G = &4 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ((1,2,3)),
K=1{((1,2,3,4)), K=((1,2)(3,4)), K= 63, K=Dg, K = Aa.

iii) Para G = Gs el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ((1,2,3)(4,5)),
K:(‘53X62,K:F20,K:64,K:A5.

iv) Para G = Gg el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando , K = G4 x &,
K=6s5 K=1{((1,5)(2,3)(4,6)(1,3,6,4,5,2) ~ G5, K = As.
Definicién 3.53. Se dice que (G,K) es un par de Gelfand simétrico si g~' € KgK para todo g € G.

Nota 3.54. Por el Lema de Gelfand 3.49 se sigue que un par de Gelfand simétrico es un par de
Gelfand, tomando 7 igual al automorfismo identidad de G.

Proposicion 3.55. (G x K,K) es un par de Gelfand simétrico si y solo si para todo g € G existe
k € K tal que g=' = kgk™".

Demostracion. Elpar (G x K,K) es simétrico si y solo si para todo (g,k) € G x K existen k,k, € K
tales que

g '=kigkh y k'=kikks. (3.19)

Si (G x K,K) es simétrico, tomando k = e obtenemos k» = k; ! y por tanto g~ = ki gk .

Reciprocamente, supongamos que todo g € G es K-conjugado para g~ !. Entonces, para (g,k) €
G x K, sea h € K tal que (gk')~! = h(gk~')h~!. Entonces podemos resolver el sistema (3.19)
poniendo ky =k 'hy ky =k~ 'h7!. O

Denotamos por % al conjunto de todas las funciones esféricas irreducibles de G de cualquier
tipo 7 € K.

Teorema 3.56. Sean (G,K) un par de Gelfand fuerte y € (K,G) el conjunto de todas las K-clases
de conjugacion en G. Entonces

7| =€ (K,G)|.
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Demostracion. Las funciones caracteristicas de cada K - clase de conjugacion en G forma una base
de A[G]X. Por tanto dimA[G]X = |¢'(K,G)|. Del Corolario 3.34 sabemos que

A% [G] = D Endk((Vp)()))-
peG

Las funciones esféricas irreducibles de (G,K) de tipo 7 estan en correspondencia uno a uno con
el ndmero de clases de equivalencia de representaciones irreducibles de AX[G], ver la Proposicién
3.39. De ahf este niimero es |{p € G : mz(p) > 1}|, porque un dlgebra simple tiene solo una clase
de equivalencia de representaciones irreducibles.

También tenemos dimAX[G] = |{p € G : mz(p) < 1}| por el Lema de Schur 2.10, porque hemos
asumido que K es un subgrupo libre de multiplicidad de G. Sea .% () el conjunto de todas las clases
de equivalencia de todas las funciones esféricas irreducibles de tipo 7. Entonces,

1%'(K,G)| =dimA[G]* =} dimAF[G] = ) |#(n)| =|Z|. (3.20)

ek ek

O]

Proposicion 3.57. Si (G,K) es un par de Gelfand fuerte, el conjunto de representaciones del dlgebra
A[G]X, dado por las extensiones de todas las funciones esféricas irreducibles del par (G,K), a saber
{®:® € F}, es una base del dual del espacio vectorial complejo A[G]K.

Demostracion. El conjunto {® : ® € .%} estd en correspondencia uno a uno con el conjunto .7 de
todas las funciones esféricas irreducibles de (G,K), por la Proposicién 3.26 y 3.43. Tomando en
cuenta el Teorema 3.56 tenemos

H®: ®c 7} = |F| =dimA[G]¥.

Por otro lado, el conjunto {® : ® € .7} es linealmente independiente, porque es un conjunto finito
de representaciones diferentes de un 4lgebra. Para ver esto, sea {dAD de T} = {(f L,®, ... ,(iDm} y
tomo i € A[G] tal que &;(h) # ® j(h) para todo i # j, (consideramos la unién de los hiperplanos
ker(®; —®;), con i # j claramente esta unién es subconjunto propio de A[G]X, todo & en el comple-

a

mento de esa unidn satisface lo indicado). Si )< j<,, a;®; = 0, entonces parai =0,...,m—1
Y ai@i()="Y ajd;h)=0
1<j<m 1<j<m

es un sistema de m ecuaciones lineales en m incégnitas a;’s. El coeficiente matricial es

Bih)  Eah) o Bah)
& (h)?>  Dy(h)? ,,(h)?
qA)l (h)m—l (i)Z (h)m—l . q’\)m (h)m—l

el cual es una matriz no singular de Vandermonde. Por tanto a; = 0 para todo 1 < j < m. Esto
completa la demostracién de la Proposicién. O
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Bases de Gelfand-Tsetlin: Enfoque de
Okounkov-Vershik

En este capitulo comenzamos considerando un grupo finito arbitrario G. Definimos los concep-
tos y propiedades de bases y dlgebras de Gelfand Tsetlin.

Posteriormente hacemos una revisién de un grupo finito particular, el grupo simétrico G,,, men-
cionamos las propiedades que necesitaremos de este grupo y determinamos las bases y dlgebras de
Gelfand Tsetlin en G,,.

4.1. Grafo de Ramificacion y Algebras de Gelfand-Tsetlin.

Consideraremos un grupo G. Decimos que una torre
Gi={e}<G<---,<G,1£G, <. “4.1)

de subgrupos de G es libre de multiplicidad si G es un subgrupo libre de multiplicidad de G; para
todo j > 2.

El grafo de ramificacion de la torre libre de multiplicidad (4.1) es el grafo orientado cuyo
conjunto de vértices es
GUGU---UG,_ UG, UG, U...

y conjunto de aristas
G; A A .
{(p,0):0€ Rest;l (p),conp € Gj,6 € Gj_1,j=2,3,....}.
Escribiremos p — o si (p, 0) es una arista del grafo de ramificacion.

Sea (p,V),) una representacion unitaria e irreducible de G,. Si (4.1) es libre de multiplicidad
entonces la descomposicion de V,, en G, ;-mddulos es

Vo= B Va
7€Gy
p—T

es una descomposicion ortogonal. Iterando esta descomposicién obtenemos que si & € G,_; enton-
ces la descomposicion de V; en G,,_»-mddulos es

Vi = EB Vv,

veG,_»
=V

55



56 CAPITULO 4. BASES DE GELFAND-TSETLIN

es de nuevo ortogonal.

Continuando de esta manera, después de n — 1 pasos (la dltima correspondiente a la restriccion
de G, a Gy), obtenemos sumas de representaciones triviales de dimensién uno. Para formalizar esto,
denotamos por 7 (p) el conjunto de todos los caminos T en el grafo de ramificacién de G de la
forma:

=P =P = Put = P2 == P2 = pr=1)

donde p; € G jpara j=1,2,...,n. Entonces podemos escribir
Vo = EB Vo1 = @ @ Vo, == @ Vor- “4.2)
pn*IEanl Pn—lEG»z—l pnfleGAn72 TE?(p)
P—Pn—1 P—=Pn—-1 Pn-1—Pn-2

En el dltimo término de (4.2) cada espacio V), tiene dimensién uno. Asi escogemos, para cada
T € 7(p), un vector vy en el correspondiente espacio Vj, con |[vr| = 1. Notamos que vy estd
definido salvo un factor escalar de norma uno. Por lo tanto podemos reescribir (4.2) en la forma

Vo = @ {vr).

TeT(p)

Definicién 4.1. El conjunto {vr : T € 7 (p)} es una base ortonormal de V,,. Se denomina base de
Gelfand-Tsetlin de V), o por brevedad decimos que es una GZ-base, con respecto a la torre libre de
multiplicidad (4.1).

Un camino de la forma (p; = pj—1 — pj—2 — - — p;) para i,j talesque 1 <i< j<n
BT s 2 A G sz
nos indica que la representacion p; € G; aparece en Resg pj, cuando este es el caso también lo

G .
denotaremos por p; € Resg, p;.

Por ejemplo, sea Gl ={e} < G, < G3 < G4 < Gs = G una torre libre de multiplicidad de
subgrupos deGyped. Supomendo que: Vp =V, &V, con Uy, € G, Vi, =W, @Vy, con
Vi, V2 € Gy, Vi, =Wy, con v2 € G3, Vi, = Vg, con 01 € G, Vi, =V, & Vo, con 61,02 € Ga, Vo, = Vi
yVs,=Viconle G1. Entonces

Vp = V'ul @V#Z = (Vvl @sz) @VVZ = (V(yl D (VG| @VGZ)) &) (V61 @ch)
=Vieo(Viev)eView).

Los distintos sumandos V) corresponden, respectivamente, a los caminos
hi=(p—>uwy—vi—or—1), h=pP->u—>v,—0 —1),

G=p—-ow—-va—mo—=>1)TL=pP—=tw—-va—o0o—->)yh=pP—=W—>v2—>0—1).

En particular vemos que dim(V,) = 5. Los cinco caminos en .7 (p) pueden ser vistos en la
siguiente figura.

p
/\
/\/
\/\
\/

1
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También asociada a la torre libre de multiplicidad (4.1) introducimos una subdlgebra destacada
de A[G].

Dada f € A[K], se denota por f a la funcién en A[G] dada por

- flx) sixek
0 six¢ K.

Podemos considerar A[K| una subdlgebra de A[G]. Para facilitar la notacion, también denotaremos
por f a f.

Definicion 4.2. Denotamos por Z(k) el centro del dlgebra de grupo A[Gy], que es, la subélgebra de
funciones centrales definidas en Gy. El dlgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) asociada con la torre libre
de multiplicidad (4.1) es el dlgebra generada por las subdlgebras

Z(n),Z(n—1),...,Z(1).

Teorema 4.3. El dlgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) es una subdlgebra abeliana maximal de A[G,).
Mas aiin, coincide con la subdlgebra de funciones f € A[G,| cuyas transformadas de Fourier f(p),
para p € G,, son diagonalizables por una base de Gelfand-Tsetlin de Vp. En formulas

GZ(n) = {f € A[G,] : f(p)vr € Cvr, paratodo p €G, y T € T(p)}. 4.3)
Demostracion. Ver el Teorema 2,2,2 del libro [3]. ]

Corolario 4.4. Todo elemento vy, T € 7 (p), en una base de Gelfand-Tsetlin de V) es un autovector
comiin para todos los operadores f(p) con f € GZ(n). En particular, si o (f) es el autovalor de
f(p) correspondiente a vr, que es f(p)vr = ar(f)vr, vr estd determinado de forma tinica, salvo
factor escalar, por la funcion oy : f — og(f), f € GZ(n).

Demostracion. La dltima relacion se sigue de la existencia de las funciones f7 € GZ(n). De hecho,
siS,T € 7(p)y or = og, entonces 1 = ar(fr) = os(fr) =nsr,deahi S=T. O

4.2. El grupo simétrico G,,.

Sea &, el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de todas las transformaciones biyectivas
( permutaciones) del conjunto 7, = {1,2,...,n}, con la operacién de composicién de aplicaciones.
Denotaremos con letras griegas, no solo los elementos y las representaciones de G,,, sino también
las particiones de n, sin temor a confusion pues estard claro de qué se trata por el contexto.

4.2.1. Particiones y clases de conjugacion en S,,.

A continuacién presentamos un listado de definiciones y propiedades conocidas de G,,, de sus
clases de conjugacion y de las particiones de n, queremos recordar la relacién que existe entre estos
conceptos.

Definicion 4.5. Dadon € N

» Sean aj,ay,...,a, (r < n) nimeros distintos de I, = {1,2,...,n}. Entonces (a;,a,...,a,)
denota la aplicacién que transforma a; — ap, ap — as,..., a,—1 — a,, ademds a, — a; y
aplica todos los otros elementos de I, en si mismos, se denomina ciclo de longitud r o r-ciclo.
Un 2-ciclo, es llamado transposicion.
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» Dos ciclos 6 = (ay,a2,...,a,) y Y= (b1,b2,...,bs) con{ay,ay,...,a,} " {by,by,...,bs} =0
se dice que son disjuntos. Es claro que dos ciclos disjuntos Yy 8 conmutan: Y0 = 0.

Proposicion 4.6. Toda permutacion diferente de la identidad de S,, se expresa de manera tinica
(salvo el orden de los factores) como un producto de ciclos disjuntos, cada uno de los cuales tiene
al menos longitud 2.

Demostracion. Ver Teorema 6.3 en [13]. ]

Definicion 4.7. Sea n un natural. Una particion de n es una sucesion p = (p1, p2, ..., px) de enteros
positivos tal que

pL>p2>2>pc Yy n=pi+pr+--+pi

se escribird p - n.

Las particiones pueden ser descriptas a través de notacién exponencial: si p = (py1,p2,...,Pk)
es una particion de n y rq la cantidad de veces que aparece o en (py,pz,...,Px) escribimos p =
[, ..., 1] omitiendo los nimeros cuyos exponentes son cero. Por ejemplo, p = (4,2,2,1) =

[41221'] es una particién de n = 9.

La Proposicién 4.6 permite definir el tipo de una permutacion de &,, como la particién de n que
resulta de considerar las longitudes de los ciclos que aparecen en su descomposicién, incluyendo a
los ciclos de longitud 1. Por ejemplo o = (2518)(37) = (2518)(37)(4)(6) es de tipo (4,2,1,1) =
[412112).

Definicion 4.8. Sea G es un grupo, dos elementos x,y € G se denominan conjugados si existe un

elemento g € G tal que x = gyg ™!

Es claro que la conjugacion es una relacion de equivalencia en G , por lo tanto queda descom-
puesto como union disjunta de clases de conjugacion.

En el grupo simétrico G,, las clases de conjugacién quedan descriptas por las particiones de n.
Sea o € G, con

G:(alilal‘z,...al‘kl)...(a a a,. ),

n17r20

su descomposicién en ciclos disjuntos, entonces, para todo & € &,, tenemos

1

mor = (n(a,)w(a,,),. - w(ay,))- - (n(a,)n(a,), .. 7(a,,)),

es la descomposicién de 76 ~! en producto de ciclos disjuntos. A partir de esta observacién tene-
mos que dos permutaciones en G, son conjugadas si y solo si son del mismo tipo. Resumimos la
informacién en el siguiente resultado.

Proposicion 4.9. El conjunto de clases de conjugacion de S, estd en correspondencia biyectiva
con el conjunto de particiones de n.

Definicion 4.10. Con C(1"1,2™2,... k", S,) denotamos la clase de conjugacién del producto de ry
k-ciclos disjuntos en G,,, para 1 <k < n.

Para simplificar la notaciéon omitimos el nimero k'* cuando r;, = 0, siempre y cuando no haya
confusion.

Por ejemplo: C(2,3%;&1¢) denota la clase de conjugacién de (1,2)(3,4,5)(6,7,8) en Syo y
para todo n € N tenemos C(1,6,) = {(1)}.
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4.2.2. Diagramas y tableaux de Young.

Introducimos algunas herramientas algebraicas y combinatorias necesarias de la teoria de re-
presentaciones del grupo simétrico.

Definicién 4.11. Una particién p = (p1,p2,...,px) de n es retratada por el diagrama de Young
asociado [p], también llamado diagrama de Young de forma p, el cual consiste de n cuadrados o
cajas puestos en k filas alineadas a la izquierda. La i-ésima fila de [p] consiste de p; cuadrados.

Ejemplo 4.12.

Consideramos las particiones p; = (7), p2 = (1,1,1,1,1,1,1) y p3 = (4,2,1) de n = 7. Los
respectivos diagramas de Young asociados a estas particiones son

ld=[TTTTT1]

Pl = y Ipsl=

Definicion 4.13. Dados m,n € N, conn > m. Sean p = (p1,...,pr) Fny u = (U1,..., ) - m.

= Decimos que U estd contenido en p , L < p si W; < p; para cualquier i = 1,...,s. Pensamos
a U dentro de p de tal manera que las cajas en la posicién (1,1) de u y de p coincidan.

» El diagrama complementario p ~ U es el diagrama obtenido removiendo los cuadrados de
U colocados en p.

Por ejemplo si p = (4,3,1) y 4 = (2,1) entonces el diagrama complementario p \ i es la
regién con * en la figura siguiente:

* |k

* |k

Definicion 4.14. Dado n € N.

» Sea p I n. En el diagrama de Young [p], la caja de coordenadas (i, j) se dice que es removible
si en las posiciones (i +1,j) y (i,j+ 1) no existe caja. Esto significa que removiendo una
tal caja, el correspondiente diagrama es todavia un diagrama de Young, asociado con una
particiéon 7 = (n— 1). Similarmente, decimos que la posicion (i, j) es sumable si p; < p;—1 0
i=k+ 1y j= 1. Esto significa que agregando una caja en la posicién (i, j), obtenemos un
diagrama de Young, asociado con una particién p - (n+1).

= Sea p F n. Un tableau de Young de forma p o p-tableau es una biyeccion entre las cajas
de [p] y el conjunto {1,...,n}. Es representado llenando las cajas de [p] con los nimeros
1,2,...,n, cada nimero en exactamente una caja, lo denotamos por t° o simplemente por 7'
cuando queda claro cudl es la particién p de n.

Por ejemplo, sea p = (4,2, 1) - 7, hay 7! tableaux de Young diferentes, exhibimos uno de ellos

412]6]
3

T =

’m\l»—
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Definimos i : {1,2,...,n} — {1,2,....k} y j: {1,2,...,n} — {1,2,...,£} las funciones que
asignan acadar € {1,2,...,n} lafilay la columna en la que sea encuentra ¢ en el tableau 7', respec-
tivamente. Por ejemplo, en el tableau 7 dado mas arriba, i(7) =2, j(7) = 1.

Definicion 4.15. Con la notacién previa, sea ¢;(T) = j(l) —i(l) paral =1,...,n

= Se define el contenido de T como el vector en Z" dado por
C(T) = (j(1) =i(1),j(2) =i(2),..., j(n) —i(n)) = (c1(T),ca(T) .., cn(T)).

» Un tableau estdndar de Young es un tableau tal que los nlimeros en cada fila y en cada columna
ocurren en orden creciente, leyendo las filas de izquierda a derecha y las columnas de arriba
hacia abajo.

Por ejemplo, los tableaux estandar de forma [(3,2)] son:

113]5 T2:125\ T3:134\ r— |[L12[4] n_ [1]2]3

T

y el contenido del dltimo es C(75) = (0,1,2,—1,0).

Para cualquier particion p F n denotamos por 7ab(p) el conjunto de todos los tableaux estdndar
de forma p. Finalmente ponemos

Tab(n) = U Tab(p).

pkn
Sea
Cont(n) ={a = (c1,c2,...,¢q) €Z" : 0 =C(T), T € Tab(n)}.
Dados a = (ci,¢2,...,¢,) € Cont(n) y & € &,, denotamos por TQ = (Cx(1);Cr(2);- -+ Cx(n))-

Sean a, B € Cont(n), escribimos o ~ 3, si B puede ser obtenido de o permutando sus entradas, es
decir, hay una @ € 6, tal que wa = . Claramente, ~ es una relacién de equivalencia en Cont(n).
Notemos sin embargo que dando a € Cont(n) hay permutaciones 7 € &, tal que o ¢ Cont(n).

Teorema 4.16. La aplicacion Tab(n) — Cont(n) dada por T — C(T) es una biyeccion. Mas ain,
sio, €Cont(n),yx =C(T), B =C(S), conT,S € Tab(n), entonces o. = 3 si'y solo si T y S son
tableaux de la misma forma.

Demostracion. Ver el Teorema 3.1.10 en [3]. ]

Un conjunto distinguido de generadores de S, consiste de las transposiciones adyacentes
si=(i,i+1) i=1,2,...,n—1.

También los denominamos generadores de Coxeter de G, y satisfacen las siguientes relaciones
(relaciones de Coxeter):

(i) S,'Sj :SjSi Si |i—j| 75 l,
(1) $iSi+18i = Sir18iSi+1 parai=1,2,....n—1.

Sea T un tableau de Young de forma p y tomamos @ € G,,. Entonces, denotamos por ©7 el
tableau obtenido reemplazando i por 7 (i) paratodoi=1,2,...,n.

Definicion 4.17. Si T es un tableau de Young estdndar, decimos que una transposicion adyacente s;
es admisible para T cuando s;T es también tableau estandar.
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Es facil ver que s; es admisible para T siy solo si j y j+ 1 no pertenecen ni a la misma fila ni a
la misma columna de 7. Equivalentemente, en términos del contenido, dado o € Cont(n), decimos
que una transposicion adyacente s; es admisible para ¢, si es admisible para (el tnico) T € Tab(n)
tal que oo = C(T).

Dando m € &, una inversion para @ es un par (i,j) con i,j € {1,2,,...,n} talque i < j y
nt(i) > m(j). Denotamos .# (1) el conjunto de todas las inversiones para 7. Entonces ¢(7) = |.# ()|
coincide con el menor entero k tal que 7 puede ser escrito como un producto de k generadores de
Coxeter, esto es, T = s;,8j, - - 5;,. El nimero ¢(7) es llamado la longitud de Coxeter de T, ver la
Proposicién 3.1.4 en [3].

Mas adelante necesitaremos determinar el caracter de representaciones irreducibles p de G, en
clases de conjugacidn, a continuacién enunciamos una forma de determinar este cardcter cuando
consideramos clases de 2-ciclos en G,,.

Una forma de describir particiones debida a Frobenius, es la siguiente. Sea p una particion de
n, supongamos que la diagonal principal del diagrama de Young de p tiene s cajas.

Sean a; el niimero de cajas debajo de la i-ésima caja de la diagonal principal, y b; el nimero
de cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal principal. Tenemos que a; > ap > --- > a; y
by > by > --- > by, denotamos a p por

p= (b17b27"'>bs|alaa27"'>as)‘

Por ejemplo, en el siguiente diagrama de Young

: |

tenemos que la cantidad de elementos en la diagonal principal (los lugares que tienen *) es s = 2,
hay dos cuadrados vacios en la primera columna del diagrama, es decir, a; = 2, de la misma forma
sabemos que a, = 0, observando los cuadrados vacios de las filas del diagrama tenemos que b; = 3
y by = 1. Por tanto podemos escribir la particién p que determina el diagrama dado de la siguiente
manera

p = (3,1]2,0).

Si C(2,6,) denota la clase de conjugacion de los dos ciclos en G, entonces tenemos la siguiente
expresion general del cardcter x, en esta clase de conjugacion. (Ver por ejemplo [8], pdgina 52):

(0.6 = P

y (bi(bi+1) —ai(a; +1)). 4.4)
=1

1

4.2.3. El conjunto ordenado de Young

Denotamos por Y = {p : p - n,n € N} el conjunto de todas las particiones. Alternativamen-
te, podemos considerar Y como el conjunto de todos los diagramas de Young. Dotamos a Y con
una estructura de conjunto parcialmente ordenado poniendo, para u = (U, ty,..., k) Fmy p =
(P1,p2,---, 1) 1,

H=p
sim<n,k<hyu;<pjparatodo j=1,2,... k. Equivalentemente, i < p si el diagrama de Young

de u estd contenido en el diagrama de Young de p, que es, si el diagrama de Young de pt contiene
una caja en la posicion (i, j), asf lo hace el diagrama de Young de p.
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Por ejemplo, si p = (4,3,1) y u = (3,2, 1), entonces 1 < p.
Para p,p €Y, decimos que p cubre 1, 0 que U estd cubiertoporpsiyt <py
Siu2vpyveY,entoncest =vovV=p,

claramente p cubre u siy solo si 4 < p y el diagrama complementario p \ U tiene una sola caja.
Escribiremos p — u para indicar que p cubre a .

El diagrama de Hasse de Y, también conocido como grafo de Young, es el grafo orientado con
conjunto de vértices Y y una flecha de p a u siy solo si p cubre a .

N
N

XA
//@
\@

/H

Figura 4.1: La parte inferior del diagrama de Hasse de Y

/\/x

Un camino en el grafo de Young es una sucesién p = (p® — p=1) — ... - p(1)) de par-
ticiones p(k) F k para k = 1,2,...,n, asi que un camino siempre finaliza en la particién trivial
p") = (1) F 1. El niimero entero ¢(p) = n es llamado la longitud del camino p. Denotamos por
[1.(Y) el conjunto de todos los caminos de longitud n.

Con una particién p - n y un camino p = (p () 5 pr=1) ... p(l)) asociamos el tableau
estandar T de forma p obtenido reemplazando el entero k € {1,2,...,n} en la caja p ) p( ), la
cajaen p®¥) la cual es removida para obtener el diagrama p ¢~ 1.

Por ejemplo, consideremos el camino
(4,2,1) = (4,2) = (3,2) = (2,2) = (2,1) = (1, 1) = (1),
segln la descripcidn anterior tiene asociado el siguiente tableau estdndar

3|5]6]
4

T:

[S[o]=

De esta forma, estamos estableciendo una biyeccion natural
I1,(Y) <> Tab(n). 4.5)
Combinando con la del Teorema 4.16 obtenemos la biyeccién

I1,(Y) > Cont(n). (4.6)
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entre el conjunto de todos los caminos de longitud n en Y y el conjunto de todos los contenidos de
n. Finalmente, del Teorema 4.16 obtenemos

Proposicion 4.18. Sea a, 8 € Cont(n). Asumiendo que ellos corresponden a los caminos
p(”) — p("*l) —S .= p(l) y ‘u(”) — ‘u(nfl) —S .= ‘u(l)’

respectivamente. Entonces, o0 =~ 3 si y solo si p(”) = ,u(”).

4.3. Elementos de Young-Jucys-Murphy para G,,.

Demostraremos que la torre
61 <6,<---<6G,

es libre de multiplicidad y estudiaremos las bases y el dlgebra de Gelfand-Tsetlin asociadas.

Teorema 4.19. Se cumple que (&, X S,_1, é,:) es un par de Gelfand simétrico, donde
Sn1={(6,0):0€6,_1}.
Demostracion. Ver Teorema 3.2.1 de [3]. L]

Corolario 4.20. El dlgebra A[&|®! es conmutativa, el subgrupo S, es libre de multiplicidad en
S, y la torre
61 <6< <6, 4.7)

es libre de multiplicidad.

—_~—

Demostracion. Por el Teorema anterior y la Nota 3.54 tenemos que el par (S, x &,_1,5,,_1) es un
par de Gelfand. La demostracién concluye por el Teorema 3.48. O

En lo que sigue, para simplificar la notacion, si f € A[S,] escribiremos f = Y. cg, f(7)7, es
decir, identificaremos un elemento w € &,, con la funcién de Dirac 6 € A[S,].

Definicion 4.21. En A[S,;| definimos los elementos de Young-Jucys-Murphy (YIM), por

X1=0 y Xe=(L,k)+Q2,k)+---+(k—1,k) para k=2,...,n

Sean 0.k > 1. &4k, &7y Sy denotan los grupos de permutaciones sobre {1,2,...,¢+k},
{1,2,....} y{+1,6+2,...,0+k}, respectivamente. Notemos que &/, &, < Sy y S/ NGy =

{1}.

Finalmente ponemos Z(,k) = A[&,.4]% y Z(¢) = A[&,]®", el centro de A[&]. Claramente los
elementos Xy 1,X¢42,. .., Xerk € Z(0,k) y Sy, Z(0) C Z(£,k).
)

Teorema 4.22. (G. 1. Olshanskii) El dlgebra Z({,k) estd generada por los elementos de YJIM,
Xo41, X042, - -, Xtk €l subgrupo &y y Z({). Es decir

Z(gvk) = <X£+1,X[+2, s ,X£+k,6k,Z(£>>-

Demostracion. Ver Teorema 3.2.6 en [3]. O]
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Corolario 4.23. El dlgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) de la torre libre de multiplicidad
61<6, < <6,

estd generada por los elementos de YIM, X1,X5,...,X,.
Demostracion. Ver Corolario 3.2.7 en [3]. ]

Sea p € &, y consideramos una base ortonormal de Gelfand-Tsetlin {v; : T € .7 (p)} asociada
a la torre libre de multiplicidad G| < &, < --- < &,,. Por simplicidad diremos simplemente una
GZ-base.

Todo elemento vy, T € .7 (p) es un autovector comtn para todos los operadores f(p) con f €
GZ(n). Del Corolario 4.23 tenemos que todo vr es un autovector de p(X;) paratodo j=1,2,...,n.
Esto sugiere la siguiente definicién: para todo vy sea &t(T') = (ay,as, .. .,a,) donde a; es el autovalor
de p(X;) correspondiente a vz, que es p(X;)vr = ajvr, j=1,2,...,ny a; =0 pues X; =0.

Como X;,X,,...,X, generan el dlgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n), el Corolario 4.4 asegura que
vr esta determinado, salvo un factor escalar por los autovalores a;’s. El vector a(7T') es llamado el
peso de vr. En lo que sigue ponemos

Spec(n) ={a(T): T € T(p), pec&,}.

Como el subconjunto {(7) : T € 7 (p)} de Spec(n) determina los elementos, salvo escalares, de
una GZ-base de V,, tenemos

|Spec(n)| =) dimVj,.
peé,

En otras palabras, Spec(n) es una biyeccién natural con el conjunto de todos los caminos del grafo
de ramificacion de &; < S, <...S,,. Denotamos por o — Ty, & € Spec(n) a esta correspondencia.
También denotamos por vy al vector de la GZ-base correspondiente a Ty,.

Nota 4.24. En lo que sigue, si v, es un vector de la GZ-base de una representacién p € S, a p (5i)va
y p(Xi)vq denotamos simplemente por s;vq y X;vy, respectivamente.

Abhora introducimos una relacién de equivalencia en Spec(n) definiendo para o, 3 € Spec(n),
o ~ f3 si vy y vg pertenecen a la misma representacion irreducible de G, en términos del grafo de
ramificacion, esto significa que los correspondientes caminos Ty, y T3 tienen el mismo punto inicial.

Valen las siguientes relaciones de conmutatividad entre los elementos YJM y los generadores
de Coxeter de G = &,;: 5;X; = X;s; para j # i,i+ 1 lo cual es obvio y 5;X; + 1 = X;1s; lo cual es
equivalente a s;X;s; +s; = X; 11, también es un resultado inmediato. Ademads, es importante tener en
mente que P (X;) es autoadjunto pues X;(g~') = X;(g) para todo g € G. De estos hechos se obtiene
el siguiente resultado.

Proposicion 4.25. Sea oo = (ay,...,a;,ait1,...,a,) € Spec(n). Entonces
(i) ai#ajr1 parai=1,2,....n—1
(ii) air+1 =a;x 1 siysolo sisjvg = tvg.

(iii) Si ajy1 # a; £ 1 entonces o = s;a = (ay,...,a;_1,ai+1,4di,.-.,a,) € Spec(n), o ~ a' y el
vector asociado con o' es, salvo un factor escalar,
1

Vot = 8iVqg — ———— V.-
air1 —a;
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Mas aiin, el espacio (vy,vy) es invariante para X;,Xiy1,5, y en las bases {vy, vy } tenemos

1 1
R 0 [ Gi+1 0 | airi—a 1= (ait1—a;)?
Xl - (0 al+]> bl Xl+1 - ( O al) 9 sl - ( l = 1 °

i—ait+1

Demostracion. Ver Proposicion 3.3.3 de [3]. L]

Ejemplo 4.26. Las representaciones irreducibles de G, son la representacion trivial tr y la repre-
sentacion signo sg. Considerando que los elementos de YIM son X; =0y X, = (1,2) obtenemos los
pesos o = (0,1) y o' = (0,—1) para las representaciones try sg, respectivamente.

Ellas corresponden a los caminos Ty = (tf® — tr(D) y Tpy = (sg'® — tt()). Las dos particiones
de 2, a saber p = (2) y p' = (1,1). En cada caso hay solo un tableau estdndar:

To = Ty =

con contenidos C(T) = (0,1) y C(T") = (0, —1).

Por lo tanto Spec(2) = Cont(2). Esto da una correspondencia biyectiva natural entre el con-
Jjunto de todos los caminos en el grafo de ramificacion (parametrizados por Spec(2)) y el conjunto
de todos los caminos en' Y de longitud 2 parametrizados por Cont(2), ver (4.5).

sg® L1 H
NS NS
r L]

Figura 4.2: Isomorfismo de Grafos

tr(®

Esta correspondencia es claramente un isomorfismo de grafos, Figura 4.2.

Ejemplo 4.27. Las representaciones irreducibles de S5 son la representacion trivial tr, la repre-
sentacion signo sg y la representacion estdndar st. La representacion estdndar esta realizada en el
espacio vectorial de dimension dos

V={(x2) €C :x+y+z=0}

y &3 actuando por permutacion de la entrada de sus elementos. Considerando que los elemen-
tos YIM son X; =0, Xo = (1,2) y X3 = (1,3) + (2,3) obtenemos los pesos ot = (0,1,2) y o =
(0,—1,—=2) para las representaciones tr y sg, respectivamente. Ellos corresponden a los caminos
Ty = (r® = r® = ) y Ty = (s¢®) = 5@ — V). La representacion estandar tiene dos
pesos B = (0,—1,1) y B’ = (0,1, —1) correspondientes a los caminos Tg = (st®) = 52 — tr(1)
yTg = (st®) — @ — tr(V)). Son las particiones de 3, a saber (3), (1,1,1) y (2,1). EI conjunto
Tab(3) de tableaux estdndar consiste de

T = Ty =

Ty =
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con contenidos C(Ty) = (0,1,2), C(Ty) = (0,—1,-2), C(Tg) = (0,—1,1) y C(Tp:) = (0,1,—1) .
Por tanto Spec(3) = Cont(3). Esto da una correspondencia biyectiva natural entre el conjunto de
caminos en el grafo de ramificacion (parametrizados por Spec(3)) y el conjunto de todos caminos
en Y de longitud 3 parametrizados por Cont(3), ver (4.5). Tenemos

\/\/
\/

E\/\/
\/

Figura 4.3: Isomorfismo de grafos

Esto muestra una correspondencia biyectiva entre los vértices y las filas de estos grafos. Esta
correspondencia es claramente un isomorfismo de grafos.

Los resultados obtenidos en los casos particulares anteriores se generalizan a todo &,,. Si eli-
minamos la n-ésima caja de un tableau estandar 7' € Tub(n) obtenemos un tableau S € Tab(n —1).
Mas ain, si C(T) = (¢i(T),c2(T),...,ca(T)) entonces C(S) = (c1(T),c2(T),...,cn—1(T)).

Si a = (ay,ay,...,a,) € Spec(n), entonces @' = (ay,az,...,a,—1) € Spec(n — 1), entonces la
Proposicion 4.25 se sigue probando por induccién en n que Spec(n) = Cont(n). Esto también pro-
porciona una correspondencia natural entre el conjunto de caminos en el grafo de ramificacién (pa-
rametrizados por Spec(n)) y el conjunto de todos los caminos en Y parametrizados por Cont(n), ver
(4.5). Esto admite una correspondencia biyectiva entre el conjunto de vértices y de flechas de estos
grafos.

Teorema 4.28. Se cumple que Spec(n) = Cont(n). Mds ain, las relaciones de equivalencia ~ y ~
coinciden. Finalmente el grafo de Young Y es isomorfo al grafo de ramificacion de la torre libre de
multiplicidad &1 < 6, <...6,,.

Demostracion. Ver Teorema 3.3.7 de [3]. L]
Del Teorema de arriba, obtenemos una correspondencia natural entre S, y el n-ésimo nivel del

grafo de ramificacion Y, que es, el conjunto de todas las particiones de n.

Dada una particidn p - n, por simplicidad de la notacién, denotaremos también por p la repre-
sentacion irreducible de &,, generada por los vectores {vq }, con a € Spec(n) = Cont(n) correspon-
diente al tableau estdndar de forma p y V), denotara el espacio de esta representacion.

En el siguiente resultado se determinan las subrepresentaciones de &,_; que aparecen en la
restriccion de una representacion irreducible dada p en G,,.
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Corolario 4.29. (Regla de ramificacion ) Para toda p - n tenemos

ukn—1
p—i

que es, la suma corre sobre todas las particiones L - n— 1 que se pueden obtener de p removiendo
una caja.

4.4. Formas semi normal y ortogonal de Young

Recordemos que la torre
6,1 <6,<...6,.

determina una descomposicion de toda representacion irreducible de G, en subespacios de dimen-
sién uno y que una GZ-base se obtiene eligiendo un vector de norma 1 en cada uno de estos subes-
pacios. Note que los vectores son elegidos salvo un factor escalar de médulo uno.

SipFnyT e Tab(p) denotamos por vy el correspondiente vector en la GZ-base de V).

Para p F n denotamos por T* el tableau estandar de forma p donde la numeracion va creciendo
de izquierda a derecha en cada fila del diagrama. Por ejemplo, si p = (4,2,1) - 7, tenemos

2[3]4]
6

TP =

’\]LI]»—A

Sin embargo, usando la Proposicién 4.25 uno puede probar el siguiente hecho.

Proposicion 4.30. Es posible escoger los factores escalares de los vectores {vy : T € Tab(p)} de
tal forma que, para todo T € Tab(p), uno tiene

e = vr + Z ¥svs,
SeTab(p)
U(mg)<t(rr)

donde yg € Cy np € &, es la unica permutacion tal que npT = TP.
Demostracion. Ver la Proposicion 3.4.1 de [3]. L]

Teorema 4.31. Forma seminormal de Young. Escogemos los vectores de una GZ-base ortogonal
de V,, de acuerdo a la Proposicion anterior. Si T € Tab(p) y C(T) = (c1(T),c2(T),...,ca(T)) es su
contenido, recordando que Spec(n) = Cont(n) entonces la transposicion adyacente s; actiia sobre
vr del siguiente modo

(i) Siciy1(T)=ci(T)=*1 entonces sjyy = +vr.

(ii) Cuando ci;1(T ci(T) 1, poniendo T' = s;T, entonces
+ p

e e T si U(mr) > U(mr),
)]_ T)VT+ <1—((T)1(T))2)VT/ siﬂ(TCT/) <€(7fT>.
cir1(T)—ci

vr =

ciy1(T)—ci(

Demostracion. Ver [3], Teorema 3.4.2. OJ



68 CAPITULO 4. BASES DE GELFAND-TSETLIN

Podemos escoger normalizar la base {vr : T € Tab(p)} tomando wy = ﬁ, donde || - || esta
asociado con un producto interno invariante que hace de V,, una representacion unitaria de G,,.

Sea T un tableau estandar y sea C(T) = (c¢1(T),c2(T),...,ca(T)) el contenido del tableau T
Dados i, j € {1,2,...,n}, la distancia axial desde jaien T es el entero ¢;j(T)—c;(T) y se denota
por rr(j,i).

Esta distancia tiene un significado claramente geométrico: Asumiendo que nos movemos desde
j a i, cada paso hacia la izquierda o hacia abajo se cuenta +1, mientras que cada paso hacia la
derecha o hacia arriba se cuenta —1. Entonces el entero resultante es exactamente c;(T) — ¢;(T)
y es independiente de la eleccion del camino elegido, ver la Figura 4.4. El siguiente resultado es
consecuencia directa del Teorema 4.31.

3|5]6]

~

I
[<[o[=

N

Figura4.4: ¢5(T) —c7(T) =4, c2(T) — c6(T) = —4.

Teorema 4.32. Forma ortogonal de Young Dando la GZ-base {wr : T € Tab(p)} elegida en el
Teorema 4.3 1y normalizada, tenemos

1
Swr = —Wwr +4 /1= Wt
T T

donde, C(T) = (c1(T),c2(T),...,cn(T)), es el contenido de algiin tableauT € Tab(p) y rr = rr(i+
1,i) = ¢i+1(T) — ¢i(T) es la distancia axial en T desde i+ 1 a i.

Demostracion. Ver la Proposiciéon 3.4.4 de [3]. O
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(61,6, m X 6pn).

Propiedades del par (G,K)

En este capitulo consideramos el grupo G = &, y el subgrupo K = &,,_,, X G, cuando 2m < n.
Establecemos propiedades de este par y nos concentramos en la descomposicion de un G-médulo en
K-submédulos. Pondremos especial atencién en los casos m = 1 y m = 2, para los cuales también
consideramos la descomposicion de K-mddulos en submoédulos de otros subgrupos destacados de K
y daremos bases para las componentes isotipicas.

51. ElPar (G.K) = (6,,8,_mx Gy)

En el Capitulo 4 hicimos una revisién del grupo simétrico de n elementos y de las propiedades
que necesitamos. Sean G =6,y K =6,_,, X &, donde &,,_,, y &, son, respectivamente, los
subgrupos de G de todas las permutaciones de {1,...,n—m} yde {n—m+1,...,n},paral <m <
n — m. Consideramos el subconjunto

A={x0,...,xm} CG
donde la sucesion finita {x;} estd definida inductivamente por:
x=(1) y xxi=mn-m—i+l,n—m+i)x;.; para i=1,...,m.
Observamos que A es un conjunto de permutaciones que conmutan entre si.

Lema 5.1. Como conjuntos S, = (&_m X &) A (Sppm X Spp).

Demostracion. Sea X el conjunto de todos los subconjuntos de n — m elementos de {1,...,n}. Con-
sideremos la accién
S, xX —X, dadapor o.{i,i2,....in-my={0(i1),0(i2),...0(in-m)},

esta accion es transitiva. El subgrupo de isotropia de Op = {1,...,n—m} € X es K. Seap: G —
X la aplicacién proyeccion p(m) = m(0Op). Las K-6rbitas en X son los subconjuntos de todos los
conjuntos con el mismo nimero de elementos en Oy. Vamos a considerar los siguientes conjuntos
de n —m elementos:

Op=A{l,....n—m—1,n—m},
O,={l,....n—m—1,n—m+1},
O,={l,....n—m—2,n—m+1,n—m+2},

On=A{1,....n—2mmn—m+1,... ,n}.

69
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Tenemos O; = {1,....n—m—i,n—m+1,....n—m+i} =(n—m—i+1,n—m+1i)0;_; para todo
i=1,...,m. Asi por induccién se sigue que O; = x;0g paratodo i =0,...,m.

Asi X = K(Op)U---UK(Oy), unién disjunta. Dando 7 € G tenemos que p(7) € K(O;) para
algin i =0,...,m. De ahi p(7) € Kx;0p y 7w € Kx;K.

Esto completa la demostracion. O

Consideremos la accién por conjugacién de &, en &, dada por 6.7 = 66~ !. Denotemos por
M al centralizador de A en K bajo esta accion, es decir

M = centg(A) = {c € K : 6x;0 ! =x;, paratodoi=0,1,2...,m}.
En la siguiente Proposicién interviene el subgrupo &,,_»,, que estd conformado por las permutacio-
nes w de &, tales que 7(i) =i paratodai =n—2m+1,...,n. Sin=2m,entonces &, 2, = Sy = (1).

Proposicion 5.2. Dado M = centk(A), se satisface que M = S, _o,.

Demostracién. Asumimos que 7 € K satisface 7x;w~! = x; paratodo i =0, ..., m, equivalentemente

an—m—i+l,n—m+in ' = (n(n—m—i—i—l),ﬂ(n—m—l—i))

=(mn—-m—i+1l,n—m+i paratodoi=1,...,m.

yaquex;=n—m—i+1,n—m+i)x;_j.

De ahique t(n—m—i+1)=n—m—i+1yn(n—m+i)=n—m+1i, dado que 7 € K. Esto
completa la demostracién. O

Respecto a la restriccion de representaciones de G, al subgrupo K = S,,_,, X G,,. Recordemos
que dado un subgrupo K de G, se dice que el par (G,K) es libre de multiplicidad si cualquier
representacion de G es libre de multiplicidad como K-mdédulo.

Teorema 5.3. El par (G,K) = (6,,6,_, X S,,) es libre de multiplicidad si'y solo sim = 1,2.
Demostracion. Se deduce del Teorema 3.48 y de la Proposicién 3.51. O

Cuando K = &,,_,, X G,, con m # 1,2 las reglas de Littlewood-Richardson, que se describen
en la siguiente seccién, nos proporcionan la multiplicidad de las representaciones irreducibles de K
que aparecen en una representacion irreducible dada de G.

5.2. Restriccion de G,,-modulos.

En esta seccién enunciamos las reglas de Litllewood-Richardson que nos permite determinar la
multiplicidad de las representaciones irreducibles de K = &,,_,, X &,, que aparecen en la descompo-
sicién de una representacién irreducible de G = G, en K-submddulos. Esto lo consiguen mediante
un algoritmo combinatorio.

Posteriormente determinamos la descomposicién de representaciones irreducibles de &,, con-
siderando los subgrupos K = &,,_,,, X G,,, para m = 1,2 empleando un procedimiento distinto e
independiente de las reglas mencionadas.
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5.2.1. Regla de Littlewood - Richardson

Dada una representacién irreducible (p,V,) de &, nos interesa saber cuales son las representa-
ciones irreducibles de K = G,,_,, X G,,, que aparecen en la restriccién de p a K y la multiplicidad de
ellas. Recordemos que las representaciones irreducibles del grupo K = &,,_,,, X G,, son de la forma

T=URV
donde u € én_m yve ém
Seap e @n entonces
Res ' . (Vo) @ muev(p) u® Vi, 5.1)
ne€,
VEém

Los multiplicidades my gy (p) son los llamados coeficientes de Littlewood-Richardson y se des-
criben de manera combinatoria en las reglas de Littlewood-Richardson que enunciaremos.

Recordemos algunos conceptos: Dados m,n € N, p = (py,...,pr) Fny = (Uy,...,ls) = m.

= Decimos que U estd contenido en p, y denotamos por 4t <X p sim <ny lW; < p; para cualquier
i=1,...,s. Pensamos a u dentro de p de tal manera que la caja (1,1) de u coincida con la
caja (1,1) de p.

» El diagrama complementario p \ U, es el diagrama obtenido removiendo los cuadrados de u

puestos en el diagrama de Young de p.

En lo que sigue enunciamos el procedimiento para la interpretacion combinatoria de los nime-
108 myy(p). La demostracién de que estos nimeros son las multiplicidades respectivas la pode-
mos encontrar en el Corolario 6.1.35 pag. 293 [3]. Sean p -n, u-my v F (n—m), digamos
v=(V,Va...,Vq).

Si no se cumple que p =< p y v < p tendremos mygy(p) = 0.

El coeficiente de Littlewood-Richardson mygy(p) es el nimero de formas de escribir en el
diagrama complementario p \. it v; veces el nimero 1, v, veces el nimero 2... ., Vi veces el niimero
k, satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Para cada fila los niimeros son no decrecientes de izquierda a derecha.
2. Para cada columna, los nimeros son estrictamente crecientes de arriba hacia abajo.

3. Al leer los nimeros de la primera fila de derecha a izquierda y a continuacién leer los nime-
ros de la segunda fila de derecha a izquierda y asi sucesivamente, armamos una sucesién de
longitud n — m, digamos iy, i, ...i,—,. Esta sucesion satisface la siguiente condicién:

Para cualquier r, la multiplicidad de 1 en la sucesién iy, iy, ...i, es mayor o igual a la multi-
plicidad de 2 en la sucesién iy,i,...i, y esta es mayor o igual a la multiplicidad de 3 en la
sucesion iy, iy,...I, y continuamos con estas comparaciones.

Por ejemplo para p = (5,3,2,1,1), u = (3,1,1,1) y v =(3,2,1) tenemos myev(p) = 3 pues

1] 1] 1]
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5.2.2. Descomposicion de S,- médulosa S,,_| y S,,_» modulos.

Dadop € &, veremos una procedimiento, independiente de las reglas de Litllewood - Richard-
son, para descomponer el espacio de la representacion V, como subrepresentaciones de K cuando
K=6G,_.1yM=6,_,.

Consideremos K = 6,1 x6; =6, 1 yM=6,_» X G x & = &, . Por el Teorema 5.3
sabemos que los pares (S,,5,-1)y (6,-1,6,_2) son libres de multiplicidad. Por tanto dada p € G,
la descomposicion de V,, como subrepresentaciones irreducibles de K es

Vo= D malp)Va, (5.2)

77:66)171

con my(p) < 1 para todo 7 € K. De la misma forma cuando consideramos el par (&, 1,8, ).
Dada 7w € &,_; tal que mz(p) = 1, la descomposicién de Vz, como subrepresentaciones irreducibles
de G, > es

Vi= P mo(m)Vs, (5.3)

GEén,Q

conmg(mw) < 1.

Nota 5.4. Recordemos que dado un diagrama de Young [p], la caja de coordenadas (i, j) se dice que
es removible si en las posiciones (i+ 1, j) y (i, j+ 1) no hay cajas. Esto significa que removiendo una
tal caja el correspondiente diagrama es todavia un diagrama de Young, asociado con una particién
de (n—1).

Asi que en términos de diagramas de Young en la descomposicion de V), hay tantas representa-
ciones irreducibles de G, _; como cajas removibles tiene el diagrama de Young de p.

Ejemplo 5.5. Sean G = &7, consideremos p = (3,2,2) &7, tiene diagrama de Young asociado

|

Las representaciones irreducibles de K = Gg que aparecen en p tienen los siguientes diagramas
de Young asociados

Consideramos ahora las descomposiciones de Tt 'y de m, en M-mddulos.

La tinica representacion irreducible de M en Tt es G = , mientras que en para T| tenemos

[

Por tanto
Resg;(p) =ndm y Resg;(p) =(o)®(cd oD O).

Notemos que la multiplicidad de Vs es 2 en V), es decir, el par (&7, 8s) no es libre de multiplicidad.
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5.2.3. Descomposicion de &,-médulos en S, , X S,-médulos.

Dado p € G,,, consideremos ahora el caso m = 2, es decir, K = &,,_, X G,, entonces, asi co-
mo hicimos antes, determinaremos la descomposicion de V, como K-subrepresentaciones, con un
procedimiento diferente al de las reglas de Littlewood-Richardson,

Por el Teorema 5.3 el par (S, 5,_, x &;) es libre de multiplicidad, como en la seccién anterior
para p € G, la descomposicion de V,, como subrepresentaciones irreducibles de K es

Vo = @ mz(P)Vx,
nek

con my(p) < 1 paratodo 7w € K.

Las representaciones irreducibles de K = S,,_, x &, son de la forma i ® 6 donde u € én_z, y
0 € G,. Para determinar las representaciones T = U ® 0 € Resg't2 &5 (p) comenzamos describiendo

las representaciones p € &,_5 tales que i € Resg”i2 (p).

La representacién U estd contenida en Resgi2 (p) siy solo si existe un camino en Y de p a
u. Esto es equivalente a afirmar que it < p 6 que el diagrama de Young de u se obtiene borrando
dos cajas removibles del diagrama de Young de p. Si V() es la &,_»- componente isotipica de la

representacion U en Resé;:2 (p). Veremos que la multiplicidad de u es a lo mds dos.
Sea .7}, ,, el conjunto de tableaux estandares T asociados a caminos de la forma
Pn — Pn—1 — Pn—2 = Pn—3 — - P1.
con p, = P, Pp—2 = I 'y p; arbitrarios para i # n,n — 2. Es decir, todos los caminos de [,(Y) que

pasan por p y por U.

Recordemos que rr(n,n— 1) es la distancia axial entre n y n — 1. Para cualquier tableau T
estandar tenemos que rr(n,n—1) # 0.

Definicién 5.6. Seanp € S,y 1 € Resg;2 (p). Definimos ﬂpjfu de la siguiente forma

LZ,T” ={TeJpu:rr(nn=1)>0}, I, ={T € Fpu:rr(n,n—1)<0}.

Tenemos

— gt -
%’“ - Z)‘u U LZ)H'

Dado T € 9}, y, recordemos que s, T es el tableau que tiene intercambiados los niimeros ny n— 1
(si es admisible). Entonces los caminos asociados a 7'y s, T sélo difieren entre si en el lugar n — 1
del camino. Se cumple que el tableau 5,17 = (n,n—1)T € ), siy solosinyn—1 estin en
distintas filas y en distintas columnas del diagrama de Young de p, esto a su vez es equivalente a
que rr(n,n—1) # £1, en este caso

+ . . j—
TeJ,, siysolosi s,.1T €7,
Estamos listos para caracterizar la multiplicidad con la que puede aparecer u en Resg”i2 (p).

Proposicién 5.7. Sean p € &, p € Resgﬁ,z (p)y T € Fp . Entonces
i) La multiplicidad de 1L en p es 1, si'y solo si rp(n,n—1) = £1.
ii) La multiplicidad de |1 en p es 2, si'y solo si rr(n,n—1) # £1.
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Demostracion. SeaT € J y, sirp(n,n—1) = =1, entonces n'y n— 1 estan en la misma fila o en la
misma columna, en cualquiera de esos casos el tableau s,,_; 7 no es estdndar, por lo tanto T € Z;f“
ol € T, .

Si{wr :T € Tab(p)} en una GZ- base de V), elegida segtin el Teorema 4.32 entonces tenemos
que o {wr: T € ‘Z)TM} {wr : T € 7, ,} es una base de V;, pero no ambas, esto significa que la
multiplicidad de p es 1.

Finalmente, si r7(n,n— 1) # %1 entonces el tableau s, T = (n,n—1)T estaen .7, ,, entonces
{wr:Te€ gpfﬂ} y {wr:Te Z{#},

son bases de V), (simultdneamente). Esto significa que la multiplicidad de u es 2. O

Para representaciones en Resg:izxg2 (p) tenemos el siguiente resultado
Proposicion 5.8. Seanp € &, u € Resgzi2 P)yT e T
i) Sirp(n,n—1) =1 entonces L Qtr € Resgzizxez (p),
s Sy
ii) Sirr(n,n—1)=—1 entonces u®sg € Resg" &, (P),

iii) Cuando rr(n,n—1) # +1 tenemos que U @1try L QR sg € Resg”;zXGZ (p).

Demostracion. Si C(T) = (¢1(T),...,ca(T)) es el contenido de T, entonces
rr(nyn—1) =cy(T) —cp—1(T) = j(n)—i(n) —i(n—1)+i(n—1),

por lo tanto cuando ry(n,n—1) =1, tenemos j(n)+i(n—1) = j(n—1)+i(n)+ 1.

Hay tres posibilidades: Cuando i(n — 1) > i(n) o i(n — 1) < i(n), entonces j(n) < j(n—1) lo
cual es imposible pues 7T es una tableau estandar.

Finalmente Si i(n — 1) = i(n), entonces j(n) = j(n— 1)+ 1 lo cual es posible y esta dibujado

abajo
o1 (5.4)
Sabemos que la forma del diagrama (5.4) corresponde a la representacion trivial de G,.
Vamos a considerar el caso ¢,(T) = ¢,—1(T) — 1, entonces j(n)+i(n—1) = j(n—1)+i(n)—1.

Cuando j(n—1) > j(n) o j(n—1) < j(n), entonces i(n— 1) > i(n) lo cual es imposible pues T
es un tableau estandar.

Finalmente Si j(n—1) = j(n—1), entonces i(n) = i(n— 1)+ 1 lo cual es posible y esta dibujado
abajo
n-1

(5.5)

Sabemos que la forma del diagrama de Young de la ecuacion anterior corresponde a la representacion
signo de &;. El caso que falta analizar es rp(n,n — 1) # +1, por la proposicién anterior u tiene
multiplicidad 2, en este caso, basta recordar que el par (G, K) es libre de multiplicidad. Esto completa
la demostracion. O

Dada {wr : T € Tab(p)} una GZ-base de V), elegida segiin el Teorema 4.32, definimos bases
adecuadas de los espacios de las representaciones T= U ® § € Resg;zxez (p).
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Definicién 5.9. Seanp € &, u € Resgl2 (p)yr=pu®05.ParaT € J, , definimos

u 1 SIT=URtr
frg=wr +8(Msiwr Y trz= L% con (1) = L E=Rer
|itr | -1 sit=u®sg

Por la forma ortogonal de Young (FOY), ver Teorema 4.32, tenemos

ir g =wr +8(m)ywr +8(n)\ /1= sws, ;7 = (1+8(m){)wr +8(m)\ /1= Fwy, 7. (5.6)

El conjunto
Bux={urx:T € Tpy}. (5.7)
es una base de V5.
Consideramos el siguiente ejemplo para aclarar conceptos y notacion.

Por simplicidad, cuando 6(7) = 1 denotaremos a ur z por ur i, de forma similar si () = —1
denotaremos a uz, z por ur .

Ejemplo 5.1

Seap = e &7, las representaciones de G5 que estan en Resg; (p) son

]

SiT € Jp u, tenemos que rr(n,n—1) =3 # £1, por lo tanto, V() = Vy ©Vy = Vierr © Ve
ParaT € J i, rr(n,n—1) = 1, por lo tanto V|, ) = Vjy, - Finalmente para T € 7} 1, ,tenemos que
rr(n,n—1) = —1, entonces Vi) = Vi,ese-

Tenemos la siguiente descomposicion de V, en G5 x G;-mddulos irreducibles

vp = V/,t@tr 2] vu@sg S V/.tl etr D v/.tz@sg-

Los caminos de submédulos que pasan por p y por y son:

114]7] |
Ti iz — — = | ﬁ@ﬁH%D,
|

1[4]6] \ —

= [2]5] — — — — - = =1].
3|7 ] | B .
1[3[7] | o

.= [2]5] — - - — == =[],
416 B B - L
1[3]6] | |

= [2]5] — — — — —>H—>D,
4[7 ] ] B L
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1[3]7] |

Ts= [2]4] — — — — —>H—>D,
5[6 B -
1[3]6] |

Te= [2]4] — — — — %H%D,
5|7 | ] | ] —
1[2]7] |

=34 — — — — = [[]-1[],
5[6 B -
1[2]6] |

= [3]4] — — — — = [[]-=1[],
5|7 L L —
1[2]7] |

= (3|5 — — — — —>D]_>D,
4]6 ] B -
12[6 | |

Tio= |3|5] — - -] - = [1]-="[],
47 L

Tenemos que

Tou ={N,Ta,...Tio}, 7,0 = {1, 3, T5, 71, o} y Ty, = {T2,T4,T5, T3, T10 }-

Ademids {ur, yoir 11 =1,3,5,7,9} es base de Vs y {ur; pese - 1 = 2,4,6,8,10} es base de
Vigsg, mientras que

{ug, perr 11=1,3,5,7,9 U{ur, yssg 1 i = 2,4,6,8,10},

es base de Ve @ Vigsg-

. . 7 . / ’
5.2.4. Descomposicion de representaciones de K como M x &,-modulos

En el Capitulo 7 serd necesario considerar la descomposicion de K-mddulos en subrepresen-
taciones del grupo M x &, donde M = centx(A) = G, 4 y &, es el grupo de permutaciones de
{n—3,n—2}. Notemos que M x &, < &, _».

Lema 5.10. El subgrupo M x 6/2 =6, 4% 6,2 es libre de multiplicidad en K = G,,_5 x &,.
Demostracion. Toda representacion irreducible de &,_, x G, es de la forma
T=u®8 donde pued,,ydecs,.

Entonces Vz ~ V), como &,,_>-mddulos. Por el Teorema 5.3 el par (6,,6,-2 X &3) es libre de
multiplicidad, entonces también lo es el par (&,_2,6,,_4 X 6'2) O
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Dadap € &,,sean=pu®3 c Resglzx62 (p) determinamos cudles son las representaciones

6n72><62( )

. . !
irreducibles de M x &), que aparecen en ResMXG,2

Toda representacién en M x &) es de la forma T = 0 ® € donde o € Sn_s y € es representacion
irreducible de &). Por el Lema 5.10 toda 6 ® € en Resg”:ixgz(n) tiene multiplicidad 1. Primero

determinaremos las representaciones ¢ € Resg”‘2 (u).
n—4

La representacién o € Resgzj(,u) si y solo si existe un camino en Y de u a 6. Esto es equiva-
lente a afirmar que 6 < U o que el diagrama de Young de o se obtiene borrando dos cajas removibles
del diagrama de Young de u. Sean ¢ € Resg:j(,u), si T es un tableau cuyo camino asociado pasa
por p, 1y o, denotamos por rr(i, j) la distancia axial de i a j en el tableau 7.

Por la Proposicién 5.7 para n —2 y n — 4 obtenemos que
i) La multiplicidad de 6 en p es 1 siy solo si rp(n—2,n—3) = £1,

ii) La multiplicidad de 6 en tes 2, siy solosi rp(n—2,n—3) # +1.

Por la Proposicién 5.8, tomando n —2 y n — 4 en vez de n y n — 2 obtenemos

iii) Sirp(n—2,n—3) =1 entonces 6 @ 1r € Resg" > &3 (1) ,
n— 2

iv) Siry(n—2,n—3) = —1 entonces 6 ®sg € Resg”’jig?(ir) ,
n— 2

v) Cuando rr(n—2,n—3) # £1 entonces 0 Rtry o Qsg € Resg"‘izgf(ﬂ).
n— 2

Consideraremos tableaux cuyos caminos asociados pasen por p, U y O, extendemos de forma

. . +
natural las definiciones de 7 y I,

n—2 XGZ

... A S, S
Definicién 5.11. Sean p € S, T=U® 5 € Resg' | 6,(P) yOREE ResGHX@/2
por 7, ;1.6 €l conjunto de tableaux estdndares cuyos caminos asociados pasan por p, L'y O.

(7), denotamos

Cuando ¢ sea la representacion trivial de &, tenemos que
j:7—"_ .
Tpgile ={T € TP 5 1 rr(n—2,n—3) >0},

y si € es la representacion signo de &) tenemos que Zf,fc, ={T e ﬂp‘?ﬂﬁ crr(n—2,n—3) < 0}.

A continuacién introducimos la notacién necesaria para clasificar, segiin su multiplicidad, a las
representaciones 6 € M que aparecen en los caminos asociados a tableaux 7' € .7, ; .

Definicion 5.12. Seanp € S, yr=pu®38 Resg,”k2X€2 (p), definimos

i) S ={0€Resg T (n) imo(p) =1}, Io={0€Resg > G (n) : ms(1t) =2},

i /
n—4><62 ,,,4><62

. Gn2x6 . Sn2x&
ii) S11={0c€ S :00tre Resng2 X(n)}, A_1={0c€S:0Rs8€ ResMXg2 *(m)}.

Con las consideraciones previas tenemos la descomposicién de Vz como suma de M x &)-sub-
representaciones irreducibles.

Vi= B Vour® P Vousg® P Voorr ®Voase, (5.8)

GEjL] O'Exﬂ]‘,] cESH
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5.2.5. Bases de las componentes isotipicas de representaciones de S,,_4.

Recordemos, si 7 =y ® 6 en la Definicion 5.9 dimos bases de V; conformadas por los vectores

_ ar, 1 sid =tr
Ur g = Wr —+ 5(7‘[)sn71wT y Urz = H— T con 6(7[) = { ,

ir || -1 sid=sg

Dado o € Resgzj( i), cuando o € 1 1 U.# _ la multiplicidad de o es 1, por tanto

{urz:T € Tppuc} esbasede Vig) = Vowe.

Ahora consideraremos ¢ € .%, y determinaremos dos bases de Vie) = Voorr ® Vowsg, que nos
serviran en el Capitulo 7.

Por el Teorema 5.3 sabemos que el subgrupo &,,_3 es libre de multlphcldad en G, ,yS,_4
es libre de multiplicidad en &,,_3, existen dos representaciones Vi y V, en Resg” 27 (L ® ) tales

que o € Resg” (vi)yoe Res6 2(v2), ademds, si Vd y V2 denotan las componentes isotipicas de
O en V| y V, respectivamente, entonces

V(G) = VG@tr ® VG@sg = Vc; S Vc%

Notemos que siT € 9,) 11, €8 un tableau cuyo camino asociado pasa por vy, entonces s, 371 € Zfﬁ};
es un tableau cuyo camino asociado pasa por V;.

Por tanto
Be =A{urnus, sra:T € ‘Zfﬁfﬁ}’ (5.9)
es base de Vig) = Vowrr © Vowsg-

SeanpecS, 1=uRsdc Resg" xe,(P)yT=0R¢€E Resg”’iig?(n’). Para cualquier 7' €
n— n— 2

j: .
9,37 e definimos .
€T rm,t
‘ ’éTJr,r‘ ‘ ’

1 im= t 1 1 T=0®t
5(n) = SEEROT g = Sreoer
-1 siTt=uR®sg -1 siT=0®sg

erm = uTn+8( )Sn73’/7T,71:a €T nt = (5.10)

donde

Cuando ¢ es la representaci6n trivial de &) el conjunto 5 | = {erz: T € ,7,, 1, 5} es base
de Ve Si € es la representacion signo de &) el conjunto Bo_={erg.:TE€ ﬂp#’c}. es base de
Vowse-

Finalmente, si ¢ € .%,, entonces

B = B, VB es base de Vo) = Viwrr ® Vo (5.11)

En el siguiente resultado se establece la relacién que hay entre estas bases

Teorema 5.13. Seanp € S, T=u®R8 € Resg:;zx@ (p)y T € I .6 arbitrario. Cuando 6 € >
tenemos la siguiente relacion entre los elementos de las bases By y B

1
() - ¢1+ Vi-4 ( )
€T, m,0Rsg \[ _ l_i_% Us, sT.m )

donde d =rr(n—2,n—3).

= | &=

i
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Demostracion. Aplicando la forma ortogonal de Young, y operando algebraicamente obtenemos

ire = (14 25w 4 501~ s,
Vst + 81— v, a1
e = (1 49 n)) (1 +8g))wr+e(r)(l +M)Mwsn_3r
+68(m) 1—312(1+8(dr))w§,, T +e(t)d(m) \/7\/7%1 s T
§ )af,ﬁe(r)@asnﬂ,n.

donded =rp(n—2,n—3),s =rp(n,n—1).

Recordando que {wr : T € Tab(p)} es una base ortonormal, tenemos

| e =] s,y 1= /14 8(2) (8(7) +2)

y
| erne = /1 +e()(e(x) +2)/1+8(x)(8(x) +2). (5.12)
A partir de las ecuaciones anteriores y operando algebraicamente tenemos
1
eT T 1 + ( ) ) 1 - ﬁ
€Tt = = urg+ 2 Us, sT,m-

HeTn'TH \/1+8 )(g(7) % \/]+g

Para £(7) = 1 tenemos

1 1 1 1
ernt = 75 I+ urz+ 7Y L — Jug, i1,

Si g(7) = —1, tenemos

1 1
eT,fr,T:\Tz 1—guT,ﬂ: \[ 1+ dUsy_sT,7-

Esto completa la demostracion. O

Ejemplo 5.14. Volvemos al ejemplo considerado antes, tomando las representaciones

p= e y n= € Resg! (p).

Vimos que {uTi 1i=1,3,5,7,9} es base de Vg donde

1]4]7] |
= |2 — — — — —>H—>D,
3|6 B

T3=é37‘—> — — ‘—> ‘%H%D,

(o))

(V)
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1]3]7] |

Ts= [2]4] — — — — — H =[],
516 | ] -
112]7] |

= (3]4] — — — — - [[]-=1[],
516 | ] L
1]2|7] |

o= [3]5] — — — — [ 1]-=1],
46 B B -

Consideramos la representacion o = ‘ € Resgi (1), en este caso tenemos

Tpwo =ATT5, 11,10}, Toiilo ={T3, T}y Tpjio ={T5,T1}.
Notemos que para todo T € T, ; & tenemos, rr(n—2,n—3) # £1.

e e
B ={erynr e} esbasede Vo y B _ ={ernr,er nc} es base de Vg,

Consideramos ahora 6 = @ € Resgi (u). Tenemos que T .6, = {T1}, y la distancia axial

rr(n—2,n—3) = —1 entonces %ﬁt}l ={} v ypj;l ={n}

Por lo tanto %’gl,_ ={ennc=1u )} es base de V55 ¥

T,m.T

Vu@tr = VG] ®sg @ Va@tr @ Vo‘®sg-

5.3. Determinacién de A[G,]%*S» param = 1,2.

Recordemos que A[G,|S=n*Cn = [ f € A[G,]: & * f = f* &, paratodo k € &,_,, x S},
es una subdlgebra destacada en el estudio de funciones esféricas. En esta seccién determinamos
propiedades y generadores cuando m = 1,2.

Proposicion 5.15. El dlgebra A[G,]|®*Sn es conmutativa si y sélo sim=10m = 2.
Demostracion. Se deduce de los Teoremas 3.48, 3.51 y 3.52. O

Comenzamos considerando m = 1, es decir, la subdlgebra A[&,]®—!. Como vimos en la Defi-
nicién 4.21 los elementos YJM estan definidos por

Xi1=0 y Xe=(Lk)+Q2,k)+---+(k—1,k) para k=2,...,n

Para ¢,k > 1, sean Sy, Sy, S los grupos de permutaciones de los conjuntos {1,2,...,¢ +k},
{1,2,...,0} y{€+1,£+42,...,£+k}, respectivamente. En particular &;,,&; < Sy y 6, NSy =
{1}. Finalmente ponemos Z({,k) = A[G&,,4]® y Z(¢) = A[&(]®, el centro de A[&]. Claramente

Xo1:Xoq2,. . Xewk €Z(6K) y S, Z(0) CZ(L k).

El Teorema 4.22 establece que el dlgebra A[Gngk}Gf estd generada por los elementos YJM
Xo11,X042; - -+ Xotk» €l subgrupo &, y por Z(£).
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Proposicion 5.16. Para el par (S,,S,_1), si fi denota la funcion caracteristica de la &,,_,-orbita
del elemento x; = (n— 1,n) tenemos

A[Gn]en_l :A[anl]gn_l [Xn} :A[anl]gn_] [fl]
Mads aun A[G,)%1 = A[G,_1]%1A[&,]%".

Demostracion. Con la notacién previa y tomando ¢ =n — 1,k = 1, por el Teorema de Olshanskii
tenemos A[G,]% 1 =Z(n—1,1) yA[&,_1]® 1 =Z(n—1). Por tanto A[S,|%! = A[&,,_ 1] [X,].
Notemos que la &, ;-6rbita de la permutacién x; = (n,n—1) es {(1,n),...,(n—1,n)}, por tanto
su funcidn caracteristica coincide con X,,.

Finalmente, sea 7; la funcion caracteristica del conjunto de todas las transposiciones en G,
entonces 7 € Z(j). Se cumple que X,, = T, — T,,_ se sigue que X, € A[G,_1]%1A[&,]®". Podemos
concluir que A[G,,_1]®1A4[&,]% <A[G,]% 1 <A[S, 1] 1A[G,]®". O

En el Capitulo 6 determinaremos A[&,]®"! por generadores y relaciones, este resultado lo
veremos en el Teorema 6.10.

En lo que sigue consideramos el caso m =2. Sea ¥, = X,, — (n— 1,n), los elementos X,,_, Y, no
conmutan, pero, es facil probar que (n—1,n)X,_1(n—1,n) =Y,.

Lema 5.17. Para todo h,k > 0 tenemos
(Xt = Y (Kt +Ya)' = (Xuy + Yo+ (1= (= 1)F) (= 1,0))" (X = V)%, (5.13)

Demostracion. Primero consideraremos s =! y demostraremos por induccioén en k > 0. Es obvio
para k = 0, para k = 1 tenemos:

(anl _Yn)(anl +Yn) - (anl +Yn)(Xn71 _Yn) = 2(Xn71Yn _Yanfl)a
Xo1Yn=Xp—1 (X — (n—1,n)) = X1 Xy — X1 (n— 1,n)
=X 1 X — (n_ 17”)Yn7

Y, Xp1=(Xa— (n—1,n)) X1 = X, Xpo1 — (n—1,n) X,
:Xan_l — (n — l,n)Xn_l.

Como X,,—1X, = X, X,—1 obtenemos X,,_Y, — Y, X,—1 = (n—1,n)(X,—; —Y,). Por lo tanto
(Xn—1 = Y) Xn—1 +Yn) = (Xu—1 +Yn) (X1 — ¥a) +2(Xm1 Yy — ¥ X—1)
= (X1 + Yo +2(n—1,n)) (Xp1 — V),
queda demostrado para i,k = 1. Ahora asumimos que es verdad para k > 1. Tomando en cuenta que
(Xy—1—Yy)(n—1,n) = —(n—1,n)(X,—1 —Y,) conseguimos
(X1 = Y) (X1 +12)
= (Xuot = ) (Kt + ¥+ (1= (= 1)) = 1,m)) (X~ X,)!
- ((X,H Y+ 2(n—1,1)) (X1 —Yn) — (1= (= 1)) (n—1,1) (X1 —Yn))
X Xe1 = Y)* = (Xt + Y+ (1= (=DM (n—1,1)) (Xumr — V)<,
lo cual demuestra que se satisface para todo £ > 0 cuando 7 = 1.

Para demostrar para cualquier 4 fijamos k£ > 0 y procedemos por induccién en 4 > 0. Parah =0
es obvio. Asumimos que (5.13) es verdad para 4 > 0. Entonces
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(X1 = Yn) (X1 +2,)"!
— X1+ Y+ (1= (=1 (n=1,0))" (X1 = V) (Xu1 + T2
= (Xt Y+ (1= (1)) = 1,m)" (Xuo1 +Ya - (1= (= 1)F) (0 — 1,)
X (X1 =Yk = (X1 + Y+ (1= (=D} (n—1,n))" (X, = 1)~
El Lema estd demostrado. O
Proposicién 5.18. El dlgebra A[G,])%2*%2 estd generada por A[G, 2], X, 1+ Y, (X1 —

Y,)? y (n—1,n). Sean fi y f>, las funciones caracteristicas de las K-clases de conjugacion de los
elementos xy = (n—1,n—2) y x, = (n,n—3)(n— 1,n—2), respectivamente. Entonces

A[6,)52C2 = AIKIK[X, 1 + Yy, (X1 — V)P
= AKX X1+ Yo, X1 Yo+ Yo X 1] = AKIK[f1, 2]
yAK]K = A, 1]%2 x A[&,).

(5.14)

Demostracion. Primero observamos que de (5.13) para h = 1 tenemos que X, +Y, y (X,—1 — Yn)2

conmutan. De K = &, _» x &, se sigue que A[G]K = (A[G,,]GH)G2 y que
AKIK = (A[6,-2] 9 A[G2]) T2 = A[6,2]% 2 ©A[S).

si ponemos ¢ = n—2,k =2 en el Teorema 4.22 obtenemos que Z(n—2,2) = A[&,]%" es el dlgebra
generada por X,,_1,X,, el subgrupo &, y el centro Z(n —2) = A[S,_»]®2 de A[S,_»]. Por tanto
A[(‘B,,]G"*2 también es una subdlgebra generada por X,,_; +Y,,,X,—1 — Y, el elemento (n—1,n) y
A[&,_2])®"2. Ahora observamos que

(n—1,n)(Xp—1+Y,) = (X1 +Yu)(n—1,n),
(n—1,n)(Xp—1 —Yy) = —(Xp—1 —Yu)(n—1,n).

De ahi, usando también (5.13) vemos que cualquier elemento f € A[&,]®"2 puede ser escrito
en la siguiente forma:

f= Zaij(anl +Yn)i(Xn71 —Yn)j, ajj EA[K]K.
i,

Ahora es facil ver que f € (A[S,]%2)"? siy solo si
=Y aij(X1+%) X1 —Y)¥,  a; € AKX
ij
Por tanto
A[G]K = A[K]K[Xn—l + Yny (Xn—l - Yn)2]-
La segunda igualdad de (5.14) se sigue de las siguientes identidades:
Xy 12Y,)? =X> | £ (X, +Y,)+72.

Para probar la tercera igualdad de (5.14) es suficiente observar que X, +Y, = f1 y que X, 1Y, +
Y, X,—1 = for+ (Xy—1+Y,)(n—1,n). De hecho,

Xn- 1Y+ Y X1 = Z ((],n—1)(1,n)+(1,n)(l,n—1))
1<i,j<n—2
= L (G0t Gaen=1)+ T (Gn= D)+ Gn)in=1)
=2fH+ Z ((j7n)(n_17n)+(j7n_1)(n_1’n)) :2f2+(Xn—l+Yn)(n_lvn)'
1<j<n-2

La proposicion esta demostrada. O
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Funciones esféricas del par (G, K) = (6,,6,_1)

El objetivo de este capitulo es determinar explicitamente las funciones esféricas en el grupo
G = G, para cualquier K-tipo @ € &,,_1. Con frecuencia haremos referencia a resultados obtenidos
en capitulos anteriores.

En este caso tenemos que A = {xo = (1),x; = (n,n—1)} y porel Lema 5.1 y por la Proposicion
5.2 tenemos

6, =6,1A6,_1 y M=centx(A)={c€G:0(i)=i,parai=n—1,n} ~&,_,.

A partir de esta descomposicién tenemos

Lema6.1. Seare K y (8,V) una representacion de K tal que toda subrepresentacion irreducible
es de tipo w. Dada una funcion ¢ : A — End(V), tal que

O(xo)=1 y @(x)n(c)=mn(o)p(x1) paratodooc M.
Entonces existe una nica funcion ® : S, — End(V) tal que
D (kyxiky) = w(k1)9(x;))w(kz)  para todo ky,ky € S,_1,x; € A.

Demostracion. Como &, = (6,,_1)A(S,_1), por tanto, para todo g € &, existen k1, k, € S, tales
que g = kjx;ky para i = 0,1, cuando g € K (es decir cuando i = 0) definimos ®(g) = 6(g), cuando
g ¢ K tenemos que g = kyx1ky y para definir ®(kjxiky) = 8(k1)9(x1)0(ka) es necesario verificar
que k1x1k2 = h])C]hQ implica que 6(k1)¢()€])6(k2) = 5(/’l1)¢()€1)5(h2).

De hzkgl(n) =ny hflklxl = xlhzkgl obtenemos
n—1=x1haky ' (n) = hy'kyxi (n) = by ' ky (n—1).
Por tanto i, 'k; € My hy'ki = haky ', Ast S(h k1)@ (x1) = ¢ (x1)8(hy k1) = ¢(x1)S(haky ) y

0(k1)¢(x1)6(ka) = 6(h1)9(x1)6(h2). Claramente por su definicion ®|, = ¢ y ®|, = §. Esto com-
pleta la demostracién. O

6.1. Determinacion de funciones esféricas

En esta seccién determinamos las funciones esféricas para el par (&,,5,_1) a partir de la
primera caracterizacion, dada en el Teorema 3.11.

83
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Recordemos, en la Definicién 4.21 se establecieron los elementos de Young-Jucys-Murphy
(YIM) en A[S,,], por

=0 y Xe=(,k)+2,k)+---+(k—1,k) para k=2,...,n

Para el siguiente Teorema es fundamental el resultado que obtuvimos en la Proposicién 5.16 segin la
cual la subélgebra A[G]X = A[K]X[X,]. Por el Teorema 3.11 obtenemos la siguiente caracterizacién
para el par que estamos considerando

Teorema 6.2. Sea 1t € K. Una funcion ® : &, — End(V) es una funcion esférica de &, de tipo T si
y solo si

(i) Pe) =1,
(ii) ®(kigky) = P(k1)D(g)D(ky) para todo ki, ky € K, g € S,
(iii) (PxX,)(x1) = DP(x;) (P*X,)(e), donde x; = (n—1,n).
(iv) La restriccion ®|, como una representacion de K es equivalente a una suma directa de copias

de T.

Demostracion. Para demostrar el reciproco necesitamos que iii) se cumpla para todo x € S,,. Como
(iii) vale obviamente para x = e entonces vale para todo x € A. Sean x € A y k € K, entonces

(P X )( Z(,;CP kxy ™)Xo (y) = (k) (% X,.) (x) = D(kx) (P X,) (e).
Similarmente
(X)) (xk) = Y. D) Xu(y~'xk) = Y @) Xulky 'x) = Y @(yk)Xu(y~'x)
yeG yeG yeG

= (P#X,) (x)P(k) = P(x)(P*X,) ()P (k) = P(xk) (P Xy ) (e),

porque (DX, )(e)P(k) = D(k)(PxX,)(e) y X,(vk) = X, (ky) para todo y € &,,. Por tanto (iii) vale
para todo x € &,,.

Ahora probaremos que (P * f)(x) = ®(x)(P * f)(e) para todo x € &, y toda f € A[G]¥ =
A[K]¥[X,]. Por inducci6n probamos primero que ® X;| = @ (P *X;/)(e) para todo j € N. Ya hemos
establecido esto para j = 1. Asumimos ahora que ® * X;] = ®(® * X;/)(e) vale. Entonces

DX/ = PxX, % X) = D(DX,)(e) ¥ X/ = P+ X) (P *X,)(e)
=O(PxX/)(e)(PxX,)(e).

En particular, evaluando en la identidad obtenemos (P« X;/ ) (e) = (® xX;)) (e) (@ * X,,) (e), con lo
que probamos que ® xX; = ®(P *X;!)(e) para todo j € N.

Si f € AIK]X tenemos

@+ /)x) = ¥, @ )f0) = ¥ ek ) (k) = @(x) ¥ (k!

yeG keK keK
Evaluando en x = e obtenemos (@ * f)(e) = Yrex P(k~1) f(k). Por eso @ * f = D(Px* f)(e).
Finalmente,
P (f*X]) = D(Px f)(e) xX] = P+ X](Px f)(e) = P(PxX]) (e) (P ) (e).
Evaluando en x = e obtenemos (P (f N)(e) = (@ X])(e)(P * f)(e), demostrando que
P (f*X]) = P(P* (f*X]))(e),

completando la demostracion. O
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Corolario 6.3. Sea (7,V) una representacion irreducible de S,_1, ¢ : A — Endy (V) la restriccion
de una funcion esférica irreducible ® : S, — End(V) de tipo & € S,,_1. Entonces ¢ satisface las

siguientes ecuaciones
(n—1)tr¢(x;) =ndimV, 6.1)

(M = 7(Xp-1)) ¢ (x1) =1, (6.2)
para algiin N € C y recordemos que x; = (n—1,n).

Reciprocamente, si (T,V) es una representacion irreducible de S,_1y ¢ : A — Endy/(V) sa-
tisface ¢ (e) =1 y las ecuaciones (6.1) y (6.2), entonces existe una tinica funcion esférica ® : S, —
End(V) tal que ), =y |, = ¢.

Demostracién. Primero observamos que si f € A[G]X entonces (® * f)(e) € Endg(V),

(k) (@ f)(e)m( (k)Y ) f)rk") =Y @kyk ) f(y)
yeG ) yeG (63)
=Y o) f(k"yk) = (@ f)(e).
yeG

De ahi por el Lema de Schur tenemos que (P * X, )(e) = NI para algiin n € C. Mds aun

n—1 n—1
(P+X,)(e) = ;(CD*(J,”))(@) = ;ﬂ(jyn— D¢ (x)m(j,n—1),

porque (j,n) = (j,n—1)(n—1,n)(j,n—1). De ahi
ndimV =tr(®*X,)(e) = (n—1)tro(x;).

Por el Teorema 3.11 sabemos que (®*X,,)(x;) = ®(x;) (P X,)(e). Por tanto

n—1 — n-2
Y (@x(jn) Z (x1(j,n) = ), @((jsn—1)x1) +1
J=1 j=1 j=1
n—2
=L w((j,n—1))9(x1) +1=w(Xp-1)¢(x1) +1 =N (x1).

Reciprocamente, para ¢ : A — Endy; (V) definimos @ : G — End(V) por
®(kjaky) = w(k))¢(a)m(ky) para ki,ko€K 'y a€A,

para la buena definicién ver el Lema 6.1. Asi definido & satisface las condiciones i), ii), y iv) del
Teorema 6.2. Veamos ahora que también cumple la condicién iii). Como (®*X,,)(e) € Endg (V) por
el Lema de Schur tenemos (® x X,,)(e) = ul, para algiin u € C. Por eso

n—1

Y w(jn—1)¢(x1)m(j,n—1)=pul portanto (n—1)tr¢(x;) = pdimV,

=1

por hipétesis, obtenemos [t = 1, es decir hemos probado que (® x X,,)(e) = nl. Evaluando en x, y
usando (6.2), obtenemos

n—2
(DxX,) Z @ (xju )X, (u) = Z xn—1,7)¢(x1)+1=7(Xy—1)9(x1)+1 =11,
=

ueG

La demostracién concluye por el Teorema 6.2. O
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Ahora determinaremos el autovalor (P X,,)(e), para ello recordemos algunos conceptos del
Capitulo 4.

Toda representacion irreducible p de G, esta asociada univocamente a una particion p de n,
una forma de describir particiones debida a Frobenius, es la siguiente. Supongamos que la diagonal
principal del diagrama de Young de p tiene s cajas. Sea a; el nimero de cajas debajo de la i-ésima
caja de la diagonal principal, y sea b; el niimero de cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal
principal. Tenemos que a; > ap > --- > as y by > by > --- > b, denotamos a p por

p = (by,ba,...,bslay,az,...,as).

Entonces como vimos en la ecuacién (4.4) tenemos la siguiente expresion general del carcter
Xp en la clase de conjugacién C(2,8,,), de los 2-ciclos en &,,.

2 (C(2,6,))

n—l lzs: i(bi+1)—ai(a;+1)).

Recordemos que dada una representacién (p,V) de G y 7 una representacion irreducible de K que
aparece en p, P el operador proyeccion de V en V(z) que es la componente isotipica de 7, a la
funcién @ : G — End(V|y)) definida por

D(g)v="p(g)v  §EGVE V),

la denominamos funcién esférica asociada a p de tipo 7.

Necesitaremos los siguientes resultados generales para un grupo finito arbitrario G y K un sub-
grupo.

Teorema 6.4. Seap c Gym e Resg (p). Sea @ la funcion esférica asociada a p de tipo m. Si fo es
la funcion caracteristica de una clase de conjugacion O de G. Entonces

x 0]
D folle) = ——=xp(0)1,
@+ fol(e) = 4052(©)
donde X, (0) = xp(v) para cualquier y € O.
Demostracion.
[@+fol(e) = Y. @M folv") = Y. P fo(y) = Y. ®O) =PFr ), p(y)Pr
yeG yeG y€O y€O

Lasuma Y, p(y) conmuta con p(g) para todo g € &,,. Por el Lema de Schur tenemos Y. p(y) =
vl,. Tomando traza obtenemos vd(p) = |0|x,(0O) donde x,(0) = x, (y) para cualquier y € O.

Por tanto

‘0’)xp<o>1p-

(@ fo)(e) = vy = a0p)

O]

Teorema 6.5. Sean p € G me Resg(p)y @ la funcion esférica asociada a p de tipo 7. Sea fp la
funcion caracteristica de una K-clase de conjugacion Q de K. Entonces

[4

(@ fo)(e) = ()

——xx(0)I,

donde xz(Q) = xx(y) para cualquiery € Q.
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Demostracion. Como en la prueba del Teorema 6.4 tenemos

(@ fp)(e) =) @(y)

yeQ

Cuando el K-médulo V no es irreducible, es suma directa de copias de V. Sin embargo por
el Lema de Schur ¥, 7(y) = vI. Tomando traza obtenemos vdim(V) = x(Q)|Q|h(®P) donde
xz(Q) = xx(y) para cualquier y € Q y h(P) denota la altura de la funcion esférica. Como dim(V) =
h(®L)d(m) obtenemos

x Q
@ fo)le)=vi = 42 (01

O]

Estamos listos para determinar el valor del autovalor asociado a ® en términos del contenido de
los tableax cuyos caminos asociados pasan por p y por 7.

Proposicién 6.6. Sea ® la funcién esférica asociada a p € S, de tipo w € K. Si T es un tableau
estdndar cuyo camino asociado pasa por p y por ©'y C(T) = (c1(T),...,cu(T)) es el contenido de
T, entonces

(P*X,)(e) =cn(T)I.

Demostracion. Denotaremos por C(2,S,,) la clase de conjugacién de un 2-ciclo en &,, (o su fun-
cidén caracteristica ) y por C(2,5,_1) la clase de conjugacion de un 2-ciclo en K (o su funcion
caracteristica ). Entonces X, = C(2,65,) —C(2,65,_1).

Sin = (®xX,)(e), por los Teoremas anteriores tenemos

_lc(2,6,)|
d(p)

Tenemos que [C(2,6,)|=n(n—1)/2y|C(2,6,-1)| = (n—1)(n—2)/2. De la ecuacién (4.4) para

C(2,6n1)

ZP(C(ZaGn)) - d(ﬂ?)

xﬂ(C(2,6n,1))

p:( /17"‘7b;’|a/17"'?a;’) y ﬂ":(bla"'7bs|a17"'7aS)

(teniendo en cuenta que la dnica diferencia en los diagramas de Young de cada una es un cuadrado)
tenemos

— =Y (bj(bj+1)—aj(a;+1)). (6.4)
j=1

l\)\'—*

Zb’ (b4 1) —d)(d;+1))

Ahora consideramos los diferentes casos:

1) Tenemos s' = s, by = b; si j#i+1,b},; =bit1+1yd;=a;paratodo 1 < j <s. Por tanto

1
n= 2( i1 (b + 1) = bigi (big1+1))

= (B 1) (bis1+2) b (b1 +1)) = bisa + 1= () — () = (7).

2) Tenemos s’ = s, a’

L=ajsij#i+1,a;, =a1+1yb;=bjparatodo 1 < j<s.Por tanto

1
n= _E(Cl;ﬂ(a;ﬂ +1) —aj1(aip1 +1))

—%((am +1)(@ir1+2) =aip1(@ipr +1)) = —(air1 +1)j(n) —i(n) = eu(T).
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3) Finalmente consideramos s’ = s+ 1, b;- = b;j, a;
tanto j(n) =i(n)y c,(T) =0

1
n= 2( H—l(b, 1+ 1) _“;+1(ag+1 +1)) =0=cu(T).

=a;jsil<j<syb  =a,,=0.Por

O]

Asi como observamos en el Lema 6.1, toda funcién esférica estd determinada por su restriccién
al conjunto A, por esta razén en lo que sigue determinaremos ®(x;), la funcién esférica determi-
nada por p € 6,1 de tipo 7 € K. Recordemos que M = centg(A) = &,_,, como vimos en (5.3), la
descomposicién de V;, como subrepresentaciones irreducibles de &,,_; es

Ve = @ me(m)Vs,

O'Gén,z

con la multiplicidad ms(7) < 1 para todo ¢ € én_z. Como x; conmuta con todos los elementos
de M, tenemos que ®(x;) es un M- morfismo y por la descomposicién anterior y el Lema de Schur
tenemos
D(x;) = Z osls conag € C.
ce6, 2
Finalmente recordemos que si 7 es una tableau estdndar asociado a un camino que pasa por p y 7,
denotamos por rr (i, j) a la distancia axial de i a jen T.

Teorema 6.7. Sean p € S, T € Resg:’lil (p)yo e Resg::;(ﬂ). Si ® es la funcion esférica de S,
asociada a p de tipo w, T un tableau estdndar asociado a algiin camino que pasa por p, Ty por &
con C(T) = (c1(T),c2(T),...,cn(T)) el contenido de T.

Entonces la restriccion de ®(x)) a la componente isotipica de ¢ en Vy es

(I)(X]) == aGIO'7

1 _ 1
rr(nn—1) = cp(T)—cn1(T)"

donde 05 =

Demostracion. Del Teorema 3.11 (iii) y por la Proposicion 6.6 tenemos

(Dx, @) (x1) = (P*X,)(x1) = P(x1) (P*X,)(e) = O (x1)P(X,) = c,(T)P(x1), (6.5)

por otra parte

n n—1 n—2

(@xX) (1) = ) (@ (j,n))(x1) = Y, @(x1(j,m) = ), P((jon—1)x1) + Iz

Jj=1 J=1

S~
|
o =

(6.6)

n((j,n—1))P(x1) +1=7(X—1)P(x1) +1p = 1 (T)P(x1) + I1.

~.
I
—_

para la tdltima igualdad estamos usando que #(X,_1) = ¢,—1(T)Iz, lo cual se prueba de la misma
forma que se vi6 en la Proposicién 6.6.

De las ecuaciones (6.5) y (6.6) tenemos

Cn(T)qD(Xl) = Cp—1 (T)<I>(x1) + 1.

Sea ¢ € Resk (), como ®(x) es un M- morfismo, al restringir la ultima ecuacién a V; tenemos

Cn(T)q3()C1) = Cnfl(T)CI)(xl) +15.
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por la Proposicién 4.25 (i) sabemos que ¢, (T) — c¢,—1(T) # 0, por lo tanto

Plv) = <c,,(T) —lc,,_l(T)>IG'

6.2. Determinacion de las funciones esféricas por proyecciones.

En esta seccion determinaremos las funciones esféricas del par que estamos considerando, esta
vez por medio de la caracterizacién del Teorema 3.41 segiin el cual, sip € S, ® € &,_; tal que
aparece en P, y si denotamos por Py el operador proyeccién ortogonal del espacio de la representa-
cién p en la componente isotipica de 7 entonces la funcién

D(g)v="Prp(g)v g€ G,vEVqy,
es la funcién esférica de &,, asociada a p de tipo 7.

El siguiente resultado ya lo hemos establecido en la seccién anterior, lo incorporamos a conti-
nuacion para dar una demostracién alternativa.

Teorema 6.8. Sean p € &, 7 € Resg;1 (p)yoe Resg::;(fc). Si @ es la funcion esférica de &,
asociada a p de tipo w, T un tableau estdndar asociado a algiin camino que pasa por p, Ty por ©
con C(T) = (¢1(T),c2(T),...,cn(T)) el contenido de T.

Entonces la restriccion de ®(x1) a la componente isotipica de ¢ en Vy es

CD(X]) - a0'10'7

1 _ 1
rr(nn—1) — cy(T)—cy—1(T)"

donde 05 =

Demostracion. Por la forma ortogonal de Young, Teorema 4.32 sabemos que si tomamos la GZ-base

{wr : T € Tab(p)}, tenemos
1 1
siwr = —wr +1/ 1 — Swyr
r r

donde s; = (i+1,i) y r=rr(i+1,i) es la distancia axial en T desde i+ 1 a i, paratodo 1 <i<n-—1.
Tomando i = n — 1 tenemos que s, = x|

1 1
Sp_iwr = —wr+1/1— S Ws, T donde s= rT(n,n — 1).
N S

Recordemos que s = rp(n,n—1) = ¢,(T) — ¢,—1(T). Cuando s = +1, tenemos s, 1wy = twy =
%wr, asi ®(x))wr = %wT = 7@@)71@171@) wr.

Vamos a considerar el caso en que rp(n,n— 1) # £1. Si el camino asociado a T es
poT—0—-,
entonces el camino asociado a T} = 5,1 T es de la forma
P — 0=,
afirmamos que 7 # m;. Pues, si 7 = 7; y denotamos por wr,w, a los vectores de la GZ- base aso-
ciados a los tableaux 7 y T, respectivamente, entonces ®(x;)wr = Py (%WT +4/1— SLZWSHT) =

wr+,/1- S%WSH r & Cwr, pues wr,w, son linealmente independientes. Pero sabemos que ® (1)

es un M-morfismo. Por lo tanto 7 # m; y Pywr, = 0. Esto completa la demostracién. O
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6.3. A[G]X y sus representaciones para (&,,5,_1)

Por la Proposicién 5.15 A[G,]®"! es conmutativa y por la Proposicién 5.16 sabemos que
A[G)*¥ =AIKIX[X,] donde X,=(1,n)4(2,n)+---+(n—1,n).

Sean p € S, ynek= S,_1. Si ® la funcién esférica asociada a [ S S, de tipo Ty B es la
representacién de A[G]X dada por la extensién de ®. Sea ¢, (T) la n-ésima coordenada del contenido
de cualquier tableau estandar 7 € Tab(p) correspondiente al camino que pasa por p y T.

Teorema 6.9. Con la notacion previa, sabiendo que el conjunto {J, : L € K} es una base de A[K]K,
cualquier elemento f € A[G|X es de la forma

F=Y (Y ciuky) =X, cju€C.

J20 pek

en tal caso

B(f) = ®(f) = K| L cjuenlT).

Jjz0

Demostracion. Recordemos que (® x X,,)(e) = ¢,,(T)I, ver la Proposicién 6.6.

Por otra parte, si 4 € K tenemos

d(7u) = Z (k) (k") = Z w(k) (k') =

kekK keK

|K|I, sip=m,
0 Siu#m,

hemos considerado el operador P, = ‘17'2,{6 x l(k)xu (k1) que por la Proposicién 2.25 es el ope-
rador proyeccion ortogonal del espacio en la componente isotipica de pt. Serd / cuando 4 = 7wy el
operador nulo en otro caso. Esto completa la demostracion. O

Recordemos que dadas dos particiones p -ny @ n— 1, el simbolo p — 7 denota que 7 es
una subrepresentacion de la restriccién de la representacién p a K. Dada 7 € K, sea

#={(p,m)cGxK:p—m}.

Para cada (p, ) € %, sea T un tableau de Young cuyo camino asociado pasa por p y por T y sea
cn(p,m) el contenido de T la caja del diagrama de Young de p borrada para obtener el diagrama
de Young de 7. Sea ® la funcién esférica asociada a p de tipo © y B = &. Los pardmetros de
la representacién 8 del dlgebra A[G]X = A[K]¥[X,], son: B(X,) = ca(p,7), B(Zu) = O para todo
pek,u#mnypB(tz)=IK|

Para cada (p, ) € Z construimos ahora el polinomio ménico pr en C[x] (x variable indetermi-
nada) cuyas raices sean f3(X,):

px(x)= JI G—eulp,m)).
(p,m)e

De acuerdo a la Proposicién 3.43, hay un dnico p € A[G]X = A[K]X[X,] tal que Oz (p) = I%I Zrpr(Xn)

para todo 7 € K. Entonces

p:TZ H Zﬂ:(Xn_Cn(pv”))' (6'7)

nek (p,m)€X

Por construccién, si aplicamos cualquier representacién 8 de A[K]X[X,,] obtenemos 3(p) = 0.
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Teorema 6.10. Sea A[K|X[x] el anillo polinomial en la indeterminada x con coeficientes en el anillo
conmutativo con identidad A[K]X.

Sea a : A[KX[x] — A[K]X[X,] el homomorfismo de dlgebra definido por a(h) = h para todo
he AKXy a(x) = X,.

Para

~m L I zle—etp.m).

nek (p,m)eX
se tiene f € kera y o induce el siguiente isomofismo de dlgebras
AlGI* = AIKI*[¥)/ (),
donde (f) es el ideal de A[K)X [x] generado por el polinomio f.
Demostracion. Primero observamos que &(f) = p, ver (6.7). Se ha establecido que CTD( p) = 0 para
todo (p, ) € Z, Proposicion 3.57 implica que p = 0. Por tanto, f € ker(a).

En la ecuacién (3.20) hemos establecido que dim¢c A[K]X[X,] = dimc A[G]X = |.&
el conjunto de todas las funciones esféricas irreducibles de (G, K). De ahi que

7| = dimc A[K]*[X,] = dimc A[K]*[x]/ ker & < dimc A[K]*[x]/ (/). (6.8)

El dlgebra A[K|X = @,z CXx, por tanto
nek
como suma directa de dlgebras.

Sea fr = ﬁ]—[pegn Xz(x —cn(p, ™)) la correspondiente proyeccion de f en Cir[x]. Si h =
Y wcphn.conhy € CYn, entonces hf =Y ¢ hyfr. Por tanto

AKI* [/ (f) = D C2xl)/ (fx)

ek

El grado de (f;) coincide con |.%;| = my. Ahora es claro que {yzx"* ', xpxX™ 2 ... XX, Xz} €S
una C-base de Cyz[x]/(fz) ya que dimc A[K|X[x]/(f) = L1cr | Fx| = |-Z|. Volviendo atrés a (6.8)
vemos que ker @ = (f). Por lo tanto

AlG]* = A[KI¥[X,)] ~ A[K][x]/ ().

6.3.1. Ejemplos del dlgebra A[G]X y sus representaciones para el par (S3,55).

Vimos en la Definicién 4.10 que con C(1"1,22,... k', &,) denotamos la clase de conjugacién
del producto de ry k-ciclos disjuntos en G,,, para 1 < k < n'y para simplificar la notacién omitimos
el nimero k'* cuando ry = 0, siempre y cuando no haya confusion.

Recordemos que X3 = (1,3) + (2,3) € A[S3]%2. No es dificil verificar que valen las siguientes
identidades

—Xc2,6,)X3—2=0,
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donde Xc(»,s,) denota el caracter de la clase de conjugacion de C (2,8,). La tabla de caracteres de
S es

X C(1162) C(2762)
tr 1 1
sg 1 —1

Por tanto, Xc2,&,) = %(Xtr - %sg) y
X3 =5 (e — Xsg) X3 —2=0. (6.9)

En la tabla siguiente listaremos las representaciones irreducibles p € G, su descomposicién en K-
médulos irreducibles y los parametros de las correspondientes representaciones f3’s del algebra
A[G]¥ = A[K]X[X;3] , dado por la extensién de cada funcién esférica irreducible.

pP1 = .. B(X3) =2, B(Xtr) =12, B(ng) =0,

pr = 3 BG) =1, ) =0, Blxe) =2,

pr= 5 BOX) =1, Bl =2, Bt =0,

]
p3=| | B(X3) =-2, B(xu) =0, B(xse) =2

Si reemplazamos Y por B(xz) y X3 por la indeterminada x en la identidad (6.9) para T = Y, Xe
respectivamente tenemos los siguientes polinomios

KP—x—2=(x—-2)(x+1), P rx—2=x+2)(x—1).

Asf hemos verificado que si aplicamos las cuatro representaciones 3 : A[K]X[X3] — C a (6.9) obte-
nemos cero.

El conjunto .% de todas las funciones esféricas irreducibles es

F = {D', dP2 oP2 D}

tr» Fsg»
Tenemos que
A6 ={62-(1,2,3).62-(1,2),62-(1,3), &2~ (1)}

Vale la pena observar que los nimeros cardinales |.%| = |A[G]X|. Esto implica que el conjunto de
transformadas de Fourier en cada funcién esférica irreducible {®f!, &2 OF2 HF3} es una base del
dual de A[G]X como espacio vectorial complejo.

Tenemos que A[G]X = AK[G] @ AK[G] y {®P' &1 es ortogonal a AKIG]y {DF2 DL} es or-
togonal a AK[G]. Mas aiin, los conjuntos {®f,®52} y {®F? &F} son linealmente independientes,
porque son conjuntos de representaciones diferentes de un dlgebra (Vandermonde).

Sea A[K]X[x] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el anillo con-
mutativo con identidad A[K]X. Sea o : A[K]X[x] — A[K]X[X3] el homomorfismo de dlgebra definido
por a(f) = f para todo f € A[K]X y a(x) = X3. Entonces x> — %(xtr — Xsg)x — 2 € kera. Como
dimc A[K]X[X3] = dimc A[G]X = 4 tenemos

4 = dimc A[K]¥[X3] = dimc A[K]¥[x]/kera
< dimg AK]*[x]/ (¢ = 5 (e — Xsg)x = 2) < 4,
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ya que dimc A[K]X =2y {1,x} es una base del médulo libre A[K]X [x] /(x> — £ (r — Xs¢)x —2) sobre
A[K]X. Por tanto
AlGI = A[KI* [/ — 5 (2 — Xsg)x —2).

6.3.2. Ejemplos del dlgebra A[G]X y sus representaciones para el par (G4, 53).

Recordemos que X4 = (1,4) + (2,4) + (3,4) € A[G,4]®3. Cambiamos la estrategia. Comenza-
mos construyendo la siguiente tabla de representaciones irreducibles p € G, su descomposicién en
K- modulos irreducibles y los pardmetros de las correspondientes representaciones f3’s del dlgebra
A[G]¥ = A[K]¥[X4], dados por las transformadas de Fourier en cada funcién esférica irreducible.

pr=_1114] BX)=3, Blte)=6,  Blxs)=0, B(itee)=0,

po= 14 B =2 Bz =0. Bz =6 Bl =0
pr= o] By =1 Bl)=6.  BUt)=0 Bl =0
pP3 = 4 B(X4) =0, B(xtr) =0, ﬁ(%sl) =6, B(%sg) =0,
4
Ps= L ﬁ(X4) =1, ﬁ(xtr) =0, ﬁ(%st) =0, ﬁ(%sg) =6,
|
ps=1 | ﬁ(X“) =-2, B(xtr) =0, ﬁ(xst) =0, ﬁ(%sg) =0,
4
P5 = — B(X4) = -3, ﬁ(xtr) =0, ﬁ(%vt) =0, ﬁ(ng) =6.
4]

Construimos ahora tres polinomios ménicos py, psr y Pse en Clx] usando los correspondientes
valores de f(X4) como raices:

(@) = (x=3)(x+1), palx) =x(x—2)(x+2), pux)=(x+3)(x—1).
De acuerdo a la Proposicién 3.43 , existe un dnico p € A[G]X = A[K]K[X,] tal que
Pe(p) = txe(Xa=3)(Xa+1), Pu(p) = t2sXa (X4 —2) (X4 +2),
Poo(p) = £ 2ee(Xa+3)(Xs — 1).
Entonces
P = (X3P —2X4 = 3) + Loy Xa(XF —4) + L2 (X3 +2X4 - 3)
= X5t X3 + § Ot + Xs) X3 — 5 (Ot + 225t — Xsg) Xa = 5 (e + Xise)-

Por construccion, si aplicamos las siete representaciones 3’s de A[K]X[X,] obtenemos 3(p) = 0.

El conjunto .# de todas las funciones esféricas irreducibles es

— I(BP B B2 BP P
ﬁ_ {CI)u_l,(I)Sf’(l)trz’(1)313’@5;’@;,(1)5;}_
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El conjunto A[G]® = {C(4,8,),C(3,84),C(22,84),C(2,684),C(1,84)} y

A[G]K ={63-(1,2,3,4),65-(1,2,4),65-(1,2,3),63-(1,2)(3,4),
63 : (174)763 ' (1?2)763 : (1)}

Vale la pena notar que los nimeros cardinales |.%| = |A[G]X|. Esto implica que el conjunto de
transformadas de Fourier en cada funcién esférica irreducible

HPL HP2 HP2 HP3 & HP4 &
{q)tr 7q)st7q)tr 7¢st7‘b§§7®stvq)ls)§}

es una base del dual de A[G]X como un espacio vectorial complejo.

De hecho, A[G]¥ = AK[G] @ AK[G] @ AK[G] y el conjunto {®f,®’} es ortogonal a AK[G] &
Agi,[G], {®F2 ®P3 &P es ortogonal a AK[G] @Ag’, Gy {@fg,ci)fg} es ortogonal a AX[G] © AK[G].

Mas atin, los conjuntos {®f', &f?}, {d? &L L} y {DF PP} son linealmente independientes,

pues son conjuntos de representaciones diferentes de un dlgebra (Vandermonde). Ya que B(p) =0
para todo f3, tenemos p = 0.

Sea A[K]¥[x] el anillo polinomial en la indeterminada x con coeficientes en el anillo conmuta-
tivo con identidad A[K]X. Sea a : A[K]X[x] — A[K]X[X4] el homomorfismo de 4lgebra definido por
a(f) = fparatodo f € AKX y at(x) = X4. Sea

F= 62+ § (i + X)X — 5 Ot 20 — Xsg)x — 3 (e + Ksg)-
Entonces f € ker . Como dimc A[K]X[X,] = dimc A[G]X = 7 tenemos

7 = dimc A[K]¥[X;3] = dimc A[K]¥ [x]/ ker & < dimc A[K]¥[x]/(f). (6.10)
El dlgebra A[K]X = Cyy @ Cyyr ® Cys, por tanto

AKX ] = Cue[x] @ Cse[x] © Csg 4]
Sea f, fu, fsg las correspondientes proyecciones de f. Entonces,
fo=tae(®=2x=3),  fu=Llxa(® —4x), fig = Lpe(x® +2x—3).
Sih = hy + hy + hyg € A[K]X[x], entonces hf = hy fir + st fur + hsg fsg- POT tanto
AIKI /() = Cold] (fie) @ Cotsn[X] (fir) © Cig ()
Ahora es claro que { X, Xu b, { X%, XseX, Xsi} Y § XseX, Xsg } son , respectivamente, C-bases de
Cotae ¥l (fir) Cotsn [x] (fir), Colsg ¥ (i) -

De ahi dimc A[K]X[x]/(f) = 7. Por (6.10) resulta que ker @ = (f). Asf hemos probado que

AlGIF = AIK]*[Xa] = AK]" [x]/(f)-
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Funciones esféricas del par (G,,5, , x &,)

El objetivo en este capitulo es determinar explicitamente las funciones esféricas irreducibles
de G = G,, de cualquier tipo & € énfz X éz. Para lo cual usamos la caracterizacion del Teorema
3.41, segin el cual, dados p € &,, y 7 representacién irreducible de &,_» x &, que aparece en la
restriccién de p, entonces la funcion

D(g)v=Prp(g)v, paratodo g€ &,,vEVy.

es la funcién esférica irreducible de G,, asociada a p de tipo 7. Donde Py es el operador proyeccion
ortogonal del espacio de la representacion p en la componente isotipica de 7.

Por el Teorema 5.3, tenemos que el par (S,,5,_» X ;) es libre de multiplicidad, por tanto la
componente isotipica V) de 7, coincide con el espacio de la representacion 7, es decir, Vi) = Vr.

Tenemos A = {xp = (1),x; = (n—1,n—2),x0 = (n,n—3)(n—1,n—2)} y por el Lema 5.1
resulta
6,1 = (6,,72 X 62)14(6”,2 X 62).

Mientras que por la Proposicion 5.2 tenemos

M =centg(A) ={c€S,:0(i)=i,parai=n—3,n—2,n—1,n} =6,_4.
Recordemos que 6/2 es el grupo de permutaciones de {n —3,n— 2}. Tenemos que M X 6; es sub-
grupo de K = G,,_» x G, en particular M x 6’2 <6,..

Del siguiente resultado sabemos, en particular, que para determinar las funciones esféricas del
par que estamos considerando basta determinarlas en xj y x».

Proposicion 7.1. Seanp € S,y e Resgzdxez (p), si @ denota la funcion esférica irreducible de
&, asociada a p de tipo ©. Entonces

i) La funcion ® queda determinada por ®(x;) y ®(xy).
ii) ®(x1) y ©(x2) son M-morfismos.
i) ®(x)) es &,_3-morfismo y ®(x;) es M x &,-morfismo.
Demostracion. i) Sabemos que &, = (6,2 X G2)A(S,_» x &;), entonces para todo g € &, existen

ki,ky € 6,2 x &, y x; € A tales que g = kjx;kz. Por la Proposicion 3.11 sabemos que D(kjx;k;) =
D (k1 )P(x;)P(ky) = m(ki)P(x;)m(k2), por lo tanto P queda determinado por sus valores en A.

ii) Es inmediato considerando que kx; = x;k paratodo k € M = G,,_4,x; € A.

95
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Finalmente para iii). Notemos que kx; = x;k para todo k € G,,_3, por la Proposicién 3.11 esto
implica que ®(x;) es un &,_3-morfismo. Por ii) sabemos que ®(x;) es ya un M-morfismo, queda
probar que w((n—3,n—2))®(x2) = P(x2)w((n—3,n—2)).

Como (n—1,n)? = (1), entonces 7((n— 1,n)) = +I, por lo tanto ®(x;)7((n—1,n)) = n((n—
1,n))®(x2). Ademas se cumple que (n—3,n—2)xs = x2(n—1,n) y (n— 1,n)xa =x2(n—3,n—2),
entonces

t(n—3,n—2))®(x2) =P(x2)w((n—1,n)) =nw(n—1,n)P(x2) = P(x2)m((n—3,n—2)).

Esto concluye la demostracion. 0

Determinaremos ®(x;) y ®(x2) considerando la descomposicion (5.8) que vimos en el Capitulo
5, de Vz como suma de M x &-subrepresentaciones irreducibles, que es:

Ve = @ Voo © @ V6®sg@ @ (V6®tr@vc7®sg)' (7.1)

66]1.1 Geﬂl_,l Geﬂz

Cuando 6 € .#; 4 consideraremos las bases {urz : T € Jp u o} de V(o) = Voge. Si 0 € S hay
distintas bases de Ve @ Vowse que diagonalizan a ®(x;) o ®(x,) seglin veremos en las siguientes
secciones.

7.1. Determinacion de ®(x;).

Dadosp e S, yr=pu®48 ¢ Resgzizxg2 (p). En esta seccion determinaremos ®(x;) a partir de
una base de V; que diagonalice a este operador en cada sumando que aparece en la descomposicién
anterior.

En las Definiciones 5.11 y 5.12 del Capitulo 5, establecimos notacién para distinguir los ta-
bleaux cuyos caminos asociados pasan por p, [l y ¢ y las naturaleza de las representaciones ¢ segtin
su multiplicidad y distancia axial de n —2 a n — 3, asi por ejemplo .#, representa el conjunto de
representaciones irreducibles o € Resgzj(u) tales que la multiplicidad mq () = 2.

S, 2x6;

Cuando 0 € .% 1, hay una sola representacién vi € Resg"™, " * (L ®6) talque 0 € Resg::i (V).

Por tanto
+,+
{urz:T € T},

es base de V(g) = Voaur.

Finalmente, si tomamos ¢ € .#| _, hay una sola representacion v, € Resg”jXGz (L® o) tal

que o € Resg:j(vz). Por tanto
£+
{MS,173T77'C : T € ‘%7[1,6}7

es base de V(5) = Voasg-
Notemos que %4 = {ur z,us, ;rn:T € CZ,%’TG}. es base de V() = Voo ©V(s) = Vowss-

Si 0 € %, dimos en la Subseccién 5.2.5 dos bases de Vie) = Vowrr ® Vowsg ¥ el cambio de
bases que existe entre ellas. Sabemos por la Proposicién 7.1 que ®(x ) es &,,_3-morfismo, podemos
afirmar que la base que diagonaliza a ®(x;) es A%.

En el siguiente resultado damos la forma diagonal de ®(x;) para la descomposicion (7.1) de V.
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Paranc Kyt eM® 6’2 consideraremos la siguiente notacion

1 SIT=URtr 1 SiT=0Rtr
6(m) = { . y &(7) :{ . :
-1 sit=u®sg -1 sitT=0®sg

Teorema 7.2. Seanp € S, yn=u® 38 € Resgl2X€2 (p). Si @ es la funcion esférica irreducible
de G asociada a p de tipo T entonces existe una base de Vi tal que la representacion matricial de
D(x1) segun la descomposicion (7.1) es la siguiente

+ — C;rrl 0
= @ C?'L'7TI@ @ Cmfl@@ d C7 1) (7.2)

’L'Gf]‘l T6ﬂ17,1 ‘L'Eﬂz
donde
L Ge=1 %+m+r(f+i>) sie(r) =1
Cre = - 1 5(m) . _
g”vf —2 F-Ti + r+s+d + (r+d)(r+s+d) L S(T) =L

ys=rr(nyn—1), r=rp(n—1,n—2) yd =rr(n—2,n—3), para cualquier tableau estindar T
asociado a un camino que pasa por p, |L'y por O.

Demostracion. Recordemos que estamos considerando la caracterizacion del Teorema 3.41 segiin
el cual, dados p € G, y 7 representacion irreducible de G,,_» x G, que aparece en la restriccion de
p, entonces la funcién

®(g)v="Prp(g)v, paratodo ge€&,, veEVy),

donde Py es el operador proyeccién ortogonal del espacio de la representacién p en la componente
isotipica de 7, es la funcién esférica irreducible de G,, asociada a p de tipo 7.

Consideramos primero el caso 7 = U ®1ry T = 0 ®1r, es decir §(n) = €(t) = 1. Tomamos la
base de Vs, dada por
{MTn- T E y—i_ O'}’

en la Definicién (5.9) se estableci6 que iir z = wr + 6(7)s,—1wr, ademads, recordemos que en este
caso denotamos a ur  por ur,; y por (5.6) tenemos

ﬁT,l - (1+%)WT+ I_SLZWSH,IT7

por tanto

p(x1)iir,1 = sp—ziir = (14 1) suawr + /1 = Fsu2wy, 7

(1+ wr + 1+ \/ 2Ws,, 2T+s+r\/ zwsn 1T
/1= 5/ 1= G Wsasia T

en la dltima igualdad se ha utilizado que r;, 7(n—1,n—2) =s+r.
Sip—+6—u—v—0—...eselcamino asociado a T, entonces el asociado a s,_»T es
p—0—-0—=>v—=>0—...,

afirmamos que U # fi pues 4 = p ~ {n,n— 1} mientras que fi = p \ {n,n — 2}, esto implica que
Prws, ,v =0, de la misma forma tenemos que Prwy, ,, ,7 = 0, por lo tanto

D (x )iy, = Prsp—aiir,y =+ (14 1) Powr + rﬂ V1 Pn:Wv,, )T (7.3)
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Para calcular Powr y Prwy, |1, notemos que wr = %(ﬁm + L'm_]) entonces Prwr = %ﬁm. Por otra
parte
1 1
Sp—iwr = wr +/1—Gws, 7

obtenemos

- 1 - 1 - 1
Ur,1 = 3Sp—1lr = Sp—1Pewr = Prsp—iwr = 5511 +1/ 1 — 2 Pows, T,

=

porque s, conmuta con todos los elementos en K y de ahi p(s,—1)Pr = Prp(sn—1). Asi

v/ 1-— SLZPH-WSWIT = %(1 —%)IZTJ.

D(a1)r = (14 D)r + oy (1= Dy = (14 &+ s — k),

Regresando a (7.3) tenemos

i

se deduce que ®(x;)ur, = %(% + %s + 5 ﬁ)um, de donde

+ _1/1 1 1
e =20 T 75+ i)

Parael caso T = U ®1ry 7= 0 ®sg, es decir 6(7) = 1,€(7) = —1 tomamos la base de Vg, dada
por
{MSH,Q,T,] : T € ’Z):tl.llﬁ}7

Seguimos el proceso anterior con el que calculamos {; ; notando que

rg, t(n—1n=2)=rr(n—1,n=3)=rr(n—1,n=2)+rr(n—2,n—3)=r+d

y
s, 15, sr(n—1,n=2)=ry ;7(n,n—2)=rr(n,n—3) =s+r+d.
Finalmente cuando 8 () = —1, es decir, si 7 = u ® sg. Consideramos los vectores iy, y con
ellos seguimos los pasos de forma anéloga al caso anterior. O

Por la Proposicién 7.1 sabemos que ®(x;) también es &,,_4-morfismo, por lo tanto cuando
0 € %, preserva la componente isotipica V() = Voo © Vowsg- A partir del Lema 5.13 en el cual
determinamos la matriz de cambio de bases entre Xy y Hg podemos dar su expresion en términos
de la base 45

Corolario 7.3. Seanp € S, yt1=u® 38 € Resgi2X &, (P)- Si ® es la funcion esférica irreducible
de G asociada a p de tipo T entonces existe una base de Vy tal que la representacion matricial de
D(x)) segiin la descomposicion (7.1) es la siguiente

B I Yol
or)= P Gde D Gde P (2:1 %J (7.4)

TES TES TES,
donde
| Ge=t F e sie(r)=1
7 Gee=3(rma Tt (r+d;§((r7i)s+d)) si €(7) = —1,
y

na=3 (1 D8+ (- Do ma= 11— (GG
=51 k(GG 2= D&+ (14 D)),

y consideramos las distancias axiales s = rr(n,n—1),r =rr(n—1,n—2), d =rp(n—2,n—3),
paratodo T € Zfﬁfc.

(1.5)
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Demostracion. Se sigue directamente del Teorema de cambio de base en matrices de aplicaciones
lineales, del Lema 5.13 y del Teorema anterior. O

7.2. Determinacion de o (x).

Dados pe &, yn=u®3 € Resgzizxs2 (p). Si @ es la funcién esférica de &, asociada a p,
en esta seccion determinamos ®(x;) a partir de la caracterizacién dada en el Teorema 3.41, la cual
establece

D(g)v="Prp(g)v paratodo g€ &,,v € V(y),

donde Py es la proyeccion del espacio de la representacion p en la componente isotipica de 7.

Elegiremos una base de V; en la cual quede diagonal en cada sumando que aparece en la des-
composicion 5.8, que es

Ve = @ VG@tr@ @ V6®sg@ @ Vo‘®tr@v()'®sg- (76)

GE]])] 0'6,,71',1 ceS
Recordemos, en la Subseccion 5.2.5 definimos los vectores

e i i erx,
ernr =t g+ €(T)Sp—30r 1, erpe= ﬁ’
LT

y las bases
Hg=Aernc:T € Tpic}

Recordemos ademads que

1 sio=tr 1 sie=tr
5(75):{ : y 8(7)2{ : -
-1 sid=sg -1 sie=sg

La diferencia principal con el procedimiento que nos permitié determinar ®(x;) en la seccion ante-
rior, es que el elemento x;, no es un generador de Coxeter, como lo es x;. Para ser més precisos la
longitud de Coxeter de x7, es £(x2) = 6. Tenemos

X2 = Sn—38n—28n—15n—28n—38Sn—2-

Por lo cual tenemos que determinar como actian cada uno de estos generadores de Coxeter en los
vectores de la base que elegimos.

Nota7.4. Seanp € §,, T =pU® 34 € ResgzizX62 (p)yo®ee Resg”*zxgz(ﬂ). Dado T € %ﬁ%,

n74><6,2
para facilitar la notacién en la demostracion del siguiente Teorema denotaremos por 7; al tableau
que obtenemos de T aplicando s, ;, es decir.

Ti=s,_;T, paraj=1,...n—1.

Siguiendo esta idea, para indicar la aplicacion sucesiva de los elementos de Coxeter s,—;,,...,8,—;
en T, denotaremos con
T g,y = Sn—ig -+ - Sn—iy I+

Observemos que 7;; = T, paratodo iy T; ; = T} ; si las transposiciones s,_; y s, j conmutan. Ademds
Tj (1), = TG+1).4.0+1)

debido a que 55511 = 55115, para todo j.
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También necesitaremos considerar las distancias axiales de estos tableaux. Denotaremos por
Tiii @ la distancia axial entre n — j+ 1y n— jenel tableau T; ;, . ; , es decir

11111

ril, =T (n—]—{—l,n—])

i1 iy

Observemos que

ri=r(n—j+Lr—j)=—rr(n—j+Ln—j) y ri=r"

i i para todo j.

Teorema 7.5. Sean p € S, yn=u®38 € Resgl2X & (p). Si @ es la funcion esférica irreducible
de G asociada a p de tipo T entonces existe una base de Vy tal que la representacion matricial de
®(x2) en esa base, segiin la descomposicion (7.6), es la siguiente

+
() = D Bied D Bl D (B%TI Bf#)’

’L'Ef]‘] ’L'Ef]yfl ‘L'Ejz
donde
ﬁi _s 2(r+s)(r+d+e(t))+(1—38(m)s)(1+€(1)d)
mT T O r(r+d)(r+s)(r+s+d) ’
y

5 — 1 sid(m)=¢€(1)
PTTl0 sid(m) £e(n),

ademds s =rp(n,n—1), r=rr(n—1,n—2)yd =rr(n—2,n—3), para cualquier T € %j’[fo-

Demostracion. Primero consideraremos el caso 8(m) = 1y (1) = —1. Tenemos que

T(sy—3)P(x2) = P(x2)7(s,—1) porque (n—3,n—2)x3 =x2(n—1,n).

Ademas J'L'(Sn_1)eT’17_1 =er1,-1Y 7'L'(S,1_3)€T_’17_1 = —er1,—-1 entonces

Brcer1,—1 = P(x2)P(sp—1)er1,-1 = T(sn-3)P(x2)er,1,—1 = —Pr rer1,-1,

por tanto 3 . = 0.

Nuestro objetivo ahora es determinar B,%J, consideramos la notacién y observaciones indicadas
en la Nota 7.4. Dado T € 7, , y una base de Gelfand Tsetlin {wr : T € Tab(p)} tomamos los
vectores it z y ur, z, por la forma ortogonal de Young, dada en el Teorema 4.32, obtenemos

— 1 1 1 1
uT71 :WT—F;WT—F 1— sijl = (I-I-E)WT-F 1-— ?WTI’

Sn_3 0071 :$(1+§)WT+(1+§>\/1—%wn+5\/1—§2wn+,/1—Si2,/1—[}—2wT13,

donde s=rr(n,n—1)yd=rr(n—2,n—73).
Sea o ®tre Resg:jigz

las expresiones que obtuvimos para itz y S,—3 ifr,1 tenemos

erin=(1+1) ((l—i-é)wr—i-\/l— Igwn) +\/1—SL2((1+$)WTI +4/1— dgwm), (7.7)

hemos considerado que 73 = rp,(n—2,n—3) =rp(n—2,n—3) =d.

(u®tr), consideramos los vectores ér 1 | = iir,] +S,—3ir,1, @ partir de
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Queremos calcular ®(x>)er 1, donde x, se descompone como producto de generadores de
Coxeter

X2 = Sp—38n—28n—15n—25n—35n—2-
Debido a que la proyeccién P; conmuta con s,_3 obtenemos que
D(x2)er,1,1 = PrSn—3Sn—2Sn—1Sn—25n—35n—28T 1,1 = Sp—3PrSn—2Sn—18n—25n—35n—2€T 11

En primer lugar determinamos

(1 + %)Pnsn72sn71sn72snf3sn*2 ((1 + é)WT + \/@Wﬂ) ’

siguiendo el mismo razonamiento obtenemos

va! Pﬂsn 2871 187—28n—38n— 2<(l+d)wn+\/l—%wn_3).

Finalmente aplicamos s,_3 en todos los términos que aparecen en las expresiones que conseguimos
antes y obtenemos ®(xz)ér 11 que es

D(x)(1+ 7{,)((1 + Dywr 4 /1- dsz3> FD(x2)y/1— ((1 + Dwr /11— ﬁwm).

Comenzamos calculando
Sn—2Sn—385n-2 ((1 + Dwr +4/1- ﬁwu»

por la forma ortogonal de Young tenemos

_
+
[
v
+
+
U
~—
%
.\T‘
%
;J
E
&3

donde r=rp(n—1,n—2).

Para calcular sn_3sn_2<(l + %)WT +4/1- %WTS) necesitamos s,-3Wry y Sp—3Wr 5, usando
las observaciones de la Nota 7.4 y propiedades de las permutaciones, cOmo ser §,_3S,_2S;—3 =
Sp—28n—38p—2 tenemos

_ 1 / 1 _ 1 1
Sn—3wpy = —gwpy +4/1— ZWT Y Sn3Wpy, = EWTL3 +./1— WWB.

Aplicando s,_3 en cada término de la ecuacién (7.8) y reemplazando las expresiones que acabamos
de obtener para s, 3wz, Y $,—3Wr,, tenemos

Sn—3Sn—2<(1 + %)Wr—i- @Wn) =
:%(l—l-é)(éWT—F\/EWE)-’-(l-Fé)\/ﬁ( wr, + 1—@%%3)
+:—§H<—$WT3+\/7WT> \/71/ T (3wT32 1— (1)2WT323)
(D) (4T ()
+

(VIR (L) I3 i o,
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Para calcular s,,_»5,_35,_2 ((1 + é)wT +4/1— leWT%> necesitamos s, 2Wry,; Y Sn—2Wr3, 5, CONSi-
derado que r§’273 =r32n—1,n—2)=rn3n-2,n—1)=—rn3n—1,n-2)= —r§’3 y aplicando
la forma ortogonal de Young tenemos

_ 1 1 _ 1 1
Sn—2WTr;, = _EWTz,z +,4/1— e Wry Y Sp2WT,5 = _EWTS,LS +4/1- (2,2 WT3,

Aplicamos s;,_» a los términos que obtuvimos de s,_35,-2 ((1 + %)wr +4/1— %wB) y reempla-
zamos las expresiones que conseguimos de s, 2wy, Y S,—2Wrs, ;- Por la forma ortogonal de Young
y operando algebraicamente tenemos

Sp—28n—38n—2 ( ( 1

()

+
+

_|_
~/
» ""»—
—~

—_

_|_
Ul

Wi +F \h ¢ \/ )

Ahora nos detenemos a calcular s,_;s,_1 de todos los vectores de la base de Gelfand Tsetlin que
aparecen en la ecuacion (7.9), por la forma ortogonal de Young tenemos

swasn-wr = L (Lwr /1= S ) 1= & (w4 /1= wr,),

1 1 1 1 1 1
Sn—zsn—lez - ? ( - ;WTZ + 11— rTWT> + 1— (r%)z <;WT2_| + 11— STWTZ,I,Z)’

_1(1 1 1 1 1
Sn—28n—1Wp3 = 3 (ngz + A/ 1— (rg)sz312> +4/1— 2 (ZWTM + 1/ 1- (’51)2WT3’1'2)7

1 1 1 1 1
v+ 1= ghen )+ 1= G (R + /1= s,

SnfzsanWTu = 1 1

_ 1
Sn—25n—1Wh; = 71 jWTzs /1= (r%3)2WT2~312)

_ 1 1 1
Sn—28n—1WT3, = = (_ iWhi, + \/ 1— dTWTz‘_%)

1 1 1
+4,/1= (%32)2 (ngZ,&,Z.I +,4/1— (r%)z WT2.3.2,1.2>'

Nuestro objetivo ahora es determinar Prs,_2s,—1 en los vectores wr, wr,, Wry, Wry, Y Wy 5,-
Comenzamos por Prs;,_»s,— 1w, por la expresion que obtuvimos de s,,_»s,— ;w7 notamos que nece-
sitamos Prwr, Prwr,, Prwr, y Prwr, ,. Por definicion tenemos

Ur| =wr+Spiwr 'y Ur,_| =Wr — Sy IWr,
por tanto 2wy = i, + 7,1, COMO T, | ¢ Vy aplicando Py tenemos 2Pywr = itr,1, es decir,

1 —
Prwr = 5.ir ).
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Por definicion s,_ifr,1 = iéi7,) y como s,_; conmuta con todos los elementos de K entonces s,
conmuta con Py, por lo tanto

. I 1 . 1
ar,1 = Sp—1Pewr = Prsp—1wr = Pn(;WT +4/1— ;zWT]> = a5ir1+\/1 = ZPowr;.

/1= 2 Powr, = %(1 - g)am.

Sip—-6—u—v—o—...esel camino asociado a T, entonces el asociado a 7 es

=

Obtenemos

p—>0—-0—Vv—>0—...,
afirmamos que 1 # fi pues L = p ~\ {n,n — 1} mientras que fi = p \ {n,n — 2}, esto implica que

Prws, ,7 = 0, de la misma forma tenemos que Prwr,, = 0. Reemplazando en la expresion que
obtuvimos para s,_»s,_1Wr conseguimos

11,1 1\~
Prsp—aSp—1wr = 3 (; ta- 7)MT,1.
Con similares consideraciones obtenemos

1 1 -
Pnsn—zsn—IWT2 = ﬁ 1— ZUr1,

1
1 1\ 2(1 1 1 - 1=
PrspaSp—1wry = j( - ﬁ) (*3 + =5 - *) <Sn73uT71 - 3”T71>7
1
1 1 1 2 _ 1 -
Prsn—aSn—1wry, = -0 ( 1— p) (5n73uT,1 - guT,l)>

T
2}’2>3

Ademas
Pﬂsn—zsn—lezg - Pﬂsn—zsn—lez,lz =0

Reemplazando en (7.9) tenemos

1 1 1 1 1 1 1\~
5z (1+8) (B = =) (1= %) (710

+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 = 1=
3zt & - ad0) Grt A o) (oo — i)
_|_

p
1 (1,1 1 _ 1 __1 gy — L
2r)4 (rd tr r3d r%’%s) (1 (’%,3)2) (Sn—SMT,l duT’l>.

= rf'l para todo j y haciendo uso de las siguientes identidades:

Considerando que 7}

B=rn—1n=2)=rr(n—1,n=3)=r+d, ry=rp(n,n—Drr(nn—2)=s+r,

rg,s =rp,(n—1,n—-2)=d, ”?,2 =rp,(n—2,n=3)=rr(n,n—3) =r+s+d.

Reemplazando en las ecuaciones (7.9), multiplicando por (1 + é) y operando algebraicamente tene-
mos

(1+ 1) Pesy—osu—15n—28n-38n—2 ((1 +3)wr + \/EWTS) -
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r+1)? _
=3(1+3)(1+3 )rZ(r(+Z)l() )uT1+2(r+s)(r+d)(l+ )(1+3) (1= %)ar.

+2r(r(_$)dﬁ( )(Sn 3MT1—*MT1)+W(1+ )(1—m)(sn—3ﬁT,l—éﬁT,l)
= SEUUED (1 D)t + (e (5, ity — Saary) (7.11)

_ (s+1)(r(r+s+d)+r+d+l) (s+1)(r+d+1)
— sr(r+d)(r+s)(r+s+d) ur,1 +Ar(r+d)(r+s+d)s” 3MT1

Para calcular s,,_25,_35,—2 ((l + %)wr1 +4/1— d—lszu) seguimos los pasos que nos permitie-

ron determinar s,_»S,_35,_2 ((1 + %)wr +4/1— ﬁwn). Consideramos que las distancias axiales
y los tableaux que intervienen en cada paso para llegar a la ecuacién (7.9) cambian de la siguiente
forma, donde aparece r/ ahora estard r{ ; y donde estaba T; ahora aparece T ;.

Con estas consideraciones obtenemos

Sn—28n—38n—2 ((1 + é)wﬂ + \/ 1— %WTI,.?) =

_@+ﬂ<u>+ﬂ&_ﬁ@f“§_mﬁﬂwm
+ (1) V1= (a+ i — 3+ ks ) wns o

”1% I

1 1 1 1 1
+ 1——( e + ————)w
d? rlzdrlzj r%’ﬁz} (r1273)2d r|2 r%(riz)z Tis

#J0= 0= (3= = o
1 1
e e o e e
1 I 1 1 1 ; ! :
+((+ d)m\/l - <>\/1 T ARV dz\/1 BGE: \/1 ~ ) P

De forma similar determinamos

1
Pessasuovn = 1(1= 1) (1= 3) 2 (= + 1+ Dan,

PrsSp—2Sn-1Wri, = 2-4/1— W(l -H- Siz)ffﬁm,
1 1
Prsp—aSn—1wr, 5 = %(1 — %)( — s%)_z (1 dlz) 2 ( — ﬁ + é + %) (sn 3,1 — it 1)
1 1
Pﬂsn72sn71WTl,3‘2 = % 1-— (”?,12)2( —%)( _5)72(1_?12) 2(S,,73I/_£T71—$IZT71),

Pn:sn72sn71WT172,3 = PﬂsnfzsnfleLz&z = 0

Reemplazando en las ecuaciones (7.12), multiplicando por /1 — s% y operando algebraicamen-
te tenemos

\/ Pirsn 28n—18n—281n—38n— 2((1+ )WT1+ 1— dsz13)

—1)(d+1)(r+s+1)? - (s—1)(d+1)(r+s+1)(r+s—1) -
2sdr(r+s) (rts+d) T 1+ 2srd(r+s)2(r+s+d) uTl (713)

(s=1)(r+s+d+1)* — 1= (s=D)(rds+d+1)(r+s+d—1) _ 1=
T st d) 2 (r o) (r1d) (SH*WT - 3”“) T (s R+ d) () (5"73’”71 - E”T$l>

_(xfl)((r+s)(r+d+l)+d+l) (s—1)(r+s+d+1)
= ) S d) AT st d) () (rrd) Sn-38T -
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Recordemos que
erin= (1) (14 Dwr /1= Jown) /1= 5 (14 D /1= o).
por tanto

D(x2)er,1,1 = PrSn—3Sn—2Sn—1Sn—25n—35n—28T 1,1 = Sp—3PrSn—2Sn—18n—28n—35n—2€T 11

Aplicando s,_3 en (7.11) y (7.13) y operando algebraicamente obtenemos

®(v2)er 1 = (<s+1)(r(r+s+d)+r+d+l) (S—1)((r+S)(r+d+1)+d+1)>_

= d) (r+ ) (r + 5+ d) st st d)rts)red) )T
((s+l)(r+d+1) (s—=1)(r+s+d+1) ) _
sr(r+d)(r+s+d)  s(r+s+d)(r+s)(r+d) Sn—3UT ]

_2r+8)rtd+ )4 (1=s)(d+1) - 2Arts)(rtd+ D) +(1-s)(d+1)

o A

r(r+d)(r+s)(r+s+d) Tl r(r+d)(r+s)(r+s+d) n=34T,1

C2(r+s)(r+d+1)+(1—s)(d+ l)e'
r(r+d)(r+s)(r+s—+d) hL
(7.14)
Finalmente recordando que er z ; = ||€T Ter o) tenemos
[31 C2(r+s)(r+d+1)+(1—s)(d+1)
T r(r+d)(r+s)(r+s+d)

Omitimos la determinacion de Bs 11y Bos,—1,—1, s decir, el caso 8 () = —1, por la analogia en el
procedimiento, esto concluye la demostracion. O

7.3. Autovalores de las funciones esféricas.

En esta seccién comenzamos enunciando la caracterizacién del Teorema 3.11 en el par que
estamos considerando. Posteriormente determinamos los autovalores de la funcion esférica.

Teorema 7.6. Sean f| y f» las funciones caracteristicas de las K-clases de conjugacion de los
elementos x; = (n—2,n—1) y xo = (n—3,n)(n—2,n— 1), respectivamente. Si (7,V) una repre-
sentacion irreducible de K. Una funcion ® : G — End(V) es una funcion esférica de tipo 7 si 'y solo
Si

i) Ple) =1,

ii) ®(kigky) = P(ky)P(g)P(k2) para todo ki, k, €K, g € G,

iii) (P f1)(xi) = Pxi) (P fi)(e), (P f2)(xi) = P(x;) (P f2)(e) parai=1,2,
iv) la restriccion @), es representacion de K equivalente a una suma directa de copias de T.

Recordemos que a los valores 1) = (P« f1)(e) y 2 = (P * f2)(e) les denominamos autovalores
de ®.

Demostracion. Que una funcidn esférica tiene estas propiedades es una consecuencia del Teorema
3.11. Para la suficiencia, primero demostraremos que si f € A[G]X y (@ * f)(x;) = ®(x;) (D f)(e)
vale para todo x; € A, entonces (D x* f)(g) = P(g)(P * f)(e) vale para todo g € G.
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Seanx; € Ay k € K, entonces

(@ f)(kxi) = Y @(kxiy™ ") f(v) = P(k) (@ * f) (x1) = Plkx;) (@ * ) e)-

yeG

Ahora, sea x = k1x;, con k; € K,x; € A. Entonces

(@ f)(xk) = Y @) 'xk) = Y, @) fky'x) = ) k) f(y~'x

yeG YeG yeG
= (P f)(x) (k) = P(x)(P* f)(e)P(k)
= D(xk) (P f)(e),

porque (®x f)(e)D(k) = P(k)(DP* f)(e) = (Px* f)(e) como probamos arriba. De G = KAK obte-
nemos que (@ + /)(g) = B(g)(® « £)(¢) para todo g € G.

Sea f € A[K], entonces

(@xf)(g) =Y P(ey ) f(y) =Y D)D) f(y) =DP(g) (P f)(e).

yeG yeK

Ast (D f)(g) = P(g)(P* f)(e) para f € A[K]" o f = fi, fo.

Para probar que (@ * F)(g) = ®(g)(P * F)(e) para todo F € A[G]X es suficiente verificar esto
para F = fZ;---Z, con f € A[K]K y Zj € {f1,f>} ver la Proposicion 5.18. Esto se puede probar por
inducciénen r > 0. Si F = Fy x F> con (®* F;)(g) = P(g)(P=Fj)(e) j = 1,2, entonces

(P+F)(g) = (P (Fi+F2))(g) = (D(P+ F1)(e) ¥ F2)(8) = (P F2)(8)(P+ Fi)(e)
= () (PxF2)(e)(PxF1)(e) = P(g)(P*F)(e).

Abhora la demostracion se sigue directamente del Teorema 3.11 O

Corolario 7.7. Sean 7t € K, fi la funcién caracteristica de la K érbita de x; = (n—1,n—2) y ®
una funcion esférica de G, de tipo m. Entonces ® satisface

i)
n—2
2y 7((j,n—2)@x1)7w((j,n—2)) =ml. (7.15)
=
ii)
Y i<iti<n- 4ﬂ((i n—=2)(j,n—=3))®(s2)w ((j,n—3)(i n—Z))
+2 Z (i,n—2))P(x2)w((i,n—2))+2 Z (i,n—=3))®(x2)7((i,n—3))
1<i<n—4 1<i<n—4

+ 2(13()62) =Nal.
(7.16)

Demostracion. Para i) tenemos que

(P fi)(e) = Zi(q’*(j,n—l))(e) ZI(CP*(L ))(e)
Jj= j=
n—2
:2_Zlﬂ((j,n—Z))CD(xl)ﬂ((j,n—2)),
j=

porque (j,l’l— 1) = (j,n—2)x1 (.j?n_z)’ (]Jl) = (I’l— l,l’l)(jJ’l—Z)Xl(j,l’l—Z)(l’l— 17”) y 7r(n—
1,n) =4l
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Para ii) comenzamos trabajando con las ecuaciones
(@ f2)(s) = P(s) (P f2)(e)
para s = (1),x;,x2. Por definicién

A=Y (n=Lin)).

1<i#j<n-2
Como hemos observado previamente tenemos (P f>)(e) = 1o/ para algin 1, € C. Mds atn

(@xfa)le)= Y, (@x((n—Li)m )= Y,  ((n)(in—1)).

1<i#j<n-2 1<i#j<n—2
Necesitamos las siguientes identidades: Para 1 < i # j < n—4 tenemos
(j,n)(i,n—1)=(i,n—2)(j,n—3)x2(j,n—3)(i,n—2),
paral <i,j <n—4 tenemos

(n=3,n)(i,n—1) = (i,n—2)x2(i,n —2),
(j,n)(n=3,n—1)=(j,n—2)x2(n—3,n—2)(j,n—2)(n—1,n),

para 1 <i, j <n—4tenemos

(n—2,n)(i,n—1

)= (i,n—=3)x2(n—1,n)(n—3,n—2)(i,n—3),
(j,n)(n—2,n—1)

)

)

(J,n=3)x2(j,n=3),
( —1,n)x(n—1,n),

(n—2,n)(n—3,n—1
(n—=3,n)(n—2,n—1

Por lo tanto

(@xfo)le)= Y, w((i,n=2)(j,n—3))@(x2)m((j,n—3)(i,n—2))

1<itj<n—4
+1<l_;n 47?((i,n—2))<I>(x2)7r((i,n—2))

+al<§ ) ((j,n=2))@(x2)7((n—3,n—=2)(j,n—2))
+a1:)<: 47t((i,n—3))<I>(x2)7t((n—3,n—2)(i,n—3))
+1<§: ((jsn=3))@(x2)7((j,n = 3)) + P(x2) + P(x2).

Tomando en cuenta que 7((n—3,n—2))®(x;) = aP(x2) = P(x2)w((n—3,n—2))P(x2), obtenemos

(@xfr)le)= ), w((i,n—2)(j,n—3))@(x2)m((j,n—3)(i,n—2))

1<i#j<n—4
+21<;_47t((i,n —2))®(x2)7((i,n—2))

+2 Y w((i,n—3))®(x2)7m((i,n—3)) +2P(x2).

1<i<n—4

Esto concluye la demostracién de (7.16). ]
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7.3.1. Autovalor 1.

A S, 5,2 XS
Sean p € 6, T € Resg" . (P)yOE Res ng,z

valor 711 en términos del contemdo de cualquier tableau TeIhue-

(m), nuestro objetivo es determinar el auto-

Proposicion 7.8. Sean p € S, y T = U® & una representacion irreducible de K = &, 5 x S,
contenida en p. Si P es la funcion esférica asociada a p de tipo 'y f1 la funcion caracteristica de
la K-clase de conjugacion de x; = (n—2,n— 1). Entonces la funcion (P x fi)(e) es un K-morfismo
por tanto existe un escalar 1y € C tal que (P f1)(e) =mild y

(n—2)(n—3)
2d(u)

n(n—1)

T(p)lp (C(2,6,)) —

m= 2 (C(2,6,-2)) 4.

Demostracion. Que (P f1)(e) es un K-morfismo lo vimos en (6.3). Sea Q la K-clase de conjuga-
cion de xp, entonces

(@xfi)(e) =Y @) A0 ) =) @M A0) =) PO)

yeK yEK yeQ

n—2
th (j,n—1) +Z<I> (j,n))— oI
j=1 j=1

n—1
Z (j,n—1)) X;P((j,n))>Pn—51,
j=

porque ®((n,n— 1)) = 81. Tenemos

n—2

Y on=1)= Y pG))— Y p(G)),
j=1 1<i<j<n—1 1<i<j<n—2
n—1
Y on)="Y pi)— Y p)i).
j=1 1<i<j<n 1<i<j<n—1
De ahi . .
Loin-+Epm)= ¥ plei)= T pl)

El G-médulo V,, y el K-submédulo V' = Vy son irreducibles, por el Lema de Schur

Y pli)=a y ), p(ij)=>bl (7.17)

1<i<j<n 1<i<j<n—2
Tomando traza tenemos

n(n— 1)7502(C(2>6”)) =ad(p) 'y

(n—2)(n—3)2u(C(2,6,-2))
> = bd ().

Finalmente obtenemos
(Px*fi)(e) =(a—b—0)I.

Por eso
n(n—1) (n—2)(n—3)

2d(p) 2d(p)

Esto completa la demostracion. O

1p(C(2,6,)) - 2u(C(2,6,2)) — 0.

m=
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Recordemos que cuando o € .%,, existen dos representaciones v; y v, en Resgnfx@ (L®d)

61173 6&173 4 s 1 2 - s £ont
tales que 0 € Resg" (V1) y 0 € Resg > (v2), ademds, si V5 y V5 denotan las componentes isotipicas
de o en v, y v, respectivamente, entonces

Vio) = Vosir ® Vess, = Vs ® Vs

Sea
n—4

P=Y n((jn-3)), (7.18)

J=1

claramente P es &, 3-mofismo , por tanto preserva V! y V2 que son &, 3-médulos. De ahi que
existen up, 4p € C tales que

o,
Pur . =Wurz y Pus,l,3T,5 = WU, 75 Ppara todo T € ’Z),,LLG‘

u
0,0,

M 0
P= .
(5 )
Se cumple que P es un &, 4-morfismo, en la base %% 5. = {ersm)er): T € %‘?ic} de V(g
tenemos /
a—1 —b
b= ( —c d+ 1> ’
por medio de la matriz de cambio de base, ver Teorema 5.13, tenemos
a—1 —b\ _
— d+1)

En el siguiente resultado determinamos los escalares tt; y t. Recordemos que dada una re-
presentacién o € G,,_4 denotamos por ¥s(C(2,8,-4)) al cardcter de o en la clase de conjugacion
C(2,6,_4), de los dos ciclos en &,,_4.

La representacion matricial de P en la base % de V(g es

i+ o + 5 (1 — ) (1 + %) (11 — o)

(7.19)
(1 - 5) (Wi —t2) i+ — 5w — )

=

n—2X 62 (

S,
i ) con 6 € Resg" " (V1) y

. oz A S, (G
Proposicion 7.9. Seanp € S, n € Resg" &, (P), Vi,V2 € Resg

cc Resgzj (Va).Para el operador definido en (7.18), Tenemos

i =" e ) - U ., .
o= " .6, - P e )

Demostracion. Observamos que
n—4
Y vi(n=3))= Y vi(i))- Y i)
j=1 1<i<j<n—3 1<i<j<n—4
Tenemos

Z vi((i,j)) =xI, tomando traza tenemos W}(vl (C(2,6,-3)) =xd(vy).

1<i<j<n—3
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Similarmente
Y wvil@i)= Y o) =yl
1<i<j<n—4 1<i<j<n—4

tomando traza
n—4)(n—
A05) 5 (C(2,80-4)) = yd(0).

Esto completa la demostracion de la primera férmula. La otra sigue de cambiar v; por v;. O

Vimos en el Capitulo 4 una férmula para el caracter de representaciones irreducibles de &, en
dos ciclos. Dado p particién de n, si la diagonal principal de su diagrama de Young tiene ¢ cajas.
Sea af el nimero de cajas debajo de la i-ésima caja de la diagonal principal, y sea bf.) el nimero de
cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal principal. Tenemos que a’f > ag >->dy
b’l’ > b’; > ... > bP, denotamos a p por

p=(b,bY,....bP|al,db,....af).

Entonces tenemos la siguiente expresion general del cardcter y, en la clase de conjugacion
C(2,6,) de la clase de conjugacion de los 2-ciclos en S,,:

t

2p(C(2,6,) PP (b +1)—d’ (a® +1)). (7.21)

En particular tenemos

t t
=Y (b7 (0" +1) —a (a" +1)) — 3 } (b7 (b7 + 1) — a7 (af +1)),

t
=3 Y (BB + 1) —a(a* +1) = 3 Y (b7 (b +1) —af (af +1)).

I¥
—
—

Sea T € Tab(p). Si p = (b’l),bg,...,bf|a’f,a§,...,af) extendemos la definicién de bf y af

poniendo b” = a? = 0 para todo i > t. Recordemos que i : {1,...,n} — {1,... .k} y j: {1,...,n} =
{1,...,p1} denotan las funciones en las que i(m), j(m) son la fila y la columna de T que contiene a
m, respectivamente.

Lema 7.10. Seap € S,y 0 € Resg S l(p). Con la notacion previa tenemos

1 1
Y (O (B +1) —af (af +1)) = Y (b7 (bf +1) —a] (af +1)) =2(b,, — ).

i=1 i=1

Demostracion. Sean i(n) <ty 1 <i<t. Entonces a’

Por tanto

= a¥. Mis ain, b = b? para todo i # i(n).

t
Y (2B +1)—al (@ +1) =0 (bf +1)+af (af +1))
i=1

— P 0 0
= bi(n) (D) +1) = biy (biy +1).
(i) Sii(n) < t, entonces b?(n) = bf(n) —1ly a?(n) = 0 porque j(n) >t. Asi

»°

i(n

0 0 (.0
) iy +1) = bty by +1)
P P p PP
= bi(n)(bi(n) + l) - (bi(n) - 1)bi(n) =2b"



7.3. AUTOVALORES DE LAS FUNCIONES ESFERICAS. 111

(ii) Si i(n) =t, entonces cuando j(n) > t tenemos b?(n) = bf(n) —1ly

b, (0h

0 (10 P p
itn) T 1) = bigy (B +1) = 2B = ).

Si j(n) =t entonces b?(n) = bf(n) = a? = 0. Por tanto

bP

p 0 0 0 — P P
i) Pite) + 1) = D) (B 1) = 0 = 2(big,) = @ )-

i(n)

Finalmente Si i(n) >ty 1 <i <t, entonces b’ = b? y a’ = a? para todo i # j(n). Ademds

6 _ P
i) = %) 1. Por tanto

™-

t
1(b”(b” T - ; (b7 (b7 +1) —af (@} +1)) = =5 (8, + 1) +aj, (af, +1)

- _q° p p
= —dj (@ + D+ (@, = Dafy,) = =2a5, = 2(b,) —daj,)-
Queda demostrado. L]

A partir del resultado anterior tenemos

n— 2><62( )

Lema 7.11. Seanp € &, m € Resg’;izxc52 (p), Vi, € Res6 tales que © € ResG T(vi)y

o< Resg::j(vz). Entonces

Demostracion. Tenemos

t t
=LY (PO +1)—al (@ +1) =1 Y (B (b7 + 1) —af (af + 1))
i=1 i=1

+1

N\
N\»—-

t t
Y (B +1)—al (@ +1)) -3 Y (B (b + 1) —dlf (at +1)) - 5.

i=1 i=1

Por el Lema 7.10 tenemos
M = (b, = @) + (Bl 1) = @i 1)) = 8-

Como %
i(n—1)
obtenemos

= bf(nfl) y a?(n_l) = “l;(nq) obtenemos la expresién anunciada para 7;. Similarmente

-

1
m=3 Y (0 (0 +1) —a) (@ + 1)) = 3 Y (b7 (b7 +1) —af (af +1))
:1

—

= i
1 o aVI
n—3) j(n—3)’

I
S
< -

1

MN

Y (b7 (b +1) —a* (a* + 1) — 3 } (b7 (b7 +1) —af (af +1))

=
)

I
=
-

I
_
I
—_

3 ")

I
S
NS

=

l
Esto concluye la demostracion. O

Recordemos que rr (i, j) denota la distancia axial del elemento i al j en un tableau arbitrario 7.

En los siguientes Lemas relacionamos los valores af , b’]) con distancias axiales.
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Lema 7.12. Seanp € &, 1 € Resg’ntzxez (p), Vi,n € Rese” ZXGZ( T) tales que © € ResC vi)y
o€ Resg::i(vz). SiT € Iy 6, entonces

rr(nn—1)=0"  —d° —bf(n_]) +d°

i(n) ~ j(n) jn-1)" (7.22)

Demostracion. Recordemos que por definicién

rr(n,n—1) = (j(n) —i(n)) = (j(n—1) —i(n - 1)).
Para facilitar la notacion en esta prueba ponemosbf =b;y af =a,.

Comenzamos considerando i(n),i(n— 1) <t entonces j(n) = bi(,) +i(n) y j(n—1) = bjj,_1)+
i(n—1). Por tanto rr(n,n— 1) = bj(,y — bj(,—1), como j(n), j(n—1) >t tenemos a;(,y = aj(,—1) =
i(

Cuando i(n) <t <i(n— 1), entonces j(n) = b,y +i(n) y i(n—1) = aj,_1)+ j(n—1). Por
eso rr(n,n—1) = by, +aj,—1), como j(n),i(n— 1) >t tenemos bj,_1) = a(,) = 0. Consideramos
ahora i(n — 1) <t < i(n), entonces tenemos que i(n) = a,) + j(n) y j(n—1) = bj,_) +i(n—1).
Por eso rr(n,n—1) = —a;(,) — bj,—1). Como j(n—1),i(n) >t obtenemos b;(,y = a;(,—1) = 0.

Finalmente cuando i(n),i(n—1) > t, entonces i(n) = a;(,) +j(n) yi(n—1) =a;,_1)+j(n—1).
Por eso rr(n,n—1) = —ajq,) +aju—1), como i(n— 1),i(n) > t tenemos bj(,y = bj(,_1y = 0. Por lo
tanto (7.22) vale en todos los casos posibles. ]

n— 2><C2(

Lema7.13. Seanp €S, 1=pu®8 € Resg'r’herz (p), vi,va € Res6 TT)cono € ResG” ‘(v1)

yo € Resg:j(vz). SiT e Ipucyd=rr(n—2,n—3). Entonces y — lp = —d.

Demostracion. Por el Lema 7.11 tenemos | = b;’(‘n_3) ( 3 M2 = l(n 3~ .(Zn_3) y del Lema
' u n u _ v
7.12 obtenemos rr(n—2,n—3) = bl(n 2) — 4 (n 2~ bl.(n73) +aj(n73). M4s atin bl.(n73) bl(ln 3

bfi ) i ) y Cl#(n 2) — Cl (l’l 3) Por lo tanto 'U,l — ‘u,z = —d. ]

u
@u-3) = X3) i(n—

En el siguiente Teorema necesitamos recordar que para ¢ € %, en (7.19) vimos la siguiente
expresion para el operador P = Z?;f 7((j,n—3)) en Vig) = Voo ® Vosse-

(a—l —b)_l M+ 2+ g (i — o) <1+$)(u1—ﬂz)
—e di ) (=D ) - - )

Sn2 62(

Teorema 7.14. Sean p € &,, w € Resg" %6, (P), V1I,V2 € Resg"™ TT) con O € R«esG 2(v1)

yoe€ Res6 *(v2). Sean T € Fp oy s=rr(n,n—1),r=rr(n— 1,n—2),d =rr(n—2,n-3).
Cuando 6 = 1 se tiene
m—2(a—1)=2r+s+d.
Demostracion. De los Lemas 7.11 y 7.12 obtenemos
P p P _ P p p p
M = Bty = oy bty = Gy — 1 5= rr(mn = 1) = by =iy =,y
\% \% A%
Hi=b, 5 —a;, 5, Mo =by, 3 —aj, 3
Y por el Lema 7.12 se sigue:
d=rr(n—2,n-3)=b

0 0 0
r=rr(n—1,n—=2)=by, \y—aj, )= by, 5 +a, o
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0 _ P 0 _ P 0
Notemos que bi(nil) = bi(n—l)’ @iino1) = D1y bi(n72)

% R R V2
Por lo tanto r+s = b,-(n) Litn) bi(nf3) T3

V. 0 v
bitiay  n-2) = ju-3)"

También tenemos

0 Hi (7] Hi \4 M \Y 1y
bitn-2) = bin_2y  Ajin-2) = G2y bl(ln 3) = Din_3); aén 3) = 4jn-3)
Asi
_ 10 [°] \% v
rtd = by, 1) = a1y = big 3y T, s
y

P p v ) 6 v v
2rtsd =) = djy = bigo_3) T a3y F bt Dt a3y T uy (723

Por otro lado 111 —2(a— 1) = My — (11 + ) — (11— )y — o = —d.

Por eso

m—2(a—1)=n1— (1 + ) +1
= bl )“’()*bf)(n b=y = 1= (Bl 3 =i 3 FDiG 5 =g, 5) +1
= Bl = Wy F Bl ) = W) =Bl 3 TGz "B T (T2
=2r+s+d.

La dltima igualdad se sigue de (7.23) considerando que b?(n_l) = bf(nf ny a?(n_w = a?(nf 1y Esto
completa la demostracion. O

A partir de los resultados obtenidos estamos listos para determinar el autovalor 1; en términos
del contenido de un tableau.

Proposicién 7.15. Seanp € S, 1=u® 8 € Resg:_zxez (p) y ® la funcion esférica asociada a p
detipon. SeaT € T,y C(T) = (ci1(T),c2(T),...,cn(T)) el contenido de T. Entonces el autovalor
M1 correspondiente a la funcion esférica ® esta dado por

M = cp(T)+cu1(T)— 0. (7.25)

Demostracion. Hay cuatro casos para ser considerados:
El primero, cuando i(n),i(n — 1) <t, tenemos j(n) = by,) +i(n) y j(n—1) = bj,_1) +i(n—1).
Como j(n), j(n—1) >t tenemos a;(,) = a;(,—) = 0. Por eso
M = bi) +bin—1) =6 = j(n) —i(n) + j(n—1)—i(n—1) -6
y (7.25) se cumple.
Cuando i(n) <t <i(n—1), tenemos j(n) = b, +i(n) y i(n—1) = a;(,_1) + j(n—1). Como
Jj(n),i(n—1) >t tenemos b;(,_1) = a;(,y = 0. Por lo tanto
M1 = biw) — aj(n_1) — 6 = j(n) —i(n) +j(n—1)—i(n—1) -9,

la ecuacién (7.25) se cumple. Consideramos ahora el caso i(n — 1) <t < i(n). Entonces i(n) =
ajm+Jj(n)y j(n—1)=bj,_1)+i(n—1). Como j(n—1),i(n) >t tenemos b, = a;(,_1) = 0. Por
€so N1 = —aj(y) +bj—1y — 1 = j(n) —i(n) + j(n—1) —i(n—1) = 8 y (7.25) vale.

Finalmente, cuando i(n),i(n— 1) > t, tenemos i(n) = a )+ j(n) y i(n—1) = a;j,_1y+j(n—1).
Como i(n—1),i(n) > t, ademds b;(,) = bj(,—1) = 0. Por eso

M =—aju) —ajp-1)— 6 =jn)—i(n)+j(n—1)—i(n—1) -8,

y (7.25) vale en todos los casos posibles. O
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7.3.2. Autovalor 1.

Consideramos 7 = p ® tr con my (p) = 2. Recordemos que f> es la funcion caracteristica de la
K-clase de conjugacion de x, = (n—3,n)(n—2,n— 1), de la misma forma que vimos para 1, el
operador (P f>)(xp) es un K-morfismo, por tanto existe un escalar 1, tal que

((I) * fz) (X()) = TIQI.

Sea O la clase de conjugacion de todos los productos de dos transposiciones de G = G, es decir,
0 =C(2%,8,), con n > 6. Estamos interesados en descomponer O en K-clases de conjugacion:

Sea Q; el conjunto de todos los productos (i, j)(n—1,n) con 1 <i# j <n-—2,es decir,

01 = {(i.j)(n—1,m):1<i#j<n—2},

0 es el conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas de la forma (i,n—1)(j,n).
Observamos que Q; es la K-clase de conjugacion de x;.

Sea Q3 el conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas de la forma (i, j)
conl <i#j<n-—2.

Finalmente por Q4 denotamos al conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjun-
tas donde precisamente una es de la forma (i,n—1) o (i,n) con 1 <i<n-—2.

Entonces

O0=01U0,UQ3UQ;s.

Denotaremos por &/, al grupo de permutaciones de los elementos {1,...,n—2,n}. Sea O4 el
conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas en &,,_; donde una es de la forma
(i,n—1), y el conjunto O} de todos los productos de transposiciones disjuntas en &/ _, donde una
es de la forma (i,n).

Sean f,hy,h3,hs, h) respectivamente, las funciones caracteristicas de O,Q1, 03, Os4 y Q). En-
tonces hy4 + h’4 es la funcioén caracteristica de Q4. Por tanto

f=h+fr+hs+hy+H. (7.26)
En general, si O es una clase de conjugacion en un grupo finito G y dado un subgrupo K, Q es

una K- clase de conjugacion en G. Sean fp y fo las respectivas funciones caracteristicas. Entonces
por los Teoremas 6.4 y 6.5 tenemos
[

0] -
m%p(oy, (@ fo)(x0) = m%n(Q)la (7.27)

donde %, (0) = xp(y) para cualquier y € Oy xz(Q) = Xz(y) para cualquier y € Q.

(@ fo)(x0) =

A partir de estos resultados tenemos.

Proposicién 7.16. Seanp € S, T=u®8 ¢ Resg’;izxgz (p) y ® la funcion esférica asociada a p
de tipo 7. Asumiremos que 8 = 1, es decir T = L@ try que my (p) = 2.

_lof _1C(2,6,0)] Q3]

m d(p)Xp(O) m xu(C(276nfz))+mxu(Qs)
(2 x6(C(2*,6,1)) | 26,(C(2*,6,-1))
el )

d(6,
a2 X6(C(2%,6,1))  26,(C(2*,6,1))
51C1256n1) ’( d( d(6)) )
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Demostracion. De la ecuacion (7.26) tenemos
(@ f2)(x0) = (P* f)(x0) — (Px/1)(x0) — (P *h3)(x0) — (P (ha + 1)) (x0).

De las ecuaciones (7.27) conseguimos directamente que las igualdades valen para V.

|03

OO, (@0 = (2 7e

d(p)”™*

Observando que Q1 = C(2,5,-2)(n— 1,n) se sigue que

(@ f)(x0) = (Q3)1.

(@) (x0) = 1 e (011 = S22y, (€(2,6, ).

El calculo de (P (hy + h}))(xo) requiere mas esfuerzo.

Recordemos que {ur; =wr +s,_iwr: T € QZ,VN}, es una base de V. Observemos que

(q)*h4 xo ur| = Z p ( WT+ 1— S%Ws,,,lT>
y€0,4
= (1+%)( Y »p0)-Y p(y))WT
yeC(22,6,1) y€Qs
+V1=5( X p0)= X pO)w
yeC(22,6,-1) y€Q03

:(1+;)<C<2f;1>'xe( (22,6,1)) - d?;)xﬂ(Qﬁ)wT

(e )~ B0 o

Dejamos por un momento

A=y (€226, 1) — 12 2u(03),
B =100y (C2%.6,1)) — 1 2 (03).
Por definicion OQ = §y—1045,_1. Por lo tanto,

(D hly)(xo)ury =Y, P(sn—1)P(Y)vr = P (s—1)(P* ha)(x0)ur,1
€O,

= (1 + %)Ap(sn,l)wr%—\/ 1-— LBp (Sn—1)Ws, T

115

(7.28)

(7.29)

= (1+%)A<%WT—|— Szwsn 1T> v/ 1 B< W T+ I_S%WT)
= (+ DA (= 2B)wr (14 D)y 1= EA— 1y 1= LB )wer.

Asi,

(@ (ha + 1)) oJur, = (14 1) (14 A+ (1= 1)B)wy

+\/@((1+ JA+ (1=1)B)w, 7

:<<1+ )A—i—(l )B)MTI (A+B+{(A—=B))ur,.
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Tenemos
2 2
A+B:c(22,6n_1)\(X"(C(j(fn—l))+Xel(CEl2(éfn_1))) ’(Q;’)xu(Q)
2 2
=:ca%ew4n<x“cﬁd§%0>_%a«fié?n1»).

Por lo tanto

2 6n 1 ) Xel( ( 6 )))
+ 1
d(61)

(@r(hs 1 H,)) (10) = [C(2 enl(
25,
6)

s 26(C(2 » x@((, N, .10
+swa,6n>( : )

( a6, 2y (@)

Regresando a la ecuacidn (7.28) y usando el cédlculo de arriba concluimos la demostracion. ]

Recordemos que [n|s =n(n—1)(n—2)(n—3).

[n]4

Lema 7.17. Si O = C(2%,8,,) entonces |0| = 5

Demostracion. Tenemos que

O={(1,k)i,j) k> 1;i,j £ 1,k2<i< jYU{(2,K)(, ) k> 20 j#2,k3<i<j}
U{(n—3,k)(i,j):k>n—3i,j #n—3ksn—3 <i< j}.
Por lo tanto
(n—=1)(n—2)(n—3) N (n—=2)(n—=3)(n—4) _|_...+3X2X1
2 2 2
i D= j—Dn—j—2)
: 2 .

0] =

Tenemos
(n—j)n—j—1)(n—j—2)=nn—1)(n—2) — (3n* —6n+2)j+3(n—1);*— j°.

Mediante el uso de

n=3 n 2n—15) "'C n—73)(n—2))?2
EV:( ¥ = 2 XZV 2 (0=9e=2)
obtenemos
n—3
Y (n=j)(n—j—1)(n—j—=2) = [nls—3(3n* —6n+2)(n—2)(n—3)
j=1

+3(n=1)(n=3)(n—2)(2n—5) — ;((n—3)(n - 2))*
T(n—=2)(n—3)(6n* — 12n+4 —4n* + 14n— 10+ n* — 5n+6)
=[n 4—i(n—2)(n—3)(3n2—3n) = [n]s — 3[n]s = 1 [n]4.

Con lo que se concluye la demostracion. O
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Ahora citamos algunos de los resultados mas interesantes y profundos de la Secciéon 5.3 *
férmula explicita de Lassalle del caracter del grupo simétrico” del libro [3]. Dada una particién

den, p = (pi1,...,pr), sea
roPpi
=Y Y G-
i=1j=1

Entonces valen las siguientes formulas del carédcter de una representacion p.

2d(p) 4d(p)
]2 [n]4

%p(C(2,6,)) = = Tdi(p),  2p(C(2%,6,)) = (di(p)® —3da(p) + [n]2).
Proposicion 7.18. Seanp € S, 1=u® 38 € Resgz,zx@ (p) y ® la funcion esférica asociada a p
de tipo . Asumiremos que & = 1, es decir T = L ®@tr y que my(p) = 2. Sean 6,0, € R.esgl1 (p)

tales que 1L € ResG” (O yue Resb” ~,(61). Entonces
m = 1(di(p)* —di(8)%) —di (1) + L (di(1)* — d1(61)*) — 3 (da(p) — da(0))
=3 (da(1) = d2(61)) — 5 (d1(8)* —d1(61)*) + 3, (d2(6) — (1)) + 1,

donde s = rr(n,n—1).

Demostracion. Tomando en cuenta que

[n— }

0] ="2 jou) = "2 1oy = " @,6,) = "1l

de la Proposicién 7.16 obtenemos

_ o €2, 6,-2)| [
nz—d(p)xp(O) M) xu(C(2,6,2)) + (“)%M(Q3)
2 %9(C<2276n—1)) X@l( (2 76"—1))
- @ o (B« B )
L2 %6(C(2%,64-1))  26,(C(2%,6,-1))
Ho (255 )
= 3(di(p)* = 3da(p) + [n]2) —di () + % (di (1) — 3o (1) + [n — 2]2)
— 3(di(8)* =3dx(0) + [n—1]5) — 3 (d1(61)* —3d2(61) + [n— 1],)
— 2 (d1(6)* =3d2(8) + [n— 1]2) + 5, (1 (61)* —3d2(61) +[n — 1]2)
= 3(di(p)* = di(6)*) —di(u) + 3 (i (1) — 1 (61)%) — 3 (da(p) — da(8))
— 3 (da(1) a’z (61)) — » (d1(8)* —di(61)%) + 2 (d2(8) — da(61)) + 1
como
St 32—l 1= 3 (nln— 1)+ (1= 2)(n—3)~ 2~ 1)(n~2)) = 1.
Esto concluye la demostracion. 0

Proposicién 7.19. Seanp € S, 1=u® 8 € Resg:_zxez (p) y @ la funcion esférica asociada a p
de tipo 1. Asumiremos que 8 = 1, es decir, T = L @try que my (p) = 1. Sea 6 € Re'sgiI (p) tal que
ue Resg::;(e). Entonces

M =3(di(p)* —di(6)?) —di (1) + 3 (di (n)* — d1(8)*) — 3 (da(p) — d2(6))
— 3 (do (1) — dr(8)) +1.
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Demostracion. Tomando en cuenta que

_[nl4 _[n-2] _[n—2)4 2 [n—14

|0’_?7 |°@1|_ D) ’ ‘Q3‘_ 8 ’C(z ) )|_ 3 )
de la Proposicién 7.16 obtenemos

0 C(2,6n2)| 10|

=——Xp(0) — ——————xu(C(2,6,2)) + ——
a0 gy RO ()
C(2%,6n1)) 2
—2W}CG(C(2 ,Gn-1)

= 3(di(p)* =3da(p) + [n]2) —di (1) + 5 (di (10)* — 3da (1) + [n—2]1)
—(dl( ) 3d2( )+[l’l—1] )
(d1<p - 2) )+ 3 (di(1)* —di(8)°) — 3 (da(p) — d2(6))

=3 (d(p) = :(8)) +

Esto concluye la demostracion.

O]

En los siguientes resultados obtenemos finalmente la expresion de 7, en términos del contenido

de tableaux en 7, ;; ;.

Proposicién 7.20. Sean p € S, T=U® 8 € Resg:;2X S (p) y @ la funcion esférica asociada a
p de tipo &. Asumiremos que & = 1, es decir T = L @try que my(p) = 2. Dado T € Ty, si

C(T)=(ci1(T),...,ca(T) es el contenido de T, entonces
M= (en(T) = 1) (car(T) = 1).

Demostracion. Ahora nos encargaremos de hacer la siguiente evaluacién

roPi Pi Piny—1
b(p)-b@®) =YY (-~ ¥ Yi-0P- ¥ (-
i=1j=1 i;éi(;)] 1 j=1
Pi(n) Pin)—1
=) (j—i(n))" — (j=i(n)* = (Piw) —i(n))* = c3(T)
J=1 j=1

dl(p)_iZ(j—i)—zr:(;j—iPl) -y (g

Entonces
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Similarmente, obtenemos

Por otro lado
di(p) +di(0) =di(p) —di(0) +2d1(0) = ca(T) 424, (6).

Por lo tanto

Similarmente obtenemos

di(6y) — =1Y(60)i((61)i+1—-2i) — 3 ¥ pi(pi+ 1 —2i)
i=1 i=1

3 Pi(Pi+1=20) + 5Pi(m) (Pin) + 1 = 2i(n))

I
M\

=

l;él(n) i(n—1)
(pl(n—l) 1>(pl(n—1) 721’(”7 1))

Zi pi(pi+ 1 —2i) = 3(piw) — 1) (Pyn) — 2i(n))
ii(n),i(n—1)
(Pz(n 1) — D(Pia—1) —2i(n—1))
(Pl( )+ Pi(n) — 2 ( )Pz(n) Pl( +2i(n)pj(n)
+ Pign) — 2i(n)) = n) =ca(T),
di(61) +di(u) =di(61) — dl(“)+2d1( —Cn( ) +2d (),
di(61) —di(1)* =cn(T)(ca(T) +2d1 (1))

=

Adenas

De la Proposicién 7.18 obtenemos

N =

|N\

2(di(p)? —di(0)%) + 3 (dy (1) — di(61)*) — 3 (da(p) — da(6
%( H(1) —da(61)) — 5;(d1(0)” —di(61)%) + 55 (d2(6)

(T)(ca(T) +2d1(6)) = 3ca(T) (ca(T) +2d1 (1)) = 35(T) + 3cn(T
%(cn 1(T) = en(T)) (a1 (T) +ca(T) +2d1 (1)) + 5 (chy
(T)en1(T) + +(en(T) = en1(T)) (cn1(T) +ca(T) — dr (1

Cn

N\—

=Cp
Si tomamos en cuenta que ry(n,n—1) =5 = ¢,(T) — ¢,—1 (T) finalmente conseguimos
M= cn(T)en1(T) = cnt(T) = ea(T) + 1= (ea(T) = 1)(€at(T) = 1).

esto concluye la demostracién.

119
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Proposicién 7.21. Sean p € S, 1=pu® 38 € Resgzi2Xe52 (p) y @ la funcion esférica asociada
a p de tipo w. Asumimos que 0 =1, es decir T = L@ try que my(p) = 1. Dado T € T, , si
C(T)=(ci1(T),...,ca(T) es el contenido de T, entonces

M = (ea(T) = 1) (ca(T) —2).

Demostracion. Los siguientes calculos realizados en la demostracion de la Proposicién 7.20 tam-
bién son vélidos cuando s = 1:

do(p) —da(8) = A(T),  di(p)>—di(6)” = colT)(en(T) +2d1(8)),  di(8) —di(k) = e (T).

Ademas necesitamos,

Por eso

Mas atn

De la Proposicién 7.19 obtenemos que

M =%(di(p)* —di(0)*) —di(n) + % (di (1)> — d1(0)*) — 3 (d2(p) — da(0))
—3(da () —da(6)) +1
= 3en(T)(ca(T) +2d1(0)) — 3cu 1 (T)(ca 1 (T) +2d1 (1)) = 3cn(T) + 3¢5 (T) —di (u) + 1
= — (T +ch i (T) +cn(T) (en(T) = 1+dr (1)) — cn1 (T)dr (1) —di (1) + 1.

Tomando en cuenta que ¢,(T) = ¢,—1(T) + 1 obtenemos

M = (1) + (ea(T) — 1Y+ ea(T)(ea(T) — 1+ 1 (1)) — (ea(T) — 1)li (1) — i (1) + 1
— (ea(T) = 1) =¢0(T) + 1 = A(T) = 3e(T) +2 = (ca(T) = 1)(ca(T) ~2).

La Proposicion esta demostrada. O

Nota 7.22. Observemos que cuando s = ry(n,n— 1) = 1 tenemos ¢,—1(T) = ¢,(T) — 1,por eso los
valores de 1, dados en las Proposiciones 7.20 y 7.21 coinciden.

7.4. Ejemplos

7.4.1. Ejemplo para el par (S4,54 x S,).

Consideramos p = (3,2,1) y u = (2,1, 1) particiones de n = 6 y n — 2 = 4, respectivamente.
Observemos que para obtener el diagrama de Young de p a partir del diagrama de Young de p
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quitamos dos cajas que estan en diferentes filas y columnas.

o] = y W=

Respecto a representaciones esto implica que U @try U ® sg estdn en Resgjxgz (p).

Los caminos que pasan por p a través de { son:

1]4]6] |
T= 2|5 — — || — %H—)Dj
3
1]4]5] [ ] | -
spaT=Ty= |26 a8 -] = ===t
3 L
113]6] | | -
Sy 3T =T5 = 215 — —>_ — —>——)|:|7
4 L L
JEIE] B | \
Sn,1Sn73T2T371: 216 — L — L] — — H — I:"
4 L
1[2]6] |
Sp—asp3T =T34= |35 — - || — ‘-) I:‘:‘ — I:‘7
4 L
1]2]5] [ ] |
Sn—1Sn—aSp—3T =T341= |3|6 - || - | = H] =[] ]=1]
4

Podemos observar que las representaciones irreducibles de M = &, que aparecen en Resg‘z‘ (u)
son ¢ =sgy o1 =Ir.

Para estos caminos determinamos las distancias axiales que nos permiten clasificar sus respec-
tivos tableaux asociados. Debido a que r7(6,5) =2y rr(4,3) = 3, entonces T € yp{ﬁ-ﬁ' Para T}
tenemos rr, (6,5) = =2y rr,(4,3) =3, por lo tanto 7} € ﬂp_ﬁé Continuando de esta forma pode-
mos afirmar que

Tpno =T}, Towo={N}, Tpie=1D}, Tous =1{Di1}

y para oy
1,—1 —1,—1
‘7[),}4,01 - {T3-,4}7 ‘Z)#,’Cﬁ - {T3,471}'

Comenzamos considerando la representacion & = u ®@tr, debido a que r7(4,3) # £1, sabemos

que la multiplicidad de o en u es dos, esto implica que 0 ®try ¢ ®sg estdn en Resg‘z‘ igi (), ademds

como rr,, = —1, sabemos que la multiplicidad de o7 en U es uno, entonces 0] Qsg € Resgzig%(n).
’ 2
Tenemos la siguiente descomposicion

Vi = Vu@tr = V6®tr 2] VG@sg 5] VGI ®sg:
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la base que consideramos para Vx es {u; ,uy, .y, }-

Considerando que ﬂpldo = {T} y notando que s = r7(6,5) =2, r=rp(5,4) = -1y d =
rr(4,3) = 3, por el Teorema 7.2 tenemos que la forma reducida de ®(x1) en V() = Voo © Vosg €8

(& 0 ~-11 0
qD(]ﬁ)—( O CTETI = 0 % 17

1 1 1
(7 m+r(r+v)) f( 1+1_1) 2’

(gt t (r+d)(:"+s+d)) =5(z+it+g) =16

porque

(o=
Cre

La forma reducida de ®(x;) a V{4,) es

= =

D(x) = (Cn r) = 16
porque si s =rz,,(6,5) =2,r = rp,,(5,4) =2y d =rp,,(4,3) = —1, entonces

b =2t T i) =2GHits) = 16

Asi la forma reducida de ®(x;) en Vy es

T =l 0 0

D(x))=(f)I®( > 5,], oequivalentemente P(x;)=| 0 —3I 0
0wl 0 0 LI

16

Consideramos ahora el autovalor 1; de P, de la ecuacién (7.15) tenemos que

n—2
2 Z TL'((j,I’l - 2))q)<x1)7t((jvn - 2)) =ml,

J=1

tomando traza, obtenemos
2n—2)tr (®(x1)) = mid().
En nuestro cason =6,d(m) =3y tr( ) % Por lo tanto 177 = 1. Podemos comparar este resul-

tado con el que obtuvimos de 1 = ¢, (T )—i—c,, 1(T)—1, ver (7.25). Tenemos c6(T) =2, ¢5(T) =0,
por lo tanto también obtenemos que 1; = 1.

Empezamos a considerar ®(x; ), recordemos que r7(6,5) =2, rp(5,4) = —1y rp(4,3) =3, por
el Teorema 7.5 podemos afirmar que la forma reducida de ®(x2) en V5) = Vo © Vowsg €5

- (5 3)-(4)

Bnr 2(r+s)(r4d+1)+(1=5)(d+1) _ 2(1)(3)+(1-2

pues

@4 _ 1 -
Fr+d) () (rrstd) Choma =1 Y Brc=0

Como %l,him = {T5 4}, por el Teorema 7.5 tenemos que la forma reducida de ®(x2) a V{4,) es

D(x2) = (Brc) =0,

Asi la forma reducida de ®(x;) en Vy es

_1
D(xp)=(0)I ( 041 8) , oequivalentemente P(x;) =

o O O
|
Cp= O
~
o O O
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Empezamos a considerar el autovalor 75, por la Proposicion 7.20 tenemos que
M = (c6(T) — 1)(es(T) - 1),
en nuestro caso r7(6,5) =2,c¢(T) =2y ¢5(T) = 0. Obtenemos 7, = (2—1)(0—1) = —1.
De la ecuacién (7.16) tenemos

Y. w((i,n—2)(j,n—3))@(s2)m((j,n—3)(i,n—2))

1<i#j<n—4
+2 Z (i,n—2))®(s2)m((i,n—2)) ’ (7.30)
1<i<n—4
+2 ) w((i,n—3))@(s2)m((i,n—3)) +2®(s2) = Mo,
1<i<n—4

tomando traza obtenemos (n —2)(n—3)tr (®(x2)) = n2d(7). En el ejemplo que estamos conside-
rando n = 6, d(m) =3y tr (P(x2)) = —1 por la representacién matricial que obtuvimos de ®(x,),
por tanto obtenemos 1, = —1, como deberia ser.

Finalmente consideramos la representacion 7 = U ® sg € Resg"’XGZ (p), debido a que 5 u G =

{Th}yrr(4,3) # £1 afirmamos que 0 ®try 0 ®sg estin en Rese“ig? (UL ®sg). Ademds %7#761 =
T341} y rry,,(4,3) = —1, lo que significa que la multiplicidad de o} es uno en . Tenemos la
)" ¥y 34,1

siguiente descomposicién de V; en &, ® &5-mddulos irreducibles
Ve = Vu@sg = Voo @ VG(X)sg 2] VG] ®sg*
la base que consideramos para Vr es {u; _,u;, el }.

Debido a que s = r7,(6,5) = =2, r=rr,(5,4) =1y d = rr,(4,3) = 3, por el Teorema 7.2
tenemos que la forma reducida de ®(x;) en Vie) = Vosir ® Voasg €8

(o] 0 (A0
(I)(xl)_< 0 Co‘,—l,—ll - 0 1%[ )

porque

=2
1 _ 1 1 1y _
Caﬁlﬁl f(r-&-d + r+s+d - (r+d)(r+s+d)) - 2(1 +3- §) 16

La forma reducida de ®(x;) a V{4, €s

D(x1) = (Co-1.-1)1 = g,
porque sis =rp,, (6,5) = —2,r=rp,,(5,4) =4yd=rrp,,(4,3) = —1, entonces

lo =3 A=) =3B =

Asi la forma reducida de ®(x;) en Vy es

1 o 21 0 0

D(x)=(F) (2 5 equivalentemente  ®(x;)= | 0 I 0
0 0 0 I

16

Para ®(x; ), recordemos que 7; € ﬂp_dé, sis=rp,(6,5)=-2,r=r;;(5,4)=1yd=rp(4,3) =3,
por el Teorema 7.5 la forma reducida de ®(x2) en Vig) = Vo @ Vogsg €9

o= 9-(3 5)
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ya que

_ 2(r+s)(r+d=1)+(1+s)(1-d)
BG,*IJ =0 vy ﬁ@*lv*l r(r+d)(r+s)(r+s+d)

Como ﬂp_ﬁ;ll = {T34,}, por el Teorema 7.5 tenemos que la forma reducida de ®(x;) a V(o)) €s

D(x2) = (Bo—1,-1)I = 11,

ya que
B _2r49)(rtd=D (1) (1-d) _ 22)@Q+(-D@) _ 1
G, —1,~1 r(r+d)(r+s)(r+s+d) ®H3)2)(1) 4
Asi la forma reducida de ®(x;) en Vy es
0 0 10 0
P(x,) = ()1 <0 11> , oequivalentemente P(x)=10 0 0
2 0 0 3I

7.4.2. Ejemplo para el par (67,65 x G).

Consideramos p = (3,2,2) y 4 = (2,2, 1) particiones de n =7 y n — 2 = 5, respectivamente.
Observemos que para obtener el diagrama de Young de p a partir del diagrama de Young de p
quitamos dos cajas que estdn en diferentes filas y columnas.

[p] = ;M=

Respecto a representaciones esto implica que Ut @try U @ sg estdn en Resgz &5 (p).

Los caminos de los submddulos de la representacion p que pasan a través de y son:

114]7] |
T= 1215 — — — — — e
306 ] ]
1]4]6] |
snaT=Tr=|2]|5 — — — — — e,
317 | B :
113]7] | |
SpaT=Ty= |25 — — — — — e
416 L : L
113]6] 1] |
Sp1SpalT =Ty = |25 — — — — — e
417 || L] : L]
113]7] |
Sn3SpaT =Ty3= |2 |4 — — — — e,
516 || _—
113]6] |
Sn—18p—38n—aT = T473,1 = (2|4 — — — — — e
517 L
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Podemos observar que las representaciones irreducibles de M = G3 que aparecen en Resgz (u)
son 0 =sgy O] = st.

Calculando las distancias axiales, para o] tenemos
T ={Tat,  Tpue, =T Ty =T Toor =1{T:
p,u,01 — { 4}7 p,H,01 — { 471}7 p,H,01 — { 413}7 p,u,01 { 47371}’

y para ¢
1,-1 1,1
Tpwo =1T}, Tpuo ={Ni}.

Consideramos la representacion 7 = u ®tr, debido a que rr,(5,4) = 2 # £1, sabemos que la

G5xG
6§i6§(ﬂ’-)’

ademds como rr(5,4) = —1, sabemos que la multiplicidad de 6 = sg en U es uno. Tenemos la
siguiente descomposicién de Vz en &3 x &)-mddulos.

multiplicidad de o7 = st en U es dos, esto implica que 0] ®tr y 01 ® sg estdn en Res

T = V[J@tr = V6®sg @ VGl otr D V61®sg-
la base que consideramos para Vr es {u,,,u, ,, Uy }.

Debido a que s = r7,(7,6) =3, r = r,(6,5) = =1 y d = rr,(5,4) = 2, por el Teorema 7.2
tenemos que la forma reducida de ®(x;) en Vie)) = Voo © Vo esg €8

porque

2 2
_1(1 1 1 1
Cot 1= 3 (r+d +d T o 2(

Para ¢ = sg tenemos d = rrp(5,4) = —1, r =rp(6,5) = —1, s = rp(7,6) = 3, por el Teorema 7.2 la
forma reducida de ®(x1) a Vo = Voay, €8

P(x1) = (Gne) = =31,

porque

Cﬂf:%(%ﬁ_ﬁ—'—r(r:w)) :%(_1+%_%) :_%

Asf la forma reducida de ®(x1) en Vy = Ve €5

~1r 0 —5 0 0
P(x) = (—3)Ia < 02 31> , oequivalentemente ®(x;)=| 0 -1 0
4 0o 0 3I

De la ecuacion (7.15) tenemos que

tomando traza, obtenemos
2(1’1 — 2) tr (CID(xl)) = Tlld(ﬂ:).

En nuestro caso n =7, d(7) =5y tr(®(x;)) = —5 +2(—3 +2) = 0. Por lo tanto 17; = 0.
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Podemos compara este resultado con la expresion que obtuvimos para 171 en la Proposicion 7.15,
que es, M = ¢u(T) + cp—1(T) — 1. Tenemos ¢7(T) = 2, c6(T) = —1, por eso también obtenemos
m= 0.

Empezamos a considerar ®(x;), para la representaciéon o) tenemos que Ty € ﬂp{ﬁ,gl, ademas
s=rp(7,6) =3, r;,(6,5) = —1 y d = rg,(5,4) = 2, por el Teorema 7.5 podemos afirmar que la
forma reducida de ®(x;) en Vie)) = Vorotr © Vo, @sg €8

o= -4 1)

2(r+s)(r+d+1)+(1—s)(d+1 2x2x243%x (-2 1
Boi11= ( ’()rgrd)(r+2)(£+s+)c(l) )= (jl)XX1><2X><(2><A)l =—3 Y Boy.1.-1=0.

porque

Para o, por el Teorema 7.5 tenemos que la expresién de ®(x2) en V(4 es

<I)(x2) = (ﬁﬂ_,f) =0,

Asi la forma reducida de ®(x;) en Vy es

_1
P(x)=(0)I ( 6‘1 8) , oequivalentemente ®P(x;) =

o O O
\
Crm
~
S O O

Empezamos a considerar el autovalor 1, por la Proposicién 7.20 tenemos que

M= (e7(T) = 1)(es(T) = 1),
en nuestro caso ¢7(T) =2y ¢6(T) = —1. Obtenemos ), = (2—1)(—1—1) = —2.

De la ecuacién (7.16) tenemos

w((i,n—=2)(j,n=3))®(s2)7((j,n —3)(i,n—2))

1<i#j<n—4
+2 Y a((i,n—2))®(s2)m((i,n—2)) 7 (7.31)
1<i<n—4
+2 Y w((i,n—3))®(s2)m((i,n—3)) +2P(s2) = M,
1<i<n—4
tomando traza obtenemos (n —2)(n —3)tr (®(x2)) = Md (7). En el ejemplo que estamos conside-
randon =7,d(w) =5y tr(®(x2)) = 2.(—%) = —% por tanto obtenemos 1), = —2, como deberfa

Ser.
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