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Matemática, de la

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CÓRDOBA
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Resumen

Este trabajo está dividido en dos partes. En la primera consideramos un par (G,K) arbitrario,
con G grupo finito y K un subgrupo de G. Establecemos caracterizaciones y propiedades de las
funciones esféricas matriciales de (G,K). Estos resultados fueron presentados originalmente por el
Dr. Alfredo Tirao para grupos localmente compactos arbitrarios.

En la primera caracterización de función esférica la subálgebra A[G]K de K-puntos fijos del
álgebra de grupo A[G], juega el papel de la subálgebra D(G)K de operadores invariantes a derecha
por elementos de K del álgebra de operadores diferenciales invariantes a izquierda D(G), que se
considera cuando G es un grupo de Lie conexo y K es un subgrupo compacto de G. Otra de las
caracterizaciones fundamentales es por medio de representaciones del grupo G.

En la segunda parte consideramos el grupo simétrico G =Sn, para n arbitrario. Hacemos una
revisión de los conceptos de la teorı́a de Young, que proporciona herramientas versátiles para repre-
sentaciones de Sn.

Consideramos generalidades de los subgrupos de la forma Sn−m ×Sm para m ≤ n−m, nos
interesa determinar las funciones esféricas de los pares (G,K) = (Sn,Sn−m ×Sm), para los cuales
la subálgebra de K-puntos fijos es conmutativa, demostramos que esto sucede solamente cuando
m = 1 o m = 2 y describimos las subálgebtras de K-puntos fijos en estos casos.

Damos la descripción explı́cita de las funciones esféricas del par (Sn,Sn−1), por medio de
las dos caracterizaciones de funciones esféricas mencionadas anteriormente. Procedemos de forma
similar con el par (Sn,Sn−2 ×S2).
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Abstract

This paper is divided into two parts. In the first part, we consider an arbitrary pair (G,K), where
G is a finite group and K is a subgroup of G. We establish characterizations and properties of matrix
spherical functions for (G,K). These results were originally presented by Dr. Alfredo Tirao for
arbitrary locally compact groups.

In the first characterization of spherical functions, the subalgebra A[G]K of K-fixed points in the
group algebra A[G] plays the role of the subalgebra D(G)K of right-invariant operators by elements of
K in the left-invariant differential operators algebra D(G). This is considered when G is a connected
Lie group and K is a compact subgroup of G. Another fundamental characterization is through
representations of the group G.

In the second part, we consider the symmetric group G = Sn for arbitrary n. We review the
concepts of Young’s theory, which provides versatile tools for representations of Sn.

We explore generalities of subgroups of the form Sn−m ×Sm for m ≤ n−m. Our interest is in
determining the spherical functions of pairs (G,K) = (Sn,Sn−m ×Sm) for which the subalgebra of
K-fixed points is commutative. We prove that this happens only when m = 1 or m = 2 and describe
the subalgebras of K-fixed points in these cases.

We provide an explicit description of the spherical functions for the pair (Sn,Sn−1) using
the two aforementioned characterizations of spherical functions. Similarly, we proceed with the pair
(Sn,Sn−2 ×S2).
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1
Introducción

Históricamente, la teorı́a de funciones esféricas a valores escalares, o funciones esféricas zona-
les, data de las publicaciones de E. Cartan y H. Weyl, ellos demostraron que los armónicos esféricos
surgen de forma natural del estudio de funciones en G/K, donde G es el grupo especial ortogonal
actuando en un espacio vectorial de dimensión n y K consiste de aquellas transformaciones en G las
cuales dejan un vector invariante. Este estudio está llevado a cabo por métodos de representaciones
de grupos. Sin embargo, para aplicar la teorı́a a clases más grandes de “funciones especiales” es ne-
cesario considerar otras familias de pares (G,K). El primer resultado general fue obtenido en 1950
por Gelfand [6] quien consideró funciones esféricas zonales sobre un par simétrico Riemanniano
(G,K).

Siguiendo estos trabajos, Tirao [17] en 1977 encontró interesante trabajar directamente con fun-
ciones esféricas asociadas a representaciones irreducibles de un grupo localmente compacto G. Más
aún produjo una definición interesante, a saber: Sea G un grupo unimodular localmente compacto y
K un subgrupo compacto de G con medida de Haar normalizada, K̂ el conjunto de representaciones
irreducibles de K y π ∈ K̂. Una función continua Φ, sobre G, con valores en el anillo de endomor-
fismos End(V ) de un espacio vectorial de dimensión finita V , es una función esférica (matricial) de
tipo π si Φ(e) = I y

Φ(x)Φ(y) =
∫

K
χπ(k−1)Φ(xky)dk,

donde χπ(k) = d(π) tr(π(k)) y d(π) es la dimensión del espacio de la representación π .

Alternativamente diremos que Φ es función esférica de K - tipo π , además para hacer referencia
a las funciones esféricas del grupo G de cualquier K-tipo diremos las funciones esféricas del par
(G,K).

En [17] el énfasis fue puesto en considerar que G es localmente compacto, compacto o grupo
de Lie. En 1988, con un enfoque similar, Gangolli y Varadarajan [9] publicaron su libro donde las
funciones esféricas son matriciales.

En el 2002 Grünbaum, Pacharoni y Tirao publicaron el artı́culo [11] sobre funciones esféricas
matriciales asociadas al plano proyectivo complejo SU(3)/S(U(2)×U(2)), donde fue establecida
una rica conexión con polinomios ortogonales matriciales. A partir de este trabajo aparecieron varias
publicaciones, las cuales consideraron diferentes grupos de Lie y pares de Gelfand (G,K). Por ejem-
plo, en el 2007 Pablo Román en su tesis doctoral determinó todas las funciones esféricas irreducibles
Φ de cualquier K- tipo asociadas a los pares simétricos duales (SU(3),U(2)) y (SU(2,1),U(2)).

El desafı́o de establecer los conceptos y propiedades de las funciones esféricas cuando con-
sideramos grupos finitos fue establecido desde hace algún tiempo por Tirao y Pacharoni y están
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10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

desarrollados en el Capı́tulo 3.

En el presente trabajo consideramos Sn, el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de
todas las transformaciones biyectivas ( permutaciones) del conjunto In = {1,2, . . . ,n}, determinamos
explı́citamente las funciones esféricas irreducibles de los pares (Sn,Sn−1) y (Sn,Sn−2 ×S2).

En los Capı́tulos 2 y 4 incorporamos una revisión de varios conceptos que serán necesarios a lo
largo del trabajo. Las generalidades de representaciones de grupos finitos y de su respectiva álgebra
de grupo son establecidas en el Capı́tulo 2, mientras que en el Capı́tulo 4 se presenta una revisión
de las representaciones del grupo simétrico de grado n, la cual se basa en la Teorı́a de Young. Como
referencia principal de este capı́tulo consideramos el libro [3].

En el Capı́tulo 3 consideramos un grupo finito G, K un subgrupo arbitrario, π ∈ K̂ y la siguiente
definición de una función esférica en G de tipo π cuyos valores son endomorfismos de un espacio
vectorial V de dimensión finita sobre C.

Para π ∈ K̂, sea χπ = d(π)ξπ , donde d(π) es el grado de π , es decir, la dimensión de cualquier
representación en la clase de π y ξπ es el carácter de una de ellas.

Una función esférica Φ en G de tipo π es una función Φ : G −→ End(V ) que satisface

i) Φ(e) = I.

ii) Φ(g)Φ(h) =
1
|K| ∑

kεK
χπ(k−1)Φ(gkh) para todo g,h ∈ G,

Estudiamos las propiedades principales de dichas funciones.

En [17] cuando se considera G un grupo de Lie conexo, D(G) es el álgebra de todos los opera-
dores diferenciales invariantes a izquierda en G y D(G)K la subálgebra de todos los operadores en
D(G) que son invariantes por traslación a derecha por elementos de K.

Teorema. ([17], [9]) Dado G grupo de Lie conexo. Una función Φ : G→End(V ) es función esférica
de tipo π si y sólo si

Φ(e) = I,

Φ es analı́tica,

Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G,

[DΦ](g) = Φ(g)[DΦ](e) para todo D ∈ D(G)K ,g ∈ G.

Para establecer la caracterización análoga en el caso de grupos finitos consideramos A[G] el
álgebra de grupo de G y la subálgebra A[G]K de K-puntos fijos, es decir,

A[G]K = { f ∈ A[G] : δk ∗ f = f ∗δk, para todo k ∈ K},

donde ∗ es la convolución de funciones que se menciona en la Definición 2.13 y que hace de A[G]
un álgebra asociativa.

Tenemos que A[G]K es el equivalente a D(G)K cuando consideramos grupos finitos.

En el Teorema 3.11 se establece la siguiente caracterización de las funciones esféricas como
autofunciones de la subálgebra A[G]K .

Teorema. (Primera Caracterización) Dado G un grupo finito. Una función Φ : G → End(V ) es una
función esférica de tipo π si y solo si

(i) Φ(e) = I,
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(ii) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G,

(iii) (Φ∗ f̌ )(g) = Φ(g)∑y∈G Φ(y) f (y), para toda f ∈ A[G]K ,g ∈ G, donde f̌ (g) = f (g−1).

(iv) Φ|K es una representación de K, equivalente a una suma directa de copias de π .

Al número de veces que π aparece en la representación Φ|K se le llama altura de Φ y para toda
f ∈ A[G]K tenemos que (Φ∗ f̌ )(e) es un K- morfismo, por el Lema de Schur existe un η ∈C tal que
(Φ∗ f̌ )(e) = ηI. Dicho escalar η se denomina autovalor de Φ asociado a f .

Para π ∈ K̂ consideramos la subálgebra

Aπ [G] = { f ∈ A[G] : χπ ∗ f = f ∗χπ = |K| f}

En el Teorema 3.24 se establece esta cercana conexión entre funciones esféricas de G de tipo π y
representaciones de Aπ [G].

Teorema. (Segunda Caracterización) Dada una función esférica irreducible Φ : G → End(V ) de
tipo π ∈ K̂, la extensión de Φ en A[G] dada por

f 7→ Φ( f ) = ∑
g∈G

f (g)Φ(g). (1.1)

es una representación irreducible del álgebra Aπ [G]. Recı́procamente toda representación irreduci-
ble de Aπ [G] se obtiene de esta manera para alguna función esférica irreducible Φ de tipo π .

Las funciones esféricas también aparecen de manera natural a partir de representaciones irre-
ducibles del grupo G. Sea (ρ,V ) una representación irreducible de G en un espacio vectorial V que
contiene el K-tipo π . Sea V(π) la componente isotı́pica de π en V y denotemos por Pπ al operador
proyección ortogonal de V sobre V(π), entonces

Φ(g)v = Pπρ(g)v, g ∈ G,v ∈V(π), (1.2)

es una función esférica irreducible de G de tipo π .

A la función esférica Φ ası́ determinada la denominamos función esférica del par (G,K) aso-
ciada al par (ρ,π) de tipo π . o simplemente función esférica de G asociada a ρ de tipo π .

En el Teorema 3.41 establecemos la siguiente caracterización del concepto de función esférica.

Teorema. (Tercera Caracterización) Sea (ρ,V ) una representación irreducible de dimensión finita
de G, que contiene el K-tipo π y sea Pπ el operador proyección ortogonal de Vρ en la componente
isotı́pica de π . Entonces

Φ(g)v = Pπρ(g)v g ∈ G,v ∈V(π),

es una función esférica irreducible de G de tipo π . Recı́procamente, cualquier función esférica
irreducible del par (G,K) es de esta forma.

Estudiamos las subálgebras AK
π [G] = Aπ [G]∩ A[G]K , demostramos que AK

π [G] es un álgebra
semisimple con identidad y

A[G]K =
⊕
π∈K̂

AK
π [G].

A partir de esta descomposición establecemos la siguiente relación entre las funciones esféricas del
par (G,K) con las representaciones irreducibles del álgebra A[G]K .

Teorema. Sea Qπ la proyección de A[G]K =
⊕

π∈K̂ AK
π [G], sobre el sumando AK

π [G]. Entonces, las
representaciones irreducibles L de A[G]K son precisamente aquellas de la forma L = Φ◦Qπ , donde
Φ es la extensión de alguna función esférica irreducible Φ de G de tipo π .
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Las versiones generales para grupos localmente compactos de los Teoremas de segunda y ter-
cera caracterización y del Teorema anterior se las encuentra en [17].

En el Capı́tulo 4 recordamos las principales propiedades del grupo simétrico G =Sn. Se revisa
el concepto de particiones de un número natural n pues las mismas parametrizan las representaciones
irreducibles de Sn. Para describir estas últimas, se introduce la Teorı́a de Young, la cual proporciona
herramientas combinatorias versátiles en la descripción de propiedades de estas representaciones.

En el Capı́tulo 5 consideramos el grupo simétrico G = Sn y los subgrupos de la forma K =
Sn−m ×Sm, donde Sn−m y Sm son, respectivamente, las permutaciones de {1, . . . ,n−m} y de
{n−m+1, . . . ,n}, para 1 ≤ m ≤ n−m.

Demostramos que el grupo G =Sn posee la siguiente descomposión

Sn = (Sn−m ×Sm)A(Sn−m ×Sm), (1.3)

donde A = {x0, . . . ,xm} es el subconjunto de G, definido recursivamente por

x0 = (1) y xi = (n−m− i+1,n−m+ i)xi−1 para i = 1, . . . ,m.

Consideramos el subgrupo M que es el centralizador de A en K y demostramos que M =Sn−2m.

Por la primera caracterización de funciones esféricas sabemos que quedan determinadas por sus
valores en los puntos de A, es decir, para determinar las funciones esféricas del par (Sn,Sn−m×Sm)
es suficiente determinar Φ(x j), para j = 1, . . . ,m.

Respecto a las subálgebras A[Sn]
Sn−m×Sm , tenemos

La subálgebra A[Sn]
Sn−m×Sm es conmutativa si y solo si m = 1 o 2.

Para (G,K) = (Sn,Sn−1) tenemos A[G]K = A[K]K [ f0].

Para (G,K) = (Sn,Sn−2 ×S2) tenemos A[G]K = A[K]K [ f1, f2].

donde A[K]K es el centro del álgebra de grupo A[K], f0 es la función caracterı́stica de la Sn−1- órbita
del punto x1 = (n,n− 1) en Sn y f1, f2 representan, respectivamente, las funciones caracterı́sticas
de las Sn−2 ×S2-órbitas de los elementos x1 = (n−1,n−2) y x2 = (n.n−3)(n−1,n−2) en Sn.

Nos interesa determinar funciones esféricas del grupo G =Sn y K =Sn−m ×Sm, que sean de
altura uno. En el Teorema 3.44 demostramos que la conmutatividad de la subálgebra A[G]K equivale
a que las funciones esféricas de G de cualquier K-tipo son de altura uno. Por lo tanto consideramos
solamente los casos de m = 1 o m = 2.

En el Capı́tulo 6 determinamos explı́citamente las funciones esféricas de G =Sn con K =Sn−1
y en el Capı́tulo 7 nos concentramos en las funciones esféricas de G =Sn con K =Sn−2 ×S2.

Para determinar las funciones esféricas en los elementos de A usamos las bases de Gelfand-
Tsetlin asociadas a la torre libre de multiplicidad de los subgrupos

S1 ≤S2 ≤ ·· · ≤Sn,

y el hecho que dada una representación ρ ∈ Ĝ, gracias a la forma ortogonal de Young , tenemos una
forma explı́cita de calcular ρ(si) en bases de Gelfand-Tsetlin, para los generadores de Coxeter

si = (i, i+1) con i = 1, . . . ,n−1.

En el Capı́tulo 6 determinamos las funciones esféricas de G =Sn y K =Sn−1 de dos formas, por
medio de la primera caracterización, Teorema 3.11 y por la tercera caracterización, Teorema 3.41.
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Consideramos los elementos de Young-Jucys-Murphy, en el álgebra A[G], dados por

X1 = 0, Xk = (1,k)+(2,k)+ · · ·+(k−1,k), para k = 2, . . . ,n

y en el Teorema 5.16 obtenemos que A[Sn]
Sn−1 = A[Sn−1]

Sn−1 [Xn]. Esto nos permite establecer el
autovalor de una función esférica Φ asociado a Xn = (1,n) + · · ·+ (n− 1,n). En el Teorema 6.6
demostramos el siguiente resultado

Teorema. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ Ŝn−1, una representación que aparece en ρ y Φ la función esférica de-
terminada por ρ de tipo π . Si T un tableau estándar que pasa por ρ y π , C(T ) = (c1(T ), . . . ,cn(T ))
el contenido de T , entonces (Φ∗Xn)(e) = ηI con η = cn(T ).

A partir de esto determinamos las funciones esféricas de este par por la primera caracterización.

Para el enfoque por medio de proyecciones, dada ρ ∈ Ŝn y π una representación irreducible de
Sn−1 que aparece en ρ , consideramos la siguiente descomposición de Vπ en M =Sn−2-módulos

Vπ =
⊕
σ∈M̂

Vσ .

Si Φ es la función esférica asociada a ρ de tipo π , el operador Φ(x1) resulta un M-morfismo y por
lo tanto Φ(x1) es un escalar en cada M-módulo Vσ .

Para calcular dichos escalares explı́citamente, usamos que x1 =(n−1,n)= sn−1 es un generador
de Coxeter y tenemos una descripción de ρ(x1) en vectores de una base de Gelfand-Tsetlin, en
términos del contenido C(T ) =

(
c1(T ), . . . ,cn(T )

)
de un tableau estándar T asociado a un camino

que pasa por ρ,π y σ .

En los Teoremas 6.7 y 6.8 determinamos explı́citamente las funciones esféricas de este par por
medio de la primera y tercera caracterización de función esférica en el siguiente resultado

Teorema. Sea ρ ∈ Ŝn, una representación que contiene al Sn−1- tipo π , si Φ es la función esférica
de G asociada a la representación ρ de tipo π entonces

Φ(x1) =
⊕
σ∈M̂

ασ Iσ , con ασ =
1

cn(T )− cn−1(T )
,

donde C(T ) = (c1(T ), . . . ,cn−1(T ),cn(T )) es el contenido de cualquier tableau estándar T cuyo
camino asociado pasa por ρ,π y por σ .

En el Capı́tulo 7 consideramos G =Sn y K =Sn−2 ×S2, toda representación irreducible de K
es de la forma π = µ ⊗δ , donde µ ∈ Ŝn−2 y δ ∈ Ŝ2. El centralizador de A en K es M =Sn−4 y no
es libre de multiplicidad como sucedı́a en el par que consideramos en el Capı́tulo 6. Sin embargo,
toda representación σ ∈ M̂ aparece con multiplicidad a lo más 2 en Vπ .

Consideramos el subgrupo M ×S′
2 de K, donde M = Sn−4 y S′

2 es el subgrupo de Sn−2 de
permutaciones de los elementos n− 2 y n− 3, el par (K,M ×S′

2) es libre de multiplicidad y las
representaciones irreducibles de este subgrupo son de la forma σ ⊗ ε , donde σ ∈ M̂ y ε ∈ Ŝ′

2.

Determinamos las funciones esféricas por medio del Teorema 3.41. Sea ρ ∈ Ŝn, una represen-
tación que contiene al K- tipo π , si Φ es la función esférica de G asociada a la representación ρ de
tipo π y x1 = (n− 1,n− 2),x2 = (n,n− 3)(n− 1,n− 2), entonces veremos que Φ(x1) y Φ(x2) son
M-morfismos, por lo cual preservan la componente isotı́pica de cada σ que aparece en π , más aun
Φ(x2) es un M×S

′
2-morfismo.

Dada π ∈ K̂, la descomposición de Vπ en M×S
′
2 - módulos es

Vπ =
⊕

σ∈I1

Vσ⊗tr ⊕
⊕

σ∈I1

Vσ⊗sg ⊕
⊕

σ∈I2

(Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg), (1.4)
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donde I1,I2 son, respectivamente, las colecciones de representaciones σ ∈ M̂ de multiplicidad 1 y
2 en π . Cuando σ ∈ I2 veremos que hay bases distintas de V(σ) que diagonalizan a Φ(x1) o Φ(x2).

Sean π ∈ K̂ y τ ∈ M̂⊗ Ŝ
′
2 consideraremos la siguiente notación

δ (π) =

{
1 si π = µ ⊗ tr
−1 si π = µ ⊗ sg

y ε(τ) =

{
1 si τ = σ ⊗ tr
−1 si τ = σ ⊗ sg

.

Para determinar Φ(x1), notamos que x1 = (n−1,n−2) es el generador de Coxeter sn−2, por lo
tanto podemos determinar Φ(x1) por la forma ortogonal de Young. A partir de la descomposición
(1.4) y eligiendo cuidadosamente la base de Vπ , obtenemos la siguiente forma matricial de Φ(x1).

Φ(x1) =
⊕

τ∈I1,1

ζ
+
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I1,−1

ζ
−
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I2

(
ζ+

π,τ I 0
0 ζ−

π,τ I

)
, (1.5)

donde

ζ
±
π,τ =

ζ+
π,τ =

1
2

(
1
r +

1
r+s +

δ (π)
r(r+s)

)
si ε(τ) = 1

ζ−
π,τ =

1
2

(
1

r+d +
1

r+s+d +
δ (π)

(r+d)(r+s+d)

)
si ε(τ) =−1,

y s = rT (n,n− 1), r = rT (n− 1,n− 2) y d = rT (n− 2,n− 3), para cualquier tableau estándar T
asociado a un camino que pasa por ρ , µ y por σ .

Para Φ(x2), notamos que x2 = (n,n−3)(n−1,n−2), no es un generador de Coxeter, necesita-
mos multiplicar al menos 6 de ellos para obtener x2, tenemos la siguiente expresión como producto
de generadores de Coxeter,

x2 = sn−3sn−2sn−1sn−2sn−3sn−2,

ası́ que para hallar Φ(x2) por medio de la tercera caracterización hemos necesitado determinar como
actúa la representación ρ en cada uno de estos generadores mediante la forma ortogonal de Young
antes de determinar la proyección Pπ en ρ .

A partir de la descomposición (1.4), considerando que Φ(x2) es M×S′
2-morfismo, hemos ele-

gido cuidadosamente la base de Vπ y determinamos la siguiente forma matricial de Φ(x2).

Φ(x2) =
⊕

τ∈I1,1

β
+
π,τ I

⊕
τ∈I1,−1

β
−
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I2

(
β+

π,τ I 0
0 β−

π,τ I

)
,

donde

β
±
π,τ = δπ,τ

2(r+ s)(r+d + ε(τ))+(1−δ (π)s)(1+ ε(τ)d)
r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)

,

y

δπ,τ =

{
1 si δ (π) = ε(τ)

0 si δ (π) ̸= ε(τ),
,

y s = rT (n,n− 1), r = rT (n− 1,n− 2) y d = rT (n− 2,n− 3), para cualquier tableau estándar T
asociado a un camino que pasa por ρ , µ y por σ .

Si bien no hemos logrado determinar Φ mediante la primera caracterización, como lo consegui-
mos en el Capı́tulo 6 para el par (Sn,Sn−1), en los Teoremas 7.15 y 7.20 conseguimos determinar
los autovalores η1, η2 de Φ en términos del contenido de cualquier tableau cuyo camino asociado
pase por ρ,µ y σ .



2
Análisis armónico en grupos finitos

En este capı́tulo hacemos una revisión de representaciones de grupos finitos y del álgebra de
grupo asociada, también de sus principales propiedades. Omitimos la demostración de la mayorı́a
de los resultados conocidos, pero indicamos en cada caso referencias bibliográficas. La presentación
de la teorı́a está basada en los libros [3], [4] y [8].

2.1. Teorı́a básica de representaciones de grupos finitos

Comenzamos recordando conceptos que serán necesarios a lo largo del trabajo. Los espacios
vectoriales que consideraremos serán siempre de dimensión finita y sobre C. Denotamos por GL(V )
al grupo de todas las transformaciones lineales inversibles de V en V .

Definición 2.1. Sea G un grupo finito

Decimos que (ρ,V ) es una representación de G en V si ρ : G → GL(V ) satisface

ρ(g1)ρ(g2) = ρ(g1g2), para todo g1,g2 ∈ G y ρ(e) = I,

donde e es el neutro de G e I es el operador identidad en V . Es decir ρ : G → GL(V ) es un
homomorfismo de grupos.

Si es necesario denotamos por Vρ a V . También decimos que V es un G-módulo.

El grado o dimensión de la representación ρ es la dimensión de Vρ y se denota por d(ρ).

El carácter de una representación ρ de G es la función ξρ : G →C, dada por ξρ(g) = tr(ρ(g)),
la traza de ρ(g) para todo g ∈ G. También consideramos la siguiente normalización del
carácter χρ(g) = d(ρ)ξρ(g).

Diremos que (ρ,W ) es una subrepresentación de G en (ρ,Vρ) si W es un subespacio ρ(G)-
invariante de Vρ , es decir si ρ(g)(W )⊆W para todo g ∈ G.

Una representación (ρ,Vρ) de G se dice irreducible si las únicas subrepresentaciones de ρ son
las triviales, {0} y Vρ .

Sea (ρ,Vρ) una representación de G y sea K un subgrupo de G, la restricción de ρ a K,
denotada por ResG

K(ρ), es la representación de K en Vρ definida por ResG
K(ρ)(k) = ρ(k) para

todo k ∈ K.

15
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Ejemplo 2.2. Sea G un grupo finito. Denotamos por L2(G) al espacio vectorial de funciones defi-
nidas en G a valores complejos dotado con el producto interno.

⟨ f1, f2⟩= ∑
g∈G

f1(g) f2(g), para toda f1, f2 ∈ L2(G). (2.1)

En el espacio L2(G) consideramos las representaciones [L(g) f ](h) = f (g−1h) y [R(g) f ](h) = f (hg)
para todo g,h ∈ G y f ∈ L2(G), se las conoce como la representación regular izquierda y represen-
tación regular derecha respectivamente.

Ejemplo 2.3. Sea G = Sn el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de permutaciones de
n elementos, equivalentemente, los elementos de Sn son todas las biyecciones θ : In → In donde
In = {1,2, . . . ,n}.

Sea V un espacio vectorial de dimensión n y {e1,e2, . . . ,en} una base ortonormal fija de V ,
definimos ρ(θ)e j = eθ( j) para todo θ ∈Sn y j ∈ In ası́ definida (ρ,V ) es una representación de G,
se la conoce como la representación permutación, se cumple además que no es irreducible.
Por ejemplo, un Sn- subespacio invariante es W = {w = ∑

n
j=1 x je j ∈ V : ∑

n
j=1 x j = 0}. Es fácil de

probar que W es Sn-invariante y es irreducible, a la representación (ρ,W ) la llamamos represen-
tación estándar de Sn.

Recordaremos ahora formas de construir representaciones de G a partir de otras dadas

Definición 2.4. Sea G un grupo finito

Si (ρ,Vρ) es una representación de G, entonces la representación contragradiente o represen-
tación dual (ρ ′,Vρ ′) está definida en Vρ ′ =V ′

ρ , el espacio vectorial dual de Vρ , de la siguiente
manera (

ρ
′(g)(λ )

)
(v) = λ (ρ(g−1)v), para todo g ∈ G, λ ∈V ′

ρ , v ∈Vρ .

Sean (ρ,V ),(σ ,W ) representaciones de G entonces (ρ ⊕σ ,V ⊕W ) es representación de G,
conocida como la representación suma directa, donde

(ρ ⊕σ)(g)(v+w) = ρ(g)v+σ(g)w.

Sean (ρ,V ),(σ ,W ) representaciones de G entonces (ρ ⊗σ ,V ⊗W ) es representación de G,
conocida como la representación producto tensorial de V y W , donde

(ρ ⊗σ)(g)(v⊗w) = ρ(g)v⊗σ(g)w.

Nota 2.5. Sean (ρ,V ),(σ ,W ) representaciones de G, recordemos que Hom(V,W ) es el espacio de
todas las aplicaciones lineales de V en W , cuando ρ = σ denotamos simplemente por End(V ).

Por las definiciones anteriores sabemos que el dual de una representación y el producto tenso-
rial de representaciones de G son también representaciones de G, entonces también Hom(V,W ) y
End(V ) serán representaciones de G vı́a las identificaciones

Hom(V,W ) =V ′⊗W y End(V ) =V ′⊗V. (2.2)

2.2. Representaciones unitarias y operadores de entrelazamiento.

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión finita dotado de un producto interno ⟨−,−⟩,
entonces podemos definir la noción de representación unitaria.
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Definición 2.6. Sean V y W dos espacios vectoriales dotados de productos internos ⟨−,−⟩V y
⟨−,−⟩W , respectivamente.

Dado T : V →W aplicación lineal, el adjunto de T es la aplicación lineal T ∗ : W →V tal que
⟨w,T v⟩W = ⟨T ∗w,v⟩V para todo v ∈V,w ∈W .

Una aplicación lineal U : V → W es unitaria si U∗U = I,UU∗ = I, es decir, ⟨Uv1,Uv2⟩W =
⟨v1,v2⟩V para todo v1,v2 ∈V .

Decimos que (ρ,V ) es una representación unitaria de G si preserva el producto interno, es
decir, si ⟨ρ(g)v1,ρ(g)v2⟩= ⟨v1,v2⟩ para todo v1,v2 ∈Vρ y g ∈ G.

Proposición 2.7. Sea (ρ,V ) una representación de G, si V esta dotado de un producto interno
⟨−,−⟩, definimos

(v1,v2) = ∑
g∈G

⟨ρ(g)v1,ρ(g)v2⟩ para todo v1,v2 ∈V,

ası́ definido, (−,−) es un producto interno bajo el cual ρ es unitaria.

Demostración. Ver [7], pág. 3-4.

Definición 2.8. Sea G un grupo finito

Dadas dos representaciones (ρ,Vρ) y (σ ,Vσ ) de G y un operador T ∈ Hom(Vρ ,Vσ ), tal que

T ρ(g) = σ(g)T para todo g ∈ G,

decimos que T entrelaza ρ con σ , que T es un operador de entrelazamiento entre ellas o que
T es un G-morfismo. Denotaremos por HomG(Vρ ,Vσ ) (o por HomG(ρ,σ)) al espacio vectorial
de todos los operadores de entrelazamiento de ρ con σ .

Si existe T ∈ HomG(Vρ ,Vσ ) isomorfismo lineal, decimos que ρ y σ son equivalentes y escri-
bimos ρ ∼ σ o Vρ ≡Vσ . Es fácil ver que ∼ es una relación de equivalencia en el conjunto de
representaciones de G. Denotamos por Ĝ al conjunto de todas las clases de equivalencia de
representaciones irreducibles de G y para simplificar la notación denotaremos ρ y a su clase
de equivalencia [ρ] por el mismo sı́mbolo.

Sean (ρ,Vρ) y (σ ,Vσ ) representaciones unitarias de G, si existe T ∈ HomG(Vρ ,Vσ ) tal que
T es operador unitario y es un isomorfismo, entonces diremos que ρ y σ son unitariamente
equivalentes.

Si (ρ,V ) es una representación de G, denotamos por HomG(V,V ) (o por EndG(V ) al conmu-
tador de ρ , es decir al conjunto

HomG(V,V ) = EndG(V ) = {T ∈ Hom(V,V ) : T ρ(g) = ρ(g)T para todo g ∈ G}.

Lema 2.9. Sean (ρ,V ) y (σ ,W ) dos representaciones unitarias de G, si ellas son equivalentes
entonces son unitariamente equivalentes.

Demostración. Ver [3] pág. 4-5.

A partir de la Proposición 2.7 y por el lema anterior de aquı́ en más consideraremos representa-
ciones unitarias y cuando dos representaciones sean equivalentes asumiremos que son unitariamente
equivalentes.

El siguiente resultado nos indica que la dimensión de HomG(V,W ) depende de la equivalencia
de las representaciones que se consideran.
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Lema 2.10. (Lema de Schur) Sean (ρ,Vρ) y (σ ,Vσ ) dos representaciones irreducibles de dimensión
finita de G y sea T : Vρ →Vσ un operador de entrelazamiento, se cumple que

i) Si ρ y σ no son equivalentes, entonces T = 0.

ii) Si ρ y σ son equivalentes, entonces T es un isomorfismo. En particular si ρ = σ , entonces
T = αI, para algún α ∈ C.

Demostración. Ver [8] pág. 7.

2.3. Coeficientes matriciales y sus relaciones de ortogonalidad

Ası́ como vimos en el Ejemplo 2.2 denotamos con L2(G) al espacio vectorial complejo de todas
las funciones a valores complejos sobre G, con el siguiente producto interno.

⟨ f1, f2⟩= ∑
g∈G

f1(g) f2(g), para todas f1, f2 ∈ L2(G). (2.3)

Definición 2.11. Sea (ρ,Vρ) una representación de G, Vρ espacio vectorial con producto interno
⟨−,−⟩. Dados v,w ∈Vρ , la función ρv,w dada por ρv,w(g) = ⟨ρ(g)w,v⟩ para todo g ∈ G, se denomina
coeficiente matricial de la representación ρ .

Denotamos con Eρ el subespacio vectorial de L2(G) generado por todos los coeficientes matri-
ciales de ρ .

La terminologı́a se debe a que si tomamos {vi}i una base ortonormal de Vρ y denotamos por
ρi, j = ρvi,v j , entonces ρ(g), vista como una matriz de n×n coincide con

(
ρi, j(g)

)
i, j, en otras pala-

bras, los ρi, j(g)′s son los coeficientes matriciales de ρ(g) para todo g ∈ G. En particular el carácter
de la representación ρ está dado por

ξ (g) = tr
(
ρ(g)

)
=

d(ρ)

∑
i=1

ρi,i(g).

Proposición 2.12. (Relaciones de ortogonalidad de Schur) Sean (ρ,Vρ) y (σ ,Vσ ) representaciones
irreducibles de G.

i) Si ρ y σ no son equivalentes entonces, Eρ y Eσ son ortogonales.

ii) Para v,w,v′,w′ ∈Vρ tenemos

∑
x∈G

⟨ρ(x)w,v⟩⟨ρ(x)w′,v′⟩= |G|
d(ρ)

⟨v′,v⟩⟨w,w′⟩ es decir ⟨ρv,w,ρv′,w′⟩= |G|
d(ρ)

⟨v′,v⟩⟨w,w′⟩.

iii) Si {vi} es una base ortonormal de Vρ y ρi, j = ρvi,v j , entonces{√
d(ρ)
|G| ρi, j : i, j = 1, . . . ,d(ρ)

}
es una base ortonormal de Eρ .

Demostración. i) Dados v ∈Vρ , v′ ∈Vσ , definimos S = Sv,v′ : Vρ →Vσ por

S(w) = ∑
g∈G

⟨ρ(g)w,v⟩σ(g−1)(v′).
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S es un morfismo de entrelazamiento entre ρ y σ pues

S(ρ(x)w) = ∑
g∈G

⟨ρ(g)ρ(x)w,v⟩σ(g−1)(v′) = ∑
g∈G

⟨ρ(gx)w,v⟩σ(g−1)(v′)

= ∑
u∈G

⟨ρ(u)w,v⟩σ(xu−1)(v′) = σ(x)S(w).
(2.4)

Como ρ y σ no son equivalentes, por el lema de Schur 2.10 resulta S = 0. Entonces, si v,w ∈ Vρ y
v′,w′ ∈Vσ

0 = ⟨S(w),w′⟩= ∑
g∈G

⟨ρ(g)w,v⟩⟨σ(g)w′,v′⟩= ⟨ρv,w,σv′,w′⟩.

Lo que demuestra que coeficientes matriciales de representaciones irreducibles no equivalentes son
ortogonales en L2(G).

ii) Consideremos el caso en que σ = ρ , entonces S = Sv,v′ es el operador de entrelazamiento en
Vρ dado por .

S(w) = ∑
g∈G

⟨ρ(g)w,v⟩ρ(g−1)v′.

Por Lema de Schur 2.10, para S, existe α = α(v,v′) ∈ C tal que S = αI, donde I es la identidad en
Vρ . Sea {vi}i una base ortonormal de Vρ . Tomando traza tenemos

d(ρ)

∑
i=1

⟨S(vi),vi⟩= tr(S) = αd(ρ). (2.5)

Usando que v = ∑
d(ρ)
j=1 ⟨v,v j⟩v j y v′ = ∑

d(ρ)
r=1 ⟨v′,vr⟩vr obtenemos

tr(S) =
d(ρ)

∑
i=1

⟨S(vi),vi⟩= ∑
g∈G

d(ρ)

∑
j=1

d(ρ)

∑
r=1

⟨v,v j⟩⟨v′,vr⟩
d(ρ)

∑
i=1

⟨ρ(g)vi,v j⟩⟨vr,ρ(g)vi⟩

Como ρ(g) es un operador unitario, las filas de su matriz (respecto una base ortonormal) son
vectores ortonormales, es decir ∑

d(ρ)
i=1 ⟨ρ(g)vi,v j⟩⟨vr,ρ(g)vi⟩= δ j,r y por lo tanto

αd(ρ) = tr(S) = ∑
g∈G

d(ρ)

∑
j=1

⟨v,v j⟩⟨v′,v j⟩= |G|⟨v′,v⟩.

Usando (2.5) resulta que S = αI con α = |G|
d(ρ)⟨v

′,v⟩. Entonces

|G|
d(ρ)⟨v

′,v⟩⟨w,w′⟩= ρ ⟨w,w′⟩= ⟨S(w),w′⟩= ∑
g∈G

⟨ρ(g)w,v⟩⟨σ(g)w′,v′⟩,

lo que concluye la demostración de ii). Finalmente la parte iii) se deduce fácilmente de ii).

2.4. El álgebra de grupo de G y algunas subálgebras destacadas.

Ası́ como se mencionó en la introducción, la teorı́a de funciones esféricas definidas en un grupo
finito G está cercanamente relacionada al álgebra de grupo de G y ciertas subálgebras de esta.

Definición 2.13. Consideramos G un grupo finito
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Sean f1, f2 dos funciones a valores complejos definidas en G. La convolución de f1 con f2 es
la función definida por

( f1 ∗ f2)(g) = ∑
x∈G

f1(gx−1) f2(x), (2.6)

equivalentemente podemos escribir la convolución de las siguientes formas

( f1 ∗ f2)(g) = ∑
x∈G

f1(x) f2(x−1g) = ∑
h,ℓ∈G
hℓ=g

f1(h) f2(ℓ), para todo g ∈ G

Para todo g ∈ G denotamos por δg a la función de Dirac centrada en g, que es

δg(x) =

{
1 si x = g,
0 si x ̸= g,

.

El espacio vectorial complejo A[G] con el producto de convolución es un álgebra, la denomina-
mos el álgebra de grupo de G y δe es su identidad.

Nota 2.14. Si K es un subgrupo de G entonces A[K] puede ser visto como una subálgebra de A[G],
extendiendo una función f ∈ A[K] a f̃ ∈ A[G] por f̃ (x) = 0, para x ̸∈ K . Observamos que con esta
identificación tenemos f̃ ∗h = f̃ ∗ h̃.

El grupo G actúa por conjugación en el álgebra de grupo A[G]

(g · f )(x) = f (g−1xg), para todo f ∈ A[G], y x,g ∈ G.

Equivalentemente g · f = δg ∗ f ∗δg−1 , para todo g ∈ G y f ∈ A[G].

Definición 2.15. Dado un grupo finito G.

Si f ∈ A[G] es tal que f ∗h = h∗ f para todo h ∈ A[G] diremos que f es una función central o
función de clases.

Denominamos centro del álgebra de grupo A[G] a la subálgebra que consiste de todas las
funciones centrales de A[G], lo denotaremos por A[G]G, es decir

A[G]G = { f ∈ A[G] : f ∗h = h∗ f , para toda h ∈ A[G]}.

Lema 2.16. Una función f ∈ A[G] es central si y solo si es constante en cada clase de conjugación,
es decir

f (g−1xg) = f (x), para todo x,g ∈ G.

Demostración. Ver pág. 99 en [3].

Recordemos que si (ρ,V ) es una representación de G denotamos por d(ρ) la dimensión de V y
por ξρ al carácter de ρ . En la siguiente proposición enunciamos algunas propiedades del carácter de
toda representación de G, entre ellas que son funciones centrales.

Proposición 2.17. Sea (ρ,V ) una representación de G, para todo x,g ∈ G se cumple

ξρ(e) = d(ρ),

ξρ(gxg−1) = ξρ(x).

Demostración. Ver [4] pág. 93.
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Recordemos que dado (ρ,V ) representación de G, denotamos con χρ a d(ρ)ξρ .

Proposición 2.18. Sean σ ,ρ ∈ Ĝ, se tiene

χρ ∗χσ =

{
|G|χρ si ρ ∼ σ ,

0 en otro caso
(2.7)

Demostración. Sean {vi}d(ρ)
i=1 y {w j}d(σ)

j=1 bases ortonormales de Vρ y Vσ respectivamente. Para x∈G,
tenemos

(χρ ∗χσ )(x) = d(ρ)d(σ) ∑
y∈G

ξρ(y)ξσ (y−1x)

= d(ρ)d(σ)
d(ρ)

∑
i=1

d(σ)

∑
j=1

∑
y∈G

⟨ρ(y)vi,vi⟩⟨σ(y)w j,σ(x)w j⟩

= d(ρ)d(σ)
d(ρ)

∑
i=1

d(σ)

∑
j=1

⟨ρvi,vi ,σw j,σ(x)w j⟩.

Por las relaciones de ortogonalidad de Schur de la Proposición 2.12, si ρy σ no son equivalentes,
los coeficientes matriciales ρvi,vi ∈ Eρ y σw j,σ(x)w j ∈ Eσ son funciones ortogonales y por lo tanto
(χρ ∗χσ )(x) = 0 .

Si σ ∼ ρ entonces

(χρ ∗χρ)(x) = d(ρ)2
d(ρ)

∑
i, j=1

∑
y∈G

⟨ρ(y)vi,vi⟩⟨ρ(y)v j,ρ(x)v j⟩

usando las relaciones de ortogonalidad de Schur, obtenemos

= d(ρ)2
d(ρ)

∑
i, j=1

|G|
d(ρ)⟨vi,v j⟩⟨ρ(x)v j,vi⟩= |G|d(ρ)

d(ρ)

∑
j=1

⟨ρ(x)v j,v j⟩= |G|χρ(x).

2.5. Semisimplicidad de representaciones de G

Como en toda teorı́a, antes de empezar la clasificación de las representaciones de un grupo finito
se presta atención a aquellas que son “las mas simples´´ y que conforman las demás, este concepto
se traduce en representaciones irreducibles del grupo. Debemos ver entonces la relación que hay
en una representación arbitraria con respecto a las representaciones irreducibles. La llave de esta
relación está contenida en el siguiente resultado.

Proposición 2.19. Sea (ρ,V ) una representación de G. Si W es una subrepresentación de V , enton-
ces existe un subespacio W ′ complementario de W y que es también G-invariante, es decir tal que
V =W ⊕W ′.

Demostración. Ver [8] pág. 6.

Nota 2.20. Sean (µ,W ) representación irreducible de G y (ρ,V ) una representación arbitraria de
G, decimos que ρ contiene a µ o que µ aparece en ρ , si (ρ,V ) contiene alguna subrepresentación
isomorfa a (µ,W ).
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Como consecuencia directa de la Proposición anterior tenemos

Corolario 2.21. Sea (ρ,Vρ) una representación de G. Entonces Vρ es una suma directa ortogonal
finita de subrepresentaciones irreducibles Vρ j .

Vρ =
r⊕

j=1

Vρ j . (2.8)

en este caso denotamos por ρ =
⊕r

j=1 ρ j.

Esta propiedad es llamada completa reducibilidad, o semisimplicidad.

Proposición 2.22. Sean ρ,σ representaciones de G, si ρ =
⊕r

j=1 ρ j y σ es irreducible. Entonces,
denotamos por mσ (ρ) = |{ j : ρ j ∼ σ}| tenemos

mσ (ρ) =
1
|G|

⟨ξρ ,ξσ ⟩=
1
|G| ∑

g∈G
ξρ(g)ξσ (g−1). (2.9)

En particular, mσ (ρ) no depende de la descomposición elegida de ρ .

Demostración. Ver [4] pág. 94.

Definición 2.23. El número mσ (ρ) en la ecuación (2.9) es llamado la multiplicidad de σ como
subrepresentación de ρ . Claramente, si σ no está contenido en ρ , entonces mσ (ρ) = 0.

Si bien la descomposición en la ecuación (2.8) no es única, podemos escribir

Vρ =
⊕
σ∈Ĝ

mσ (ρ)Vσ .

esta descomposición de Vρ si es única salvo el orden de los factores. El espacio mσ (ρ)Vσ es conocido
como la componente isotı́pica de σ en ρ y lo denotamos por V(σ).

Definición 2.24. Sea G un grupo finito y K un subgrupo de G.

Una representación (ρ,V ) de un grupo G se dice libre de multiplicidad si todas las subrepre-
sentaciones irreducibles que aparecen en su descomposición son no equivalentes a pares, es
decir si Vρ =

⊕
σ∈Ĝ mσ (ρ)Vσ , entonces mσ (ρ)≤ 1 para todo σ ∈ Ĝ.

Diremos que K es un subgrupo libre de multiplicidad de G si, para toda σ ∈ Ĝ la restricción
ResG

K(σ) es una representación libre de multiplicidad de K. Cuando este sea el caso también
diremos que el par (G,K) es libre de multiplicidad.

Consideremos ahora un subgrupo K de G, por lo anterior tenemos que toda representación de
K se descompone en suma directa de irreducibles, el siguiente resultado hace referencia al operador
proyección del espacio en cada componente isotı́pica.

Proposición 2.25. Sea (ρ,Vρ) una representación de K y sea π ∈ K̂ una representación que aparece
en ResG

K(ρ). El operador lineal de Vρ definido por

Pπ =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)ρ(k),

es la proyección ortogonal de Vρ sobre V(π).
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Demostración. Comenzamos probando que Pπ es una proyección.

P2
π =

1
|K|2 ∑

k,k1∈K
χπ(k−1)χπ(k−1

1 )ρ(kk1) =
1

|K|2 ∑
k,x∈K

χπ(k−1)χπ(x−1k)ρ(x)

=
1

|K|2 ∑
x∈K

(χπ ∗χπ)(x−1)ρ(x) =
1
|K| ∑

x∈K
χπ(x−1)ρ(x) = Pπ ,

por la Proposición 2.18. Mas aún Pπ es una proyección ortogonal pues

P∗
π =

1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)ρ(k)∗ =

1
|K| ∑

k∈K
χπ(k)ρ(k−1) = Pπ .

Vemos ahora que Pπ(v) = 0 para todo v ∈Vµ ≤Vρ , con µ ̸= π .

Sea {ei} una base ortonormal de Vπ ≤Vρ . Entonces

⟨Pπv,Pπv⟩= ⟨Pπv,P∗
π v⟩= ⟨P2

π v,v⟩= ⟨Pπv,v⟩= 1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)⟨ρ(k)v,v⟩

=
d(π)
|K| ∑

k∈K

d(π)

∑
i=1

⟨π(k−1)ei,ei⟩⟨µ(k)v,v⟩

=
d(π)
|K| ∑

k∈K

d(π)

∑
i=1

⟨µ(k)v,v⟩⟨π(k)ei,ei⟩= 0.

Cuando µ = π tenemos

⟨Pπe j,er⟩=
d(π)
|K| ∑

k∈K

d(π)

∑
i=1

⟨π(k)e j,er⟩⟨π(k)ei,ei⟩=
d(π)

∑
i=1

d(π)
|K|

⟨πi,i,π j,r⟩

=
d(π)

∑
i=1

⟨e j,ei⟩⟨ei,er⟩= ⟨e j,er⟩,

la penúltima igualdad surge por ii) de la Proposición 2.12. Por tanto Pπe j = e j y queda demostrado
que Im(Pπ) =V(π), lo que concluye la demostración.

2.6. Teorema de Peter-Weyl.

El objetivo en esta parte es, en primer lugar, considerar la representación regular izquierda
de A[G] y establecer su descomposición en subrepresentaciones irreducibles vista como G-módulo.
Posteriormente establecer esta descomposición considerando esta vez A[G] como un G×G - módulo.

Como vimos en el Ejemplo (2.2) en A[G] tenemos la representación regular a izquierda L dada
por

L : G → GL(A[G]) [L(g) f ](x) = f (g−1x) para todo f ∈ A[G],g,x ∈ G.

Teorema 2.26. Sea G un grupo finito, consideramos la representación regular izquierda (L,A[G]).

Toda representación irreducible (ρ,Vρ) de G aparece en la descomposición de L con multi-
plicidad igual a su dimensión d(ρ).

|G|= ∑
ρ∈Ĝ

d(ρ)2 y A[G] =
⊕
ρ∈Ĝ

d(ρ)Vρ .
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Demostración. Para la demostración de este resultado ver Teorema 3.7.11 de [4], pag 95.

Recordemos las definiciones de las representaciones regulares a izquierda y derecha de A[G].

L,R : G → GL(A[G]) están dadas por

(L(g) f )(x) = f (g−1x) y (R(g) f )(x) = f (xg) para todo f ∈ A[G],g,x ∈ G.
(2.10)

Tenemos que A[G] es un G×G-módulo, via la representación L⊗R, definida de la siguiente forma

(L⊗R)(x,y)( f )(g) = L(x)R(y) f (g) = f (x−1gy) para todo f ∈ A[G] g,x,y ∈ G. (2.11)

Si (ρ,Vρ) es una representación irreducible de G, recordemos que la representación contragra-
diente (ρ ′,Vρ ′) esta definida en Vρ ′ =V ′

ρ , el espacio vectorial dual de Vρ , por

(ρ ′(g)λ )(v) = λ (ρ(g−1)v), para todo g ∈ G, λ ∈V ′
ρ , v ∈Vρ .

Dado λ ∈V ′
ρ y w ∈Vρ , definimos λρ,w ∈ A[G] por λρ,w(g) = λ (ρ(g)w).

La aplicación
V ′

ρ ×Vρ −→ A[G] dada por λ ×w 7→ λρ,w,

es bilineal, por tanto se extiende a la aplicación lineal

V ′
ρ ⊗Vρ −→ A[G] dada por λ ⊗w 7→ λρ,w. (2.12)

es decir (λ ⊗w)(g) = λ (ρ(g)w), para todo g ∈ G.

Observemos que el siguiente diagrama conmuta

V ′
ρ ⊗Vρ −−−−→ A[G]

ρ ′(x)⊗ρ(y)

y y(L⊗R)(x,y)

V ′
ρ ⊗Vρ −−−−→ A[G]

Entonces la aplicación definida (2.12) es un G×G-morfismo pues

(L(x)R(y)λρ,w)(g) = λ (ρ(x−1gy)w) = (ρ ′(x)λ )(ρ(g)ρ(y)w)

= λρ ′(x)λ ,ρ(y)w(g),

es decir L(x)R(y)λρ,w = λρ ′(x)ρ,ρ(y)w, para todo x,y ∈ G. Además V ′
ρ ⊗Vρ es G × G-irreducible,

por ser el producto tensorial de dos G-módulos irreducibles. Por lo tanto el morfismo definido en
(2.12) es inyectivo y podemos identificar V ′

ρ ⊗Vρ con su imagen en A[G]. Notemos que esta imagen
coincide con Eρ ⊂ A[G], el espacio generado por los coeficientes matriciales de ρ , pues dado ρ ∈V ′

ρ

por el Teorema de representación de Riez existe un único v ∈ Vρ tal que ρ(w) = ⟨w,v⟩ para todo
w ∈Vρ y por lo tanto λρ,w = ρv,w.

Estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.27. (Teorema de Peter-Weyl) Si G es un grupo finito, entonces

A[G] =
⊕
ρ∈Ĝ

V ′
ρ ⊗Vρ y L⊗R =

⊕
ρ∈Ĝ

ρ
′⊗ρ,

en la descomposición de A[G] la suma del lado derecho es una suma directa ortogonal de G×G-
módulos irreducibles.
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Demostración. Por lo mencionado antes, dado ρ ∈ Ĝ, V ′
ρ ⊗Vρ es un G×G-submódulo irreducible

de A[G], vı́a la identificación (ρ ⊗w)(g) = λ (ρ(g)w) para λ ∈ V ′
ρ , w ∈ Vρ y g ∈ G, tenemos que

V ′
ρ ⊗Vρ coincide con Eρ .

Por la Proposición 2.12 sabemos que
⊕

ρ∈ĜV ′
ρ ⊗Vρ es una suma directa ortogonal de G×G-

submódulos irreducibles de A[G].

Calculemos ahora la multiplicidad de una representación ρ ∈ Ĝ en el G-módulo (R,A[G]) donde
R es la representación regular derecha. Sea P : A[G] → A[G] la proyección ortogonal sobre la ρ-
componente isotı́pica en A[G]. Por Proposición 2.25 tenemos que

Pρ =
1
|G| ∑

g∈G
χρ(g−1)R(g). (2.13)

Entonces, tomando traza a ambos lados obtenemos que la multiplicidad mR(ρ) es

mR(ρ) =
tr(Pρ )
d(ρ) = 1

d(ρ)|G| ∑
g∈G

χρ(g−1) tr(R(g)) = 1
d(ρ)|G|χρ(e)|G|= d(ρ),

pues tr(R(g)) = 0 para todo g ̸= e y tr(R(e)) = |G|.

Por lo tanto, la ρ-componente isotı́pica en A[G] contiene d(ρ) copias de Vρ y por otra parte

tenemos que V ′
ρ ⊗Vρ =

d(ρ)⊕
j=1

Vρ , como G-módulo. De acá deducimos que V ′
ρ ⊗Vρ es la componente

ρ-isotı́pica de A[G] lo que completa la demostración.

Proposición 2.28. La proyección ortogonal P de A[G] sobre V ′
ρ ⊗Vρ está dada por

P( f ) =
1
|G|

χρ ∗ f =
1
|G|

f ∗χρ . (2.14)

Además V ′
ρ ⊗Vρ es un ideal bilátero de A[G] con 1

|G|χρ como una identidad.

Demostración. Partiendo de la ecuación (2.13) se verifica que Pρ( f )(x) = 1
|G|( f ∗ χρ)(x), para toda

f ∈ A[G] y x ∈ G.

Si f ∈ V ′
ρ ⊗Vρ y h ∈ V ′

σ ⊗Vσ con ρ,σ ∈ Ĝ representaciones no equivalentes, entonces, por la
Proposición 2.18 tenemos

f ∗h =
1

|G|2
( f ∗χρ)∗ (χσ ∗h) =

1
|G|2

f ∗ (χρ ∗χσ )∗h = 0.

Por lo tanto V ′
ρ ⊗Vρ es un ideal bilátero de A[G].

Si f ∈V ′
ρ ⊗Vρ , entonces

1
|G|

χρ ∗ f = f =
1
|G|

f ∗χρ

la primera igualdad es porque P( f ) = f y la igualdad entre el primer y último término es directa a
partir de la definición de la convolución. Ası́ 1

|G|χρ es la identidad del álgebra V ′
ρ ⊗Vρ .
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2.7. Representaciones irreducibles de A[G]

Estableceremos una relación biunı́voca entre las representaciones irreducibles ρ de G y las
representaciones irreducibles de A[G]. Obtendremos este resultado en el Teorema 2.31. Finalmente
en el Teorema 2.33 establecemos una base de A[G]G, que es el centro del álgebra de grupo A[G], y
se relaciona la dimensión de esta subálgebra con la cantidad de clases de conjugación en G.

Definición 2.29. Sea (ρ,V ) una representación de G, se define la extensión de ρ a A[G] como el
operador

ρ̂ : A[G]→ End(Vσ ), f → ∑
g∈G

f (g)ρ(g).

Denotamos a σ̂( f ) por f̂ (σ) y lo denominamos la transformada de Fourier de f con respecto a la
representación ρ .

Proposición 2.30. (Fórmula de la inversión de Fourier) Para toda f ∈A[G] vale la siguiente fórmula

f (g) =
1
|G| ∑

ρ∈Ĝ

d(ρ) tr
(
ρ(g−1) f̂ (ρ)

)
para todo g ∈ G.

Demostración. De la Proposición 2.12 y del Teorema 2.27 sabemos que los coeficientes
√

d(ρ)
|G| ρi, j

calculados respecto a una base ortonormal {vρ

i }
d(ρ)
i=1 , para todo ρ ∈ Ĝ constituyen una base ortonor-

mal de L2(G), entonces también el conjunto

{
√

d(ρ)
|G| ρ̄i, j : ρ ∈ Ĝ i, j = 1, . . . ,d(ρ)}

es base ortonormal de L2(G), por tanto, para f ∈ A[G] tendremos

f (g) =
1
|G| ∑

ρ∈Ĝ
∑
i, j

d(ρ)⟨ f , ρ̄i, j⟩ρ̄i, j(g).

En general, si S,T ∈ End(Vρ) entonces

tr(T S) = ∑
i, j
⟨T vρ

j ,v
ρ

i ⟩⟨Svρ

i ,v
ρ

j ⟩. (2.15)

como
⟨ f , ρ̄i, j⟩= ∑

g∈G
f (g)ρi, j(g) = ∑

g∈G
f (g)⟨ρ(g)vρ

j ,v
ρ

i ⟩= ⟨ f̂ (ρ)vρ

j ,v
ρ

i ⟩.

y
∑
i, j
⟨ f̂ (ρ)vρ

j ,v
ρ

i ⟩ρ̄i, j = ∑
i, j
⟨ f̂ (ρ)vρ

j ,v
ρ

i ⟩⟨ρ(g
−1)vρ

i ,v
ρ

j ⟩= tr
(
ρ(g−1) f̂ (ρ)

)
.

la ultima igualdad es por la ecuación (2.15).

Teorema 2.31. Para toda (σ ;V ) representación de G se tiene que σ̂ es una representación de A[G].
Recı́procamente, si L es una representación de A[G], entonces L es la extensión a A[G] de alguna
representación σ de G, L es irreducible si y sólo si σ lo es. Más aún, el conjunto de todas las
representaciones irreducibles de A[G] separa los puntos de A[G].

Demostración. La demostración de la primera afirmación se sigue de la observación de que δ̂g(σ) =
σ(g). Además si (L,W ) es una representación irreducible de A[G] y definimos σ : G → End(W )
por σ(g) = L(δg) se cumple que σ ∈ Ĝ y σ̂ = L. Finalmente si f̂ (ρ) = 0 para toda ρ ∈ Ĝ por la
Proposición 2.30 tendremos que f (g) = 0 para todo g ∈ G, esto significa que las representaciones
irreducibles de A[G] separan los puntos de A[G].



2.7. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE A[G] 27

Recordemos, por el Lema 2.16, una función f ∈ A[G] es central si f (g−1xg) = f (x), para todo
x,g ∈ G.

Proposición 2.32. Sea f ∈ A[G] una función central y (ρ,V ) representación irreducible de G. En-
tonces

f̂ (ρ) = αI, donde α =
1

d(ρ) ∑
g∈G

f (g)ξρ(g) =
1

d(ρ)
⟨ f , ξ̄ρ⟩.

Demostración. Ver [4] pág. 100.

Teorema 2.33. El conjunto de caracteres {ξρ : ρ ∈ Ĝ} de un grupo finito G es una base del centro
del álgebra del grupo G, que es A[G]G. En particular si C (G) denota el conjunto de todas las clases
de conjugación de G entonces

|Ĝ|= |C (G)|.

Demostración. Por las Proposiciones 2.17 y 2.18 sabemos que {χρ : ρ ∈ Ĝ} es un conjunto ortogo-
nal en A[G]G. Sea f ∈A[G]G tal que ⟨ f ,ξρ⟩= 0 para todo ρ ∈ Ĝ. Por la Proposición anterior tenemos
que f̂ (ρ) = 0 para todo ρ ∈ Ĝ y por la fórmula de inversión de Fourier, ver Proposición 2.30, f = 0,
con lo cual tenemos que {χρ : ρ ∈ Ĝ} es base ortogonal de A[G]G. La dimensión coincide con la
cantidad de clases de conjugación por el Lema 2.16.
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3
Funciones Esféricas Matriciales en Grupos
Finitos.

En [17] Tirao desarrolló el concepto de funciones esféricas matriciales y sus principales propie-
dades. Consideró grupos G localmente compactos unimodulares y K un subgrupo compacto de G.
El propósito de este capı́tulo es presentar de forma sistemática los conceptos y propiedades de estas
funciones considerando G un grupo finito y K un subgrupo arbitrario.

3.1. Definición y propiedades principales

Sea G un grupo finito y K un subgrupo de G, denotaremos por e el elemento neutro de G. Sea K̂
el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones complejas, finitas e irreducibles
de K. Para π ∈ K̂ escribimos χπ = d(π)ξπ , donde d(π) es el grado de π , es decir, la dimensión de
cualquier representación en la clase de π y ξπ es el carácter de una de ellas.

Denotaremos por V un espacio vectorial de dimensión finita sobre C, End(V ) al espacio de
todas las transformaciones lineales de V en V y por I al operador identidad en End(V ).

Una función esférica zonal de G es una función a valores complejos ϕ : G → C que satisface

ϕ(e) = 1 y ϕ(g)ϕ(h) =
1
|K| ∑

k∈K
ϕ(gkh) para todo g,h ∈ G. (3.1)

Una útil generalización de la anterior definición es

Definición 3.1. Sean G un grupo finito, K un subgrupo arbitrario de G y π ∈ K̂. Una función esférica
Φ en G de tipo π es una función Φ : G −→ End(V ) que satisface

i) Φ(e) = I.

ii) Φ(g)Φ(h) =
1
|K| ∑

kεK
χπ(k−1)Φ(gkh) para todo g,h ∈ G,

También diremos que Φ es función esférica de K-tipo π , además para hacer referencia a las
funciones esféricas del grupo G de cualquier K-tipo diremos las funciones esféricas del par (G,K).

Notemos que si consideramos π la representación trivial de K y V = C esta definición coincide
con la de función esférica zonal.

29
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Proposición 3.2. Si Φ : G −→ End(V ) es una función esférica de tipo π entonces:

i) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2), para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G.

ii) k 7→ Φ(k) es una representación de K tal que cualquier subrepresentación irreducible es
equivalente a π en K̂.

Demostración. Sean k1 ∈ K y g ∈ G, de la definición tenemos

Φ(k1g) = Φ(e)Φ(k1g) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(kk1g)

como χπ es función de clases podemos considerar u−1 = k−1
1 k−1k1 con lo que tendremos

Φ(k1g) =
1
|K| ∑

u∈K
χπ(u−1)Φ(k1ug) = Φ(k1)Φ(g).

De la misma forma probamos que Φ(gk2) = Φ(g)Φ(k2).

Para probar la segunda parte observemos que Φ(k1k2) = Φ(k1)Φ(k2), si ponemos g = e en la
primera parte, de donde k 7→ Φ(k) es una representación de K. Por definición tenemos

I = Φ(e)Φ(e) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(k).

De la Proposición 2.25 tenemos que 1
|K| ∑k∈K χπ(k−1)Φ(k) es la proyección de V en la componente

isotı́pica de tipo π , V(π), bajo la representación k 7→ Φ(k). Ası́, tenemos que I = Pπ y por tanto todas
las subrepresentaciones irreducibles de k 7→ Φ(k) son equivalentes a π .

Nota 3.3. Observemos que una consecuencia de la Proposición anterior es que toda función esférica
Φ determina su tipo unı́vocamente. El número de veces que π aparece en la representación k 7→Φ(k)
se llama altura de la función esférica Φ.

Cuando K es un subgrupo contenido en el centro de G y Φ es una función esférica de G tenemos:

Φ(g)Φ(h) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(gkh) =

1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(k)Φ(gh) = Φ(gh),

que para todo g,h ∈ G, es decir, Φ es una representación de G. Cuando K = {e} las funciones
esféricas en G son precisamente las representaciones de dimensión finita de G. Si G es abeliano las
funciones esféricas son las representaciones de dimensión finita de G las cuales satisfacen ii) de la
Proposición 3.2.

Otro caso extremo ocurre cuando G = K, en este caso las funciones esféricas son las represen-
taciones de dimensión finita de G con todas sus subrepresentaciones irreducibles equivalentes.

Definición 3.4. Diremos que una función no nula Φ : G → End(V ) es irreducible cuando el con-
junto {Φ(g) : g ∈ G} es una familia irreducible no trivial de transformaciones lineales de V en V , es
decir, todo subespacio Φ(G)-invariante de V es trivial.

Definición 3.5. Sean Φ : G → End(V ) y Φ1 : G → End(V1) funciones esféricas de G de tipo π ,
diremos que son equivalentes si existe un isomorfismo lineal T de V sobre V1 tal que Φ1(g) =
T Φ(g)T−1 para todo g ∈ G.

Proposición 3.6. Cualquier función esférica Φ de tipo π es la suma directa de funciones esféricas
irreducibles de tipo π .
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Demostración. Sea (·, ·) un producto interno en V y definimos

⟨u,v⟩= ∑
g∈G

(Φ(g)u,Φ(g)v).

Entonces es claro que también ⟨·, ·⟩ es un producto interno en V . Mas aún, probaremos que

⟨Φ(x)u,v⟩= ⟨u,Φ(x−1)v⟩ (3.2)

para todo x ∈ G. De hecho,

⟨Φ(x)u,v⟩= ∑
g∈G

(Φ(g)Φ(x)u,Φ(g)v) =
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

(χπ(k−1)Φ(gkx)u,Φ(g)v)

=
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

(Φ(gx)u,χπ(k)Φ(gk−1)v) = ∑
g∈G

⟨Φ(gx)u,Φ(g)v⟩.
(3.3)

Hemos usado χπ(k−1) = χπ(k). Similarmente tenemos

⟨u,Φ(x−1)v⟩= ∑
g∈G

(Φ(g)u,Φ(g)Φ(x−1)v)

=
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

(Φ(g)u,χπ(k−1)Φ(gkx−1)v)

=
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

(χπ(k)Φ(gxk−1)u,Φ(g)v) = ∑
g∈G

⟨Φ(gx)u,Φ(g)v⟩.

(3.4)

De (3.3) y (3.4) tenemos que (3.2) se cumple.

Si U ⊂ V es un subespacio invariante bajo Φ(g) para todo g ∈ G y U ′ es el complemento
ortogonal de U con respecto al producto interno ⟨·, ·⟩, entonces de (3.2) se sigue que U ′ también es
invariante. Completamos la demostración de la proposición por inducción en dimV .

Sea ϕ función a valores complejos, solución de la ecuación (3.1). Si ϕ no es idénticamente nula
entonces ϕ(e) = 1. (cf. [12], pág. 400-401). Este resultado se generaliza de la siguiente forma.

Proposición 3.7. Sea Φ : G → End(V ) función que satisface

Φ(g)Φ(h) =
1
|K| ∑

kεK
χπ(k−1)Φ(gkh) para todo g,h ∈ G.

Si Φ es irreducible entonces Φ(e) = I.

Demostración. Sea v ∈V arbitrario y fijo, Wv el espacio vectorial generado por {Φ(g)(v) : g ∈ G},
como

Φ(g)Φ(h)(v) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(gkh)(v) ∈Wv.

lo cual demuestra que Wv es Φ(G)- invariante, por lo tanto es {0} o V . Como Φ es irreducible por
definición es no nula, entonces Wv =V para algún v ∈V . También tenemos

Φ(x)Φ(e)Φ(y) =
1
|K| ∑

k,∈K
χπ(k−1)Φ(xk)Φ(y)

=
1

|K|2 ∑
k,l∈K

χπ(k−1)χπ(l−1)Φ(xkly) =
1

|K|2 ∑
k,l∈K

χπ(k−1)χπ(l−1k)Φ(xly)

=
1
|K| ∑

l∈K
(χπ ∗χπ)(l−1)Φ(xly) =

1
|K| ∑

l∈K
χπ(l−1)Φ(xly) = Φ(x)Φ(y).
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por lo tanto
Φ(x)Φ(e)Φ(y) = Φ(x)Φ(y). (3.5)

Como Wv =V para algún v∈V entonces todo w∈V es de la forma w=∑
n
i=1 Φ(gi)v y por lo tan-

to Φ(x)Φ(e)w = ∑
n
i=1 Φ(x)Φ(e)Φ(gi)v. Por la ecuación (3.5) tenemos que ∑

n
i=1 Φ(x)Φ(e)Φ(gi)v =

∑
n
i=1 Φ(x)Φ(gi)v = Φ(x)w. Por lo tanto se ha probado que Φ(x)Φ(e) = Φ(x) para todo x ∈ G.

Para probar que Φ(e)Φ(x) = Φ(x) para todo x ∈ G supongamos que para algún v0 ∈V y algún
x ∈ G se tiene Φ(e)Φ(x)(v0) ̸= Φ(x)(v0) de donde el vector v = Φ(e)Φ(x)(v0)−Φ(x)(v0) es un
vector no nulo de V tal que Wv = {0} lo cual es un absurdo considerando que el subespacio vec-
torial unidimensional generado por v es G-invariante y Φ es irreducible. Por lo tanto Φ(e) es una
proyección la cual conmuta con Φ(x) para todo x ∈ G, de donde Φ(e) = I.

3.2. Caracterización de funciones esféricas como autofunciones.

Para la primera caracterización consideraremos una subálgebra particular de A[G] conocida co-
mo la subálgebra de K- puntos fijos. Esta subálgebra será fundamental en el estudio de las funciones
esféricas a valores matriciales en grupos finitos. Juega un rol similar al del álgebra D(G)K cuando
G es un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G. En tal caso D(G)K es el álgebra de
operadores diferenciales en G invariantes a izquierda por G y a derecha por K.

Obtendremos varias propiedades interesantes de las funciones esféricas a partir de la caracte-
rización de ellas como autofunciones de operadores de convolución definidos en esta subálgebra.
Comenzamos definiendo los conceptos necesarios.

Recordemos que el grupo G actúa por conjugación en el álgebra de grupo A[G]

(g · f )(x) = f (g−1xg), para todo f ∈ A[G], y x,g ∈ G.

Equivalentemente g · f = δg ∗ f ∗δg−1 , para todo g ∈ G y f ∈ A[G].

Definición 3.8. Considerando la acción de conjugación de G en A[G]

Denotaremos por A[G]K la subálgebra de K- puntos fijos de A[G] y viene dada por,

A[G]K = { f ∈ A[G] : δk ∗ f = f ∗δk, para todo k ∈ K}.

El álgebra de funciones K-biinvariantes en A[G] esta dada por

A[G]K×K = { f ∈ A[G] : f (k1gk2) = f (g), para todo k1,k2 ∈ K,g ∈ G}.

Por el Lema 2.16, una función f de A[G] está en A[G]K si y solo si f (kgk−1) = f (g) para todo
k ∈ K,g ∈ G. A toda función que satisface esta propiedad la llamamos función K-central .

Definición 3.9. Dado f ∈ A[G] denotamos por D f al operador multiplicación a derecha por f̌ en
A[G], es decir, D f (h) = h∗ f̌ , para todo h ∈ A[G], donde f̌ está definida por f̌ (g) = f (g−1) para todo
g ∈ G.

Nota 3.10. Es fácil verificar que ( f1 ∗ f2)̌ = f̌2 ∗ f̌1 para cualquier f1, f2 ∈ A[G].

La aplicación D : A[G] → End(A[G]) dada por D( f ) = D f es una representación del álgebra
A[G] sobre el espacio vectorial A[G]. Para una función Φ : G → End(V ) extendemos esta definición
por D f (Φ) = Φ∗ f̌ , es decir,

(D f Φ)(g) = (Φ∗ f̌ )(g) = ∑
x∈G

Φ(g−1x) f (x), para cualquier f ∈ A[G]K ,
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Necesitamos varios pasos para demostrar la siguiente caracterización de una función esférica en G.

Teorema 3.11. Sea π ∈ K̂. Una función Φ : G → End(V ) es una función esférica de G de tipo π si
y solo si

(i) Φ(e) = I,

(ii) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G,

(iii) (D f Φ)(g) = Φ(g)(D f Φ)(e) para todo f ∈ A[G]K , g ∈ G,

(iv) La restricción Φ|K como una representación de K es equivalente a una suma directa de copias
de π .

Definición 3.12. Con la notación previa a (D f Φ)(e) le denominamos autovalor de Φ asociado a f .

Comenzamos probando la siguiente proposición, la cual completa la demostración de que una
función esférica Φ : G → End(V ) de tipo π ∈ K̂ satisface las condiciones (i) - (iv) en el Teorema
3.11.

Proposición 3.13. Si Φ : G → End(V ) es una función esférica entonces

(D f Φ)(g) = Φ(g)(D f Φ)(e),

para todo f ∈ A[G]K , g ∈ G.

Demostración. Tomamos f ∈ A[G]K y calculamos

Φ(g)(D f Φ)(e) = Φ(g)(Φ∗ f̌ )(e) = Φ(g) ∑
y∈G

Φ(y) f (y) =
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

χπ(k−1)Φ(gky) f (y)

=
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

χπ(k−1)Φ(gy) f (k−1y)

como f es una función K-central

=
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

χπ(k−1)Φ(gy) f (yk−1) =
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

χπ(k−1)Φ(gyk) f (y)

= ∑
y∈G

Φ(gy) f (y) = (Φ∗ f̌ )(g) = (D f Φ)(g).

Esto concluye la demostración.

Para probar el recı́proco del Teorema 3.11 probaremos que para ciertas funciones Φ la condición
(iii) de este teorema es equivalente a la identidad (ii) en la Definición 3.1. Ver Teorema 3.17 abajo.
Para este propósito introduciremos una función Ψ cercanamente relacionada a Φ, la cual, de hecho,
tomaremos como un camino alternativo para la definición de función esférica.

Recordemos que si K es un subgrupo del grupo finito G y (π,V ) es una representación de K,
denotamos por EndK(V ) al conmutador de π , es decir

EndK(V ) = {T ∈ End(V ) : T π(k) = π(k)T para todo k ∈ K}.

Sea (σ ,V ) una representación de dimensión finita de K tal que cualquier subrepresentación
irreducible pertenece a la clase de π ∈ K̂. Consideramos los siguientes espacios vectoriales

A = {Φ : G → End(V ) : Φ(k1gk2) = σ(k1)Φ(g)σ(k2)},
B = {Ψ : G → EndK(V ) : Ψ es K-central y χπ ∗Ψ = |K|Ψ}.



34 CAPÍTULO 3. FUNCIONES ESFÉRICAS MATRICIALES

Lema 3.14. Sea π ∈ K̂, para todo k1 ∈ K se cumple

∑
k∈K

π(kk1k−1) =
|K|χπ(k1)

d(π)2 I.

Demostración. Sea U = ∑k∈K π(kk1k−1) claramente U es π-morfismo, por el Lema de Schur 2.10
existe un escalar α tal que U = αI, para determinar α tomamos traza en la última igualdad tenemos.

tr
(

∑
k∈K

π(kk1k−1)
)
= |K|ξπ(k1) =

|K|
d(π)

d(π)ξπ(k1) =
|K|

d(π)
χπ(k1).

De donde
|K|

d(π)
χπ(k1) = αd(π).

esto concluye la demostración.

Proposición 3.15. Para Φ ∈ A y Ψ ∈ B, definimos las aplicaciones lineales T y S dadas por

(T Φ)(g) =
1
|K| ∑

k∈K
π(k)Φ(g)π(k−1) y (SΨ)(g) =

d(π)2

|K| ∑
k∈K

π(k)Ψ(k−1g).

Entonces T es un isomorfismo de A sobre B y S es el inverso de T .

Demostración. Si Φ ∈ A , comenzamos demostrando que T Φ ∈ B. Claramente para todo g ∈ G
tenemos que (T Φ)(g) ∈ EndK(V ), T Φ es una función K-central pues

(T Φ)(k1gk−1
1 ) =

1
|K| ∑

k∈K
π(k)π(k1)Φ(g)π(k−1

1 )π(k−1) = (T Φ)(g).

Además T Φ satisface χπ ∗ (T Φ) = |K|T Φ ya que

(χπ ∗ (T Φ))(g) =
1
|K| ∑

k,k1∈K
χπ(k)π(k1)Φ(k−1g)π(k−1

1 )

= ∑
k1∈K

π(k1)
( 1
|K| ∑

k∈K
χπ(k)π(k−1)

)
Φ(g)π(k−1

1 )

= ∑
k1∈K

π(k1)Φ(g)π(k−1
1 ) = |K|(T Φ)(g),

pues 1
|K| ∑k∈K χπ(k)π(k−1) = I.

Por otra parte, si Ψ ∈ B entonces SΨ ∈ A ,

(SΨ)(k1gk2) =
d(π)2

|K| ∑
k∈K

π(k)Ψ(k−1k1gk2) =
d(π)2

|K| ∑
k∈K

π(k)Ψ(k2k−1k1g)

=
d(π)2

|K| ∑
k∈K

π(k1kk2)Ψ(k−1g) =
d(π)2

|K|
π(k1) ∑

k∈K
π(k)Ψ(k−1g)π(k2)

= π(k1)(SΨ)(g)π(k2),

hemos usado que, por hipótesis, π(k)Ψ(g) = Ψ(g)π(k) para todo g ∈ G y k ∈ K.
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Para ver que S es inverso derecho de T tomamos Ψ ∈ B y observamos que

(T SΨ)(g) =
d(π)2

|K|2 ∑
k1∈K

∑
k2∈K

π(k1)π(k2)Ψ(k−1
2 g)π(k−1

1 )

=
d(π)2

|K|2 ∑
k2∈K

∑
k1∈K

π(k1k2k−1
1 )Ψ(k−1

2 g).

Por el Lema 3.14 tenemos

∑
k1∈K

π(k1k2k−1
1 ) =

|K|χπ(k2)

d(π)2 I. (3.6)

Por tanto

(T SΨ)(g) =
1
|K| ∑

k2∈K
χπ(k2)Ψ(k−1

2 g) =
1
|K|

(χπ ∗Ψ)(g) = Ψ(g).

Esto prueba que S es la inversa derecha de T . Para ver que S es la inversa izquierda de T tomamos
Φ ∈ A

(ST Φ)(g) =
d(π)2

|K|2 ∑
k1∈K

∑
k2∈K

π(k1)π(k2)Φ(k−1
1 g)π(k−1

2 )

=
d(π)2

|K|2 ∑
k1∈K

∑
k2∈K

π(k1)π(k2)π(k−1
1 )Φ(g)π(k−1

2 )

=
1
|K| ∑

k2∈K
χπ(k2)Φ(g)π(k−1

2 ) = Φ(g).

En la penúltima ecuación se ha utilizado el Lema 3.14, esto completa la demostración.

Lema 3.16. Sea Ψ : G → End(V ) una función K-central, es decir, Ψ(kgk−1) = Ψ(g), para todo
k ∈ K,g ∈ G. Si Ψ satisface (D f Ψ)(e) = 0 para todo f ∈ A[G]K , entonces Ψ = 0.

Demostración. Por hipótesis y definición de convolución de funciones en A[G] se tiene

0 = (D f ψ)(e) = (ψ ∗ f̌ )(e) =
1
|G| ∑

x∈G
ψ(x) f (x). (3.7)

para toda f ∈ A[G]K .

Sea f ∈ A[G] arbitraria y fija, se define f ◦(x) = 1
|K| ∑k∈K f (kxk−1), ası́ definida f ◦ ∈ A[G]K ,

aplicando esta función en la ecuación (3.7)

0 = ∑
x∈G

ψ(x) f ◦(x) =
1
|K| ∑

x∈G
∑
k∈K

ψ(x) f (kxk−1) =
1
|K| ∑

u∈G
∑
k∈K

ψ(k−1uk) f (u)

por hipótesis ψ(k−1uk) = ψ(u) para todo u ∈ G,k ∈ K, reemplazando en la última igualdad

0 = ∑
u∈G

ψ(u) f (u).

lo que implica que la ecuación (3.7) se cumple para todo f ∈ A[G].

Para x ∈ G arbitrario y fijo,sea h = δx ∈ A[G] por definición (Dhψ)(e) = ψ(x) por lo tanto se
tiene que ψ(x) = 0 y esto concluye la demostración.
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Teorema 3.17. Sea Φ ∈ A y Ψ = T Φ, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Ψ satisface la ecuación funcional

Ψ(x)Ψ(y) =
1
|K| ∑

k∈K
Ψ(kxk−1y),

(ii) Φ satisface la ecuación funcional

Φ(x)Φ(y) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(xky),

(iii) para todo f ∈ A[G]K

(D f Φ)(x) = Φ(x)(D f Φ)(e).

(iv) para todo f ∈ A[G]K

(D f Ψ)(x) = Ψ(x)(D f Ψ)(e).

Demostración. (i) implica (ii). Por hipótesis Φ = SΨ, entonces

Φ(x)Φ(y) =
d(π)4

|K|2 ∑
k1,k2∈K

π(k1)Ψ(k−1
1 x)π(k2)Ψ(k−1

2 y)

=
d(π)4

|K|3 ∑
k1,k2∈K

π(k1k2) ∑
k∈K

Ψ(kk−1
1 xk−1k−1

2 y)

=
d(π)4

|K|3 ∑
k,k1,k2∈K

π(k1k2) ∑
k∈K

Ψ(k−1
2 kk−1

1 xk−1y) =
d(π)2

|K|2 ∑
k,k1∈K

π(k1)Φ(kk−1
1 xk−1y)

=
d(π)2

|K|2 ∑
k,k1∈K

π(k1kk−1
1 )Φ(xk−1y) =

1
|K| ∑

k∈K
χπ(k)Φ(xk−1y),

en la última igualdad hemos usado (3.6).

(ii) implica (iii). Esto ha sido probado en la Proposición 3.13.

(iii) implica (iv). Sea f ∈ A[G]K , entonces

(D f Ψ)(e) = ∑
y∈G

Ψ(y) f (y) =
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

Φ(kyk−1) f (y) =
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

Φ(y) f (y)

= (D f Φ)(e),

π(k)(D f Φ)(e)π(k−1) = π(k) ∑
y∈G

Φ(y) f (y)π(k−1) = ∑
y∈G

Φ(kyk−1) f (y)

= ∑
y∈G

Φ(y) f (y) = (D f Φ)(e).

También tenemos,

(D f Ψ)(x) = ∑
y∈G

Ψ(xy) f (y) =
1
|K| ∑

y∈G
∑
k∈K

π(k)Φ(xy) f (y)π(k−1)

=
1
|K| ∑

k∈K
π(k)(D f Φ)(x)π(k−1) =

1
|K| ∑

k∈K
π(k)Φ(x)(D f Φ)(e)π(k−1)

= Ψ(x)(D f Φ)(e) = Ψ(x)[D f Ψ](e).
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(iv) implica (i). Observamos que para cualquier x ∈ G la función

Ψ(x)Ψ(y)− 1
|K| ∑

k∈K
Ψ(kxk−1y)

como función de y es K-central. Si aplicamos el operador D f a el y lo valuamos en la identidad e∈G
obtenemos

Ψ(x)(D f Ψ)(e)− 1
|K| ∑

k∈K
[D f Ψ](kxk−1)

= Ψ(x)[D f Ψ](e)− 1
|K| ∑

k∈K
Ψ(kxk−1)[D f Ψ](e) = 0.

Aplicando el Lema 3.16, concluimos que la condición (i) se cumple. Esto concluye la demostración.

Ahora estamos en condiciones de completar la demostración del Teorema 3.11.

Demostración del Teorema 3.11. Si Φ : G → End(V ) es una función esférica de tipo π ∈
K̂ entonces (i) vale por definición, (ii) y (iv) siguen de la Proposición 3.2 y (iii) se sigue de la
Proposición 3.13.

Para el recı́proco, si una función Φ : G → End(V ) satisface las condiciones (i)− (iv) del Teore-
ma 3.11 entonces para que Φ sea una función esférica debemos probar que satisface

Φ(x)Φ(y) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(xky),

para este fin emplearemos el Teorema 3.17 según el cual esta ecuación es equivalente a

(D f Φ)(x) = Φ(x)(D f Φ)(e),

que Φ satisface por hipótesis.

Por hipótesis Φ cumple que Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2)}, lo que implica que Φ pertenece al
espacio vectorial A , con σ = Φ|K , entonces por el Teorema 3.17 Φ satisface la ecuación funcional
y es una función esférica de tipo π . □.

Más adelante, en el Teorema 3.40, daremos otra demostración alternativa.

Si Φ : G → End(V ) es una función esférica de tipo π y altura p la función Ψ = T (Φ) : G →
EndK(V )≃M(p,C), se denomina contraparte de Φ, será considerada como la otra cara de la misma
moneda. Ası́ podemos tomar la siguiente definición equivalente.

Definición 3.18. Una función Ψ : G → End(W ) es función esférica de G de tipo π ∈ K̂ si

i) Ψ(e) = I.

ii) χπ ∗Ψ = |K|Ψ.

iii) Ψ(g)Ψ(h) =
1
|K| ∑

k∈K
Ψ(kgk−1h), para todo g,h ∈ G.

La dimensión de W , llamada la altura de Ψ, es igual a la altura de Φ = SΨ.

Nota 3.19. Cuando la altura de Ψ es uno y π la representación trivial, entonces la definición de
arriba coincide con la de función esférica zonal.
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3.3. Caracterización por representaciones de álgebras

En esta sección establecemos una segunda caracterización de funciones esféricas irreducibles
de G considerando esta vez representaciones irreducibles de ciertas subálgebras de A[G], a partir
de esta obtenemos propiedades de las funciones esféricas. Comenzamos definiendo los conceptos
necesarios para este fin.

Definición 3.20. Consideremos una función arbitraria Φ : G → End(V ), podemos extenderla a A[G]
por

Φ : A[G]→ End(V ), Φ( f ) = ∑
g∈G

f (g)Φ(g).

Decimos que Φ es la extensión de Φ.

Observamos que Φ( f ) = (Φ∗ f̌ )(e) y Φ(δg) = Φ(g), para todo g ∈ G.

Definición 3.21. Sean π ∈ K̂, y χπ = d(π)ξπ donde ξπ es el carácter de π . Introducimos la siguiente
subálgebra de A[G]

Aπ [G] = { f ∈ A[G] : χπ ∗ f = f ∗χπ = |K| f}.

Observemos que 1
|K|χπ es una identidad de Aπ [G].

Lema 3.22. La aplicación P : f 7→ 1
|K|2 χπ ∗ f ∗χπ es una proyección lineal de A[G] sobre Aπ [G].

Demostración. Por la Proposición 2.18 obtenemos χπ ∗ χπ = |K|χπ . Por tanto para toda f ∈ A[G]
tenemos P2( f ) = P( f ) y P( f ) ∈ Aπ [G]. Más aún si f ∈ Aπ [G] entonces χπ ∗ f ∗ χπ = |K|2 f . Ası́
obtenemos que f = P( f ).

Proposición 3.23. Sea Φ : G → End(V ) una función tal que χπ ∗Φ = Φ∗ χπ = |K|Φ. Entonces Φ

satisface la ecuación funcional

Φ(x)Φ(y) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(xky),

si y solo si Φ̂ es una representación de Aπ [G].

Demostración. Sea f ∈ A[G], entonces Φ̂( f ) = ∑g∈G f (g)Φ(g) = (Φ∗ f̌ )(e). Por tanto

Φ(χπ ∗ f ∗χπ) = (Φ∗ (χπ ∗ f ∗χπ)
∨)(e) = (Φ∗ (χπ ∗ f̌ ∗χπ)(e)

= |K|(Φ∗ f̌ ∗χπ)(e) = |K|(χπ ∗Φ∗ f̌ )(e) = |K|2 (Φ∗ f̌ )(e)

= |K|2 Φ̂( f ),

(3.8)

hemos considerado que ( f ∗h)∨ = ȟ∗ f̌ , χπ = χ̌π y ( f ∗h)(e) = (h∗ f )(e).

Ahora, usando (3.8) obtenemos

Φ
(
(χπ∗ f ∗χπ)∗ (χπ ∗h∗χπ)

)
= |K|Φ̂((χπ ∗ f ∗χπ ∗h∗χπ)

= |K|3 Φ̂( f ∗χπ ∗h) = |K|3 ∑
y∈G

( f ∗χπ ∗h)(y)Φ(y)

= |K|3 ∑
y∈G

∑
x∈G

( f ∗χπ)(x)h(x
−1y)Φ(y)

= |K|3 ∑
y∈G

∑
x∈G

∑
k∈K

f (xk−1)χπ(k)h(y)Φ(xy)

= |K|4 ∑
y∈G

∑
x∈G

f (x)h(y)
(

∑
k∈K

1
|K|

χπ(k−1)Φ(xky)
)
.

(3.9)
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Por otra parte, por (3.8) tenemos

Φ̂(χπ ∗ f ∗χπ)Φ(χπ ∗h∗χπ) = |K|4Φ̂( f )Φ(h) = |K|4 ∑
x,y∈G

f (x)h(y)Φ(x)Φ(y). (3.10)

Desde (3.9) y (3.10) vale para todo f ,h ∈ A[G], la proposición se sigue inmediatamente.

Estamos en la posición de demostrar un resultado muy importante el cual establece una cercana
conexión entre funciones esféricas de tipo π y representaciones del álgebra Aπ [G].

Teorema 3.24. Si Φ es una función esférica irreducible de tipo π ∈ K̂, entonces la aplicación

Φ : f 7→ ∑
g∈G

f (g)Φ(g)

es una representación irreducible de Aπ [G]. Recı́procamente, si L es una representación irreducible
de Aπ [G], entonces L = Φ para alguna función esférica irreducible Φ de G de tipo π .

Demostración. Sea Φ : G → End(V ) una función esférica irreducible de tipo π . Entonces

(Φ∗χπ)(g) = ∑
k∈K

Φ(gk)χπ(k−1) = Φ(g) ∑
k∈K

Φ(k)χπ(k−1) = |K|Φ(g), (3.11)

porque Φ|K es una suma directa de representaciones de K todas en la clase π y por lo tanto tenemos
que 1

|K| ∑k∈K χπ(k−1)Φ(k) = I por la Proposición 2.25. Similarmente obtenemos que χπ ∗Φ= |K|Φ.

Ahora, por la Proposición 3.23, tenemos que Φ : Aπ [G] → End(V ) es una representación de
Aπ [G]. Desde Φ̂(δg) = Φ(g) es claro que la irreducibilidad de una función esférica Φ es equivalente
a la irreducibilidad de Φ̂.

Recı́procamente, sean L : Aπ [G]→ End(V ) una representación irreducible de Aπ [G]. Sea Θ la
función sobre G a valores en End(V ) definida por

Θ(g) =
1

|K|2
L(χπ ∗δg ∗χπ).

Si f ∈ A[G], entonces f = ∑g f (g)δg. Ası́ por linealidad tenemos

L(χπ ∗ f ∗χπ) = ∑
g∈G

f (g)L(χπ ∗δg ∗χπ) = |K|2 ∑
g∈G

f (g)Θ(g) = |K|2 Θ̂( f ).

Por tanto si f ∈ Aπ [G], entonces Θ̂( f ) = 1
|K|2 L(χπ ∗ f ∗χπ) = L( f ) es una representación de Aπ [G].

Sea Φ = 1
|K|2 χπ ∗Θ∗χπ . Ası́ χπ ∗Φ = Φ∗χπ = |K|Φ, para todo f ∈ Aπ [G]

Φ̂( f ) =
1

|K|2
(
χπ ∗Θ∗χπ ∗ f̌

)
(e) =

1
|K|2

(Θ∗χπ ∗ f̌ ∗χπ)(e)

=
1

|K|2
(
Θ∗ (χπ ∗ f ∗χπ)

∨)(e)
= (Θ∗ f̌ )(e) = Θ̂( f ) = L( f ).

Por tanto, Φ̂ es una representación irreducible del álgebra Aπ [G].

De las Proposiciones 3.23 y 3.7, tenemos que Φ es una función esférica irreducible de tipo π

tal que Φ( f ) = L( f ) para todo f ∈ Aπ [G].

Corolario 3.25. Las representaciones irreducibles de Aπ [G] separan sus puntos.
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Demostración. Sea 0 ̸= f ∈ Aπ [G]. De la Proposición 2.31 existe ρ ∈ Ĝ tal que f̂ (ρ) ̸= 0. Por
hipótesis f = 1

|K|2 χπ ∗ f ∗χπ . Por tanto

f̂ (ρ) =
1

|K|2
ρ̂(χπ) f̂ (ρ)ρ̂(χπ) = Φ̂( f ) ̸= 0,

donde Φ es la función esférica de tipo π asociado a ρ .

Recordemos que si Φ : G → End(V ) y Φ1 : G → End(V1) son funciones esféricas de G de tipo
π ∈ K̂, son equivalentes si existe un isomorfismo lineal T de V sobre V1 tal que Φ1(g) = T Φ(g)T−1

para todo g ∈ G.

Proposición 3.26. Las funciones esféricas irreducibles Φ : G → End(V ) y Φ1 : G → End(V1) de
tipo π son equivalentes, si y solo si las correspondientes representaciones Φ̂ : Aπ [G] → End(V ) y
Φ̂1 : Aπ [G]→ End(V1) son equivalentes.

Demostración. Sea T un isomorfismo de V sobre V1 tal que Φ̂1( f ) = T Φ( f )T−1 para todo f ∈
Aπ [G]. Entonces, usando (3.8), tenemos

Φ̂1( f ) =
1

|K|2
Φ̂1(χπ ∗ f ∗χπ) =

1
|K|2

T Φ̂(χπ ∗ f ∗χπ)T
−1 = T Φ( f )T−1

para cualquier f ∈ A[G]. Por tanto Φ1(g) = T Φ(g)T−1 para todo g ∈ G. La afirmación recı́proca es
obvia.

Proposición 3.27. Las funciones esféricas irreducibles Φ y Φ1 de tipo π ∈ K son equivalentes si y
solo si trΦ(g) = trΦ1(g) para todo g ∈ G.

Demostración. Es obvio que si Φ y Φ1 son equivalentes ellas tienen la misma traza. Recı́procamen-
te, ya que en particular trΦ(k) = trΦ1(k) para todo k ∈ K, Φ y Φ1 son del mismo K-tipo π . Mas
aún, trΦ(g) = trΦ1(g) para todo g ∈ G, implica que trΦ̂( f ) = trΦ̂1( f ) para todo f ∈ Aπ [G]. Debido
a que las funciones Φ̂ y Φ̂1 son dos representaciones irreducibles de dimensión finita de un álgebra
asociativa semisimple sobre C con la misma traza, ellas son equivalentes (este resultado se encuen-
tra en el Corolario 30.14 página 214 del libro [5]). De ahı́, por la Proposición 3.26 las funciones
esféricas Φ y Φ1 son equivalentes.

3.4. Relaciones entre subálgebras de A[G].

Definiremos las subálgebras AK
π [G] y Aπ [K], veremos la relación que hay con las subálgebras

que hemos introducido antes. Se establecen descomposiciones interesantes de las subálgebras AK
π [G]

y de A[G]K , si bien en esta sección no intervienen funciones esféricas los resultados obtenidos son
importantes en sı́ mismos y serán de utilidad en la siguiente sección.

Definición 3.28. En A[G] definimos las subálgebras

AK
π [G] = A[G]K ∩Aπ [G] y Aπ [K] = A[K]∗χπ .

Recordemos que A[G]K = { f ∈ A[G] : δk ∗ f = f ∗δk, para todo k ∈ K}

Lema 3.29. La subálgebra Aπ [K] satisface que es un ideal bilátero de A[K], es un álgebra con
identidad 1

|K|χπ , también se cunple que Aπ [K] = A[K]∩Aπ [G] y los elementos de AK
π [G] conmutan

con aquellos de Aπ [K].
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Demostración. Es obvio que Aπ [K] es un ideal izquierdo de A[K]. Como χπ es K-central, dada
f ∈ A[K] tenemos: ( f ∗ χπ) ∗ δk = ( f ∗ δk) ∗ χπ ∈ A[K]. Entonces la primera afirmación se sigue
porque {δk : k ∈ K} es una base de A[K].

Para probar que Aπ [K] ⊆ A[K]∩Aπ [G] tomando f ∈ A[K]. Entonces el Corolario 2.18 implica
( f ∗ χπ) ∗ χπ = |K| f ∗ χπ . Similarmente obtenemos χπ ∗ ( f ∗ χπ) = f ∗ χπ ∗ χπ = |K| f ∗ χπ . Por
tanto, por definición, obtenemos Aπ [K] ⊆ Aπ [G]. Debido a que Aπ [K] ⊆ A[K] tenemos Aπ [K] ⊆
A[K]∩Aπ [G]. Recı́procamente, si f ∈ A[K]∩Aπ [G], entonces f = 1

|K| f ∗χπ ∈ A[K]∗χπ = Aπ [K].

Finalmente si f ∈ AK
π [G] = A[G]K ∩Aπ [G] y h∈ Aπ [K] entonces es claro que f ∗h= h∗ f porque

f es K-central. Esto completa la demostración.

Lema 3.30. Sea π ∈ K̂, si V =Vπ ⊕·· ·⊕Vπ como K-módulos y definimos ∆(T ) = T ⊕·· ·⊕T para
T ∈ End(Vπ), entonces la aplicación lineal

p : EndK(V )⊗End(Vπ)→ End(V ) definida por p(S⊗T ) = S∆(T ) = ∆(T )S,

es un isomorfismo suryectivo de álgebras.

Demostración. Sea {vi} una base de Vπ y w j
i = (0, . . . ,0,vi,0, . . . ,0) los vectores que tienen al vector

vi en la j-ésima posición. Entonces {w j
i } es una base de V . Dado un par ordenado ( j,k) sea S j,k ∈

End(V ) definido por S j,k(w
j
i ) = wk

i y S j,k(wr
i ) = 0 para todo i, si r ̸= j. Entonces S j,k ∈ EndK(V )

aplica el sumando j-ésimo sobre los k-sumandos y todos los otros sumandos a cero. Además sea
Ti,r ∈ End(Vπ) definido por Ti,r(vs) = πisvr. Entonces

(Ti,r ⊕·· ·⊕Ti,r)S j,k(w
j
i ) = wk

r , (Ti,r ⊕·· ·⊕Ti,r)S j,k(w
j′
i′ ) = 0 si (i′, j′) ̸= (i, j),

S j,k(Ti,r ⊕·· ·⊕Ti,r)(w
j
i ) = wk

r , S j,k(Ti,r ⊕·· ·⊕Ti,r)(w
j′
i′ ) = 0 si (i′, j′) ̸= (i, j).

Esto demuestra que p : EndK(V )⊗ End(Vπ) → End(V ) es sobreyectiva, y que (T ⊕ ·· · ⊕ T )S =
S(T ⊕·· ·⊕T ).

Por otro lado, si h es la multiplicidad de Vπ en V , entonces

dim
(

EndK(V )⊗End(Vπ)
)
= h2d(π)2 = (hd(π))2 = dim

(
End(V )

)
.

Esto concluye la demostración.

Proposición 3.31. La aplicación bilineal ( f ,h) 7→ f ∗ h induce un isomorfismo de álgebras del
producto tensorial AK

π [G]⊗Aπ [K] sobre Aπ [G].

AK
π [G]⊗Aπ [K]≃ Aπ [G].

Demostración. La aplicación lineal m definida por m : f ⊗ h 7→ f ∗ h es un homomorfismo de
AK

π [G]⊗Aπ [K] en Aπ [G], pues por el Lema 3.29 f ∗h = h∗ f para todo f ∈ AK
π [G],h ∈ Aπ [K].

Por el Teorema de Peter-Weyl 2.27

A[G] =
⊕
ρ∈Ĝ

V ′
ρ ⊗Vρ .

Por Lema 3.22 sabemos que P f = 1
|K|2 χπ ∗ f ∗χπ es una proyección de A[G] sobre Aπ [G]. Sea w∈Vρ

y ρ ∈V ′
ρ .

1
|K|

(χπ ∗ (ρ ⊗w))(g) =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)(ρ ′(k)ρ)(ρ(g)w)

= (Pρ ′,πρ ⊗w)(g),
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donde Pρ ′,π denota la K-proyección de V ′
ρ sobre la K-componente isotı́pica (V ′

ρ)(π). Por tanto

1
|K|

χπ ∗ (ρ ⊗w) = Pρ ′,πρ ⊗w.

Similarmente tenemos

1
|K|

((ρ ⊗w)∗χπ)(g) =
1
|K| ∑

k∈K
(ρ(ρ(k)w)(g)χπ ′(k−1) = (ρ ⊗Pρ,π ′w)(g).

Por tanto 1
|K|(ρ ⊗w) ∗ χπ = ρ ⊗Pρ,π ′w. De esto se sigue que P(ρ ⊗w) = Pρ ′,πρ ⊗Pρ,π ′w. De ahı́

P(V ′
ρ ⊗Vρ) = (V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′) y

Aπ [G] =
⊕
ρ∈Ĝ

(V ′
ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′). (3.12)

También
AK

π [G] =
⊕
ρ∈Ĝ

(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)K
, (3.13)

por otra parte, del Lema 3.29 tenemos

Aπ [K] = A[K]∗χπ = χπ ∗A[K]. (3.14)

Entonces el homomorfismo

m : AK
π [G]⊗Aπ [K]→ Aπ [G]

es la suma directa de homomorfismos

mρ :
(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)K
⊗Aπ [K]→ (V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′),

ρ ∈ Ĝ, definida por mρ( f ⊗a) = f ∗a. Sea pρ : EndK
(
(Vρ)(π)

)
⊗End(Vπ)→ End

(
(Vρ)(π)

)
definida

por pρ(S⊗T ) = S∆(T ), ver el Lema 3.30.

Si usamos la Proposición 2.28, cambiando ρ por ρ ′ y tomando en cuenta que χρ ′ = χρ , obte-
nemos que ρ̂ : Vρ ⊗V ′

ρ → End(Vρ) es un isomorfismo de álgebras, y que ρ̂
(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)
≤

End((Vρ)(π)), porque

ρ̂

(
1

|K|2
χπ ∗ f ∗χπ

)
=

1
|K|2

ρ̂(χπ) f̂ (ρ)ρ̂(χπ) = Pρ,π f̂ (ρ)Pρ,π ,

como 1
|K| ρ̂(χπ) = Pρ,π . Mas aún dim

(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)
= dim

(
End((Vρ)(π))

)
, por tanto

ρ̂ : (V ′
ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′) → End((Vρ)(π)) (3.15)

es un isomorfismo de álgebras. Por las mismas razones π̂ : Aπ [K]→ End(Vπ) es un isomorfismo de
álgebras.

Probaremos que el siguiente diagrama de álgebras es conmutativo,(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)K ⊗Aπ [K]
mρ−−−−→ (V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

ρ̂⊗π̂

y yρ̂

EndK
(
(Vρ)(π)

)
⊗End(Vπ)

pρ−−−−→ End
(
(Vρ)(π)

)
,
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donde las flechas verticales son isomorfismos de álgebras.

También
ρ̂(a) = ∑

k∈K
a(k)ρ(k) = ∑

k∈K
a(k)∆(π(k)) = ∆(π̂(a)). (3.16)

De ahı́, por otro lado tenemos

ρ̂(mρ( f ⊗a)) = ρ̂( f ∗a) = f̂ (ρ)ρ̂(a) = f̂ (ρ)∆(π̂(a)),

por otro lado tenemos

pρ((ρ̂ ⊗ π̂)( f ⊗a)) = pρ( f̂ (ρ)⊗ π̂(a)) = f̂ (ρ)∆(π̂(a)).

Esto prueba que el diagrama es conmutativo.

Por el Lema 3.30 pρ : EndK
(
(Vρ)(π)

)
⊗End(Vπ)→ End

(
(Vρ)(π)

)
es un isomorfismo, de ahı́

mρ :
(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)K ⊗Aπ [K]→ (V ′
ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

es un isomorfismo suryectivo para todo ρ ∈ Ĝ. Por tanto m : AK
π [G]⊗Aπ [K]→ Aπ [G] es un isomor-

fismo suryectivo de álgebras, completando la demostración de la proposición.

Recordemos que la subágebra de funciones K- bi-invariantes de A[G] viene dada por,

A[G]K×K = { f ∈ A[G] : f (k1gk2) = f (g), para todo k1,k2 ∈ K,g ∈ G}.

Nota 3.32. Para π = 1, como A[K] puede ser pensada como subálgebra de A[G], se sigue que
A1[K] ≤ A1[G] = A[G]K×K , por tanto A1[K] ≤ A[K]K×K = C (las funciones constantes). Por eso,
la demostración de AK

π [G]⊗Aπ [K] ≃ Aπ [G] es inmediata cuando π es la representación trivial, de
hecho, se reduce a AK

1 [G]⊗A1[K]≃ AK
1 [G]⊗C≃ A1[G].

Nota 3.33. La Proposición 3.31 es un caso particular de un hecho estructural más general debido
a J. Dieudonné . Sea G un grupo localmente compacto y K un subgrupo compacto. Sea CK

c,π(G)
el conjunto de todas las funciones K-centrales continuas f sobre G de soporte compacto tal que
f = f ∗ χπ y sea Cπ(K) el conjunto de todas las funciones continuas en K tal que a = a ∗ χπ ,
entonces la aplicación lineal m : CK

c,π(G)⊗Cπ(K) → Cc,π(G) definida por m( f ⊗ a) = f ∗ a es un
isomorfismo suryectivo de álgebras.

Corolario 3.34. Para cualquier π ∈ K̂ el álgebra AK
π [G] es semisimple, de hecho

AK
π [G] =

⊕
ρ∈Ĝ

EndK((Vρ)(π))

es una suma de álgebras matriciales, las cuales son simples.

Demostración. De las ecuaciones (3.13) y (3.15) tenemos que

AK
π [G] =

⊕
ρ∈Ĝ

(
(V ′

ρ)(π)⊗ (Vρ)(π ′)

)K
≃
⊕
ρ∈Ĝ

(
EndK((Vρ)(π))

)K ≃
⊕
ρ∈Ĝ

EndK((Vρ)(π)).

Recordemos que si (ρ,V ) es una representación de G, el conjunto

V G = {u ∈V : ρ(g)u = u, para todo g ∈ G}.

es el subespacio de todos los vectores ρ-invariantes.
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Proposición 3.35. Dado G un grupo finito y K un subgrupo arbitrario, se cumple que

A[G]K =
⊕

σ∈Ĝ,π∈K̂

(
(V ′

σ )(π ′)⊗ (Vσ )(π)
)K

,

donde los sumandos de la derecha son ideales biláteros. En particular el álgebra A[G]K es semisim-
ple.

Demostración. Por el Teorema 2.27 y por (2.2) sabemos que

A[G] =
⊕
σ∈Ĝ

V ′
σ ⊗Vσ ≃

⊕
σ∈Ĝ

End(Vσ ),

entonces

A[G]K =
⊕
σ∈Ĝ

EndK(Vσ ) =
⊕

σ∈Ĝ,π∈K̂

EndK
(
(Vσ )(π)

)
=

⊕
σ∈Ĝ,π∈K̂

(
(V ′

σ )(π ′)⊗ (Vσ )(π)
)K

.

Sean f ∈ (V ′
σ )(π ′) ⊗ (Vσ )(π) y h ∈ (V ′

ρ)(δ ′) ⊗ (Vρ)(δ ) con σ ,ρ ∈ Ĝ. Para σ ̸= ρ tenemos f ∗ h =
0. Cuando σ = ρ y π ̸= δ podemos tomar {vr} y {wi} bases ortonormales de (Vσ )(π) y (Vρ)(δ )
respectivamente. Sea {ρr} y {µi} bases duales (V ′

σ )(π ′) y (V ′
ρ)(δ ′) respectivamente. Recordemos que

la aplicación λ ⊗w → λρ,w es un isomorfismo y λρ,w(g) = λ (ρ(g)w). Calculamos(
(ρr ⊗ vs)∗ (µi ⊗w j)

)
(g) = ∑

x∈G
ρr(σ(gx)vs)µi(σ(x−1)w j) =

∑
x∈G

⟨ρ((gx)vs,vr⟩⟨ρ(x−1)w j,wi⟩= ∑
x∈G

⟨σ(x)vs,σ(g−1)vr⟩⟨ρ(x)wi,w j⟩= 0,

en la última igualdad usamos las relaciones de ortogonalidad de Schur 2.12.

Por eso (V ′
σ )(π ′)⊗ (Vσ )(π) es un ideal en A[G]. Por lo tanto

(
(V ′

σ )(π ′)⊗ (Vσ )(π)
)K es un ideal en

A[G]K , el cual es isomorfo al álgebra matricial EndK(Vσ )(π). Esto completa la demostración.

Corolario 3.36. Para cualquier grupo finito G y subgrupo K vale

A[G]K =
⊕
π∈K̂

AK
π [G],

el producto de dos elementos en diferentes sumandos del lado derecho es cero.

Demostración. Se sigue directamente de la Proposición 3.35 y de la ecuación (3.13).

Proposición 3.37. La proyección Qπ de A[G]K en AK
π [G] está definida por Qπ( f ) = 1

|K| f ∗ χ̄π , es un
homomorfismo de álgebras y kerQπ = {|K| f − f ∗ χ̄π : f ∈ A[G]K}. Por tanto

AK
π [G] = A[G]K/{|K| f − f ∗ χ̄π : f ∈ A[G]K}.

Demostración. Se cumple que f ∗ χ̄π = χ̄π ∗ f , para todo f ∈ A[G]K , pues

( f ∗ χ̄π)(g) = ∑
k∈K

f (gk)χ̄π(k−1) = ∑
k∈K

f (kg)χ̄π(k−1) = ∑
k∈K

χ̄π(k) f (k−1g) = (χ̄π ∗ f )(g).

De χπ ∗ χπ = |K|χπ y χπ ∗ χσ = 0 si π ̸= σ , se sigue que Qπ( f ) = 1
|K| f ∗ χ̄π para todo f ∈ A[G]K .

Si f ,h ∈ A[G]K tenemos

Qπ( f ∗h) =
1
|K|

( f ∗h)∗ χ̄π =
1

|K|2
f ∗ χ̄π ∗h∗ χ̄π = Qπ( f )∗Qπ(h).
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3.5. Funciones esféricas y representaciones irreducibles de AK
π [G].

Veremos que la extensión de la contraparte de toda función esférica de G de tipo π ∈ K̂ es
representación de AK

π [G] y toda representación de esta subálgebra es de esta forma. Finalmente
estableceremos otra demostración del primer teorema de caracterización de funciones esféricas.

Recordemos que para Φ : G → End(V ),a la función Ψ(g) = T (Φ)(g) = 1
|K| ∑k∈K Φ(kgk−1), se

denomina la contraparte de Φ.

Lema 3.38. Sea Φ : G → End(V ) una función esférica de tipo π y sea Ψ su contraparte. Entonces
su extensión Ψ̂ : AK

π [G] → EndK(V ) es una representación de AK
π [G]. Además si Φ es irreducible,

entonces Ψ̂ es irreducible.

Demostración. Si f ∈ AK
π [G] y π(k) = Φ(k) para k ∈ K, entonces

Ψ̂( f ) = ∑
g∈G

f (g)Ψ(g) =
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

f (g)π(k)Φ(g)π(k−1)

=
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

f (g)Φ(kgk−1) =
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

f (k−1gk)Φ(g)

= ∑
g∈G

f (g)Φ(g) = Φ̂( f )

y
Φ̂( f ) = ∑

g∈G
f (kgk−1)Φ(g) = ∑

g∈G
f (g)Φ(k−1gk) = π(k−1)Φ̂( f )π(k) ∈ EndK(V ).

Como Φ̂ es una representación de Aπ [G] y EndK(V ) es un álgebra matricial pues V =Vπ ⊕·· ·⊕Vπ ,
se sigue la primera afirmación.

Ahora queremos probar que si Φ es irreducible, entonces Ψ̂ es una representación irreducible de
AK

π [G]. En general, por el Teorema de Burnside. Sea A es un álgebra asociativa de dimensión finita
sobre C y sea (L,V ) una representación de dimensión finita de A, si L es sobreyectiva entonces es
irreducible ( Esto se cumple pues la acción de End(V ) en V es transitiva).

Por tanto, es suficiente demostarr que Ψ̂ : AK
π [G]→ EndK(V ) es surjectiva. Dado M ∈ EndK(V )

sea f ∈ Aπ [G] tal que M = Φ̂( f ), ver la Proposición 3.24.

Recordemos que si f ∈ Aπ [K], entonces f ◦ ∈ AK
π [G] donde f ◦(g) = 1

|K| ∑k∈K f (kgk−1). Ahora
observemos que

Ψ̂( f ◦) = Φ̂( f ◦) =
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

f (g)Φ(kgk−1) =
1
|K| ∑

k∈K
π(k)Φ̂( f )π(k−1) = M,

desde Φ̂( f ◦) = M ∈ EndK(V ). Ası́ Ψ̂ es una representación irreducible de AK
π [G].

En la demostración de la Proposición 3.31 establecimos que π̂ : Aπ [K] → End(Vπ) es un iso-
morfismo de álgebras . Además si V =Vπ ⊕·· ·⊕Vπ como K-módulos, entonces la aplicación lineal
p : EndK(V )⊗End(Vπ)→ End(V ) definida por p(S⊗T ) = S∆(T ) es un isomorfismo de álgebras ,
ver Lema 3.30. Recordemos que m : AK

π [G]⊗Aπ [K]→ Aπ [G] esta dada por m( f ⊗h) = f ∗h.

Teorema 3.39. Sea Φ : G → End(V ) una función esférica irreducible de tipo π ∈ K̂ y Ψ su contra-
parte, entonces Ψ̂, π̂ y Φ̂ son representaciones irreducibles, y el siguiente diagrama es conmutativo.
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AK
π [G]⊗Aπ [K]

m−−−−→ Aπ [G]

Ψ̂⊗π̂

y yΦ̂

EndK(V )⊗End(Vπ)
p−−−−→ End(V )

(3.17)

Si M es una representación irreducible de dimensión finita de AK
π [G], entonces L = p(M ⊗ π̂)m−1

es una representación irreducible de Aπ [G] y M es equivalente a Ψ̂ = T (Φ) para alguna función
esférica irreducible Φ de tipo π .

Demostración. Sean f ∈ AK
π [G] y a ∈ Aπ [K]. Entonces

Φ( f ∗a) = ∑
g∈G

Φ(g)( f ∗a)(g) = ∑
g∈G

∑
k∈K

Φ(gk−1) f (g)a(k−1)

= ∑
g∈G

Φ(g) f (g) ∑
k∈K

a(k)π(k) = Φ̂( f )π̂(a).

De (3.16) obtenemos π̂(a) = ∑k∈K a(k)π(k) = ∑k∈K a(k)∆(π(k)) = ∆(π̂(a)). Por tanto,

Φ( f ∗a) = Φ̂( f )∆(π̂(a)) = Ψ̂( f )∆(π̂(a)) = p
(
Ψ̂( f )⊗ π̂(a)

)
.

Esto completa la demostración de que el diagrama (3.17) es conmutativo. Que Ψ̂ es irreducible fue
establecido en el Lema 3.38. Esto completa la primera parte de la Proposición.

Si M es una representación irreducible de dimensión finita de AK
π [G], sin pérdida de generalidad

podemos asumir que M es una representación matricial M : AK
π [G]→ M(l,C). Vamos a considerar

el K-modulo V = Vπ ⊕ ·· ·⊕Vπ , suma de l-copias de Vπ . Entonces por el Lema de Schur M(l,C)
puede ser identificado con EndK(V ).

Ahora la segunda parte es un caso particular del siguiente resultado: Sean A1,A2 álgebras com-
plejas asociativas de dimensión finita con identidad. Las representaciones de dimensión finita de
A1 ⊗A2 son precisamente los productos tensoriales L1 ⊗L2 de representaciones de dimensión finita
de A1 y A2, respectivamente. Mas aún, L1 ⊗L2 es irreducible si y solo si L1 y L2 son irreducibles
(ver [16] sección 9.3).

De ahı́ L = p(M ⊗ π̂)m−1 es una representación irreducible de Aπ [G]. Por el Teorema 3.24
L = Φ̂ para una función esférica irreducible de tipo π , y es fácil ver que Ψ̂ = M.

Ahora podemos dar otra prueba del recı́proco del primer teorema de caracterización que vimos,
a saber

Teorema 3.40. Una función Φ : G → End(V ) es una función esférica de tipo π si y solo si

(i) Φ(e) = I,

(ii) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G,

(iii) (D f Φ)(g) = Φ(g)(D f Φ)(e) para todo f ∈ A[G]K , g ∈ G,

(iv) La restricción Φ|K como una representación de K es equivalente a una suma directa de copias
de π .

Demostración. Para probar la afirmación recı́proca comenzamos con una función Φ : G → End(V )
satisfaciendo (i), (ii), (iii) y (iv). De (ii) y (iv), como vimos en la ecuación (3.11), obtenemos que
χπ ∗Φ = Φ∗χπ = |K|Φ.
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Ahora observamos que (iii) es equivalente a (Φ ∗ f̌ )(g) = Φ(g)Φ( f ) para todo f ∈ A[G]K , es
decir Φ∗ f̌ = ΦΦ̂( f ). Por tanto si f ,h ∈ A[G]K entonces

ΦΦ̂( f ∗h) = Φ∗ ( f ∗h)∨ = (Φ∗ ȟ)∗ f̌ = ΦΦ̂(h)∗ f̌ = (Φ∗ f̌ )Φ̂(h) = ΦΦ( f )Φ(h).

De ahı́, usando que Φ(e) = I, observamos que Φ̂( f ∗ h) = Φ̂( f )Φ̂(h), para todo f ,h ∈ A[G]K . En
particular la extensión de Φ da una representación M del álgebra AK

π [G].

Del diagrama (3.17) L = p(M ⊗ π̂)m−1 es una representación de Aπ [G] en V . Pero es fácil ver
que L = Φ̂. Por tanto la extensión de Φ es una representación del álgebra Aπ [G] y concluimos, de la
Proposición 3.23, que Φ satisface la ecuación funcional definiendo una función esférica.

3.6. Caracterización por medio de representaciones irreducibles de G.

Daremos una tercera caracterización de funciones esféricas irreducibles de G considerando esta
vez representaciones de G. Notamos que pudimos haberla enunciado antes pero serán necesarios los
resultados que hemos obtenido hasta ahora para la demostración.

Si (ρ,V ) es una representación de G en un espacio vectorial V que contiene el K-tipo π , enton-
ces recordemos que

Pπ =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)ρ(k)

es la K-proyección de V sobre V(π), la componente isotı́pica de tipo π . (Ver la Proposición 2.25).

Teorema 3.41. Sea (ρ,V ) una representación de G y π una representación irreducible de K que
aparece en ρ . La función Φ : G → End(V(π)) definida por

Φ(g)v = Pπ ρ(g)v g ∈ G,v ∈V(π), (3.18)

es una función esférica de tipo π . Si la representación ρ es irreducible Φ también lo es. Recı́proca-
mente, cualquier función esférica irreducible del par (G,K) es de esta forma.

Demostración. Si v ∈V(π) tenemos

Φ(x)Φ(y)v = Pπρ(x)Pπρ(y)v =
1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Pπρ(x)ρ(k)ρ(y)v

=
( 1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)Φ(xky)

)
v.

Para probar que Φ es irreducible, sea W un Φ(G)-subespacio invariante y no nulo de V(π) y sea
Q la proyección de V(π) sobre W . Entonces

0 = Pπρ(g)QPπ −QPπρ(g)QPπ = (I −Q)Pπρ(g)QPπ

(I= transformación identidad de V(π)). Y como ρ ∈ Ĝ, entonces

⟨{ρ(g)a : a ∈W,g ∈ G}⟩=V,

se sigue que I = Q lo cual completa la demostración de esta implicación.

Recı́procamente, sea Φ : G → End(V ) una función esférica irreducible de tipo π y sea L un ideal
izquierdo maximal en End(V ). Si

I = { f ∈ Aπ [G] : tal que Φ̂( f ) ∈ L},
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entonces I es un ideal izquierdo maximal en Aπ [G]. Ahora sea

J = { f ∈ A[G] : χ̄π ∗h∗ f ∗ χ̄π ∈ I para todo h ∈ A[G]},

entonces J es un ideal maximal izquierdo en A[G], I = J∩Aπ [G], y f ∗ χ̄π ≡ |K| f (mod J) para todo
f ∈ A[G].

La representación regular izquierda en A[G] induce una representación natural U de G en el
espacio E = A[G]/J, por U(g)( f + J) = πg ∗ f + J, porque J es un ideal izquierdo en A[G]. Es fácil
ver que la transformada de Fourier de f ∈ A[G] en U esta dada por f̂ (U)(h+ J) = f ∗h+ J. Como
J es maximal, f̂ y U son irreducibles.

Sea E(π) la componente isotı́pica de tipo π en E y sea Qπ : E → E la proyección ortogonal sobre
E(π). Ası́

Qπ( f + J) = 1
|K| ∑

k∈K
χπ(k−1)U(k)( f + J) = 1

|K|

(
∑
k∈K

χπ(k−1)L(k) f
)
+ J

= 1
|K| χ̄π ∗ f + J.

De esto f 7→ f +J es una aplicación de Aπ [G] sobre E(π), porque f ∗ χ̄π ≡ |K| f (mod J) para todo f ∈
A[G] y ası́ Qπ( f +J) = Qπ(

1
|K|2 χ̄π ∗ f ∗ χ̄π +J). En este caso, E(π) ≃ Aπ [G]/I, porque I = J∩Aπ [G].

Por otro lado, desde I = Φ−1(L) tenemos Aπ [G]/I ≃ End(V )/L, con L un ideal maximal iz-
quierdo. Por tanto

dimE(π) = dimAπ [G]/I = dimEnd(V )/L = dimV.

La función esférica asociada Φ1 : G → End(E(π)) esta dada por Φ1(g) = QπU(g)Qπ . para ver
que Φ1 es equivalente a Φ, por la Proposición 3.26 es suficiente demostrar que las representaciones
Φ̂ : Aπ [G]→ End(V ) y Φ̂1 : Aπ [G]→ End(E(π)) son equivalentes.

Observamos que si Φ̂( f ) = 0, para f ∈ Aπ [G], entonces Φ̂1( f ) = 0. de hecho si Φ̂( f ) = 0
entonces Φ̂( f ∗ h) = 0 para todo h ∈ Aπ [G], lo cual implica que f ∗ h ∈ I ⊂ J. Ası́ Φ̂1( f )(h+ J) =
f ∗h+ J = 0.

Por tanto, la aplicación lineal bien definida Φ̂( f ) 7→ Φ̂1( f ) es un isomorfismo de álgebras de
End(V ) sobre End(E(π)). Existe un isomorfismo T : V → E(π) tal que Φ̂1( f ) = T Φ̂( f )T−1, debido a
que cualquier automorfismo del álgebra asociativa End(V ) es interior ( este resultado es consecuen-
cia del Teorema de Skolem- Noether, el cual es el Teorema 3.26 página 69 de [5]). Esto completa la
demostración.

Definición 3.42. Sea (ρ,V ) representación de G y π una representación irreducible de K que aparece
en ρ . A la función Φ definida en 3.18 la denominamos función esférica del par (G,K) asociada al
par (ρ,π) de tipo π . o simplemente función esférica de G asociada a ρ de tipo π .

3.7. Propiedades de funciones esféricas cuando AK
π [G] es conmutativa.

En primer lugar establecemos la relación entre las representaciones irreducibles de A[G]K con
las funciones esféricas irreducibles de G, después obtenemos propiedades de las funciones esféricas
cuando AK

π [G] es conmutativa.

Proposición 3.43. Sean π ∈ K̂ y Qπ la proyección de A[G]K =
⊕

π∈K̂ AK
π [G], sobre el sumando

AK
π [G]. Entonces, las representaciones irreducibles L de A[G]K son precisamente aquellas de la

forma L = Φ̂◦Qπ , donde Φ̂ es la extensión de una función esférica irreducible Φ de tipo π .
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Demostración. Si L es una representación irreducible de A[G]K y M es su restricción a AK
π [G] por el

Teorema 3.39 sabemos que es equivalente a Ψ̂ = T (Φ), para alguna función esférica irreducible Φ

de tipo π . Además vimos en la demostración del Lema 3.38 que Ψ̂( f ) = Φ̂( f ) para todo f ∈ AK
π [G],

la demostración sigue directamente de estos hechos.

Proposición 3.44. Sea G un grupo finito, K un subgrupo arbitrario y π ∈ K̂. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

(i) AK
π [G] es conmutativa.

(ii) Toda función esférica irreducible de tipo π es de altura uno.

(iii) AK
π [G] es el centro de Aπ [G].

Demostración. Si (ii) vale, entonces AK
π [G] admite las suficientes representaciones unidimensiona-

les, de ahı́ que (i) vale. Recı́procamente, si AK
π [G] es conmutativa, entonces toda representación irre-

ducible de dimensión finita de AK
π [G] es de dimensión uno, ası́ que toda función esférica irreducible

de tipo π es de altura uno.

Es claro que (iii) implica (i). Para completar la demostración es suficiente probar que (ii) implica
(iii). Sea f ∈ AK

π [G], entonces para cualquier h ∈ Aπ [G] y cualquier función esférica irreducible Φ

de tipo π tenemos
Φ̂( f ∗h) = Φ̂( f )Φ̂(h) = Φ̂(h)Φ̂( f ) = Φ̂(h∗ f ),

debido a que Φ̂( f ) es un escalar para todo f ∈ AK
π [G]. Por tanto AK

π [G] está contenido en el centro
de Aπ [G].

Si f ∈ A[G] sea

f ◦(g) =
1
|K| ∑

k∈K
f (kgk−1).

Entonces f 7→ f ◦ es una proyección de A[G] sobre A[G]K .

Además, si f pertenece al centro de Aπ [G], entonces Φ̂( f ) es un escalar para toda función
esférica irreducible Φ de tipo π . De ahı́

Φ̂( f ◦) =
1
|K| ∑

g∈G
∑
k∈K

Φ(g) f (kgk−1) =
1
|K| ∑

k∈K
Φ(k−1)Φ̂( f )Φ(k) = Φ( f ),

lo cual prueba que f ◦ = f , por tanto f ∈ AK
π [G].

Proposición 3.45. Si AK
π [G] es conmutativa. Entonces las funciones esféricas irreducibles sobre G

de tipo π están en correspondencia uno a uno con las representaciones de dimensión uno β de
A[G]K tal que β (χ̄π) = |K| y β (χ̄σ ) = 0 para todo σ ∈ K̂ tal que σ ̸= π .

Demostración. Vamos a asumir que AK
π [G] es conmutativa. Hemos observado que existe una corres-

pondencia uno a uno entre funciones esféricas irreducibles sobre G de tipo π y las representaciones
irreducibles L del álgebra AK

π [G], pero estas son de dimensión uno. De ahı́ β = L◦Qπ : A[G]K → C
es una representación de dimensión uno de A[G]K .

Ahora, estas representaciones β ’s son las representaciones de dimensión uno de A[G]K tales que
β (|K| f − f ∗ χ̄π) = 0 para todo f ∈ A[G]K . Esto es equivalente a |K|β ( f ) = β ( f )β (χ̄π) para todo
f ∈ A[G]K . El álgebra A[G]K tiene una identidad, denotada por δe. De ahı́ estas β ’s son aquellas que
satisfacen β (χ̄π) = |K|. La última afirmación se sigue de |K|β (χ̄σ ) = β (χ̄σ )β (χ̄π) = β (χ̄σ ∗ χ̄π) = 0
para todo σ ̸= π ∈ K̂.
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3.8. Pares de Gelfand

Recordemos que dados G un grupo finito y K un subgrupo de G, el álgebra de funciones K-
biinvariantes en G es

A[G]K×K = { f ∈ A[G] : f (k1gk2) = f (g), para todo k1,k2 ∈ K,g ∈ G}.

Definición 3.46. Decimos que (G,K) es un par de Gelfand si A[G]K×K es conmutativa, mientras
que es un par de Gelfand fuerte si A[G]K es conmutativa.

Recordemos que una representación (ρ,Vρ) de un grupo G es representación libre de multipli-
cidad si todas las subrepresentaciones irreducibles son no equivalentes. Un subgrupo K de G es
un subgrupo libre de multiplicidad de G si para toda representación irreducible (ρ,Vρ) de G, la
representación (ResG

K(ρ),Vρ) de K es libre de multiplicidad.

Sea (ρ,V ) una representación irreducible de G, la representación trivial de K está contenida en
ρ tantas veces como la dimensión de los vectores K- invariantes en V .

V K = {v ∈V : ρ(k)v = v, para todo k ∈ K}.

Teorema 3.47. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) El álgebra A[G]K×K es conmutativa.

(ii) Para cualquier ρ ∈ Ĝ, ResG
K(ρ) contiene la representación identidad de K a lo más una vez.

(iii) El G-módulo A[G/K] es libre de multiplicidad.

Demostración. La equivalencia entre i) y ii) está contenida en [4] Teorema 4.4.2. En el Teorema
4.6.2 de [4] esta probado que (G,K) es un par de Gelfand si y solo si la dimensión de V K es menor
o igual a 1 para toda ρ ∈ Ĝ.

Teorema 3.48. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) El álgebra A[G]K es conmutativa.

(ii) (G×K, K̃) es un par de Gelfand, donde K̃ = {(σ ,σ) : σ ∈ K}.

(iii) K es un subgrupo libre de multiplicidad de G.

Demostración. Comenzamos demostrando que (ii) y (iii) son equivalentes. Vamos a considerar A[G]
como un G×K-módulo con la acción(

(g,k) f
)
(x) = f (g−1xk), para todo g,x ∈ G, k ∈ K, f ∈ A[G].

La descomposición de A[G] en G×K-módulos irreducibles sigue del teorema de Peter-Weyl 2.27

A[G] =
⊕
ρ∈Ĝ

Vρ ⊗V ′
ρ =

⊕
ρ∈Ĝ

⊕
σ∈K̂

mσ (ρ)Vρ ⊗V ′
σ =

⊕
ρ∈Ĝ

⊕
σ∈K̂

End(Vσ ,Vρ).

Por tanto
A[G]K =

⊕
ρ∈Ĝ

⊕
σ∈K̂

EndK(Vσ ,Vρ).

Mas aún, esta igualdad es en realidad un isomorfismo de álgebras. Ahora es obvio que A[G]K es
conmutativa si y solo si mσ (ρ)≤ 1 para todo ρ ∈ Ĝ y todo σ ∈ K̂.
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Para demostrar que (i) es equivalente a (ii) demostraremos que las álgebras A[G]K y A[G×
K]K̃×K̃ son isomorfas; recordemos que por definición (G×K, K̃) es un par de Gelfand si A[G×
K]K̃×K̃ es conmutativo.

Comenzamos observando que la K̃× K̃-órbita de (g,k) ∈ G×K es el conjunto {(k1gk2,k1kk2) :
k1,k2 ∈ K}. De ahı́, cualquier K̃ × K̃-órbita en G×K es la K̃ × K̃-órbita de un elemento de la forma
(g,e) con g ∈ G. Ahora podemos definir una aplicación del conjunto K̃\(G×K)/K̃ de K̃× K̃-órbitas
en G×K en el conjunto C(K,G) de clases de conjugación de K en G poniendo γ : (K̃× K̃) · (g,e) 7→
K ·g. No es difı́cil ver que γ es una biyección. Esta biyección se levanta a la siguiente aplicación

Γ : A[G×K]K̃×K̃ → A[G]K , (Γ f )(g) = |K| f (g,e).

Es inmediato ver que Γ es una aplicación lineal en A[G]K . Mas aún, es fácil ver que la función carac-
terı́stica de la K̃× K̃-órbita de (g,e) se aplica a la función caracterı́stica de la K-clase de conjugación
de g. Por tanto, Γ es un isomorfismo de A[G×K]K̃×K̃ sobre A[G]K . Nos queda solo probar que Γ es
multiplicativa. Sean f1, f2 ∈ A[G×K]K̃×K̃ . Entonces

(Γ( f1 ∗ f2))(g) = |K|( f1 ∗ f2)(g,e) = |K| ∑
(x,k)∈G×K

f1((g,e)(x,k)) f2(x−1,k−1)

= |K| ∑
x∈G

∑
k∈K

f1(gxk−1,e) f2(kx−1,e)

= |K|2 ∑
y∈G

f1(gy,e) f2(y−1,e) = ((Γ f1)∗ (Γ f1))(g).

Proposición 3.49. Lema de Gelfand: Sea G un grupo finito y sea K un subgrupo. Asumiendo que
existe un automorfismo τ de G tal que g−1 ∈ Kτ(g)K para todo g ∈ G. Entonces (G,K) es un par
de Gelfand.

Demostración. Por definición debemos probar que A[G]K×K es conmutativo. Si f ∈ A[G]K×K tene-
mos f (τ(g)) = f (g−1) para todo g ∈ G. Entonces, para f1, f2 ∈ A[G]K×K y g ∈ G tenemos:

( f1 ∗ f2)(τ(g)) = ∑
h∈G

f1(τ(gh) f2(τ(h−1)) = ∑
h∈G

f1((gh)−1) f2(h)

= ∑
h∈G

f2(h) f1(h−1g−1) = ( f2 ∗ f1)(g−1) = ( f2 ∗ f1)(τ(g)).

La primera igualdad se sigue de la invarianza de la medida de Haar bajo una biyección del grupo.
Por tanto A[G]K×K es conmutativo.

Ejemplo 3.50. Sea G = Sn y sea K = Sn−m ×Sm, donde Sn−m y Sm son, respectivamente, los
subgrupos de G de todas las permutaciones de {1, . . . ,n−m} y de {n−m+1, . . . ,n}, para 1 ≤ m ≤
n−m. Consideramos también el subconjunto A = {x0, . . . ,xm} de G, donde la sucesión finita {xi}
esta definida inductivamente por: x0 = (1) y xi = (n−m− i+ 1,n−m+ i)xi−1 para i = 1, . . . ,m.
Observamos que A es un conjunto de permutaciones que conmutan. En 5.1 demostramos que G =
K AK.

Sea τ el automorfismo identidad de G. Entonces, si g = k1sk2 ∈ G con k1,k2 ∈ K, s ∈ A (notar
que si s ∈ A, entonces s = s−1), entonces

g−1 = k−1
2 s−1k−1

1 = (k1k2)
−1k1sk2(k1k2)

−1 ∈ Kτ(g)K.

Por el Lema de Gelfand 3.49 tendremos que (G,K) es un par de Gelfand.
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Para pares de Gelfand Fuertes tenemos

Proposición 3.51. Consideremos el grupo G = Sn, para todo n ≥ 7 los únicos pares de Gelfand
Fuertes (Sn,K) (salvo conjugación) son

i) (Sn,Sn);

ii) (Sn,An);

iii) (Sn,Sn−1);

iv) (Sn,Sn−2 ×S2).

Demostración. Ver Teorema 1.2 en [1].

Por medio de Magma (o GAP) en el Teorema 4.13 de [1] obtuvieron el siguiente resultado para
los casos n = 3, . . . ,6.

Proposición 3.52. Además del caso (G,G) (y salvo conjugación) tenemos:

i) Para G=S3 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ⟨(1,2)⟩, K =A3.

ii) Para G = S4 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ⟨(1,2,3)⟩,
K = ⟨(1,2,3,4)⟩, K = ⟨(1,2)(3,4)⟩, K =S3, K = D8, K = A4.

iii) Para G =S5 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando K = ⟨(1,2,3)(4,5)⟩,
K =S3 ×S2, K = F20, K =S4, K = A5.

iv) Para G = S6 el par (G,K) es par de Gelfand fuerte exactamente cuando , K = S4 ×S2,
K =S5, K = ⟨(1,5)(2,3)(4,6)(1,3,6,4,5,2)≃S5, K = A6.

Definición 3.53. Se dice que (G,K) es un par de Gelfand simétrico si g−1 ∈ KgK para todo g ∈ G.

Nota 3.54. Por el Lema de Gelfand 3.49 se sigue que un par de Gelfand simétrico es un par de
Gelfand, tomando τ igual al automorfismo identidad de G.

Proposición 3.55. (G×K, K̃) es un par de Gelfand simétrico si y solo si para todo g ∈ G existe
k ∈ K tal que g−1 = kgk−1.

Demostración. El par (G×K, K̃) es simétrico si y solo si para todo (g,k)∈ G×K existen k1,k2 ∈ K
tales que

g−1 = k1gk2 y k−1 = k1kk2. (3.19)

Si (G×K, K̃) es simétrico, tomando k = e obtenemos k2 = k−1
1 y por tanto g−1 = k1gk−1

1 .

Recı́procamente, supongamos que todo g ∈ G es K-conjugado para g−1. Entonces, para (g,k) ∈
G×K, sea h ∈ K tal que (gk−1)−1 = h(gk−1)h−1. Entonces podemos resolver el sistema (3.19)
poniendo k1 = k−1h y k2 = k−1h−1.

Denotamos por F al conjunto de todas las funciones esféricas irreducibles de G de cualquier
tipo π ∈ K̂.

Teorema 3.56. Sean (G,K) un par de Gelfand fuerte y C (K,G) el conjunto de todas las K-clases
de conjugación en G. Entonces

|F |= |C (K,G)|.
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Demostración. Las funciones caracterı́sticas de cada K - clase de conjugación en G forma una base
de A[G]K . Por tanto dimA[G]K = |C (K,G)|. Del Corolario 3.34 sabemos que

AK
π [G] =

⊕
ρ∈Ĝ

EndK((Vρ)(π))).

Las funciones esféricas irreducibles de (G,K) de tipo π están en correspondencia uno a uno con
el número de clases de equivalencia de representaciones irreducibles de AK

π [G], ver la Proposición
3.39. De ahı́ este número es |{ρ ∈ Ĝ : mπ(ρ) ≥ 1}|, porque un álgebra simple tiene solo una clase
de equivalencia de representaciones irreducibles.

También tenemos dimAK
π [G] = |{ρ ∈ Ĝ : mπ(ρ)≤ 1}| por el Lema de Schur 2.10, porque hemos

asumido que K es un subgrupo libre de multiplicidad de G. Sea F (π) el conjunto de todas las clases
de equivalencia de todas las funciones esféricas irreducibles de tipo π . Entonces,

|C (K,G)|= dimA[G]K = ∑
π∈K̂

dimAK
π [G] = ∑

π∈K̂

|F (π)|= |F |. (3.20)

Proposición 3.57. Si (G,K) es un par de Gelfand fuerte, el conjunto de representaciones del álgebra
A[G]K , dado por las extensiones de todas las funciones esféricas irreducibles del par (G,K), a saber
{Φ : Φ ∈ F}, es una base del dual del espacio vectorial complejo A[G]K .

Demostración. El conjunto {Φ : Φ ∈ F} está en correspondencia uno a uno con el conjunto F de
todas las funciones esféricas irreducibles de (G,K), por la Proposición 3.26 y 3.43. Tomando en
cuenta el Teorema 3.56 tenemos

|{Φ : Φ ∈ F}|= |F |= dimA[G]K .

Por otro lado, el conjunto {Φ : Φ ∈ F} es linealmente independiente, porque es un conjunto finito
de representaciones diferentes de un álgebra. Para ver esto, sea {Φ̂ : Φ ∈ F}= {Φ̂1,Φ̂2, . . . ,Φ̂m} y
tomo h ∈ A[G]K tal que Φ̂i(h) ̸= Φ̂ j(h) para todo i ̸= j, (consideramos la unión de los hiperplanos
ker(Φ̂i− Φ̂ j), con i ̸= j claramente esta unión es subconjunto propio de A[G]K , todo h en el comple-
mento de esa unión satisface lo indicado). Si ∑1≤ j≤m a jΦ̂ j = 0, entonces para i = 0, . . . ,m−1

∑
1≤ j≤m

a jΦ̂ j(hi) = ∑
1≤ j≤m

a jΦ̂ j(h)i = 0

es un sistema de m ecuaciones lineales en m incógnitas a j’s. El coeficiente matricial es

1 1 · · · 1
Φ̂1(h) Φ̂2(h) · · · Φ̂m(h)
Φ̂1(h)2 Φ̂2(h)2 · · · Φ̂m(h)2

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

Φ̂1(h)m−1 Φ̂2(h)m−1 · · · Φ̂m(h)m−1


,

el cual es una matriz no singular de Vandermonde. Por tanto a j = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m. Esto
completa la demostración de la Proposición.
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4
Bases de Gelfand-Tsetlin: Enfoque de
Okounkov-Vershik

En este capı́tulo comenzamos considerando un grupo finito arbitrario G. Definimos los concep-
tos y propiedades de bases y álgebras de Gelfand Tsetlin.

Posteriormente hacemos una revisión de un grupo finito particular, el grupo simétrico Sn, men-
cionamos las propiedades que necesitaremos de este grupo y determinamos las bases y álgebras de
Gelfand Tsetlin en Sn.

4.1. Grafo de Ramificación y Álgebras de Gelfand-Tsetlin.

Consideraremos un grupo G. Decimos que una torre

G1 = {e} ≤ G2 ≤ ·· · ,≤ Gn−1 ≤ Gn ≤ . . . . (4.1)

de subgrupos de G es libre de multiplicidad si G j−1 es un subgrupo libre de multiplicidad de G j para
todo j ≥ 2.

El grafo de ramificación de la torre libre de multiplicidad (4.1) es el grafo orientado cuyo
conjunto de vértices es

Ĝ1 ∪ Ĝ2 ∪·· ·∪ Ĝn−1 ∪ Ĝn−1 ∪ Ĝn ∪ . . .

y conjunto de aristas

{(ρ,σ) : σ ∈ ResG j
G j−1

(ρ), con ρ ∈ Ĝ j,σ ∈ Ĝ j−1, j = 2,3, . . . .}.

Escribiremos ρ → σ si (ρ,σ) es una arista del grafo de ramificación.

Sea (ρ,Vρ) una representación unitaria e irreducible de Gn. Si (4.1) es libre de multiplicidad
entonces la descomposición de Vρ en Gn−1-módulos es

Vρ =
⊕

π∈Ĝn−1
ρ→π

Vπ ,

es una descomposición ortogonal. Iterando esta descomposición obtenemos que si π ∈ Ĝn−1 enton-
ces la descomposición de Vπ en Gn−2-módulos es

Vπ =
⊕

ν∈Ĝn−2
π→ν

Vν ,

55
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es de nuevo ortogonal.

Continuando de esta manera, después de n−1 pasos (la última correspondiente a la restricción
de G2 a G1), obtenemos sumas de representaciones triviales de dimensión uno. Para formalizar esto,
denotamos por T (ρ) el conjunto de todos los caminos T en el grafo de ramificación de G de la
forma:

T = (ρ = ρn → ρn−1 → ρn−2 → ··· → ρ2 → ρ1 = 1)

donde ρ j ∈ Ĝ j para j = 1,2, . . . ,n. Entonces podemos escribir

Vρ =
⊕

ρn−1∈Ĝn−1
ρ→ρn−1

Vρn−1 =
⊕

ρn−1∈Ĝn−1
ρ→ρn−1

⊕
ρn−2∈Ĝn−2
ρn−1→ρn−2

Vρn−2 = · · ·=
⊕

T∈T (ρ)

Vρ1 . (4.2)

En el último término de (4.2) cada espacio Vρ1 tiene dimensión uno. Ası́ escogemos, para cada
T ∈ T (ρ), un vector vT en el correspondiente espacio Vρ1 con ∥vT∥ = 1. Notamos que vT está
definido salvo un factor escalar de norma uno. Por lo tanto podemos reescribir (4.2) en la forma

Vρ =
⊕

T∈T (ρ)

⟨vT ⟩.

Definición 4.1. El conjunto {vT : T ∈ T (ρ)} es una base ortonormal de Vρ . Se denomina base de
Gelfand-Tsetlin de Vρ , o por brevedad decimos que es una GZ-base, con respecto a la torre libre de
multiplicidad (4.1).

Un camino de la forma (ρ j → ρ j−1 → ρ j−2 → ··· → ρi) para i, j tales que 1 ≤ i < j ≤ n
nos indica que la representación ρi ∈ Ĝi aparece en ResG j

Gi
ρ j, cuando este es el caso también lo

denotaremos por ρi ∈ ResG j
Gi

ρ j.

Por ejemplo, sea G1 = {e} ≤ G2 ≤ G3 ≤ G4 ≤ G5 = G una torre libre de multiplicidad de
subgrupos de G y ρ ∈ Ĝ. Suponiendo que: Vρ = Vµ1 ⊕Vµ2 con µ1,µ2 ∈ Ĝ4, Vµ1 = Vν1 ⊕Vν2 con
ν1,ν2 ∈ Ĝ3, Vµ2 =Vν2 con ν2 ∈ Ĝ3, Vν1 =Vσ1 con σ1 ∈ Ĝ2, Vν2 =Vσ1 ⊕Vσ2 con σ1,σ2 ∈ Ĝ2, Vσ1 =V1
y Vσ2 =V1 con 1 ∈ Ĝ1. Entonces

Vρ =Vµ1 ⊕Vµ2 = (Vν1 ⊕Vν2)⊕Vν2 = (Vσ1 ⊕ (Vσ1 ⊕Vσ2))⊕ (Vσ1 ⊕Vσ2)

= (V1 ⊕ (V1 ⊕V1))⊕ (V1 ⊕V1).

Los distintos sumandos V1 corresponden, respectivamente, a los caminos

T1 = (ρ → µ1 → ν1 → σ1 → 1), T2 = (ρ → µ1 → ν2 → σ1 → 1),

T3 = (ρ → µ1 → ν2 → σ2 → 1), T4 = (ρ → µ2 → ν2 → σ1 → 1) y T5 = (ρ → µ2 → ν2 → σ2 → 1).

En particular vemos que dim(Vρ) = 5. Los cinco caminos en T (ρ) pueden ser vistos en la
siguiente figura.

ρ

µ1 µ2

ν1 ν2

σ1 σ2

1
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También asociada a la torre libre de multiplicidad (4.1) introducimos una subálgebra destacada
de A[G].

Dada f ∈ A[K], se denota por f̃ a la función en A[G] dada por

f̃ (x) =

{
f (x) si x ∈ K
0 si x /∈ K.

Podemos considerar A[K] una subálgebra de A[G]. Para facilitar la notación, también denotaremos
por f a f̃ .

Definición 4.2. Denotamos por Z(k) el centro del álgebra de grupo A[Gk], que es, la subálgebra de
funciones centrales definidas en Gk. El álgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) asociada con la torre libre
de multiplicidad (4.1) es el álgebra generada por las subálgebras

Z(n),Z(n−1), . . . ,Z(1).

Teorema 4.3. El álgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) es una subálgebra abeliana maximal de A[Gn].
Más aún, coincide con la subálgebra de funciones f ∈ A[Gn] cuyas transformadas de Fourier f̂ (ρ),
para ρ ∈ Ĝn, son diagonalizables por una base de Gelfand-Tsetlin de Vρ . En fórmulas

GZ(n) = { f ∈ A[Gn] : f̂ (ρ)vT ∈ CvT , para todo ρ ∈ Ĝn y T ∈ T (ρ)}. (4.3)

Demostración. Ver el Teorema 2,2,2 del libro [3].

Corolario 4.4. Todo elemento vT , T ∈T (ρ), en una base de Gelfand-Tsetlin de Vρ es un autovector
común para todos los operadores f̂ (ρ) con f ∈ GZ(n). En particular, si αT ( f ) es el autovalor de
f̂ (ρ) correspondiente a vT , que es f̂ (ρ)vT = αT ( f )vT , vT está determinado de forma única, salvo
factor escalar, por la función αT : f 7→ αT ( f ), f ∈ GZ(n).

Demostración. La última relación se sigue de la existencia de las funciones fT ∈ GZ(n). De hecho,
si S,T ∈ T (ρ) y αT = αS, entonces 1 = αT ( fT ) = αS( fT ) = πS,T , de ahı́ S = T .

4.2. El grupo simétrico Sn.

Sea Sn el grupo simétrico de grado n, que es, el grupo de todas las transformaciones biyectivas
( permutaciones) del conjunto In = {1,2, . . . ,n}, con la operación de composición de aplicaciones.
Denotaremos con letras griegas, no solo los elementos y las representaciones de Sn, sino también
las particiones de n, sin temor a confusión pues estará claro de qué se trata por el contexto.

4.2.1. Particiones y clases de conjugación en Sn.

A continuación presentamos un listado de definiciones y propiedades conocidas de Sn, de sus
clases de conjugación y de las particiones de n, queremos recordar la relación que existe entre estos
conceptos.

Definición 4.5. Dado n ∈ N

Sean a1,a2, . . . ,ar (r ≤ n) números distintos de In = {1,2, . . . ,n}. Entonces (a1,a2, . . . ,ar)
denota la aplicación que transforma a1 → a2, a2 → a3,. . . , ar−1 → ar, además ar → a1 y
aplica todos los otros elementos de In en si mismos, se denomina ciclo de longitud r o r-ciclo.
Un 2-ciclo, es llamado transposición.
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Dos ciclos θ = (a1,a2, . . . ,ar) y γ = (b1,b2, . . . ,bs) con {a1,a2, . . . ,ar}∩{b1,b2, . . . ,bs}= /0
se dice que son disjuntos. Es claro que dos ciclos disjuntos γ y θ conmutan: γθ = θγ .

Proposición 4.6. Toda permutación diferente de la identidad de Sn se expresa de manera única
(salvo el orden de los factores) como un producto de ciclos disjuntos, cada uno de los cuales tiene
al menos longitud 2.

Demostración. Ver Teorema 6.3 en [13].

Definición 4.7. Sea n un natural. Una partición de n es una sucesión ρ = (ρ1,ρ2, . . . ,ρk) de enteros
positivos tal que

ρ1 ≥ ρ2 ≥ ·· · ≥ ρk y n = ρ1 +ρ2 + · · ·+ρk;

se escribirá ρ ⊢ n.

Las particiones pueden ser descriptas a través de notación exponencial: si ρ = (ρ1,ρ2, . . . ,ρk)
es una partición de n y rα la cantidad de veces que aparece α en (ρ1,ρ2, . . . ,ρk) escribimos ρ =
[nrn , . . . ,1r1 ] omitiendo los números cuyos exponentes son cero. Por ejemplo, ρ = (4,2,2,1) =
[412211] es una partición de n = 9.

La Proposición 4.6 permite definir el tipo de una permutación de Sn como la partición de n que
resulta de considerar las longitudes de los ciclos que aparecen en su descomposición, incluyendo a
los ciclos de longitud 1. Por ejemplo σ = (2518)(37) = (2518)(37)(4)(6) es de tipo (4,2,1,1) =
[412112].

Definición 4.8. Sea G es un grupo, dos elementos x,y ∈ G se denominan conjugados si existe un
elemento g ∈ G tal que x = gyg−1.

Es claro que la conjugación es una relación de equivalencia en G , por lo tanto queda descom-
puesto como unión disjunta de clases de conjugación.

En el grupo simétrico Sn las clases de conjugación quedan descriptas por las particiones de n.
Sea σ ∈Sn con

σ = (a1,1a1,2 , . . .a1,k1
) . . .(ar,1ar,2 , . . .ar,kr

),

su descomposición en ciclos disjuntos, entonces, para todo π ∈Sn tenemos

πσπ
−1 = (π(a1,1)π(a1,2), . . .π(a1,k1

)) . . .(π(ar,1)π(ar,2), . . .π(ar,kr
)),

es la descomposición de πσπ−1 en producto de ciclos disjuntos. A partir de esta observación tene-
mos que dos permutaciones en Sn son conjugadas si y solo si son del mismo tipo. Resumimos la
información en el siguiente resultado.

Proposición 4.9. El conjunto de clases de conjugación de Sn está en correspondencia biyectiva
con el conjunto de particiones de n.

Definición 4.10. Con C(1r1 ,2r2 , . . . ,krk ,Sn) denotamos la clase de conjugación del producto de rk
k-ciclos disjuntos en Sn, para 1 ≤ k ≤ n.

Para simplificar la notación omitimos el número krk cuando rk = 0, siempre y cuando no haya
confusión.

Por ejemplo: C(2,32;S10) denota la clase de conjugación de (1,2)(3,4,5)(6,7,8) en S10 y
para todo n ∈ N tenemos C(1,Sn) = {(1)}.
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4.2.2. Diagramas y tableaux de Young.

Introducimos algunas herramientas algebraicas y combinatorias necesarias de la teorı́a de re-
presentaciones del grupo simétrico.

Definición 4.11. Una partición ρ = (ρ1,ρ2, . . . ,ρk) de n es retratada por el diagrama de Young
asociado [ρ], también llamado diagrama de Young de forma ρ , el cual consiste de n cuadrados o
cajas puestos en k filas alineadas a la izquierda. La i-ésima fila de [ρ] consiste de ρi cuadrados.

Ejemplo 4.12.

Consideramos las particiones ρ1 = (7), ρ2 = (1,1,1,1,1,1,1) y ρ3 = (4,2,1) de n = 7. Los
respectivos diagramas de Young asociados a estas particiones son

[ρ1] = , [ρ2] = y [ρ3] = .

Definición 4.13. Dados m,n ∈ N, con n ≥ m. Sean ρ = (ρ1, . . . ,ρk) ⊢ n y µ = (µ1, . . . ,µs) ⊢ m.

Decimos que µ está contenido en ρ , µ ≤ ρ si µi ≤ ρi para cualquier i = 1, . . . ,s. Pensamos
a µ dentro de ρ de tal manera que las cajas en la posición (1,1) de µ y de ρ coincidan.

El diagrama complementario ρ ∖ µ: es el diagrama obtenido removiendo los cuadrados de
µ colocados en ρ .

Por ejemplo si ρ = (4,3,1) y µ = (2,1) entonces el diagrama complementario ρ ∖ µ es la
región con ∗ en la figura siguiente:

* *
* *

*

Definición 4.14. Dado n ∈ N.

Sea ρ ⊢ n. En el diagrama de Young [ρ] , la caja de coordenadas (i, j) se dice que es removible
si en las posiciones (i+ 1, j) y (i, j + 1) no existe caja. Esto significa que removiendo una
tal caja, el correspondiente diagrama es todavı́a un diagrama de Young, asociado con una
partición π ⊢ (n−1). Similarmente, decimos que la posición (i, j) es sumable si ρi < ρi−1 o
i = k+ 1 y j = 1. Esto significa que agregando una caja en la posición (i, j), obtenemos un
diagrama de Young, asociado con una partición ρ ⊢ (n+1).

Sea ρ ⊢ n. Un tableau de Young de forma ρ o ρ-tableau es una biyección entre las cajas
de [ρ] y el conjunto {1, . . . ,n}. Es representado llenando las cajas de [ρ] con los números
1,2, . . . ,n, cada número en exactamente una caja, lo denotamos por tρ o simplemente por T
cuando queda claro cuál es la partición ρ de n.

Por ejemplo, sea ρ = (4,2,1) ⊢ 7, hay 7! tableaux de Young diferentes, exhibimos uno de ellos

T =

1 4 2 6
7 3
5
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Definimos i : {1,2, . . . ,n} → {1,2, . . . ,k} y j : {1,2, . . . ,n} → {1,2, . . . , ℓ} las funciones que
asignan a cada t ∈ {1,2, . . . ,n} la fila y la columna en la que sea encuentra t en el tableau T , respec-
tivamente. Por ejemplo, en el tableau T dado mas arriba, i(7) = 2, j(7) = 1.

Definición 4.15. Con la notación previa, sea cl(T ) = j(l)− i(l) para l = 1, . . . ,n

Se define el contenido de T como el vector en Zn dado por

C(T ) = ( j(1)− i(1), j(2)− i(2), . . . , j(n)− i(n)) = (c1(T ),c2(T ) . . . ,cn(T )).

Un tableau estándar de Young es un tableau tal que los números en cada fila y en cada columna
ocurren en orden creciente, leyendo las filas de izquierda a derecha y las columnas de arriba
hacia abajo.

Por ejemplo, los tableaux estándar de forma [(3,2)] son:

T1 =
1 3 5
2 4

T2 =
1 2 5
3 4

T3 =
1 3 4
2 5

T4 =
1 2 4
3 5

T5 =
1 2 3
4 5

y el contenido del último es C(T5) = (0,1,2,−1,0).

Para cualquier partición ρ ⊢ n denotamos por Tab(ρ) el conjunto de todos los tableaux estándar
de forma ρ . Finalmente ponemos

Tab(n) =
⋃
ρ⊢n

Tab(ρ).

Sea
Cont(n) = {α = (c1,c2, . . . ,cn) ∈ Zn : α =C(T ), T ∈ Tab(n)}.

Dados α = (c1,c2, . . . ,cn) ∈ Cont(n) y π ∈ Sn, denotamos por πα = (cπ(1),cπ(2), . . . ,cπ(n)).
Sean α,β ∈ Cont(n), escribimos α ≈ β , si β puede ser obtenido de α permutando sus entradas, es
decir, hay una π ∈Sn tal que πα = β . Claramente, ≈ es una relación de equivalencia en Cont(n).
Notemos sin embargo que dando α ∈ Cont(n) hay permutaciones π ∈Sn tal que πα /∈ Cont(n).

Teorema 4.16. La aplicación Tab(n)→ Cont(n) dada por T 7→ C(T ) es una biyección. Mas aún,
si α,β ∈ Cont(n), y α =C(T ), β =C(S), con T,S ∈ Tab(n), entonces α ≈ β si y solo si T y S son
tableaux de la misma forma.

Demostración. Ver el Teorema 3.1.10 en [3].

Un conjunto distinguido de generadores de Sn, consiste de las transposiciones adyacentes

si = (i, i+1) i = 1,2, . . . ,n−1.

También los denominamos generadores de Coxeter de Sn y satisfacen las siguientes relaciones
(relaciones de Coxeter):

(i) sis j = s jsi si |i− j| ̸= 1,

(ii) sisi+1si = si+1sisi+1 para i = 1,2, . . . ,n−1.

Sea T un tableau de Young de forma ρ y tomamos π ∈ Sn. Entonces, denotamos por πT el
tableau obtenido reemplazando i por π(i) para todo i = 1,2, . . . ,n.

Definición 4.17. Si T es un tableau de Young estándar, decimos que una transposición adyacente s j

es admisible para T cuando s jT es también tableau estándar.
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Es fácil ver que s j es admisible para T si y solo si j y j+1 no pertenecen ni a la misma fila ni a
la misma columna de T . Equivalentemente, en términos del contenido, dado α ∈Cont(n), decimos
que una transposición adyacente s j es admisible para α , si es admisible para (el único) T ∈ Tab(n)
tal que α =C(T ).

Dando π ∈ Sn, una inversión para π es un par (i, j) con i, j ∈ {1,2, , . . . ,n} tal que i < j y
π(i)> π( j). Denotamos I (π) el conjunto de todas las inversiones para π . Entonces ℓ(π) = |I (π)|
coincide con el menor entero k tal que π puede ser escrito como un producto de k generadores de
Coxeter, esto es, π = si1si2 · · ·sik . El número ℓ(π) es llamado la longitud de Coxeter de π , ver la
Proposición 3.1.4 en [3].

Más adelante necesitaremos determinar el carácter de representaciones irreducibles ρ de Sn en
clases de conjugación, a continuación enunciamos una forma de determinar este carácter cuando
consideramos clases de 2-ciclos en Sn.

Una forma de describir particiones debida a Frobenius, es la siguiente. Sea ρ una partición de
n, supongamos que la diagonal principal del diagrama de Young de ρ tiene s cajas.

Sean ai el número de cajas debajo de la i-ésima caja de la diagonal principal, y bi el número
de cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal principal. Tenemos que a1 > a2 > · · · > as y
b1 > b2 > · · ·> bs, denotamos a ρ por

ρ = (b1,b2, . . . ,bs|a1,a2, . . . ,as).

Por ejemplo, en el siguiente diagrama de Young

*
*

tenemos que la cantidad de elementos en la diagonal principal (los lugares que tienen *) es s = 2,
hay dos cuadrados vacı́os en la primera columna del diagrama, es decir, a1 = 2, de la misma forma
sabemos que a2 = 0, observando los cuadrados vacı́os de las filas del diagrama tenemos que b1 = 3
y b2 = 1. Por tanto podemos escribir la partición ρ que determina el diagrama dado de la siguiente
manera

ρ = (3,1|2,0).

Si C(2,Sn) denota la clase de conjugación de los dos ciclos en Sn, entonces tenemos la siguiente
expresión general del carácter χρ en esta clase de conjugación. (Ver por ejemplo [8], página 52):

χρ(C(2,Sn)) =
d(ρ)

n(n−1)

s

∑
i=1

(bi(bi +1)−ai(ai +1)). (4.4)

4.2.3. El conjunto ordenado de Young

Denotamos por Y = {ρ : ρ ⊢ n,n ∈ N} el conjunto de todas las particiones. Alternativamen-
te, podemos considerar Y como el conjunto de todos los diagramas de Young. Dotamos a Y con
una estructura de conjunto parcialmente ordenado poniendo, para µ = (µ1,µ2, . . . ,µk) ⊢ m y ρ =
(ρ1,ρ2, . . . ,ρh) ⊢ n,

µ ⪯ ρ

si m ≤ n, k ≤ h y µ j ≤ ρ j para todo j = 1,2, . . . ,k. Equivalentemente, µ ⪯ ρ si el diagrama de Young
de µ está contenido en el diagrama de Young de ρ , que es, si el diagrama de Young de µ contiene
una caja en la posición (i, j), ası́ lo hace el diagrama de Young de ρ .
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Por ejemplo, si ρ = (4,3,1) y µ = (3,2,1), entonces µ ⪯ ρ .

Para µ,ρ ∈ Y, decimos que ρ cubre µ , o que µ está cubierto por ρ si µ ⪯ ρ y

Si µ ⪯ ν ⪯ ρ y ν ∈ Y, entonces µ = ν o ν = ρ,

claramente ρ cubre µ si y solo si µ ⪯ ρ y el diagrama complementario ρ ∖ µ tiene una sola caja.
Escribiremos ρ → µ para indicar que ρ cubre a µ .

El diagrama de Hasse de Y, también conocido como grafo de Young, es el grafo orientado con
conjunto de vértices Y y una flecha de ρ a µ si y solo si ρ cubre a µ .

Figura 4.1: La parte inferior del diagrama de Hasse de Y

Un camino en el grafo de Young es una sucesión p = (ρ(n) → ρ(n−1) → ··· → ρ(1)) de par-
ticiones ρ(k) ⊢ k para k = 1,2, . . . ,n, ası́ que un camino siempre finaliza en la partición trivial
ρ(1) = (1) ⊢ 1. El número entero ℓ(p) = n es llamado la longitud del camino p. Denotamos por
∏n(Y) el conjunto de todos los caminos de longitud n.

Con una partición ρ ⊢ n y un camino ρ = (ρ(n) → ρ(n−1) → ·· · → ρ(1)) asociamos el tableau
estándar T de forma ρ obtenido reemplazando el entero k ∈ {1,2, . . . ,n} en la caja ρ(k)∖ρ(k−1), la
caja en ρ(k) la cual es removida para obtener el diagrama ρ(k−1).

Por ejemplo, consideremos el camino

(4,2,1)→ (4,2)→ (3,2)→ (2,2)→ (2,1)→ (1,1)→ (1),

según la descripción anterior tiene asociado el siguiente tableau estándar

T =

1 3 5 6
2 4
7

De esta forma, estamos estableciendo una biyección natural

Πn(Y)↔ Tab(n). (4.5)

Combinando con la del Teorema 4.16 obtenemos la biyección

Πn(Y)↔ Cont(n). (4.6)
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entre el conjunto de todos los caminos de longitud n en Y y el conjunto de todos los contenidos de
n. Finalmente, del Teorema 4.16 obtenemos

Proposición 4.18. Sea α,β ∈ Cont(n). Asumiendo que ellos corresponden a los caminos

ρ
(n) → ρ

(n−1) → ··· → ρ
(1) y µ

(n) → µ
(n−1) → ··· → µ

(1),

respectivamente. Entonces, α ≈ β si y solo si ρ(n) = µ(n).

4.3. Elementos de Young-Jucys-Murphy para Sn.

Demostraremos que la torre
S1 ≤S2 ≤ ·· · ≤Sn

es libre de multiplicidad y estudiaremos las bases y el álgebra de Gelfand-Tsetlin asociadas.

Teorema 4.19. Se cumple que (Sn ×Sn−1,S̃n−1) es un par de Gelfand simétrico, donde

S̃n−1 = {(θ ,θ) : θ ∈Sn−1}.

Demostración. Ver Teorema 3.2.1 de [3].

Corolario 4.20. El álgebra A[S]Sn−1 es conmutativa, el subgrupo Sn−1 es libre de multiplicidad en
Sn y la torre

S1 ≤S2 ≤ ·· · ≤Sn. (4.7)

es libre de multiplicidad.

Demostración. Por el Teorema anterior y la Nota 3.54 tenemos que el par (Sn ×Sn−1,S̃n−1) es un
par de Gelfand. La demostración concluye por el Teorema 3.48.

En lo que sigue, para simplificar la notación, si f ∈ A[Sn] escribiremos f = ∑π∈Sn f (π)π , es
decir, identificaremos un elemento π ∈Sn con la función de Dirac δπ ∈ A[Sn].

Definición 4.21. En A[Sn] definimos los elementos de Young-Jucys-Murphy (YJM), por

X1 = 0 y Xk = (1,k)+(2,k)+ · · ·+(k−1,k) para k = 2, . . . ,n.

Sean ℓ,k ≥ 1. Sℓ+k, Sℓ y Sk denotan los grupos de permutaciones sobre {1,2, . . . , ℓ+ k},
{1,2, . . . , ℓ} y {ℓ+1, ℓ+2, . . . , ℓ+ k}, respectivamente. Notemos que Sℓ,Sk ≤Sℓ+k y Sℓ∩Sk =
{1}.

Finalmente ponemos Z(ℓ,k) = A[Sℓ+k]
Sℓ y Z(ℓ) = A[Sℓ]

Sℓ , el centro de A[Sℓ]. Claramente los
elementos Xℓ+1,Xℓ+2, . . . ,Xℓ+k ∈ Z(ℓ,k) y Sk,Z(ℓ)⊂ Z(ℓ,k).

Teorema 4.22. (G. I. Olshanskii) El álgebra Z(ℓ,k) está generada por los elementos de YJM,
Xℓ+1,Xℓ+2, . . . ,Xℓ+k, el subgrupo Sk y Z(ℓ). Es decir

Z(ℓ,k) = ⟨Xℓ+1,Xℓ+2, . . . ,Xℓ+k,Sk,Z(ℓ)⟩.

Demostración. Ver Teorema 3.2.6 en [3].
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Corolario 4.23. El álgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n) de la torre libre de multiplicidad

S1 ≤S2 ≤ ·· · ≤Sn,

está generada por los elementos de YJM, X1,X2, . . . ,Xn.

Demostración. Ver Corolario 3.2.7 en [3].

Sea ρ ∈ Ŝn y consideramos una base ortonormal de Gelfand-Tsetlin {vT : T ∈T (ρ)} asociada
a la torre libre de multiplicidad S1 ≤ S2 ≤ ·· · ≤ Sn. Por simplicidad diremos simplemente una
GZ-base.

Todo elemento vT , T ∈ T (ρ) es un autovector común para todos los operadores f̂ (ρ) con f ∈
GZ(n). Del Corolario 4.23 tenemos que todo vT es un autovector de ρ̂(X j) para todo j = 1,2, . . . ,n.
Esto sugiere la siguiente definición: para todo vT sea α(T ) = (a1,a2, . . . ,an) donde a j es el autovalor
de ρ̂(X j) correspondiente a vT , que es ρ̂(X j)vT = a jvT , j = 1,2, . . . ,n y a1 = 0 pues X1 = 0.

Como X1,X2, . . . ,Xn generan el álgebra de Gelfand-Tsetlin GZ(n), el Corolario 4.4 asegura que
vT esta determinado, salvo un factor escalar por los autovalores a j’s. El vector α(T ) es llamado el
peso de vT . En lo que sigue ponemos

Spec(n) = {α(T ) : T ∈ T (ρ), ρ ∈ Ŝn}.

Como el subconjunto {α(T ) : T ∈ T (ρ)} de Spec(n) determina los elementos, salvo escalares, de
una GZ-base de Vρ , tenemos

|Spec(n)|= ∑
ρ∈Ŝn

dimVρ .

En otras palabras, Spec(n) es una biyección natural con el conjunto de todos los caminos del grafo
de ramificación de S1 ≤S2 ≤ . . .Sn. Denotamos por α 7→ Tα , α ∈ Spec(n) a esta correspondencia.
También denotamos por vα al vector de la GZ-base correspondiente a Tα .

Nota 4.24. En lo que sigue, si vα es un vector de la GZ-base de una representación ρ ∈ Ŝn a ρ(si)vα

y ρ(Xi)vα denotamos simplemente por sivα y Xivα , respectivamente.

Ahora introducimos una relación de equivalencia en Spec(n) definiendo para α,β ∈ Spec(n),
α ∼ β si vα y vβ pertenecen a la misma representación irreducible de G, en términos del grafo de
ramificación, esto significa que los correspondientes caminos Tα y Tβ tienen el mismo punto inicial.

Valen las siguientes relaciones de conmutatividad entre los elementos YJM y los generadores
de Coxeter de G = Sn: siX j = X jsi para j ̸= i, i+ 1 lo cual es obvio y siXi + 1 = Xi+1si lo cual es
equivalente a siXisi + si = Xi+1, también es un resultado inmediato. Además, es importante tener en
mente que ρ̂(X j) es autoadjunto pues X j(g−1) = X j(g) para todo g ∈ G. De estos hechos se obtiene
el siguiente resultado.

Proposición 4.25. Sea α = (a1, . . . ,ai,ai+1, . . . ,an) ∈ Spec(n). Entonces

(i) ai ̸= ai+1 para i = 1,2, . . . ,n−1

(ii) ai+1 = ai ±1 si y solo si sivα =±vα .

(iii) Si ai+1 ̸= ai ± 1 entonces α ′ = siα = (a1, . . . ,ai−1,ai+1,ai, . . . ,an) ∈ Spec(n), α ∼ α ′ y el
vector asociado con α ′ es, salvo un factor escalar,

vα ′ = sivα − 1
ai+1 −ai

vα .
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Más aún, el espacio ⟨vα ,vα ′⟩ es invariante para Xi,Xi+1,si, y en las bases {vα ,vα ′} tenemos

Xi =

(
ai 0
0 ai+1

)
, Xi+1 =

(
ai+1 0

0 ai

)
, si =

(
1

ai+1−ai
1− 1

(ai+1−ai)2

1 1
ai−ai+1

)
.

Demostración. Ver Proposición 3.3.3 de [3].

Ejemplo 4.26. Las representaciones irreducibles de S2 son la representación trivial tr y la repre-
sentación signo sg. Considerando que los elementos de YJM son X1 = 0 y X2 = (1,2) obtenemos los
pesos α = (0,1) y α ′ = (0,−1) para las representaciones tr y sg, respectivamente.

Ellas corresponden a los caminos Tα =(tr(2) → tr(1)) y Tα ′ =(sg(2) → tr(1)). Las dos particiones
de 2, a saber ρ = (2) y ρ ′ = (1,1). En cada caso hay solo un tableau estándar:

Tα = 1 2 Tα ′ =
1
2

con contenidos C(T ) = (0,1) y C(T ′) = (0,−1).

Por lo tanto Spec(2) = Cont(2). Esto da una correspondencia biyectiva natural entre el con-
junto de todos los caminos en el grafo de ramificación (parametrizados por Spec(2)) y el conjunto
de todos los caminos en Y de longitud 2 parametrizados por Cont(2), ver (4.5).

tr(2) sg(2)

tr(1)

Figura 4.2: Isomorfismo de Grafos

Esta correspondencia es claramente un isomorfismo de grafos, Figura 4.2.

Ejemplo 4.27. Las representaciones irreducibles de S3 son la representación trivial tr, la repre-
sentación signo sg y la representación estándar st. La representación estándar esta realizada en el
espacio vectorial de dimensión dos

V = {(x,y,z) ∈ C3 : x+ y+ z = 0}

y S3 actuando por permutación de la entrada de sus elementos. Considerando que los elemen-
tos YJM son X1 = 0, X2 = (1,2) y X3 = (1,3) + (2,3) obtenemos los pesos α = (0,1,2) y α ′ =
(0,−1,−2) para las representaciones tr y sg, respectivamente. Ellos corresponden a los caminos
Tα = (tr(3) → tr(2) → tr(1)) y Tα ′ = (sg(3) → sg(2) → tr(1)). La representación estándar tiene dos
pesos β = (0,−1,1) y β ′ = (0,1,−1) correspondientes a los caminos Tβ = (st(3) → sg(2) → tr(1))
y Tβ ′ = (st(3) → tr(2) → tr(1)). Son las particiones de 3, a saber (3), (1,1,1) y (2,1). El conjunto
Tab(3) de tableaux estándar consiste de

Tα = 1 2 3 Tα ′ =

1
2
3

Tβ =
1 3
2

Tβ ′ =
1 2
3
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con contenidos C(Tα) = (0,1,2), C(Tα ′) = (0,−1,−2), C(Tβ ) = (0,−1,1) y C(Tβ ′) = (0,1,−1) .
Por tanto Spec(3) = Cont(3). Esto da una correspondencia biyectiva natural entre el conjunto de
caminos en el grafo de ramificación (parametrizados por Spec(3)) y el conjunto de todos caminos
en Y de longitud 3 parametrizados por Cont(3), ver (4.5). Tenemos

sg(3) st(3) tr(3)

sg(2) tr(2)

tr(1)

Figura 4.3: Isomorfismo de grafos

Esto muestra una correspondencia biyectiva entre los vértices y las filas de estos grafos. Esta
correspondencia es claramente un isomorfismo de grafos.

Los resultados obtenidos en los casos particulares anteriores se generalizan a todo Sn. Si eli-
minamos la n-ésima caja de un tableau estándar T ∈ Tab(n) obtenemos un tableau S ∈ Tab(n− 1).
Más aún, si C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) entonces C(S) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn−1(T )).

Si α = (a1,a2, . . . ,an) ∈ Spec(n), entonces α ′ = (a1,a2, . . . ,an−1) ∈ Spec(n− 1), entonces la
Proposición 4.25 se sigue probando por inducción en n que Spec(n) ≡ Cont(n). Esto también pro-
porciona una correspondencia natural entre el conjunto de caminos en el grafo de ramificación (pa-
rametrizados por Spec(n)) y el conjunto de todos los caminos en Y parametrizados por Cont(n), ver
(4.5). Esto admite una correspondencia biyectiva entre el conjunto de vértices y de flechas de estos
grafos.

Teorema 4.28. Se cumple que Spec(n) = Cont(n). Más aún, las relaciones de equivalencia ∼ y ≈
coinciden. Finalmente el grafo de Young Y es isomorfo al grafo de ramificación de la torre libre de
multiplicidad S1 ≤S2 ≤ . . .Sn.

Demostración. Ver Teorema 3.3.7 de [3].

Del Teorema de arriba, obtenemos una correspondencia natural entre Ŝn y el n-ésimo nivel del
grafo de ramificación Y, que es, el conjunto de todas las particiones de n.

Dada una partición ρ ⊢ n, por simplicidad de la notación, denotaremos también por ρ la repre-
sentación irreducible de Sn generada por los vectores {vα}, con α ∈ Spec(n)≡ Cont(n) correspon-
diente al tableau estándar de forma ρ y Vρ denotará el espacio de esta representación.

En el siguiente resultado se determinan las subrepresentaciones de Sn−1 que aparecen en la
restricción de una representación irreducible dada ρ en Sn.
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Corolario 4.29. (Regla de ramificación ) Para toda ρ ⊢ n tenemos

Vρ =
⊕

µ⊢n−1
ρ→µ

Vµ ,

que es, la suma corre sobre todas las particiones µ ⊢ n−1 que se pueden obtener de ρ removiendo
una caja.

4.4. Formas semi normal y ortogonal de Young

Recordemos que la torre
S1 ≤S2 ≤ . . .Sn.

determina una descomposición de toda representación irreducible de Sn en subespacios de dimen-
sión uno y que una GZ-base se obtiene eligiendo un vector de norma 1 en cada uno de estos subes-
pacios. Note que los vectores son elegidos salvo un factor escalar de módulo uno.

Si ρ ⊢ n y T ∈ Tab(ρ) denotamos por vT el correspondiente vector en la GZ-base de Vρ .

Para ρ ⊢ n denotamos por T ρ el tableau estándar de forma ρ donde la numeración va creciendo
de izquierda a derecha en cada fila del diagrama. Por ejemplo, si ρ = (4,2,1) ⊢ 7, tenemos

T ρ =

1 2 3 4
5 6
7

Sin embargo, usando la Proposición 4.25 uno puede probar el siguiente hecho.

Proposición 4.30. Es posible escoger los factores escalares de los vectores {vT : T ∈ Tab(ρ)} de
tal forma que, para todo T ∈ Tab(ρ), uno tiene

π
−1
T vT ρ = vT + ∑

S∈Tab(ρ)
ℓ(πS)<ℓ(πT )

γSvS,

donde γR ∈ C y πT ∈Sn es la única permutación tal que πT T = T ρ .

Demostración. Ver la Proposición 3.4.1 de [3].

Teorema 4.31. Forma seminormal de Young. Escogemos los vectores de una GZ-base ortogonal
de Vρ de acuerdo a la Proposición anterior. Si T ∈ Tab(ρ) y C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) es su
contenido, recordando que Spec(n) ≡ Cont(n) entonces la transposición adyacente si actúa sobre
vT del siguiente modo

(i) Si ci+1(T ) = ci(T )±1 entonces sivT =±vT .

(ii) Cuando ci+1(T ) ̸= ci(T )±1, poniendo T ′ = siT , entonces

vT =


1

ci+1(T )−ci(T )
vT + vT ′ si ℓ(πT ′)> ℓ(πT ),

1
ci+1(T )−ci(T )

vT +
(

1− 1(
ci+1(T )−ci(T )

)2

)
vT ′ si ℓ(πT ′)< ℓ(πT ).

Demostración. Ver [3], Teorema 3.4.2.
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Podemos escoger normalizar la base {vT : T ∈ Tab(ρ)} tomando wT = vT
||vT || , donde || · || esta

asociado con un producto interno invariante que hace de Vρ una representación unitaria de Sn.

Sea T un tableau estándar y sea C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) el contenido del tableau T .
Dados i, j ∈ {1,2, . . . ,n}, la distancia axial desde j a i en T es el entero c j(T )− ci(T ) y se denota
por rT ( j, i).

Esta distancia tiene un significado claramente geométrico: Asumiendo que nos movemos desde
j a i, cada paso hacia la izquierda o hacia abajo se cuenta +1, mientras que cada paso hacia la
derecha o hacia arriba se cuenta −1. Entonces el entero resultante es exactamente c j(T )− ci(T )
y es independiente de la elección del camino elegido, ver la Figura 4.4. El siguiente resultado es
consecuencia directa del Teorema 4.31.

T =

1 3 5 6
2 4
7

Figura 4.4: c5(T )− c7(T ) = 4, c2(T )− c6(T ) =−4.

Teorema 4.32. Forma ortogonal de Young Dando la GZ-base {wT : T ∈ Tab(ρ)} elegida en el
Teorema 4.31y normalizada, tenemos

siwT =
1
rT

wT +

√
1− 1

r2
T

wsiT

donde, C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )), es el contenido de algún tableau T ∈ Tab(ρ) y rT = rT (i+
1, i) = ci+1(T )− ci(T ) es la distancia axial en T desde i+1 a i.

Demostración. Ver la Proposición 3.4.4 de [3].



5
Propiedades del par (G,K) = (Sn,Sn−m×Sm).

En este capı́tulo consideramos el grupo G =Sn y el subgrupo K =Sn−m×Sm cuando 2m ≤ n.
Establecemos propiedades de este par y nos concentramos en la descomposición de un G-módulo en
K-submódulos. Pondremos especial atención en los casos m = 1 y m = 2, para los cuales también
consideramos la descomposición de K-módulos en submódulos de otros subgrupos destacados de K
y daremos bases para las componentes isotı́picas.

5.1. El Par (G,K) = (Sn,Sn−m ×Sm)

En el Capı́tulo 4 hicimos una revisión del grupo simétrico de n elementos y de las propiedades
que necesitamos. Sean G = Sn y K = Sn−m ×Sm, donde Sn−m y Sm son, respectivamente, los
subgrupos de G de todas las permutaciones de {1, . . . ,n−m} y de {n−m+1, . . . ,n}, para 1 ≤ m ≤
n−m. Consideramos el subconjunto

A = {x0, . . . ,xm} ⊂ G

donde la sucesión finita {xi} está definida inductivamente por:

x0 = (1) y xi = (n−m− i+1,n−m+ i)xi−1 para i = 1, . . . ,m.

Observamos que A es un conjunto de permutaciones que conmutan entre sı́.

Lema 5.1. Como conjuntos Sn = (Sn−m ×Sm)A(Sn−m ×Sm).

Demostración. Sea X el conjunto de todos los subconjuntos de n−m elementos de {1, . . . ,n}. Con-
sideremos la acción

Sn ×X → X , dada por σ .{i1, i2, . . . , in−m}= {σ(i1),σ(i2), . . .σ(in−m)},

esta acción es transitiva. El subgrupo de isotropı́a de O0 = {1, . . . ,n−m} ∈ X es K. Sea p : G →
X la aplicación proyección p(π) = π(O0). Las K-órbitas en X son los subconjuntos de todos los
conjuntos con el mismo número de elementos en O0. Vamos a considerar los siguientes conjuntos
de n−m elementos:

O0 = {1, . . . ,n−m−1,n−m},
O1 = {1, . . . ,n−m−1,n−m+1},
O2 = {1, . . . ,n−m−2,n−m+1,n−m+2},

...

Om = {1, . . . ,n−2m,n−m+1, . . . ,n}.

69
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Tenemos Oi = {1, . . . ,n−m− i,n−m+1, . . . ,n−m+ i}= (n−m− i+1,n−m+ i)Oi−1 para todo
i = 1, . . . ,m. Ası́ por inducción se sigue que Oi = xiO0 para todo i = 0, . . . ,m.

Ası́ X = K(O0)∪ ·· · ∪K(Om), unión disjunta. Dando π ∈ G tenemos que p(π) ∈ K(Oi) para
algún i = 0, . . . ,m. De ahı́ p(π) ∈ KxiO0 y π ∈ KxiK.

Esto completa la demostración.

Consideremos la acción por conjugación de Sn en Sn, dada por σ .π = σπσ−1. Denotemos por
M al centralizador de A en K bajo esta acción, es decir

M = centK(A) = {σ ∈ K : σxiσ
−1 = xi, para todo i = 0,1,2 . . . ,m}.

En la siguiente Proposición interviene el subgrupo Sn−2m que está conformado por las permutacio-
nes π de Sn tales que π(i)= i para toda i= n−2m+1, . . . ,n. Si n= 2m, entonces Sn−2m =S0 =(1).

Proposición 5.2. Dado M = centK(A), se satisface que M =Sn−2m.

Demostración. Asumimos que π ∈K satisface πxiπ
−1 = xi para todo i= 0, . . . ,m, equivalentemente

π(n−m− i+1,n−m+ i)π−1 =
(

π(n−m− i+1),π(n−m+ i)
)

= (n−m− i+1,n−m+ i) para todo i = 1, . . . ,m.

ya que xi = (n−m− i+1,n−m+ i)xi−1.

De ahı́ que π(n−m− i+1) = n−m− i+1 y π(n−m+ i) = n−m+ i, dado que π ∈ K. Esto
completa la demostración.

Respecto a la restricción de representaciones de Sn al subgrupo K =Sn−m ×Sm. Recordemos
que dado un subgrupo K de G, se dice que el par (G,K) es libre de multiplicidad si cualquier
representación de G es libre de multiplicidad como K-módulo.

Teorema 5.3. El par (G,K) = (Sn,Sn−m ×Sm) es libre de multiplicidad si y solo si m = 1,2.

Demostración. Se deduce del Teorema 3.48 y de la Proposición 3.51.

Cuando K = Sn−m ×Sm con m ̸= 1,2 las reglas de Littlewood-Richardson, que se describen
en la siguiente sección, nos proporcionan la multiplicidad de las representaciones irreducibles de K
que aparecen en una representación irreducible dada de G.

5.2. Restricción de Sn-módulos.

En esta sección enunciamos las reglas de Litllewood-Richardson que nos permite determinar la
multiplicidad de las representaciones irreducibles de K =Sn−m×Sm que aparecen en la descompo-
sición de una representación irreducible de G =Sn en K-submódulos. Esto lo consiguen mediante
un algoritmo combinatorio.

Posteriormente determinamos la descomposición de representaciones irreducibles de Sn con-
siderando los subgrupos K = Sn−m ×Sm, para m = 1,2 empleando un procedimiento distinto e
independiente de las reglas mencionadas.
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5.2.1. Regla de Littlewood - Richardson

Dada una representación irreducible (ρ,Vρ) de Sn nos interesa saber cuales son las representa-
ciones irreducibles de K =Sn−m×Sm que aparecen en la restricción de ρ a K y la multiplicidad de
ellas. Recordemos que las representaciones irreducibles del grupo K =Sn−m ×Sm son de la forma

π = µ ⊗ν

donde µ ∈ Ŝn−m y ν ∈ Ŝm.

Sea ρ ∈ Ŝn entonces

Res Sn
Sn−m×Sm

(Vρ)≃
⊕

µ∈Ŝn−m
ν∈Ŝm

mµ⊗ν(ρ)Vµ ⊗Vν , (5.1)

Los multiplicidades mµ⊗ν(ρ) son los llamados coeficientes de Littlewood-Richardson y se des-
criben de manera combinatoria en las reglas de Littlewood-Richardson que enunciaremos.

Recordemos algunos conceptos: Dados m,n ∈ N, ρ = (ρ1, . . . ,ρk) ⊢ n y µ = (µ1, . . . ,µs) ⊢ m.

Decimos que µ está contenido en ρ , y denotamos por µ ⪯ ρ si m ≤ n y µi ≤ ρi para cualquier
i = 1, . . . ,s. Pensamos a µ dentro de ρ de tal manera que la caja (1,1) de µ coincida con la
caja (1,1) de ρ .

El diagrama complementario ρ ∖µ , es el diagrama obtenido removiendo los cuadrados de µ

puestos en el diagrama de Young de ρ .

En lo que sigue enunciamos el procedimiento para la interpretación combinatoria de los núme-
ros mµ⊗ν(ρ). La demostración de que estos números son las multiplicidades respectivas la pode-
mos encontrar en el Corolario 6.1.35 pág. 293 [3]. Sean ρ ⊢ n, µ ⊢ m y ν ⊢ (n − m), digamos
ν = (ν1,ν2 . . . ,νd).

Si no se cumple que µ ⪯ ρ y ν ⪯ ρ tendremos mµ⊗ν(ρ) = 0.

El coeficiente de Littlewood-Richardson mµ⊗ν(ρ) es el número de formas de escribir en el
diagrama complementario ρ ∖µ ν1 veces el número 1, ν2 veces el número 2,. . . , νk veces el número
k, satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Para cada fila los números son no decrecientes de izquierda a derecha.

2. Para cada columna, los números son estrictamente crecientes de arriba hacia abajo.

3. Al leer los números de la primera fila de derecha a izquierda y a continuación leer los núme-
ros de la segunda fila de derecha a izquierda y ası́ sucesivamente, armamos una sucesión de
longitud n−m, digamos i1, i2, . . . in−m. Esta sucesión satisface la siguiente condición:

Para cualquier r, la multiplicidad de 1 en la sucesión i1, i2, . . . ir es mayor o igual a la multi-
plicidad de 2 en la sucesión i1, i2, . . . ir y esta es mayor o igual a la multiplicidad de 3 en la
sucesión i1, i2, . . . ir y continuamos con estas comparaciones.

Por ejemplo para ρ = (5,3,2,1,1), µ = (3,1,1,1) y ν = (3,2,1) tenemos mµ⊗ν(ρ) = 3 pues

1 1
1 2
2

3

1 1
1 2
3

2

1 1
2 2
3

1
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5.2.2. Descomposición de Sn- módulos a Sn−1 y Sn−2 módulos.

Dado ρ ∈ Ŝn, veremos una procedimiento, independiente de las reglas de Litllewood - Richard-
son, para descomponer el espacio de la representación Vρ como subrepresentaciones de K cuando
K =Sn−1 y M =Sn−2.

Consideremos K = Sn−1 ×S1 = Sn−1 y M = Sn−2 ×S1 ×S1 = Sn−2. Por el Teorema 5.3
sabemos que los pares (Sn,Sn−1) y (Sn−1,Sn−2) son libres de multiplicidad. Por tanto dada ρ ∈ Ŝn

la descomposición de Vρ , como subrepresentaciones irreducibles de K es

Vρ =
⊕

π∈Ŝn−1

mπ(ρ)Vπ , (5.2)

con mπ(ρ) ≤ 1 para todo π ∈ K̂. De la misma forma cuando consideramos el par (Sn−1,Sn−2).
Dada π ∈ Ŝn−1 tal que mπ(ρ) = 1, la descomposición de Vπ , como subrepresentaciones irreducibles
de Sn−2 es

Vπ =
⊕

σ∈Ŝn−2

mσ (π)Vσ , (5.3)

con mσ (π)≤ 1.

Nota 5.4. Recordemos que dado un diagrama de Young [ρ], la caja de coordenadas (i, j) se dice que
es removible si en las posiciones (i+1, j) y (i, j+1) no hay cajas. Esto significa que removiendo una
tal caja el correspondiente diagrama es todavı́a un diagrama de Young, asociado con una partición
de (n−1).

Ası́ que en términos de diagramas de Young en la descomposición de Vρ hay tantas representa-
ciones irreducibles de Sn−1 como cajas removibles tiene el diagrama de Young de ρ .

Ejemplo 5.5. Sean G =S7, consideremos ρ = (3,2,2) ⊢ 7, tiene diagrama de Young asociado

Las representaciones irreducibles de K =S6 que aparecen en ρ tienen los siguientes diagramas
de Young asociados

π = y π1 =

Consideramos ahora las descomposiciones de π y de π1 en M-módulos.

La única representación irreducible de M en π es σ = , mientras que en para π1 tenemos

σ = , σ1 = y σ2 = .

Por tanto
ResS7

S6
(ρ) = π ⊕π1 y ResS7

S5
(ρ) = (σ)⊕ (σ ⊕σ1 ⊕σ2).

Notemos que la multiplicidad de Vσ es 2 en Vρ , es decir, el par (S7,S5) no es libre de multiplicidad.
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5.2.3. Descomposición de Sn-módulos en Sn−2 ×S2-módulos.

Dado ρ ∈ Ŝn, consideremos ahora el caso m = 2, es decir, K = Sn−2 ×S2, entonces, ası́ co-
mo hicimos antes, determinaremos la descomposición de Vρ como K-subrepresentaciones, con un
procedimiento diferente al de las reglas de Littlewood-Richardson,

Por el Teorema 5.3 el par (Sn,Sn−2×S2) es libre de multiplicidad, como en la sección anterior
para ρ ∈ Ŝn la descomposición de Vρ , como subrepresentaciones irreducibles de K es

Vρ =
⊕
π∈K̂

mπ(ρ)Vπ ,

con mπ(ρ)≤ 1 para todo π ∈ K̂.

Las representaciones irreducibles de K =Sn−2 ×S2 son de la forma µ ⊗δ donde µ ∈ Ŝn−2, y
δ ∈ Ŝ2. Para determinar las representaciones π = µ⊗δ ∈ResSn

Sn−2×S2
(ρ) comenzamos describiendo

las representaciones µ ∈ Ŝn−2 tales que µ ∈ ResSn
Sn−2

(ρ).

La representación µ está contenida en ResSn
Sn−2

(ρ) si y solo si existe un camino en Y de ρ a
µ . Esto es equivalente a afirmar que µ ⪯ ρ ó que el diagrama de Young de µ se obtiene borrando
dos cajas removibles del diagrama de Young de ρ . Si V(µ) es la Sn−2- componente isotı́pica de la
representación µ en ResSn

Sn−2
(ρ). Veremos que la multiplicidad de µ es a lo más dos.

Sea Tρ,µ el conjunto de tableaux estándares T asociados a caminos de la forma

ρn → ρn−1 → ρn−2 → ρn−3 → ···ρ1.

con ρn = ρ , ρn−2 = µ y ρi arbitrarios para i ̸= n,n− 2. Es decir, todos los caminos de ∏n(Y) que
pasan por ρ y por µ .

Recordemos que rT (n,n− 1) es la distancia axial entre n y n− 1. Para cualquier tableau T
estándar tenemos que rT (n,n−1) ̸= 0.

Definición 5.6. Sean ρ ∈ Ŝn y µ ∈ ResSn
Sn−2

(ρ). Definimos T ±
ρ,µ de la siguiente forma

T +
ρ,µ = {T ∈ Tρ,µ : rT (n,n−1)> 0}, T −

ρ,µ = {T ∈ Tρ,µ : rT (n,n−1)< 0}.

Tenemos
Tρ,µ = T +

ρ,µ ∪T −
ρ,µ .

Dado T ∈Tρ,µ , recordemos que sn−1T es el tableau que tiene intercambiados los números n y n−1
(si es admisible). Entonces los caminos asociados a T y sn−1T sólo difieren entre si en el lugar n−1
del camino. Se cumple que el tableau sn−1T = (n,n− 1)T ∈ Tρ,µ si y solo si n y n− 1 están en
distintas filas y en distintas columnas del diagrama de Young de ρ , esto a su vez es equivalente a
que rT (n,n−1) ̸=±1, en este caso

T ∈ T +
ρ,µ si y solo si sn−1T ∈ T −

ρ,µ

Estamos listos para caracterizar la multiplicidad con la que puede aparecer µ en ResSn
Sn−2

(ρ).

Proposición 5.7. Sean ρ ∈ Ŝn, µ ∈ ResSn
Sn−2

(ρ) y T ∈ Tρ,µ . Entonces

i) La multiplicidad de µ en ρ es 1, si y solo si rT (n,n−1) =±1.

ii) La multiplicidad de µ en ρ es 2, si y solo si rT (n,n−1) ̸=±1.
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Demostración. Sea T ∈ Tρ,µ , si rT (n,n−1) =±1, entonces n y n−1 están en la misma fila o en la
misma columna, en cualquiera de esos casos el tableau sn−1T no es estándar, por lo tanto T ∈ T +

ρ,µ

o T ∈ T −
ρ,µ .

Si {wT : T ∈ Tab(ρ)} en una GZ- base de Vρ elegida según el Teorema 4.32 entonces tenemos
que o {wT : T ∈ T +

ρ,µ} {wT : T ∈ T −
ρ,µ} es una base de Vµ , pero no ambas, esto significa que la

multiplicidad de µ es 1.

Finalmente, si rT (n,n−1) ̸=±1 entonces el tableau sn−1T = (n,n−1)T esta en Tρ,µ , entonces

{wT : T ∈ T +
ρ,µ} y {wT : T ∈ T −

ρ,µ},

son bases de Vµ (simultáneamente). Esto significa que la multiplicidad de µ es 2.

Para representaciones en ResSn
Sn−2×S2

(ρ) tenemos el siguiente resultado

Proposición 5.8. Sean ρ ∈ Ŝn, µ ∈ ResSn
Sn−2

(ρ) y T ∈ Tρ,µ .

i) Si rT (n,n−1) = 1 entonces µ ⊗ tr ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) ,

ii) Si rT (n,n−1) =−1 entonces µ ⊗ sg ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) ,

iii) Cuando rT (n,n−1) ̸=±1 tenemos que µ ⊗ tr y µ ⊗ sg ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ).

Demostración. Si C(T ) = (c1(T ), . . . ,cn(T )) es el contenido de T , entonces

rT (n,n−1) = cn(T )− cn−1(T ) = j(n)− i(n)− i(n−1)+ i(n−1),

por lo tanto cuando rT (n,n−1) = 1, tenemos j(n)+ i(n−1) = j(n−1)+ i(n)+1.

Hay tres posibilidades: Cuando i(n− 1) > i(n) o i(n− 1) < i(n), entonces j(n) ≤ j(n− 1) lo
cual es imposible pues T es una tableau estándar.

Finalmente Si i(n− 1) = i(n), entonces j(n) = j(n− 1)+ 1 lo cual es posible y esta dibujado
abajo

n-1 n (5.4)

Sabemos que la forma del diagrama (5.4) corresponde a la representación trivial de S2.

Vamos a considerar el caso cn(T ) = cn−1(T )−1, entonces j(n)+ i(n−1) = j(n−1)+ i(n)−1.

Cuando j(n−1)> j(n) o j(n−1)< j(n), entonces i(n−1)≥ i(n) lo cual es imposible pues T
es un tableau estándar.

Finalmente Si j(n−1) = j(n−1), entonces i(n) = i(n−1)+1 lo cual es posible y está dibujado
abajo

n-1
n

(5.5)

Sabemos que la forma del diagrama de Young de la ecuación anterior corresponde a la representación
signo de S2. El caso que falta analizar es rT (n,n− 1) ̸= ±1, por la proposición anterior µ tiene
multiplicidad 2, en este caso, basta recordar que el par (G,K) es libre de multiplicidad. Esto completa
la demostración.

Dada {wT : T ∈ Tab(ρ)} una GZ-base de Vρ elegida según el Teorema 4.32, definimos bases
adecuadas de los espacios de las representaciones π = µ ⊗δ ∈ ResSn

Sn−2×S2
(ρ).
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Definición 5.9. Sean ρ ∈ Ŝn, µ ∈ ResSn
Sn−2

(ρ) y π = µ ⊗δ . Para T ∈ Tρ,µ , definimos

ūT,π = wT +δ (π)sn−1wT y uT,π =
ūT,π

||ūT,π ||
con δ (π) =

{
1 si π = µ ⊗ tr
−1 si π = µ ⊗ sg

,

Por la forma ortogonal de Young (FOY), ver Teorema 4.32, tenemos

ūT,π = wT +δ (π)1
s wT +δ (π)

√
1− 1

s2 wsn−1T =
(
1+δ (π)1

s

)
wT +δ (π)

√
1− 1

s2 wsn−1T . (5.6)

El conjunto
Bµ,π = {uT,π : T ∈ T ±

ρ,µ}. (5.7)

es una base de Vµ⊗δ .

Consideramos el siguiente ejemplo para aclarar conceptos y notación.

Por simplicidad, cuando δ (π) = 1 denotaremos a uT,π por uT,1, de forma similar si δ (π) =−1
denotaremos a uT,π por uT,−1.

Ejemplo 5.1

Sea ρ = ∈ Ŝ7, las representaciones de S5 que están en ResS7
S5
(ρ) son

µ = , µ1 = y µ2 =

Si T ∈ Tρ,µ , tenemos que rT (n,n−1) = 3 ̸=±1, por lo tanto, V(µ) =Vµ ⊕Vµ =Vµ⊗tr ⊕Vµ⊗sg.
Para T ∈Tρ,µ1 , rT (n,n−1) = 1, por lo tanto V(µ1) =Vµ1⊗tr. Finalmente para T ∈Tρ,µ2 ,tenemos que
rT (n,n−1) =−1, entonces V(µ2) =Vµ2⊗sg.

Tenemos la siguiente descomposición de Vρ en S5 ×S2-módulos irreducibles

Vρ =Vµ⊗tr ⊕Vµ⊗sg ⊕Vµ1⊗tr ⊕Vµ2⊗sg.

Los caminos de submódulos que pasan por ρ y por µ son:

T1 =

1 4 7
2 5
3 6

→ → → → → → ,

T2 =

1 4 6
2 5
3 7

→ → → → → → ,

T3 =

1 3 7
2 5
4 6

→ → → → → → ,

T4 =

1 3 6
2 5
4 7

→ → → → → → ,
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T5 =

1 3 7
2 4
5 6

→ → → → → → ,

T6 =

1 3 6
2 4
5 7

→ → → → → → ,

T7 =

1 2 7
3 4
5 6

→ → → → → → ,

T8 =

1 2 6
3 4
5 7

→ → → → → → ,

T9 =

1 2 7
3 5
4 6

→ → → → → → ,

T10 =

1 2 6
3 5
4 7

→ → → → → → ,

Tenemos que

Tρ,µ = {T1,T2, . . .T10},T +
ρ,µ = {T1,T3,T5,T7,T9} y T −

ρ,µ = {T2,T4,T6,T8,T10}.

Además {uTi,µ⊗tr : i = 1,3,5,7,9} es base de Vµ⊗tr y {uTi,µ⊗sg : i = 2,4,6,8,10} es base de
Vµ⊗sg, mientras que

{uTi,µ⊗tr : i = 1,3,5,7,9}∪{uTi,µ⊗sg : i = 2,4,6,8,10},

es base de Vµ⊗tr ⊕Vµ⊗sg.

5.2.4. Descomposición de representaciones de K como M×S
′
2-módulos

En el Capı́tulo 7 será necesario considerar la descomposición de K-módulos en subrepresen-
taciones del grupo M ×S′

2, donde M = centK(A) = Sn−4 y S
′
2 es el grupo de permutaciones de

{n−3,n−2}. Notemos que M×S
′
2 ≤Sn−2.

Lema 5.10. El subgrupo M×S
′
2 =Sn−4 ×S

′
2 es libre de multiplicidad en K =Sn−2 ×S2.

Demostración. Toda representación irreducible de Sn−2 ×S2 es de la forma

π = µ ⊗δ donde µ ∈ Ŝn−2 y δ ∈ Ŝ2.

Entonces Vπ ≃ Vµ , como Sn−2-módulos. Por el Teorema 5.3 el par (Sn,Sn−2 ×S2) es libre de
multiplicidad, entonces también lo es el par (Sn−2,Sn−4 ×S

′
2).
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Dada ρ ∈ Ŝn, sea π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) determinamos cuáles son las representaciones

irreducibles de M×S′
2 que aparecen en ResSn−2×S2

M×S′
2

(π).

Toda representación en M×S′
2 es de la forma τ = σ ⊗ε donde σ ∈ Ŝn−4, y ε es representación

irreducible de S′
2. Por el Lema 5.10 toda σ ⊗ ε en ResSn−2×S2

Sn−4
(π) tiene multiplicidad 1. Primero

determinaremos las representaciones σ ∈ ResSn−2
Sn−4

(µ).

La representación σ ∈ ResSn−2
Sn−4

(µ) si y solo si existe un camino en Y de µ a σ . Esto es equiva-
lente a afirmar que σ ⪯ µ o que el diagrama de Young de σ se obtiene borrando dos cajas removibles
del diagrama de Young de µ . Sean σ ∈ ResSn−2

Sn−4
(µ), si T es un tableau cuyo camino asociado pasa

por ρ,µ y σ , denotamos por rT (i, j) la distancia axial de i a j en el tableau T .

Por la Proposición 5.7 para n−2 y n−4 obtenemos que

i) La multiplicidad de σ en µ es 1 si y solo si rT (n−2,n−3) =±1,

ii) La multiplicidad de σ en µ es 2, si y solo si rT (n−2,n−3) ̸=±1 .

Por la Proposición 5.8, tomando n−2 y n−4 en vez de n y n−2 obtenemos

iii) Si rT (n−2,n−3) = 1 entonces σ ⊗ tr ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π) ,

iv) Si rT (n−2,n−3) =−1 entonces σ ⊗ sg ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π) ,

v) Cuando rT (n−2,n−3) ̸=±1 entonces σ ⊗ tr y σ ⊗ sg ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π).

Consideraremos tableaux cuyos caminos asociados pasen por ρ,µ y σ , extendemos de forma
natural las definiciones de Tρ,µ y T ±

ρ,µ .

Definición 5.11. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y σ ⊗ ε ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π), denotamos

por Tρ,µ,σ el conjunto de tableaux estándares cuyos caminos asociados pasan por ρ,µ y σ .

Cuando ε sea la representación trivial de S′
2 tenemos que

T ±,+
ρ,µ,σ = {T ∈ T δ

ρ,µ,σ : rT (n−2,n−3)> 0},

y si ε es la representación signo de S′
2 tenemos que T ±,−

ρ,µ,σ = {T ∈ T δ
ρ,µ,σ : rT (n−2,n−3)< 0}.

A continuación introducimos la notación necesaria para clasificar, según su multiplicidad, a las
representaciones σ ∈ M̂ que aparecen en los caminos asociados a tableaux T ∈ Tρ,µ,σ .

Definición 5.12. Sean ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), definimos

i) I1 = {σ ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π) : mσ (µ) = 1}, I2 = {σ ∈ ResSn−2×S2

Sn−4×S′
2
(π) : mσ (µ) = 2},

ii) I1,1 = {σ ∈ I1 : σ ⊗ tr ∈ ResSn−2×S2

M×S
′
2

(π)}, I1,−1 = {σ ∈ I1 : σ ⊗ sg ∈ ResSn−2×S2

M×S
′
2

(π)}.

Con las consideraciones previas tenemos la descomposición de Vπ como suma de M×S′
2-sub-

representaciones irreducibles.

Vπ =
⊕

σ∈I1,1

Vσ⊗tr ⊕
⊕

σ∈I1,−1

Vσ⊗sg ⊕
⊕

σ∈I2

Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg, (5.8)
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5.2.5. Bases de las componentes isotı́picas de representaciones de Sn−4.

Recordemos, si π = µ ⊗δ en la Definición 5.9 dimos bases de Vπ conformadas por los vectores

ūT,π = wT +δ (π)sn−1wT y uT,π =
ūT,π

||ūT,π ||
con δ (π) =

{
1 si δ = tr
−1 si δ = sg

,

Dado σ ∈ ResSn−2
Sn−4

(µ), cuando σ ∈ I1,1 ∪I1,−1 la multiplicidad de σ es 1, por tanto

{uT,π : T ∈ Tρ,µ,σ} es base de V(σ) =Vσ⊗ε .

Ahora consideraremos σ ∈ I2 y determinaremos dos bases de V(σ) = Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg, que nos
servirán en el Capı́tulo 7.

Por el Teorema 5.3 sabemos que el subgrupo Sn−3 es libre de multiplicidad en Sn−2 y Sn−4
es libre de multiplicidad en Sn−3, existen dos representaciones ν1 y ν2 en ResSn−2×S2

Sn−3
(µ ⊗δ ) tales

que σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν1) y σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2), además, si V 1
σ y V 2

σ denotan las componentes isotı́picas de
σ en ν1 y ν2 respectivamente, entonces

V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg =V 1
σ ⊕V 2

σ .

Notemos que si T ∈T ±,+
ρ,µ,σ es un tableau cuyo camino asociado pasa por ν1, entonces sn−3T ∈T ±,−

ρ,µ,σ

es un tableau cuyo camino asociado pasa por ν2.

Por tanto
Bu

σ = {uT,π ,usn−3T,π : T ∈ T ±,+
ρ,µ,σ}, (5.9)

es base de V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg.

Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y τ = σ ⊗ ε ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π). Para cualquier T ∈

T ±
ρ,µ . definimos

ēT,π,τ = ūT,π + ε(τ)sn−3ūT,π , eT,π,τ =
ēT,π,τ

||ēT,π,τ ||
, (5.10)

donde

δ (π) =

{
1 si π = µ ⊗ tr
−1 si π = µ ⊗ sg

, ε(τ) =

{
1 si τ = σ ⊗ tr
−1 si τ = σ ⊗ sg

.

Cuando ε es la representación trivial de S′
2 el conjunto Be

σ ,+ = {eT,π,τ : T ∈ T ±,+
ρ,µ,σ}. es base

de Vσ⊗tr. Si ε es la representación signo de S′
2 el conjunto Be

σ ,− = {eT,π,τ : T ∈T ±,−
ρ,µ,σ}. es base de

Vσ⊗sg.

Finalmente, si σ ∈ I2, entonces

Be
σ = Be

σ ,+∪Be
σ ,− es base de V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg. (5.11)

En el siguiente resultado se establece la relación que hay entre estas bases

Teorema 5.13. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y T ∈ Tρ,µ,σ arbitrario. Cuando σ ∈ I2
tenemos la siguiente relación entre los elementos de las bases Bu

σ y Be
σ(

eT,π,σ⊗tr

eT,π,σ⊗sg

)
=

1√
2

√1+ 1
d

√
1− 1

d√
1− 1

d −
√

1+ 1
d

( uT,π

usn−3T,π

)
,

donde d = rT (n−2,n−3).
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Demostración. Aplicando la forma ortogonal de Young, y operando algebraicamente obtenemos

ūT,π =
(

1+
δ (π)

s

)
wT +δ (π)

√
1− 1

s2 wsn−1T ,

ūsn−3T,π =
(

1+
δ (π)

s

)
wsn−3T +δ (π)

√
1− 1

s2 wsn−1sn−3T .

ēT,π,τ =
(

1+
δ (π)

s

)(
1+

ε(τ)

d

)
wT + ε(τ)

(
1+

δ (π)

s

)√
1− 1

d2 wsn−3T

+δ (π)
√

1− 1
s2

(
1+

ε(τ)

d

)
wsn−1T + ε(τ)δ (π)

√
1− 1

s2

√
1− 1

d2 wsn−3sn−1T

=
(
1+

ε(τ)

d

)
ūT,π + ε(τ)

√
1− 1

d2 ūsn−3T,π .

donde d = rT (n−2,n−3),s = rT (n,n−1).

Recordando que {wT : T ∈ Tab(ρ)} es una base ortonormal, tenemos

∥ ūT,π ∥=∥ ūsn−3T,π ∥=
√

1+δ (π)(δ (π)+ 2
s )

y

∥ ēT,π,τ ∥=
√

1+ ε(τ)(ε(τ)+ 2
d )
√

1+δ (π)(δ (π)+ 2
s ). (5.12)

A partir de las ecuaciones anteriores y operando algebraicamente tenemos

eT,π,τ =
ēT,π,τ

∥ ēT,π,τ ∥
=

1+ ε(τ)
d√

1+ ε(τ)(ε(τ)+ 2
d )

uT,π +
ε(τ)

√
1− 1

d2√
1+ ε(τ)(ε(τ)+ 2

d )
usn−3T,π .

Para ε(τ) = 1 tenemos

eT,π,τ =
1√
2

√
1+ 1

d uT,π +
1√
2

√
1− 1

d usn−3T,π ,

Si ε(τ) =−1, tenemos

eT,π,τ =
1√
2

√
1− 1

d uT,π − 1√
2

√
1+ 1

d usn−3T,π .

Esto completa la demostración.

Ejemplo 5.14. Volvemos al ejemplo considerado antes, tomando las representaciones

ρ = ∈ Ŝ7 y µ = ∈ ResS7
S5
(ρ).

Vimos que {uTi
: i = 1,3,5,7,9} es base de Vµ⊗tr donde

T1 =

1 4 7
2 5
3 6

→ → → → → → ,

T3 =

1 3 7
2 5
4 6

→ → → → → → ,
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T5 =

1 3 7
2 4
5 6

→ → → → → → ,

T7 =

1 2 7
3 4
5 6

→ → → → → → ,

T9 =

1 2 7
3 5
4 6

→ → → → → → ,

Consideramos la representación σ = ∈ ResS5
S3
(µ), en este caso tenemos

Tρ,µ,σ = {T3,T5,T7,T9}, T ±,+
ρ,µ,σ = {T3,T9} y T ±,−

ρ,µ,σ = {T5,T7}.

Notemos que para todo T ∈ Tρ,µ,σ tenemos, rT (n−2,n−3) ̸=±1.

Be
σ ,+ = {eT3,π,τ ,eT9,π,τ} es base de Vσ⊗tr y Be

σ ,− = {eT5,π,τ ,eT7,π,τ} es base de Vσ⊗sg.

Consideramos ahora σ1 = ∈ ResS5
S3
(µ). Tenemos que Tρ,µ,σ1 = {T1}, y la distancia axial

rT (n−2,n−3) =−1 entonces T ±,+
ρ,µ,σ1 = {} y T ±,−

ρµ,σ1 = {T1}

Por lo tanto Be
σ1,− = {eT1,π,τ = uT1,π,τ)

} es base de Vσ1⊗sg y

Vµ⊗tr =Vσ1⊗sg ⊕Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg.

5.3. Determinación de A[Sn]
Sn−m×Sm para m = 1,2.

Recordemos que A[Sn]
Sn−m×Sm = { f ∈ A[Sn] : δk ∗ f = f ∗ δk, para todo k ∈ Sn−m ×Sm},

es una subálgebra destacada en el estudio de funciones esféricas. En esta sección determinamos
propiedades y generadores cuando m = 1,2.

Proposición 5.15. El álgebra A[Sn]
Sn−m×Sm es conmutativa si y sólo si m = 1 o m = 2.

Demostración. Se deduce de los Teoremas 3.48, 3.51 y 3.52.

Comenzamos considerando m = 1, es decir, la subálgebra A[Sn]
Sn−1 . Como vimos en la Defi-

nición 4.21 los elementos YJM están definidos por

X1 = 0 y Xk = (1,k)+(2,k)+ · · ·+(k−1,k) para k = 2, . . . ,n.

Para ℓ,k ≥ 1, sean Sℓ+k,Sℓ,Sk los grupos de permutaciones de los conjuntos {1,2, . . . , ℓ+ k},
{1,2, . . . , ℓ} y {ℓ+ 1, ℓ+ 2, . . . , ℓ+ k}, respectivamente. En particular Sℓ,Sk ≤Sℓ+k y Sℓ∩Sk =
{1}. Finalmente ponemos Z(ℓ,k) = A[Sℓ+k]

Sℓ y Z(ℓ) = A[Sℓ]
Sℓ , el centro de A[Sℓ]. Claramente

Xℓ+1,Xℓ+2, . . . ,Xℓ+k ∈ Z(ℓ,k) y Sk,Z(ℓ)⊂ Z(ℓ,k).

El Teorema 4.22 establece que el álgebra A[Sℓ+k]
Sℓ está generada por los elementos YJM

Xℓ+1,Xℓ+2, . . . ,Xℓ+k, el subgrupo Sk y por Z(ℓ).
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Proposición 5.16. Para el par (Sn,Sn−1), si f1 denota la función caracterı́stica de la Sn−1-órbita
del elemento x1 = (n−1,n) tenemos

A[Sn]
Sn−1 = A[Sn−1]

Sn−1 [Xn] = A[Sn−1]
Sn−1 [ f1].

Más aun A[Sn]
Sn−1 = A[Sn−1]

Sn−1A[Sn]
Sn .

Demostración. Con la notación previa y tomando ℓ = n− 1,k = 1, por el Teorema de Olshanskii
tenemos A[Sn]

Sn−1 = Z(n−1,1) y A[Sn−1]
Sn−1 = Z(n−1). Por tanto A[Sn]

Sn−1 = A[Sn−1]
Sn−1 [Xn].

Notemos que la Sn−1-órbita de la permutación x1 = (n,n− 1) es {(1,n), . . . ,(n− 1,n)}, por tanto
su función caracterı́stica coincide con Xn.

Finalmente, sea Tj la función caracterı́stica del conjunto de todas las transposiciones en S j,
entonces Tj ∈ Z( j). Se cumple que Xn = Tn−Tn−1 se sigue que Xn ∈ A[Sn−1]

Sn−1A[Sn]
Sn . Podemos

concluir que A[Sn−1]
Sn−1A[Sn]

Sn ≤ A[Sn]
Sn−1 ≤ A[Sn−1]

Sn−1A[Sn]
Sn .

En el Capı́tulo 6 determinaremos A[Sn]
Sn−1 por generadores y relaciones, este resultado lo

veremos en el Teorema 6.10.

En lo que sigue consideramos el caso m = 2. Sea Yn = Xn− (n−1,n), los elementos Xn−1,Yn no
conmutan, pero, es fácil probar que (n−1,n)Xn−1(n−1,n) = Yn.

Lema 5.17. Para todo h,k ≥ 0 tenemos

(Xn−1 −Yn)
k(Xn−1 +Yn)

h =
(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)

)h
(Xn−1 −Yn)

k. (5.13)

Demostración. Primero consideraremos h =! y demostraremos por inducción en k ≥ 0. Es obvio
para k = 0, para k = 1 tenemos:

(Xn−1 −Yn)(Xn−1 +Yn)− (Xn−1 +Yn)(Xn−1 −Yn) = 2(Xn−1Yn −YnXn−1),

Xn−1Yn = Xn−1
(
Xn − (n−1,n)

)
= Xn−1Xn −Xn−1(n−1,n)

= Xn−1Xn − (n−1,n)Yn,

YnXn−1 =
(
Xn − (n−1,n)

)
Xn−1 = XnXn−1 − (n−1,n)Xn−1

= XnXn−1 − (n−1,n)Xn−1.

Como Xn−1Xn = XnXn−1 obtenemos Xn−1Yn −YnXn−1 = (n−1,n)(Xn−1 −Yn). Por lo tanto

(Xn−1 −Yn)(Xn−1 +Yn) = (Xn−1 +Yn)(Xn−1 −Yn)+2(Xn−1Yn −YnXn−1)

=
(
Xn−1 +Yn +2(n−1,n)

)
(Xn−1 −Yn),

queda demostrado para h,k = 1. Ahora asumimos que es verdad para k ≥ 1. Tomando en cuenta que
(Xn−1 −Yn)(n−1,n) =−(n−1,n)(Xn−1 −Yn) conseguimos

(Xn−1 −Yn)
k+1(Xn−1 +Yn)

= (Xn−1 −Yn)
(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)

)
(Xn−1 −Yn)

k

=
((

Xn−1 +Yn +2(n−1,n)
)
(Xn−1 −Yn)− (1− (−1)k)(n−1,n)(Xn−1 −Yn)

)
× (Xn−1 −Yn)

k =
(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k+1)(n−1,n)

)
(Xn−1 −Yn)

k+1,

lo cual demuestra que se satisface para todo k ≥ 0 cuando h = 1.

Para demostrar para cualquier h fijamos k ≥ 0 y procedemos por inducción en h ≥ 0. Para h = 0
es obvio. Asumimos que (5.13) es verdad para h ≥ 0. Entonces
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(Xn−1 −Yn)
k(Xn−1 +Yn)

h+1

=
(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)

)h
(Xn−1 −Yn)

k(Xn−1 +Yn)

=
(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)

)h(Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)
)

× (Xn−1 −Yn)
k =

(
Xn−1 +Yn +(1− (−1)k)(n−1,n)

)h+1
(Xn−1 −Yn)

k.

El Lema está demostrado.

Proposición 5.18. El álgebra A[Sn]
Sn−2×S2 está generada por A[Sn−2]

Sn−2 , Xn−1 +Yn, (Xn−1 −
Yn)

2 y (n− 1,n). Sean f1 y f2, las funciones caracterı́sticas de las K-clases de conjugación de los
elementos x1 = (n−1,n−2) y x2 = (n,n−3)(n−1,n−2), respectivamente. Entonces

A[Sn]
Sn−2×S2 = A[K]K [Xn−1 +Yn,(Xn−1 −Yn)

2]

= A[K]K [Xn−1 +Yn,Xn−1Yn +YnXn−1] = A[K]K [ f1, f2]
(5.14)

y A[K]K = A[Sn−2]
Sn−2 ×A[S2].

Demostración. Primero observamos que de (5.13) para h = 1 tenemos que Xn−1+Yn y (Xn−1−Yn)
2

conmutan. De K =Sn−2 ×S2 se sigue que A[G]K =
(
A[Sn]

Sn−2
)S2 y que

A[K]K =
(
A[Sn−2]⊗A[S2]

)Sn−2×S2 = A[Sn−2]
Sn−2 ⊗A[S2].

si ponemos ℓ= n−2,k = 2 en el Teorema 4.22 obtenemos que Z(n−2,2) = A[Sn]
Sn−2 es el álgebra

generada por Xn−1,Xn, el subgrupo S2 y el centro Z(n− 2) = A[Sn−2]
Sn−2 de A[Sn−2]. Por tanto

A[Sn]
Sn−2 también es una subálgebra generada por Xn−1 +Yn,Xn−1 −Yn, el elemento (n− 1,n) y

A[Sn−2]
Sn−2 . Ahora observamos que

(n−1,n)(Xn−1 +Yn) = (Xn−1 +Yn)(n−1,n),

(n−1,n)(Xn−1 −Yn) =−(Xn−1 −Yn)(n−1,n).

De ahı́, usando también (5.13) vemos que cualquier elemento f ∈ A[Sn]
Sn−2 puede ser escrito

en la siguiente forma:

f = ∑
i, j

ai j(Xn−1 +Yn)
i(Xn−1 −Yn)

j, ai j ∈ A[K]K .

Ahora es fácil ver que f ∈
(
A[Sn]

Sn−2
)S2 si y solo si

f = ∑
i, j

ai j(Xn−1 +Yn)
i(Xn−1 −Yn)

2 j, ai j ∈ A[K]K .

Por tanto
A[G]K = A[K]K [Xn−1 +Yn,(Xn−1 −Yn)

2].

La segunda igualdad de (5.14) se sigue de las siguientes identidades:

(Xn−1 ±Yn)
2 = X2

n−1 ± (Xn−1 +Yn)+Y 2
n .

Para probar la tercera igualdad de (5.14) es suficiente observar que Xn−1 +Yn = f1 y que Xn−1Yn +
YnXn−1 = f2 +(Xn−1 +Yn)(n−1,n). De hecho,

Xn−1Yn +YnXn−1 = ∑
1≤i, j≤n−2

(
( j,n−1)(i,n)+( j,n)(i,n−1)

)
= ∑

1≤i ̸= j≤n−2

(
( j,n−1)(i,n)+( j,n)(i,n−1)

)
+ ∑

1≤ j≤n−2

(
( j,n−1)( j,n)+( j,n)( j,n−1)

)
= 2 f2 + ∑

1≤ j≤n−2

(
( j,n)(n−1,n)+( j,n−1)(n−1,n)

)
= 2 f2 +(Xn−1 +Yn)(n−1,n).

La proposición esta demostrada.



6
Funciones esféricas del par (G,K) = (Sn,Sn−1)

El objetivo de este capı́tulo es determinar explı́citamente las funciones esféricas en el grupo
G =Sn, para cualquier K-tipo π ∈ Ŝn−1. Con frecuencia haremos referencia a resultados obtenidos
en capı́tulos anteriores.

En este caso tenemos que A = {x0 = (1),x1 = (n,n−1)} y por el Lema 5.1 y por la Proposición
5.2 tenemos

Sn =Sn−1 ASn−1 y M = centK(A) = {σ ∈ G : σ(i) = i, para i = n−1,n} ≃Sn−2.

A partir de esta descomposición tenemos

Lema 6.1. Sea π ∈ K̂ y (δ ,V ) una representación de K tal que toda subrepresentación irreducible
es de tipo π . Dada una función φ : A → End(V ), tal que

φ(x0) = I y φ(x1)π(σ) = π(σ)φ(x1) para todo σ ∈ M.

Entonces existe una única función Φ : Sn → End(V ) tal que

Φ(k1xik2) = π(k1)φ(xi)π(k2) para todo k1,k2 ∈Sn−1,xi ∈ A.

Demostración. Como Sn = (Sn−1)A(Sn−1), por tanto, para todo g ∈Sn existen k1,k2 ∈Sn−1 tales
que g = k1xik2 para i = 0,1, cuando g ∈ K (es decir cuando i = 0) definimos Φ(g) = δ (g), cuando
g /∈ K tenemos que g = k1x1k2 y para definir Φ(k1x1k2) = δ (k1)φ(x1)δ (k2) es necesario verificar
que k1x1k2 = h1x1h2 implica que δ (k1)φ(x1)δ (k2) = δ (h1)φ(x1)δ (h2).

De h2k−1
2 (n) = n y h−1

1 k1x1 = x1h2k−1
2 obtenemos

n−1 = x1h2k−1
2 (n) = h−1

1 k1x1(n) = h−1
1 k1(n−1).

Por tanto h−1
1 k1 ∈ M y h−1

1 k1 = h2k−1
2 . Ası́ δ (h−1

1 k1)φ(x1) = φ(x1)δ (h−1
1 k1) = φ(x1)δ (h2k−1

2 ) y
δ (k1)φ(x1)δ (k2) = δ (h1)φ(x1)δ (h2). Claramente por su definición Φ|A = φ y Φ|K = δ . Esto com-
pleta la demostración.

6.1. Determinación de funciones esféricas

En esta sección determinamos las funciones esféricas para el par (Sn,Sn−1) a partir de la
primera caracterización, dada en el Teorema 3.11.

83
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Recordemos, en la Definición 4.21 se establecieron los elementos de Young-Jucys-Murphy
(YJM) en A[Sn], por

X1 = 0 y Xk = (1,k)+(2,k)+ · · ·+(k−1,k) para k = 2, . . . ,n.

Para el siguiente Teorema es fundamental el resultado que obtuvimos en la Proposición 5.16 según la
cual la subálgebra A[G]K = A[K]K [Xn]. Por el Teorema 3.11 obtenemos la siguiente caracterización
para el par que estamos considerando

Teorema 6.2. Sea π ∈ K̂. Una función Φ : Sn → End(V ) es una función esférica de Sn de tipo π si
y solo si

(i) Φ(e) = I,

(ii) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈Sn,

(iii) (Φ∗Xn)(x1) = Φ(x1)(Φ∗Xn)(e), donde x1 = (n−1,n).

(iv) La restricción Φ|K como una representación de K es equivalente a una suma directa de copias
de π .

Demostración. Para demostrar el recı́proco necesitamos que iii) se cumpla para todo x ∈Sn. Como
(iii) vale obviamente para x = e entonces vale para todo x ∈ A. Sean x ∈ A y k ∈ K, entonces

(Φ∗Xn)(kx) = ∑
y∈G

Φ(kxy−1)Xn(y) = Φ(k)(Φ∗Xn)(x) = Φ(kx)(Φ∗Xn)(e).

Similarmente

(Φ∗Xn)(xk) = ∑
y∈G

Φ(y)Xn(y−1xk) = ∑
y∈G

Φ(y)Xn(ky−1x) = ∑
y∈G

Φ(yk)Xn(y−1x)

= (Φ∗Xn)(x)Φ(k) = Φ(x)(Φ∗Xn)(e)Φ(k) = Φ(xk)(Φ∗Xn)(e),

porque (Φ∗Xn)(e)Φ(k) = Φ(k)(Φ∗Xn)(e) y Xn(yk) = Xn(ky) para todo y ∈Sn. Por tanto (iii) vale
para todo x ∈Sn.

Ahora probaremos que (Φ ∗ f )(x) = Φ(x)(Φ ∗ f )(e) para todo x ∈ Sn y toda f ∈ A[G]K =
A[K]K [Xn]. Por inducción probamos primero que Φ∗X j

n = Φ(Φ∗X j
n )(e) para todo j ∈ N. Ya hemos

establecido esto para j = 1. Asumimos ahora que Φ∗X j
n = Φ(Φ∗X j

n )(e) vale. Entonces

Φ∗X j+1
n = Φ∗Xn ∗X j

n = Φ(Φ∗Xn)(e)∗X j
n = Φ∗X j

n (Φ∗Xn)(e)

= Φ(Φ∗X j
n )(e)(Φ∗Xn)(e).

En particular, evaluando en la identidad obtenemos (Φ∗X j+1
n )(e) = (Φ∗X j

n )(e)(Φ∗Xn)(e), con lo
que probamos que Φ∗X j

n = Φ(Φ∗X j
n )(e) para todo j ∈ N.

Si f ∈ A[K]K tenemos

(Φ∗ f )(x) = ∑
y∈G

Φ(xy−1) f (y) = ∑
k∈K

Φ(xk−1) f (k) = Φ(x) ∑
k∈K

Φ(k−1) f (k).

Evaluando en x = e obtenemos (Φ∗ f )(e) = ∑k∈K Φ(k−1) f (k). Por eso Φ∗ f = Φ(Φ∗ f )(e).

Finalmente,

Φ∗ ( f ∗X j
n ) = Φ(Φ∗ f )(e)∗X j

n = Φ∗X j
n (Φ∗ f )(e) = Φ(Φ∗X j

n )(e)(Φ∗ f )(e).

Evaluando en x = e obtenemos (Φ∗ ( f ∗X j
n ))(e) = (Φ∗X j

n )(e)(Φ∗ f )(e), demostrando que

Φ∗ ( f ∗X j
n ) = Φ(Φ∗ ( f ∗X j

n ))(e),

completando la demostración.
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Corolario 6.3. Sea (π,V ) una representación irreducible de Sn−1, φ : A → EndM(V ) la restricción
de una función esférica irreducible Φ : Sn → End(V ) de tipo π ∈ Ŝn−1. Entonces φ satisface las
siguientes ecuaciones

(n−1) trφ(x1) = η dimV, (6.1)

(ηI −π(Xn−1))φ(x1) = I, (6.2)

para algún η ∈ C y recordemos que x1 = (n−1,n).

Recı́procamente, si (π,V ) es una representación irreducible de Sn−1 y φ : A → EndM(V ) sa-
tisface φ(e) = I y las ecuaciones (6.1) y (6.2), entonces existe una única función esférica Φ : Sn →
End(V ) tal que Φ|K = π y Φ|A = φ .

Demostración. Primero observamos que si f ∈ A[G]K entonces (Φ∗ f̌ )(e) ∈ EndK(V ),

π(k)(Φ∗ f̌ )(e)π(k−1) = π(k) ∑
y∈G

Φ(y) f (y)π(k−1) = ∑
y∈G

Φ(kyk−1) f (y)

= ∑
y∈G

Φ(y) f (k−1yk) = (Φ∗ f̌ )(e).
(6.3)

De ahı́ por el Lema de Schur tenemos que (Φ∗Xn)(e) = ηI para algún η ∈ C. Más aun

(Φ∗Xn)(e) =
n−1

∑
j=1

(Φ∗ ( j,n))(e) =
n−1

∑
j=1

π( j,n−1)φ(x1)π( j,n−1),

porque ( j,n) = ( j,n−1)(n−1,n)( j,n−1). De ahı́

η dimV = tr(Φ∗Xn)(e) = (n−1) trφ(x1).

Por el Teorema 3.11 sabemos que (Φ∗Xn)(x1) = Φ(x1)(Φ∗Xn)(e). Por tanto

n−1

∑
j=1

(Φ∗ ( j,n))(x1) =
n−1

∑
j=1

Φ(x1( j,n)) =
n−2

∑
j=1

Φ(( j,n−1)x1)+ I

=
n−2

∑
j=1

π(( j,n−1))φ(x1)+ I = π(Xn−1)φ(x1)+ I = ηφ(x1).

Recı́procamente, para φ : A → EndM(V ) definimos Φ : G → End(V ) por

Φ(k1ak2) = π(k1)φ(a)π(k2) para k1,k2 ∈ K y a ∈ A,

para la buena definición ver el Lema 6.1. Ası́ definido Φ satisface las condiciones i), ii), y iv) del
Teorema 6.2. Veamos ahora que también cumple la condición iii). Como (Φ∗Xn)(e)∈ EndK(V ) por
el Lema de Schur tenemos (Φ∗Xn)(e) = µI, para algún µ ∈ C. Por eso

n−1

∑
j=1

π( j,n−1)φ(x1)π( j,n−1) = µI por tanto (n−1) trφ(x1) = µ dimV,

por hipótesis, obtenemos µ = η , es decir hemos probado que (Φ∗Xn)(e) = ηI. Evaluando en x1, y
usando (6.2), obtenemos

(Φ∗Xn)(x1) = ∑
u∈G

Φ(x1u−1)Xn(u) =
n−2

∑
j=1

π(n−1, j)φ(x1)+ I = π̂(Xn−1)φ(x1)+ I = ηI,

La demostración concluye por el Teorema 6.2.
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Ahora determinaremos el autovalor (Φ ∗Xn)(e), para ello recordemos algunos conceptos del
Capı́tulo 4.

Toda representación irreducible ρ de Sn esta asociada unı́vocamente a una partición ρ de n,
una forma de describir particiones debida a Frobenius, es la siguiente. Supongamos que la diagonal
principal del diagrama de Young de ρ tiene s cajas. Sea ai el número de cajas debajo de la i-ésima
caja de la diagonal principal, y sea bi el número de cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal
principal. Tenemos que a1 > a2 > · · ·> as y b1 > b2 > · · ·> bs, denotamos a ρ por

ρ = (b1,b2, . . . ,bs|a1,a2, . . . ,as).

Entonces como vimos en la ecuación (4.4) tenemos la siguiente expresión general del carácter
χρ en la clase de conjugación C(2,Sn), de los 2-ciclos en Sn.

χρ(C(2,Sn)) =
d(ρ)

n(n−1)

s

∑
i=1

(bi(bi +1)−ai(ai +1)).

Recordemos que dada una representación (ρ,V ) de G y π una representación irreducible de K que
aparece en ρ , Pπ el operador proyección de V en V(π) que es la componente isotı́pica de π , a la
función Φ : G → End(V(π)) definida por

Φ(g)v = Pπ ρ(g)v g ∈ G,v ∈V(π),

la denominamos función esférica asociada a ρ de tipo π .

Necesitaremos los siguientes resultados generales para un grupo finito arbitrario G y K un sub-
grupo.

Teorema 6.4. Sea ρ ∈ Ĝ y π ∈ ResG
K(ρ). Sea Φ la función esférica asociada a ρ de tipo π . Si fO es

la función caracterı́stica de una clase de conjugación O de G. Entonces

[Φ∗ f̌O](e) =
|O|

d(ρ)
χρ(O)I,

donde χρ(O) = χρ(y) para cualquier y ∈ O.

Demostración.

[Φ∗ f̌O](e) = ∑
y∈G

Φ(y) f̌O(y−1) = ∑
y∈G

Φ(y) fO(y) = ∑
y∈O

Φ(y) = Pπ ∑
y∈O

ρ(y)Pπ .

La suma ∑y∈O ρ(y) conmuta con ρ(g) para todo g∈Sn. Por el Lema de Schur tenemos ∑y∈O ρ(y) =
νIρ . Tomando traza obtenemos νd(ρ) = |O|χρ(O) donde χρ(O) = χρ(y) para cualquier y ∈ O.

Por tanto

(Φ∗ f̌O)(e) = νIρ =
|O|

d(ρ)
χρ(O)Iρ .

Teorema 6.5. Sean ρ ∈ Ĝ, π ∈ ResG
K(ρ)y Φ la función esférica asociada a ρ de tipo π . Sea fQ la

función caracterı́stica de una K-clase de conjugación Q de K. Entonces

(Φ∗ f̌Q)(e) =
|Q|

d(π)
χπ(Q)I,

donde χπ(Q) = χπ(y) para cualquier y ∈ Q.
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Demostración. Como en la prueba del Teorema 6.4 tenemos

(Φ∗ f̌Q)(e) = ∑
y∈Q

Φ(y).

Cuando el K-módulo V no es irreducible, es suma directa de copias de Vπ . Sin embargo por
el Lema de Schur ∑y∈Q π(y) = νI. Tomando traza obtenemos ν dim(V ) = χπ(Q)|Q|h(Φ) donde
χπ(Q) = χπ(y) para cualquier y ∈ Q y h(Φ) denota la altura de la función esférica. Como dim(V ) =
h(Φτ

π)d(π) obtenemos

(Φ∗ f̌Q)(e) = νI =
|Q|

d(π)
χπ(Q)I.

Estamos listos para determinar el valor del autovalor asociado a Φ en términos del contenido de
los tableax cuyos caminos asociados pasan por ρ y por π .

Proposición 6.6. Sea Φ la función esférica asociada a ρ ∈ Ŝn de tipo π ∈ K̂. Si T es un tableau
estándar cuyo camino asociado pasa por ρ y por π y C(T ) =

(
c1(T ), . . . ,cn(T )

)
es el contenido de

T , entonces
(Φ∗Xn)(e) = cn(T )I.

Demostración. Denotaremos por C(2,Sn) la clase de conjugación de un 2-ciclo en Sn (o su fun-
ción caracterı́stica ) y por C(2,Sn−1) la clase de conjugación de un 2-ciclo en K (o su función
caracterı́stica ). Entonces Xn =C(2,Sn)−C(2,Sn−1).

Si η = (Φ∗Xn)(e), por los Teoremas anteriores tenemos

η =
|C(2,Sn)|

d(ρ)
χρ(C(2,Sn))−

|C(2,Sn−1)|
d(π)

χπ(C(2,Sn−1)).

Tenemos que |C(2,Sn)|= n(n−1)/2 y |C(2,Sn−1)|= (n−1)(n−2)/2. De la ecuación (4.4) para

ρ = (b′1, . . . ,b
′
s′ |a′1, . . . ,a′s′) y π = (b1, . . . ,bs|a1, . . . ,as)

(teniendo en cuenta que la única diferencia en los diagramas de Young de cada una es un cuadrado)
tenemos

η =
1
2

s′

∑
j=1

(b′j(b
′
j +1)−a′j(a

′
j +1))− 1

2

s

∑
j=1

(b j(b j +1)−a j(a j +1)). (6.4)

Ahora consideramos los diferentes casos:

1) Tenemos s′ = s, b′j = b j si j ̸= i+1, b′i+1 = bi+1 +1 y a′j = a j para todo 1 ≤ j ≤ s. Por tanto

η =
1
2
(b′i+1(b

′
i+1 +1)−bi+1(bi+1 +1))

=
1
2
((bi+1 +1)(bi+1 +2)−bi+1(bi+1 +1)) = bi+1 +1 = j(n)− i(n) = cn(T ).

2) Tenemos s′ = s, a′j = a j si j ̸= i+1, a′i+1 = ai+1 +1 y b′j = b j para todo 1 ≤ j ≤ s. Por tanto

η =−1
2
(a′i+1(a

′
i+1 +1)−ai+1(ai+1 +1))

=−1
2
((ai+1 +1)(ai+1 +2)−ai+1(ai+1 +1)) =−(ai+1 +1) j(n)− i(n) = cn(T ).
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3) Finalmente consideramos s′ = s+ 1, b′j = b j, a′j = a j si 1 ≤ j ≤ s y b′s+1 = a′s+1 = 0. Por
tanto j(n) = i(n) y cn(T ) = 0

η =
1
2
(b′s+1(b

′
s+1 +1)−a′s+1(a

′
s+1 +1)) = 0 = cn(T ).

Ası́ como observamos en el Lema 6.1, toda función esférica está determinada por su restricción
al conjunto A, por esta razón en lo que sigue determinaremos Φ(x1), la función esférica determi-
nada por ρ ∈ Ŝn de tipo π ∈ K̂. Recordemos que M = centK(A) =Sn−2, como vimos en (5.3), la
descomposición de Vπ , como subrepresentaciones irreducibles de Sn−2 es

Vπ =
⊕

σ∈Ŝn−2

mσ (π)Vσ ,

con la multiplicidad mσ (π) ≤ 1 para todo σ ∈ Ŝn−2. Como x1 conmuta con todos los elementos
de M, tenemos que Φ(x1) es un M- morfismo y por la descomposición anterior y el Lema de Schur
tenemos

Φ(x1) = ∑
σ∈Ŝn−2

ασ Iσ con ασ ∈ C.

Finalmente recordemos que si T es una tableau estándar asociado a un camino que pasa por ρ y π ,
denotamos por rT (i, j) a la distancia axial de i a j en T .

Teorema 6.7. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−1

(ρ) y σ ∈ ResSn−1
Sn−2

(π). Si Φ es la función esférica de Sn

asociada a ρ de tipo π , T un tableau estándar asociado a algún camino que pasa por ρ , π y por σ

con C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) el contenido de T .

Entonces la restricción de Φ(x1) a la componente isotı́pica de σ en Vπ es

Φ(x1) = ασ Iσ ,

donde ασ = 1
rT (n,n−1) =

1
cn(T )−cn−1(T )

.

Demostración. Del Teorema 3.11 (iii) y por la Proposición 6.6 tenemos

(DXnΦ)(x1) = (Φ∗Xn)(x1) = Φ(x1)(Φ∗Xn)(e) = Φ(x1)Φ̂(Xn) = cn(T )Φ(x1), (6.5)

por otra parte

(Φ∗Xn)(x1) =
n−1

∑
j=1

(Φ∗ ( j,n))(x1) =
n−1

∑
j=1

Φ(x1( j,n)) =
n−2

∑
j=1

Φ(( j,n−1)x1)+ Iπ

=
n−2

∑
j=1

π(( j,n−1))Φ(x1)+ I = π̂(Xn−1)Φ(x1)+ Iρ = cn−1(T )Φ(x1)+ Iπ .

(6.6)

para la última igualdad estamos usando que π̂(Xn−1) = cn−1(T )Iπ , lo cual se prueba de la misma
forma que se vió en la Proposición 6.6.

De las ecuaciones (6.5) y (6.6) tenemos

cn(T )Φ(x1) = cn−1(T )Φ(x1)+ Iπ .

Sea σ ∈ ResK
M(π), como Φ(x1) es un M- morfismo, al restringir la ultima ecuación a Vσ tenemos

cn(T )Φ(x1) = cn−1(T )Φ(x1)+ Iσ .
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por la Proposición 4.25 (i) sabemos que cn(T )− cn−1(T ) ̸= 0, por lo tanto

Φ(x1) =
( 1

cn(T )− cn−1(T )

)
Iσ .

6.2. Determinación de las funciones esféricas por proyecciones.

En esta sección determinaremos las funciones esféricas del par que estamos considerando, esta
vez por medio de la caracterización del Teorema 3.41 según el cual, si ρ ∈ Ŝn, π ∈ Ŝn−1 tal que π

aparece en ρ , y si denotamos por Pπ el operador proyección ortogonal del espacio de la representa-
ción ρ en la componente isotı́pica de π entonces la función

Φ(g)v = Pπ ρ(g)v g ∈ G,v ∈V(π),

es la función esférica de Sn asociada a ρ de tipo π .

El siguiente resultado ya lo hemos establecido en la sección anterior, lo incorporamos a conti-
nuación para dar una demostración alternativa.

Teorema 6.8. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−1

(ρ) y σ ∈ ResSn−1
Sn−2

(π). Si Φ es la función esférica de Sn

asociada a ρ de tipo π , T un tableau estándar asociado a algún camino que pasa por ρ , π y por σ

con C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) el contenido de T .

Entonces la restricción de Φ(x1) a la componente isotı́pica de σ en Vπ es

Φ(x1) = ασ Iσ ,

donde ασ = 1
rT (n,n−1) =

1
cn(T )−cn−1(T )

.

Demostración. Por la forma ortogonal de Young, Teorema 4.32 sabemos que si tomamos la GZ-base
{wT : T ∈ Tab(ρ)}, tenemos

siwT =
1
r

wT +

√
1− 1

r2 wsiT

donde si = (i+1, i) y r = rT (i+1, i) es la distancia axial en T desde i+1 a i, para todo 1 ≤ i ≤ n−1.
Tomando i = n−1 tenemos que sn−1 = x1

sn−1wT =
1
s

wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T donde s = rT (n,n−1).

Recordemos que s = rT (n,n− 1) = cn(T )− cn−1(T ). Cuando s = ±1, tenemos sn−1wT = ±wT =
1
s wT , ası́ Φ(x1)wT = 1

s wT = 1
cn(T )−cn−1(T )

wT .

Vamos a considerar el caso en que rT (n,n−1) ̸=±1. Si el camino asociado a T es

ρ → π → σ → ·· · ,

entonces el camino asociado a T1 = sn−1T es de la forma

ρ → π1 → σ → ·· · ,

afirmamos que π ̸= π1. Pues, si π = π1 y denotamos por wT ,wT1
a los vectores de la GZ- base aso-

ciados a los tableaux T y T1, respectivamente, entonces Φ(x1)wT = Pπ

(
1
s wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T

)
=

1
s wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T /∈CwT , pues wT ,wT1
son linealmente independientes. Pero sabemos que Φ(x1)

es un M-morfismo. Por lo tanto π ̸= π1 y PπwT1 = 0. Esto completa la demostración.
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6.3. A[G]K y sus representaciones para (Sn,Sn−1)

Por la Proposición 5.15 A[Sn]
Sn−1 es conmutativa y por la Proposición 5.16 sabemos que

A[G]K = A[K]K [Xn] donde Xn = (1,n)+(2,n)+ · · ·+(n−1,n).

Sean ρ ∈ Ŝn y π ∈ K̂ = Ŝn−1. Si Φ la función esférica asociada a ρ ∈ Ŝn de tipo π y β es la
representación de A[G]K dada por la extensión de Φ. Sea cn(T ) la n-ésima coordenada del contenido
de cualquier tableau estándar T ∈ Tab(ρ) correspondiente al camino que pasa por ρ y π .

Teorema 6.9. Con la notación previa, sabiendo que el conjunto {χ̄µ : µ ∈ K̂} es una base de A[K]K ,
cualquier elemento f ∈ A[G]K es de la forma

f = ∑
j≥0

( ∑
µ∈K̂

c j,µ χ̄µ)∗X j
n , c j,µ ∈ C.

en tal caso
β ( f ) = Φ( f ) = |K| ∑

j≥0
c j,µcn(T ) j.

Demostración. Recordemos que (Φ∗Xn)(e) = cn(T )I, ver la Proposición 6.6.

Por otra parte, si µ ∈ K̂ tenemos

Φ̂(χ̄µ) = ∑
k∈K

Φ(k)χµ(k−1) = ∑
k∈K

π(k)χµ(k−1) =

{
|K|I, si µ = π,

0 si µ ̸= π,

hemos considerado el operador Pµ = 1
|K| ∑k∈K µ(k)χµ(k−1) que por la Proposición 2.25 es el ope-

rador proyección ortogonal del espacio en la componente isotı́pica de µ . Será I cuando µ = π y el
operador nulo en otro caso. Esto completa la demostración.

Recordemos que dadas dos particiones ρ ⊢ n y π ⊢ n− 1, el sı́mbolo ρ → π denota que π es
una subrepresentación de la restricción de la representación ρ a K. Dada π ∈ K̂, sea

R = {(ρ,π) ∈ Ĝ× K̂ : ρ → π}.

Para cada (ρ,π) ∈ R, sea T un tableau de Young cuyo camino asociado pasa por ρ y por π y sea
cn(ρ,π) el contenido de T la caja del diagrama de Young de ρ borrada para obtener el diagrama
de Young de π . Sea Φ la función esférica asociada a ρ de tipo π y β = Φ̂. Los parámetros de
la representación β del álgebra A[G]K = A[K]K [Xn], son: β (Xn) = cn(ρ,π), β (χ̄µ) = 0 para todo
µ ∈ K̂,µ ̸= π , y β (χ̄π) = |K|.

Para cada (ρ,π) ∈ R construimos ahora el polinomio mónico pπ en C[x] (x variable indetermi-
nada) cuyas raı́ces sean β (Xn):

pπ(x) = ∏
(ρ,π)∈R

(x− cn(ρ,π)).

De acuerdo a la Proposición 3.43, hay un único p∈A[G]K =A[K]K [Xn] tal que Qπ(p)= 1
|K| χ̄π pπ(Xn)

para todo π ∈ K̂. Entonces

p =
1
|K| ∑

π∈K̂
∏

(ρ,π)∈R

χ̄π(Xn − cn(ρ,π)). (6.7)

Por construcción, si aplicamos cualquier representación β de A[K]K [Xn] obtenemos β (p) = 0.
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Teorema 6.10. Sea A[K]K [x] el anillo polinomial en la indeterminada x con coeficientes en el anillo
conmutativo con identidad A[K]K .

Sea α : A[K]K [x]→ A[K]K [Xn] el homomorfismo de álgebra definido por α(h) = h para todo
h ∈ A[K]K y α(x) = Xn.

Para

f =
1
|K| ∑

π∈K̂
∏

(ρ,π)∈R

χ̄π(x− cn(ρ,π)).

se tiene f ∈ kerα y α induce el siguiente isomofismo de álgebras

A[G]K ≃ A[K]K [x]/( f ),

donde ⟨ f ⟩ es el ideal de A[K]K [x] generado por el polinomio f .

Demostración. Primero observamos que α( f ) = p, ver (6.7). Se ha establecido que Φ̂(p) = 0 para
todo (ρ,π) ∈ R, Proposición 3.57 implica que p = 0. Por tanto, f ∈ ker(α).

En la ecuación (3.20) hemos establecido que dimC A[K]K [Xn] = dimC A[G]K = |F |, donde F
el conjunto de todas las funciones esféricas irreducibles de (G,K). De ahı́ que

|F |= dimC A[K]K [Xn] = dimC A[K]K [x]/kerα ≤ dimC A[K]K [x]/( f )). (6.8)

El álgebra A[K]K =
⊕

π∈K̂ Cχ̄π , por tanto

A[K]K [x] =
⊕
π∈K̂

Cχ̄π [x],

como suma directa de álgebras.

Sea fπ = 1
|K| ∏ρ∈Fπ

χ̄π(x − cn(ρ,π)) la correspondiente proyección de f en Cχ̄π [x]. Si h =

∑π∈K̂ hπ , con hπ ∈ Cχ̄π , entonces h f = ∑π∈K̂ hπ fπ . Por tanto

A[K]K [x]/( f ) =
⊕
π∈K̂

Cχ̄π [x]/( fπ).

El grado de ( fπ) coincide con |Fπ | = mπ . Ahora es claro que {χπxmπ−1,χπxmπ−2, . . . ,χπx,χπ} es
una C-base de Cχπ [x]/( fπ) ya que dimC A[K]K [x]/( f ) = ∑π∈K̂ |Fπ |= |F |. Volviendo atrás a (6.8)
vemos que kerα = ⟨ f ⟩. Por lo tanto

A[G]K = A[K]K [Xn]≃ A[K]K [x]/( f ).

6.3.1. Ejemplos del álgebra A[G]K y sus representaciones para el par (S3,S2).

Vimos en la Definición 4.10 que con C(1r1 ,2r2 , . . . ,krk ,Sn) denotamos la clase de conjugación
del producto de rk k-ciclos disjuntos en Sn, para 1 ≤ k ≤ n y para simplificar la notación omitimos
el número krk cuando rk = 0, siempre y cuando no haya confusión.

Recordemos que X3 = (1,3)+(2,3) ∈ A[S3]
S2 . No es difı́cil verificar que valen las siguientes

identidades
X2

3 −χC(2,S2)X3 −2 = 0,
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donde χC(2,S2) denota el carácter de la clase de conjugación de C(2,S2). La tabla de caracteres de
S2 es

χ C(1,S2) C(2,S2)

tr 1 1
sg 1 −1

.

Por tanto, χC(2,S2) =
1
2(χtr −χsg) y

X2
3 − 1

2(χtr −χsg)X3 −2 = 0. (6.9)

En la tabla siguiente listaremos las representaciones irreducibles ρ ∈ Ĝ, su descomposición en K-
módulos irreducibles y los parámetros de las correspondientes representaciones β ’s del álgebra
A[G]K = A[K]K [X3] , dado por la extensión de cada función esférica irreducible.

ρ1 = 3 β (X3) = 2, β (χtr) = 2, β (χsg) = 0,

ρ2 =
3

β (X3) = 1, β (χtr) = 0, β (χsg) = 2,

ρ2 = 3
β (X3) =−1, β (χtr) = 2, β (χsg) = 0,

ρ3 =

3
β (X3) =−2, β (χtr) = 0, β (χsg) = 2.

Si reemplazamos χπ por β (χπ) y X3 por la indeterminada x en la identidad (6.9) para π = χtr,χsg

respectivamente tenemos los siguientes polinomios

x2 − x−2 = (x−2)(x+1), x2 + x−2 = (x+2)(x−1).

Ası́ hemos verificado que si aplicamos las cuatro representaciones β : A[K]K [X3]→ C a (6.9) obte-
nemos cero.

El conjunto F de todas las funciones esféricas irreducibles es

F = {Φ
ρ1
tr ,Φ

ρ2
tr ,Φ

ρ2
sg ,Φ

ρ3
sg}.

Tenemos que
A[G]K = {S2 · (1,2,3),S2 · (1,2),S2 · (1,3),S2 · (1)}.

Vale la pena observar que los números cardinales |F | = |A[G]K |. Esto implica que el conjunto de
transformadas de Fourier en cada función esférica irreducible {Φ̂

ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
tr ,Φ̂

ρ2
sg ,Φ̂

ρ3
sg} es una base del

dual de A[G]K como espacio vectorial complejo.

Tenemos que A[G]K = AK
tr [G]⊕AK

sg[G] y {Φ̂
ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
tr } es ortogonal a AK

sg[G] y {Φ̂
ρ2
sg ,Φ̂

ρ3
sg} es or-

togonal a AK
tr [G]. Mas aún, los conjuntos {Φ̂

ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
tr } y {Φ̂

ρ2
sg ,Φ̂

ρ3
sg} son linealmente independientes,

porque son conjuntos de representaciones diferentes de un álgebra (Vandermonde).

Sea A[K]K [x] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el anillo con-
mutativo con identidad A[K]K . Sea α : A[K]K [x]→ A[K]K [X3] el homomorfismo de álgebra definido
por α( f ) = f para todo f ∈ A[K]K y α(x) = X3. Entonces x2 − 1

2(χtr − χsg)x− 2 ∈ kerα . Como
dimC A[K]K [X3] = dimC A[G]K = 4 tenemos

4 = dimC A[K]K [X3] = dimC A[K]K [x]/kerα

≤ dimC A[K]K [x]/⟨x2 − 1
2(χtr −χsg)x−2⟩ ≤ 4,
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ya que dimC A[K]K = 2 y {1,x} es una base del módulo libre A[K]K [x]/⟨x2− 1
2(χtr−χsg)x−2⟩ sobre

A[K]K . Por tanto
A[G]K ≃ A[K]K [x]/⟨x2 − 1

2(χtr −χsg)x−2⟩.

6.3.2. Ejemplos del álgebra A[G]K y sus representaciones para el par (S4,S3).

Recordemos que X4 = (1,4)+ (2,4)+ (3,4) ∈ A[S4]
S3 . Cambiamos la estrategia. Comenza-

mos construyendo la siguiente tabla de representaciones irreducibles ρ ∈ Ĝ, su descomposición en
K- módulos irreducibles y los parámetros de las correspondientes representaciones β ’s del álgebra
A[G]K = A[K]K [X4], dados por las transformadas de Fourier en cada función esférica irreducible.

ρ1 = 4 β (X4) = 3, β (χtr) = 6, β (χst) = 0, β (χsg) = 0,

ρ2 =
4

β (X4) = 2, β (χtr) = 0, β (χst) = 6, β (χsg) = 0,

ρ2 = 4
β (X4) =−1, β (χtr) = 6, β (χst) = 0 β (χsg) = 0,

ρ3 = 4
β (X4) = 0, β (χtr) = 0, β (χst) = 6, β (χsg) = 0,

ρ4 =

4
β (X4) = 1, β (χtr) = 0, β (χst) = 0, β (χsg) = 6,

ρ4 =

4
β (X4) =−2, β (χtr) = 0, β (χst) = 6, β (χsg) = 0,

ρ5 =

4

β (X4) =−3, β (χtr) = 0, β (χst) = 0, β (χsg) = 6.

Construimos ahora tres polinomios mónicos ptr, pst y psg en C[x] usando los correspondientes
valores de β (X4) como raı́ces:

ptr(x) = (x−3)(x+1), pst(x) = x(x−2)(x+2), psg(x) = (x+3)(x−1).

De acuerdo a la Proposición 3.43 , existe un único p ∈ A[G]K = A[K]K [X4] tal que

Ptr(p) = 1
6 χtr(X4 −3)(X4 +1), Pst(p) = 1

6 χstX4(X4 −2)(X4 +2),

Psg(p) = 1
6 χsg(X4 +3)(X4 −1).

Entonces

p = 1
6 χtr(X2

4 −2X4 −3)+ 1
6 χstX4(X2

4 −4)+ 1
6 χsg(X2

4 +2X4 −3)

= 1
6 χstX3

4 +
1
6(χtr +χsg)X2

4 − 1
3(χtr +2χst −χsg)X4 − 1

2(χtr +χsg).

Por construcción, si aplicamos las siete representaciones β ’s de A[K]K [X4] obtenemos β (p) = 0.

El conjunto F de todas las funciones esféricas irreducibles es

F = {Φ
ρ1
tr ,Φ

ρ2
st ,Φ

ρ2
tr ,Φ

ρ3
st ,Φ

ρ4
sg ,Φ

ρ4
st ,Φ

ρ4
sg}.



94 CAPÍTULO 6. FUNCIONES ESFÉRICAS DEL PAR (G,K) = (Sn,Sn−1)

El conjunto A[G]G = {C(4,S4),C(3,S4),C(22,S4),C(2,S4),C(1,S4)} y

A[G]K = {S3 · (1,2,3,4),S3 · (1,2,4),S3 · (1,2,3),S3 · (1,2)(3,4),
S3 · (1,4),S3 · (1,2),S3 · (1)}.

Vale la pena notar que los números cardinales |F | = |A[G]K |. Esto implica que el conjunto de
transformadas de Fourier en cada función esférica irreducible

{Φ̂
ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
st ,Φ̂

ρ2
tr ,Φ̂

ρ3
st ,Φ̂

ρ4
sg ,Φ̂

ρ4
st ,Φ̂

ρ5
sg}

es una base del dual de A[G]K como un espacio vectorial complejo.

De hecho, A[G]K = AK
tr [G]⊕AK

st [G]⊕AK
sg[G] y el conjunto {Φ̂

ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
tr } es ortogonal a AK

st [G]⊕
AK

sg[G], {Φ̂
ρ2
st ,Φ̂

ρ3
st ,Φ̂

ρ4
st } es ortogonal a AK

tr [G]⊕AK
sg[G] y {Φ̂

ρ4
sg ,Φ̂

ρ5
sg} es ortogonal a AK

tr [G]⊕AK
st [G].

Mas aún, los conjuntos {Φ̂
ρ1
tr ,Φ̂

ρ2
tr }, {Φ̂

ρ2
st ,Φ̂

ρ3
st ,Φ̂

ρ4
st } y {Φ̂

ρ4
sg ,Φ̂

ρ5
sg} son linealmente independientes,

pues son conjuntos de representaciones diferentes de un álgebra (Vandermonde). Ya que β (p) = 0
para todo β , tenemos p = 0.

Sea A[K]K [x] el anillo polinomial en la indeterminada x con coeficientes en el anillo conmuta-
tivo con identidad A[K]K . Sea α : A[K]K [x]→ A[K]K [X4] el homomorfismo de álgebra definido por
α( f ) = f para todo f ∈ A[K]K y α(x) = X4. Sea

f = 1
6 χstx3 + 1

6(χtr +χsg)x2 − 1
3(χtr +2χst −χsg)x− 1

2(χtr +χsg).

Entonces f ∈ kerα . Como dimC A[K]K [X4] = dimC A[G]K = 7 tenemos

7 = dimC A[K]K [X3] = dimC A[K]K [x]/kerα ≤ dimC A[K]K [x]/⟨ f ⟩. (6.10)

El álgebra A[K]K = Cχtr ⊕Cχst ⊕Cχsg, por tanto

A[K]K [x] = Cχtr[x]⊕Cχst[x]⊕Cχsg[x].

Sea ftr, fst, fsg las correspondientes proyecciones de f . Entonces,

ftr =
1
6 χtr(x2 −2x−3), fst =

1
6 χst(x3 −4x), fsg =

1
6 χsg(x2 +2x−3).

Si h = htr +hst +hsg ∈ A[K]K [x], entonces h f = htr ftr +hst fst +hsg fsg. por tanto

A[K]K [x]/⟨ f ⟩= Cχtr[x]⟨ ftr⟩⊕Cχst[x]⟨ fst⟩⊕Cχsg[x]⟨ fsg⟩.

Ahora es claro que {χtrx,χtr},{χstx2,χstx,χst} y {χsgx,χsg} son , respectivamente, C-bases de

Cχtr[x]⟨ ftr⟩,Cχst[x]⟨ fst⟩,Cχsg[x]⟨ fsg⟩.

De ahı́ dimC A[K]K [x]/⟨ f ⟩= 7. Por (6.10) resulta que kerα = ⟨ f ⟩. Ası́ hemos probado que

A[G]K = A[K]K [X4]≃ A[K]K [x]/⟨ f ⟩.



7
Funciones esféricas del par (Sn,Sn−2×S2)

El objetivo en este capı́tulo es determinar explı́citamente las funciones esféricas irreducibles
de G =Sn, de cualquier tipo π ∈ Ŝn−2 ⊗ Ŝ2. Para lo cual usamos la caracterización del Teorema
3.41, según el cual, dados ρ ∈ Ŝn y π representación irreducible de Sn−2 ×S2 que aparece en la
restricción de ρ , entonces la función

Φ(g)v = Pπρ(g)v, para todo g ∈Sn,v ∈V(π).

es la función esférica irreducible de Sn asociada a ρ de tipo π . Donde Pπ es el operador proyección
ortogonal del espacio de la representación ρ en la componente isotı́pica de π .

Por el Teorema 5.3, tenemos que el par (Sn,Sn−2 ×S2) es libre de multiplicidad, por tanto la
componente isotı́pica V(π) de π , coincide con el espacio de la representación π , es decir, V(π) =Vπ .

Tenemos A = {x0 = (1),x1 = (n− 1,n− 2),x2 = (n,n− 3)(n− 1,n− 2)} y por el Lema 5.1
resulta

Sn = (Sn−2 ×S2)A(Sn−2 ×S2).

Mientras que por la Proposición 5.2 tenemos

M = centK(A) = {σ ∈Sn : σ(i) = i, para i = n−3,n−2,n−1,n}=Sn−4.

Recordemos que S
′
2 es el grupo de permutaciones de {n−3,n−2}. Tenemos que M ×S

′
2 es sub-

grupo de K =Sn−2 ×S2, en particular M×S
′
2 ≤Sn−2.

Del siguiente resultado sabemos, en particular, que para determinar las funciones esféricas del
par que estamos considerando basta determinarlas en x1 y x2.

Proposición 7.1. Sean ρ ∈ Ŝn y π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), si Φ denota la función esférica irreducible de
Sn asociada a ρ de tipo π . Entonces

i) La función Φ queda determinada por Φ(x1) y Φ(x2).

ii) Φ(x1) y Φ(x2) son M-morfismos.

iii) Φ(x1) es Sn−3-morfismo y Φ(x2) es M×S
′
2-morfismo.

Demostración. i) Sabemos que Sn =(Sn−2×S2)A(Sn−2×S2), entonces para todo g∈Sn existen
k1,k2 ∈Sn−2 ×S2 y xi ∈ A tales que g = k1xik2. Por la Proposición 3.11 sabemos que Φ(k1xik2) =
Φ(k1)Φ(xi)Φ(k2) = π(k1)Φ(xi)π(k2), por lo tanto Φ queda determinado por sus valores en A.

ii) Es inmediato considerando que kxi = xik para todo k ∈ M =Sn−4,xi ∈ A.
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Finalmente para iii). Notemos que kx1 = x1k para todo k ∈Sn−3, por la Proposición 3.11 esto
implica que Φ(x1) es un Sn−3-morfismo. Por ii) sabemos que Φ(x2) es ya un M-morfismo, queda
probar que π((n−3,n−2))Φ(x2) = Φ(x2)π((n−3,n−2)).

Como (n−1,n)2 = (1), entonces π((n−1,n)) =±I, por lo tanto Φ(x2)π((n−1,n)) = π((n−
1,n))Φ(x2). Además se cumple que (n−3,n−2)x2 = x2(n−1,n) y (n−1,n)x2 = x2(n−3,n−2),
entonces

π((n−3,n−2))Φ(x2) = Φ(x2)π((n−1,n)) = π(n−1,n)Φ(x2) = Φ(x2)π((n−3,n−2)).

Esto concluye la demostración.

Determinaremos Φ(x1) y Φ(x2) considerando la descomposición (5.8) que vimos en el Capı́tulo
5, de Vπ como suma de M×S′

2-subrepresentaciones irreducibles, que es:

Vπ =
⊕

σ∈I1,1

Vσ⊗tr ⊕
⊕

σ∈I1,−1

Vσ⊗sg ⊕
⊕

σ∈I2

(Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg). (7.1)

Cuando σ ∈ I1,±1 consideraremos las bases {uT,π : T ∈ Tρ,µ,σ} de V(σ) = Vσ⊗ε . Si σ ∈ I2 hay
distintas bases de Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg que diagonalizan a Φ(x1) o Φ(x2) según veremos en las siguientes
secciones.

7.1. Determinación de Φ(x1).

Dados ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ). En esta sección determinaremos Φ(x1) a partir de
una base de Vπ que diagonalice a este operador en cada sumando que aparece en la descomposición
anterior.

En las Definiciones 5.11 y 5.12 del Capı́tulo 5, establecimos notación para distinguir los ta-
bleaux cuyos caminos asociados pasan por ρ,µ y σ y las naturaleza de las representaciones σ según
su multiplicidad y distancia axial de n− 2 a n− 3, ası́ por ejemplo I2 representa el conjunto de
representaciones irreducibles σ ∈ ResSn−2

Sn−4
(µ) tales que la multiplicidad mσ (µ) = 2.

Cuando σ ∈I1,1, hay una sola representación ν1 ∈ResSn−2×S2
Sn−3

(µ⊗δ ) tal que σ ∈ResSn−3
Sn−4

(ν1).
Por tanto

{uT,π : T ∈ T ±,+
ρ,µ,σ},

es base de V(σ) =Vσ⊗tr.

Finalmente, si tomamos σ ∈ I1,−1, hay una sola representación ν2 ∈ ResSn−2×S2
Sn−3

(µ ⊗ δ ) tal

que σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2). Por tanto

{usn−3T,π : T ∈ T ±,+
ρ,µ,σ},

es base de V(σ) =Vσ⊗sg.

Notemos que Bu
σ = {uT,π ,usn−3T,π : T ∈ T ±,+

ρ,µ,σ}. es base de V(σ) =Vσ⊗tr ⊕V(σ) =Vσ⊗sg.

Si σ ∈ I2, dimos en la Subsección 5.2.5 dos bases de V(σ) = Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg y el cambio de
bases que existe entre ellas. Sabemos por la Proposición 7.1 que Φ(x1) es Sn−3-morfismo, podemos
afirmar que la base que diagonaliza a Φ(x1) es Bu

σ .

En el siguiente resultado damos la forma diagonal de Φ(x1) para la descomposición (7.1) de Vπ .
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Para π ∈ K̂ y τ ∈ M̂⊗ Ŝ
′
2 consideraremos la siguiente notación

δ (π) =

{
1 si π = µ ⊗ tr
−1 si π = µ ⊗ sg

y ε(τ) =

{
1 si τ = σ ⊗ tr
−1 si τ = σ ⊗ sg

.

Teorema 7.2. Sean ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ). Si Φ es la función esférica irreducible
de G asociada a ρ de tipo π entonces existe una base de Vπ tal que la representación matricial de
Φ(x1) según la descomposición (7.1) es la siguiente

Φ(x1) =
⊕

τ∈I1,1

ζ
+
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I1,−1

ζ
−
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I2

(
ζ+

π,τ I 0
0 ζ−

π,τ I

)
, (7.2)

donde

ζ
±
π,τ =

ζ+
π,τ =

1
2

(
1
r +

1
r+s +

δ (π)
r(r+s)

)
si ε(τ) = 1

ζ−
π,τ =

1
2

(
1

r+d +
1

r+s+d +
δ (π)

(r+d)(r+s+d)

)
si ε(τ) =−1,

y s = rT (n,n− 1), r = rT (n− 1,n− 2) y d = rT (n− 2,n− 3), para cualquier tableau estándar T
asociado a un camino que pasa por ρ , µ y por σ .

Demostración. Recordemos que estamos considerando la caracterización del Teorema 3.41 según
el cual, dados ρ ∈ Ŝn y π representación irreducible de Sn−2 ×S2 que aparece en la restricción de
ρ , entonces la función

Φ(g)v = Pπρ(g)v, para todo g ∈Sn, v ∈V(π),

donde Pπ es el operador proyección ortogonal del espacio de la representación ρ en la componente
isotı́pica de π , es la función esférica irreducible de Sn asociada a ρ de tipo π .

Consideramos primero el caso π = µ ⊗ tr y τ = σ ⊗ tr, es decir δ (π) = ε(τ) = 1. Tomamos la
base de Vσ⊗tr dada por

{uT,π : T ∈ T +
ρ,µ,σ},

en la Definición (5.9) se estableció que ūT,π = wT + δ (π)sn−1wT , además, recordemos que en este
caso denotamos a uT,π por uT,1 y por (5.6) tenemos

ūT,1 =
(
1+ 1

s

)
wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T ,

por tanto

ρ(x1)ūT,1 = sn−2ūT,1 =
(
1+ 1

s

)
sn−2wT +

√
1− 1

s2 sn−2wsn−1T

= 1
r

(
1+ 1

s

)
wT +

(
1+ 1

s

)√
1− 1

r2 wsn−2T + 1
s+r

√
1− 1

s2 wsn−1T

+
√

1− 1
s2

√
1− 1

(s+r)2 wsn−2sn−1T ,

en la última igualdad se ha utilizado que rsn−1T (n−1,n−2) = s+ r.

Si ρ → θ → µ → ν → σ → . . . es el camino asociado a T , entonces el asociado a sn−2T es

ρ → θ → µ̃ → ν → σ → . . . ,

afirmamos que µ ̸= µ̃ pues µ = ρ ∖ {n,n− 1} mientras que µ̃ = ρ ∖ {n,n− 2}, esto implica que
Pπwsn−2T = 0, de la misma forma tenemos que Pπwsn−2sn−1T = 0, por lo tanto

Φ(x1)ūT,1 = Pπsn−2ūT,1 =
1
r

(
1+ 1

s

)
PπwT + 1

r+s

√
1− 1

s2 Pπwsn−1T . (7.3)
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Para calcular PπwT y Pπwsn−1T , notemos que wT = 1
2(ūT,1 + ūT,−1) entonces PπwT = 1

2 ūT,1. Por otra
parte

sn−1wT = 1
s wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T

obtenemos

1
2 ūT,1 =

1
2 sn−1ūT = sn−1PπwT = Pπsn−1wT = 1

2s ūT,1 +
√

1− 1
s2 Pπwsn−1T ,

porque sn−1 conmuta con todos los elementos en K y de ahı́ ρ(sn−1)Pπ = Pπρ(sn−1). Ası́√
1− 1

s2 Pπwsn−1T = 1
2

(
1− 1

s

)
ūT,1.

Regresando a (7.3) tenemos

Φ(x1)ūT,1 =
1
2r

(
1+ 1

s

)
ūT,1 +

1
2(r+s)

(
1− 1

s

)
ūT,1 =

1
2

(1
r +

1
rs +

1
r+s −

1
(r+s)s

)
ūT,1,

se deduce que Φ(x1)uT,1 =
1
2

(1
r +

1
rs +

1
r+s −

1
(r+s)s

)
uT,1, de donde

ζ
+
π,τ =

1
2

(1
r +

1
r+s +

1
r(r+s)

)
.

Para el caso π = µ ⊗ tr y τ = σ ⊗ sg, es decir δ (π) = 1,ε(τ) =−1 tomamos la base de Vσ⊗sg dada
por

{usn−3T,1 : T ∈ T ±,1
ρ,µ,σ},

Seguimos el proceso anterior con el que calculamos ζπ,τ notando que

rsn−3T (n−1,n−2) = rT (n−1,n−3) = rT (n−1,n−2)+ rT (n−2,n−3) = r+d

y
rsn−1sn−3T (n−1,n−2) = rsn−3T (n,n−2) = rT (n,n−3) = s+ r+d.

Finalmente cuando δ (π) =−1, es decir, si π = µ ⊗ sg. Consideramos los vectores ūT,−1 y con
ellos seguimos los pasos de forma análoga al caso anterior.

Por la Proposición 7.1 sabemos que Φ(x1) también es Sn−4-morfismo, por lo tanto cuando
σ ∈ I2, preserva la componente isotı́pica V(σ) = Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg. A partir del Lema 5.13 en el cual
determinamos la matriz de cambio de bases entre Be

σ y Bu
σ podemos dar su expresión en términos

de la base Be
σ .

Corolario 7.3. Sean ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ). Si Φ es la función esférica irreducible
de G asociada a ρ de tipo π entonces existe una base de Vπ tal que la representación matricial de
Φ(x1) según la descomposición (7.1) es la siguiente

Φ(x1) =
⊕

τ∈I1,1

ζ
+
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I1,−1

ζ
−
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I2

(
γ1,1I γ1,2I
γ2,1I γ2,2I

)
, (7.4)

donde

ζ
±
π,τ =

ζ+
π,τ =

1
2

(
1
r +

1
r+s +

δ (π)
r(r+s)

)
si ε(τ) = 1

ζ−
π,τ =

1
2

(
1

r+d +
1

r+s+d +
δ (π)

(r+d)(r+s+d)

)
si ε(τ) =−1,

y

γ1,1 =
1
2

((
1+ 1

d

)
ζ
+
π,τ +

(
1− 1

d

)
ζ
−
π,τ , γ1,2 =

1
2

√
1− 1

d2 (ζ
+
π,τ −ζ

−
π,τ)

γ2,1 =
1
2

√
1− 1

d2 (ζ
+
π,τ −ζ

−
π,τ), γ2,2 =

1
2

((
1− 1

d

)
ζ
+
π,τ +

(
1+ 1

d

)
ζ
−
π,τ

)
,

(7.5)

y consideramos las distancias axiales s = rT (n,n− 1),r = rT (n− 1,n− 2), d = rT (n− 2,n− 3),
para todo T ∈ T ±,+

ρ,µ,σ .
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Demostración. Se sigue directamente del Teorema de cambio de base en matrices de aplicaciones
lineales, del Lema 5.13 y del Teorema anterior.

7.2. Determinación de Φ(x2).

Dados ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ). Si Φ es la función esférica de Sn asociada a ρ ,
en esta sección determinamos Φ(x2) a partir de la caracterización dada en el Teorema 3.41, la cual
establece

Φ(g)v = Pπ ρ(g)v para todo g ∈Sn,v ∈V(π),

donde Pπ es la proyección del espacio de la representación ρ en la componente isotı́pica de π .

Elegiremos una base de Vπ en la cual quede diagonal en cada sumando que aparece en la des-
composición 5.8, que es

Vπ =
⊕

σ∈I1,1

Vσ⊗tr ⊕
⊕

σ∈I1,−1

Vσ⊗sg ⊕
⊕

σ∈I2

Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg. (7.6)

Recordemos, en la Subsección 5.2.5 definimos los vectores

ēT,π,τ = ūT,π + ε(τ)sn−3ūT,π , eT,π,τ =
ēT,π,τ

||ēT,π,τ ||
,

y las bases
Be

σ = {ēT,π,τ : T ∈ T ±,±
ρ,µ,σ},

Recordemos además que

δ (π) =

{
1 si δ = tr
−1 si δ = sg

y ε(τ) =

{
1 si ε = tr
−1 si ε = sg

.

La diferencia principal con el procedimiento que nos permitió determinar Φ(x1) en la sección ante-
rior, es que el elemento x2, no es un generador de Coxeter, como lo es x1. Para ser más precisos la
longitud de Coxeter de x2, es ℓ(x2) = 6. Tenemos

x2 = sn−3sn−2sn−1sn−2sn−3sn−2.

Por lo cual tenemos que determinar como actúan cada uno de estos generadores de Coxeter en los
vectores de la base que elegimos.

Nota 7.4. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y σ ⊗ ε ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π). Dado T ∈ T ±,±

ρ,µ,σ ,
para facilitar la notación en la demostración del siguiente Teorema denotaremos por Tj al tableau
que obtenemos de T aplicando sn− j, es decir.

Tj = sn− jT, para j = 1, . . .n−1.

Siguiendo esta idea, para indicar la aplicación sucesiva de los elementos de Coxeter sn−i1 , . . . ,sn−ik
en T , denotaremos con

Ti1,i2,...,ik = sn−ik . . .sn−i1T.

Observemos que Ti,i = T , para todo i y Ti, j = Tj,i si las transposiciones sn−i y sn− j conmutan. Además

Tj,( j+1), j = T( j+1), j,( j+1),

debido a que s j+is js j+1 = s js j+1s j para todo j.
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También necesitaremos considerar las distancias axiales de estos tableaux. Denotaremos por
r j

i1,...,ik a la distancia axial entre n− j+1 y n− j en el tableau Ti1,i2,...,ik , es decir

r j
i1,...,ik = rTi1 ,i2 ,...,ik

(n− j+1,n− j).

Observemos que

r j
j = rTj(n− j+1,r− j) =−rT (n− j+1,n− j) y r j

j+1 = r j+1
j para todo j.

Teorema 7.5. Sean ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ). Si Φ es la función esférica irreducible
de G asociada a ρ de tipo π entonces existe una base de Vπ tal que la representación matricial de
Φ(x2) en esa base, según la descomposición (7.6), es la siguiente

Φ(x2) =
⊕

τ∈I1,1

β
+
π,τ I

⊕
τ∈I1,−1

β
−
π,τ I ⊕

⊕
τ∈I2

(
β+

π,τ I 0
0 β−

π,τ I

)
,

donde

β
±
π,τ = δπ,τ

2(r+ s)(r+d + ε(τ))+(1−δ (π)s)(1+ ε(τ)d)
r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)

,

y

δπ,τ =

{
1 si δ (π) = ε(τ)

0 si δ (π) ̸= ε(τ),
,

además s = rT (n,n−1), r = rT (n−1,n−2) y d = rT (n−2,n−3), para cualquier T ∈ T ±,±
ρ,µ,σ .

Demostración. Primero consideraremos el caso δ (π) = 1 y ε(τ) =−1. Tenemos que

π(sn−3)Φ(x2) = Φ(x2)π(sn−1) porque (n−3,n−2)x2 = x2(n−1,n).

Además π(sn−1)eT,1,−1 = eT,1,−1 y π(sn−3)eT,1,−1 =−eT,1,−1 entonces

β
−
π,τeT,1,−1 = Φ(x2)Φ(sn−1)eT,1,−1 = π(sn−3)Φ(x2)eT,1,−1 =−β

−
π,τeT,1,−1,

por tanto β−
π,τ = 0.

Nuestro objetivo ahora es determinar β 1
π,τ , consideramos la notación y observaciones indicadas

en la Nota 7.4. Dado T ∈ Tρ,µ y una base de Gelfand Tsetlin {wT : T ∈ Tab(ρ)} tomamos los
vectores ūT,π y uT,π , por la forma ortogonal de Young, dada en el Teorema 4.32, obtenemos

ūT,1 =wT + 1
s wT +

√
1− 1

s2 wT1 =
(
1+ 1

s

)
wT +

√
1− 1

s2 wT1 ,

sn−3 ūT,1 =
1
d

(
1+ 1

s

)
wT +

(
1+ 1

s

)√
1− 1

d2 wT3 +
1
d

√
1− 1

s2 wT1 +
√

1− 1
s2

√
1− 1

d2 wT1,3 ,

donde s = rT (n,n−1) y d = rT (n−2,n−3).

Sea σ ⊗ tr ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(µ ⊗ tr), consideramos los vectores ēT,1,1 = ūT,1 + sn−3ūT,1, a partir de

las expresiones que obtuvimos para ūT,1 y sn−3 ūT,1 tenemos

ēT,1,1 =
(
1+ 1

s

)((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
+
√

1− 1
s2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
, (7.7)

hemos considerado que r3
1 = rT1(n−2,n−3) = rT (n−2,n−3) = d.
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Queremos calcular Φ(x2)eT,1,1, donde x2 se descompone como producto de generadores de
Coxeter

x2 = sn−3sn−2sn−1sn−2sn−3sn−2.

Debido a que la proyección Pπ conmuta con sn−3 obtenemos que

Φ(x2)ēT,1,1 = Pπsn−3sn−2sn−1sn−2sn−3sn−2ēT,1,1 = sn−3Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2ēT,1,1.

En primer lugar determinamos(
1+ 1

s

)
Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
,

siguiendo el mismo razonamiento obtenemos√
1− 1

s2 Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
.

Finalmente aplicamos sn−3 en todos los términos que aparecen en las expresiones que conseguimos
antes y obtenemos Φ(x2)ēT,1,1 que es

Φ(x2)(1+ 1
s )
((

1+ 1
d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
+Φ(x2)

√
1− 1

s2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
.

Comenzamos calculando

sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
,

por la forma ortogonal de Young tenemos

sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
=
(

1+ 1
d

)(
1
r wT +

√
1− 1

r2 wT2

)
+
√

1− 1
d2

(
1
r2

3
wT3 +

√
1− 1

(r2
3)

2 wT3,2

)
(7.8)

= 1
r

(
1+ 1

d

)
wT +

(
1+ 1

d

)√
1− 1

r2 wT2 +
1
r2

3

√
1− 1

d2 wT3 +
√

1− 1
d2

√
1− 1

(r2
3)

2 wT3,2 ,

donde r = rT (n−1,n−2).

Para calcular sn−3sn−2

((
1 + 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
necesitamos sn−3wT3 y sn−3wT2,3 , usando

las observaciones de la Nota 7.4 y propiedades de las permutaciones, como ser sn−3sn−2sn−3 =
sn−2sn−3sn−2 tenemos

sn−3wT3 =− 1
d wT3 +

√
1− 1

d2 wT y sn−3wT2,3 =
1

r3
2,3

wT2,3 +

√
1− 1

(r3
2,3)

2 wT2 .

Aplicando sn−3 en cada término de la ecuación (7.8) y reemplazando las expresiones que acabamos
de obtener para sn−3wT3 y sn−3wT2,3 tenemos

sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
=

= 1
r

(
1+ 1

d

)(
1
d wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
+
(

1+ 1
d

)√
1− 1

r2

(
1
r3

2
wT2 +

√
1− 1

(r3
2)

2 wT2,3

)
+ 1

r2
3

√
1− 1

d2

(
− 1

d wT3 +
√

1− 1
d2 wT

)
+
√

1− 1
d2

√
1− 1

(r2
3)

2

(
1

r3
3,2

wT3,2 +

√
1− 1

(r3
3,2)

2 wT3,2,3

)
=
(

1+ 1
d

)(
1
rd +

1
r2

3
− 1

r2
3d

)
wT +

√
1− 1

d2

(
1
rd +

1
r −

1
r2

3d

)
wT3

+ 1
r3

2

(
1+ 1

d

)√
1− 1

r2 wT2 +
(

1+ 1
d

)√
1− 1

r2

√
1− 1

(r3
2)

2 wT2,3

+ 1
r3

3,2

√
1− 1

d2

√
1− 1

(r2
3)

2 wT3,2 +
√

1− 1
d2

√
1− 1

(r2
3)

2

√
1− 1

(r3
3,2)

2 wT3,2,3 .
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Para calcular sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
necesitamos sn−2wT3,2,3 y sn−2wT3,2,3 , consi-

derado que r2
3,2,3 = r2,3,2(n−1,n−2) = r2,3(n−2,n−1) =−r2,3(n−1,n−2) =−r2

2,3 y aplicando
la forma ortogonal de Young tenemos

sn−2wT3,2 =− 1
r3

2
wT2,3 +

√
1− 1

(r3
2)

2 wT3 y sn−2wT3,2,3 =− 1
r2

2,3
wT3,2,3 +

√
1− 1

(r2
2,3)

2 wT2,3 ,

Aplicamos sn−2 a los términos que obtuvimos de sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
y reempla-

zamos las expresiones que conseguimos de sn−2wT3,2 y sn−2wT3,2,3 . Por la forma ortogonal de Young
y operando algebraicamente tenemos

sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
=
(

1+ 1
d

)(
1

r2d +
1

rr2
3
− 1

rr2
3d +

1
r3

2
− 1

r2r3
2

)
wT +

(
1+ 1

d

)√
1− 1

r2

(
1
rd +

1
r2

3
− 1

r2
3d +

1
r3

2r2
2

)
wT2

+
√

1− 1
d2

(
1

rdr2
3
+ 1

rr2
3
− 1

(r2
3)

2d +
1
r −

1
r(r3

2)
2

)
wT3 (7.9)

+
√
(1− 1

d2 )(1− 1
(r2

3)
2 )
(

1
rd +

1
r −

1
r2

3d −
1

r3
2,3r3

2

)
wT3,2

+
(

1
r2

2,3

(
1+ 1

d

)√
1− 1

r2

√
1− 1

(r3
2)

2 +
√

1− 1
d2

√
1− 1

(r2
3)

2

√
1− 1

(r3
3,2)

2

√
1− 1

(r2
2,3)

2

)
wT2,3

+
((

1+ 1
d

)√
1− 1

r2

√
1− 1

(r3
2)

2

√
1− 1

(r2
2,3)

2 − 1
r2

2,3

√
1− 1

d2

√
1− 1

(r2
3)

2

√
1− 1

(r3
3,2)

2

)
wT2,3,2 .

Ahora nos detenemos a calcular sn−2sn−1 de todos los vectores de la base de Gelfand Tsetlin que
aparecen en la ecuación (7.9), por la forma ortogonal de Young tenemos

sn−2sn−1wT = 1
s

(
1
r wT +

√
1− 1

r2 wT2

)
+
√

1− 1
s2

(
1
r2

1
wT1 +

√
1− 1

(r2
1)

2 wT1,2

)
,

sn−2sn−1wT2 =
1
r2

1

(
− 1

r wT2 +
√

1− 1
r2 wT

)
+
√

1− 1
(r2

1)
2

(
1
s wT2,1 +

√
1− 1

s2 wT2,1,2

)
,

sn−2sn−1wT3 =
1
s

(
1
r2

3
wT3 +

√
1− 1

(r2
3)

2 wT3,2

)
+
√

1− 1
s2

(
1

r2
3,1

wT3,1 +

√
1− 1

(r2
3,1)

2 wT3,1,2

)
,

sn−2sn−1wT3,2 =
1

r1
3,2

(
1

r2
3,2

wT3,2 +

√
1− 1

(r2
3,2)

2 wT3

)
+

√
1− 1

(r1
3,2)

2

(
1

r2
3,1,2

wT3,2,1 +
√

1− 1
s2 wT3,2,1,2

)
,

sn−2sn−1wT2,3 =
1

r1
2,3

(
1

r2
2,3

wT2,3 +

√
1− 1

(r2
2,3)

2 wT2,3,2

)
+

√
1− 1

(r1
2,3)

2

(
1

r2
2,3,1

wT2,3,1 +

√
1− 1

(r2
2,3,1)

2 wT2,3,1,2

)
,

sn−2sn−1wT2,3,2 =
1

r1
2,3,2

(
− 1

d wT2,3,2 +
√

1− 1
d2 wT2,3

)
+

√
1− 1

(r1
2,3,2)

2

(
1
r1

2
wT2,3,2,1 +

√
1− 1

(r1
2)

2 wT2,3,2,1,2

)
.

Nuestro objetivo ahora es determinar Pπsn−2sn−1 en los vectores wT , wT2 , wT3 , wT3,2 y wT2,3,2 .
Comenzamos por Pπsn−2sn−1wT , por la expresión que obtuvimos de sn−2sn−1wT notamos que nece-
sitamos PπwT , PπwT1 , PπwT2 y PπwT1,2 . Por definición tenemos

ūT,1 = wT + sn−1wT y ūT,−1 = wT − sn−1wT ,

por tanto 2wT = ūT,1 + ūT,−1, como ūT,−1 /∈Vπ aplicando Pπ tenemos 2PπwT = ūT,1, es decir,

PπwT = 1
2s ūT,1.
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Por definición sn−1ūT,1 = ūT,1 y como sn−1 conmuta con todos los elementos de K entonces sn−1
conmuta con Pπ , por lo tanto

1
2 ūT,1 = sn−1PπwT = Pπsn−1wT = Pπ

(
1
s wT +

√
1− 1

s2 wT1

)
= 1

2s ūT,1 +
√

1− 1
s2 PπwT1 .

Obtenemos √
1− 1

s2 PπwT1 =
1
2

(
1− 1

s

)
ūT,1.

Si ρ → θ → µ → ν → σ → . . . es el camino asociado a T , entonces el asociado a T2 es

ρ → θ → µ̃ → ν → σ → . . . ,

afirmamos que µ ̸= µ̃ pues µ = ρ ∖ {n,n− 1} mientras que µ̃ = ρ ∖ {n,n− 2}, esto implica que
Pπwsn−2T = 0, de la misma forma tenemos que PπwT1,2 = 0. Reemplazando en la expresión que
obtuvimos para sn−2sn−1wT conseguimos

Pπsn−2sn−1wT = 1
2

(
1
sr +

1
r2

1
− 1

sr2
1

)
ūT,1.

Con similares consideraciones obtenemos

Pπsn−2sn−1wT2 =
1

2r2
1

√
1− 1

r2 ūT,1,

Pπsn−2sn−1wT3 =
1
2

(
1− 1

d2

)−1
2
(

1
sr3

2
+ 1

r3
2,1
− 1

sr3
2,1

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1

)
,

Pπsn−2sn−1wT3,2 =
1

2r1
2,3

√
1− 1

(r2
2,3)

2

(
1− 1

d2

)−1
2
(

sn−3ūT,1 − 1
d ūT,1

)
,

Ademas
Pπsn−2sn−1wT2,3 = Pπsn−2sn−1wT2,3,2 = 0

.

Reemplazando en (7.9) tenemos

Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
=1

2

(
1+ 1

d

)(
1

r2d +
1

rr2
3
− 1

rr2
3d +

1
r3

2
− 1

r2r3
2

)(
1
sr +

1
r2

1
− 1

sr2
1

)
ūT,1

+ 1
2r2

1

(
1+ 1

d

)(
1
rd +

1
r2

3
− 1

r2
3d −

1
r3

2r

)(
1− 1

r2

)
ūT,1

+ 1
2

(
1

rdr2
3
+ 1

rr2
3
− 1

(r2
3)

2d +
1

r3
3,2

(
1− 1

(r3
2)

2

))( 1
sr3

2
+ 1

r3
1,2
− 1

sr3
2,1

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1

)
+ 1

2r1
2,3

(
1
rd +

1
r −

1
r2

3d −
1

r3
2r3

2,3

)(
1− 1

(r2
2,3)

2

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1

)
.

(7.10)

Considerando que r j
j+1 = r j+1

j para todo j y haciendo uso de las siguientes identidades:

r2
3 = rT3(n−1,n−2) = rT (n−1,n−3) = r+d, r1

2 = rT2(n,n−1)rT (n.n−2) = s+ r,

r3
2,3 = rT2,3(n−1,n−2) = d, r3

1,2 = rT1,2(n−2,n−3) = rT (n,n−3) = r+ s+d.

Reemplazando en las ecuaciones (7.9), multiplicando por
(
1+ 1

s

)
y operando algebraicamente tene-

mos(
1+ 1

s

)
Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
=
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= 1
2

(
1+ 1

s

)(
1+ 1

d

) (r+1)2

r2(r+d)(r+s) ūT,1 +
1

2(r+s)(r+d)

(
1+ 1

s

)(
1+ 1

d

)(
1− 1

r2

)
ūT,1

+ (r+d+1)2

2r(r+d)2(r+s+d)

(
1+ 1

s

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1
)
+ 1

2r(r+s+d)

(
1+ 1

s

)(
1− 1

(r+d)2

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1
)

= (s+1)(r+1)
sr(r+d)(r+s)

(
1+ 1

d

)
ūT,1 +

(s+1)(r+d+1)
sr(r+d)(r+s+d)

(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1
)

(7.11)

= (s+1)(r(r+s+d)+r+d+1)
sr(r+d)(r+s)(r+s+d) ūT,1 +

(s+1)(r+d+1)
sr(r+d)(r+s+d)sn−3ūT,1.

Para calcular sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
seguimos los pasos que nos permitie-

ron determinar sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
. Consideramos que las distancias axiales

y los tableaux que intervienen en cada paso para llegar a la ecuación (7.9) cambian de la siguiente
forma, donde aparece r j

i ahora estará r j
1,i y donde estaba Ti ahora aparece T1,i.

Con estas consideraciones obtenemos

sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
=

=
(

1+ 1
d

)(
1

(r2
1)

2d +
1

r2
1r2

1,3
− 1

r2
1r2

1,3d +
1

r3
1,2
− 1

(r2
1)

2r3
1,2

)
wT1

+
(

1+ 1
d

)√
1− 1

(r2
1)

2

(
1

r2
1d +

1
r2

1,3
− 1

r2
1,3d +

1
r3

1,2r2
1,2

)
wT1,2 (7.12)

+
√

1− 1
d2

(
1

r2
1dr2

1,3
+ 1

r2
1r2

1,3
− 1

(r2
1,3)

2d +
1
r2

1
− 1

r2
1(r

3
1,2)

2

)
wT1,3

+

√
(1− 1

d2 )(1− 1
(r2

1,3)
2 )
(

1
r2

1d +
1
r2

1
− 1

r2
1,3d −

1
r3

1,2,3r3
1,2

)
wT1,3,2

+
(

1
r2

1,2,3

(
1+ 1

d

)√
1− 1

(r2
1)

2

√
1− 1

(r3
1,2)

2 +
√

1− 1
d2

√
1− 1

(r2
1,3)

2

√
1− 1

(r3
1,3,2)

2

√
1− 1

(r2
1,2,3)

2

)
wT1,2,3

+
((

1+ 1
d

)√
1− 1

(r2
1)

2

√
1− 1

(r3
1,2)

2

√
1− 1

(r2
1,2,3)

2 − 1
r2

1,2,3

√
1− 1

d2

√
1− 1

(r2
1,3)

2

√
1− 1

(r3
1,3,2)

2

)
wT1,2,3,2 .

De forma similar determinamos

Pπsn−2sn−1wT1 =
1
2

(
1− 1

s

)(
1− 1

s2

)−1
2
(
− 1

sr2
1
+ 1

r +
1
rs

)
ūT,1,

Pπsn−2sn−1wT1,2 =
1
2r

√
1− 1

(r2
1))

2

(
1− 1

s

)(
1− 1

s2

)−1
2 ūT,1,

Pπsn−2sn−1wT1,3 =
1
2

(
1− 1

s

)(
1− 1

s2

)−1
2
(
1− 1

d2

)−1
2
(
− 1

sr3
1,2
+ 1

r3
2
+ 1

r3
2s

)(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1
)
,

Pπsn−2sn−1wT1,3,2 =
1

2r3
2

√
1− 1

(r3
1,2)

2

(
1− 1

s

)(
1− 1

s2

)−1
2
(
1− 1

d2

)−1
2
(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1
)
,

y
Pπsn−2sn−1wT1,2,3 = Pπsn−2sn−1wT1,2,3,2 = 0.

Reemplazando en las ecuaciones (7.12), multiplicando por
√

1− 1
s2 y operando algebraicamen-

te tenemos√
1− 1

s2 Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
= (s−1)(d+1)(r+s+1)2

2sdr(r+s)2(r+s+d) ūT,1 +
(s−1)(d+1)(r+s+1)(r+s−1)

2srd(r+s)2(r+s+d) ūT,1 (7.13)

+ (s−1)(r+s+d+1)2

2s(r+s+d)2(r+s)(r+d)

(
sn−3ūT − 1

d ūT,1

)
+ (s−1)(r+s+d+1)(r+s+d−1)

2s(r+s+d)2(r+d)(r+s)

(
sn−3ūT,1 − 1

d ūT,1

)
= (s−1)((r+s)(r+d+1)+d+1)

sr(r+s+d)(r+s)(r+d) ūT,1 +
(s−1)(r+s+d+1)

s(r+s+d)(r+s)(r+d)sn−3ūT,1.
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Recordemos que

ēT,1,1 =
(
1+ 1

s

)((
1+ 1

d

)
wT +

√
1− 1

d2 wT3

)
+
√

1− 1
s2

((
1+ 1

d

)
wT1 +

√
1− 1

d2 wT1,3

)
,

por tanto

Φ(x2)ēT,1,1 = Pπsn−3sn−2sn−1sn−2sn−3sn−2ēT,1,1 = sn−3Pπsn−2sn−1sn−2sn−3sn−2ēT,1,1.

Aplicando sn−3 en (7.11) y (7.13) y operando algebraicamente obtenemos

Φ(x2)ēT,1,1 =
((s+1)(r(r+ s+d)+ r+d +1)

sr(r+d)(r+ s)(r+ s+d)
+

(s−1)((r+ s)(r+d +1)+d +1)
sr(r+ s+d)(r+ s)(r+d)

)
ūT,1

+
( (s+1)(r+d +1)

sr(r+d)(r+ s+d)
+

(s−1)(r+ s+d +1)
s(r+ s+d)(r+ s)(r+d)

)
sn−3ūT,1

=
2(r+ s)(r+d +1)+(1− s)(d +1)

r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)
ūT,1 +

2(r+ s)(r+d +1)+(1− s)(d +1)
r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)

sn−3ūT,1

=
2(r+ s)(r+d +1)+(1− s)(d +1)

r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)
ēT,1,1.

(7.14)

Finalmente recordando que eT,π,τ =
ēT,π,τ

||ēT,π,τ || , tenemos

β
1
π,τ =

2(r+ s)(r+d +1)+(1− s)(d +1)
r(r+d)(r+ s)(r+ s+d)

.

Omitimos la determinación de βσ ,−1,1 y βσ ,−1,−1, es decir, el caso δ (π) =−1, por la analogı́a en el
procedimiento, esto concluye la demostración.

7.3. Autovalores de las funciones esféricas.

En esta sección comenzamos enunciando la caracterización del Teorema 3.11 en el par que
estamos considerando. Posteriormente determinamos los autovalores de la función esférica.

Teorema 7.6. Sean f1 y f2 las funciones caracterı́sticas de las K-clases de conjugación de los
elementos x1 = (n− 2,n− 1) y x2 = (n− 3,n)(n− 2,n− 1), respectivamente. Si (π,V ) una repre-
sentación irreducible de K. Una función Φ : G → End(V ) es una función esférica de tipo π si y solo
si

i) Φ(e) = I,

ii) Φ(k1gk2) = Φ(k1)Φ(g)Φ(k2) para todo k1,k2 ∈ K, g ∈ G,

iii) (Φ∗ f1)(xi) = Φ(xi)(Φ∗ f1)(e), (Φ∗ f2)(xi) = Φ(xi)(Φ∗ f2)(e) para i = 1,2,

iv) la restricción Φ|K es representación de K equivalente a una suma directa de copias de π .

Recordemos que a los valores η1 = (Φ∗ f1)(e) y η2 = (Φ∗ f2)(e) les denominamos autovalores
de Φ.

Demostración. Que una función esférica tiene estas propiedades es una consecuencia del Teorema
3.11. Para la suficiencia, primero demostraremos que si f ∈ A[G]K y (Φ∗ f )(xi) = Φ(xi)(Φ∗ f )(e)
vale para todo xi ∈ A, entonces (Φ∗ f )(g) = Φ(g)(Φ∗ f )(e) vale para todo g ∈ G.
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Sean xi ∈ A y k ∈ K, entonces

(Φ∗ f )(kxi) = ∑
y∈G

Φ(kxiy−1) f (y) = Φ(k)(Φ∗ f )(xi) = Φ(kxi)(Φ∗ f )(e).

Ahora, sea x = k1xi, con k1 ∈ K,xi ∈ A. Entonces

(Φ∗ f )(xk) = ∑
y∈G

Φ(y) f (y−1xk) = ∑
y∈G

Φ(y) f (ky−1x) = ∑
y∈G

Φ(yk) f (y−1x)

= (Φ∗ f )(x)Φ(k) = Φ(x)(Φ∗ f )(e)Φ(k)

= Φ(xk)(Φ∗ f )(e),

porque (Φ ∗ f )(e)Φ(k) = Φ(k)(Φ ∗ f )(e) = (Φ ∗ f )(e) como probamos arriba. De G = KAK obte-
nemos que (Φ∗ f )(g) = Φ(g)(Φ∗ f )(e) para todo g ∈ G.

Sea f ∈ A[K], entonces

(Φ∗ f )(g) = ∑
y∈G

Φ(gy−1) f (y) = ∑
y∈K

Φ(g)Φ(y−1) f (y) = Φ(g)(Φ∗ f )(e).

Ası́ (Φ∗ f )(g) = Φ(g)(Φ∗ f )(e) para f ∈ A[K]K o f = f1, f2.

Para probar que (Φ ∗F)(g) = Φ(g)(Φ ∗F)(e) para todo F ∈ A[G]K es suficiente verificar esto
para F = f Z1 · · ·Zr con f ∈ A[K]K y Z j ∈ { f1, f2} ver la Proposición 5.18. Esto se puede probar por
inducción en r ≥ 0. Si F = F1 ∗F2 con (Φ∗Fj)(g) = Φ(g)(Φ∗Fj)(e) j = 1,2, entonces

(Φ∗F)(g) = (Φ∗ (F1 ∗F2))(g) = (Φ(Φ∗F1)(e)∗F2)(g) = (Φ∗F2)(g)(Φ∗F1)(e)

= Φ(g)(Φ∗F2)(e)(Φ∗F1)(e) = Φ(g)(Φ∗F)(e).

Ahora la demostración se sigue directamente del Teorema 3.11

Corolario 7.7. Sean π ∈ K̂, f1 la función caracterı́stica de la K órbita de x1 = (n− 1,n− 2) y Φ

una función esférica de Sn de tipo π . Entonces Φ satisface

i)

2
n−2

∑
j=1

π(( j,n−2))Φ(x1)π(( j,n−2)) = η1I. (7.15)

ii)

∑1≤i ̸= j≤n−4π((i,n−2)( j,n−3))Φ(s2)π(( j,n−3)(i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−2))Φ(x2)π((i,n−2))+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−3))Φ(x2)π((i,n−3))

+2Φ(x2) = η2I.
(7.16)

Demostración. Para i) tenemos que

(Φ∗ f1)(e) =
n−2

∑
j=1

(Φ∗ ( j,n−1))(e)+
n−2

∑
j=1

(Φ∗ ( j,n))(e)

= 2
n−2

∑
j=1

π(( j,n−2))Φ(x1)π(( j,n−2)),

porque ( j,n− 1) = ( j,n− 2)x1( j,n− 2), ( j,n) = (n− 1,n)( j,n− 2)x1( j,n− 2)(n− 1,n) y π(n−
1,n) = δ I.
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Para ii) comenzamos trabajando con las ecuaciones

(Φ∗ f2)(s) = Φ(s)(Φ∗ f2)(e)

para s = (1),x1,x2. Por definición

f2 = ∑
1≤i ̸= j≤n−2

(n−1, i)(n, j).

Como hemos observado previamente tenemos (Φ∗ f2)(e) = η2I para algún η2 ∈ C. Más aún

(Φ∗ f2)(e) = ∑
1≤i ̸= j≤n−2

(Φ∗ ((n−1, i)(n, j)))(e) = ∑
1≤i ̸= j≤n−2

Φ(( j,n)(i,n−1)).

Necesitamos las siguientes identidades: Para 1 ≤ i ̸= j ≤ n−4 tenemos

( j,n)(i,n−1) = (i,n−2)( j,n−3)x2( j,n−3)(i,n−2),

para 1 ≤ i, j ≤ n−4 tenemos

(n−3,n)(i,n−1) = (i,n−2)x2(i,n−2),

( j,n)(n−3,n−1) = ( j,n−2)x2(n−3,n−2)( j,n−2)(n−1,n),

para 1 ≤ i, j ≤ n−4 tenemos

(n−2,n)(i,n−1) = (i,n−3)x2(n−1,n)(n−3,n−2)(i,n−3),

( j,n)(n−2,n−1) = ( j,n−3)x2( j,n−3),

(n−2,n)(n−3,n−1) = (n−1,n)x2(n−1,n),

(n−3,n)(n−2,n−1) = x2.

Por lo tanto

(Φ∗ f2)(e) = ∑
1≤i ̸= j≤n−4

π((i,n−2)( j,n−3))Φ(x2)π(( j,n−3)(i,n−2))

+ ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−2))Φ(x2)π((i,n−2))

+α ∑
1≤ j≤n−4

π(( j,n−2))Φ(x2)π((n−3,n−2)( j,n−2))

+α ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−3))Φ(x2)π((n−3,n−2)(i,n−3))

+ ∑
1≤ j≤n−4

π(( j,n−3))Φ(x2)π(( j,n−3))+Φ(x2)+Φ(x2).

Tomando en cuenta que π((n−3,n−2))Φ(x2)=αΦ(x2)=Φ(x2)π((n−3,n−2))Φ(x2), obtenemos

(Φ∗ f2)(e) = ∑
1≤i̸= j≤n−4

π((i,n−2)( j,n−3))Φ(x2)π(( j,n−3)(i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−2))Φ(x2)π((i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−3))Φ(x2)π((i,n−3))+2Φ(x2).

Esto concluye la demostración de (7.16).
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7.3.1. Autovalor η1.

Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y σ ∈ ResSn−2×S2
Sn−4×S′

2
(π), nuestro objetivo es determinar el auto-

valor η1 en términos del contenido de cualquier tableau T ∈ Tρ,µ,σ .

Proposición 7.8. Sean ρ ∈ Ŝn y π = µ ⊗ δ una representación irreducible de K = Sn−2 ×S2
contenida en ρ . Si Φ es la función esférica asociada a ρ de tipo π y f1 la función caracterı́stica de
la K-clase de conjugación de x1 = (n−2,n−1). Entonces la función (Φ∗ f1)(e) es un K-morfismo
por tanto existe un escalar η1 ∈ C tal que (Φ∗ f1)(e) = η1Id y

η1 =
n(n−1)
2d(ρ)

χρ(C(2,Sn))−
(n−2)(n−3)

2d(µ)
χµ(C(2,Sn−2))−δ .

Demostración. Que (Φ∗ f1)(e) es un K-morfismo lo vimos en (6.3). Sea Q la K-clase de conjuga-
ción de x1, entonces

(Φ∗ f1)(e) = ∑
y∈K

Φ(y) f1(y−1) = ∑
y∈K

Φ(y) f1(y) = ∑
y∈Q

Φ(y)

=
n−2

∑
j=1

Φ(( j,n−1))+
n−1

∑
j=1

Φ(( j,n))−δ I

= Pπ

(
n−2

∑
j=1

ρ(( j,n−1))+
n−1

∑
j=1

ρ(( j,n))

)
Pπ −δ I,

porque Φ((n,n−1)) = δ I. Tenemos

n−2

∑
j=1

ρ(( j,n−1)) = ∑
1≤i< j≤n−1

ρ((i, j))− ∑
1≤i< j≤n−2

ρ((i, j)),

n−1

∑
j=1

ρ(( j,n)) = ∑
1≤i< j≤n

ρ((i, j))− ∑
1≤i< j≤n−1

ρ((i, j)).

De ahı́
n−2

∑
j=1

ρ(( j,n−1))+
n−1

∑
j=1

ρ(( j,n)) = ∑
1≤i< j≤n

ρ((i, j))− ∑
1≤i< j≤n−2

ρ((i, j)).

El G-módulo Vρ y el K-submódulo V =Vπ son irreducibles, por el Lema de Schur

∑
1≤i< j≤n

ρ((i, j)) = aI y ∑
1≤i< j≤n−2

ρ((i, j)) = bI. (7.17)

Tomando traza tenemos

n(n−1)χρ(C(2,Sn))

2
= ad(ρ) y

(n−2)(n−3)χµ(C(2,Sn−2))

2
= bd(µ).

Finalmente obtenemos
(Φ∗ f1)(e) = (a−b−δ )I.

Por eso

η1 =
n(n−1)
2d(ρ)

χρ(C(2,Sn))−
(n−2)(n−3)

2d(µ)
χµ(C(2,Sn−2))−δ .

Esto completa la demostración.
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Recordemos que cuando σ ∈ I2, existen dos representaciones ν1 y ν2 en ResSn−2×S2
Sn−3

(µ ⊗ δ )

tales que σ ∈ResSn−3
Sn−4

(ν1) y σ ∈ResSn−3
Sn−4

(ν2), además, si V 1
σ y V 2

σ denotan las componentes isotı́picas
de σ en ν1 y ν2 respectivamente, entonces

V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg =V 1
σ ⊕V 2

σ .

Sea

P =
n−4

∑
j=1

π(( j,n−3)), (7.18)

claramente P es Sn−3-mofismo , por tanto preserva V 1
σ y V 2

σ que son Sn−3-módulos. De ahı́ que
existen µ1,µ2 ∈ C tales que

PuT,π = µ1uT,π y Pusn−3T,δ = µ2usn−3T,δ para todo T ∈ T δ ,ε
ρ,µ,σ .

La representación matricial de P en la base Bu
σ ,δ ,ε de V(σ) es

P =

(
µ1 0
0 µ2

)
.

Se cumple que P es un Sn−4-morfismo, en la base Be
σ ,δ ,ε = {ēT,δ (π),ε(τ) : T ∈ T δ ,ε

ρ,µ,σ} de V(σ)

tenemos

P =

(
a−1 −b
−c d +1

)
,

por medio de la matriz de cambio de base, ver Teorema 5.13, tenemos

(
a−1 −b
−c d̃ +1

)
= 1

2

µ1 +µ2 +
1
d (µ1 −µ2)

(
1+ 1

d

)
(µ1 −µ2)(

1− 1
d

)
(µ1 −µ2) µ1 +µ2 − 1

d (µ1 −µ2)

 . (7.19)

En el siguiente resultado determinamos los escalares µ1 y µ2. Recordemos que dada una re-
presentación σ ∈ Ŝn−4 denotamos por χσ (C(2,Sn−4)) al carácter de σ en la clase de conjugación
C(2,Sn−4), de los dos ciclos en Sn−4.

Proposición 7.9. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), ν1,ν2 ∈ ResSn−2×S2
Sn−3

(π) con σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν1) y

σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2).Para el operador definido en (7.18), Tenemos

µ1 =
(n−3)(n−4)

2d(ν1)
χν1(C(2,Sn−3))−

(n−4)(n−5)
2d(σ)

χσ (C(2,Sn−4)),

µ2 =
(n−3)(n−4)

2d(ν2)
χν2(C(2,Sn−3))−

(n−4)(n−5)
2d(σ)

χσ (C(2,Sn−4)).

(7.20)

Demostración. Observamos que

n−4

∑
j=1

ν1(( j,n−3)) = ∑
1≤i< j≤n−3

ν1((i, j))− ∑
1≤i< j≤n−4

ν1((i, j)).

Tenemos

∑
1≤i< j≤n−3

ν1((i, j)) = xI, tomando traza tenemos (n−3)(n−4)
2 χν1(C(2,Sn−3)) = xd(ν1).
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Similarmente
∑

1≤i< j≤n−4
ν1((i, j)) = ∑

1≤i< j≤n−4
σ((i, j)) = yI,

tomando traza
(n−4)(n−5)

2 χσ (C(2,Sn−4)) = yd(σ).

Esto completa la demostración de la primera fórmula. La otra sigue de cambiar ν1 por ν2.

Vimos en el Capı́tulo 4 una fórmula para el carácter de representaciones irreducibles de Sn en
dos ciclos. Dado ρ partición de n, si la diagonal principal de su diagrama de Young tiene t cajas.
Sea aρ

i el número de cajas debajo de la i-ésima caja de la diagonal principal, y sea bρ

i el número de
cajas a la derecha de la i-ésima caja de la diagonal principal. Tenemos que aρ

1 > aρ

2 > · · · > aρ

t y
bρ

1 > bρ

2 > · · ·> bρ

t , denotamos a ρ por

ρ = (bρ

1 ,b
ρ

2 , . . . ,b
ρ

t |a
ρ

1 ,a
ρ

2 , . . . ,a
ρ

t ).

Entonces tenemos la siguiente expresión general del carácter χρ en la clase de conjugación
C(2,Sn) de la clase de conjugación de los 2-ciclos en Sn:

χρ(C(2,Sn)) =
d(ρ)

n(n−1)

t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1)). (7.21)

En particular tenemos

η1 =
1
2

t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bµ

i (b
µ

i +1)−aµ

i (a
µ

i +1))−δ ,

µ1 =
1
2

t

∑
i=1

(bν1
i (bν1

i +1)−aν1
i (aν1

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bσ
i (b

σ
i +1)−aσ

i (a
σ
i +1)),

µ2 =
1
2

t

∑
i=1

(bν2
i (bν2

i +1)−aν2
i (aν2

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bσ
i (b

σ
i +1)−aσ

i (a
σ
i +1)).

Sea T ∈ Tab(ρ). Si ρ = (bρ

1 ,b
ρ

2 , . . . ,b
ρ

t |a
ρ

1 ,a
ρ

2 , . . . ,a
ρ

t ) extendemos la definición de bρ

i y aρ

i
poniendo bρ

i = aρ

i = 0 para todo i > t. Recordemos que i : {1, . . . ,n}→ {1, . . . ,k} y j : {1, . . . ,n}→
{1, . . . ,ρ1} denotan las funciones en las que i(m), j(m) son la fila y la columna de T que contiene a
m, respectivamente.

Lema 7.10. Sea ρ ∈ Ŝn y θ ∈ ResSn
Sn−1

(ρ). Con la notación previa tenemos

t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1))−
t

∑
i=1

(bθ
i (b

θ
i +1)−aθ

i (a
θ
i +1)) = 2(bρ

i(n)−aρ

j(n)).

Demostración. Sean i(n) ≤ t y 1 ≤ i ≤ t. Entonces aρ

i = aθ
i . Más aún, bρ

i = bθ
i para todo i ̸= i(n).

Por tanto
t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1)−bθ
i (b

θ
i +1)+aθ

i (a
θ
i +1))

= bρ

i(n)(b
ρ

i(n)+1)−bθ

i(n)(b
θ

i(n)+1).

(i) Si i(n)< t, entonces bθ

i(n) = bρ

i(n)−1 y aρ

j(n) = 0 porque j(n)> t. Ası́

bρ

i(n)(b
ρ

i(n)+1)−bθ

i(n)(b
θ

i(n)+1)

= bρ

i(n)(b
ρ

i(n)+1)− (bρ

i(n)−1)bρ

i(n) = 2bρ

i(n) = 2(bρ

i(n)−aρ

j(n)).
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(ii) Si i(n) = t, entonces cuando j(n)> t tenemos bθ

i(n) = bρ

i(n)−1 y

bρ

i(n)(b
ρ

i(n)+1)−bθ

i(n)(b
θ

i(n)+1) = 2(bρ

i(n)−aρ

j(n)).

Si j(n) = t entonces bθ

i(n) = bρ

i(n) = aρ

j(n) = 0. Por tanto

bρ

i(n)(b
ρ

i(n)+1)−bθ

i(n)(b
θ

i(n)+1) = 0 = 2(bρ

i(n)−aρ

j(n)).

Finalmente Si i(n) > t y 1 ≤ i ≤ t, entonces bρ

i = bθ
i y aρ

i = aθ
i para todo i ̸= j(n). Además

aθ

j(n) = aρ

j(n)−1. Por tanto

t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1))−
t

∑
i=1

(bθ
i (b

θ
i +1)−aθ

i (a
θ
i +1)) =−aρ

j(n)(a
ρ

j(n)+1)+aθ

j(n)(a
θ

j(n)+1)

=−aρ

j(n)(a
ρ

j(n)+1)+(aρ

j(n)−1)aρ

j(n) =−2aρ

j(n) = 2
(
bρ

i(n)−aρ

j(n)

)
.

Queda demostrado.

A partir del resultado anterior tenemos

Lema 7.11. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), ν1,ν2 ∈ ResSn−2×S2
Sn−3

(π) tales que σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν1) y

σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2). Entonces

η1 = (bρ

i(n)−aρ

j(n))+(bρ

i(n−1)−aρ

j(n−1))−δ ,

µ1 = bν1
i(n−3)−aν1

j(n−3) y µ2 = bν2
i(n−3)−aν2

j(n−3).

Demostración. Tenemos

η1 =
1
2

t

∑
i=1

(bρ

i (b
ρ

i +1)−aρ

i (a
ρ

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bθ
i (b

θ
i +1)−aθ

i (a
θ
i +1))

+ 1
2

t

∑
i=1

(bθ
i (b

θ
i +1)−aθ

i (a
θ
i +1))− 1

2

t

∑
i=1

(bµ

i (b
µ

i +1)−aµ

i (a
µ

i +1))−δ .

Por el Lema 7.10 tenemos

η1 = (bρ

i(n)−aρ

j(n))+(bθ

i(n−1)−aθ

j(n−1))−δ .

Como bθ

i(n−1) = bρ

i(n−1) y aθ

j(n−1) = aρ

j(n−1) obtenemos la expresión anunciada para η1. Similarmente
obtenemos

µ1 =
1
2

t

∑
i=1

(bν1
i (bν1

i +1)−aν1
i (aν1

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bσ
i (b

σ
i +1)−aσ

i (a
σ
i +1))

= bν1
i(n−3)−aν1

j(n−3),

µ2 =
1
2

t

∑
i=1

(bν2
i (bν2

i +1)−aν2
i (aν2

i +1))− 1
2

t

∑
i=1

(bσ
i (b

σ
i +1)−aσ

i (a
σ
i +1))

= bν2
i(n−3)−aν2

j(n−3).

Esto concluye la demostración.

Recordemos que rT (i, j) denota la distancia axial del elemento i al j en un tableau arbitrario T .
En los siguientes Lemas relacionamos los valores aρ

i ,b
ρ

j con distancias axiales.
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Lema 7.12. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), ν1,ν2 ∈ ResSn−2×S2
Sn−3

(π) tales que σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν1) y

σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2). Si T ∈ Tρ,µ,σ , entonces

rT (n,n−1) = bρ

i(n)−aρ

j(n)−bρ

i(n−1)+aρ

j(n−1). (7.22)

Demostración. Recordemos que por definición

rT (n,n−1) = ( j(n)− i(n))− ( j(n−1)− i(n−1)).

Para facilitar la notación en esta prueba ponemosbρ

i = bi y aρ

i = ai.

Comenzamos considerando i(n), i(n−1)≤ t entonces j(n) = bi(n)+ i(n) y j(n−1) = bi(n−1)+
i(n−1). Por tanto rT (n,n−1) = bi(n)−bi(n−1), como j(n), j(n−1)≥ t tenemos a j(n) = a j(n−1) = 0.

Cuando i(n) ≤ t < i(n− 1), entonces j(n) = bi(n) + i(n) y i(n− 1) = a j(n−1) + j(n− 1). Por
eso rT (n,n−1) = bi(n)+a j(n−1), como j(n), i(n−1)≥ t tenemos bi(n−1) = a j(n) = 0. Consideramos
ahora i(n−1) ≤ t < i(n), entonces tenemos que i(n) = a j(n)+ j(n) y j(n−1) = bi(n−1)+ i(n−1).
Por eso rT (n,n−1) =−a j(n)−bi(n−1). Como j(n−1), i(n)≥ t obtenemos bi(n) = a j(n−1) = 0.

Finalmente cuando i(n), i(n−1)> t, entonces i(n) = a j(n)+ j(n) y i(n−1) = a j(n−1)+ j(n−1).
Por eso rT (n,n− 1) = −a j(n)+ a j(n−1), como i(n− 1), i(n) > t tenemos bi(n) = bi(n−1) = 0. Por lo
tanto (7.22) vale en todos los casos posibles.

Lema 7.13. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ⊗δ ∈ResSn
Sn−2×S2

(ρ), ν1,ν2 ∈ResSn−2×S2
Sn−3

(π) con σ ∈ResSn−3
Sn−4

(ν1)

y σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2). Si T ∈ Tρ,µ,σ y d = rT (n−2,n−3). Entonces µ1 −µ2 =−d.

Demostración. Por el Lema 7.11 tenemos µ1 = bν1
i(n−3)−aν1

j(n−3), µ2 = bν2
i(n−3)−aν2

j(n−3) y del Lema

7.12 obtenemos rT (n− 2,n− 3) = bµ

i(n−2) − aµ

j(n−2) − bµ

i(n−3) + aµ

j(n−3). Más aún bµ

i(n−3) = bν1
i(n−3),

aµ

j(n−3) = aν1
j(n−3), bµ

i(n−2) = bν2
i(n−3) y aµ

j(n−2) = aν2
j(n−3). Por lo tanto µ1 −µ2 =−d.

En el siguiente Teorema necesitamos recordar que para σ ∈ I2 en (7.19) vimos la siguiente
expresión para el operador P = ∑

n−4
j=1 π(( j,n−3)) en V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg.

(
a−1 −b
−c d̃ +1

)
= 1

2

µ1 +µ2 +
1
d (µ1 −µ2)

(
1+ 1

d

)
(µ1 −µ2)(

1− 1
d

)
(µ1 −µ2) µ1 +µ2 − 1

d (µ1 −µ2)

 .

Teorema 7.14. Sean ρ ∈ Ŝn, π ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ), ν1,ν2 ∈ ResSn−2×S2
Sn−3

(π) con σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν1)

y σ ∈ ResSn−3
Sn−4

(ν2). Sean T ∈ Tρ,µ,σ y s = rT (n,n− 1),r = rT (n− 1,n− 2),d = rT (n− 2,n− 3).
Cuando δ = 1 se tiene

η1 −2(a−1) = 2r+ s+d.

Demostración. De los Lemas 7.11 y 7.12 obtenemos

η1 = bρ

i(n)−aρ

j(n)+bρ

i(n−1)−aρ

j(n−1)−1, s = rT (n,n−1) = bρ

i(n)−aρ

j(n)−bρ

i(n−1)+aρ

j(n−1),

µ1 = bν1
i(n−3)−aν1

j(n−3), µ2 = bν2
i(n−3)−aν2

j(n−3).

Y por el Lema 7.12 se sigue:

d = rT (n−2,n−3) = bµ

i(n−2)−aµ

j(n−2)−bµ

i(n−3)+aµ

j(n−3),

r = rT (n−1,n−2) = bθ

i(n−1)−aθ

j(n−1)−bθ

i(n−2)+aθ

j(n−2).



7.3. AUTOVALORES DE LAS FUNCIONES ESFÉRICAS. 113

Notemos que bθ

i(n−1) = bρ

i(n−1), aθ

j(n−1) = aρ

j(n−1), bθ

i(n−2) = bν2
i(n−3), aθ

j(n−2) = aν2
j(n−3).

Por lo tanto r+ s = bρ

i(n)−aρ

j(n)−bν2
i(n−3)+aν2

j(n−3).

También tenemos

bθ

i(n−2) = bµ1
i(n−2), aθ

j(n−2) = aµ1
j(n−2), bν1

i(n−3) = bµ1
i(n−3), aν1

j(n−3) = aµ1
j(n−3).

Ası́
r+d = bθ

i(n−1)−aθ

j(n−1)−bν1
i(n−3)+aν1

j(n−3)

y

2r+ s+d = bρ

i(n)−aρ

j(n)−bν2
i(n−3)+aν2

j(n−3)+bθ

i(n−1)−aθ

j(n−1)−bν1
i(n−3)+aν1

j(n−3). (7.23)

Por otro lado η1 −2(a−1) = η1 − (µ1 +µ2)− 1
d (µ1 −µ2) yµ1 −µ2 =−d.

Por eso

η1 −2(a−1) = η1 − (µ1 +µ2)+1

= bρ

i(n)−aρ

j(n)+bρ

i(n−1)−aρ

j(n−1)−1− (bν1
i(n−3)−aν1

j(n−3)+bν2
i(n−3)−aν2

j(n−3))+1

= bρ

i(n)−aρ

j(n)+bρ

i(n−1)−aρ

j(n−1)−bν1
i(n−3)+aν1

j(n−3)−bν2
i(n−3)+aν2

j(n−3) (7.24)

= 2r+ s+d.

La última igualdad se sigue de (7.23) considerando que bθ

i(n−1) = bρ

i(n−1) y aθ

j(n−1) = aρ

j(n−1). Esto
completa la demostración.

A partir de los resultados obtenidos estamos listos para determinar el autovalor η1 en términos
del contenido de un tableau.

Proposición 7.15. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada a ρ

de tipo π . Sea T ∈Tρ,µ y C(T ) = (c1(T ),c2(T ), . . . ,cn(T )) el contenido de T . Entonces el autovalor
η1 correspondiente a la función esférica Φ esta dado por

η1 = cn(T )+ cn−1(T )−δ . (7.25)

Demostración. Hay cuatro casos para ser considerados:

El primero, cuando i(n), i(n−1)≤ t, tenemos j(n) = bi(n)+ i(n) y j(n−1) = bi(n−1)+ i(n−1).
Como j(n), j(n−1)≥ t tenemos a j(n) = a j(n−1) = 0. Por eso

η1 = bi(n)+bi(n−1)−δ = j(n)− i(n)+ j(n−1)− i(n−1)−δ

y (7.25) se cumple.

Cuando i(n) ≤ t < i(n− 1), tenemos j(n) = bi(n)+ i(n) y i(n− 1) = a j(n−1)+ j(n− 1). Como
j(n), i(n−1)≥ t tenemos bi(n−1) = a j(n) = 0. Por lo tanto

η1 = bi(n)−a j(n−1)−δ = j(n)− i(n)+ j(n−1)− i(n−1)−δ ,

la ecuación (7.25) se cumple. Consideramos ahora el caso i(n − 1) ≤ t < i(n). Entonces i(n) =
a j(n)+ j(n) y j(n−1) = bi(n−1)+ i(n−1). Como j(n−1), i(n)≥ t tenemos bi(n) = a j(n−1) = 0. Por
eso η1 =−a j(n)+bi(n−1)−1 = j(n)− i(n)+ j(n−1)− i(n−1)−δ y (7.25) vale.

Finalmente, cuando i(n), i(n−1)> t, tenemos i(n) = a j(n)+ j(n) y i(n−1) = a j(n−1)+ j(n−1).
Como i(n−1), i(n)> t, además bi(n) = bi(n−1) = 0. Por eso

η1 =−a j(n)−a j(n−1)−δ = j(n)− i(n)+ j(n−1)− i(n−1)−δ ,

y (7.25) vale en todos los casos posibles.
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7.3.2. Autovalor η2.

Consideramos π = µ ⊗ tr con mµ(ρ) = 2. Recordemos que f2 es la función caracterı́stica de la
K-clase de conjugación de x2 = (n− 3,n)(n− 2,n− 1), de la misma forma que vimos para η1, el
operador (Φ∗ f2)(x0) es un K-morfismo, por tanto existe un escalar η2 tal que

(Φ∗ f2)(x0) = η2I.

Sea O la clase de conjugación de todos los productos de dos transposiciones de G = Sn, es decir,
O =C(22,Sn), con n ≥ 6. Estamos interesados en descomponer O en K-clases de conjugación:

Sea Q1 el conjunto de todos los productos (i, j)(n−1,n) con 1 ≤ i ̸= j ≤ n−2, es decir,

Q1 = {(i, j)(n−1,n) : 1 ≤ i ̸= j ≤ n−2},

Q2 es el conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas de la forma (i,n−1)( j,n).
Observamos que Q2 es la K-clase de conjugación de x2.

Sea Q3 el conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas de la forma (i, j)
con 1 ≤ i ̸= j ≤ n−2.

Finalmente por Q4 denotamos al conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjun-
tas donde precisamente una es de la forma (i,n−1) o (i,n) con 1 ≤ i ≤ n−2.

Entonces
O = Q1 ∪Q2 ∪Q3 ∪Q4.

Denotaremos por S′
n−1 al grupo de permutaciones de los elementos {1, . . . ,n−2,n}. Sea O4 el

conjunto de todos los productos de dos transposiciones disjuntas en Sn−1 donde una es de la forma
(i,n− 1), y el conjunto O′

4 de todos los productos de transposiciones disjuntas en S′
n−1 donde una

es de la forma (i,n).

Sean f ,h1,h3,h4,h′4 respectivamente, las funciones caracterı́sticas de O,Q1, Q3, O4 y Q′
4. En-

tonces h4 +h′4 es la función caracterı́stica de Q4. Por tanto

f = h1 + f2 +h3 +h4 +h′4. (7.26)

En general, si O es una clase de conjugación en un grupo finito G y dado un subgrupo K, Q es
una K- clase de conjugación en G. Sean fO y fQ las respectivas funciones caracterı́sticas. Entonces
por los Teoremas 6.4 y 6.5 tenemos

(Φ∗ fO)(x0) =
|O|

d(ρ)
χρ(O)I, (Φ∗ fQ)(x0) =

|Q|
d(π)

χπ(Q)I, (7.27)

donde χρ(O) = χρ(y) para cualquier y ∈ O y χπ(Q) = χπ(y) para cualquier y ∈ Q.

A partir de estos resultados tenemos.

Proposición 7.16. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada a ρ

de tipo π . Asumiremos que δ = 1, es decir π = µ ⊗ tr y que mµ(ρ) = 2.

η2 =
|O|

d(ρ)
χρ(O)− |C(2,Sn−2)|

d(µ)
χµ(C(2,Sn−2))+

|Q3|
d(µ)

χµ(Q3)

−|C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
+

χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
− 1

s |C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
− χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
.
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Demostración. De la ecuación (7.26) tenemos

(Φ∗ f2)(x0) = (Φ∗ f )(x0)− (Φ∗h1)(x0)− (Φ∗h3)(x0)− (Φ∗ (h4 +h′4))(x0). (7.28)

De las ecuaciones (7.27) conseguimos directamente que las igualdades valen para Vπ .

(Φ∗ f )(x0) =
|O|

d(ρ)
χρ(O)I, (Φ∗h3)(x0) =

|Q3|
d(π)

χπ(Q3)I.

Observando que Q1 =C(2,Sn−2)(n−1,n) se sigue que

(Φ∗h1)(x0) =
|Q1|
d(π)χπ(Q1)I =

|C(2,Sn−2)|
d(µ) χµ(C(2,Sn−2))I.

El calculo de (Φ∗ (h4 +h′4))(x0) requiere mas esfuerzo.

Recordemos que {uT,1 = wT + sn−1wT : T ∈ Tρ,µ}, es una base de Vπ . Observemos que

(Φ∗h4)(x0)uT,1 = ∑
y∈O4

ρ(y)
((

1+ 1
s

)
wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T

)
=
(
1+ 1

s

)(
∑

y∈C(22,Sn−1)

ρ(y)− ∑
y∈Q3

ρ(y)
)

wT

+
√

1− 1
s2

(
∑

y∈C(22,Sn−1)

ρ(y)− ∑
y∈Q3

ρ(y)
)

wsn−1T

=
(
1+ 1

s

)( |C(22,Sn−1)|
d(θ) χθ (C(22,Sn−1))− |Q3|

d(µ)χµ(Q3)

)
wT

+
√

1− 1
s2

(
|C(22,Sn−1)|

d(θ1)
χθ1(C(22,Sn−1))− |Q3|

d(µ)χµ(Q3)

)
wsn−1T .

(7.29)

Dejamos por un momento

A = |C(22,Sn−1)|
d(θ) χθ (C(22,Sn−1))− |Q3|

d(µ)χµ(Q3),

B = |C(22,Sn−1)|
d(θ1)

χθ1(C(22,Sn−1))− |Q3|
d(µ)χµ(Q3).

Por definición O′
4 = sn−1O4sn−1. Por lo tanto,

(Φ∗h′4)(x0)uT,1 = ∑
y∈O4

ρ(sn−1)ρ(y)vT = ρ(sn−1)(Φ∗h4)(x0)uT,1

=
(

1+ 1
s

)
Aρ(sn−1)wT +

√
1− 1

s2 Bρ(sn−1)wsn−1T

=
(
1+ 1

s

)
A
(

1
s wT +

√
1− 1

s2 wsn−1T

)
+
√

1− 1
s2 B
(
− 1

s wsn−1T +
√

1− 1
s2 wT

)
=
(

1
s

(
1+ 1

s

)
A+

(
1− 1

s2

)
B
)

wT +
((

1+ 1
s

)√
1− 1

s2 A− 1
s

√
1− 1

s2 B
)

wcT .

Ası́,

(Φ∗ (h4 +h′4))(x0)uT,1 =
(
1+ 1

s

)((
1+ 1

s

)
A+

(
1− 1

s

)
B
)

wT

+
√

1− 1
s2

((
1+ 1

s

)
A+

(
1− 1

s

)
B
)

wsn−1T

=
((

1+ 1
s

)
A+

(
1− 1

s

)
B
)

uT,1 =
(
A+B+ 1

s (A−B)
)
uT,1.
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Tenemos

A+B = |C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
+

χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
−2

|Q3|
d(µ)

χµ(Q3),

A−B = |C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
− χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
.

Por lo tanto

(Φ∗(h4 +h′4))(x0) = |C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
+

χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
I

+ 1
s |C(22,Sn−1)|

(
χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
− χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
I −2

|Q3|
d(µ)

χµ(Q3)I.

Regresando a la ecuación (7.28) y usando el cálculo de arriba concluimos la demostración.

Recordemos que [n]4 = n(n−1)(n−2)(n−3).

Lema 7.17. Si O =C(22,Sn) entonces |O|= [n]4
8

.

Demostración. Tenemos que

O = {(1,k)(i, j) : k > 1; i, j ̸= 1,k;2 < i < j}∪{(2,k)(i, j) : k > 2; i, j ̸= 2,k;3 < i < j}
· · ·∪{(n−3,k)(i, j) : k > n−3; i, j ̸= n−3,k;n−3 < i < j}.

Por lo tanto

|O|= (n−1)(n−2)(n−3)
2

+
(n−2)(n−3)(n−4)

2
+ · · ·+ 3×2×1

2

=
n−3

∑
j=1

(n− j)(n− j−1)(n− j−2)
2

.

Tenemos

(n− j)(n− j−1)(n− j−2) = n(n−1)(n−2)− (3n2 −6n+2) j+3(n−1) j2 − j3.

Mediante el uso de

n−3

∑
j=1

j =
(n−2)(n−3)

2
,

n−3

∑
j=1

j2 =
(n−3)(n−2)(2n−5)

6
,

n−3

∑
j=1

j3 =
((n−3)(n−2))2

4

obtenemos

n−3

∑
j=1

(n− j)(n− j−1)(n− j−2) = [n]4 − 1
2(3n2 −6n+2)(n−2)(n−3)

+ 1
2(n−1)(n−3)(n−2)(2n−5)− 1

4((n−3)(n−2))2

= [n]4 − 1
4(n−2)(n−3)(6n2 −12n+4−4n2 +14n−10+n2 −5n+6)

= [n]4 − 1
4(n−2)(n−3)(3n2 −3n) = [n]4 − 3

4 [n]4 =
1
4 [n]4.

Con lo que se concluye la demostración.
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Ahora citamos algunos de los resultados mas interesantes y profundos de la Sección 5.3 “
fórmula explı́cita de Lassalle del carácter del grupo simétrico” del libro [3]. Dada una partición
de n, ρ = (ρ1, . . . ,ρr), sea

dk(ρ) =
r

∑
i=1

ρi

∑
j=1

( j− i)k.

Entonces valen las siguientes fórmulas del carácter de una representación ρ .

χρ(C(2,Sn)) =
2d(ρ)
[n]2

d1(ρ), χρ(C(22,Sn)) =
4d(ρ)
[n]4

(
d1(ρ)

2 −3d2(ρ)+ [n]2
)
.

Proposición 7.18. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada a ρ

de tipo π . Asumiremos que δ = 1, es decir π = µ ⊗ tr y que mµ(ρ) = 2. Sean θ ,θ1 ∈ ResSn
Sn−1

(ρ)

tales que µ ∈ ResSn−1
Sn−2

(θ) y µ ∈ ResSn−1
Sn−2

(θ1). Entonces

η2 =
1
2

(
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −d1(θ1)
2)− 3

2

(
d2(ρ)−d2(θ)

)
− 3

2

(
d2(µ)−d2(θ1)

)
− 1

2s

(
d1(θ)

2 −d1(θ1)
2)+ 3

2s

(
d2(θ)−d2(θ1)

)
+1,

donde s = rT (n,n−1).

Demostración. Tomando en cuenta que

|O|= [n]4
8

, |Q1|=
[n−2]2

2
, |Q3|=

[n−2]4
8

, |C(22,Sn−1)|=
[n−1]4

8
,

de la Proposición 7.16 obtenemos

η2 =
|O|

d(ρ)
χρ(O)− |C(2,Sn−2)|

d(µ)
χµ(C(2,Sn−2))+

|Q3|
d(µ)

χµ(Q3)

−|C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
+

χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
− 1

s |C(22,Sn−1)|
(

χθ (C(22,Sn−1))

d(θ)
− χθ1(C(22,Sn−1))

d(θ1)

)
= 1

2

(
d1(ρ)

2 −3d2(ρ)+ [n]2
)
−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −3d2(µ)+ [n−2]2
)

− 1
2

(
d1(θ)

2 −3d2(θ)+ [n−1]2
)
− 1

2

(
d1(θ1)

2 −3d2(θ1)+ [n−1]2
)

− 1
2s

(
d1(θ)

2 −3d2(θ)+ [n−1]2
)
+ 1

2s

(
d1(θ1)

2 −3d2(θ1)+ [n−1]2
)

= 1
2

(
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −d1(θ1)
2)− 3

2

(
d2(ρ)−d2(θ)

)
− 3

2

(
d2(µ)−d2(θ1)

)
− 1

2s

(
d1(θ)

2 −d1(θ1)
2)+ 3

2s

(
d2(θ)−d2(θ1)

)
+1,

como

1
2
[n]2 +

1
2
[n−2]2 − [n−1]2 =

1
2
(
n(n−1)+(n−2)(n−3)−2(n−1)(n−2)

)
= 1.

Esto concluye la demostración.

Proposición 7.19. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada a ρ

de tipo π . Asumiremos que δ = 1, es decir, π = µ ⊗ tr y que mµ(ρ) = 1. Sea θ ∈ ResSn
Sn−1

(ρ) tal que

µ ∈ ResSn−1
Sn−2

(θ). Entonces

η2 =
1
2

(
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −d1(θ)
2)− 3

2

(
d2(ρ)−d2(θ)

)
− 3

2

(
d2(µ)−d2(θ)

)
+1.
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Demostración. Tomando en cuenta que

|O|= [n]4
8

, |Q1|=
[n−2]2

2
, |Q3|=

[n−2]4
8

, |C(22,Sn−1)|=
[n−1]4

8
,

de la Proposición 7.16 obtenemos

η2 =
|O|

d(ρ)
χρ(O)− |C(2,Sn−2)|

d(µ)
χµ(C(2,Sn−2))+

|Q3|
d(µ)

χµ(Q3)

−2
|C(22,Sn−1)|

d(θ)
χθ (C(22,Sn−1)

= 1
2

(
d1(ρ)

2 −3d2(ρ)+ [n]2
)
−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −3d2(µ)+ [n−2]2
)

−
(
d1(θ)

2 −3d2(θ)+ [n−1]2
)

= 1
2

(
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −d1(θ)
2)− 3

2

(
d2(ρ)−d2(θ)

)
− 3

2

(
d2(µ)−d2(θ)

)
+1.

Esto concluye la demostración.

En los siguientes resultados obtenemos finalmente la expresión de η2 en términos del contenido
de tableaux en Tρ,µ,σ .

Proposición 7.20. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada a
ρ de tipo π . Asumiremos que δ = 1, es decir π = µ ⊗ tr y que mµ(ρ) = 2. Dado T ∈ Tρ,µ , si
C(T ) = (c1(T ), . . . ,cn(T ) es el contenido de T , entonces

η2 = (cn(T )−1)(cn−1(T )−1).

Demostración. Ahora nos encargaremos de hacer la siguiente evaluación

d2(ρ)−d2(θ) =
r

∑
i=1

ρi

∑
j=1

( j− i)2 − ∑
i=1

i ̸=i(n)

ρi

∑
j=1

( j− i)2 −
ρi(n)−1

∑
j=1

( j− i(n))2

=

ρi(n)

∑
j=1

( j− i(n))2 −
ρi(n)−1

∑
j=1

( j− i(n))2 = (ρi(n)− i(n))2 = c2
n(T ).

Similarmente obtenemos
d2(θ1)−d2(µ) = c2

n(T ).

Para evaluar d1(ρ)
2 −d1(θ)

2 = (d1(ρ)−d1(θ))(d1(ρ)+d1(θ)) comenzamos con

d1(ρ) =
r

∑
i=1

ρi

∑
j=1

( j− i) =
r

∑
i=1

( ρi

∑
j=1

j− iρi

)
=

r

∑
i=1

((ρi +1)ρi

2
− iρi

)
= 1

2

r

∑
i=1

ρi(ρi +1−2i)

Entonces

d1(ρ)−d1(θ) =
1
2

r

∑
i=1

ρi(ρi +1−2i)− 1
2

r

∑
i=1

i ̸=i(n)

ρi(ρi +1−2i)

− 1
2(ρi(n)−1)(ρi(n)−2i(n)) =

1
2

ρi(n)(ρi(n)+1−2i(n)

− 1
2
(ρi(n)−1)(ρi(n)−2i(n))

)
= ρi(n)− i(n) = cn(T ).
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Similarmente, obtenemos
d1(θ)−d1(µ) = cn−1(T ).

Por otro lado
d1(ρ)+d1(θ) = d1(ρ)−d1(θ)+2d1(θ) = cn(T )+2d1(θ).

Por lo tanto
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2 = cn(T )(cn(T )+2d1(θ)).

Similarmente obtenemos

d1(θ1)−d1(µ) =
1
2

r

∑
i=1

(θ1)i((θ1)i +1−2i)− 1
2

r

∑
i=1

µi(µi +1−2i)

= 1
2

r

∑
i=1

i̸=i(n),i(n−1)

ρi(ρi +1−2i)+ 1
2 ρi(n)(ρi(n)+1−2i(n))

+ 1
2(ρi(n−1)−1)(ρi(n−1)−2i(n−1))

− 1
2

r

∑
i=1

i ̸=i(n),i(n−1)

ρi(ρi +1−2i)− 1
2(ρi(n)−1)(ρi(n)−2i(n))

− 1
2(ρi(n−1)−1)(ρi(n−1)−2i(n−1))

=1
2

(
ρ

2
i(n)+ρi(n)−2i(n)ρi(n)−ρ

2
i(n)+2i(n)ρi(n)

+ρi(n)−2i(n)
)
= ρi(n)− i(n) = cn(T ),

d1(θ1)+d1(µ) =d1(θ1)−d1(µ)+2d1(µ) = cn(T )+2d1(µ),

d1(θ1)
2 −d1(µ)

2 =cn(T )(cn(T )+2d1(µ)).

Adenás

d2(θ)−d2(θ1) =d2(θ)−d2(µ)+d2(µ)−d2(θ1) = c2
n−1(T )− c2

n(T ),

d1(θ)−d1(θ1) =d1(θ)−d1(µ)+d1(µ)−d1(θ1) = cn−1(T )− cn(T ),

d1(θ)+d1(θ1) =d1(θ)−d1(µ)+d1(µ)+d1(θ1)−d1(µ)+2d1(µ)

=cn−1(T )+ cn(T )+2d1(µ),

d1(θ)
2 −d1(θ1)

2 =(cn−1(T )− cn(T ))(cn−1(T )+ cn(T )+2d1(µ))

=cn−1(T )2 − c2
n(T )+2d1(µ)(cn−1(T )− cn(T )).

De la Proposición 7.18 obtenemos

η2 =
1
2(d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)+ 1

2(d1(µ)
2 −d1(θ1)

2)− 3
2(d2(ρ)−d2(θ))

− 3
2(d2(µ)−d2(θ1))− 1

2s(d1(θ)
2 −d1(θ1)

2)+ 3
2s(d2(θ)−d2(θ1))−d1(µ)+1

= 1
2 cn(T )(cn(T )+2d1(θ))− 1

2 cn(T )(cn(T )+2d1(µ))− 3
2 c2

n(T )+
3
2 c2

n(T )

− 1
2s(cn−1(T )− cn(T ))(cn−1(T )+ cn(T )+2d1(µ))+

3
2s(c

2
n−1(T )− c2

n(T ))−d1(µ)+1

= cn(T )cn−1(T )+ 1
s (cn(T )− cn−1(T ))(cn−1(T )+ cn(T )−d1(µ))−d1(µ)+1.

Si tomamos en cuenta que rT (n,n−1) = s = cn(T )− cn−1(T ) finalmente conseguimos

η2 = cn(T )cn−1(T )− cn−1(T )− cn(T )+1 = (cn(T )−1)(cn−1(T )−1).

esto concluye la demostración.
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Proposición 7.21. Sean ρ ∈ Ŝn, π = µ ⊗ δ ∈ ResSn
Sn−2×S2

(ρ) y Φ la función esférica asociada
a ρ de tipo π . Asumimos que δ = 1, es decir π = µ ⊗ tr y que mµ(ρ) = 1. Dado T ∈ Tρ,µ , si
C(T ) = (c1(T ), . . . ,cn(T ) es el contenido de T , entonces

η2 = (cn(T )−1)(cn(T )−2).

Demostración. Los siguientes cálculos realizados en la demostración de la Proposición 7.20 tam-
bién son válidos cuando s = 1:

d2(ρ)−d2(θ) = c2
n(T ), d1(ρ)

2 −d1(θ)
2 = cn(T )(cn(T )+2d1(θ)), d1(θ)−d1(µ) = cn−1(T ).

Además necesitamos,

d1(θ)+d1(µ) = d1(θ)−d1(µ)+2d1(µ) = cn−1(T )+2d1(µ),

Por eso
d1(θ)

2 −d1(µ)
2 = cn−1(T )(cn−1(T )+2d1(µ)).

Mas aún

d2(θ)−d2(µ) =
r

∑
i=1

θi

∑
j=1

( j− i)2 −
r

∑
i=1

i̸=i(n−1)

θi

∑
j=1

( j− i)2 −
θi(n−1)−1

∑
j=1

( j− i(n−1))2

=

θi(n−1)

∑
j=1

( j− i(n−1))2 −
θi(n−1)−1

∑
j=1

( j− i(n−1))2

= (θi(n−1)− i(n−1))2 = c2
n−1(T ).

De la Proposición 7.19 obtenemos que

η2 =
1
2

(
d1(ρ)

2 −d1(θ)
2)−d1(µ)+

1
2

(
d1(µ)

2 −d1(θ)
2)− 3

2

(
d2(ρ)−d2(θ)

)
− 3

2

(
d2(µ)−d2(θ)

)
+1

= 1
2 cn(T )(cn(T )+2d1(θ))− 1

2 cn−1(T )(cn−1(T )+2d1(µ))− 3
2 c2

n(T )+
3
2 c2

n−1(T )−d1(µ)+1

= − c2
n(T )+ c2

n−1(T )+ cn(T )(cn(T )−1+d1(µ))− cn−1(T )d1(µ)−d1(µ)+1.

Tomando en cuenta que cn(T ) = cn−1(T )+1 obtenemos

η2 =−c2
n(T )+(cn(T )−1)2 + cn(T )(cn(T )−1+d1(µ))− (cn(T )−1)d1(µ)−d1(µ)+1

= (cn(T )−1)2 − cn(T )+1 = c2
n(T )−3cn(T )+2 = (cn(T )−1)(cn(T )−2).

La Proposición esta demostrada.

Nota 7.22. Observemos que cuando s = rT (n,n−1) = 1 tenemos cn−1(T ) = cn(T )−1,por eso los
valores de η2 dados en las Proposiciones 7.20 y 7.21 coinciden.

7.4. Ejemplos

7.4.1. Ejemplo para el par (S6,S4 ×S2).

Consideramos ρ = (3,2,1) y µ = (2,1,1) particiones de n = 6 y n− 2 = 4, respectivamente.
Observemos que para obtener el diagrama de Young de µ a partir del diagrama de Young de ρ
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quitamos dos cajas que están en diferentes filas y columnas.

[ρ] = y [µ] =

Respecto a representaciones esto implica que µ ⊗ tr y µ ⊗ sg están en ResS6
S4×S2

(ρ).

Los caminos que pasan por ρ a través de µ son:

T =

1 4 6
2 5
3

→ → → → → ,

sn−1T = T1 =

1 4 5
2 6
3

→ → → → → ,

sn−3T = T3 =

1 3 6
2 5
4

→ → → → → ,

sn−1sn−3T = T3,1 =

1 3 5
2 6
4

→ → → → → ,

sn−4sn−3T = T3,4 =

1 2 6
3 5
4

→ → → → → ,

sn−1sn−4sn−3T = T3,4,1 =

1 2 5
3 6
4

→ → → → → .

Podemos observar que las representaciones irreducibles de M =S2 que aparecen en ResS4
S2
(µ)

son σ = sg y σ1 = tr.

Para estos caminos determinamos las distancias axiales que nos permiten clasificar sus respec-
tivos tableaux asociados. Debido a que rT (6,5) = 2 y rT (4,3) = 3, entonces T ∈ T 1,1

ρ,µ,σ . Para T1

tenemos rT1(6,5) = −2 y rT1(4,3) = 3, por lo tanto T1 ∈ T −1,1
ρ,µ,σ . Continuando de esta forma pode-

mos afirmar que

T 1,1
ρ,µ,σ = {T}, T −1,1

ρ,µ,σ = {T1}, T 1,−1
ρ,µ,σ = {T3}, T −1,−1

ρ,µ,σ = {T3,1}

y para σ1

T 1,−1
ρ,µ,σ1 = {T3,4}, T −1,−1

ρ,µ,σ1 = {T3,4,1}.

Comenzamos considerando la representación π = µ ⊗ tr, debido a que rT (4,3) ̸=±1, sabemos
que la multiplicidad de σ en µ es dos, esto implica que σ ⊗tr y σ ⊗sg están en ResS4×S2

S2×S′
2
(π), además

como rT3,4 =−1, sabemos que la multiplicidad de σ1 en µ es uno, entonces σ1 ⊗ sg ∈ ResS4×S2
S2×S′

2
(π).

Tenemos la siguiente descomposición

Vπ =Vµ⊗tr =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg ⊕Vσ1⊗sg.
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la base que consideramos para Vπ es {uT,1 ,uT3 ,1
,uT3,4 ,1

}.

Considerando que T 1,1
ρ,µ,σ = {T} y notando que s = rT (6,5) = 2, r = rT (5,4) = −1 y d =

rT (4,3) = 3, por el Teorema 7.2 tenemos que la forma reducida de Φ(x1) en V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg es

Φ(x1) =

(
ζ+

π,τ I 0
0 ζ−

π,τ I

)
=

(
−1

2 I 0
0 7

16

)
I,

porque

ζ
+
π,τ =

1
2

(1
r +

1
r+s +

1
r(r+s)

)
= 1

2(−1+1−1) =−1
2 ,

ζ
−
π,τ =

1
2

( 1
r+d +

1
r+s+d +

1
(r+d)(r+s+d)

)
= 1

2

(1
2 +

1
4 +

1
8

)
= 7

16 .

La forma reducida de Φ(x1) a V(σ1) es

Φ(x1) =
(
ζ
+
π,τ

)
I = 7

16 I,

porque si s = rT3,4(6,5) = 2,r = rT3,4(5,4) = 2 y d = rT3,4(4,3) =−1, entonces

ζ
−
π,τ =

1
2

(1
r +

1
r+s +

1
r(r+s)

)
= 1

2

(1
2 +

1
4 +

1
8

)
= 7

16 .

Ası́ la forma reducida de Φ(x1) en Vπ es

Φ(x1) =
( 7

16

)
I ⊕
(
−1

2 I 0
0 7

16 I

)
, o equivalentemente Φ(x1) =

 7
16 I 0 0
0 −1

2 I 0
0 0 7

16 I

 .

Consideramos ahora el autovalor η1 de Φ, de la ecuación (7.15) tenemos que

2
n−2

∑
j=1

π(( j,n−2))Φ(x1)π(( j,n−2)) = η1I,

tomando traza, obtenemos
2(n−2) tr

(
Φ(x1)

)
= η1d(π).

En nuestro caso n = 6, d(π) = 3 y tr
(
Φ(x1)

)
= 3

8 . Por lo tanto η1 = 1. Podemos comparar este resul-
tado con el que obtuvimos de η1 = cn(T )+cn−1(T )−1, ver (7.25). Tenemos c6(T ) = 2, c5(T ) = 0,
por lo tanto también obtenemos que η1 = 1.

Empezamos a considerar Φ(x2), recordemos que rT (6,5) = 2, rT (5,4) =−1 y rT (4,3) = 3, por
el Teorema 7.5 podemos afirmar que la forma reducida de Φ(x2) en V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg es

Φ(x2) =

(
β 1

π,τ I 0
0 0I

)
=

(
−1

4 I 0
0 0

)
,

pues
β

1
π,τ =

2(r+s)(r+d+1)+(1−s)(d+1)
r(r+d)(r+s)(r+s+d) = 2(1)(3)+(1−2)(4)

(−1)(2)(1)(4) =−1
4 y β

−
π,τ = 0.

Como T 1,−1
ρ,µ,σ1 = {T3,4}, por el Teorema 7.5 tenemos que la forma reducida de Φ(x2) a V(σ1) es

Φ(x2) =
(
β
−
π,τ

)
= 0,

Ası́ la forma reducida de Φ(x2) en Vπ es

Φ(x2) = (0) I ⊕
(
−1

4 I 0
0 0

)
, o equivalentemente Φ(x2) =

0 0 0
0 −1

4 I 0
0 0 0

 .
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Empezamos a considerar el autovalor η2, por la Proposición 7.20 tenemos que

η2 = (c6(T )−1)(c5(T )−1),

en nuestro caso rT (6,5) = 2,c6(T ) = 2 y c5(T ) = 0. Obtenemos η2 = (2−1)(0−1) =−1.

De la ecuación (7.16) tenemos

∑
1≤i ̸= j≤n−4

π((i,n−2)( j,n−3))Φ(s2)π(( j,n−3)(i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−2))Φ(s2)π((i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−3))Φ(s2)π((i,n−3))+2Φ(s2) = η2I,

, (7.30)

tomando traza obtenemos (n−2)(n−3) tr
(
Φ(x2)

)
= η2d(π). En el ejemplo que estamos conside-

rando n = 6, d(π) = 3 y tr
(
Φ(x2)

)
= −1

4 por la representación matricial que obtuvimos de Φ(x2),
por tanto obtenemos η2 =−1, como deberı́a ser.

Finalmente consideramos la representación π = µ ⊗ sg ∈ ResS6
S4×S2

(ρ), debido a que T −1,1
ρ,µ,σ =

{T1} y rT1(4,3) ̸=±1 afirmamos que σ ⊗tr y σ ⊗sg están en ResS4×S2
S2×S′

2
(µ ⊗sg). Además T −1,−1

ρ,µ,σ1 =

{T3,4,1} y rT3,4,1(4,3) = −1, lo que significa que la multiplicidad de σ1 es uno en µ . Tenemos la
siguiente descomposición de Vπ en S2 ⊗S′

2-módulos irreducibles

Vπ =Vµ⊗sg =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg ⊕Vσ1⊗sg.

la base que consideramos para Vπ es {uT1 ,−1 ,uT3,1 ,−1 ,uT3,4,1 ,−1}.

Debido a que s = rT1(6,5) = −2, r = rT1(5,4) = 1 y d = rT1(4,3) = 3, por el Teorema 7.2
tenemos que la forma reducida de Φ(x1) en V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg es

Φ(x1) =

(
ζσ ,−1,1I 0

0 ζσ ,−1,−1I

)
=

(1
2 I 0
0 5

16 I

)
,

porque

ζσ ,−1,1 =
1
2

(1
r +

1
r+s −

1
r(r+s)

)
= 1

2(1−1+1) = 1
2 ,

ζσ ,−1,−1 =
1
2

( 1
r+d +

1
r+s+d −

1
(r+d)(r+s+d)

)
= 1

2

(1
4 +

1
2 −

1
8

)
= 5

16

La forma reducida de Φ(x1) a V(σ1) es

Φ(x1) = (ζσ1,−1,−1) I = 5
16 I,

porque si s = rT3,4,1(6,5) =−2,r = rT3,4,1(5,4) = 4 y d = rT3,4,1(4,3) =−1, entonces

ζσ1,−1,−1 =
1
2

(1
r +

1
r+s −

1
r(r+s)

)
= 1

2

(1
4 +

1
2 −

1
8

)
= 5

16 .

Ası́ la forma reducida de Φ(x1) en Vπ es

Φ(x1) =
( 5

16

)
I ⊕
(1

2 I 0
0 5

16 I

)
equivalentemente Φ(x1) =

 5
16 I 0 0
0 1

2 I 0
0 0 5

16 I

 .

Para Φ(x2), recordemos que T1 ∈T −1,1
ρ,µ,σ , si s = rT1(6,5) =−2, r = rT1(5,4) = 1 y d = rT1(4,3) = 3,

por el Teorema 7.5 la forma reducida de Φ(x2) en V(σ) =Vσ⊗tr ⊕Vσ⊗sg es

Φ(x2) =

(
βσ ,−1,1I 0

0 0

)
=

(
0I 0
0 1

2 I

)
,



124 CAPÍTULO 7. FUNCIONES ESFÉRICAS DEL PAR (Sn,Sn−2 ×S2)

ya que

βσ ,−1,1 = 0 y βσ ,−1,−1
2(r+s)(r+d−1)+(1+s)(1−d)

r(r+d)(r+s)(r+s+d) = 2(−1)(3)+(1−2)(−2)
(1)(4)(−1)(2) = 1

2 .

Como T −1,−1
ρ,µ,σ1 = {T3,4,1}, por el Teorema 7.5 tenemos que la forma reducida de Φ(x2) a V(σ1) es

Φ(x2) = (βσ ,−1,−1) I = 1
4 I,

ya que
βσ ,−1,−1 =

2(r+s)(r+d−1)+(1+s)(1−d)
r(r+d)(r+s)(r+s+d) = 2(2)(2)+(−1)(2)

(4)(3)(2)(1) = 1
4 .

Ası́ la forma reducida de Φ(x2) en Vπ es

Φ(x2) =
(1

4

)
I ⊕
(

0 0
0 1

2 I

)
, o equivalentemente Φ(x2) =

1
4 I 0 0
0 0 0
0 0 1

2 I

 .

7.4.2. Ejemplo para el par (S7,S5 ×S2).

Consideramos ρ = (3,2,2) y µ = (2,2,1) particiones de n = 7 y n− 2 = 5, respectivamente.
Observemos que para obtener el diagrama de Young de µ a partir del diagrama de Young de ρ

quitamos dos cajas que están en diferentes filas y columnas.

[ρ] = , [µ] = .

Respecto a representaciones esto implica que µ ⊗ tr y µ ⊗ sg están en ResS7
S5×S2

(ρ).

Los caminos de los submódulos de la representación ρ que pasan a través de µ son:

T =

1 4 7
2 5
3 6

→ → → → → ··· ,

sn−1T = T1 =

1 4 6
2 5
3 7

→ → → → → ··· ,

sn−4T = T4 =

1 3 7
2 5
4 6

→ → → → → ··· ,

sn−1sn−4T = T4,1 =

1 3 6
2 5
4 7

→ → → → → ·· · ,

sn−3sn−4T = T4,3 =

1 3 7
2 4
5 6

→ → → → → ·· · ,

sn−1sn−3sn−4T = T4,3,1 =

1 3 6
2 4
5 7

→ → → → → ··· .
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Podemos observar que las representaciones irreducibles de M =S3 que aparecen en ResS5
S3
(µ)

son σ = sg y σ1 = st.

Calculando las distancias axiales, para σ1 tenemos

T 1,1
ρ,µ,σ1 = {T4}, T −1,1

ρ,µ,σ1 = {T4,1}, T 1,−1
ρ,µ,σ1 = {T4,3}, T −1,−1

ρ,µ,σ1 = {T4,3,1},

y para σ

T 1,−1
ρ,µ,σ = {T}, T −1,−1

ρ,µ,σ = {T1}.

Consideramos la representación π = µ ⊗ tr, debido a que rT4(5,4) = 2 ̸= ±1, sabemos que la
multiplicidad de σ1 = st en µ es dos, esto implica que σ1 ⊗ tr y σ1 ⊗ sg están en ResS5×S2

S3×S′
2
(π),

además como rT (5,4) = −1, sabemos que la multiplicidad de σ = sg en µ es uno. Tenemos la
siguiente descomposición de Vπ en S3 ×S′

2-módulos.

Vπ =Vµ⊗tr =Vσ⊗sg ⊕Vσ1⊗tr ⊕Vσ1⊗sg.

la base que consideramos para Vπ es {uT,1 ,uT4 ,1
,uT4,3,1

}.

Debido a que s = rT4(7,6) = 3, r = rT4(6,5) = −1 y d = rT4(5,4) = 2, por el Teorema 7.2
tenemos que la forma reducida de Φ(x1) en V(σ1) =Vσ1⊗tr ⊕Vσ1⊗sg es

Φ(x1) =

(
ζσ ,1,1I 0

0 ζσ ,1,−1I

)
=

(
−1

2 I 0
0 3

4

)
I,

porque

ζσ ,1,1 =
1
2

(1
r +

1
r+s +

1
r(r+s)

)
= 1

2(−1+ 1
2 −

1
2) =−1

2 ,

ζσ ,1,−1 =
1
2

( 1
r+d +

1
r+s+d +

1
(r+d)(r+s+d)

)
= 1

2

(
1+ 1

4 +
1
4

)
= 3

4 .

Para σ = sg tenemos d = rT (5,4) =−1, r = rT (6,5) =−1, s = rT (7,6) = 3, por el Teorema 7.2 la
forma reducida de Φ(x1) a Vσ =Vσ⊗sg es

Φ(x1) = (ζπ,τ) =−1
2 I,

porque
ζπ,τ =

1
2

(1
r +

1
r+s +

1
r(r+s)

)
= 1

2

(
−1+ 1

2 −
1
2

)
=−1

2 .

Ası́ la forma reducida de Φ(x1) en Vπ =Vµ⊗tr es

Φ(x1) =
(
−1

2

)
I ⊕
(
−1

2 I 0
0 3

4 I

)
, o equivalentemente Φ(x1) =

−1
2 I 0 0

0 −1
2 I 0

0 0 3
4 I

 .

De la ecuación (7.15) tenemos que

2
n−2

∑
j=1

π(( j,n−2))Φ(x1)π(( j,n−2)) = η1I,

tomando traza, obtenemos
2(n−2) tr

(
Φ(x1)

)
= η1d(π).

En nuestro caso n = 7, d(π) = 5 y tr(Φ(x1)) =−1
2 +2(−1

2 +
3
4) = 0. Por lo tanto η1 = 0.
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Podemos compara este resultado con la expresión que obtuvimos para η1 en la Proposición 7.15,
que es, η1 = cn(T )+ cn−1(T )− 1. Tenemos c7(T ) = 2, c6(T ) = −1, por eso también obtenemos
η1 = 0.

Empezamos a considerar Φ(x2), para la representación σ1 tenemos que T4 ∈ T 1,1
ρ,µ,σ1 , además

s = rT4(7,6) = 3, rT4(6,5) = −1 y d = rT4(5,4) = 2, por el Teorema 7.5 podemos afirmar que la
forma reducida de Φ(x2) en V(σ1) =Vσ1⊗tr ⊕Vσ1⊗sg es

Φ(x2) =

(
βσ1,1,1I 0

0 0I

)
=

(
−1

4 I 0
0 0

)
,

porque

βσ1,1,1 =
2(r+s)(r+d+1)+(1−s)(d+1)

r(r+d)(r+s)(r+s+d) = 2×2×2+3×(−2)
(−1)×1×2×2×4 =−1

4 y βσ1,1,−1 = 0.

Para σ , por el Teorema 7.5 tenemos que la expresión de Φ(x2) en V(σ) es

Φ(x2) =
(
β
−
π,τ

)
= 0,

Ası́ la forma reducida de Φ(x2) en Vπ es

Φ(x2) = (0) I ⊕
(
−1

4 I 0
0 0

)
, o equivalentemente Φ(x2) =

0 0 0
0 −1

4 I 0
0 0 0

 .

Empezamos a considerar el autovalor η2, por la Proposición 7.20 tenemos que

η2 = (c7(T )−1)(c6(T )−1),

en nuestro caso c7(T ) = 2 y c6(T ) =−1. Obtenemos η2 = (2−1)(−1−1) =−2.

De la ecuación (7.16) tenemos

∑
1≤i ̸= j≤n−4

π((i,n−2)( j,n−3))Φ(s2)π(( j,n−3)(i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−2))Φ(s2)π((i,n−2))

+2 ∑
1≤i≤n−4

π((i,n−3))Φ(s2)π((i,n−3))+2Φ(s2) = η2I,

, (7.31)

tomando traza obtenemos (n−2)(n−3) tr
(
Φ(x2)

)
= η2d(π). En el ejemplo que estamos conside-

rando n = 7, d(π) = 5 y tr
(
Φ(x2)

)
= 2.(−1

4) = −1
2 por tanto obtenemos η2 = −2, como deberı́a

ser.
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