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Una Herramienta de Co-Simulacion para el Estudio de Cosechadores Piezoaeroelasticos de

Energia basados en Flutter

RESUMEN

El término cosecha piezoaeroelastica de energia se refiere al proceso de conversion de la energia
eblica que rodea a un sistema en electricidad a través del uso de transductores piezoeléctricos. Es
bien conocido que una estructura flexible inmersa en una corriente de aire puede experimentar
respuestas no lineales de origen aeroeldstico, tales como bifurcaciones y/o oscilaciones de ciclo
limite asociadas al fenémeno de flutter. Respuestas de esta naturaleza han sido catalogadas
como potencialmente destructivas en estructuras de gran envergadura debido a sus elevados
niveles de vibracién. Sin embargo, desde un nuevo enfoque han sido propuestas como una de
las fuentes de energia mas prometedoras para sistemas de pequena escala. En este sentido, si el
dispositivo de cosecha de energia o su estructura portante se sumergen en una corriente de aire
las cargas aerodindamicas actuantes inducen deformaciones sobre los transductores que, debido
al efecto piezoeléctrico directo, producen una diferencia de potencial entre sus electrodos. Para
cuantificar la energia eléctrica recolectada es habitual conectar un circuito eléctrico entre dichos
electrodos.

En esta tesis doctoral se desarrolla una herramienta computacional bajo un abordaje de
co-simulacién que estd destinada a la realizacién de simulaciones numéricas para el estudio de
cosechadores piezoeléctricos de energia sujetos a vibraciones de origen aeroelastico, especialmente,
aquellas que provienen del fenémeno flutter. Dada la naturaleza multifisica del problema, se
desarrolla un modelo electroelastico, se adopta un modelo aerodindmico y se desarrolla un
método de interaccién que favorezca el intercambio de informacién entre los dos primeros. Cada
modelo constituye un médulo independiente dentro del software, lo que propicia su modificacién
o la incorporacién de otros. El modelo electroelastico consiste en una formulacién tridimensional
de elementos finitos de viga piezoeléctrica que se sustenta en las hipotesis de la teoria clasica de
Timoshenko e incorpora, de modo consistente, las no linealidades geométricas de Von Karman
para contemplar deformaciones moderadas. El modelo aerodindmico adoptado es una versién
no lineal e inestacionaria del método de la red de vortices, el cual se basa en distribucién de
singularidades sobre superficies sélidas, considera flujo incompresible y levemente viscoso a
elevado niimero de Reynolds. El método de interaccion implementado se caracteriza como fuerte.
Esto obedece a que, a pesar de que cada modelo avanza en el dominio temporal con un paso de
integracion propio, la transferencia de informacion entre los modelos previos es bidireccional y
tiene lugar en cada uno de estos pasos. Los modelos involucrados permiten captar fenémenos
electroaeroelasticos subcriticos, asi como comportamientos criticos y poscriticos tipicos de la
dindmica no lineal. Las ecuaciones de gobierno se integran numéricamente, simultaneamente e
interactivamente en el dominio del tiempo empleando un esquema que se basa en un método
predictor-corrector de cuarto orden. Finalmente, se presentan casos de estudio para validar y/o

verificar la herramienta, como también mostrar su potencialidad y versatilidad.
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A Co-Simulation Tool to Assess Piezoaeroelastic Energy Harvesters based on Flutter
ABSTRACT

The term piezoaeroelastic energy harvesting refers to the process of converting the wind energy
that surrounds a system into electricity by means of piezoelectric transducers. It is well-known
that a flexible structure immersed in an airflow may undergo different non-linear aeroelastic
responses, such as limit cycle oscillations and/or bifurcations related to the flutter phenomenon.
Researchers have worked on avoiding these types of responses in large scale systems to suppress
possible failure or damage. However, a new approach has emerged recently and these aeroelastic
vibrations have been proposed as one of the most promising power sources for small scale
systems. When the harvester device or its host structure is placed in a flow field, the acting
aerodynamics loads induce deformations on the transducers. Consequently, an electric potential
difference between their electrodes is developed due to the direct piezoelectric effect. Usually,
an electric circuit is connected between the electrodes to quantify the energy power.

In this work, a computational tool for studying piezoelectric energy harvesters subjected to
aeroelastic vibrations based on flutter phenomenon is developed under a co-simulation approach.
The multi-physics nature of the problem requires an electroelastic and an aerodynamic model
combined by an interaction method. Each model constitutes a module into the software, which
favors the software maintenance and reduces the reprograming workload for modifications or the
addition of further modules if needed. The electroelastic model consists on a three-dimensional
formulation of a piezoelectric beam finite element according to Timoshenko’s classic theory
hypotheses. It consistently includes the Von Karméan’s geometric nonlinearities to represent
moderate strains. The aerodynamic model is based on a nonlinear and unsteady version of the
vortex lattice method and it assumes incompressible and slightly viscous flow at high Reynolds
number. Despite the fact that the interaction method allows one to use different time step
for both models, it is characterized as strong-type since the communication between models
is performed bidirectionally and it occurs in each one of these steps. The proposed models
allow to capture subcritical electroaeroelastic phenomena as well as critical and postcritical
behaviors which are typical of nonlinear dynamic. The integration of the governing equations is
accomplished interactively, simultaneously, and numerically in the time domain using a scheme
based on the fourth order predictor-corrector method. In order to validate and/or verificate the
computational tool as well as to exhibit its potentiality and versatility a series of study cases

are evaluated.
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Uma Ferramenta de Co-simulagao para o Estudo de Coletores de Energia

Piezoaeroelasticos baseados em Flutter
RESUMO

O termo colheita de energia piezoaeroelédstica refere-se ao processo de conversao de energia
eblica em torno de um sistema em eletricidade através do uso de transdutores piezoelétricos. E
bem conhecido que uma estrutura flexivel imersa em uma corrente de ar pode experimentar
diversas respostas de origem aeroeldstica, como oscilagoes de ciclo limite e/ou bifurcacoes
associadas ao fenomeno flutter. Respostas dessa natureza tém sido classificadas como altamente
destrutivas em grandes estruturas devido aos seus altos niveis de vibracdo. No entanto, a partir
de uma nova abordagem, eles foram propostos como uma das fontes de energia mais promissoras
para sistemas de pequena escala. Nesse sentido, se o dispositivo de captagdo de energia ou sua
estrutura de suporte for submerso em uma corrente de ar, as cargas aerodindmicas que atuam
sobre eles induzem deformacoes nos transdutores que, devido ao efeito piezoelétrico direto,
produzem uma diferenca de potencial entre seus eletrodos. Para quantificar a energia elétrica
coletada é comum conectar um circuito elétrico entre tais eletrodos.

Nesta tese, é criada uma ferramenta computacional sob uma abordagem de co-simulacio
que se destina a realizar simula¢bes numéricas para estudar coletores de energia piezoelétricos
sujeitos a vibragoes de origem aeroelastica, especialmente aquelas provenientes do fenémeno
flutter. Dada a natureza multifisica do problema, desenvolve-se um modelo eletroelastico,
adota-se um modelo aerodindmico e desenvolve-se um modelo de interagdo para troca de
informagdes entre os dois primeiros. Cada modelo constitui um médulo independente dentro do
software, o que favorece sua modificacdo ou incorporacao de outros. O modelo eletroelastico
consiste em uma formulagdo de elemento finito de feixe piezelétrico tridimensional que se
baseia nas hipéteses da teoria classica de Timoshenko e incorpora consistentemente nao
linearidades geométricas de Von Karman para contemplar deformac¢des moderadas. O modelo
aerodindmico adotado é uma versao nao linear e instavel do método da rede de voértices.
Este método é baseado na distribuicdo de singularidades em superficies sélidas, considerando
escoamentos incompressiveis e levemente viscosos com alto niimero de Reynolds. O modelo
de interacdao implementado caracteriza-se como forte. Isso porque, apesar de cada modelo
avancar no dominio temporal com sua prépria etapa de integracdo, a transferéncia de
informagGes entre os modelos anteriores é bidirecional e ocorre em cada uma dessas etapas.
Os modelos envolvidos permitem captar fendmenos eletroaeroeldsticos subcriticos, bem como
comportamentos criticos e pés-criticos tipicos da dindmica nao linear. As equagoes governantes
sao integradas numericamente, simultaneamente e interativamente no dominio do tempo usando
um esquema baseado no método preditor-corretor de quarta ordem. Por fim, é apresentada
uma série de estudos de caso que visam validar e/ou verificar a ferramenta, bem como mostrar

o seu potencial e versatilidade.
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CAPITULO

Aspectos introductorios

En este primer capitulo se describe el contexto que motiva el desarrollo del presente trabajo de
tesis. Posteriormente, se sintetizan los principales esfuerzos referidos al tema central de estudio,
haciendo una recorrida sobre cada uno de ellos con el propédsito de caracterizar el estado del
arte. A continuacién, se presenta el alcance, los objetivos y las contribuciones originales del

trabajo. Y, por iltimo, se detalla la organizacién de esta tesis.

1.1 Contexto y motivacion

El proceso de convertir o de transformar la energia disponible en el medio ambiente tales como
la térmica, la quimica, la luminica y la mecénica en energia eléctrica a través de mecanismos
no convencionales se denomina cosecha de energia, en inglés Energy Harvesting [101].
Durante las dltimas dos décadas, el desarrollo de dispositivos remotos de baja potencia,
portables y de dimensiones reducidas junto a la crisis energética global y a la contaminacién
ambiental causada en mayor medida por el aumento en el consumo de energias no renovables
ha fomentado la busqueda de fuentes no convencionales de energia. Tradicionalmente, estos
dispositivos se alimentaban a partir de baterias electroquimicas, las cuales se consideran fuentes
convencionales de energia. Sin embargo, éstas exhiben algunas desventajas, tales como una
vida util y una eficiencia energética limitada, la necesidad de ser recargadas o reemplazadas
con cierta frecuencia y su excesivo volumen y peso, lo que dificulta la miniaturizacion de los
dispositivos [10]. A la vez, los avances tecnoldgicos en el drea de las baterias tradicionales han
permanecido relativamente estancos durante la década pasada en relacién a otras areas. Con
el propésito de mitigar estos inconvenientes, la comunidad cientifica ha destinado esfuerzos
significativos en investigacién para introducir a la tecnologia de cosecha de energia como fuente
no convencional. Este concepto permite la eliminacién de pequenas baterias o extender su vida

util, dando lugar a dispositivos electrénicos parcial o totalmente auténomos con muy bajo costo
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de mantenimiento. Un aspecto secundario, pero no menos importante, es el beneficio ecoldgico
que trae aparejada su implementacion, ya que reduce los residuos quimicos generados por la
sustitucién de baterias electroquimicas. Por consiguiente, su uso estd en concordancia con la
tendencia actual de energfas limpias y renovables [58].

Existen diferentes clases de materiales o tecnologias, cada uno de ellos con un mecanismo
de transduccién tnico, que pueden emplearse para recolectar la energia disponible en el medio
ambiente. Entre los mas comunes se puede destacar a los electromecanicos que transforman
la energia mecanica de deformacién o de vibraciéon en energia eléctrica, a los termoeléctricos
que hacen lo mismo con los gradientes de temperatura, los piroeléctricos que convierten las
fluctuaciones térmicas en electricidad y a las celdas fotovoltaicas que hace lo propio con la
energia solar. Por otra parte, entre las fuentes ambientales utilizables la energia mecéanica es la
forma mas ubicua. Las vibraciones que provienen del viento, de las maquinarias industriales,
de los vehiculos durante el transporte, del transito de peatones y del propio movimiento del
cuerpo humano pueden ser capturadas y transformadas en energia eléctrica [103].

En particular, el viento es un recurso natural renovable e inagotable que esta presente en
todas partes, caracteristicas que lo han posicionado como una fuente natural por excelencia.
Tradicionalmente, la conversion de la energia cinética del viento en electricidad se ha llevado a
cabo mediante mecanismos convencionales, tales como el uso de turbinas edlicas. Sin embargo, en
los tdltimos afios los investigadores comenzaron a estudiar nuevos métodos que permitan extraer
o cosechar energia del aire, incluyendo mecanismos no convencionales de origen aeroelastico
[73]. En efecto, centraron su atencién en las vibraciones mecanicas inducidas por el flujo de
fluidos, consideradas como una de las fuentes de energia méas promisorias para sistemas de
pequena escala [69]. La razén principal se debe a que tales vibraciones se pueden obtener de la
interaccion fluido-estructura utilizando cosechadores de energia inmersos en diversas condiciones
de flujo natural [120].

Cuando una estructura elastica se encuentra sometida a la accién de cargas que provienen
del flujo de fluidos, puede experimentar diversas respuestas incluyendo bifurcaciones, oscilaciones
de ciclo limite, resonancias internas y movimientos caéticos [36]. Histéricamente, los fenémenos
aeroelasticos han sido catalogados como potencialmente destructivos e indeseados ya que se
caracterizan por elevados niveles de vibracién. Por este motivo, numerosos estudios han sido
realizados por profesionales del campo aerondutico y civil para reducir o eliminar sus efectos en
estructuras de gran envergadura tales como puentes, aeronaves, lineas de transmision de energia,
entre otras [30, 31]. Desde una nueva perspectiva, las vibraciones aeroeldsticas asociadas con
no linealidades estructurales y/o aerodindmicas han sido propuestas como nuevas fuentes de
generacién de energia eléctrica.

Los tres mecanismos principales que propician la transformacion de vibraciones mecanicas
en energia eléctrica son la transduccién electrostatica, la electromagnética y la piezoeléctrica

[121]. No obstante, la transduccién piezoeléctrica ha recibido especial atencién en comparacion
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Figura 1.1: Densidad de potencia en funcién del voltaje para diferentes fuentes de alimentacién
regenerativas. Imagen extraida y adaptada de [43].

con los otros mecanismos [43]. Sus principales ventajas se atribuyen a su facilidad de aplicacién
v a la gran densidad de potencia de los materiales piezoeléctricos, siendo 3 ~ 5 veces més altas
que en el resto de los transductores. Con relacién a ello, la densidad de potencia en funcién del
voltaje de la Figura 1.1 muestra que los transductores piezoeléctricos cubren un area importante
del grafico con densidades similares a las baterias de litio. A su vez, en comparacién con los
cosechadores electromagnéticos, donde la senal eléctrica de salida es muy baja y requiere un
acondicionamiento posterior para alcanzar niveles de voltaje ttiles, y con los cosechadores
electrostaticos, donde es necesario un voltaje de entrada para obtener energia utilizable, la
sefial eléctrica que proviene de los cosechadores piezoeléctricos puede ser utilizada directamente
sin un posprocesamiento. En lo que respecta a su fabricacién, los transductores piezoeléctricos
pueden ser construidos facilmente tanto en micro escala como en macro escala. En contraste,
existen ciertas limitaciones fisicas que impiden la fabricacion de transductores electromagnéticos
en micro escala, en cambio, los sistemas electrostaticos se restringen tnicamente a esta tltima
[43].

La cosecha piezoeléctrica de energia a partir de vibraciones mecanicas es una tecnologia
prometedora que ha encontrado aplicacién en diversos campos. En infraestructura civil, en el
caso de puentes, los sensores que monitorean la salud estructural suelen ubicarse en localizaciones
remotas, por lo que el reemplazo de baterias se torna una tarea dificil y en ocasiones imposible.
La energia vibratoria generada por el transito vehicular o el flujo de aire puede ser recolectada

y luego utilizarse para reemplazar o recargar las baterias [54]. En el drea de la bioingenieria,
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los dispositivos médicos implantados en cuerpos humanos tales como desfibriladores cardiacos
activos, marcapasos o estimuladores neurolégicos pueden verse beneficiados con esta tecnologia
debido a que consumen muy baja potencia [7]. En el &mbito aerondutico o aeroespacial, los
esfuerzos van dirigidos al disefio de una nueva generacién de vehiculos aéreos no tripulados (UAVs,
en inglés Unmanned Aerial Vehicles) que sean auténomos, autosustentables y amigables con el
medio ambiente. La integracién de sistemas cosecha de energia de pequena escala en estructuras
alares multifuncionales resulta muy atractivo, ya que puede proporcionar fuentes secundarias
de energia. Las alas multifuncionales pertenecen al grupo de las estructuras multifuncionales e
incluyen subsistemas para sensado, actuacién, cosecha y almacenaje de energia. Estas estructuras
son capaces de desempenar multiples funciones primarias y pueden, potencialmente, mejorar el
rendimiento de una aeronave extendiendo la envolvente de vuelo a través de la consolidacién de
subsistemas, materiales y funciones [9, 115].

En virtud del sinntiimero de aplicaciones vinculadas a la recoleccién de energia empleando
piezoeléctricos, la necesidad de contar con herramientas que permitan predecir de una manera
confiable y eficiente el comportamiento electroelastico de los cosechadores se ha vuelto crucial.
En este sentido, las simulaciones numéricas constituyen una alternativa econémica y eficaz
para este propésito y, en particular, son fundamentales durante la etapa de disefio de estos
dispositivos. Debido a que la cosecha de energia, en especial la que aprovecha las vibraciones
aeroelasticas, es un problema inherentemente multifisico, resulta adecuado el desarrollo de
herramientas numéricas basadas en un abordaje de co-simulacion [48].

La co-simulacion es una técnica que propicia la simulacién global de sistemas acoplados a
partir de la simulacién de sus partes. Dado que los sistemas ingenieriles modernos se tornan
mas y mas complejos, es cada vez mas comun analizarlos a partir de una descomposiciéon en
subsistemas utilizando herramientas de analisis especificas para cada parte. Esta descomposicién
puede estar motivada por diferentes causas, una de las cuales es la presencia de subsistemas
descritos por diferentes area de la fisica, por ejemplo, problemas termomecanicos, de interaccién
fluido-estructura, entre otros. Asimismo, este abordaje es atractivo por muchos motivos, entre
ellos, que resulta intrinsecamente multidisciplinario y que permite la extension de modelos por
adicién de nuevos moédulos que complementen los ya vinculados, anadiendo funcionalidad y
generalidad a las herramientas desarrolladas.

Concretamente, en esta tesis se construye una herramienta computacional que permite
evaluar, a través de simulaciones numéricas, la respuesta de cosechadores piezoeléctricos de
energia cuya fuente principal de alimentacion provenga de vibraciones mecénicas de origen
aeroelastico, especialmente, basadas en el fenémeno aeroelastico flutter. Como parte integral de
este trabajo, se desarrolla un modelo de viga piezoeléctrica tridimensional que incorpora no
linealidades geométricas, el cual se acopla a través de un método de interaccién de tipo fuerte
con un modelo aerodindmico inestacionario y no lineal basado en distribuciéon de singularidades

sobre superficies sélidas. Resulta evidente que la cosecha aeroelastica de energia constituye un
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Figura 1.2: (a) Orientacién aleatoria de los dominios antes de la polarizacién (Ps = 0). (b)
Dominios alineados en la direccién positiva del campo eléctrico (V;). (c) Polarizaciéon remanente
del material (Ps # 0).

problema multifisico ya que acopla simultanemente a tres areas del conocimiento: la dindmica
estructural, la aerodindmica y la electricidad. En consecuencia, es un problema que puede ser

abordado exitosamente por medio de una estrategia de co-simulacién.

Piezoelectricidad

El término piezoelectricidad es una palabra que proviene del griego y significa electricidad
debido a presién. El hallazgo de estos materiales se atribuye a los hermanos Pierre y Jacques
Curie, quienes descubrieron que ciertos cristales minerales cuando eran sometidos a un tensién
mecanica desarrollaban un voltaje cuya magnitud era directamente proporcional a la carga
aplicada y su polaridad era opuesta segin se tratase de un esfuerzo de tracciéon o de compresion.
Al mismo tiempo, confirmaron experimentalmente la existencia del efecto inverso mostrando
que si un cristal era expuesto a un campo eléctrico experimentaba un acortamiento o un
alargamiento dependiente de la polaridad del campo y proporcional a su intensidad. Estas dos
particularidades reciben el nombre de efecto piezoeléctrico directo e inverso respectivamente
[116].

La mayoria de los materiales piezoeléctricos son de naturaleza cristalina, ya sea compuestos
por un monocristal o por miltiples cristales. Son materiales que pueden encontrarse en la
naturaleza o pueden ser creados por medio de un proceso sintético. Con relacion a los sintéticos,
los de mayor difusion en aplicaciones tecnoldgicas son los piezoceramicos, que fueron concebidos
durante la segunda mitad del siglo XX y su principal caracteristica es que poseen coeficientes
piezoeléctricos de mayor magnitud que los materiales naturales. Ademas, pueden ser fabricados
en grandes cantidades y en diversas geometrias tales como discos, cilindros y laminas. Sin
embargo, para adquirir los efectos piezoeléctricos deben ser sometidos, luego de ser fabricados,
a un proceso denominado polarizacion [35].

Los piezoceramicos forman parte de una categoria de compuestos llamada perovskita que
consiste de una combinacién de metales tetravalentes (como el titanio o el circonio), metales

divalentes (como el plomo o el bario) y oxigeno. Entre los piezoceramicos tipicos se incluye el
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titanato de bario (BaTiO3) y los titanatos de circonato de plomo (PbZr;_,Ti,O3) conocidos
como PZT. El proceso de fabricacién de los PZT consiste en mezclar polvos de 6xido de plomo,
titanio, circonio y frecuentemente son dopados mediante el agregado de ciertos elementos para
obtener propiedades particulares.

A escala macroscopica, se puede imaginar que el material estéd formado por un conjunto
de dominios dispuestos de forma aleatoria. A su vez, cada uno de ellos se compone de celdas
unitarias que tienen un momento dipolar permanente. Debido al momento dipolar inherente a
la celda, cada dominio dentro del material tiene una polarizacién espontdnea (Ps) que se define
como el momento dipolar por unidad de volumen. Esta polarizacién es la responsable de las
caracteristicas piezoeléctricas del dominio. Sin embargo, la aleatoriedad de los dominios produce
que la orientacién de las celdas unitarias cambie de una regién a otra generando una polarizacién
espontdnea del material nula (Ps = 0) tal como se expone en la Figura 1.2a. En consecuencia,
para que un piezoceramico adquiera propiedades piezoeléctricas debe ser sometido al proceso
de polarizacion, el cual consiste en someter al cerdmico a un campo eléctrico externo (V) de
gran magnitud. El campo eléctrico se aplica entre un par de electrodos metalicos dispuestos
sobre superficies apropiadas del material, tal como se observa en la Figura 1.2b. Esto produce
una alineacién de la mayoria de los dipolos del material con la direccién del campo y genera
una polarizacién remanente (Ps # 0, Figura 1.2¢) del material cuando el campo eléctrico es
removido. De este modo, el material piezoceramico exhibe los efectos piezoeléctricos directo e
inverso [28].

Los piezoceramicos mayormente utilizados en el campo de la cosecha de energia son el
PZT-5A y el PZT-5H. Sus propiedades electromecéanicas se resumen en el Anexo C. Si bien no
son los Uinicos materiales que pueden emplearse para este proposito, en este trabajo se utilizaran

los transductores fabricados a partir de estos materiales.

Cosecha de energia a partir del fenémeno flutter

La aeroelasticidad es una rama de la ingenieria que estudia la interaccién entre una estructura
eldstica inmersa en una corriente de aire y las cargas aerodindmicas que se desarrollan sobre la
misma. En este sentido, las oscilaciones inducidas por el flujo de fluidos constituyen el tipo mas
comun de interaccién. En funcién de la naturaleza del fenémeno aerodindmico, las vibraciones
se pueden clasificar segin el esquema de la Figura 1.3. De todas ellas, en este esfuerzo reviste
interés el fenémeno de flutter.

El flutter es una inestabilidad aeroelastica que acontece en estructuras flexibles inmersas
en el flujo de fluidos. Se caracteriza por oscilaciones peridédicas y auto sostenidas que provienen
del acoplamiento entre cargas aerodindmicas y dos o més modos naturales de la estructura [51].

Para detallar este fendmeno, considérese una estructura aeronautica sumergida en una
corriente de aire. Cuando la velocidad del fluido es suficientemente baja, cualquier perturbacion

introducida sobre la estructura provocara oscilaciones con amplitudes que disminuyen hasta
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Figura 1.3: Clasificacién de las vibraciones inducidas por flujo de fluidos. Imagen extraida y
adaptada de [120].

alcanzar el reposo, lo cual se debe a la presencia de amortiguamiento aerodindmico y estructural.
Si la velocidad del fluido continia aumentando, llegard un momento donde cualquier perturbacién
introducida inducira un movimiento periédico con amplitud estable. Lo descrito ocurre para una
velocidad del aire que se denomina velocidad critica o de flutter y, en dicho caso, el movimiento
de la estructura y las cargas aerodindamicas son tales que la energia extraida del medio fluido es
igual a la energia disipada por cada ciclo de oscilacion. La utilizacién de modelos estructurales
y/o aerodindmicos no lineales permiten evaluar la respuesta poscritica. Cuando la velocidad
del aire supera a la de flutter, se desarrollan oscilaciones de ciclo limite con una amplitud que
crece con la velocidad de la corriente. Este comportamiento generalmente esta caracterizado
por medio de una bifurcacién (subcritica o supercritica) de Hopf [34].

Las oscilaciones de ciclo limite desempefian un rol clave en el mecanismo de cosecha de
energia, debido a que pueden ser transferidas a los transductores piezoeléctricos. En efecto, el
flujo del aire genera cargas aerodindmicas sobre la estructura, las cuales inducen deformaciones
sobre los transductores que, a partir del efecto piezoeléctrico directo, producen una diferencia
de potencial entre sus electrodos. En consecuencia, existe una doble conversiéon de energia ya
que la energia cinética del aire se convierte en energia de deformacion y ésta en energia eléctrica.
Por supuesto, la cosecha de energia no sélo se limita a un estado poscritico, también es posible
hacerlo para velocidades subcriticas. No obstante, la energia generada es menor y exhibe un

comportamiento transitorio [45].

1.2 Revision bibliografica

En esta seccién se efectiia una revisién de los trabajos més relevantes publicados en la literatura
relacionados con la cosecha piezoeléctrica de energia basada en el fenémeno flutter, haciendo
énfasis sobre los modelos electroelastico y aerodinamico adoptados en cada caso y destacando
las diferencias existentes con lo propuesto en esta tesis. En primer lugar, se exponen todos

aquellos trabajos llevados a cabo por miembros de un mismo grupo de investigacion, luego los
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articulos mas recientes relacionados con el tépico de investigacion y, por ltimo los esfuerzos
presentados por integrantes del grupo de trabajo al cual pertenece el autor de esta tesis.

Uno de los primeros articulos respecto a esta temética se remonta al afio 2009 y se
atribuye a Bryant y Garcia, dos investigadores de la Universidad de Cornell [20]. Estos autores
presentaron un modelo de parametro concentrado compuesto por un perfil alar bidimensional
con dos grados de libertad geométricos y un grado de libertad eléctrico, excitado a partir de
vibraciones aeroelasticas. Las cargas aerodindmicas sobre el perfil las determinaron en el dominio
del tiempo utilizando un modelo lineal e inestacionario basado en el método de estado finito de
Peters et al. [82]. Para un fluido inviscido e incompresible, este método aproxima los efectos
inestacionarios por medio de términos de flujo inducido que contemplan el desprendimiento
de vorticidad cerca del perfil. Ademaés, evaluaron la respuesta del cosechador en condicién de
flutter y propusieron un esquema que activa o desactiva la recoleccién en funcién de la amplitud
de oscilacién para optimizar la extraccion de energia. En el afo 2009, Bryant y Garcia también
presentaron un dispositivo novel de cosecha de energia basado en flutter compuesto por una
viga empotrada con un perfil alar articulado en su extremo libre. Considerando este prototipo
publicaron dos trabajos, uno en 2009 y otro en 2011.

En el esfuerzo de 2009 los investigadores adaptaron el modelo analitico presentado ese
ano para estimar solo la velocidad lineal de flutter, lo cual se efectué mediante un anélisis de
estabilidad de autovalores [21]. Los resultados obtenidos fueron contrastados contra mediciones
experimentales realizadas en un tinel de viento, donde se determiné que el modelo analitico
sobrestima ligeramente la velocidad critica. Ademas, efectuaron estudios experimentales para
velocidades poscriticas, analizando la influencia de dos perfiles alares geométricamente diferentes
sobre la energia cosechada. Ellos enfatizaron que la velocidad y que la frecuencia de flutter son
independientes de la geometria adoptada.

En su trabajo de 2011 los autores mejoraron su modelo analitico [22]. En lo que respecta
al modelo electroelastico, contemplaron las no linealidades asociadas a las grandes rotaciones del
perfil, lo que repercute en la expresion de la energia cinética del sistema. Ademads, implementaron
el método de Rayleigh-Ritz para aproximar el campo de desplazamiento transversal de la viga.
De manera similar, modificaron el calculo de cargas aerodindmicas para tener en cuenta los
grandes angulos de ataque. Los autores implementaron el modelo aerodinamico inestacionario
de ONERA (Office National D ’Etudes et de Recherches Aerospatiales) desarrollado por Tran
y Petot [114], el cual consiste en un método semi-empirico que tiene en cuenta la entrada en
pérdida del perfil producto de grandes dngulos de ataque. Ciertos coeficientes involucrados en
el método se determinan a partir de informacion que proviene de ensayar experimentalmente al
perfil en un tunel de viento. Con relacién a los resultados, los autores estimaron la velocidad de
flutter con el modelo lineal y llevaron a cabo simulaciones poscriticas con el modelo analitico
no lineal para estudiar la extraccién de energia cuando la respuesta alcanza un ciclo limite.

Compararon los resultados obtenidos con los experimentales, destacando la existencia de un
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muy buen acuerdo.

Otro trabajo llevado a cabo por investigadores de la Universidad de Cornell es el presentado
por Bryant et al. en 2011 [24]. En este caso, el cosechador evaluado, tanto el modelo matemético
como el experimental, es similar al presentado en estudios previos pero de menor dimensién.
Los autores efectuaron un anélisis de sensibilidad, el cual consiste en estudiar la relacién entre
determinados pardmetros de disefio y la velocidad del flujo para la cual ocurre la inestabilidad
aeroelastica de flutter. Entre los parametros evaluados se destacan las propiedades masicas del
perfil, la posicién de su punto de sujecién a la viga, una masa puntual ubicada en el extremo
libre de la viga, la rigidez torsional del resorte que vincula el perfil con la viga, entre otros. Para
efectuar estos andlisis utilizaron los modelos electroelastico y aerodinamico lineales propuestos
en su primer estudio [20].

Un dltimo trabajo de este grupo de investigadores corresponde al estudio experimental
de un arreglo de dos cosechadores piezoaeroeldsticos dispuestos en tandem [23]. Al respecto, los
autores exploraron los efectos de la interaccién aerodinamica en la eficiencia de los cosechadores.
Los autores mostraron que la amplitud y la frecuencia de oscilacién de un cosechador y, por
consiguiente la potencia de salida, se ve significativamente afectada por la estela vorticosa de
un cosechador o de algtiin otro dispositivo situado corriente arriba.

En términos generales, los trabajos detallados en los parrafos precedentes son sumamente
valiosos. A pesar de esto, existen dos aspectos que pueden ser mejorados a partir del enfoque
que se propone en esta tesis. Por un lado, los modelos electroelasticos que adoptaron se limitan
a casos puntuales que concentran la elasticidad de la viga en un resorte traslacional. El hecho de
adoptar un modelo basado en elementos finitos con no linealidades geométricas permite estudiar
configuraciones de mayor generalidad. Y, por otro lado, los modelos aerodindmicos empleados
son lineales o requieren de datos experimentales para tener en cuenta grandes angulos de ataque
y ninguno de ellos puede usarse para analizar la interferencia aerodindmica entre cosechadores.
En contraste, el método implementado en esta tesis es inestacionario, no lineal y tiene en cuenta
la interaccién aerodindmica entre cuerpos sumergidos en una corriente de aire.

Otro grupo de articulos se atribuyen a investigadores de Virginia Tech y de la Universidad
de Sao Paulo. En este sentido, en 2009 De Marqui et al. desarrollaron un modelo electroelastico
lineal de elementos finitos de placa basado en la teoria de Kirchoff, el cual es apropiado para
modelar cosechadores piezoeléctricos de tipo laminar, admitiendo las dos configuraciones tipicas:
biforma y unimorfa (en inglés, unimorph y bimorph) [57]. En el dominio eléctrico los autores
incluyeron una carga resistiva para cuantificar la energia extraida. Ademas, el modelo fue
validado contra resultados analiticos en el dominio de la frecuencia y experimentales, mostrando
un buen acuerdo. A partir de este modelo se desprenden las siguientes dos publicaciones.

En el ano 2010, De Marqui et al. analizaron la respuesta electroaeroelastica de un ala
plana con un cosechador piezoeléctrico embebido mediante simulaciones numéricas en el dominio

del tiempo [32, 56]. En lo que respecta a los modelos, el ala se discretizé usando elementos finitos
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lineales de placa, mientras que las cargas aerodindmicas sobre la superficie alar fueron predichas
empleando el método de la red de vortices inestacionario y no lineal, en particular la versién
propuesta por Katz y Plotkin [62]. Los autores implementaron un esquema de solucién iterativo
y redujeron el orden de las ecuaciones estructurales a partir del método de descomposiciéon
modal. El objetivo del trabajo fue evaluar la respuesta del cosechador para diferentes velocidades
del aire utilizando diversas cargas resistivas. Asimismo, los autores analizaron la influencia del
uso de transductores con electrodos continuos y segmentados en la energia recolectada y en la
velocidad critica. Ellos enfatizaron la importancia de utilizar electrodos segmentados para evitar
la cancelacion de cargas asociadas a modos torsionales, demostrando que la energia cosechada
es mayor si se emplean electrodos segmentados en lugar de electrodos continuos para cualquier
carga resistiva. Esto también trae aparejado un aumento de la velocidad de flutter respecto al
caso de electrodos continuos. El andlisis se centré en velocidades subcriticas y en la velocidad
de flutter.

En el 2011, De Marqui et al. evaluaron la respuesta electroaeroelastica de la estructura
alar del trabajo previo pero en el dominio de la frecuencia. En este caso, el analisis se restringi
a una configuracion de electrodos continuos y se incorpord una inductancia en el dominio
eléctrico. La diferencia principal respecto al esfuerzo previo radica en el modelo aerodindmico.
Las cargas aerodinamicas fueron estimadas usando el método de la red de dobletes, en tanto que
la velocidad del fluido para la cual el sistema posee estabilidad marginal se determiné a partir
de un esquema p — k. La funciéon Kernel que se aproxima con el método de dobletes asume un
comportamiento armoénico para las cargas aerodindmicas inestacionarias. A su vez, los autores
presentaron las funciones de respuesta en frecuencia (FRFs) del sistema para determinada
velocidad del flujo y pardametros eléctricos, combinando simultaneamente los efectos de un
desplazamiento de base y cargas aerodinamicas inestacionarias. Ellos mostraron que emplear un
circuito resistivo-inductivo mejora notablemente la eficiencia del cosechador. En efecto, en casi
todo el rango de frecuencias evaluadas, la potencia eléctrica de salida obtenida con un circuito
resistivo-inductivo es casi veinte veces mas grande que la determinada con un circuito resistivo.
En este caso, el inductor fue seleccionado de manera tal que la frecuencia de resonancia del
circuito RLC' coincida con la frecuencia de flutter en condicién de cortocircuito. Asimismo,
los autores reportaron un incremento del 7.5 % en la velocidad de flutter para los parametros
eléctricos (resistencia e inductancia) que maximizan la cosecha de energia en comparacién con
la situacién de cortocircuito.

En otra publicaciéon del mismo grupo de investigadores se analizé tanto analitica como
experimentalmente la respuesta de un cosechador piezoaeroeldstico en condicién de flutter [44].
El modelo analitico es lineal y corresponde a un perfil alar con dos grados de libertad geométricos
y uno eléctrico, de caracteristicas similares al de Bryant y Garcia [20]. Los autores efectuaron el
estudio en el dominio de la frecuencia usando la teoria de Theodorsen inestacionaria para perfiles

delgados para predecir la sustentacién y el momento aerodindmico. El modelo experimental esta
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compuesto por cuatro vigas empotrada-libre y dos resortes torsionales que las vinculan a un
perfil alar con envergadura finita. En la raiz de dos de estas vigas se colocaron dos transductores
piezoeléctricos en configuracién bimorfa conectados en paralelo. El acoplamiento electromecénico
asociado a esta conexién se estimé a partir de un modelo de parametro distribuido. Los autores
destacaron el excelente acuerdo que existe entre la velocidad de flutter estimada en forma
experimental y analitica, tanto para una condicién de cortocircuito como de circuito abierto.
La potencia maxima cosechada es de 10.7 [mW] cuando se adopta una carga resistiva de 100
[k©2]. El incremento experimental de la velocidad de flutter para la resistencia éptima es de 5.1
%, mientras que el modelo predice un aumento del 5.5 % comparado con la de cortocircuito.

Otra investigacion que se atribuye a este grupo de cientificos fue llevado a cabo por Sousa
et al. en el afio 2011 y consiste en una extension natural del esfuerzo comentado en el parrafo
previo [106]. En este sentido, los autores usaron un modelo electroelastico similar al de Bryant
y Garcia [20] pero introdujeron diferentes no linealidades en el grado de libertad de torsion.
Las cargas aerodinamicas las computaron a partir de la aproximacién que efectud Jones de la
funcién indicial de Wagner, que es una aproximacion de la funcion generalizada de Theodorsen.
Las ecuaciones rectoras del problema fueron integradas en el dominio del tiempo usando un
algoritmo de Runge-Kutta junto a un método de Henon para evitar errores e inestabilidades
numéricas. Los autores centraron su atencién en la incidencia de las no linealidades (rigidez
ctbica y de tipo free play) sobre la velocidad de flutter y, especialmente, en la respuesta del
cosechador de energia para diferentes cargas resistivas.

Este grupo de investigacién no sélo se limité a la cosecha de energia basada en flutter,
sino que poseen multiples articulos donde evaltian tanto analitica como experimentalmente la
extraccion de energia a partir de movimientos de base [9, 40-42].

En resumen, este conjunto de trabajos que involucra a investigadores de la Universidad
de Sao Paulo y Virginia Tech ha introducido novedosos e importantes aportes en el campo
de la cosecha de energia. La gran mayoria de los modelos electroelasticos presentados son de
pardmetro concentrado ya sean lineales o no lineales, con excepciéon del modelo lineal de placas.
Si bien, en ocasiones los elementos finitos de placas son superadores a los de vigas, el modelo
que se propone en esta tesis exhibe ciertas ventajas. Entre ellas se destaca la consideracién del
efecto axial lineal en la generacion de energia, la incorporacion de no linealidades geométricas
que repercuten tanto en el dominio mecénico como eléctrico (rigidez geométrica y efecto axial
no lineal en la generacién) y la inclusion de efectos inducidos en el potencial eléctrico. En lo
que respecta a los modelos aerodindmicos adoptados, la mayoria de ellos se sustentan en teorias
analiticas, excepto uno de los trabajos donde se implementé el método de la red de vértices,
el cual es de caracteristicas similares al utilizado en esta tesis. No obstante, presenta ciertas
diferencias en el calculo de las cargas aerodinamicas.

Desde el afio 2012, otro grupo de investigadores de Virginia Tech realizaron significativos

aportes en este campo.
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Abdelkefi et al. presentaron una variedad de publicaciones referidas a un cosechador
piezoeléctrico de energia basado en flutter. El cosechador se representé por medio de un modelo
de pardmetro concentrado andlogo al expuesto en [20] pero con rigideces no lineales. Las
cargas aerodindmicas las estimaron usando una aproximacién quasi-estacionaria con un modelo
de desprendimiento [47]. El punto fuerte de estos esfuerzos radica en su abordaje analitico,
implementando técnicas de andlisis no lineal para estudiar la dinamica del sistema. No obstante,
en ciertas ocasiones los autores recurren a soluciones basadas en integracién numérica en el
dominio del tiempo. En todos estos trabajos Abdelkefi et al. derivan y emplean la forma normal
de la bifurcacion de Hopf para analizar la dindamica del sistema, centrandose en los efectos
de las no linealidades asociadas a las rigideces sobre la estabilidad del sistema [4]. También,
se concentraron en ciertos aspectos de diseno con el fin de minimizar la velocidad flutter e
incrementar las amplitudes de las oscilaciones de ciclo limite para mejorar el rendimiento del
cosechador [2]. Destacaron que hay valores 6ptimos para los coeficientes lineales de rigidez que
minimizan la velocidad de flutter. A su vez indicaron que la no linealidad aerodindmica debido
al desprendimiento produce una inestabilidad supercritica, mientras que los coeficientes no
lineales de rigidez pueden originar una bifurcacién supercritica o subcritica segtin su dureza.
En este sentido, eligieron a dichos coeficientes para que la bifurcacién sea supercritica y de
esta manera maximizar la energia extraida. En otro esfuerzo, estudiaron la influencia de la
excentricidad entre el eje elastico y el eje de gravedad del perfil sobre la energia cosechada
[3]. Los autores reportaron que existe un valor de excentricidad para la cual la velocidad de
flutter es minima. Al mismo tiempo, expusieron que la energia cosechada puede incrementarse
eligiendo apropiadamente pequenias excentricidades. Esto obedece a que dicha eleccion produce
una reduccién de la amplitud del grado de libertad torsional y un incremento de las asociadas
al grado de libertad traslacional. En virtud de que el cosechador se encuentra acoplado a este
ultimo, la energia cosechada aumenta.

Por otro lado, en el ano 2013, Abdelkefi y Nuhait estudiaron numéricamente los efectos
de la combadura de un perfil alar en la velocidad de flutter y en la respuesta de un cosechador
piezoeléctrico de energia [5]. De manera anédloga a los trabajos previos, el modelo electroelastico
es bidimensional, no lineal y consta de un perfil alar rigido con dos grados de libertad geométricos
y uno eléctrico. Las cargas aerodinamicas se estimaron a partir de una version 2D del método de
la red de vortices inestacionario y no lineal [78]. Los autores concluyeron que si la posicién de la
comba maxima se sitia en cercanias del borde de ataque, la velocidad de flutter cambia en gran
medida con el aumento de la combadura. En contraste, si la comba méaxima se ubica préxima
al borde de fuga, la variacion de la velocidad de flutter con la combadura es insignificante. En
lo que respecta a la cosecha de energia, un aumento en la combadura produce un descenso en
la energia recolectada. En tanto que, a medida que la comba maxima tiende hacia el borde de
fuga, el nivel de energia cosechada aumenta.

Un dltimo esfuerzo que se atribuye a este grupo de cientificos se public a fines del afio
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2013 [1]. El modelo electroelastico que proponen Abdelkefi et al. es una extension tridimensional
de los modelos bidimensionales usados en los esfuerzos previos. Esta compuesto por un ala rigida
de dimensiones finitas que estd montada sobre dos resortes flexionales lineales y dos resortes
torsionales que contemplan una no linealidad cibica. Similarmente a los modelos previos, el
grado de libertad traslacional estd acoplado con la ecuacién eléctrica. En lo que respecta a
las cargas aerodindmicas, los autores implementaron la versién 3D del método de la red de
vortices inestacionario y no lineal [62]. Las ecuaciones de gobierno fueron integradas en el
dominio del tiempo empleando un esquema predictor-corrector de cuarto orden y adoptando
una interaccion tipo fuerte. Los autores investigaron la influencia de la resistencia eléctrica,
de la rigidez torsional y de la excentricidad entre el eje elastico y el eje gravitatorio sobre la
energia cosechada.

En lineas generales, los esfuerzos resumidos en los parrafos previos poseen una relevancia
superlativa. El hecho de adoptar modelos con relativa sencillez y pocos grados de libertad hizo
factible que se empleen herramientas analiticas para su analisis, lo cual es un punto fuerte de
este grupo de investigaciones. No obstante, en los tltimos dos trabajos las cargas aerodinamicas
se estimaron con el método de la red de vértices, 2D o 3D segin sea el caso. Este método es de
implementacién numérica y su complejidad es superior al método quasi-estacionario que fue
usado en el resto de los esfuerzos. A su vez, posee caracteristicas similares al que se utiliza en
esta tesis, aunque existen ciertas diferencias en el calculo de las cargas aerodinamicas [84]. Una
mejora que se puede efectuar es la introduccion de algin modelo basado en elementos finitos,
va que la diversidad de cosechadores que pueden ser representados con el modelo de pardmetros
concentrados es limitada.

Entre los afios 2018 y 2020 un grupo de investigadores de la Universidad de Roma La
Sapienza presentaron varios articulos referidos al tema.

En uno de estos esfuerzos, Elahi et al. estudiaron la extraccion de energia a partir de
un estado poscritico, aprovechando las oscilaciones de ciclo limite debidas al flutter [39]. Para
ello, usaron un modelo electroeldstico de parametro concentrado similar al de Bryant y Garcia
[20] pero incorporaron una superficie de control articulada al borde de fuga del perfil a través
de una rigidez de tipo free play. Con relacién al modelo aerodindmico, adoptaron la teoria
de Theodorsen para flujo incompresible, bidimensional e inestacionario. Ademas, utilizaron
una aproximacion por estados finitos para la funcién de Wagner que aparecen en los términos
circulatorios de las cargas aerodindmicas [110]. La estimacién de la velocidad de flutter fue
realizada analizando el lugar geométrico de las raices caracteristicas del sistema. Entre los
resultados, evaluaron la influencia de diferentes resistencias eléctricas y materiales piezoeléctricos
sobre la energia recolectada.

En otros dos trabajos complementarios, Eugeni et al. y Elahi et al. analizaron la respuesta
electroaeroelastica de una placa de fibra de vidrio en voladizo sujeta a flujo axial, tanto analitica

como experimentalmente [38, 45]. El modelo numérico fue creado en MSC Nastran adoptando
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elementos finitos bidimensionales de lamina que sélo tienen en cuenta efectos flexionales, en
tanto que las cargas aerodindmicas se computaron a través del método de la red de dobletes, el
cual contempla efectos inestacionarios. Los autores validaron los resultados analiticos contra
experimentales, destacando la existencia de un muy buen acuerdo. Como parte de los resultados,
analizaron la influencia de la longitud de la placa en la velocidad de flutter como también su
influencia en la energia cosechada. De esto ultimo concluyeron que, al igual que en el caso de la
resistencia, existe una longitud 6ptima para la placa en virtud de que el voltaje generado es
proporcional a su curvatura. A su vez, para una longitud fija, determinaron la evolucién de la
potencia eléctrica RMS en términos de la carga resistiva cuando la velocidad del flujo es igual
a la critica. Ellos también mostraron que el sistema estd caracterizado por una bifurcacién
subcritica de Hopf.

Continuando con la revision, en el ano 2016 Tsushima y Su presentaron un herramienta
para estudiar la respuesta electroaeroelastica de un ala multifuncional altamente flexible [115].
Los autores acoplaron un modelo de viga geométricamente exacto basado en deformaciones
con un modelo aerodindmico de estado finito. El primero de ellos es un modelo de elementos
finitos desarrollado en la Universidad de Michigan en el grupo de investigacion liderado por
Carlos Cesnik, que fue aplicado en numerosos analisis aeroelasticos [26, 107]. Con relacién al
segundo de ellos, las cargas aerodindmicas se predijeron aplicando un modelo aerodindmico
bidimensional basado en la teoria de estado finito. Este método permite el calculo de cargas
sobre un perfil delgado deformable sumergido en un flujo inviscido y subsénico [81]. Los autores
evaluaron el desempefio de una estructura alar en condicién de flutter con diez cosechadores
piezoeléctricos embebidos. Si bien el modelo electroelastico es complejo, el modelo aerodindmico
exhibe algunas limitaciones ya que fue desarrollado para efectuar estudios bidimensionales en
perfiles (con movimientos de pitch y plunge) y, ademds, no permite contemplar la interaccién
entre diferentes superficies sustentadoras.

Otro articulo vinculado con la temética es el presentado en el ano 2017 por Tang y Dowell
[109]. Estos autores desarrollaron un modelo electroeldstico compuesto por una placa en voladizo
cuya superficie superior e inferior esta cubierta por un conjunto de transductores laminares de
geometria rectangular. El modelo se sustenta en una teoria de placas inextensible, no lineal
y cuyo campo de desplazamiento transversal se aproxima por el método de Rayleigh-Ritz. El
modelo aerodindmico que utilizaron fue una versién lineal del método de la red de vortices
inestacionario con estela prescrita. La respuesta electroaeroelastica se obtuvo empleando un
algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden para las ecuaciones modales estructurales y el
método de diferencias finitas para las cargas aerodindmicas y las ecuaciones eléctricas. Los
investigadores evaluaron la respuesta del cosechador de energia para diferentes direcciones del
flujo de aire. Ademaés, destacaron que la cantidad de energia recolectada depende fuertemente de
la amplitud del ciclo limite. Aunque los modelos propuestos son interesantes, el electroelastico

se restringe a una placa en voladizo y, el aerodindmico podria mejorarse introduciendo un
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modelo dindmico de estela.

En el afio 2019 Bao et al. propusieron un dispositivo de cosecha piezoeléctrica de energia
basado en el flutter de un perfil alar [12]. El dispositivo consta de un ala finita y de una viga
con un transductor en configuracién unimorfa. La primera de ellas estd montada sobre resortes,
mientras que la segunda posee uno de sus extremos empotrado en el borde de fuga del ala
en la direccién de la cuerda. El modelo electroelastico utilizado posee tres grados de libertad
geométricos y uno eléctrico. De los geométricos, dos corresponden al pitch y al plunge del ala, y
el tercero a la aproximacion del primer modo flexional de la viga. Las cargas aerodindmicas
sobre el ala se estimaron a partir de un modelo inestacionario y no lineal basado en una
teoria semi-empirica [67]. Para resolver las ecuaciones de gobierno en el dominio del tiempo, se
implementd un esquema iterativo basado en un método de Runge-Kutta de cuarto orden. Bao
et al. evaluaron la influencia de la resistencia de carga, de la rigidez torsional, de la velocidad
del aire, entre otras, sobre la energia cosechada.

Finalmente, se describen brevemente los trabajos publicados por el grupo de investigacion
al cual pertenece el autor de esta tesis.

A comienzos del ano 2020, Roccia et al. publicaron un articulo en el que presentan una
herramienta computacional para estudiar la respuesta de un arreglo de cosechadores de energia
2D basado en el fendmeno flutter [99]. Los autores consideraron un modelo electroeldstico
lineal, de parametro concentrado y de idénticas caracteristicas al propuesto por Erturk et al.
[44]. En cuanto al modelo aerodinamico, las cargas fueron predichas empleando una version
bidimensional, no lineal e inestacionaria del método de la red de vértices, el cual permite captar
las interacciones aerodinamicas entre las estelas vorticosas que se desprenden de diferentes
cuerpos [84]. Las ecuaciones que rigen el desempeiio de sistema se integraron numéricamente y
simultaneamente en el dominio del tiempo usando un esquema predictor-corrector de cuarto
orden. En este sentido, el intercambio de informacién entre modelos se lleva a cabo en cada
paso de tiempo, por lo tanto la técnica de interaccién aplicada es de tipo fuerte. Con relacién a
los resultados, los autores analizaron un arreglo de dos cosechadores dispuestos en paralelo,
concluyendo que la distancia que los separa influye en la velocidad de flutter del sistema. Debido
a ello, definieron una zona favorable y una zona desfavorable para la extraccién de energia.

Una extensiéon natural del esfuerzo previo fue presentado por Verstraete et al. [119]. Al
respecto, aumentaron la complejidad del modelo electroelastico contemplando las no linealidades
que provienen de las grandes rotaciones del perfil alar y de incluir relaciones constitutivas no
lineales para los resortes involucrados. Los autores efectuaron un breve andlisis de la influencia
de tales no linealidades en la respuesta poscritica del arreglo de cosechadores de energia.

A fines del ano 2020, Beltramo et al. estudiaron la respuesta electroaeroelastica de dos
alas planas dispuestas verticalmente con un cosechador piezoeléctrico de energia embebido en
cada una de ellas [16]. Cada placa se model6 a partir de elementos finitos de viga tridimensional

que se sustentan en la teoria de Euler-Bernoulli y contemplan la presencia de dos transductores
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laminares en configuracién bimorfa [15]. Por otra parte, las cargas aerodinamicas sobre cada
placa se determinaron a través de una versién tridimensional del método de la red de vortices
inestacionario y no lineal que permite captar adecuadamente la interferencia aerodindmica entre
los cuerpos [80]. Las ecuaciones de movimiento, reducidas por medio de los modos naturales de
vibrar, se integraron en el dominio del tiempo adoptando el esquema predictor-corrector de
cuarto orden de Hamming e implementando un interaccién fuerte entre modelos. Como parte de
los resultados, los autores exploraron la influencia de la separacién entre alas sobre la velocidad

de flutter, como asi también la incidencia de las condiciones iniciales en la energia recolectada.

1.3 Alcances, objetivos y contribuciones

A continuacion, se exponen los alcances, los objetivos y las contribuciones de la presente
tesis. Los alcances permiten establecer los limites dentro de los cuales se sittia el trabajo de
investigacién, los objetivos fijan las metas concretas que se pretenden alcanzar por medio del
desarrollo del trabajo y las contribuciones reflejan los aportes que se realizaron a través del

proceso.

1.3.1 Alcances

En esta tesis se desarrolla una herramienta computacional bajo un abordaje de co-simulacién
que se destina al estudio numérico de problemas relacionados con cosechadores piezoeléctricos
de energia alimentados a partir de vibraciones mecanicas que provienen de la interaccién
fluido-estructura. La herramienta se utiliza para analizar diferentes casos de estudio que tienen
como propésito mostrar su potencialidad, aplicabilidad y desempeno.

Desde una perspectiva multifisica, se desarrolla integramente un modelo electroelastico,
se adopta un modelo aerodindmico y se desarrolla un método de transferencia de informacién
para vincular los dos anteriores. La herramienta se construye siguiendo un enfoque modular, lo
que implica que cada modelo se encapsula en un unidad independiente dentro del cédigo. A su
vez, estas unidades se integran en un sistema global que controla el flujo de informacién entre
modelos. Si bien los detalles acerca de la implementacion exceden los alcances del trabajo, el
software ha sido creado en su totalidad en lenguaje Fortran bajo el paradigma de programacién
orientado a objetos (OOP, en inglés Object Oriented Programming) y aplicando técnicas de
computacién de alto desempeno (HPC, en inglés High Performance Computing).

Con relacién al modelo electroeléstico, se desarrolla una formulacién tridimensional de
un modelo de viga piezoeléctrica basada en la teoria clasica de Timoshenko, la cual incorpora
de forma consistente las no linealidades geométricas de Von Karman y considera los efectos
del alabeo por torsiéon de acuerdo a la teoria de Saint-Venant. La viga admite una cantidad
arbitraria de transductores piezoeléctricos embebidos que pueden estar conectados en serie o en

paralelo. A los fines de recolectar energia, un circuito eléctrico se conecta entre los terminales del
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conjunto de transductores. El dominio continuo de la viga se discretiza espacialmente aplicando
el método de elementos finitos. De ello resulta un elemento compuesto por dos nodos con seis
grados de libertad geométricos por nodo y un cierto nimero de grados de libertad eléctricos. El
sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna al elemento acopla efectos eldsticos y eléctricos
y se integra numéricamente en el dominio del tiempo usando el método predictor-corrector de
cuarto orden de Hamming.

En lo que respecta al modelo aerodindamico, se emplea el método de la red de vértices no
lineal e inestacionario (UVLM, en inglés Unsteady Vortex Lattice Method). El mismo considera
un flujo a elevado niimero de Reynolds, levemente viscoso e incompresible, que estd dominado por
vorticidad, lo que permite predecir apropiadamente las cargas aerodinamicas que se desarrollan
sobre los cuerpos sustentadores. Estos cuerpos se idealizan por medio de su superficie media,
la cual se discretiza a través de paneles rectangulares. Por su parte, los cuerpos de contorno
(cuerpos que alteran el dominio fluido pero de los cuales no se convectan estelas) se modelan a
través de las superficies exteriores y se discretizan usando paneles de la misma geometria. El
método tiene la capacidad de representar la interacciéon aerodinamica entre cuerpos flexibles y
rigidos que integran el sistema puesto en consideracién. Al mismo tiempo, ofrece una excelente
relacién entre precision y costo computacional pero como contrapartida exhibe limitaciones
para la determinacién de la resistencia aerodindamica y para representar fenémenos de difusion.
En particular, en este trabajo se utiliza la versiéon implementada en [85].

Los modelos anteriores se acoplan a través de un método de transferencia de informacion
bidireccional caracterizado como fuerte. Esto obedece a que, a pesar de que cada modelo posee un
entorno de simulacién con paso de tiempo de integracién propio, el intercambio de informaciéon
se lleva a cabo en cada uno de estos pasos, tanto en los aerodinamicos como en los estructurales.
La transferencia de variables cinematicas, desde el modelo estructural al aerodinamico, se realiza
a través de un esquema que asocia a cada punto de un panel aerodinamico con un elemento
finito, es decir, similar a un enfoque nodo maestro-esclavo. Mientras que en sentido inverso, las
cargas aerodindmicas se transfieren a los nodos estructurales teniendo en cuenta esta asociacién
y garantizando ademaés la conservacién de la energia.

En cuanto a los resultados, se evaltian seis casos de estudio. Los primeros cuatro tienen
como propoésito la validacién de la herramienta. Por su parte, en los tltimos dos se analiza el
desempeno de un cosechador piezoaeroelastico de pequefia escala como el de un conjunto de
cosechadores embebidos en una estructura alar. El propdsito es poder mostrar la potencialidad,
capacidad, versatilidad y confiabilidad de la herramienta para estudiar problemas de interaccién

fluido-estructura, en particular, aquellos relacionadas con la cosecha de energia.

1.3.2 Objetivos

El objetivo principal del presente trabajo de tesis doctoral es evaluar la posibilidad de generar

energia eléctrica en condicion de flutter empleando transductores piezoeléctricos. Este objetivo,
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que resulta verdaderamente general, se materializa a través del desarrollo de una herramienta
computacional de co-simulacién, robusta y eficiente, con la cual se pueden ejecutar simulaciones
numeéricas en el dominio del tiempo. Es evidente que los resultados que se obtienen de tales
simulaciones propician una mejor comprensién del comportamiento electroaeroelastico de los
cosechadores analizados, lo cual puede involucrar fenémenos dindmicos no lineales de distinta
complejidad que se asocian a la interaccion fluido-estructura.

Por su parte, los objetivos particulares de este trabajo son los siguientes:

e Formular un modelo de viga piezoeléctrica que combine consistentemente la teoria clésica
de Timoshenko con las consideraciones geométricas de Von Karman y, ademas, incorpore

los efectos del alabeo por torsién segin la teoria de Saint-Venant.

e Desarrollar un modelo de elementos finitos para la viga piezoeléctrica evitando el bloqueo

del elemento por corte y por efectos membranales.

e Desarrollar un método de interaccién que facilite el intercambio de informacién entre
el modelo aerodindmico y el modelo electroelastico o de elementos finitos. Esto tiene
que ver con la transferencia de cargas aerodindmicas desde el modelo aerodindmico al
electroelastico y con la transferencia de variables cinemaéticas desde el electroeldstico al

aerodinamico.

o Efectuar simulaciones numéricas para explorar la posibilidad de generar energia eléctrica
en pequena escala utilizando como fuente principal de energia las oscilaciones de ciclo

limite que puede experimentar la estructura portante del cosechador.

e Completar la formacion de un recurso humano. Este punto se relaciona con la formacion
del autor del trabajo en varias disciplinas de la ingenieria, entre ellas: i) estructuras y
materiales inteligentes, i) vibraciones mecanicas y dindmica estructural, 7i7) aerodindmica
inestacionaria y aeroelasticidad no lineal, iv) métodos numéricos y v) computaciéon de

alto desempenio.

1.3.3 Contribuciones

Las principales contribuciones de este trabajo se resumen en los siguientes puntos:

e Un modelo de viga tridimensional que incorpora no linealidades geométricas y que permite
representar cosechadores piezoeléctricos de energia. Esto involucra un anélisis riguroso
de la cinematica de la viga y de las relaciones constitutivas en piezoelasticidad, una
descripcién detallada de los aspectos eléctricos del modelo y la consecuente discretizacion

por elementos finitos.

e Un anexo completo que incluye la versiéon explicita de cada una de las matrices y vectores

elementales, tanto estructurales como eléctricos, que integran las ecuaciones rectoras.
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« Una metodologia para la transferencia o el intercambio de informacién entre el modelo
electroelastico y el modelo aerodindmico, contemplando las diferencias topoldgicas que
existen entre las dos discretizaciones empleadas. Esta metodologia permite la utilizacién
de pasos de tiempo de integracion diferentes en cada modelo y compatibiliza en forma

adecuada el intercambio de informacién, favoreciendo la estabilidad de la simulacion.

¢ Un modelo electroaeroeldstico que combina consistentemente el modelo electroelastico
(aqui desarrollado) y el modelo aerodindmico (desarrollado por el grupo de investigacién
al cual pertenece el autor de este trabajo), apropiado para el estudio del comportamiento

de cosechadores piezoeléctricos de energia sujetos a vibraciones aeroelasticas.

e Una herramienta numérica que implementa las formulaciones desarrolladas en el presente
trabajo. El codigo estd escrito en lenguaje Fortran, se sustenta en el paradigma de
programacién orientado a objetos y sobre él se aplicaron estrategias de computacién
de alto desempeno. La implementacion se basa en un enfoque modular, lo cual facilita
la sustitucién de mdédulos existentes o la incorporaciéon de otros nuevos sin alterar la

estructura principal del codigo.

e Una versién linealizada del modelo electroeldstico con reducciéon de orden modal, la cual

puede aplicarse en determinados casos practicos disminuyendo el tiempo total de cémputo.

e Un conjunto de resultados obtenidos de simulaciones numéricas aplicadas a casos de estudio
publicados en la literatura que permiten verificar y validar la herramienta computacional.

Se brinda la informacién necesaria para reproducir los resultados expuestos.

e Un conjunto de resultados que se obtuvieron de simulaciones numéricas aplicadas a
casos de estudio de interés. En cada caso se presentan la informacién necesaria para la
reproduccion de resultados, incluyendo datos estructurales, aerodinamicos y eléctricos.
En ellos se predice la aparicién del fendmeno aeroeldstico flutter y se evalia la respuesta

electroaeroeléstica a velocidades subcriticas y/o poscriticas.

1.4 Organizacion de la tesis

A continuacion, se sintetiza cémo se encuentra organizada la presente tesis. En el Capitulo 2 se
desarrolla con alto nivel de detalle la cinemética de la viga. También, se exponen las relaciones
constitutivas de los materiales involucrados contemplando el caso de un sélido tridimensional
y, luego, la particularizacién al modelo de viga. En el Capitulo 3 se discuten los aspectos
eléctricos del modelo, destacdndose la derivacién de una expresion para el campo eléctrico
de un transductor piezoceramico basado en la teoria piezoeléctrica lineal. En el Capitulo 4
se obtiene, a través del principio de Hamilton para sistemas electromecéanicos, el sistema de

ecuaciones diferenciales electroelasticas que gobierna el comportamiento de un elemento finito



1.4. Organizacion de la tesis 20

de viga. Previo a ello, se introducen las aproximaciones elementales de los campos cineméticos
fundamentales. En el Capitulo 5 se presentan las bases conceptuales mas importantes del
modelo aerodinamico junto a las particularidades de su implementaciéon numérica. El Capitulo
6 engloba varios aspectos vinculados a la implementacién. Se detalla el método de transferencia
de informacién entre modelos y la estrategia seguida en la solucién numérica del problema,
como también se comentan ciertos aspectos a tener en cuenta cuando se llevan a cabo las
simulaciones. En el Capitulo 7 se detallan los resultados obtenidos de las simulaciones. Ellos
se dividen en dos grupos: por un lado, se exponen cuatro casos de estudio que tienen como
proposito validar y verificar la herramienta y, por otro lado, se evaltian dos casos de aplicacion.
Finalmente, en el Capitulo 8 se resumen las conclusiones mas importantes del trabajo y se
detallan recomendaciones referidas a trabajos futuros.

Adicionalmente, en algunos capitulos se incorpora un Apéndice donde se exponen aspectos
complementarios pero cuya lectura no es estrictamente necesaria. Ademads, el trabajo contiene
tres anexos. En el Anexo A se sintetizan aspectos conceptuales relacionados con la representacion
matricial y vectorial de tensores simétricos. En el Anexo B se detalla la versién explicita de cada
una de las matrices y vectores elementales presentes en las ecuaciones de gobierno elemental.
Finalmente, en el Anexo C se tabulan las propiedades mecénicas y electromecanicas de los

materiales utilizados en los casos de estudio.



CAPITULO

Cinematica del sélido y relaciones

constitutivas en piezoelasticidad

En este capitulo se discuten dos aspectos esenciales de la formulacién: la cinemética del modelo
de viga y las ecuaciones constitutivas que gobiernan el comportamiento eldstico y/o piezoelastico
de los materiales involucrados. Para ello, el capitulo se divide en dos secciones. En la primera
seccién se efecttia un andlisis exhaustivo del cuerpo bajo deformacion adoptando las bases
de la mecanica de medios continuos. En la segunda seccion se explicitan las caracteristicas
mas importantes de las relaciones constitutivas asociadas a los dos materiales que componen
a la viga. En concreto, se exponen las ecuaciones para un solido tridimensional y luego se

particularizan al modelo de vigas.

2.1 Cinematica del sélido

La presente seccién se organiza de la siguiente manera: en primer lugar se enuncian las hipotesis
simplificadoras sobre las que se sustenta el modelo desarrollado, enfatizando los aspectos més
relevantes. A continuacién, se introduce el espacio de configuracion y los marcos de referencia
utilizados en la descripcién cinemaética, la cual se formula adoptando las herramientas de la
mecanica de medios continuos. A partir de lo expuesto, se determina el campo de desplazamiento
admitiendo rotaciones finitas y grandes desplazamientos del eje de la viga. Seguidamente, este
campo se linealiza en términos de las rotaciones. Para ello, se aborda de modo superficial el
proceso de linealizacién del tensor de rotaciéon y se enuncian las propiedades més significativas
de las rotaciones infinitesimales que seran de utilidad en este esfuerzo. Finalmente, se computa el
tensor de deformaciones de Green-Lagrange y se lo simplifica adoptando las hipdtesis cineméticas

de Von Karman.

21
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2.1.1 Hipodtesis cinematicas

La cinematica del modelo de viga que se desarrolla en esta tesis se sustenta en las siguientes

hipétesis simplificadoras:

1. Son validas las hipétesis de la teoria clasica de Timoshenko, lo cual implica que, luego de
la deformacién, las secciones transversales se mantienen planas pero no ortogonales al eje

de la viga.

2. Son validas las hipétesis formuladas por Saint-Venant respecto al alabeo que experimenta

la seccion transversal de una viga sujeta a torsién pura [79].

3. La rotacién de la seccién transversal es infinitesimal y el desplazamiento del eje de la viga

es pequeno respecto a su longitud.

4. Las contracciones laterales debido a elongaciones axiales se consideran despreciables, esto
significa que se ignora el efecto Poisson. Ademas, las tensiones normales que provienen de

las cargas transversales al eje de la viga son despreciables [55, 105].

5. Las tnicas componentes no lineales de deformacién que se retienen son aquellas que

surgen de aplicar las hip6tesis cinematicas de Von Karmén [95].

6. La seccion transversal de la viga estd compuesta por un niicleo eldstico y por transductores
piezoeléctricos. Ambos materiales estdn perfectamente unidos, lo cual supone que no se

admiten discontinuidades en el campo de deformaciones.

Las hipétesis enunciadas permiten afirmar que la cinematica de la viga se puede describir
por medio de la superposicion de tres efectos: 7) la traslacién del punto de vinculacién de la
seccién transversal con el eje de la viga, i) la rotacién de la seccién como cuerpo rigido y i)

el desplazamiento en direccién normal a la seccién producto del alabeo por torsién.

2.1.2 Espacio de configuracion

Una viga puede ser concebida como un cuerpo tridimensional 3y compuesto por una coleccién
infinita de puntos materiales P € By. Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se considera
que en su estado indeformado posee eje recto, secciéon transversal constante y se encuentra libre
de tensiones. Inmersa en un espacio euclideo, la localizacién espacial de los puntos materiales
que la componen se puede describir en términos del producto cartesiano entre una linea recta
Py € R3, denominada eje de la viga, y un dominio plano Ag, denominado seccion transversal.
La linea Py se puede parametrizar a partir del mapa o(s) : [0, L] — R3, donde L denota a la
longitud de la viga y s es un pardmetro que pertenece al intervalo [0, L]. Tal como se observa en
la Figura 2.1, el dominio Ay posee una geometria arbitraria y estd compuesto por un sustrato

de material eldstico, isétropo y homogéneo y por n; € N transductores piezoeléctricos. En este
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A X3
XiA
Transductor piezoeléctrico

X;

Ao

Sustrato elastico

Figura 2.1: Seccién transversal de la viga compuesta por n; + 1 subdominios A% elementales,
uno de los cuales esta asociado al sustrato elastico y n; a los transductores piezoeléctricos.

sentido, el dominio Ay puede ser expresado a través de la unién de subdominios elementales A%

CcOoImo:

nt+1
Ay = U.Af) con Af)ﬂAjzg y i # 7, (2.1)
i=1
donde A} con i = 1, ...,n; son los subdominios asociados a los transductores piezoeléctricos y
.AgtH es el subdominio asociado al ntcleo elastico. Segtin se observa en la Figura 2.1, la tnica
limitacién viene dada por la orientacién de los transductores respecto al sistema de referencia de
la seccién, se admite una traslacién y/o una rotacién de 180° del sistema (X4, X3) respecto al
sistema (X2, X3). En la mencionada figura, por cuestiones de espacio, sélo se indicé el sistema
de referencia del primer transductor y del k-ésimo transductor piezoeléctrico, contemplando las
dos posibles orientaciones.

En mecanica de medios continuos es habitual describir la cinematica de un cuerpo bajo
deformacion a partir de dos espacios de configuracion: un estado de referencia denotado por Co y
un estado actual denotado por C. De igual manera, la descripcién matematica de la deformacion
del continuo puede efectuarse siguiendo dos enfoques: descripcién material o Lagrangiana y
descripcion espacial o Euleriana. En el primero de ellos el movimiento del cuerpo se refiere a
la configuracién de referencia, mientras que en el segundo de ellos el movimiento se especifica
en términos de la configuraciéon actual. En este trabajo, la cinematica de la viga se estudia

siguiendo el enfoque Lagrangiano.
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Configuracion de referencia Cy

Xy

Figura 2.2: Representacién de una viga tridimensional embebida en el espacio euclideo. Se
esquematiza su ubicacion en la configuracién de referencia Cy y en la configuracion actual C
junto a las diversas entidades vectoriales utilizadas en la descripcién del movimiento.

Para introducir un cuerpo By en la configuracién de referencia se define un mapa x(P) :
By — R3 que relaciona a cada punto material P € By con un punto espacial X € x(By) C R?
en el espacio euclideo tridimensional. Ademas, para describir la configuracién actual del cuerpo
se define un mapa vectorial de deformacién x(X,t) : x(Bp) x RT — R3 que asocia a cada punto
X € k(Bp) con una posicién espacial x € R? para cada instante de tiempo ¢. En la Figura 2.2 se
detallan los dos espacios de configuracién usados en el andlisis cinematico del presente modelo
de viga.

Para especificar la configuracién Cy se considera un sistema de coordenadas local fijo en

el espacio (X7, X9, X3) y una base ortonormal dextrégira asociada {nj, ny, ns}. El sistema de
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coordenadas tiene su origen en el punto A y el eje X se asume coincidente con el eje de la
viga. A su vez, para una seccién transversal arbitraria, se introduce un sistema de coordenadas
(n1,m2,m3) junto a una base ortonormal dextrogira {El, E,, E; }. Los versores E; v E; estdn
contenidos en el plano de la seccién, y el versor E; es normal a ella, tangente al eje X;. De
acuerdo a la Figura 2.2, el sistema de referencia de la seccién se caracteriza por una traslacién
respecto al local y tiene su origen en el punto 0. Este punto se sitta sobre el eje de la viga y
resulta de la interseccién entre dominio Ag y la linea P.

Por otro lado, para especificar la configuracion C se introduce un sistema de coordenadas
(p1, 2, 13) con origen en O y una base ortonormal dextrégira {€1, €2, é3}. Los versores &y y
€3 estan contenidos en el plano de la seccién no alabeada, mientras que el versor €; es normal
al plano. A su vez, se observa que el punto O’ proviene de la interseccién entre el eje de la viga
deformado y la seccién transversal bajo movimiento de cuerpo rigido. Finalmente, se introduce
un sistema de referencia global fijo en el espacio (X 1g , Xg , X?? ) junto a una base ortonormal
dextrégira {g;,8s,83} y cuyo origen se sitiia en un punto G arbitrario. La orientacién del
sistema de referencia local (X1, X2, X3) respecto al sistema de referencia global (XY, X§, X¥)
queda caracterizada por medio de un tensor de rotaciéon constante A, € SO(3), donde SO(3)
denota al grupo especial de tensores ortogonales en R3. El sistema de referencia global se
utilizara para expresar a las propiedades de todas las vigas que constituyen una estructura
respecto de una misma referencia.

En la siguiente descripciéon los subindices con letras latinas adoptan valores de 1 a 3,
mientras que los subindices con letras griegas van de 2 a 3, a menos que se indique lo contrario.
Ademss, se aplica la notacion de Einstein para la suma y se omite por simplicidad la dependencia
funcional respecto a la variable temporal en las expresiones obtenidas. Todas aquellas cantidades
vectoriales y tensoriales que tengan el subindice o supraindice G significa que estan expresadas

en la base {g;,8,, 83} del sistema global.

2.1.3 Campo de desplazamiento

El vector posicién X (X1,7,) € R? de un punto material arbitrario p ubicado sobre la seccién

transversal Ag en la configuracién Cy se define por:
X(X1,m0) = X1E1 + rf (a), (2.2)

donde X1E1 es el vector posicion del punto O respecto del origen N y rgj (Na) = naﬁ}a es
el vector posicién del punto p relativo al punto O. Como consecuencia de la traslacién y de
la rotacion de la seccién transversal como cuerpo rigido, el punto p pasa a denotarse por p'.
Ademads, si se considera el alabeo por torsién el punto p’ se identifica mediante p”. Por lo tanto,

la posicién de p” en la configuraciéon deformada se define por el vector x(X1, pto) € R3:

X(X1; pra) = v(X1) + r5(pa) +ug (X1, pa); (2.3)
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donde r(X7) es el vector posiciéon del punto O’ respecto del origen Ny r§(pa) = pa€a es el

vector posicién del punto p’ relativo a O@’. Ademads,
ug, (X1, fa) = p'p" = uw (X1, pra)1, (2.4)

es el vector que denota el desplazamiento axial asociado al alabeo por torsién, donde u, (X1, o)
es una funcién escalar que se detallarda mas adelante. Por otro lado, los vectores r§(iqa) y
u® (X1, jte) se pueden expresar en la base {E;, Eg, E3} mediante la introduccién de un tensor
de rotacién A(X;) € SO(3) uniparamétrico definido por A(X;) = & ® E;, donde ® denota el

producto tensorial. En base a lo expuesto, la ecuacién (2.4) se puede reescribir como:

A A

X(Xl, /,La) = I‘(Xl) -+ ,u,aA(Xl)Ea + uw(Xl, Ma)A(Xl)El (25)

De acuerdo a lo descrito anteriormente, se debe notar que las coordenadas a lo largo de los ejes
E, 0 &, de un punto material sobre la seccién tienen valores idénticos, lo cual se debe a que se
desprecian las contracciones laterales de la seccién debido a una elongacién axial. A su vez,
sabiendo que los sistemas (91, 72,73) y (X1, X2, X3) s6lo difieren en una traslacién, la ecuacién

(2.5) se transforma en:
x(Xi) = r(X1) + XaA(X1)Eq + uy (X)) A (X E, (2.6)

El campo de desplazamiento U(X;) € R? se determina a partir de la diferencia entre los vectores
posicion x(X;) y X(Xj;), es decir, U(X;) = x(X;) — X(X;). Considerando las ecuaciones (2.2) y
(2.6) se obtiene:

A A

U(X;) = r(X1) + XoA(X1)Eq + uy (X)A(X)E; — X1E) — X B, (2.7)

De la expresién anterior se deduce que la diferencia r(X;) — X 1E1 determina el desplazamiento
del eje de la viga y se denotara por medio de la funcién Uy(X7). Consecuentemente, la ecuacion
(2.7) resulta:

U(X;) = Up(X1) 4 [A(X1) — I XoBq + uy (X)) A(X1)E, (2.8)

siendo I € R? ®@ R? el tensor identidad de segundo orden. Asimismo, resulta de interés expresar
el campo de desplazamiento en la base {g;, &, &3} del sistema global. Para ello se premultiplica

al vector U(Xj;) por el tensor de rotacién constante A, introducido previamente y definido por:

Ac=g,®n;, =g, K, (2.9)
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el cual relaciona las bases {El, EQ,Eg} y {f1,ng,n3} con la base {g;,8,, 83}, es decir g; =
Acﬁ)i = A.1n;. De ello resulta:

U9(X5) = A {Up(X1) + [A(X1) = 1) Xo B + s (Xi)A(X1)Er } (2.10)

La ecuacién (2.8) o la (2.10) permiten inferir que el campo de desplazamiento U(X;) o UY9(X;)
queda completamente caracterizado por medio de la superposicién de tres efectos: la traslacién
de la linea que representa al eje de la viga (primer término), la rotacién de la seccién transversal
como cuerpo rigido (segundo término), y el desplazamiento axial que produce el alabeo por
torsién (tercer término). Esta expresion admite rotaciones finitas de la seccién y grandes
desplazamientos del eje de la viga. Ademaés, se observa que las bases {ﬁ)l, E, Eg} y {fy, ny, ng}

se pueden usar indistintamente ya que los versores que las constituyen son coincidentes.

2.1.3.1 Linealizacién del tensor de rotacién

El teorema de Euler establece que el desplazamiento mas general de un cuerpo rigido con un
punto fijo es una rotacién alrededor de un eje, el cual se denomina eje instantaneo de rotacion
y pasa a través de ese punto fijo. De acuerdo a este teorema, la rotacién se especifica por medio
del vector 8 = fe, donde @ es el angulo de rotacién y e € R? es el vector unitario que define al
eje de rotacion [13]. Sean los vectores zg,z € R3, la transformacién de zg en z bajo una rotacién

caracterizada por 0 se expresa a través del siguiente mapa:
z = A(0,e)zo, (2.11)

donde A(f,e) : R? — R? es un tensor de rotacién que transforma linealmente e isométricamente
un vector en otro vector. En general, un tensor de estas caracteristicas se puede representar de
multiples formas, una de ellas es en funcién del dngulo 6 y del vector e empleando la férmula
de Rodrigues [104]:

A(h,e) =1+ ésin(h) + 2&*sin? (g) , (2.12)

donde e € R? @ R? es un tensor antisimétrico cuyo vector axial asociado es el vector e. En
virtud de ello, se satisface que €z = e x z Vz € R?, donde x denota la operacién producto
vectorial. Para obtener una expresion equivalente a la ecuacién (2.12), pero bajo la hipétesis
de rotaciones infinitesimales, se expande en serie de Taylor a la funcién trigonométrica seno
alrededor de 6 = 0. De ello resulta:

1 1

(2.13)
sin? <§> 162 - ie‘* + i96 — .

4 48 1440
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Reemplazando la ecuacion anterior en la ecuacién (2.12) se obtiene:

1 1 1
A(f,e) =1 o Lg3 95 ) 2~2<92—94 96—..-> 2.14
(6.¢) +e< 317 T3 1" T8 T (2.14)
Asumiendo rotaciones infinitesimales (6 << 1) es posible despreciar todos aquellos términos que
incluyan el angulo 6 elevado a potencias iguales o superiores a 2. El orden de estos términos se
indicara por medio de O (02), donde O representa al simbolo de orden. Bajo estas consideraciones

se obtiene la versién linealizada del tensor de rotacién expresado en (2.14) como:
A0, e) =1+0e=1+0O(0,e) (2.15)

Por simplicidad se agrupé el producto fe en un nuevo tensor antisimétrico é(@, e) c R3 @ R3.
A continuacion, se evaliian dos aspectos: la ortogonalidad del tensor y la conmutatividad de las
rotaciones. Para analizar el primer aspecto se efectia el producto entre el tensor A;(6,e) y su

transpuesto, es decir:

A0, e)Ai(0,0)" = [T+ ©(0,e)] [T+ O(0, e)]T

2.16
A(0,e)A (0, e)T =1+ 0O(h,e) +O0,e) +O(0,e)0O(0,e) =1—O(0,e)O(, ) (2:10)

De la ecuacion anterior se puede observar que el producto entre el tensor de rotacion linealizado
y su transpuesto no produce al tensor identidad sino que, adicionalmente, surge un término que
es funcién del cuadrado del angulo. Como este Ultimo término es de O (02) se concluye que la
version linealizada del tensor de rotacién es ortogonal hasta primer orden [49]. Para analizar la
conmutatividad se consideran dos rotaciones sucesivas caracterizadas por los tensores A;(61,e1)

y Ay(62,e2) que actiian sobre un vector arbitrario z € R3. Por ende, se puede expresar:

Ay(01,61)Ai(02,2)z = [T+ ©(01,€1)| [T+ O(0,e2)] 2
[ + (91,91)+(:3(92,e2)+é(91,el)é(92,e2)]Z
As(03,2) Ay(01,€1)7 = [T+ ©(0s, )| [T+ O(61,e1)] 2
= [T+ 6(0,e2) + O(01,€1) + O(62,€2)0 (61, 1) | 2

(2.17)

Nuevamente, los productos entre los tensores @ (01,e1) y ©(f2, e2) son funcién del cuadrado
del angulo. Como esos angulos son infinitesimales el producto entre los tensores antisimétricos
es de O (92) y se desprecia. Por esta razén, la rotaciones son conmutativas hasta primer orden

y se puede expresar que:

A(61,e1)Ai(02,e2) z~ Ai(O2,e2)A;(61,€1) z

{I + C:)(el,el) + (:)(92,62)] zZ = [I + (:)(92,62) + C:)(Gl,el)} ” (2.18)
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La ecuacién (2.18) tiene una implicancia significativa en el &mbito de la mecénica, ya que
revela que las rotaciones infinitesimales pertenecen a un espacio lineal, es decir, estas rotaciones

pueden ser tratadas como entidades vectoriales [49].

2.1.3.2 Linealizacién del campo de desplazamiento

En el campo estructural es bien sabido que las formulaciones de viga geométricamente exactas
admiten rotaciones finitas de la seccién transversal [11]. En virtud de ello, es necesario describir
al campo de desplazamiento mediante expresiones que involucren al tensor no lineal de rotacion,
analogas a la presentada en la ecuacién (2.8) o (2.10). En el modelo que se propone en este
trabajo las rotaciones se consideran infinitesimales, por lo tanto resulta indispensable obtener
una expresion del campo de desplazamiento que se ajuste a tal hipdtesis. Para ello, se introduce

la version linealizada del tensor de rotacién dada por (2.15) en la ecuacién (2.8) resultando:
Ui(X;) = Up(X1) + [T+ O(X1) — 1| XoBa + u(X,) [T+ O(X1)| By, (2.19)
la cual, operando, se puede reescribir como,
Uy(X3) = Ug(X1) + O(X1) XaEq + us(Xi) [T+ O(X1)] By (2.20)

Adicionalmente, la introduccién de un tensor linealizado en la formulacién cinematica de la
viga tiene dos implicaciones que merecen ser comentadas. En primer lugar, al asumir rotaciones
infinitesimales y desplazamientos pequenos comparados con la longitud de la viga L, resulta
valido considerar que la configuracién de referencia Cy y la configuracién actual C se encuentran
proximas entre si, aspecto que sera de utilidad en los siguientes capitulos. En segundo lugar y
poniendo en consideracién lo mencionado, las componentes 6;(X;) del tensor (:)(Xl) pueden ser
interpretadas como rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes coordenados X;. La versién
explicita del tensor antisimétrico (:)(X 1) € R? @ R? en conjunto con su vector axial asociado

estan dados por,

N 0 —03(X1)  02(X1) 01(X1)
@(Xl) — 03(X1) 0 —01(X1) 5 O(Xl) — 92(X1) (221)
—02(X1)  01(X1) 0 05(X1)

Por otra parte, en esta etapa de la formulacién es necesario profundizar respecto al alabeo
por torsion. En relacién a ello se conoce que una seccidon no circular sujeta a un momento
torsor experimenta desplazamientos fuera del plano conocidos como desplazamientos por alabeo.
Para cuantificar este fenémeno se introdujo en la expresion del campo de desplazamiento el
vector u,(X;), cuya norma euclidea estd dada por la funcién escalar wu,(X;) y su direccién
por el versor &1, el cual es normal a la seccién plana. En la Figura 2.3 se esquematiza a la

viga en su configuracién deformada, donde se puede observar el efecto del alabeo superpuesto
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a la seccién plana. Con el propésito de explicitar a la funcién u, (X;) se adopta el principio
de Saint-Venant, quien establece que la proyeccion de la seccién deformada por alabeo sobre
el plano que contiene a la seccién indeformada coincide con la forma de la seccién original
[13]. Ademas, este principio supone que las deformaciones y tensiones axiales inducidas por el
alabeo son despreciables. Sin embargo, esto ultimo sblo se cumple si la viga esta sometida a un
momento torsor constante a lo largo de su eje y si no existen restricciones al alabeo. A pesar de
ello, esta teoria brinda una buena aproximacion para situaciones donde el momento torsor no es
uniforme, fundamentalmente para vigas de secciones sélidas y de secciones celulares huecas [79].
En base a lo expuesto, la magnitud del desplazamiento axial inducido por alabeo se expresa
de manera proporcional al dngulo de torsién por unidad de longitud ¢(X;) [8]. Este dngulo se

calcula a partir del giro por torsién 01 (X;) como,

B(X1) = g (%) (222)

En consecuencia, la funcién u,(X;) se define de la siguiente manera:

wal(X0) = 6(X1) w(Xa) = (K1) w(Xa) 229

La ecuacién anterior pone de manifiesto que la magnitud del desplazamiento axial que induce el
alabeo se define a través del producto entre el 4ngulo por unidad de longitud ¢(X;) y una funcién
w(Xqa) que se denomina funciéon de warping o alabeo. Considerando que, para una seccién
dada, el dngulo por unidad de longitud ¢(X1) es constante, la funcién de alabeo caracteriza la
magnitud del desplazamiento de los diferentes puntos que componen a la seccién. La funcién de
alabeo depende de la geometria y de los materiales que integran a la seccién y su determinacién
requiere resolver un problema de valores en la frontera (ecuacién de Laplace) con condiciones
de borde de Neumann. En la literatura existen soluciones de esta ecuacién para secciones
de geometria simple y homogéneas [83], mientras que para secciones complejas y compuestas
por miultiples materiales la soluciéon puede obtenerse utilizando técnicas de aproximacién, por
ejemplo, haciendo uso del método de elementos finitos [60, 97]. En este trabajo, la funcién de
alabeo no representa una incoégnita sino que se supone conocida para las secciones de interés. A
continuacién, se reemplaza la aproximaciéon dada por la ecuacién (2.23) en la ecuacion (2.20)

resultando:

Ui(X;) = Up(X1) + O(X)) X E, + g;(xl)w(xa)ﬁl + gﬁ(xl)w(xa)é(xl)ﬁl (2.24)

El dltimo término de la expresién anterior contiene el producto entre la derivada del giro por
torsién 90, (X1)/8X, y el tensor ©(X;). Asumiendo que d0;(X;)/dX tiene el mismo orden

que las componentes del tensor (:)(X 1), entonces el ltimo término de (2.24) puede despreciarse.
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Figura 2.3: Seccién transversal bajo movimiento de cuerpo rigido (LAg) y seccién transversal
alabeada por torsién (A) en direccién &.

En consecuencia, el campo de desplazamiento linealizado U;(X;) resulta:

~ N 00 .
Ui(X;) = Up(X1) + O(X1) XaEq + B—Xll(xl)w(xa)El (2.25)
Por tltimo, se expresa al campo linealizado U;(X;) en el sistema de referencia global por medio

del tensor de rotaciéon A. resultando:

- . 90 .

UY(X;) = A, |Up(X1) + O(X1) X By + a—Xll(Xl)w(Xa)El (2.26)
Las ultimas dos expresiones describen completamente la cineméatica del modelo de viga propuesto
en el presente trabajo, satisfaciendo de manera simultdnea las hipdtesis 1 a 3 definidas en la

subseccién 2.1.1.

2.1.4 Tensor de deformaciones de Green-Lagrange

Los cambios que experimenta la geometria de un cuerpo continuo By que esta sujeto a la accién
de un sistema de cargas externas puede ser cuantificado de diversas maneras. Una de las etapas
previas a la obtencién de la formulacién variacional del continuo y, por ende del modelo de
elementos finitos, consiste en la seleccién de una medida de deformacién. A tal efecto, reviste
interés introducir una cantidad béasica en el andlisis de deformaciones que se denomina tensor
gradiente de deformaciéon F € R? @ R3 [91],

dx = FdX, (2.27)

el cual proporciona la relacién entre una linea material dX € x(Bp) antes de la deformacién y la
misma linea material dx € x(k(Bp),t) después de la deformacién para un instante de tiempo ¢

[91]. Este tensor se puede calcular a partir del vector posicién x(X;) en la configuracién actual
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de una particula que ocupa la posiciéon X(X;) en la configuraciéon de referencia:

donde V denota al operador Nabla. En el presente desarrollo y siguiendo el enfoque Lagrangiano
se optd por trabajar con la medida de deformacién descrita por el tensor de Green-Lagrange
Egl € R?®R3. Este tensor se puede definir en términos del gradiente de deformacién F a través

de la siguiente expresion:

E9(X;) = % (FTF - I) (2.29)

Una definicién alternativa del tensor de Green-Lagrange se obtiene a partir del tensor gradiente

de desplazamiento H € R? @ R3. Este se calcula por medio de:
H=VU/(X;)=U{(X;)) @V (2.30)

No obstante, existe una identidad tensorial que relaciona el gradiente de deformaciéon F con el

gradiente de desplazamiento H que estd dada por:
H=F-1I (2.31)

Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (2.31) en la ecuacién (2.29) resulta la expresion del tensor

de Green-Lagrange en términos del gradiente H [91]:
G 1 T T
ES(X) = 5 (H+H" + H'H) (2.32)

De acuerdo a lo expuesto en las subsecciones anteriores resulta conveniente obtener el tensor
de Green-Lagrange a partir de la ecuacién (2.32) y del campo de desplazamiento especificado
por la ecuacién (2.26). Como el campo Ulg(Xi) estd expresado en la base del sistema global, el

operador Nabla se define por:

), _0(), =

Luego, se calcula el gradiente de desplazamiento reemplazando la ecuacién (2.26) en la (2.30):

_ 0
00Xy

{AC [UO(Xl) + O(X1) Xabie + ael(xl)w(xa)ﬁzl] } 9 AE,  (2.34)

H
00X,

Como el tensor A. es constante se lo puede extraer como factor comin e introducir el operador

gradiente dentro del corchete. Ademas, distribuyendo este operador en cada término y aplicando
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propiedades tensoriales resulta:

o )
H= A { Uo(X1) X Ek +
0Xi
5 o oo, . 2
% O(X1) Xo| Ba @ By, + X [axl (X1)w (Xa)El} ® Ek} Al

Con el proposito de clarificar el procedimiento seguido se detallan en el Apéndice 2.A los pasos y
las propiedades utilizadas en la obtencién del tensor de Green-Lagrange, aqui solo se presentan

los pasos principales. Luego, la ecuacion (2.35) se puede escribir de la siguiente manera,
H=A, (b1 @ E; + by @ B, + (:)) AT, (2.36)

donde by y b, se definen por:

oU, . 00 . 0%, N

b, = X, 2 (X1) — O(X1)E, +Xaa—X1(X1)Ea ox? (X1)w(Xa)E1, .
bo = 20 (x,) 22 (x,)B |
a — 6X1 1 8Xa « 1

Aqui by es un vector que contiene deformaciones que surgen del movimiento de cuerpo rigido de
la seccién y del alabeo por torsién. De acuerdo al principio de Saint-Venant, el tltimo término
de b; deberia anularse ya que este principio supone un momento torsor constante sobre la viga,
lo cual implica una distribucién lineal del giro por torsiéon. Sin embargo, este término no sera
eliminado ya que se admite la posibilidad de un momento torsor no uniforme. Por otro lado,
b, es un vector que contiene las deformaciones de corte provenientes del alabeo por torsién. El

gradiente de desplazamiento transpuesto se obtiene transponiendo la ecuacién (2.36), esto es:
T B B AWVi B B S\ AT
H' = [A. (b1 @ E1 +bo 0B + ©) AT = A, (E1@bi + B, @by —O) AT (2.38)

Adicionalmente, se tiene que, para determinar el tensor de Green-Lagrange también se necesita

conocer el producto entre H? y H:
H'H = A, (B1 © b1 + Ba @ by — ©) ATA, (b1 @ By + by @ Bo + ©) AT (2.39)
Expandiendo la ecuacién (2.39) y operando sobre ella se obtiene,
HH = A (b b1) (B1 @By ) + (b1 bo) (B1 @ Ee) + (B1©b1) © +

+ (b, b1)( ®E1) (b b)(a@)E) (Aa®ba)(:)— (2.40)
—é<b1®E1>—é(ba®Ea>—@@)}AcT,
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donde - denota producto escalar. Sustituyendo las ecuaciones (2.36), (2.38) y (2.40) en la
ecuacién (2.32) resulta el tensor de deformaciones de Green-Lagrange:
g 1 l nl
ES(X) = 5 [0Bu(Xi) + 6B (X)) (2.41)
La ecuacién anterior pone de manifiesto que el tensor de Green-Lagrange Egl(Xi) se representa,
matematicamente a través de la suma de dos tensores simétricos, un tensor lineal denotado por

gEél(Xi) y uno no lineal denotado por gEle (Xi). La versién explicita del primero de ellos estd

dada por:
6B (Xi) = Ac (b1 @ By + By @ by + by @ Eo + By @ bo) AL, (2.42)
y la versiéon explicita del segundo de ellos por:
GEN(X;) = A [(B1©b1)© -0 (b1 @ B1) + (BEa @ bo) © -0 (b0 By ) +

+ (b1 - b1) (B @B ) + (ba - by) (Ba @ Ba) + (b1 ba) (B10Ba )+ (243)

+ (ba - b1) (Bq @ B1) — ©6] AT
El tensor gElgl(Xi), conocido en la literatura como tensor de pequeiias deformaciones, posee
tres componentes no nulas, una componente de deformaciéon axial y dos componentes de corte.
Mientras que el tensor no lineal gE’g‘ll(Xi) contribuye a las mismas componentes de deformaciéon
que gEgl(Xi), pero adicionalmente aporta términos en las restantes componentes normales
de deformacion, lo cual proviene del término asociado al alabeo por torsiéon. Ademads, las
expresiones anteriores muestran que el tensor de Green-Lagrange se obtuvo en la configuracion

de referencia y estd expresado respecto de la base {g;,8,,83}. Por dltimo, si en la ecuacién
(2.30) se sustituye a U7 (X;) por Uj(X;) y se define al operador Nabla mediante:

() ¢
= —FE 2.44

se obtiene el tensor de deformaciones en el sistema de referencia local:

1
Bo(Xi) = 5 [Bu(X) + Bji(X)], (2.45)
donde Elgl(Xi) € R3 ® R? esta dado por:

EL(X;)=b1 ®E; +E1 @by + by @ Eq + Eq @ b, (2.46)
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y EZZI(Xz) € R ® R? por:

Ejf(X;) = (B12b1)© -0 (b1 @E1) + (Ea®ba) © — O (by @ Eq) +
+ (b1 b1) (B1 @ Br) + (b - ba) (Ba @ Ba) + (b -ba) (E1 @ Ba) +  (247)
+ (b - by) (Ea@@El) yeYe)

2.1.4.1 Tensor de deformaciones de Von Karman

El tensor de deformaciones de Von Karmén se deriva a partir del tensor de Green-Lagrange
presentado en la subseccién previa. A tal fin, se retienen las componentes lineales de deformacién
y las no lineales que surgen exclusivamente de adoptar la hipétesis cineméatica de Von Karman.
Esta hipdtesis establece que a medida que aumenta su esbeltez la viga puede experimentar
rotaciones moderadas, incluso cuando las deformaciones son pequenias. En consecuencia, como

los términos asociados a los desplazamientos transversales,

U
X,

(X1), (2.48)

son una medida de la rotacién del eje de la viga pueden ser considerados de un orden intermedio
[95]. Con la finalidad de lograr una simplificacién consistente de términos y, siguiendo a los

trabajos expuestos en la literatura [92, 126] se propone:

Uy U} 00 ~

8X°1 ~0W8), 3701 ~0(0) , 7%~ 0(8) ~ 0(h) (2.49)
Lo anterior indica que los términos de Von Karmén se asumen del mismo orden que las rotaciones
infinitesimales contenidas en el tensor antisimétrico (:)(X 1). Basado en lo expuesto, se puede
efectuar un andlisis de orden sobre los términos de la ecuacién (2.43) y retener todas aquellas
componentes de O(f) inclusive. Si bien en este trabajo no se detalla el andlisis de orden, el
lector puede dirigirse a la obra de Pérez Segura [86], quien efectiia un estudio minucioso al
respecto. De acuerdo a lo mencionado anteriormente, se concluye que el tinico término no lineal

a considerar es,

O . 29 Uy ~-
by - by = <80—G)E1 Xa—Ea—i—w(X)a 1E1>-<80—9E1+

0X4 0X4 0X? 0X,
00 920 (2:50)
~ 14
Xo—E Xa E
+ aaXl a‘i’w( )8X2 1)
el cual, luego de efectuar el producto escalar, se reduce a:
U U
by - by ~ 200, 900 (2.51)

X, 0X,
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Si se expresa al vector Ug(X1) en componentes y se lo sustituye en la ecuacién anterior se

obtiene:

2 2 2
_ouf., ouf . (0Ug oug ouUg

Se observa que el primer término del miembro derecho de la ecuacién (2.52) es de O (6%). Por lo

tanto, dicho término se desprecia y las componentes de deformacién de Von Karman resultan:

auz\>  (oug\’
by by =Dbi b1~ ((9X01> + ((9X01> (2.53)

Teniendo en cuenta que el tinico término no lineal no nulo es el presentado con anterioridad, el
tensor de deformaciones de Von Karman E,;(X;) € R? ® R? estd dado por:

1 A ~ ~ ~
Egk(Xi):5{Ac(bl®E1+E1®b1+ba®Ea+Ea®ba)AcT+

(2.54)
+ A [(bo - bo) (By @ Bq)| AT}

La ecuacién (2.54) expone que el tensor de Von Karman estd dado por la suma de dos tensores
simétricos, uno de ellos lineal y el otro no lineal. El primero de ellos es idéntico al tensor lineal
de Green-Lagrange, mientras que el tensor no lineal estd compuesto por una tnica componente
que corresponde a una deformacion normal. A su vez, un analisis sobre el tensor Egk(XZ) revela
que no existen contribuciones de los desplazamientos transversales U§'(X1) en la componente
lineal de deformaciéon normal. Por esta razén, si se pretende considerar el efecto de estos
desplazamientos en la tinica componente normal de deformacion, indefectiblemente hay que
considerar términos no lineales. La expresion del tensor de Von Karman en el sistema local se

obtiene efectuando las simplificaciones correspondientes sobre la ecuacién (2.46):

Ep(X) = 5 [(b1 @ i+ Bi @by + bo @ Ba + Ea ®ba) + (bo - bo) (B1 @By )| (2.55)

DO | =

Finalmente, se introduce una notacién alternativa para representar tensores simétricos de
segundo orden, y por ende el tensor de deformaciones. Los aspectos conceptuales mas importantes
de esta representacién, denominada notacion de Mandel-Kelvin, se exponen en el Anexo A tanto
para tensores de segundo orden como para aquellos de tercer y cuarto orden. Considerando la

ecuacion (A.8) el tensor E,;(X;) se puede expresar como,

Evk(Xi):[Ell(Xi) Exn(Xi) Es3(Xi) V2E1(X;) V2Ex3(X;) ﬂE13(Xi)]T (2.56)

donde,

FEoo(X;) = E33(X;) = Ea23(X;) =0 (2.57)
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Mientras que las componentes no nulas estdn dadas por:

U} 06, 005 9%,
Ell(Xz) = ain(Xl) + X387X1(X1) - X287X1(X1) +w(Xa)67X12(X1)+
2 2
10U} 1|oU3
B [8)(1 (Xl)] t3 laxl (X1)
1 (oU2 a0 ) (2.58)
N )% _ _on _ 9w
Fi(X) = { () = 0a(00) = 2200 [ - 5 <Xa>]}
1 (oud 90, Ow
Ei3(X;) = 5 {aXl(Xl) + 02(X1) + 87)(1()(1) [Xz + 8X3(Xa)] }

Claramente, esta notacién permite representar a los tensores de segundo orden mediante vectores

o tensores de primer orden.

2.2 Relaciones constitutivas en piezoelasticidad

En mecénica de medios continuos las variables cinemadticas o primarias tales como deformaciones
o campos eléctricos y, las variables cinéticas o secundarias tales como tensiones o desplazamientos
eléctricos se introducen de manera independiente. Para el caso de cuerpos deformables, estas
variables no son suficientes para describir completamente la respuesta del s6lido bajo deformacion.
En efecto, se requiere introducir un conjunto adicional de ecuaciones, denominadas relaciones
constitutivas, que vinculan o relacionan las variables cinéticas con las variables cinemaéticas.
Estas ecuaciones no se derivan de ningtn principio fisico, sino que son postulados que se basan
fundamentalmente en observaciones experimentales. A pesar de que los datos experimentales se
utilizan en la definicién de ciertos pardmetros intrinsecos al material, el modelo matematico
que describe la respuesta real del material debe seguir ciertas reglas o axiomas tal como expone
Reddy [91]. En este trabajo interesan tinicamente los materiales eldsticos, cuyo comportamiento
se especifica a través de relaciones constitutivas que son funcién tnicamente del estado actual
de las variables primarias. Ademads, se asume que estas ecuaciones son isotérmicas, es decir, se
consideran independientes de la temperatura.

En esta seccién se presentan las relaciones constitutivas para los dos materiales de la
viga, tanto para el material del sustrato como para los transductores piezoeléctricos. En primer
lugar, se efectiia un abordaje general para un sélido elastico tridimensional, luego se expone

una version de las relaciones constitutivas que se adectia al modelo de viga.

2.2.1 Relaciones constitutivas para material elastico, is6tropo y homogéneo

El comportamiento elastico del material del sustrato de la viga se evalia a partir de la ley
Hooke generalizada. Esta ley establece que el estado tensional asociado a un punto del cuerpo

elastico es una funcién lineal del estado actual de deformaciéon. Es importante reconocer que la
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expresion matematica que define a esta ley debe involucrar medidas consistentes de tensién y
de deformacion [91, 104]. En este sentido, sabiendo que el tensor de Green-Lagrange y el de
Von Karman estan expresados respecto a la configuracion indeformada, se debe adoptar un
tensor de tensiones definido en la misma configuracion; a tal efecto, se adopta el segundo tensor
de tensiones de Piola-Kirchoff. Ademas, se debe destacar que este tensor carece de sentido fisico
si se lo compara con el tensor de tensiones de Cauchy, el cual se expresa en la configuracién
actual y cominmente se denomina tensor de tensiones reales. Por conveniencia, se considera
que las relaciones constitutivas se definen en el sistema de referencia local utilizando la base
vectorial {El, E,, Eg} y el sistema de referencia (X1, X2, X3) de la Figura 2.2. Por lo tanto, la
ley de Hooke para un cuerpo eldstico tridimensional bajo condiciones isotérmicas esta dada por

la siguiente expresion [29]:
S=C,:E, (2.59)

Se observa de (2.59) que el tensor de deformaciones es la variable cinematica y el tensor de
tensiones la variable cinética. El simbolo : denota una doble contraccién tensorial. En notacién

indicial las relaciones constitutivas se pueden expresar de la siguiente manera,
Sij = Cijki B, (2.60)

donde Cjj; son las componentes cartesianas del tensor de elasticidad (o tensor constitutivo)
Cs € RP®R?®R3 @ R3, S;j las componentes cartesianas del segundo tensor de tensiones
simétrico de Piola-Kirchoff S € £ ¢ R3 @ R3 y Ej; las componentes cartesianas del tensor de
deformaciones simétrico E; € £ C R3®R3 de Green-Lagrange. Por su parte, el espacio vectorial
L representa al espacio de tensores simétricos de segundo orden y su definiciéon se presenta en
el Anexo A. Ademds, como los tensores de la ecuacion (2.59) se expresan en términos de una
base vectorial ortonormal, no hay distincién entre componentes covariantes y contravariantes.

En general, el tensor de elasticidad posee 81 componentes escalares a determinar. Sin
embargo, la simetria de los tensores de tensiones y de deformaciones garantiza simetria menor
del tensor constitutivo, es decir, simetria respecto de los dos primeros y de los dos ltimos

indices:
Cijrr = Cijik = Cjin (2.61)

Por ende el nimero de constantes a determinar se reduce a 36. Ademaés, se impone la condicién

de simetria mayor del tensor constitutivo,
Criij = Cijkls (2.62)

con lo cual las constantes a determinar se limitan a 21 y de esta manera se puede afirmar
que C; e N C R?®@R3 @ R? ® R3, donde N es un espacio vectorial definido en el Anexo A.
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Asimismo, es importante comentar que la ecuacién (2.62) exige que el trabajo externo neto en
un ciclo completo de carga y descarga sea nulo, lo cual permite calcular a la energia interna
de deformacion utilizando la definicién dada en el Capitulo 4. Por otro lado, se sabe que el
sustrato satisface las propiedades de isotropia y homogeneidad. La primera de ellas implica que
las propiedades del material son independientes de la direccién considerada, mientras que la
segunda indica que tales propiedades son idénticas en cada uno de los puntos del sélido. En
consecuencia, el nimero de constantes elasticas a determinar se reduce a 2 y se denominan
constantes de Lammé. Por dltimo, la simetria de los tensores introducidos con anterioridad
favorece la representacion de las ecuaciones constitutivas mediante la notaciéon de Mandel-Kelvin.

Luego, a partir de las ecuaciones (A.8) y (A.26) se expresa a la ecuacién (2.59) como:

S = C,Ey, (2.63)
donde Se £* C RS, C, e N* C REx ROy Egl € £* C RY. Por su parte, los espacios vectoriales

L* y N* se definen en el Anexo A y sus bases tensoriales se construyen empleando la base

vectorial { E1, Eo, E3} junto a la ecuacién (A.6). La versién explicita de la ecuacién anterior es:

S11 [Cii11 Chriza Chize 0 0 0 En
S22 Cri22 Crunn Crize 0 0 0 Eo
S33 Cii22 Criz2 Chin 0 0 0 Ess3
_ (2.64)
V2'S12 0 0 0  2Ci912 0 0 V2'Eqs
V/2'S93 0 0 0 0 2C1212 0 V2'Eas3
V2S5 |0 0 0 0 0  2Ci212]| [V2Er3]
Mientras que las componentes elasticas del tensor constitutivo estan dadas por:
1— vy Vs 1
Cun = Es , Crio2 = Es , Cro12 = FE (2.65)

(1 — ) (1 4 2uy) (1 —vs)(1 4 2uy) "2(1 4+ vs)

donde F; es el modulo de elasticidad o médulo de Young del material y v es el coeficiente de
Poisson.

Por otro lado, por razones de completitud es interesante conocer como se transforman las
relaciones constitutivas de una base a otra. En este sentido, se pretende expresar a la ecuacién
(2.63) con respecto al sistema de referencia global cuya base vectorial asociada es {g;, 8s, 83}
A partir de esta tltima y de la ecuacién (A.9) se construye la base tensorial del sistema global.

Luego, teniendo en cuenta la ley de transformacién dada por la ecuacién (A.12) resulta,
(2.66)

donde A. € R x RS es el tensor de rotacién ortogonal que se obtiene utilizando la expresién

(A.10). Sustituyendo la ecuacién (2.66) en la (2.63) y operando algebraicamente se obtienen las
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relaciones constitutivas respecto de la base del sistema global:

= A.C,A] (2.67)

2.2.2 Relaciones constitutivas para material piezoeléctrico

El comportamiento electroelastico de un material piezoeléctrico se estudia a partir de relaciones
constitutivas que se basan en la teorfa piezoeléctrica lineal [28]. Estas relaciones acoplan la teoria
de la elasticidad lineal con la teoria electrostatica a través de los coeficientes piezoeléctricos. En
la teoria lineal, los coeficientes elasticos, piezoeléctricos y dieléctricos se asumen constantes e
independientes del campo eléctrico y del estado de deformacién. No obstante, esta hipotesis
tiene validez para bajos campos eléctricos y pequenas deformaciones mecanicas. Las relaciones
constitutivas se pueden expresar de diversas maneras segun las variables primarias adoptadas.
En este trabajo, el tensor de deformaciones y el vector campo eléctrico se seleccionan como
variables primarias ya que resulta apropiado para el desarrollo posterior de la formulaciéon de
elementos finitos. Por conveniencia, estas ecuaciones se expresan en el sistema de referencia
local utilizando la base {E;, By, B3} y el sistema de coordenadas (XF¥, X5 XF) de la Figura
2.2. En consecuencia, las relaciones constitutivas bajo condiciones isotérmicas para un cuerpo

piezoeléstico tridimensional resultan,

S:(Cp:Egl—eT-E

(2.68)
D:eZEgl—l-GE'E
o en notacién indicial se expresan como [53]:
Si; =Cl By — exii B
v ’ijl 1] k (2,69)

D; = e By + €1 B,

donde C’fj 4 son las componentes cartesianas del tensor de elasticidad (o tensor constitutivo)
de cuarto orden a campo eléctrico constante C, € R} @ R3 ®R3 ® R3, S;j las componentes
cartesianas del segundo tensor de tensiones simétrico de Piola-Kirchoff S € £ C R? @ R3,
Ey; las componentes cartesianas del tensor de deformaciones simétrico de Green-Lagrange
E,ecLlC R3 @ R3, ejkl las componentes cartesianas del tensor de coeficientes piezoeléctricos
de tercer orden a deformacién constante e € R? @ R? @ R3, 55: las componentes cartesianas del
tensor de segundo orden de permitividad eléctrica a deformacién constante e € R3@R3, E}, las
componentes cartesianas del vector campo eléctrico E € R? y D; las componentes cartesianas
del vector desplazamiento eléctrico D € R3. A su vez, como los vectores y tensores se definen
en una base vectorial ortonormal no es necesario diferenciar entre componentes covariantes y
contravariantes.

Por otro lado, como el tensor de elasticidad satisface las condiciones de simetria dadas
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por las ecuaciones (2.61) y (2.62) hay 21 coeficientes elasticos a determinar y, por consiguiente,
se puede afirmar que C, € N C R3 ® R? ® R? ® R3. Asimismo, el tensor de coeficientes

piezoeléctricos posee simetria respecto de los dos tltimos indices:
€ikl = Cilk; (2.70)

en consecuencia, el nimero de coeficientes desconocidos que lo componen es de 18 y e € M C
R3 ® R3 ®@ R? (ver Anexo A). Mientras que el tensor de permitividad eléctrica satisface la

condicion:
E E
€ik = €kis (2.71)

lo que implica que €g € £L C R3 ® R3 y, por lo tanto, posee 6 constantes dieléctricas a ser
determinadas. Las propiedades de simetria previamente descritas permiten representar a las
ecuaciones constitutivas utilizando la notaciéon de Mandel-Kelvin. Por consiguiente, teniendo en
cuenta las ecuaciones (A.8), (A.18) y (A.26) resulta:

§—C,E, - ¢"E

' (2.72)
D= éEgl + egE,

dondeS € £L* CR®, C, e N* CR6xRC, E,y € £* CRS e e M* C R3xROyef € £L C R¥xR3.
Los espacios vectoriales £*, M* y N* se definen en el Anexo A y sus bases tensoriales se
construyen empleando la base { E,, Eo, Eg} y la ecuacién (A.6).

Anélogamente al material del sustrato, es de interés conocer como se transforman estas
relaciones de una base a otra. Se busca expresar a la ecuacién (2.72) en el sistema de referencia
global cuya base vectorial es {g;, 85, 83}. Por lo tanto, a partir de la ecuacién (A.9) y de esta
base se construye la base tensorial del sistema global. Luego, teniendo en cuenta las leyes de
transformacion correspondientes (Anexo A) se tiene:

E=ATE;, D=A

gl > c ZDQ, (273)

donde A, € R® x RS es el tensor de rotacién ortogonal que se obtiene a partir de (A.10) y
de A. € SO(3). Reemplazando la ecuacion (2.73) en la (2.72) y operando convenientemente
resultan las ecuaciones constitutivas en la nueva base:

G ~G5¢ -7

Sg = CpEgl — egEg
_-g G (2.74)
Dg = egE, + €;Eg,

donde:

C) = A.C,A., &g = AeA

C

T

c

€l = AepAr (2.75)
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Electrodo

Piezocerdmico X! Xk Xk

(a) (b) () '

Figura 2.4: (a) Lamina piezoceramica polarizada en direccion X%. (b) Lamina piezocerdmica
polarizada en direccién Xé“ . (¢) Lamina piezocerdmica polarizada en direccién X f

En este trabajo existe particular interés en un tipo de piezoeléctrico que se denomina
piezoceramico, el cual es un material sintético caracterizado por un efecto piezoeléctrico de
mayor intensidad que los materiales naturales. A diferencia de estos ultimos, los piezoceramicos
no poseen caracteristicas piezoeléctricas en su estado original, razén por la cual necesitan ser
polarizados para adquirir este efecto. La polarizacién es un proceso que consiste en aplicar un
voltaje externo de alta intensidad entre un par de electrodos situados estratégicamente sobre el
material segin la direccion de polarizacion deseada. A modo ilustrativo, en la Figura 2.4 se
esquematiza el k-ésimo transductor piezoceramico con los electrodos ubicados de tres maneras
diferentes: (a) paralelos al plano X¥ — X (b) paralelos al plano X} — X¥ y (c) paralelos al
plano X% — Xé“. En cada una de estas alternativas, la direccién de polarizacién es perpendicular
al plano de los electrodos. Por consiguiente, para la primera de ellas la direccién estd dada por
X§, para la segunda por X¥ y para la tercera por XF. Desde un punto de vista constitutivo, el
material sintético posee caracteristicas isotropicas antes de ser polarizado, pero luego de este
proceso se convierte en anisétropo. A pesar de esto, un transductor como el de la Figura 2.4
puede ser idealizado como transversalmente isotropico, es decir, los planos perpendiculares a la
direccion de polarizacién son isétropos [28]. Para modelar su comportamiento se pueden utilizar
las relaciones constitutivas definidas en la ecuacién (2.73) aunque sus coeficientes dependeran
de la direccién de polarizacion adoptada. Observando la Figura 2.1 se deduce que la seccién
transversal estd compuesta por transductores piezoceramicos similares al expuesto en la Figura
2.4a. Por consiguiente, las relaciones constitutivas se presentan para tal configuracién. Debido
a la condicién de isotropia transversal, el niimero de coeficientes desconocidos se reduce a 5
para el tensor constitutivo, a 3 para el tensor de coeficientes piezoeléctricos y a 2 para el tensor

de permitividad eléctrica. De esta manera, la version explicita de las ecuaciones constitutivas
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en notacién de Mandel-Kelvin se pueden expresar de la siguiente manera [76]:

Eyy
E9 &
Dy 0 0 0 0 0 V2113 0 0| |E
_ Ess E
Dyl=10 0 0 0 V2es 0 +10 € 0] B,
D es11 es;1 esss 0 0 0 V2 Er 0 0 &||E
3 311 €311 €333 3
V2 Eo3 5
V2B
[ S ] [Cunn Chze Cuiss 0 0 0 [ BEu ]
So2 Cri22 Crinn Chriss 0 0 0 Ea
S33 | _ |Cuizz Cuzz Caszz 0 0 0 Esz |
V2'S12 0 0 0 201212 0 0 V2'Ep
V2 'Sa3 0 0 0 0 20993 O V2'Ea3
V2'S13 0 0 0 0 0  2Ca303| |V2'E3
- B - ) T B (2.76)
0 0 €311
0 0
. . €311 B
e
_ 333 B,
0 0 0 B
0 \/56113 0 3
_\/76113 0 0 |
Los coeficientes elasticos a campo eléctrico constante resultan:
Cliiy = pE1 (pE1v3) — pEs) Cligs = —pE1 (pE1v3) + pEsvia) Cosoz = ps
A (v + 1) ’ A (14 v19) ’ (14 v31) (2.77)
Coonnn — pE3 (vi2 — 1) Crine — —pEpEVSL o pEA
3333 A » C1133 A » C1212 1+ 12)

con A = 2,F; y§1 — pE3 + pE3v12. En este caso ,Fq y ,E3 son los correspondientes modulos
de elasticidad o médulos de Young y, v1o y 31 los coeficientes de Poisson. Por su parte, los

coeficientes piezoeléctricos a deformacion constante estan dados por:

 pE1pE3 (d31n + v31d3s3)  pE3 (dsgs — 112dsss) + 2, EspErvsidsi
€311 = , €333 =
A A
. (2.78)
ey = 2 3d113
2 (1 + 1/31) ’

donde ds311, d113 ¥ d333 son los coeficientes piezoeléctricos a tension mecanica constante. Por
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ultimo, los coeficientes de permitividad eléctrica a deformacién constante son:

2
S pE3d113

E s
U= U500+ 1)
s pE3[pEsd3ss (1 —v12) + 2, Erdsiy (dsi1 + 2v31dsss)]

€33 = €33 + A ;

(2.79)

donde €7 y €35 son los coeficientes de permitividad eléctrica a tensién mecénica constante. En el
Anexo C se tabulan los coeficientes elasticos, piezoeléctricos y dieléctricos de dos piezocerdmicos

tipicos.

2.2.3 Relaciones constitutivas para el modelo de viga

El comportamiento electroeldstico de una viga piezoeléctrica que posee una seccién transversal
similar a la de la Figura 2.1 se puede evaluar mediante la combinacion apropiada de las relaciones
constitutivas de los materiales involucrados. En consecuencia, las ecuaciones para el modelo de

viga en notacién tensorial se pueden expresar como:

S=C:Ey—e' -E

(2.80)
D=e:Ey;+e€eg-E

En este caso, E,; € £ corresponde al tensor de Von Karman definido en (2.55), mientras que
C € N es un tensor de elasticidad que incorpora la contribucién tanto del sustrato como de los
transductores piezoceramicos. En notacion de Mandel-Kelvin se pueden escribir de la siguiente

forma:

=CE,;, — e'E
D= éEvk + EEE,

0]

(2.81)

donde E,; estd dado por la ecuacién (2.56). Las propiedades electromecanicas son funcién
de las coordenadas X, pues ciertas regiones de la seccion transversal estan ocupadas por el

sustrato y otras por los piezocerdamicos. Por consiguiente, se puede especificar que:

C = C; para Bytt =P x ApH!
C:Cp para Bé :PXAE Vi=1,..,n

DI
[L)l

0,e=0
Y (2.82)
0, 0y

o
N

o
RN

BgtH denota el volumen ocupado por el sustrato elastico en la configuraciéon de referencia, el
cual se define a través del producto cartesiano entre el subdominio AgtH y la recta P; mientras
que B} denota el volumen ocupado por el i-ésimo transductor piezoeléctrico en la configuracién
de referencia, el cual se define mediante el producto cartesiano entre el subdominio Aj y la

recta P. De este modo, el volumen By se puede expresar mediante la unién de subdominios
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elementales:

ni+1
By = GB@ con BiNBl=0 y i#j (2.83)

i=1
En las dos subsecciones anteriores se presentaron las relaciones constitutivas en su version
tridimensional tanto para un material eldstico e isétropo como para un material piezoeléctrico.
Estas relaciones deben ser simplificadas a partir de las hipdtesis que caracterizan al modelo de
viga con el objetivo de hallar una versién que describa al modelo estructural desarrollado. En

este sentido, de la ecuacién (2.61) se desprende que:
Ey = E33 = E3 =10 (2.84)

Ademass, considerando la expresion anterior, la hipétesis 5 enunciada en la subseccién 2.2.1 y

las relaciones constitutivas descritas previamente se llega a:
522 ~ 533 ~0 y 523 =0 (2.85)

De acuerdo a lo expuesto por Shames [105], en un modelo de viga las tensiones normales
asociadas a cargas transversales pueden ser despreciadas frente a la tension normal debido a
flexion y esfuerzo axial, hecho que justifica la simplificaciéon introducida anteriormente. Por lo

tanto, la versién explicita de las relaciones constitutivas definidas en la ecuacién (2.82) es:

S11 [Ciint 0 0 Eyy 0 0 esnn| [E1
V2SSl =] 0 2Ci12 O V2FEp|—| 0 0 0| |E
V2Si3] | 0 0 2Cy3| |V2Em3 V2ens 0 0 | B3 (2.86)
Dl_ [ 0 0 ﬁ€113 E11 €1E1 0 0 E1 ‘
Dyl=1]0 0 0 V2E|+|0 €f 0] |E;
D3_ _6311 0 0 ﬁElg 0 0 63E3 E3
Los coeficientes elasticos para el dominio ocupado por el sustrato BgtH son:
E E
C =FE=FE;, , C =Gy=—-°>_ , C =G3=—">— 2.87
1111 s 1212 255 1 +vs) 2323 35 5 1+ ) ( )

Mientras que los coeficientes eldsticos para el dominio B} ocupado por el i-ésimo transductor
son:

pE1
2 (1 + 1/12) ’

;DE3

Ciin=E=,E , Cpp=G0G= 20+ a1

Cozo3 = G3 = (2.88)
La componente C111 para ambos materiales se determina igualando a cero los coeficientes de
Poisson de las ecuaciones (2.65) y (2.77) debido a que la contraccién lateral es ignorada. Los

coeficientes piezoeléctricos y dieléctricos para el dominio ocupado por el i-ésimo transductor
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estan dados por:

pE3di13 5 _ s pbdiy E _ 8§ 2
€113 = ) es11 = pkadsn , €] =€) — (7 . €33 = €33 — pEnd3; (2.89)

2(1+V31 1+V31)

Antes de finalizar con esta seccién, dos aspectos merecen ser comentados. Por un lado,
resulta de interés notar que la representacion en notacién de Mandel-Kelvin de los tensores de
tensiones, de deformaciones y de coeficientes piezoeléctricos que componen la ecuacién (2.86)
presentan una reduccién en sus dimensiones respecto a los dados en la ecuacion (2.76). Si bien
esta reduccion se debe a las hipotesis adoptadas en el modelo de viga hay que tener presente que,
para mantener el caracter tensorial, estas cantidades deben tener las mismas dimensiones que
sus andlogos de la ecuacién (2.76). Esto se consigue expandiendo y completando apropiadamente
con ceros. Por otro lado, para expresar a la ecuacién (2.86) en el sistema de referencia global
se necesita considerar lo mencionado anteriormente. Es decir, la dimension de los vectores y
matrices de (2.86) tiene que ser consistente con aquellos dados en (2.76). De esta manera, los

tensores de rotaciéon A,y A, se pueden emplear sin inconvenientes.



Apéndices

2.A  Obtencion del tensor de Green-Lagrange

Poniendo en consideracién lo presentado en la subseccién 2.1.4, el tensor de deformaciones de
Green-Lagrange Eg; € R3 ® R3 se determina, por definicién, a partir de la siguiente expresién
[91]:

1
Eqi(Xi) = 5 (H +HT + HTH) (2.A.1)

Para computar el gradiente de desplazamiento H € R3 ® R? se considera el sistema de referencia
(X1, X2, X3) v la base ortonormal {ﬁ)l, E,, ﬁ)g} asociada, véase Figura 2.2. En consecuencia, se

puede expresar:

0 . 0 - 0 .
H=U{(X;)2V=U(X;)® a—XkACEk, V= 8—XkACEk = 5x.8 (2.A.2)

Reemplazando el campo de desplazamiento Ulg(Xi) € R? dado por la ecuacién (2.26) en la
(2.A.2) resulta:

H(X;) = A, [Uo(Xl) +O(X1) XoEq + %(Xl)w(Xa)ﬁh} ®

0 A
e = A, (2.A.3)

00X},

Distribuyendo el operador derivada sobre los términos del corchete de (2.A.3) se tiene:

0
H=A, {Uo(Xl) +

~ A 0 00, ~ -
o, oy [O00XaBa] 5 [T (XX | | & ABy (240

La propiedad tensorial a® Ab = (a® b)AT Va,b € R? y VA € R* ® R? permite expresar a
(2.A.4) de la siguiente manera [27]:

H=A, {8 [(:)(XI)XQEQ} ® Ek} Al+
X,
A o ) o, (2A9)
+ AC {a)(k [a)ﬁ(Xl)W(Xa)El} & Ek} AC + Ac {MUO(Xl) X Ek)} Ac

A continuacion, se calculan los gradientes de los términos situados entre llaves. En este sentido,

para el primer término del miembro derecho de (2.A.5) se tiene que el tensor antisimétrico

47



2.A. Obtencion del tensor de Green-Lagrange 48

é(Xl) € R? @ R3 es funcién de X7 y que el vector XaEa es funcién de X5 y X3. Por lo tanto,

resulta:

0 15 - - 0 ~ . .
o [BUO)X,EL] @ B = | 26| (XaBa) & Bt
_ 9 . .
0

= 7é(X1)XaEa ® ]:31 + é(Xl)Ea & Ea
0X1

Considerando el segundo término del miembro derecho de (2.A.5) se observa que la derivada del

giro 01(X1) es funcién de X; y que la funcién de alabeo depende de X2 y X3. En consecuencia,

se tiene:
0 00 N - 0 00 . ~
801 a A A
X A [w(Xa)El} 2 By
520, o (2.A.7)
= X (X1)w(Xa)E1 @ E1+
00 Oow N A
—(X7)—(X,)E E
* ox, K gx, (Xa)Br © Ea

Finalmente, para el tercer término del miembro derecho de la expresién (2.A.5) se deduce que
el desplazamiento del eje de la viga Uy(X;) es tnicamente funcién de la coordenada espacial

X1. Por consiguiente:

0 N A 0 . 0 N
—Up(X7) QE, = Ug(X1)QE; + —Up(X71) @ Es + —Uy(X71) Q E
X, 0(X1) FS 0% 0(X1) e 0(X1) 2+ 5%, 0(X1) 3 oA
5 ) A.
= aXIUo(Xl)(X)El

Reemplazando las ecuaciones (2.A.6) a (2.A.8) en (2.A.5) y, sumando y restando el término
C:)(Xl)ﬁh ® ﬁ)l dentro de las llaves se obtiene:

0 0 ~ A 026 N N ~ A
H=Acd |25 Up+ 5 O(X0) XaBo + 5t (X)w(Xa)Br | © By + [O(X1)Eq +
00 0 . . ~ . N ~ N .
+ 87)(11()(1)8;& (X0)E1| @ E,+0O(X1)E1 @ E; — O(X1)E; ® El} AZ

A su vez, teniendo en cuenta la siguiente relacién,

A

O(X1)E, @ E, + O(X))E; @ E; = O(X))E @ B = O(X), (2.A.10)
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la ecuacién (2.A.9) se puede expresar como:

0 8 026,
H=A A |——Uy(X1) + ——O(X1) XoEq

801 Ow
0X, (X3) 0X,,

(Xl)w(Xa)El—
(2.A.11)

- BB @ B+ [k (Xo)Bi ®Ea +60x) | AT

Posteriormente, designando mediante b;(X;) y bs(X;) a los términos ubicados dentro de los

corchetes en la ecuacién (2.A.11) resulta,
H = A [bi(X;) ® Bi + ba(X;) ® By + O(X1)] AT, (2.A.12)

donde by (X;) y ba(X;) estdn dados por:

U R 00 d%0 R
b1 (X)) = 22 (X)) — O(X1)E) 4+ Xao— (X1)Eq + ;(Xl)w(Xa)El
06 Ow .
ba(X:) = 55 (X1) 55 (Xa)En

Por otro lado, para obtener H” se necesita trasponer la ecuacién (2.A.12), de lo cual se obtiene:
~ ~ ~ T
HT = A, [E1@bi(X;) + Ba @ ba(X:) + O (X1)] AT (2.A.14)

~ ~T ~
Como el tensor ©(X) es antisimétrico se cumple que @ (X;) = —O(X;). Por consiguiente, la

ecuacion (2.A.14) se expresa como:
H = A, [E1 ©bi(X:) + B @ ba(X:) — ©(X1)]| AT (2.A.15)

Por tltimo, se requiere calcular el producto H H, el cual estd dado por:

H'H = A [B1 @ bi(X;) + Bo @ ba(X;) — O(X1)| ATA. [b1(X) @ Br+ (2.A.16)
+ ba(Xi)®Ea+é(X1)} A7 B

Operando sobre los términos de la expresion anterior, considerando que ACTAc = ACAZ =1
(por ser A. € SO(3) un tensor ortonormal AX = AJ!) y teniendo en cuenta la propiedad
tensorial (a® b)(c®d) = (b-c)(a®d) Va,b,c,d € R? se obtiene [27]:
HTH = A {[b1(X;) - bi(X)] [B1 @ By | + [ba(Xy) - ba(X:)] [Ee @ Ba +
+ [b1(Xi) - ba(Xi)] [E1 © By + [ba(X:) - bi(X,)] [Ba @ By +
+ [B1 @ bi(X:)] ©(X1) - ©(X1) [E1 @ b1 (X))] + [Ea @ ba(X)| O(X1) —
— O(X1) [Ba @ ba(Xy)| — O(X1)O(X1) } AT

(2.A.17)



2.A. Obtencion del tensor de Green-Lagrange 50

Sustituyendo las ecuaciones (2.A.12), (2.A.15) y (2.A.17) en la ecuacién (2.A.1) resulta,

Byi(X0) = 5 [Bl(X0) + Bj (%) (2.4.18)

donde la componente lineal Elgl(Xi) € R3 @ R? del tensor E(X;) es:
E(X:) = Ac [b1(X:) ® Br + B1 ©b1(X,) + ba(Xi) © Ba + Bo ©ba(X)| AT (2.A.19)
Y la componente no lineal EZZZ(Xz) € R? ® R3 del tensor Eg(X;) es:

Ej(X;) = A { [E1 @ bi(X)] ©(X1) - ©(X1) [E1 @ by (X,)] +

(
)

+ [Ba ©ba(X)] ©(X1) ~ O(X1) [Ba @ ba(Xy)] +
+ [br(Xi) - b1 (X0)] [Br @ Bi | + [ba(Xs) - ba(X0)] [Ea @ Ba) + (2.A.20)
+ [b1(X;) - ba(X))] [A 1® Ea} + (b (Xi) - b1 (X;)] [Ea ® El} -

C

- ©(X1)0(X1) } AL

Por ultimo, vale la pena notar que las ecuaciones (2.A.19) y (2.A.20) ponen de manifiesto que
para rotar una entidad tensorial se debe premultiplicar y posmultiplicar dicha entidad por el

tensor de rotacion.



CAPITULO

Aspectos eléctricos del modelo

En el presente capitulo se discuten los aspectos eléctricos asociados al modelo de viga desarrollado.
El mismo comienza con una breve descripcion de las principales caracteristicas del transductor
piezoceramico utilizado. A continuacion, se establecen una serie de simplificaciones y se utiliza
la teoria piezoeléctrica lineal para derivar una expresién para el campo eléctrico del transductor.
Posteriormente, se presenta el circuito eléctrico empleado para cosechar o recolectar energia y
se analizan las conexiones eléctricas entre transductores. Por 1ltimo, se derivan las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el desempeno de cada circuito siguiendo un enfoque puramente
eléctrico. Esto se efecttia considerando una conexion en paralelo entre componentes eléctricos.
Adicionalmente, en el Apéndice del capitulo se detallan las relaciones constitutivas que rigen a

cada uno de los componentes pasivos.

3.1 Descripciéon de un transductor piezoceramico

Un transductor piezoeléctrico y, en particular un transductor piezoceramico, se puede definir
como un dispositivo que convierte o que transforma energia de una forma a otra. Los materiales
piezoeléctricos tienen la particularidad de desarrollar un campo eléctrico cuando se los deforma
mecanicamente y, de experimentar una deformacién mecanica cuando se les aplica un campo
eléctrico externo. Estas dos propiedades, que se denominan efecto piezoeléctrico directo e inverso
respectivamente, permiten afirmar que un transductor de estas caracteristicas tiene la capacidad
de convertir energia mecanica de deformacién en energia eléctrica o viceversa.

En la Figura 3.1 se expone una representacion esquematica del k-ésimo transductor de
la seccién transversal de la viga junto a su sistema de coordenadas cartesianas (XF, X}, X¥).
Este sistema tiene su origen en el punto Oy y presenta una traslacién respecto al sistema de
coordenadas local de la viga (X1, X2, X3) y una rotacién respecto al sistema de coordenadas
global (Xlg, ng,ng) definida por el tensor A. € SO(3). A partir de la Figura 3.1b y 3.1c se

o1
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Figura 3.1: (a) Representacion tridimensional del k-ésimo transductor piezocerdmico polarizado
en direcciéon X%. (b) Vista frontal del k-ésimo transductor. (c) Vista lateral del k-ésimo
transductor.

observa que el transductor posee una geometria rectangular con un espesor denotado por g, un
ancho denotado por b; y una longitud indicada por L. La longitud del transductor es idéntica
a la de la viga ya que se considera que la seccién transversal permanece constante a lo largo del
eje longitudinal X;. De acuerdo a la disposicién de los electrodos, se deduce que el transductor
se encuentra polarizado en direccién Xéf, por esta razon la respuesta electromecanica se evalia
a partir de las relaciones constitutivas expuestas en el capitulo previo. Ademas, el vector campo
eléctrico se denota por Ej y el potencial eléctrico de cada electrodo se indica por medio de
oh(t) y ©h(t), donde el subindice refiere al electrodo superior (1) o inferior (2) y el supraindice
al niimero de transductor de la seccion.

La efectividad de un transductor se puede especificar en términos de un coeficiente que se
denomina factor de acoplamiento electromecdnico, el cual puede ser utilizado tanto en problemas
estaticos como en problemas dindmicos [68]. Existen diversas definiciones de este coeficiente
pero, en términos generales, todas ellas tienen como finalidad relacionar la energia convertida o

transformada de una forma a otra con la energia externa aplicada. Es usual expresar al factor
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de acoplamiento electromecanico k;; como [28]:

12 Energia mecénica (eléctrica) almacenada en direccién j
ij =

3.1
Energia eléctrica (mecénica) aplicada en direccion i (3:-1)

donde 7j estan asociados al sistema de referencia utilizado para detallar el comportamiento
electromecanico del material. Una expresién general para este factor se puede obtener en funciéon
de la energia interna y de la energia eléctrica del transductor. En consecuencia, considerando la

ecuacion (2.73) se tiene [17]:

U@ m

k=
UWz"

(3.2)
donde U, es la energia electromecanica o mutua almacenada en el transductor, U, la energia
elastica y W} la coenergia eléctrica. Estas funciones energéticas se definen en las ecuaciones
(4.8) y (4.12) respectivamente. A modo de ejemplo, para un caso estitico y adoptando un
modelo de viga, si se aplica una tensién mecanica en direccién X¥ sobre el transductor de la

Figura 3.1 el coeficiente de acoplamiento electromecénico es:

(3.3)

Se observa que este factor queda completamente caracterizado por las propiedades eldsticas,
piezoeléctricas y dieléctricas del piezoceramico. Para mayores detalles acerca de este factor el

lector puede consultar los trabajos de Berlincourt [17], Ducarne [37] y Brissaud [19].

3.1.1 Hipobtesis eléctricas

La determinacién del campo eléctrico E; que se expone en la proxima subseccion se sustenta

en las hipétesis simplificadoras que se enumeran a continuacion:

1. Los electrodos estan compuestos por una delgada capa de material altamente conductor,

lo cual significa que su espesor es despreciable comparado con el espesor del piezoceramico.

2. El potencial eléctrico sobre la superficie de cada electrodo es uniforme, es decir, o¥(t) y

¢k (t) son independientes de las coordenadas espaciales X¥ o X;.

3. De acuerdo a las caracteristicas constructivas, es valido considerar que la Gnica componente
no nula del vector campo eléctrico E;. es la componente E§ cuya direccién coincide con el
eje Xé“.

4. El campo eléctrico se determina en la configuracién de referencia. Esto se sustenta en la
linealizacién del campo de desplazamiento, lo cual permite suponer que la configuracién

de referencia Cy y la configuraciéon actual C estdn proximas entre si.
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3.2 Campo eléctrico del k-ésimo transductor

La teoria piezoeléctrica lineal asume un comportamiento quasiestatico para el campo eléctrico.
Esta consideracion se sustenta en el hecho de que el tiempo caracteristico asociado a fenémenos
eléctricos es mucho menor que el tiempo caracteristico correspondiente a fenémenos mecénicos,
lo cual pone de manifiesto que eventuales ondas electromagnéticas pueden ser despreciadas
[53, 111]. En virtud de ello, la ley de Gauss para un material dieléctrico con una densidad de
carga libre nula se expresa en funcién del desplazamiento eléctrico Dy (X;,t) de la siguiente

manera [76]:

V- -Dg(X;,t) =0 (3.4)
La aproximaciéon quasiestatica del campo eléctrico también implica que:

V x Ex(X;,t) =0, (3.5)

lo que implica que Ex(X;,t) es un campo conservativo que se puede definir a través del gradiente

de una funcién potencial. En base a lo expuesto, se tiene que:
K k k r k
Ey(X;,t) = [El (X;,t) E%(X;,t) E% (Xi,t)} = —V" (X, 1), (3.6)

donde la funcién escalar ¢*(X;,t) se denomina funcién potencial eléctrico y debe ser conocida

previo a la determinacién del campo eléctrico. Por su parte, el operador Nabla se define por:
V=_—"F (3.7)

Teniendo en cuenta que existe una relacién funcional entre Dy (X;,t) y Ex(X;,t) que estd dada
por las ecuaciones constitutivas, se reemplaza la ecuacién (3.6) en la segunda expresion de
(2.72). De ello se obtiene:

Dy (X;,t) = e Eg(X;,t) — e V" (X, t) (3.8)
A su vez, sustituyendo la ecuacién (3.8) en la (3.4) resulta,
V- Dy(X;,t) = V- |8 Bg(Xi,1) — eV (X,,1)| =0, (3.9)

la cual es una ecuacién diferencial en derivadas parciales cuya incégnita es la funcién potencial
eléctrico ¥ (X;, t).

A continuacién, se restringe este problema al transductor empleado en el presente modelo
de viga. En consecuencia, poniendo en consideracion la Figura 3.1 y las hipotesis enunciadas

en 3.1.1 se observa que la tinica componente no nula del vector campo eléctrico es la que estd
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asociada al eje X;f. En efecto, la ecuacion (3.6) para este transductor se reduce a:

ok Ao & T
E.(X;,t) = E5(X;,t) Eg_[o 0 E3(Xi,t)} : (3.10)
donde:
E¥(X;,t) = o¢* T (X;, 1) (3.11)
B S 0X3 P '

Se puede apreciar que el vector campo eléctrico Ei(X;,t) se expresa en la base {El, E,, Eg}
del sistema de referencia local (X1, X2, X3). A partir de lo expuesto, la ecuacién (3.9) se reduce

a:

V- Dk(Xi,t) =V {é Evk(Xi,t) — €ER

Dk ~
o, Xiot) E3]} = (3.12)

Luego, desarrollando (3.12) se obtiene:

E 82<Pk

0 0
V -Dy(X;,t) = 2e113 55 E13(Xi, t) + e311 5 E11 (X, t) — 33 5x2
3

T 5% (X, ) =0  (3.13)

La expresion (3.13) constituye una ecuacién diferencial que contiene la funcién incégnita
gok(Xi, t) derivada dos veces con respecto a la coordenada espacial X3. Con el propésito de
obtener una solucién, se introducen en ella los términos F13(X;,t) y E11(X;,t) definidos en la

ecuacion (2.58) y se calculan las correspondientes derivadas. De ello resulta:

s [ax? (X000 + 000+ (X + 7)) Gaa(u0) + o1
905 Ow 9%, 5 0% '
+€311 [8}( (X17 ) 8X (Xa7t)aX2(X17t)‘| _63387)@(X17t)_0

Notese que, a diferencia de lo presentado en el capitulo previo, aqui se explicita la dependencia
temporal de las componentes de deformacién. Luego de efectuar una doble integracién de la

ecuacién (3.14) respecto a la variable X3 se obtiene:

1 1 d*U, 90
Eox. 2 0 2
%) (Xz,t) 33 {CQ + C1 X3+ 26113X3 [GXQ (Xl, ) 59X, (Xl, ) (3 15)
026, o 0% 1,96 '
X287X12(X1’t) + (e113 + e311) ©(Xa )8X2 (X1,t) + 26311X3 X, (X1,1)
Donde C1(X;,t) y Ca(X;,t) son dos funciones a determinar y @(X,) es:
B(X,) = / W(Xa) dX; (3.16)

De la integral indefinida de la ecuacién anterior surge una constante de integracién que es
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Figura 3.2: Coordenadas del electrodo superior e inferior del transductor piezocerdamico.

absorbida por las funciones C(X;,t) y Co(X;,t). Para calcular estas funciones se construye un
sistema de dos ecuaciones algebraicas con dos incognitas a partir de las condiciones de contorno

que se definen teniendo en cuenta la intensidad del potencial eléctrico sobre los electrodos:
Spk(Xomlilc X?nt) - (plf(t) ’ Sok(Xom% X37t) - Solg(t)? (317)

donde ,1€X3 y ng denotan las coordenadas, en el sistema (X7, X2, X3), del electrodo superior e
inferior del transductor tal como se observa en la Figura 3.2. Una vez obtenidas las funciones

C1(X;,t) y Ca( X, t) se sustituyen en la ecuacién (3.15) resultando:
Sok(Xi’ t) = SO;C(XI% t) + @?(Xi’ t)v (3'18)
donde @f(Xg, t) denota al término lineal del potencial y su expresion estd dada por:

X3 -2 X 1Xs — X
k k 3 3 k 3 3
o1 (Xs, 1) = @i (1) == + gy ()= —— (3.19)
23 23
Claramente, de la ecuacién anterior se observa que cpf(Xg, t) sélo depende de la coordenada X3
y presenta una variacién lineal en la direccién del espesor. Por su parte, gof(Xi, t) es el término

que representa el potencial inducido y estd dado por:

00 0?U3 %0
@i (X, t) (X3) 63118X1( 1,t) + e113 8X§( 1,t) + 28X12< 1,t) +
90, ~ 1 2
_ 2
+ (X0 4 B o)t + & (Xak Xa) (X -1 X) + (3.20)
- 0260,
+ w (X2al2c X3) (11€X3 - X3)} @(Xl,t)’
donde,
- _1 - - _2 “
Ay = ot R Sy o 321)
2€5, €33ty

Se puede observar de (3.20) que el término inducido del campo eléctrico es una funcién de las

derivadas de las variables cinematicas que describen la configuracién de la viga. A su vez, muestra



3.3. Clircuito eléctrico para recolectar energia o7

una dependencia lineal y cuadratica con relacién a las coordenadas X5 y X3 respectivamente. Tal
como exponen Sulbhewar y Raveendranath, el termino inducido del potencial modifica la rigidez
de la estructura piezoeléctrica y en ocasiones es un término no despreciable, fundamentalmente
cuando el material piezoeléctrico es predominante en la configuracién estructural [108]. Sin
embargo, si el espesor del transductor ¢, es muy pequeno frente al resto de las dimensiones
de la seccién transversal los efectos del potencial inducido son minimos. De esta manera, la

funcién potencial se aproxima sélo con el término lineal:

1 X5 — X3

X3 -2 X3 k
74_ 9 tk

(X, t) ~ o] (X3,t) = @} (t) - o5 (t) (3.22)

Luego, para calcular el campo eléctrico se reemplaza las ecuaciones (3.19) y (3.20) en la (3.18)
y, luego esta tltima en (3.10). De ello se obtiene que la componente E¥(X;,t) del vector campo
eléctrico es:

U3

k k
Koy oo A1) —e3(t)  0A 06
E3(X;,t) = m X, (X3) < eis X, (X1,t) + X (X1,t) +

8291 302 &,u 1
_ bt — . 2
+ XQ@X% (Xl,t)] +€3118X1 (Xl,t)} B [tkan (Xo) —@ <X27k Xs) +  (3.23)
. 0260,
+ w <X2,z X3)} aing(Xl,t)

Si se desprecia el término inducido, la inica componente no nula del campo eléctrico resulta,
k k
Pi(t) — st
B (X, = -2, (324

la cual muestra que el campo eléctrico es constante. Nétese que la resta ¥ (t) — () define la
diferencia de potencial o voltaje entre los electrodos del transductor. Por tltimo, para expresar
al campo eléctrico en el sistema de referencia global se aplica la ley de transformacién o cambio
de base de una cantidad vectorial sobre la ecuacién (3.10), lo que implica premultiplicar a
E;(X;,t) por A.. De ello se tiene:

Gix. 1) — (X, b kx|
E{(X;,1) = B5(X;,t) Ac By = A0 0 E§(X..0)] (3.25)

En la literatura, la mayoria de los autores utilizan al voltaje o a la carga eléctrica como
coordenada generalizada pero, por conveniencia, en este trabajo el comportamiento eléctrico se

describird a partir de los potenciales de cada electrodo [40, 57, 115].

3.3 Circuito eléctrico para recolectar energia

De las bases de la mecanica de sélidos es bien conocido que si un cuerpo elastico ideal se

encuentra sometido a un sistema de cargas externas éste experimenta un cambio en su geometria.
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A medida que se produce la deformacién del cuerpo, las fuerzas internas efectiian un trabajo a
través de sus desplazamientos hasta alcanzar la configuracién final. Cuando las cargas externas
desaparecen, y admitiendo la posibilidad de un retorno lento a su configuracién indeformada,
el cuerpo deberia ser capaz de devolver el trabajo efectuado por las fuerzas externas. Esta
capacidad que tienen los esfuerzos internos de realizar trabajo en un cuerpo elastico deformado
se atribuye a la energfa interna de deformacién [124]. Lo anterior supone que la trayectoria
de carga-desplazamiento seguida por el cuerpo durante el proceso de carga y descarga es la
misma. A su vez, si se admite la presencia de transductores piezoeléctricos embebidos en
el cuerpo elastico, el trabajo desarrollado por el sistema externo de cargas se manifiesta en
forma de energia interna de deformaciéon y de energia eléctrica. Esta ultima se adjudica al
efecto piezoeléctrico directo ya que éste permite la conversion parcial del trabajo externo en
energia eléctrica, la cual se almacena en forma de campo eléctrico y se exterioriza a través de
una diferencia de potencial entre los electrodos de los transductores. Previo a la aplicaciéon
de las cargas el campo eléctrico entre los electrodos de los transductores es nulo (condicién
de cortocircuito) y luego de aplicar las cargas el campo eléctrico adopta un valor constante
(condicién de circuito abierto). Debido a la alteracién de las condiciones de borde eléctricas,
el comportamiento mecanico del material piezoeléctrico durante el proceso de descarga se
modifica [37]. Cuando las cargas externas desaparecen, la energfa almacenada en el transductor
en forma de energia de deformacién y energia eléctrica permiten que el cuerpo elastico recupere
su configuracién inicial debido al efecto piezoeléctrico inverso. En base a lo expuesto, se infiere
que si este proceso se repite en el tiempo y si se pretende transformar parte del trabajo externo
en energia eléctrica utilizable se puede conectar un circuito eléctrico entre los electrodos de los
transductores para recolectar o cosechar esta energia.

En las Figuras 3.3 y 3.4 se presenta la seccién transversal de la viga junto al circuito
eléctrico propuesto, el cual corresponde a un circuito RLC compuesto por tres elementos
pasivos: un resistor eléctrico R, un inductor L y un capacitor C' conectados entre los terminales
del conjunto que forman los n; transductores piezoceramicos. Si bien la cantidad de circuitos
distribuidos en la seccién transversal puede ser arbitraria, a los fines descriptivos se supone
la existencia de uno sélo. No obstante, es importante mencionar que se asume independencia
eléctrica entre ellos, es decir, las ecuaciones que gobiernan a cada circuito no estan acopladas
con las ecuaciones que rigen a los restantes. A su vez, observando las dos figuras mencionadas se
distinguen dos tipos de conexiones posibles: entre transductores y entre componentes eléctricos.
Al respecto, es factible una conexién en serie C's o en paralelo Cp entre los transductores y
una conexién en serie Cg o en paralelo C'p entre los componentes eléctricos, lo que origina
cuatro posibles alternativas de conexién. A pesar de ello, por simplicidad se consideraran dos
de estas alterativas, las cuales surgen de limitar la conexién entre los componentes del circuito
RLC a una configuracién en paralelo y admitir que los transductores se dispongan en serie o

en paralelo.
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Figura 3.3: Circuito RLC embebido en la seccién transversal: conexién en serie entre el
conjunto de transductores y conexién en serie o en paralelo entre los componentes eléctricos.
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Figura 3.4: Circuito RLC embebido en la seccién transversal: conexién en paralelo entre el
conjunto de transductores y conexion en serie o en paralelo entre los componentes eléctricos.
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Antes de detallar las conexiones entre transductores, un aspecto que merece ser comentado
es la orientacién de los piezocerdmicos en la seccidn transversal, lo cual se especifica en términos
de la orientacién del sistema de referencia (X%, X3, X4) de cada transductor con respecto al
sistema de referencia (X7, X2, X3) de la seccién. En este trabajo se admiten simultdneamente
dos posibilidades: 7) traslaciéon de un sistema respecto al otro; i) rotacién del transductor
alrededor del eje de la viga (X;) un dngulo igual a 180 grados. A los fines précticos, la segunda
alternativa implica una rotacion del vector campo eléctrico del transductor, tal como se muestra

en la Figura 3.5.

Ve B, TXg

X} «—! — X}

Y
Xi l Bi | =
Xo

Figura 3.5: Orientacién del sistema de referencia (X%, X4, X4) respecto al (X1, Xo, X3).

3.3.1 Conexion entre transductores piezoceramicos

Los n; transductores piezoceramicos de la Figura 3.3 pueden estar conectados en serie o en
paralelo pero no se admite una conexién mixta, es decir, que algunos de ellos estén en serie
y el resto en paralelo. La vinculacién ocurre a nivel de sus electrodos y se materializa por
medio de un elemento conductor cuya resistencia eléctrica se considera despreciable. Para
detallar ambos tipos de conexién se supone, sin pérdida de generalidad, que el sistema de
referencia (X}, X4, X4) de cada transductor s6lo presenta una traslacién en relacién al sistema

de referencia de la seccién (X1, Xo, X3).

3.3.1.1 Transductores en serie

En la Figura 3.6a se detalla la conexién en serie entre los ns transductores. Este tipo de conexion
implica que, por ejemplo, el electrodo superior ¢t () del transductor i se conecte con el electrodo
inferior gpé‘l(t) del transductor i — 1 y, el electrodo inferior ¢4 (¢) del transductor i se conecte
con el electrodo superior goifrl(t) del transductor i+ 1. A su vez, los potenciales de los electrodos
extremos, que constituyen los terminales del conjunto de transductores, se denotan por ¢1(t) y

©n,+1(t) y, satisfacen:

p1(t) = ¢i(t) , on1(t) = 5" (1) (3.26)

Por otra parte, previo a la conexién el nimero de potenciales requeridos para caracterizar

al conjunto es igual a 2n;. Sin embargo, teniendo en cuenta que los electrodos se vinculan entre
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Figura 3.6: (a) Transductores piezoceramicos en serie. (b) Representacion equivalente de la
conexién en serie en el dominio eléctrico usando una fuente de corriente o una fuente de voltaje
junto a un capacitor por cada transductor.

si por medio de un elemento de resistencia despreciable, el nimero de potenciales necesarios
para describir a este tipo de conexion se reduce a N,, = ns+ 1. Esto obedece a que dos electrodos
consecutivos pertenecientes a diferentes transductores se encuentran al mismo potencial, los
cuales se denotaran sin supraindice por medio de ¢;(t) con i = 2, ..., ny, tal como se presenta
en la Figura 3.6. Por simplicidad, los potenciales necesarios para describir a esta conexion se
agrupan en un vector @, (t) € RN*! que se denomina vector de potenciales, donde el subindice
s se refiere a la conexion en serie entre transductores. El primer componente del vector es o1 (t) y
el ultimo de ellos es ¢y, +1(t), mientras que el resto de los potenciales se ubican consecutivamente

entre estos dos, es decir:

0. ()= [o1(t) ea(t) @s(t)  ena(t) () tpm+1(t)r (3.27)

Para definir a la diferencia de potencial o voltaje entre los electrodos de cada transductor en
términos del vector de potenciales ¢ (t) se introduce un nuevo vector que se denomina vector
de compatibilidad de potenciales. En este sentido, para el k-ésimo transductor este vector se

denota por B, € Z™Nv y se lo construye de tal manera que el producto,

PL(t) = ¢5(t) = 1By, (t) (3.28)
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sea igual a la diferencia de potencial ©§(t) — 5(¢).

En correspondencia con lo publicado en la literatura, un transductor piezoceramico se
puede modelar, en el dominio eléctrico, a través de una fuente de corriente con un capacitor
conectado en paralelo o, alternativamente, por medio de una fuente de voltaje con el capacitor
dispuesto en serie [43]. En general, la intensidad de las fuentes eléctricas es variable con el
tiempo y, en el &mbito de la cosecha de energia, su magnitud estd estrechamente relacionada con
la deformacién mecéanica del transductor, en tanto que el capacitor contempla la capacitancia
inherente al transductor. De acuerdo a la Figura 3.6b la fuente de corriente asociada al k-ésimo
transductor se denota por I (t) y la fuente de voltaje por Vi(t). Por su parte, la capacitancia
inherente al k-ésimo transductor se indica por Cj y se determina empleando la siguiente

expresion:
l g
Ck- = ;633[4()]@ (329)
k

Puede notarse que un elemento similar al de la Figura 3.1a constituye un capacitor de placas

paralelas con el piezoceramico actuando de dieléctrico.

3.3.1.2 Transductores en paralelo

En la Figura 3.7a se esquematiza la conexién en paralelo. En este caso, los electrodos superiores
de todos los transductores se conectan entre si, lo mismo sucede con los electrodos inferiores. Lo
expuesto significa que, por ejemplo, el electrodo superior ¢ (¢) del transductor i se vincula con
los electrodos superiores ! ' (t) v ¢ T () de los transductores i — 1 e i + 1, respectivamente.
Anélogamente, el electrodo inferior 4 (t) del transductor i se conecta con los electrodos inferiores
O () y p5(t) de los transductores i — 1 e i + 1, respectivamente. Ademas, los potenciales

de los electrodos extremos, que también constituyen los terminales del conjunto, se denotan

por ¢1(t) v w2(t) y satisfacen:

()= ="' (1) = $"(t)

1 2
' ! X (3.30)
pa(t) = pa(t) = p3(t) = --- = 5" (t) = @5 (1)

Lo explicitado implica que el potencial de todos los electrodos superiores son los mismos e
iguales ¢1(t) y que el potencial de todos los electrodos inferiores son idénticos e iguales a
2(t). Consecuentemente, el nimero de potenciales necesarios para describir a una conexién en
paralelo es igual a IV, = 2. En base a lo expuesto, para esta conexion el vector de potenciales
se denota por ¢, (t) € RNv*1 " donde el subindice p refiere a la conexién en paralelo entre los

transductores, y estda dado por:

et = [e1(t) wat)] (3:31)
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Terminal superior
T o1 (t) e1(t) Pa(t)
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0 E E . r (t)kb e () Co _| I_ ) Vi(t)

Al : ,
o, O (1HOT
A e 1 o e
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Terminal inferior (a) o—@—o I, (t) (b)

Figura 3.7: (a) Transductores piezoceramicos en paralelo. (b) Representacion equivalente de
la conexién en paralelo en el dominio eléctrico usando una fuente de corriente o una fuente de
voltaje junto a un capacitor para cada transductor.

De manera similar a la conexion en serie, se introduce el vector de compatibilidad de potenciales
B]; € Z*Nv que, para este tipo de conexién, es tinico e idéntico para todos los transductores.

En base a lo anterior, la diferencia de potencial para el k-ésimo transductor se expresa como:
oF(t) — k) = kBpp,(t) con By, =B, Vk=1,2,...m (3.32)

De acuerdo a la Figura 3.7b, cada uno de los n; transductores en paralelo se modela en
el dominio eléctrico por medio de una fuente de corriente I (t) con un capacitor en paralelo
cuya capacitancia inherente es Cf, o equivalentemente a través de una fuente de voltaje Vi(t)
con el capacitor dispuesto en serie. De modo similar a la conexién en serie, la intensidad de las
fuentes eléctricas esta estrechamente relacionada con la deformacién mecanica que producen
las cargas externas sobre los transductores. Al mismo tiempo, la capacitancia C} se calcula por

medio de la ecuacién (3.29).

3.3.2 Circuito RLC en paralelo

En esta subseccion, se derivan, siguiendo un enfoque eléctrico, las ecuaciones que gobiernan

a un circuito RLC con sus componentes dispuestos en paralelo. Estas ecuaciones se expresan
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I(t)

I(t)

Prs+1 (t)

Figura 3.8: Circuito RLC' en paralelo con los transductores conectados en serie.

en funcién del vector de potenciales @;(t) y admiten dos alternativas de conexién entre
transductores: en serie, j = s, o en paralelo, 7 = p. En el desarrollo que se expone, las ecuaciones
no contemplan la interaccién existente entre el dominio eléctrico y el dominio mecénico sino que
describen a los circuitos desde una perspectiva eléctrica. Su acoplamiento con las ecuaciones que
gobiernan la dindmica de la viga se abordard mas adelante cuando se obtengan las ecuaciones
de movimiento de un elemento finito de viga piezoeléctrica. El objetivo de este desarrollo es
complementar y mejorar la comprensién de las ecuaciones rectoras que se derivan en el préximo

capitulo.

3.3.2.1 Circuito RLC con transductores en serie

En la Figura 3.8 se presenta un circuito RLC' con sus componentes eléctricos pasivos dispuestos
en paralelo y conectados entre los terminales del conjunto formado por los n; transductores.
Tal como se observa, los piezoceramicos se conectan en serie y cada uno de ellos se idealiza por
medio de una fuente de corriente I(t) con un capacitor Cj en paralelo. Se considera que cada
componente pasivo del circuito posee un comportamiento lineal y, debido al tipo de conexioén,
los terminales de los tres componentes estan sometidos a la misma diferencia de potencial.
Las ecuaciones que gobiernan a la red eléctrica de la Figura 3.8 se determinan efectuando
un balance de corrientes sobre cada uno de los nodos del circuito, los cuales han sido numerados

de 1 a ny + 1. Desarrollando la expresién de balance para los nodos extremos, 1 y n; + 1, se
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obtiene:

Cr[p1(t) — @] + Ls(t) = Li(t),

(3.33)
Cn, [SbntJrl(t) — ¥n, (t)] - Is(t) = —1Iy, (t)a

donde la intensidad de corriente I4(t) es igual a la suma algebraica de las corrientes que
atraviesan al resistor, al inductor y al capacitor. Esta corriente I4(t) se determina a partir de
las relaciones constitutivas (véase Apéndice 3.A) de cada uno de los componentes pasivos y de

la diferencia de potencial entre sus terminales:

1

1) = 5110 = om0+ CTo1(0) = prent @1+ 1 [ 1o1(7) = pna Dl dr (334

Si se deriva respecto al tiempo a las ecuaciones de balance dadas por (3.33) y a la expresion

(3.34) y luego se reemplaza esta ultima en la primera de ellas resulta:

C1 [1(8) = B2(0)] + C[61(6) = Bmea (O] + 1 [10) — fna (O] + 7 1 (6) -

— @ner1(t)] = L(t)
Cre [Bres1(8) = $ (0] + C [Brsa(t) = 510] + 5 [Bsa8) = 1(0)] + 7 Lomera ()

— @1(t)] = ~In, (),

(3.35)

donde la notacién,

i()Z(')(t) de()Z(")(t) (3.36)
dt T di? ’
se utiliza para indicar derivadas temporales. Adicionalmente, las dos expresiones presentadas en
(3.35) deben complementarse con las n; — 1 ecuaciones de balance correspondientes a los nodos
intermedios, las cuales surgen de plantear equilibrio de corrientes en dichos nodos y derivar
respecto al tiempo cada una de las ecuaciones resultantes. A modo de ejemplo, para los nodos

2 y n; se tiene,

—Cy [@1(t) — Ba(t)] + Ca [Ba(t) — ¢3(t)] = La(t) — L1 (1), (3.37)
_Cnt_l [Sbnt—l(t) — Png (t)] + Cnt [‘Pnt (t) - anﬁ-l(t)] = jﬂt (t) - jnt—l(t)v

mientras que este balance para un nodo genérico k situado entre el nodo 2 y el n; se expresa

por:
—Cro1 [Br-1(t) = @r(t)] + Cr [Br(t) — Gre1(t)] = Ip(t) — Ip—1(2) (3.38)

Un analisis de las ecuaciones (3.35) a (3.38) permite inferir que constituyen un sistema de n; + 1

ecuaciones diferenciales ordinarias que estan acopladas en términos de los potenciales eléctricos.
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Por simplicidad, este sistema se puede reescribir en notacién matricial de la siguiente manera:

Cs @,(t) + Ry @,(t) + L (1) = L(8), (3-39)

donde las matrices de resistencia Ry € RN*Nv  de inductancia L, € RN*Ne y de capacitancia
C, € RNo*No g6 definen por:

1 1 ot
R, = BSTR B,, L, = B{Z B,, C,=BIC B, + Y ;BlCy B, (3.40)

k=1
En este caso, B, € Z'*™v es el vector de compatibilidad de los componentes pasivos. Ademds,
se puede percibir que la sumatoria de la ecuacién anterior representa a la capacitancia inherente

del conjunto de transductores. Por su parte, el vector lado derecho I (t) € RNvX1 eg,

i) = [1) B0 ~h() - L) L)~ 0] (3.41)

y esta compuesto por las derivadas temporales de las fuentes de corriente. El subindice s
que contienen las matrices y vectores introducidos con anterioridad refiere a una conexién en
serie entre transductores. Por otra parte, es importante destacar que en esta instancia de la
formulacién se desconoce el comportamiento temporal de las fuentes de corrientes, ya que éste
proviene de la interacciéon o acoplamiento entre el dominio eléctrico y el mecanico.

El sistema de ecuaciones diferenciales expuesto en la ecuacion (3.39) debe complementarse
con las condiciones de borde ya que caso contrario la solucién no es tnica. Esto se atribuye a
que la intensidad de corriente que atraviesa a cada uno de los componentes eléctricos pasivos
no depende de la magnitud que adopta cada potencial sino de la diferencia de potencial entre
sus terminales. En consecuencia, para garantizar la unicidad de la solucion se debe eliminar la
singularidad que existe en las matrices de (3.39). Esto se puede conseguir adoptando a uno de
los potenciales como referencia y fijando su valor. En este sentido, observando la Figura 3.8
resulta oportuno seleccionar como potencial de referencia al potencial inferior del transductor

n; tal que:

Sont—i-l(t) = ¢”t+1(t) = ()bm—i-l(t) =0,Vt>0 (342)

Consecuentemente, la condicién dada en (3.42) reduce el orden del sistema (3.39) de n;+ 1 a ny.

Ademaés, el sistema debe satisfacer un conjunto de condiciones iniciales para t = ¢ty dadas por:

@i(to) = @), @i(to) = @) para i=1,..,m; y tog=0 (3.43)

Por otra parte, a los fines practicos, aplicar la condicién (3.42) sobre (3.39) implica eliminar
filas y columnas en las matrices y en los vectores definidos en (3.40) y (3.41). Estas filas y

columnas estan asociadas al potencial de referencia y a sus derivadas temporales.
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Finalmente, se pone de manifiesto que la energia cosechada se puede cuantificar a partir
de la disipacion eléctrica que tiene lugar en el resistor. En este sentido, la potencia disipada se

obtiene sustituyendo la corriente que atraviesa a este componente en la ecuacién (3.A.2):

P(t) = = [010) ~ on a0 = 3 a0 (3.4

3.3.2.2 Circuito RLC con transductores en paralelo

En la Figura 3.9 se esquematiza el circuito RLC' formado por tres componentes eléctricos en
paralelo y por n; transductores dispuestos en paralelo. Similarmente al circuito anterior, los
piezoceramicos se idealizan por medio de una fuente de corriente Ix(¢) junto a un capacitor Cy
en paralelo. Los componentes pasivos del circuito se describen mediante relaciones constitutivas
lineales y la diferencia de potencial entre sus terminales es idéntica para los tres.

El comportamiento de la red eléctrica de la Figura 3.9 estd gobernado por un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que puede ser derivado partiendo de una expresién de
balance. La corriente I,(t) es igual a la diferencia entre la suma de las intensidades de las
fuentes Ii(t) y la suma de las corrientes que atraviesan a cada uno de los capacitores C, esto

L) =3 Lt) = 3 Crlen(t) — ¢alt)] (3.45)
k=1 k=1

Al mismo tiempo, la corriente I,(t) también es igual a la suma de las corrientes que circulan
por cada componente pasivo. Considerando las relaciones constitutivas de los componentes

(véase Apéndice 3.A) se tiene:

1 . . 1/t
L(6) = 5 1) = 2] + CLe1 (0 = 2O + 7 [ [a(r) = alrl] T (3.40)
Sustituyendo la ecuacién (3.46) en (3.45) y derivando respecto al tiempo la expresion resultante
se obtiene:
i . . 1 1 Ay
(C +> C’k> [1(t) — P2(t)] + = [1(t) — P2()] + I [o1(t) — ()] = D In(t) (347
k=1 k=1

La ecuacién anterior constituye un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas en términos

de los potenciales que se puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

Cp @,(t) + Ry @,(t) + L, 0, (1) = L, (1), (3.48)

donde la matriz de resistencia R, € R?*2, de inductancia L, € R?*? y de capacitancia
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Figura 3.9: Circuito RLC en paralelo con los transductores conectados en paralelo.

C, € R?*2 estdn dadas por:

1 1 o
R, = BZE B,, L,= BZZ B,. C,=B/CB,+ > B/CB, (3.49)
k=1

Por su parte, el vector lado derecho I,(t) € R?*! es,
, 2 [ T(
L(t) = [ ) ] : (3.50)

y estd compuesto por la derivada temporal de las fuentes de corriente. En este caso el subindice
p en las matrices y en los vectores refiere a una conexién en paralelo entre transductores.

De manera similar a lo expuesto en la subseccién previa, para obtener una solucién tinica
del sistema de ecuaciones diferenciales se requiere eliminar la singularidad presente en (3.48).
Esto se consigue adoptando a uno de los dos potenciales como referencia y especificando su

valor. En este sentido, observando la Figura 3.9 se propone,
P2(t) = a(t) = Po(t) =0, Vt >0, (3.51)

es decir, el potencial inferior de cada transductor se adopta como referencia. De esta manera, el
circuito de la Figura 3.9 queda caracterizado mediante una tinica ecuacion diferencial expresada

en términos del potencial 1 (t). A su vez, la ecuacion (3.48) debe satisfacer la siguiente condicién



3.3. Clircuito eléctrico para recolectar energia 69

inicial para t = ty,

p1(to) = ¢ , ¢1(to) = ¢ para to=0 (3.52)

Por dltimo, la potencia disipada por el resistor se calcula mediante la ecuacion (3.44).



Apéndices

3.A Relaciones constitutivas de los componentes eléctricos

pasivos

Poniendo en consideraciéon a la Figura 3.3 se observa que los tres componentes que integran el
circuito eléctrico son elementos de pardmetro concentrado y de caracteristicas pasivas ya que
no introducen energia en el sistema. En lo que sigue, se exponen las ecuaciones constitutivas de

cada uno de ellos.

3.A.1 Resistor

El resistor es un componente de dos terminales que limita el flujo de corriente en un circuito
transformando energia eléctrica en energia térmica. Cuando una corriente de intensidad i(t)
circula por este elemento se produce una caida de potencial o voltaje v(t) entre sus terminales.

Para una relacién constitutiva lineal la magnitud del voltaje se puede determinar por [102]:
v(t) = Ri(t) (3.A.1)

Esta expresion, denominada ley de Ohm, establece que la caida de potencial entre los terminales
del resistor es directamente proporcional a la intensidad de corriente, donde la constante de
proporcionalidad es la resistencia R. La energia que disipa el resistor por unidad de tiempo o la

potencia eléctrica instantdnea P(t) se determina por medio de:
P(t) = i(t)v(t) = Ri*(t) (3.A.2)

3.A.2 Capacitor

El capacitor es un componente pasivo compuesto por dos terminales que almacena energia en
un campo eléctrico. La corriente i(t) que circula por este elemento lo hace desde el electrodo

con carga eléctrica positiva hacia el electrodo con carga eléctrica negativa y se define por:

i(t) = %q(t) (3.A.3)

70
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> () » q(t)

Figura 3.A.1: Interpretacion grafica de We(t) y de W (t) para un capacitor cuya relacién
constitutiva es: (a) no lineal; (b) lineal.

La ecuacion constitutiva de este elemento relaciona la carga eléctrica ¢(¢) acumulada en sus
electrodos con la diferencia de potencial o voltaje v(t) entre sus terminales, pudiendo ser
expresada como v = f(q) o ¢ = f(v). La descripcién de este elemento se puede especificar en
términos de un par de funciones de estado complementarias W, (t) y W) (t). La energia eléctrica
We(t) almacenada en el capacitor se puede definir como el trabajo efectuado para cargar el
capacitor desde un estado de referencia hasta un estado con carga ¢(t). Este trabajo se computa

considerando la relacion v = f(q) y (3.A.3):

¢ (t)
W, (t) = /0 o(7)i(r)dr = /0 " (t)da, (3.A.4)

donde 7 es una variable auxiliar utilizada para realizar la integral. Una interpretacion grafica
de la ecuacién (3.A.4) se representa por medio del area sombreada bajo la curva de la Figura
3.A.1a. La coenergia eléctrica W/ (¢) es una cantidad no fisica que presenta utilidad en el estudio
de sistemas electromecéanicos que almacenan o transforman energia. Se relaciona con la energia

eléctrica por medio de la transformada de Legendre [61]:
. q(t)
WE(D) = alt)o(t) = Welt) = a((®) — [ v(t)dg (3.A.5)
La coenergia también se puede definir utilizando la relaciéon ¢ = f(v) como:

v(t)
W(t) = /O g(t)do (3.A.6)

La expresion anterior se representa graficamente por el drea sombreada en la regién superior a

la curva de la Figura 3.A.la. La mayoria de estos componentes presenta un comportamiento
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> (1) > (1)

Figura 3.A.2: Interpretacién grafica de W, (t) y de W} (t) para un inductor cuya relacién
constitutiva es: (a) no lineal; (b) lineal.

lineal, es decir, la carga eléctrica en el capacitor es directamente proporcional al voltaje aplicado
por medio de la capacitancia C. Por lo tanto, la relacién constitutiva lineal queda definida por
[102]:

q(t) = Co(t) (3.A.7)

A partir de la constitutiva lineal se determina la energia y la coenergia eléctrica empleando
(3.A4) y (3.A.5):

_1¢

W) = 5 L(0) , W) = %CUQ(t) (3.A.8)

Para una constitutiva de las caracteristicas de (3.A.3) se puede mostrar que We(t) y WZ(t) son
idénticas [100].

3.A.3 Inductor

El inductor es un componente de dos terminales cuyo desempeno se puede estudiar en funciéon de
la intensidad de corriente i(t), del flujo magnético A(t) y del voltaje v(t) entre sus terminales. Su
ecuacion constitutiva relaciona la corriente i(¢) con el flujo magnético A(t) y se puede expresar
por i = f(A) o A = f(i). El voltaje v(t) desarrollado entre los terminales del inductor es igual a

la derivada temporal del flujo magnético segin lo expuesto por la ley de Faraday:

ot) = %)\(t) (3.A.9)
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De manera similar al capacitor, la descripcién del inductor se puede especificar en términos
de dos funciones de estado complementarias Wy, (t) y W} (¢). La energia magnética Wy, (t)
almacenada en un inductor ideal es igual al trabajo efectuado sobre el inductor cuando su
estado magnético varia desde una condicién de flujo magnético nulo a un estado con flujo
magnético A(t). Esto se puede expresar considerando (3.A.9) como:

)

Win(t) = /0 Co(n)i(r) dr = / i(£)dA (3.A.10)

0

La expresion anterior se esquematiza por medio del area debajo de la curva de la Figura
3.A.2a. La coenergia magnética W} (¢) es una cantidad que tiene las mismas unidades que
Win(t) pero carece de sentido fisico. Al igual que W (t) es de utilidad en el estudio de sistemas
electromecanicos que transforman energia de un tipo a otro. Su definicién se obtiene aplicando

la transformada de Legendre [61]:
At)
W (1) = A(R)i(t) — Win(t) = AD)i(t) — / i(£)d (3.A.11)
0
La coenergia magnética también se puede obtener utilizando la relaciéon constitutiva A = f(7):
i(t)
W (1) = / A(t)di (3.A.12)
0

La representacién grafica de W (t) viene dada por el area sombreada sobre la curva de la
Figura 3.A.2a. En general, la mayoria de los inductores exhiben un comportamiento lineal dado

por:
A1) = Li(t), (3.A.13)

es decir, el flujo magnético es directamente proporcional a la intensidad de corriente, donde la
inductancia L es la constante de proporcionalidad. Sustituyendo (3.A.13) en (3.A.10) y (3.A.11)

se obtiene la energia y la coenergia magnética para un inductor lineal:

1A

Wnlt) = 5 7 (6), Wi (1) = %LZQ(t) (3.A.14)

Se puede mostrar que Wy, (t) y W son idénticas para una relacién constitutiva lineal [100].



CAPITULO

Modelo electroelastico

En el presente capitulo se describe el procedimiento seguido en la obtencion de las ecuaciones que
gobiernan a un elemento finito de viga piezoeléctrica. El desarrollo que se expone a continuacion
se restringe a una viga compuesta por un circuito eléctrico RLC con sus componentes pasivos
conectados en paralelo, pero se admite la posibilidad de ambos tipos de conexién, serie o
paralelo, entre el conjunto de transductores piezoceramicos.

El capitulo se organiza de la siguiente manera: inicialmente se definen, sobre el dominio de
la viga, las medidas energéticas que forman parte de la funciéon Lagrangiana del modelo. Luego,
se determinan las variaciones de estas medidas y se calcula el trabajo virtual no conservativo
desarrollado por las fuerzas externas y por los componentes eléctricos pasivos. A continuacion,
se discretiza el dominio de la viga por medio del método de elementos finitos y se aproximan
los campos continuos sobre un subdominio elemental genérico. Posteriormente, haciendo uso
de estos campos aproximados, se restringen las variaciones de las medidas energéticas y el
trabajo virtual no conservativo al dominio elemental. En base a esto iltimo, se determinan las
ecuaciones rectoras para un elemento finito aplicando el principio de Hamilton.

Complementariamente, en el Apéndice del capitulo se introduce el principio de Hamilton

para sistemas electromecanicos.

4.1 Medidas energéticas

A continuacién, se definen las medidas energéticas que conforman el Lagrangiano del modelo sin
pormenorizar sus expresiones. Bajo la consideracién de que los componentes del circuito estan
conectados en paralelo, se deduce que la variable eléctrica comun a todos ellos es la diferencia de
potencial. En consecuencia, es conveniente adoptar al potencial eléctrico ¢(t) como coordenada

generalizada para evaluar el comportamiento eléctrico del sistema. Por lo tanto, el Lagrangiano
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del modelo estd dado por la ecuacién (4.A.12) y su variacion es:
0L = 6T — 6U — W, + W (4.1)

Mayores detalles sobre las funciones energéticas que componen el Lagrangiano se encuentran en
el Apéndice 4.A.

4.1.1 Energia cinética

La energia cinética T' de la viga piezoeléctrica se define por:

7= [ () (X0 1) V(X 8] By, (4.2)

donde By denota al volumen del cuerpo, p(X;) a la densidad mésica y v(X;,t) al vector velocidad
absoluta de un punto arbitrario de la viga, el cual resulta de calcular la derivada con respecto

al tiempo del campo de desplazamiento:

d dU, de . d [0 R

Xi,t) = =U(X;,t) = — (X1,t) + — (X1, ) XoEa + — |z (X Xqo)E 4.3

V(X t) = LU 0) = P01 + (00X + 5 [ 57-00) | w(X)Br (13

Reemplazando la expresién (4.3) en (4.2) se obtiene la energfa cinética del modelo. Asimismo,
usando la notacién vector columna, la ecuacién (4.2) también se puede escribir como:

T= /B V(X t) plX0) V(X ) dBo (4.4)

4.1.2 Energia interna

La energia interna U asociada a la viga piezoeléctrica se define por:

1
U=- [ S:Eu(X;t) dBo, (4.5)
2 JB,
donde S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff y E,;(X;,t) denota al tensor de
deformaciones de Von Kérman definido en la ecuacién (2.56). Sustituyendo en la expresién

anterior la relacion constitutiva asociada a las tensiones dada por la ecuacién (2.81) se obtiene:

U= % C:Ep(Xi,1) — e - E(X,,1)| - Br(Xi,1) dBy (4.6)
Bo

Luego de distribuir la doble contraccién tensorial en ambos miembros de la integral, la energia

interna se puede descomponer en los siguientes dos términos:

U=U, - Uen, (4.7)
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donde U, es la energia elastica de deformacién y Uey, la energia mutua o electromecanica. Sus

expresiones estan dadas por:

1
U. = 7/ [C: Eun(Xi, 1)] : Bor(Xi,t) dBy,
2 Jg,
; (4.8)
Uem =5 [ [e7 B(Xi,1)| : Bu(Xi,1) dBo
2 JB,

A su vez, se observa que la energia electromecédnica se expresa a través de una integracién sobre
el dominio completo By de la viga. Sin embargo, las tinicas regiones que contribuyen con esta
integral son las ocupadas por los transductores piezoceramicos. Por lo tanto, la integral sobre
By se reemplaza por una suma de integrales sobre los dominios B(’)“. En base a ello, U, se puede

calcular mediante:
= 1 T k
Uem = ,;12/35 le” - Bi(Xi,1)] : Bur(Xi, 1) dBf (4.9)

Adicionalmente, es importante destacar que el acoplamiento entre el dominio elastico y el
dominio eléctrico tiene su origen en la energia electromecanica. De forma alternativa, las
ecuaciones (4.8) y (4.9) pueden escribirse empleando la notacién de Mandel-Kelvin. Para este

fin se consideran las ecuaciones (2.58) y (2.87) resultando,

L[ & o o1 _
Ue = 3 Efk(Xi,t) C Eu,(Xi,t) dBo, Uemn = > 5/1c E](X;,t) e Ey(X;,t) dBY, (4.10)
Bo k=1 Bg

donde B’g denota el volumen ocupado por el k-ésimo transductor.

4.1.3 Energia magnética

La energia magnética W,, del modelo corresponde tinicamente a la energia que se almacena
en el campo magnético del inductor. En este sentido, teniendo en cuenta que la diferencia de
potencial entre los terminales de este componente es Ap(t) y considerando la ecuacién (3.A.14),

la energia magnética estd dada por:

t 1 t 2
A(t) = / Ap(r) dr |, Wiy = — [/ Ap(r) dT} , (4.11)
0 2L [Jo
donde 7 es una variable auxiliar utilizada en la integracién, L representa a la inductancia del
inductor y A(t) es el flujo magnético.
4.1.4 Coenergia eléctrica

La coenergia eléctrica W7 del modelo estd compuesta por dos partes, por un lado la coenergia

asociada a los n; transductores y, por otro lado, la coenergia asociada al capacitor externo.
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Esta ultima se determina observando el tipo de conexién entre componentes eléctricos y usando

la ecuacién (3.A.10). De acuerdo a lo mencionado, la coenergia esta dada por:
* o 1 k 1 2
Wr =305 [ DilXat) Ba(Xi,t) dBS + 5CAG(] (4.12)
i 2B 2

donde D(X;,t) y Ex(X;,t) denotan al desplazamiento eléctrico y al campo eléctrico del k-esimo
transductor, mientras que Ap(t) es la diferencia de potencial entre los terminales del capacitor.
Reemplazando la relacion constitutiva asociada al desplazamiento eléctrico dada por la ecuacion

(2.81) en la expresién anterior se obtiene:
nt
* 1 k 1 2
We=35 [ e BulXit) + g B(X0 1)) Eu(X0,0) dBS + 5C [Ap()]  (413)
k=1 0

Operando sobre (4.13) se la puede reescribir como,
We=W,, + Wi+ W7, (4.14)

donde W es la coenergia mutua o electromecanica, W la coenergia eléctrica inherente a los
transductores piezocerdmicos y W la coenergia eléctrica del capacitor externo. Sus expresiones

estan dadas por:

| 1
Wi =35 / o Bu(Xi, )] - By(Xi,0) dBf , W7 = 2C [Ap (1)
— B
’“,;11 ° (4.15)
Wi = f/ "ER(Xi,t) - By(X;,t) dBY
d ;2 Bt €F k( ) k( ) 0

A partir de la propiedad tensorial (C:B)-a= (C!.a):B, VacR? BeR3@R3y C ¢
R? @ R? ® R3, se puede reescribir a W, como:

* o~ L T . k
Wi =325 [, |67 B0 0] Bua(Xit) (4.16)

lo cual muestra que la energia electromecanica Uy, y la coenergia electromecanica W, son

idénticas. Ademds, haciendo uso de la notacién de Mandel-Kelvin las coenergias W¢,, y W se

pueden expresar de la siguiente manera:

Tt
* 1 R N
Win =235 " Ef (X;,t) @ Ep(X;,t) dBE,
k=1 0

Wi=2, */ E (Xi,t) ep Bx(Xi,t) dB§
=1 2B
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4.2 Variacién de las medidas energéticas y trabajo virtual no

conservativo

Las medidas energéticas presentadas anteriormente dependen en forma implicita de las variables
fundamentales, tanto cinematicas como eléctricas. De acuerdo a lo expuesto en capitulos previos,
el desplazamiento del eje de la viga Uy(X1,t) y la rotacién infinitesimal 6(X7,t) de la seccién
transversal constituyen los campos cineméticos fundamentales. A partir de ellos, la posicién
espacial de cada uno de los puntos materiales de la viga queda completamente caracterizada en
cada instante. Al mismo tiempo, los potenciales contenidos en el vector <pj(t) son las variables
eléctricas fundamentales del modelo y permite evaluar en cada instante el comportamiento de
la red eléctrica utilizada en la recoleccién de energia.

En esta subseccion se calculan las variaciones de las medidas energéticas introducidas
previamente y el trabajo virtual desarrollado por los elementos no conservativos del sistema. A
tal efecto, se adopta como punto de partida las expresiones energéticas escritas en notacién
de Mandel-Kelvin. Como se busca explicitar la dependencia de estas cantidades respecto a las
variables cinemdticas y eléctricas fundamentales, se denota al tensor de deformaciones B, (X, t)

y al vector campo eléctrico Ex(X;,t) del k-ésimo transductor como:

Eox(Xi,t) = B [Ul(X;, )] , Ep(Xi,t) = B {Ul(Xiyt)vB?‘Pj(t)} ; (4.18)
con Uj(X;,t) =U;[Up(X1,t),0(X1,t), Xo] |

En esta oportunidad, la dependencia de E(X;,t) respecto a la variable eléctrica implica algin
tipo de conexién entre transductores, lo cual se especifica por la matriz de compatibilidad B?f’ y
el vector ¢;(t), donde el subindice j refiere a una conexién en serie j = s o en paralelo j = p.
Por su parte, la diferencia de potencial entre los terminales de los componentes eléctricos de
pardmetro concentrado se puede explicitar de dos maneras diferentes. Por un lado, mediante
Ap(t) = ¢1(t) — pr(t), con k = ny + 1 si los transductores estdn en serie o k = 2 si estdn en
paralelo. Y, por otro lado, se puede emplear la matriz de compatibilidad B, asociada a los
componentes de la red y expresar esta diferencia de potencial por medio de Ap(t) = Bjp;(t).

Por dltimo, la variaciéon de (4.18) se indica de la siguiente manera:

(5Evk(Xi,t) = 5Evk [5U1(Xi,t)] N (5Ek(Xi,t) = (5Ek {(5U1(Xi,t),B?5(pj(t)} ( )
4.19
con 5Ul(X¢,t) =0U; [5U0(X1,t), 50(X1,t), Xa]

Este abuso de notacién tiene como finalidad dejar en claro cudles son las variables cinematicas

y eléctricas del sistema bajo estudio.
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4.2.1 Variacion de la energia cinética

La variacién de la energia cinética, denotada por §7T', se obtiene calculando la variaciéon de la
ecuacion (4.2):
1 1
0T = § : ,O(Xl) [5V(Xz, t) . V(Xz‘, t)] dBy + 5 . p(XZ) [V(XZ', t) - 5V(X7;, t)] dBy (420)
0 0
Aprovechando la conmutatividad del producto escalar y utilizando la notacién vector columna

la expresion anterior resulta,

0T = % p(X) [0V (Xi, t)v( Xy, 1) | dBo + % / p(Xi) [0V (X, )V (X5, 1)] dBo
Bo Bo
(4.21)
— [ sT(X 1) p(Xy) V(X t) dBy — / A SUT (X 1) p(X0) LUy(Xit) dBo,
Bo Bo dt dt

donde debido a la suposicién implicita de que el sistema es holonémico, se intercambid el

operador variacional con el operador derivada.

4.2.2 Variacién de la energia interna

La variacién de la energia interna, denotada por dU, se compone de dos términos: la variacion de
la energia eldstica 60U, y la variacién de la energia electromecanica (o mutua) §Usy,. Considerando

las ecuaciones (4.7) y (4.10) y calculando las variaciones correspondientes se tiene:
0U = 46U, — 6Ue, (4.22)
O6U, estd dado por:
1 -7 = = 1 =T S
8 = 5 [ SB(Xit) C Bu(Xi,t) dBy + 5 [ Ey(Xiit) C 0Bu(Xit) dBy  (4.23)
Bo BO

Teniendo en cuenta la simetria de los tensores involucrados la expresion anterior resulta:
5U, = / SEL (Xi,1) C Byp(Xy,t) dBo (4.24)
Bo

Por su parte, U, esta dado por:
nt 1 _ nt 1 _
Uen =3 5 [ BE(Xis1) & Bun(Xist) aBf+ 30 5 [ BE(Xi0) & 0Bua(Xit) dBS (4.25)
k=1 0 k=1 0

A su vez, poniendo en consideracién la ecuacién (4.19), la ecuacién (4.24) se puede expresar

CcOImo:

SU, = / SEL [5U(X;,8)] C Byp [Us(X,,1)] dBo (4.26)
Bo
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y la (4.25) de la siguiente forma:

nt 1 o
Uem =5 /B O] [5U1(X;.), B, (1)] & Bk [Uy(Xi, 1)) dBl+
k=170 (4.27)

nt 1 _ —
+ kz ; /Bk Ef [Ui(X;,t), Bie;(t)] & 0Eu [0UL(X;, 1)] dB§
-1 0

Ademaés, para el integrando del segundo término de la variacién de la energia electromecénica

se cumple que:

E] [Ui(X,, 1), BYe;(t)] & 0Bu [0U (X, 1)] =

" (4.28)
T -T k
OB, [FUI(X, t)] & By [Uy(X,, 1), Bl (1)]
Consecuentemente, dU,,, se puede reescribir como:
nt 1 -
Uem =" 5 /B O] [SUL(X;, 1), B, (t)] & Buk [U(X.1)] dBi+
k=100 (4.29)

ol —T -
n kz_:l 5 /B , OB, [0U(Xi,1)] & By [Ui(Xi,1), B, (t)] dB§

4.2.3 Variacion de la energia magnética

La variacion de la energia magnética, denotada por dW,,, se obtiene calculando la variacién de

(4.11) y estd dada por la siguiente ecuacién:

W =1 { [ 110 = el ar} o { [ er(r) - nrar

B [/Ot&p?(T) dr| BT % B; |:/0t90j(7') dr],

4.2.4 Variacién de la coenergia eléctrica

(4.30)

La variaciéon de la coenergia eléctrica, denotada por W/, se determina calculando la variacién

de la ecuacion (4.14). De ello surge:
WS = W5, + W5 + oW, (4.31)

Luego, 6W  se obtiene a partir de la ecuacién (4.17) y teniendo en cuenta la relacién (4.28):

* - 1 T . ke 1 L =T k
SWE, _,;2/55 SEL(X;,t) @ Eyp (X, 1) dBO+k§:12/B§ SE, . (X;,t) e! Ex(X;,t) dBE (4.32)
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Aprovechando la simetria del tensor de permitividad eléctrica W se representa por:
ne 1
owi=%" f/ SET(X,,t) en En(Xi, 1) dBE+
=2 B
nt 1
T k

+ ; g /B BL(X00) e 0BL(X0.1) dB} (4.33)
n

= Z/ SEL (X;,t) eg Bp(X;,t) dBE
k=1"55

Finalmente, W es:

oW = Clor(t) — i) [§01(t) — o (t)] = depj (1) B C B; ;(1) (4.34)

A su vez, a 0W;,, y a 0W] se las puede escribir mostrando su dependencia respecto a las

variables cinemadticas y eléctricas como:
SWE, = kil % /B , O] [0U(X;, 1), BYop,(t)] & By [Un(Xi,1)] dBf+
+ i: % /B OB [UI(X;,1)] &7 By UL(X;, ), Bl; (1) | dBf (4.35)
k=1 0
SWi — i /3 O] [0UL(X..1). BE@;(1)] e By [UL(Xi 1), B, (1)] B
k=1 0

4.2.5 Trabajo virtual no conservativo

El trabajo virtual no conservativo, denotado por 6W ., recibe contribuciones de dos efectos:
por un lado, el trabajo virtual §W, . desarrollado por cada elemento no conservativo de la
red eléctrica y, por otro lado, el trabajo virtual 5W£C efectuado por las fuerzas mecanicas no

conservativas. Esto se expresa por medio de:
SWe = OWh, + 6W? (4.36)

Respecto al primer efecto, el tinico elemento no conservativo del circuito eléctrico es el
resistor R que, en el presente trabajo, se supone de caracteristicas lineales. Si la corriente que
atraviesa este elemento es i(t) y la diferencia de potencial entre sus terminales es v(t), el trabajo

diferencial efectuado durante un intervalo de tiempo dt es:
dW; . =v(t)i(t)dt = v(t)dq(t), (4.37)

donde dq(t) denota el diferencial de carga eléctrica. Por lo tanto, el trabajo incremental realizado
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por el resistor estd dado por [61]:

W, . = —u(t)dq(t) (4.38)

nc

Partiendo de la relacién constitutiva del resistor presentada en (3.A.3), la carga eléctrica se

puede expresar como:

_ % /0 Lo(r)dr, (4.39)

donde 7 es una variable auxiliar. Reemplazando (4.39) en (4.38) y sabiendo que la diferencia
de potencial entre los terminales del resistor para el circuito de interés es ¢1(t) — pr(t), la

expresion del trabajo virtual eléctrico no conservativo esta dada por:

Wi =~ [or(6) — oul®)] /0 "o (r) — or(r)] dr

[/ Sp,(7) dr

En lo que respecta al segundo efecto y siguiendo lo expuesto por Reddy, el trabajo virtual

(4.40)
B] = B »,(t)

desarrollado por la resultante de las fuerzas mecénicas no conservativas se expresa como [93]:

Wi, = [ £,(Xi,t) - 6U(X;,t) dBo+ | t(Xi,t) - SU(Xi,t) dSo, (4.41)

Bo SO
donde f,(X;, ) es el vector que denota las fuerzas cuerpo por unidad de volumen, mientras que
t(X;,t) es el vector que representa las fuerzas de superficie por unidad de 4rea. La primera de
ellas actian sobre cada una de las particulas materiales que constituyen el cuerpo elastico By y,
las segundas actiian sobre la superficie de contorno Sy. En la presente formulacién, las fuerzas

cuerpo se suponen idénticamente nulas, f,(X;,t) = 0, por ende la ecuacién (4.41) se reduce a:
W), = / t(Xi, 1) - 0U (X, 1) dSo (4.42)
So

Calculando la variaciéon dU;(X;,t) y reemplazandola en la expresiéon anterior se obtiene:

061

o (00, 1)] w(X)Br sy (4.43

s :/ t(X0,1) - {5U0(X1,t) +6(:)(X1,t)Xa]:]a+6[
So

Ademas, considerando la Figura 4.1, la superficie de contorno Sy se define mediante:

3
So=|JSi con SNS=0 y i#j (4.44)
i=1
Por consiguiente, cada una de las integrales de la ecuacién (4.43) se puede expresar a través de

la suma de tres integrales de superficie. En este sentido, para la primera de ellas se tiene:
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Figura 4.1: Superficies de contorno de la viga sobre las que actian las fuerzas de superficie.

/ t(Xi,t) . (5U0(X1,t) dSy = /1 t(Xi,t) . (5U0(X1,t) dS&-i—
So S

+ /S t(Xit) - 5U(0, 1) dS7+ (4.45)
0

4 / £(X;,1) - 6U(L, 1) dS?
S5
A su vez, la superficie S} se puede representar a través del producto cartesiano entre la linea
que caracteriza al eje de la viga Py € R3 y la curva Rg € R3. Esto permite descomponer a la
primera integral del miembro derecho de (4.45) en un producto de integrales de linea segin
el teorema de Fubini [6]. La linea Py se parametriza mediante el mapa o(s) : [0, L] — R? en
tanto que la curva Ro por el mapa @(r) : [0,1] — R? donde r es el pardmetro y [ denota la
longitud de la curva. Como la viga presenta eje recto, el parametro s puede reemplazarse por la

coordenada espacial Xi. En base a lo expuesto, se tiene:

L l
/ £(X;, ) - SUp (X1, 1) dsgz/ {/t[Xl,Xa(r),t] dr}-éUo(Xl,t) dX:,  (4.46)
8} 0 0

donde el término entre llaves se denota por f(X1,t) y constituye la fuerza distribuida por unidad
de longitud actuando sobre el eje de la viga. En tanto que, la segunda y la tercera integral de
(4.45) se indican por 0Fy(t) y 0FL(t), respectivamente. Luego, la ecuacién (4.45) se reescribe

CcOomao:
L
/ £(X;. 1) - 6UG(X1, ) dSp = / £(X1.t) - 6UG(X1,£) dX1 + 6Fp(t) + SFL(t)  (4.47)
So 0

La expresion anterior representa el trabajo virtual desarrollado por las fuerzas de superficie a

través del desplazamiento virtual del eje de la viga.
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La segunda integral de (4.43) se expresa por:

/ £(X;, 1) - 6O(X1, ) XoBa dSy = / 6 ) - [50(X1,0) x XaBa] dSi+

5 % (4.48)
+ /2 6(X,1) - [56(0, ) x XoEa] dSF + /3 6 ) - [00(L. 1) x XoBL] dS}

Sy =

Es importante advertir que sobre la expresién anterior se aplicé la propiedad (:)(Xl,t) =
6(X1,t)x donde B(X1, 1) es el vector axial asociado al tensor antisimétrico © (X1, ). Aplicando
la propiedad vectorial a- (b x ¢) = (a x b) - ¢ con a,b,c € R? sobre la primera integral de
(4.48) se obtiene:

/1 60X ) - [50(X1. ) x XoBo] dS}) =
SO

P (4.49)
/0 {/O Xo(r) B % 6 [X1, Xo(r), ] dr} L50(X1, ) dX,

donde el término entre llaves se denota por m(Xy,t) y representa el momento distribuido a
lo largo del eje de la viga. Ademds, la segunda y la tercera integral de (4.48) se indican por

IMoy(t) y 6ML(t), respectivamente. Luego, la ecuacién (4.48) se reescribe como:

~ N L
/ t(X5, ) - 6O(X1, ) XoEa dSy — / m(X1,1) - 60(X1,t) dX1 + 5Mo(t) + SMp(t) (4.50)
So 0

La expresién anterior representa el trabajo virtual efectuado por los momentos que originan las
fuerzas de superficie a través de la rotacién virtual de la seccién transversal.

Por tltimo, la tercera integral de (4.43) se expresa como:

/SOt(Xi,t)-(S {3)0;1 (X1, )} w(X B dSy =
/31 e {g; e )} 455 +/ tx, (Xi 1) w(Xa) 0 [E?gfll(o,t)] dS§ + (4.51)

0
26,
/Sg by (X, t) w(Xa) 6 [%(L,t)] ass,

donde tx, (X;,t) es la componente de la fuerza de superficie en direccién X;. Nuevamente, a la

primera integral del miembro derecho de (4.51) se la expresa como:

/SltX1(Xi7t) W(X,) 6 {5)9(11()(17 )} ash —

0

(4.52)
/OL {/UltXl (X1, Xo(r),t] w[Xa(r)] dr}5 {5)&;}1 (X1, )] dXq,

donde el término entre llaves es una cantidad asociada al alabeo expresada por unidad de

longitud que se denota por f,(X1,t). En tanto que, la segunda y la tercera integral de (4.51) se
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denotan por dF§ (t) y 0Fy(t), respectivamente. Luego, la ecuacién (4.51) se reescribe como:

891 891

/Sot(Xi,t)-5 {%(Xl,t)} w(Xa)E1 dSy = /OL fu(X1,t) 6 [%(Xl,t)} dX,

+ 0Fy () + 0FF(t)

(4.53)

La ecuacién predecesora especifica el trabajo virtual desarrollado por las fuerzas de superficie
con respecto al desplazamiento virtual asociado al alabeo por torsion.
Finalmente, llevando las ecuaciones (4.47), (4.50) y (4.53) a la ecuacién (4.43) surge la

expresion que define el trabajo virtual de las fuerzas mecénicas no conservativas,

L
SWhe = [ HECX11) - 8U0(Xa, 1)+ m(X1,1) - 80(X1,0) +
0

(4.54)
+ fu(X1,t) 6 {g;(Xl’t)} } dX + 0F,
donde:
OF = 0Fy(t) + 0FL(t) + dMo(t) + O My (t) + 0FS (t) + dF7 (t) (4.55)

Sustituyendo las ecuaciones (4.40) y (4.54) en (4.36) se obtiene el trabajo virtual no conservativo
en términos de las variables cinemaéticas y eléctricas fundamentales. A su vez, si esto tltimo se
reemplaza en el principio de Hamilton dado por la ecuacién (4.A.10) junto a las variaciones
previamente calculadas se obtiene la formulacién variacional en términos de las variables

continuas del modelo.

4.3 Método de elementos finitos

En lineas generales, el método de elementos finitos es una técnica numérica de amplia difusién
dentro del campo de la ingenieria que se utiliza para aproximar la soluciéon de las ecuaciones
que gobiernan a un problema fisico de interés. La idea basica del método consiste en dividir el
dominio de anélisis en una coleccion finita de subdominios de geometria simple que se denominan
elementos finitos. En el interior de cada subdominio se plantean las ecuaciones rectoras para
luego obtener, a través de un proceso de ensamble, un sistema discreto de ecuaciones (algebraicas
y/o diferenciales segiin sea el caso) expresado en términos de variables que se definen en ciertos
puntos estratégicos denominados nodos. Una vez resuelto este sistema, se interpola la solucién a
todo el dominio por medio de funciones de forma o de aproximaciéon que han sido preestablecidas
en el interior de los elementos.

En la presente subseccion se aplica el método de elementos finitos con el objetivo de
obtener soluciones aproximadas para los campos cineméticos continuos fundamentales Ug(X7, t)
y 0(X1,t) en el interior de cada elemento. En virtud de ello, las integrales definidas sobre

el volumen de la viga o a lo largo de su eje longitudinal se sustituyen por una colecciéon de
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integrales especificadas sobre cada subdominio elemental. Consecuentemente, el trabajo virtual
no conservativo y las variaciones de las funciones que integran el Lagrangiano del modelo se
restringen al dominio de un elemento y se reemplaza en ellos a los campos continuos por sus
aproximaciones elementales. Posteriormente, esto se sustituye en el principio de Hamilton y
desde alli se deriva el sistema de ecuaciones de movimiento buscado.

Tal como se puede notar, el procedimiento que se sigue en este desarrollo difiere de la
metodologia tradicional. Habitualmente, se emplea el principio de Hamilton para obtener un
sistema de ecuaciones diferenciales en funciéon de los campos continuos y, a partir de éste, se
determina la formulacién débil del problema para, posteriormente, obtener la versién discretizada
de las ecuaciones de gobierno. A diferencia de ello, en este trabajo, las ecuaciones rectoras en
su version discreta se las extrae directamente del principio de Hamilton introduciendo en él las

aproximaciones propuestas para Ug(X1,t) y 0(X1,1).

4.3.1 Discretizaciéon espacial

Consideremos el cuerpo continuo de geometria arbitraria y de volumen €2 que se esquematiza
en la Figura 4.2. Siguiendo el enfoque tradicional, este cuerpo se descompone en N; elementos

finitos de modo que:
Q~ Q=] (4.56)

donde 2 representa al dominio aproximado por la coleccion elemental, €2, denota al dominio de
un elemento tipico y N¢; es el niimero de elementos empleados en la discretizacion del continuo.
Los subdominios estan interconectados a través de ciertos puntos que se denominan nodos
o puntos nodales y el conjunto de todos los subdominios elementales constituye la malla de
elementos finitos. Es importante destacar que no se admite el solapamiento entre elementos, es

decir, se debe cumplir que:
NQ; = coni#j (4.57)

A su vez, el contorno del continuo, que se indica por 9, se puede aproximar mediante 952, lo
cual consiste en una coleccién de curvas o areas 02, asociadas a los elementos ubicados en los
contornos del cuerpo:
Nel
N~ 00 = J 09 (4.58)
e=1
En base a lo expuesto, resulta valido descomponer a todas aquellas integrales definidas sobre el

volumen {2 en una suma de integrales especificadas sobre cada uno de los volimenes elementales
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Malla de elementos finitos o0

Figura 4.2: Discretizacion del dominio de un cuerpo arbitrario a través de un conjunto de
subdominios elementales.

Q.. Esto se puede expresar como:

/Q()sz/ﬁ()dQ:i[/Qe()dQe} (4.59)

En el contexto del modelo de viga, la linea Py € R3 que describe al eje de la viga se divide
en N, subdominios unidimensionales tal que:
Nel ) i
0, L) = (J 2, 1t < [x1, x7], (4.60)
e=1
donde L representa a la longitud de la viga, I gﬁ denota a un elemento finito tipico, X} y X{
son las coordenadas cartesianas del nodo inicial y final del elemento, y he = X { — X} indica la

longitud del elemento. Ademas, estos subdominios I, Z‘e satisfacen que:
NIV =@, i#j, con i,je{l,2 ..., Ny} (4.61)

En la Figura 4.3a se presenta la malla de elementos finitos que se usa en la discretizacion del
eje de la viga en su configuraciéon de referencia, la cual estd compuesta por N.; subdominios y
N, puntos nodales. En tanto que en la Figura 4.3b se muestra el elemento genérico e con las

coordenadas cartesianas que definen la posicién de sus nodos extremos.
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X3 X3

Figura 4.3: (a) Malla de elementos finitos utilizada en la discretizacion de la viga. (b) Elemento
finito de viga representado en el dominio fisico.
4.3.2 Esquema de interpolacién elemental

A continuacion, se expone el esquema propuesto para interpolar el desplazamiento del eje de la
viga y las rotaciones infinitesimales de la seccién transversal, como también el esquema usado
para interpolar a la geometria elemental.

4.3.2.1 Interpolaciéon de los campos cinematicos fundamentales

La idea basica del método de elementos finitos consiste en buscar una solucién aproximada

para los campos continuos,
Uy(X1,t): [0,L] xR —=R> y 6(X1,t):[0,L] x R — R3, (4.62)

sobre cada subdominio elemental I a partir de una coleccién de funciones de aproximacion y
de coeficientes indeterminados. Si se restringe el dominio de estos campos al dominio de un

elemento genérico I’ se los puede redefinir como:

Up(X1, )« [ XL X xR RSy 8°(X,8) « [X], X]| x R R? (4.63)
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En consecuencia, la solucién aproximada de Uy (X1,t) y é(X 1,t) sobre I’ se propone de la
forma:

n

Uy (X1,t) ~ U§(X1,1) j{: (1), 0°(X1,t) ~ 0°(X1,1t) j{: (X1) d§(t), (4.64)

donde 9,(X1) y ¢r(X1) representan al conjunto de funciones de aproximacién, cf(t) y dj,(t) son
multiplicadores dependientes del tiempo que deben ser determinados y n es el nimero de términos
que componen las sumatorias de la expresion predecesora. Con el propdsito de garantizar la
continuidad de la solucién sobre el dominio de la viga se requiere que las aproximaciones sobre
elementos adyacentes adopten los mismos valores en los puntos de interconexion, razén por la
cual los nodos constituyen los puntos base en la construccién de la soluciéon aproximada sobre
cada elemento. De esta manera, los campos continuos se aproximan a nivel elemental por medio

de una interpolacion lineal que, en forma general, estd dada por:

n

U§(X1, 1) ;mXUMQYW%ﬁzgmwﬁww (4.65)

con e (t) = w§(t), di(t) = O5(¢),

donde 9 (X1) y ¢ (X1) denotan al conjunto de funciones de aproximacién o funciones de forma
elemental y, u§(t) € R? y 65(t) € R? son los vectores de grados de libertad nodal, los cuales
son variables discretas dependientes del tiempo y estan asociados a los nodos del elemento.

Ademaés, la condicién de continuidad de la solucién entre elementos se puede expresar como,
U5(XE, 1) = Uo(x.8) = wi(t) , 0°(XF.1) = 0(XE,1) = 05(t) con X} € [Xi,x7], (4.66)

donde la coordenada X {“ define la posicién de los puntos nodales. Puede notarse que la expresion
anterior no sélo impone la continuidad requerida sino también exige que la solucién aproximada
coincida con la real en nodos ubicados en el interior del elemento (en caso que existan), aunque
esto 1ultimo no resulte estrictamente necesario. Por otra parte, es comtin adoptar funciones de
aproximacion polinémicas en la construccién de la solucién elemental ya que poseen ciertas
ventajas, entre ellas, su facilidad de obtencién y la simplicidad de evaluar integrales numéricas
cuando se trabaja con polinomios algebraicos. No obstante, estas funciones deben cumplir una
serie de requisitos para asegurar que la soluciéon aproximada converja a la solucién real a medida
que se incrementa la cantidad de elementos de la malla. Estos requisitos son: ¢) garantizar
la continuidad implicita en el Lagrangiano de la formulacién; i7) satisfacer la propiedad de

interpolacion, esto es

1 Si i= ‘Xk):ik:{l Si i=k (4.67)

0Si itk
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ii1) obedecer la propiedad de completitud, es decir, cada funcién polinémica deben incluir todos
los términos de orden inferior al orden del polinomio y, iv) cada conjunto ¥ (X1) y ¢x(X1)
(k=1,...,n) debe estar compuesto por funciones linealmente independientes. En la expresién
(4.67) 6,1 es el delta de Kronecker.

En la literatura se puede encontrar una gran variedad de modelos de elementos finitos
basados en la teoria de Timoshenko que difieren entre si principalmente en el esquema de
interpolacion utilizado. El elemento méas simple y de mayor difusién practica es el isoparamétrico
lineal, el cual emplea los polinomios lineales de Lagrange para interpolar tanto a la geometria
como al campo de desplazamiento. Si bien satisface los requisitos enunciados previamente,
experimenta un comportamiento no deseado denominado blogqueo por corte y cuya consecuencia
es un incremento ficticio de la rigidez estructural. Tal como expone Reddy, este fenémeno
se produce debido a la incapacidad que tiene el elemento para representar un estado de
corte constante o, equivalentemente debido a una inconsistencia en las interpolaciones de los
desplazamientos transversales U§'(X1,t) y de las rotaciones de la seccién 0, (X1, t) alrededor
de los ejes X, (o = 2,3) perpendiculares al eje de la viga. En virtud de lo mencionado,
numerosos investigadores estudiaron este inconveniente y propusieron diversas alternativas
para subsanarlo. La propuesta de mayor popularidad consiste en mantener la interpolacién
isoparamétrica pero utilizar un esquema de integracién reducida para evaluar los coeficientes
de rigidez asociados al corte e integrar de forma exacta al resto de ellos [90]. Otra alternativa,
denominada interpolacién consistente, surge de interpolar a los desplazamientos Ug§'(X1,t) a
partir de funciones polinémicas con un orden mayor a las empleadas en la interpolacion de
los giros ,(X1,t) y evaluar a los coeficientes de rigidez mediante integracién exacta [89]. La
interpolacion interdependiente es otra alternativa atractiva, la cual se basa en la solucién exacta
de la forma homogénea del sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna a un modelo de viga
de Timoshenko [70, 89]. En este esquema, los desplazamientos U§'(X1,t) y los giros 0, (X1,t)
estan acoplados ya que se interpolan usando los mismos grados de libertad. Luo sefiala que
este acoplamiento es quien garantiza que el elemento este libre de bloqueo por corte [125].
Por ultimo, Onate propuso otra alternativa denominada interpolacion ligada, cuyo objetivo
es garantizar que los elementos basados en ella permitan modelar adecuadamente a vigas de
gran longitud y su comportamiento tienda al de un modelo de Euler-Bernoulli a medida que la
esbeltez de la viga aumenta [79]. En este esquema, los desplazamientos U§'(X1,t) se interpolan
utilizando adicionalmente grados de libertad rotacionales.

Por otro lado, si las no linealidades geométricas de Von Karman también son consideradas,
los elementos pueden incurrir, ademas, en bloqueo membranal en determinadas situaciones.
Segun expone Reddy esto se debe a la incapacidad que posee el elemento para representar un
estado de deformacién axial nula [92]. Para evitar este fenémeno numérico indeseado, también
se recurre a la integracion reducida de los términos de rigidez asociados a las no linealidades o

bien al uso de funciones de forma que evitan el fenémeno [117].
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Figura 4.4: Grados de libertad nodal: tres desplazamientos y tres giros por nodo.

El esquema de interpolacién elemental usado en este esfuerzo se sustenta en un elemento
finito compuesto por dos nodos, de idénticas caracteristicas al de la Figura 4.3b. Cada nodo
posee seis grados de libertad geométricos que consisten en tres desplazamientos y en tres
rotaciones, tal como se indica en la Figura 4.4. Los desplazamientos y los giros del nodo ¢
se designan por medio de uf;(t) € u§(t) y 65.(t) € 05(t) respectivamente, mientras que los
desplazamientos y los giros asociados al nodo j se especifican por medio de ufk(t) € uj(t)
y 05, (t) € 05(t) respectivamente. En tanto que el subindice k indica el eje respecto al cual
se mide la variable geométrica, en este caso se asocia al sistema de referencia (X1, X2, X3) y
adopta valores de 1 a 3. Es comin agrupar a los grados de libertad nodal en un vector columna
n,(t) € RIZX1

n.(6) = [ni) wo)] . (4.68)

donde ni(t) y nl(t) € R%*! son los vectores que retinen los grados de libertad de cada nodo y

estan constituidos por:

. T T
M) = [ug(t) 05t)] = [uq(t) up(t) uia(t) 65(t) 0%(1) 0%(1)]

| . (4.69)
() = [us () 65| = [usi(t) wSa(t) uSy(t) 05,(5) O5(t) O5(0)]

La interpolacién de los campos continuos U§(Xy,t) y 6%(X1,t) sobre el subdominio I’ se
sustenta en un esquema mixto y tiene como finalidad evitar el bloqueo por corte cuando todas
las integrales asociadas a los términos lineales de rigidez se calculan en forma exacta. En este
sentido, el desplazamiento axial Ug(X1,t) y los giros 0x(X1,t) (k = 1,2,3) se interpolan
adoptando a los polinomios lineales de Lagrange como funciones de forma, mientras que los
desplazamientos transversales U (X1,t) se aproximan con un orden cuadratico a partir de
funciones de forma que provienen del esquema de interpolacion ligada. No obstante, resulta
necesario aplicar integracién reducida en los términos de rigidez no lineales para evitar el

bloqueo membranal. Teniendo en cuenta lo mencionado, la interpolacién del desplazamiento
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UG(X1,t) estd dada por:

Ni (X1) ufy () + N7 (Xq) iy (t)
Up(X1, 1) = § N3 (X1) uy(t) + NE (K1) ufa(t) + NG (X1) 05t

)
N3 (X1) ufs(t) + NG (X1) ufa(t) + N3 (X) 05(t) + N7y (X1) 05,(2)

y la interpolacién de los giros 6°(X,t) por:

(X1) 05(8) + Pio(X1) 05 (t)
(X1) 05(t) + PA(X1) 05,(t) (4.71)
(X1) 055(t) + Piy(X1) 053(t)

0°(X1,t) =

o, o A2

En el presente caso, NF(X1) y PF(X1) denotan a las funciones de forma que se utilizan en la
interpolacién de los desplazamientos y de las rotaciones respectivamente, ambas expresadas en
funcién de la coordenada X; del sistema de referencia de la viga. Tal como se observa en las
expresiones anteriores, la interpolacion produce una separacion de variables ya que las funciones
de forma sélo dependen de la coordenada espacial, mientras que los grados de libertad nodal
sélo del tiempo. En el Apéndice 4.B, se detalla el proceso de derivacién de las funciones de

forma asociadas al esquema de interpolacion ligada.

4.3.2.2 Interpolacién de la geometria

La geometria de cada elemento finito se interpola a partir de una combinacion lineal entre los
polinomios de primer grado de Lagrange, N1(§) y N2(§), y las coordenadas cartesianas X; de
los nodos extremos del elemento. Si se considera un subdominio genérico I”¢ la interpolacién se

define mediante:
X{(9): [ & » [X1X]| talaue X7(Q) =X vy X{(&)=X{, (72

donde £ es una coordenada natural y [£1,&2] es el dominio de un elemento particular que
recibe el nombre de elemento maestro. Es practica estandar adoptar a £ = —1 y & = 1 como
valores extremos de este dominio, por consiguiente la versién explicita de la interpolacién de la

geometria se puede expresar por medio de:

X{(6) = Ni(€) X+ Na() X{ = 5 (1= Xi 5 (1+6) X] (4.73)

NN

La transformacién anterior recibe el nombre de transformacion afin y permite mapear puntos
del dominio del elemento maestro en puntos sobre el dominio de un elemento fisico. Es decir,
existe una correspondencia uno a uno entre puntos del elemento maestro y del elemento fisico

[52]. Por su parte, el determinante jacobiano J de la transformacién se obtiene de la siguiente



4.8. Método de elementos finitos 93

16
T
e > £
-l o---—> X o )
Xi X} £=-1 =1
Elemento fisico ~_ Elemento maestro
Xp)™

Figura 4.5: Elemento fisico y elemento maestro vinculado mediante una transformacién afin.

manera:

oxXe 1 :
0N xg o Cxio e (4.74)

J oE 2

A su vez, como la transformacién es uno a uno la inversa X{(¢)~! estd definida:
X{(©) s, 6] = XL X]] talaue XX =-1y Xf(X{)=1  (75)

Yy se expresa como:

1 . , 1 , .

e -1 _ . 7 7 _ = o 7 7
X&) ! = X 21 - (x1+x1)| = W 21— (x1 + x])] (4.76)
En la Figura 4.5 se muestra el elemento fisico e y el elemento maestro junto a la transformacién
afin X¢(£) que relaciona ambos dominios. Es importante destacar que cada uno de los elementos

de la malla tiene asociado una transformacion de estas caracteristicas.

4.3.3 Aproximaciones sobre el dominio de un elemento

En la presente subseccién se emplean los esquemas interpolantes propuestos para los campos
cinematicos fundamentales y para la geometria con la finalidad de obtener aproximaciones

elementales para el campo de desplazamiento, el tensor de deformaciones y el campo eléctrico.

4.3.3.1 Campo de desplazamiento

La aproximacién del campo de desplazamiento sobre el subdominio elemental "¢ se denota por
Uj(X;,t) y se obtiene partiendo de las interpolaciones propuestas para los campos cineméticos
fundamentales Uj(X1,t) y 0°(X1,t). Considerando la propiedad (:D(Xl, t) = 0(Xy,t)x la

ecuacién (2.25) a nivel elemental se puede expresar como:

0cb1
0X1

US(X;,t) = U§(X1,t) + 0°(X1,t) X XoEq + (X1, Dw(Xo)Ey (4.77)
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Es habitual definir a las funciones de forma sobre el dominio del elemento maestro, razén por la
cual es apropiado reescribir a las ecuaciones (4.70) y (4.71) en funcién de la coordenada natural

€. De acuerdo a ello, el campo U§(&, ) sobre Ié’e estd dado por:

erl (f,t)
U(e)(éat) = eUg(fﬂf)
3
Vol t (4.78)
N{ (&) ufy (t) + N7 (&) usy (t)
= { N3 (&) uip(t) + NZ(€) ufa(t) + NG (€) 055(t) + Niy(€) 055(t)
N3 (€) ugs(t) + NG (&) uss(t) + N3 (€) 055(t) + N7y () 05,(t)
y las funciones de forma son:
NI = N3(©) = N(©) = 5 (1) , N}(©) = N2(©) = N§(&) = 5 (1+6) o
N (€) = N3(€) = e (1-€7) | NB(&) = NA(e) = = (¢ 1)

Con el objetivo de facilitar la implementacion computacional se introduce la siguiente matriz

de interpolacién de desplazamientos N, (&) € R3*12

NN 0O 0 0 0 0 N 0 0 0 0 0
Nu=1]0 Ny 0 0 0 N} 0 N 0 0O 0 N (4.80)
0O 0 N}, 0N 0 0 0 N} 0N} 0

De este modo, la ecuacién (4.78) se puede escribir en forma compacta empleando la matriz

N, (&) y el vector de grados de libertad nodal n,.(¢) de la siguiente manera:

UG(&, 1) = Nu(8) m.(t) (4.81)

Por otra parte, la interpolaciéon del campo °(£,t) sobre el subdominio "¢ se expresa por medio
de:

e01(&,1) P (&) 051(t) + Py (&) 05:(1)
0°(&,1) = eb2(€, 1) p = § PE(€) 05(t) + P (€) 05,(1) (4.82)
e03(&, 1) PP (&) 055(t) + Pia(€) 055(t)

y sus funciones de forma estan dadas por:

Pi() =P;(€) = Fi(&) = 5 (1-&) , Plo(§) = PA(§) = Pia(§) = 5 (1 +¢) (4.83)

1
2

N | =
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Nuevamente, introduciendo la matriz de interpolacién de rotaciones Ny(¢) € R3*12

PLO 0 0O0O0 P, 0 O
P2 0 000 O Py 0], (4.84)
0 P2 00O O 0 P,

la ecuacion (4.82) se puede escribir en forma compacta empleando esta matriz y el vector de

grados de libertad nodal n,(¢) de la siguiente manera:

0°(¢, 1) = Ng(&) n.(t) (4.85)

A los fines précticos, resulta conveniente expresar al campo de desplazamiento Uj (&, X4, t)
en notaciéon matricial. En consecuencia, teniendo en cuenta lo desarrollado en el Apéndice 4.C,

el campo de desplazamiento a nivel elemental se aproxima mediante:
Ule(fa Xa, t) = ﬁ(ﬁv XG!) ne(t) (4'86)
Por otra parte, resulta oportuno calcular la variacién de Uj (£, X4, 1) la cual estd dada por:

OUF (€, Xast) = U(€, Xa) dn(t) (4.87)

4.3.3.2 Tensor de deformaciones

La representacion matricial del tensor de deformaciones en el interior de un subdominio I’ se
puede obtener considerando la ecuacién (2.59) y los campos cinematicos Ug(€,t) y 6°(€,t). Al
respecto, el tensor elemental ]:]f,k (&, Xa,t) se expresa a través de la suma de los siguientes dos

términos,

1

Eyi(§ Xart) = Ei(€, Xa) ne(t) 3 E, € Xa,n.(1)] (4.88)

donde E; (¢, X,,) agrupa a las componentes lineales de deformacién, en tanto que Ey; [¢, X, 1, (t)]
a las componentes no lineales. La versién explicita de cada uno de ellos se detalla en el Apéndice

4.C. Asimismo, la variacién del tensor Ezk (&, X o, t) se expresa como:
_ _ 1 -
OE (& Xast) = Bi(€, Xa) 00 (t) + 50En [€, Xa, 0n. (1)) (4.89)

4.3.3.3 Campo eléctrico del k-ésimo transductor

La representacién matricial del campo eléctrico del k-ésimo transductor en el interior del
elemento genérico IéLE se obtiene empleando las interpolaciones de los campos cineméticos,

UG(&,t) y 0°(&,t), v la ecuacion (3.12). Se propone expresar al campo Ef, (£, Xn,t) por medio



4.4. Obtencion de las ecuaciones de gobierno 96

de la suma de dos términos:
Ef (€ Xa.t) = {Ei @;(t) +iE(€, Xa) n(t), (4.90)

donde { Ej; corresponde a la componente lineal (1) y ;E,(§, Xo) a la componente inducida (7).
En el Apéndice 4.C se explicita a cada uno de ellos. Finalmente, la variacién de dE (&, X,, t)

se obtiene a partir de la expresién anterior:

SEL(E, Xayt) = {Ex 3p;(t) +Ex(€, Xa) 0m,(t) (4.91)

4.4 Obtencion de las ecuaciones de gobierno

En esta instancia de la formulacién se utilizan los campos aproximados para obtener el sistema
discreto de ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento de un elemento finito de
viga piezoeléctrica. En este sentido, se sustituyen las aproximaciones de los campos elementales
en las variaciones de las medidas energéticas y en el trabajo virtual no conservativo. Luego, se
restringe el dominio de las integrales de volumen, inicialmente definidas sobre el dominio de la
viga, al de un subdominio elemental. Por ltimo, se sustituyen en el principio de Hamilton.
Es importante notar que todas las variaciones de las medidas energéticas que s6lo dependen
de las variables eléctricas no sufren modificaciones al restringir el dominio, lo cual obedece a

que estas variables son de parametro concentrado.

4.4.1 Variacion de las medidas energéticas y trabajo virtual no conservativo

a nivel elemental
4.4.1.1 Variacién de la energia cinética

La variacion de la energia cinética a nivel elemental 07 se obtiene sustituyendo las ecuaciones

(4.86) y (4.87) en la (4.21):
e d [ T d - .
0T = | = [U(6,Xa) dn.(0)] p(X:) 2 [U(€ Xa) m.(1)] B, (4.92)

B dt dt

donde B§ denota el volumen de elemento finito genérico I, e Ademés, sabiendo que el volumen
de la viga By se desarrolla a través del producto cartesiano entre el eje de la viga Py € R3 y
el dominio plano Ay representativo de la seccién transversal, la integral predecesora se puede

descomponer en un producto de dos integrales de acuerdo al teorema de Fubini [6]:

5TC = /X)j{ {/Aojt {ﬁ(&,Xa) 5ne(t)}Tp(Xa) % {ﬁ(f,Xa) ne(t)] dAO} dX; (4.93)
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Como las funciones de forma se expresan en términos de la coordenada natural &, el diferencial
dX1 se relaciona con el diferencial d¢ por medio del jacobiano J de la transformacién afin
del elemento, esto implica dX; = Jd¢. A su vez, teniendo en cuenta que la Unica variable

dependiente del tiempo es el vector de grados de libertad nodal, la ecuaciéon anterior resulta:

d d

ore = Sonf o { [ [ [ 07(6.%0) p060) V6. Xe) ] gach S (499

El término situado entre llaves recibe el nombre de matriz de masa elemental, se la denota por

medio de M, € R'?2X12 y se determina a través de:

M= [ 07 X plX) O(E Xa) Ay Jde (4.95)
-1 JAg

En consecuencia, la variacién 67 se puede expresar en notacién compacta como:

d d

OT® = —-0m (t) Mo, (t) (4.96)

4.4.1.2 Variacién de la energia interna

La variacion de la energia interna a nivel elemental 0U¢ estd compuesta por:
oU°® =o0U¢ —oU;, (4.97)

El primer sumando, es decir, la variacion de la energia interna de deformacién 0U¢, se determina
sustituyendo las ecuaciones (4.88) y (4.89) en (4.26). Luego de expandir la expresion resultante

se obtiene:

U = [ {onf(®) [B] (6. Xa) € Bul6, Xa) me(t) +

0

+ E?(ax@éEnl[a,Xa,ne@)]}+6EZ1[5,XQ,6ne<t>] C Ei(¢, Xa) m.(t) + (4.98)

N | =

+

N SR

C B l¢, X (0)| a5

De manera similar a (4.93) la integral predecesora se descompone en un producto de integrales,
siendo una de ellas de linea en direccién X y la restante de superficie definida sobre el dominio de
la seccién transversal Ag. Ademés, como las funciones de forma se especifican sobre el elemento
maestro se requiere cambiar los limites de integracién de la integral de linea y transformar el
dX1 a través del jacobiano J, es decir dX; = Jd¢. En consecuencia, las integrales especificadas

sobre B{ se expresan:

/dBS( ) deBoz/)j /O ddo dx, :/_ll/AO( ) dAq Jdg (4.99)
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Posteriormente, se opera sobre cada uno de los cuatro términos que componen la expresion
(4.98) y se introduce un conjunto de cantidades con la finalidad de obtener una versién compacta

de ella. En este sentido, considerando el primer término se define a K¢ € R'2*!2 como,
1
7T — —
Ki= [ [ BI(€X0) O(X0) B¢, Xe) dAo T, (4.100)
- 0

quien constituye la matriz de rigidez eldstica elemental. A su vez, debe notarse que se explicita la
dependencia del tensor constitutivo C(Xa) con respecto a las coordenadas X, lo cual obedece
a que la seccién transversal estd compuesta por dos materiales diferentes.

En segundo lugar, operando sobre el segundo y el tercer término de (4.98) se puede definir
a K;(n,) € R'?*12 por medio de:

Kym) = [ [ B0G) Bu(Xa) Ba(©) melt) BEE) dAo Jae+
w5 [ [ B BI© BTCG) 0 (0) Bu9) ddo Jdst (2101
b [ B BIE) n.0) m 1) Bal€) Ao e,
2./ Ao

la cual recibe el nombre de matriz de rigidez geométrica elemental y queda expresada en funcién
del vector de grados de libertad geométricos n,(t). Los dos primeros términos de esta matriz
son lineales en 1, (), mientras que el tercero es cuadratico en n,(t). Por su parte, F(X,) denota
al modulo de Young de los materiales de la seccion. Con el propésito de evitar el bloqueo
membranal, los términos dependientes de la variable £ en (4.101) se integran de manera reducida
empleando un punto de integracién de Gauss [94]. Luego, sustituyendo las ecuaciones (4.100) y

(4.101) en (4.98) la variacién de la energia elastica de deformacién se puede expresar mediante:

oUE = omg () K¢ n (1) + omg () Kg(n.) m.(t) (4.102)

Por otro lado, la variacién de la energia electromecanica dU(,, surge de reemplazar las
ecuaciones (4.88), (4.89), (4.90) y (4.91) en la ecuacién (4.29):

SUS, = SUEL + 6U2 (4.103)
donde
. 1 . o 1 . o
5Uer}1 = 5 Z Bk 69031@) {gEg € El(gvXa) Tle(t) + 5 gEz € Enl [§7Xo¢7 Tle(t)]} deb’g
=17 (4.104)

%Z / 5 OBy € Xa, 0m (D] €" [[Ex (1) + B (&, Xa) ()] deBf,
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SR = 5 / onl () {E1 (6, Xa) &"1Ex 0:(0) + B[ (€ Xo) 8" Ex(& Xo) m (1)
221 /es (4.105)

+ BL(6Xa) 8 BUE, Xa) m(0) + 5 BT(€,Xo) & But € Xau e (0))} duB}

De manera andloga a lo expuesto con anterioridad, las integrales definidas sobre el volumen
elemental de cada transductor eBlg se descomponen en un producto de integrales, una de ellas
definida sobre la superficie de la seccién transversal de cada transductor A§ y la otra sobre una
linea asociada al eje X1. Al mismo tiempo, teniendo presente que las funciones de forma estan

dadas en términos de la coordenada natural £ se puede expresar que:

/583( ) dBb = /)f /,45( ) dAE dX, = /11 /Ag( ) dAE Jd¢ (4.106)

Con el proposito de obtener una notacién compacta de la ecuacién (4.103) se definen a
continuacién un conjunto de cantidades. A tal fin, los dos primeros términos del miembro

derecho de (4.104) dan origen a la matriz de acoplamiento electromecdnico lineal elemental
¢®; € R12XNv dada por:

.0 = Z e — Z / El (€, Xo) &TIEy dAL Jd, (4.107)

y a la matriz de acoplamiento electromecdnico no lineal elemental ,©,,; € R?*Nv dada por:

Tt

Ou(n) = Ok (n,) = *6311 / / BY,(€) m.(t) BN dAf Jde  (4.108)
k=1 il
La primera de estas matrices surge de la interacciéon o acoplamiento entre la componente lineal
del campo eléctrico y la componente lineal del tensor de deformaciones, mientras que la segunda
de ellas resulta del acoplamiento entre la componente lineal del campo eléctrico y los términos
no lineales del tensor de deformaciones. Como la matriz de acoplamiento no lineal tiene su
origen en las componentes no lineales de deformacién, los términos dependientes de & en (4.108)
se integran usando un punto de integracién de Gauss. Adicionalmente, del tercer término de
(4.104) y del primer término término de (4.105) resulta la matriz de rigidez inducida lineal
elemental cuyo origen se atribuye al acoplamiento entre las deformaciones lineales y el término

R12X12

inducido del campo eléctrico. Esta matriz se denota por ;Kj € y su expresion es:

7,K? - Z eKk‘
(4.109)
= —Z/ / ET (€, Xa) & Bi(€, Xo) + By (£, X0) éTiEk(f,Xa)} dAE Jde
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Por tltimo, el cuarto término de (4.104) y de (4.105) producen la matriz de rigidez
inducida no lineal elemental cuya procedencia deriva del acoplamiento entre las deformaciones
no lineales y el campo eléctrico inducido. Esta matriz se designa por ;K € RI1ZX12 v ge
determina a través de:

nt

Ko(ne) = — Z foLl
k=1
nt 1 e
= —gl/_l /Ag {32“ [BI(6) ET(Xa) + BJ (€) BJ (Xo)| nl (t) Bu(¢) + (4:110)
+ esin B (€) m.(t) [BY(€) B (Xa) + BF (€) E{(Xa)]T} dAR Jde

Nuevamente, los términos dependientes de £ en (4.110) se integran de forma reducida usando
un punto de integracién. Luego, poniendo en consideracién las cantidades definidas, la variacién

0UE, se puede aproximar y escribir en forma compacta como:

1 1 1
Ut == 5 0 (1) iKF () + 5 00 (1) eO1 () + 5 o (1) Om(ne) #;(H)+

1 T T 1 T T 1 T e (4.111)
+3 6pj (1) O me(t) + 1 dp; (1) e©Opy(me) me(t) — 5 one (t) K5 (ne) ne(t)

4.4.1.3 Variacién de la coenergia eléctrica

La variacién de la coenergia eléctrica a nivel elemental 61/ ¢ se expresa por medio de la suma

de los siguientes tres términos,
IWEe = Wiy, + dWi° + oW, (4.112)

donde el primero de ellos corresponde a la variacién de la coenergia electromecanica dWS, que,

segin la ecuacién (4.25), es igual a U

. v estd dada por la ecuacion (4.111). Por su parte, la

variacién 6W ;¢ se obtiene sustituyendo las ecuaciones (4.90) y (4.91) en la (4.33) resultando:

SWie=3" /Bk {&p]T(t) [{E{ ex {Ey, ¢;(t) +{EL €5 Ex(€ Xa) Tle(t)} dB§ +
k=17"¢~0

+ onl (t) [{EL (& Xa) €5 {Br ¢;(t) + EL (& Xa) €5 iBy(&, Xa) me(t)| | doB§

(4.113)

Siguiendo el mismo procedimiento empleado en las dos subsecciones previas, la integral de la
ecuacién predecesora se descompone de acuerdo a (4.107). A su vez, con el propésito de obtener
una version en notacién compacta se introducen tres nuevas cantidades, donde la primera de
ellas se asocia al primer sumando de (4.113) y se denomina matriz de capacitancia elemental

]RN“ X Ny

inherente a los piezoceramicos. Esta matriz se denota mediante .C; € y se computa
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utilizando la siguiente expresion:
ne ool . .
.C; = Z/l/Ak;E{ ex 1B, dAL Jde (4.114)
k=1"" 0

Del segundo término de (4.113) surge la matriz de acoplamiento electromecdnico inducido
elemental cuyo origen se atribuye a la interaccién entre el término lineal y el término inducido

]R12><Nv

del campo eléctrico. Esta matriz se indica por .®; € y su expresion resulta de computar:

ne ne 1 .
©®;=> .0 = Z/ / EL (&, X0) ep IE, dAE Jd¢ (4.115)
k=1 =171 A

Finalmente, considerando el ultimo término de (4.113) se define a la matriz de rigidez eléctrica
inducida elemental, la cual se asocia al potencial inducido, se denota por ;K¢ € R12X12 y ge
calcula mediante:

ng ng 1
Ki=) Ki=) / / EL (€ Xa) ep iBy(€, Xa) dAF JdE (4.116)
k=1 k=17"174g
Luego, teniendo en cuenta las ecuaciones (4.114) a (4.116) se obtiene la versién compacta de la

variaciéon 0W
*xe __ T T T T T e
W3 = b (t) Cj p;(t) +0pj (1) OF M. (1) +ne (1) «Oi ;(t) +dme (1) iKE n.(t) (4.117)

4.4.1.4 Trabajo virtual no conservativo

El trabajo virtual no conservativo se expresa por medio de la suma de dos términos:
SWE, = oW, + oWl (4.118)

El trabajo virtual no conservativo de las cargas externas 5W£i se obtiene sustituyendo las
aproximaciones de los campos cineméticos fundamentales en la ecuacién (4.54). Sin embargo,
antes de presentar la expresion resultante, se introducen dos hipdtesis adicionales: 7) por un
lado, se supone que las fuerzas de superficie sobre las caras laterales S y S§ de la Figura 4.1
son nulas, lo cual implica que 0F = 0 en (4.54); y, ) por otro lado, la componente en direccion
X de las fuerzas de superficie sobre S§ también se asume nula tx, (X;,t) = 0. Por consiguiente,
la aproximacion del trabajo virtual no conservativo de las cargas externas sobre un elemento
genérico de la malla se reduce a:

7

sre = /X IR 8 - SUS(X 1, 1) + m(X,8) - 06°(X, 1)) d X, (4.119)

1

Empleando la transformacién afin del elemento se expresa a las fuerzas y momentos distribuidos

por £[X¢(§),t] y m[X{(€),t]. Ademds, la integral anterior sobre el dominio del elemento maestro
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se define a partir de la ecuacién (4.106) como:
SWle = [ AEIXF(©).1)- 805 [X5(€),t + m[XF(6).1]-00° (X[ (). )} Jdg (4120)

Luego, se introducen las aproximaciones dadas por (4.81) y (4.85) y se expresan los productos

escalares en notacién matricial. De ello surge,
SWre = sn(t) £o(t) + on (t) me(t), (4.121)

donde el vector elemental de fuerzas nodales f.(t) € R12%1 y el vector elemental de momentos

nodales m,(t) € R'?*! estan dados por:
1 1
() = [ NE© EIXG(©).0.Jd  me(t) = [ NF(©) m[X{(6). 1) Jdg (4.122)

Por otra parte, el trabajo virtual no conservativo 6W,,. corresponde al trabajo desarrollado
por un elemento eléctrico de pardmetro concentrado, por lo cual no es necesario restringir su

expresion al dominio elemental.

4.4.2 FEcuaciones de movimiento de un elemento finito

Las ecuaciones rectoras de un elemento finito de viga piezoeléctrica se obtienen sustituyendo
las expresiones (4.30), (4.34), (4.40), (4.96), (4.102), (4.111), (4.117) y (4.121) en el principio
de Hamilton dado por la ecuacién (4.A.10),

/: {jténf(t) Me%ne(t) +nL () A n(t). (0] + 0] (1) B [n.(1). (1) -

. Uot ¢ (r)dr| BT 1 B Uot oy(r)dr| - [/ot S;(r)dr| BT £ B w0} dt =0

donde,

(4.123)

A1), 0;()] v B 1), 0;(1)] (4.124)

agrupan a todos los términos premultiplicados por énl(t) y 5gojT(t) respectivamente. A su vez,
para determinar las ecuaciones de movimiento es necesario efectuar integraciones por parte
sobre el primer sumando y sobre los tltimos dos términos de (4.123). Esto permite expresar
todas las variaciones en términos de nl (¢) y de go?(t), ambas con el mismo orden de derivacién.

En este sentido, para el primer sumando se tiene:

t2 to d2
— [T oty Mo ) dt (4125)
t1 t1 dt2

to d
S—nl () M
8 dtne()

d d
c—m.(t) dt = énL(t) M, —n._(t
dtne( ) e (1) dtne( )
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Como las variaciones en t; y ty son arbitrarias se adopta énl (1) = én’ (t2) = 0. Por lo tanto,

d 0 d t2 &2

ol e (t) Meoume(t) dt = — ome (1) Me o 5m.(t) dt (4.126)

t1 dt t1

Operando de manera similar sobre el pentltimo término y considerando que en el instante

inicial todos los potenciales eléctricos son nulos, ¢; (0) = 0, se tiene:

to ot 1 t
/ / 0pj (r) d7 Bj — Bj/O @;(r) dr dt =

T t ot t2
/ &p] ) dt B; Bj/0 /0 @,(1) dr th

1
o1 tr ot
-/ 5(,0] )BjLBj/O /Ocpj(T) dr| dr dt

Como los instantes t; y t2 son arbitrarios, pueden seleccionarse tal que la variacion de la integral

- (4.127)

de ;(7) sea nula en dichos instantes. Luego,

ty ot 1 t
/t / 0pj (r) d7 Bj — Bj/ @;(r) dr dt =
1

(4.128)
—tlaT B/Ucp] dT}det
De manera andloga, el tltimo término resulta:
/ [/ S;(r) dr BTRBj @;(t) dt = — A 5¢]()BT U @, (7 dT} dt  (4.129)
Posteriormente, los términos,
A (1), ;)] v B [n.(t), 0,1, (4.130)

se redefinen incorporando en ellos las ecuaciones (4.126) a (4.129). Introduciendo la notacién
dada por la expresién (3.36) para las derivadas temporales, la ecuacion (4.123) se puede escribir
como:

to

L) A [0 .0 0,0] dt + [T 1) Bn.(0). 0, 0]de =0, (a131)

t1 t1

Como las variaciones dnZ (t) y 64,0?(75) son arbitrarias, para que la expresién (4.131) se anule se

debe cumplir que:
A [i1(8)m.(), 0,(8)] =0, B [n (1), 0,(8)] = 0 (4.132)

Expandiendo la ecuacién anterior y derivando dos veces respecto al tiempo a B [ne(t), cpj(t)]

para eliminar las integrales que provienen de (4.127) y (4.129) se obtiene un sistema de
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ecuaciones diferenciales de segundo orden, ordinarias, acopladas y no homogéneas. Este sistema
gobierna el comportamiento electroelastico de un elemento finito de viga piezoeléctrica que esté
compuesta por n; transductores piezoceramicos y por un circuito eléctrico RLC en paralelo.

Las ecuaciones de gobierno estan dadas por:
M (1) + [KE + K5 (n,) + K (0,)] 0() — ) + 0, + @u(n)] @5(1) = p. (1)

Cje;(t) + Rip;(t) + Lip;(t) = Li(t)

(4.133)

Con el propésito de obtener una expresiéon mas compacta se agruparon los términos de rigidez
inducida en una unica matriz K§(n,) y los vectores de fuerzas y momentos nodales en un tinico

vector p,(t),
Ki(n) = K¢ +iKj + K5 (1), pe(t) = fe(t) + me(?) (4.134)
Ademas, se introdujeron los siguientes términos en el conjunto de ecuaciones eléctricas:

1 ].
€ T I € T (:6 (j T

' | . (4.135)
Ij(t) - - 56917":[(776> + €®lT + €®zT ﬁe(w - €®nl(ne) ﬁe(t) -

1 .7
§€®nl(n6) ne(t>7

donde R € RNvXNo o5 ]a matriz de resistencia, Lj € RNvXNo o5 1a matriz de inductancia,
C; € RNoXNv o5 ]a matriz de capacitancia total y Ije(t) € RM*! es un vector que agrupa
términos vinculados al acoplamiento electromecédnico lineal, no lineal e inducido. En el Anexo

B se explicitan las matrices y vectores de la ecuacion (4.133).

4.4.2.1 Comentarios adicionales

Habiendo obtenido las ecuaciones rectoras para un elemento finito se pueden contrastar las
ecuaciones que gobiernan el dominio eléctrico con aquellas derivadas en el Capitulo 3. En este
sentido, adoptando una conexién en serie entre transductores, j = s, se puede apreciar que
cada una de las matrices dadas en (4.135) son idénticas a las expuestas en la ecuacién (3.38).
Por su parte, comparando el vector I(t) dado en (3.39) con el vector I;(t) de (4.135) se puede
afirmar que la intensidad y la evolucién temporal de la fuente de corriente del circuito depende
del acoplamiento electromecénico de cada transductor, del vector de grados de libertad nodal
y de las derivadas temporales de este vector. Por otra parte, si los transductores se conectan
en paralelo, j = p, se puede percibir que la versién explicita de las matrices introducidas en
(4.135) son las mismas que las presentadas en la ecuacion (3.49). Ademads, observando el vector
I,(t) definido en (3.49) y el vector i;(t) de (4.135) se deduce que las derivadas de las fuentes
de corriente estan estrechamente relacionadas con el acoplamiento electromecénico y con el
vector de grados de libertad. Lo mencionado muestra que existe una interaccion mutua entre el

dominio mecanico y el dominio eléctrico.
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Por ultimo, el sistema de ecuaciones diferenciales dado por la ecuacién (4.133) también
puede ser empleado para modelar miembros estructurales sin piezoeléctricos. Para ello, se debe
tomar en consideracién el primer conjunto de ecuaciones y eliminar todos aquellos vectores y

matrices asociadas al acoplamiento electromecénico lineal, no lineal e inducido.



Apéndices

4.A Principio de Hamilton para sistemas electromecanicos

El principio de Hamilton para sistemas mecanicos consiste en una generalizacién del principio
de desplazamientos virtuales y se utiliza para describir la dindmica de sistemas compuestos por
particulas, sélidos rigidos o cuerpos deformables. Este principio considera que la dindmica del
sistema se caracteriza por dos funciones energéticas, la energia cinética T y la energia potencial
total II. El principio de Hamilton para un sistema conservativo establece que, de todas las
trayectorias posibles que el sistema mecanico podria seguir desde su posicién en el tiempo t1 a

otra posicién en el tiempo 3, la trayectoria real serd aquella para la cual la integral,

/ " —mat, (4.A1)

1

es un extremo [93]. La diferencia L = T — II recibe el nombre de funcién Lagrangiana. Lo
anterior implica que la integral de linea sobre la funciéon Lagrangiana es un extremo para la

trayectoria de movimiento. Luego, el principio de Hamilton puede ser expresado como:

/ (6T — o) dt = 0, (4.A.2)

1

donde § denota al operador variacional. Si el sistema es holonémico la integracién y la variacién
conmutan, por esta razén la ecuacién anterior se expresa en términos de la funciéon Lagragiana

COmo:

5 [“nat=o (4.A.3)

t1
La tultima integral se denomina integral de accion y Joseph-Louis Lagrange fue quien introdujo
por primera vez este concepto. El término accién implica la transformacién de energia cinética en
potencial o viceversa. A su vez, la energia potencial total se especifica por medio de IT = U — W,
donde U es la energia interna de deformacién del cuerpo elastico y Wg es la energia potencial

asociada a las cargas exteriores. En consecuencia, la expresiéon anterior adopta la forma:

t
/ (6T — 6U + §Wg) dt =0 (4.A.4)
t

1

106
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Cuando las fuerzas externas son no conservativas no se puede definir un potencial Wg a partir
del cual derivan estas cargas. En tal situaciéon, dWx se reemplaza por 6W,. que denota el
trabajo virtual desarrollado por las fuerzas mecédnicas no conservativas. En virtud de ello, el

principio de Hamilton para sistemas mecanicos es:

(5L + oW, dt = 0, (4.A.5)
t

1

donde en este caso el Lagrangiano queda definido simplemente por L =T — U.

Para abordar sistemas electromecanicos conservativos se requiere efectuar una extensién
del principio de Hamilton, la cual puede tomar dos variantes segin la variable eléctrica que se elija
como coordenada generalizada. Al respecto, si se adopta a la carga eléctrica como coordenada
generalizada se debe modificar la expresion de la energia potencial total II incorporando a la
energia eléctrica W,. Ademas, se introduce una coenergia potencial total II* que tiene en cuenta

la coenergia magnética W}, del sistema:
N=U+W,—Wg, II" =W, (4.A.6)

Luego, el principio de Hamilton para sistemas electromecanicos con las cargas eléctricas como

coordenadas generalizadas resulta [61]:

to
/ (6T — 6U — 6W, + 6W2 + 6Wpg) dt = 0 (4.A.7)
t1
Por otro lado, si se adopta a los enlaces de flujo (en inglés, flux linkages) se modifica la energia
potencial total del sistema mecanico Il anadiendo la energia magnética W,,. A su vez, se
introduce una coenergia potencial total II* que tiene en cuenta la coenergia eléctrica W del

sistema:
I=U+W,, —Wg, II" =W, (4.A.8)

Luego, el principio de Hamilton para sistemas electromecéanicos con los enlaces de flujo como

coordenadas generalizadas resulta [61]:

t
/ (6T — U — Wy + 6W + 6Wp)dt = 0 (4.A.9)
t

1

A su vez, si el trabajo desarrollado por las cargas externas es no conservativo no es posible
definir una funcién energia potencial Wg. Por consiguiente, se reemplaza a 6Wg por W ..,
donde 0W . representa el trabajo virtual efectuado por elementos eléctricos no conservativos y

por fuerzas mecénicas no conservativas. Finalmente, el principio de Hamilton para sistemas
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electromecanicos se expresa por medio de [61]:

to
/t (6L + W) dt =0, (4.A.10)

1

y se enuncia de la siguiente manera: de todas las trayectorias admisibles que puede seguir un
sistema electromecanico desde su posicién en el tiempo t; hasta su posicién en el tiempo to,
la trayectoria real serd aquella para la cual la integral de (4.A.10) se anule. En este caso el

Lagrangiano L =T — II 4 II* es igual a,
L=T-U-W.+ W, (4.A.11)
si se adopta a las cargas eléctricas como coordenadas generalizadas. En cambio, es igual a,
L=T-U-W,,+W, (4.A.12)

cuando los enlaces de flujo se emplean como coordenadas generalizadas. Es importante tener
presente que, por definicién, la derivada temporal del enlace de flujo es igual al voltaje entre los
terminales del componente eléctrico. Por consiguiente, es comin adoptar a este tltimo como

coordenada generalizada.

4.B Esquema de interpolacion ligada

El esquema de interpolaciéon ligada o vinculada tiene como propdsito evitar el blogueo por corte
y garantizar que la condicién de deformacién por corte nula correspondiente a la teoria de
Euler-Bernoulli sea satisfecha para una viga suficientemente esbelta. Para derivar las funciones
de forma asociadas a este esquema se considera un elemento finito compuesto por tres nodos,
dos nodos extremos y un nodo central, tal como se esquematiza en la Figura 4.B.1. A partir de
ello, se propone interpolar a los desplazamientos transversales U (&,t) y a los giros flexionales
¢0a(&,t) empleando los polinomios cuadréticos de Lagrange [52]. Por consiguiente, se puede

expresar,

a
=
—
A
~
~—
I

N1(€) u1a(t) + N3(§) usa(t) + Na(§) u2a(t)

(4B.1)
N1(§) bralt) + N3(§) O3a(t) + N2(§) O2a(t),

®
)
Q
—
A
~
~—
I

donde o = 2, 3 y las funciones de interpolacién N;(€) (i = 1,2, 3) son los polinomios de Lagrange

que estan dados por:

1

(€)= 5 -1, Na(6) = 5(6+ 1E, No(€) = (1-8) (4B.2)

A partir de la ecuacion (2.58) las deformaciones de corte asociadas al corte (es decir, no se ponen

en consideracion las deformaciones cortantes por torsién) se pueden expresar de la siguiente
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Figura 4.B.1: Esquema de interpolacién ligada.

manera:

00X,

0.U3
0X1

[ang (X1,t) — e@g(Xl’t)‘| )

_ 1
’ (4.B.3)
, B.

Er3(Xy,t) = [ (X1,t) + e92(X1,t)]
Teniendo presente las aproximaciones propuestas para los desplazamientos y giros, y observando
que los polinomios de Lagrange se definen sobre el elemento maestro, las deformaciones dadas

anteriormente se pueden expresar de la formas:

o0.U3 0
E12(§7t> - [ 850 a; (57 ) 3(§7t)‘| ’
0.0 06 (4.B.4)
0
E13(§7t) - [ 85 8X (57 )+692(§7t)‘|
Luego, sustituyendo (4.B.1) en (4.B.2) y la expresién resultante en (4.B.4) se obtiene:
Bral.t) = 5 [ 57026 — 1) wialt) = 26 usn(t) + 526 + 1) uma(t)-
- %(s—n& Oralt) = (1 = €) bss(t) = (€ + 1€ baa(0)]
L ) (4.B.5)
Bual6,t) = 5 | 5726 — 1) ua(t) = 26 uan(t) + *<2s +1) uas(0)+

1

+ 5(5— 1) O1a(t) + (1 — %) O3a(t) + 54‘ 1)§ Oao(t ]
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Reemplazando el jacobiano de la transformacion afin (J = h./2) y reordenando términos en la

ecuacién predecesora se tiene:

Pra(e ) = 3 {2220 4 2 ey 1) — 2usn(t) + usa(0)] — faslt)-
— 5€1023(0) = B13(0)] - 3€ Bra(t) + Baa(t) — 20ma(0)} e
Brale,t) = 5 {200 4 2 fuso0) — 2usalt) + s 0] + Osa(0)+ B
+ 5€002a(8) — O12(0)] + 36 Bra(0) + 022(8) — 202(0)]}

El bloqueo por corte se puede evitar si las deformaciones de corte por corte tienden a cero a
medida que aumenta la esbeltez de la viga y, en condicién limite, se debe cumplir la siguiente

condicion:
E12(§,t) =0, Eis(§,t) =0, (4.B.7)

lo que se obtiene imponiendo que los coeficientes de los términos lineales y cuadraticos en &

sean iguales a cero [79]. De ello resulta:

uga(t) — uia(t)
he

u13(t) — uos(t)

El?(fat) =0— h

= 933(t> s E13(§,t) =0— = 932(t) (4B8)

La condicién F1,(€,t) = 0 implica que la pendiente promedio de los desplazamientos
transversales (nodales) sea igual a la rotacién del nodo central, lo cual constituye la condicién
fisica para vigas esbeltas. En consecuencia, anulando los términos lineales y cuadraticos para

ambas deformaciones en la ecuacién (4.B.6) se obtiene:

2 funat) — 2usa(t) + uaa(0)] — 5 025(6) — Gra(0)] = 0

Para Em(f, t) — he 1
3 [013(t) + O23(t) — 2033(t)] = 0
) ) (4.B.9)
7 w13 (t) = 2uz3(t) + uzs(t)] + 5 [622(t) — b12(1)] = 0

e

Para E13(§,t) — 1
5 [012(2) + 022(t) — 2052(¢)] = 0

De la ecuacién (4.B.9) se despejan los grados de libertad del nodo central en funcién de los

grados de libertad de los nodos extremos:

(4.B.10)

”u,33(t) = % [’U,gl(t) + u32 (t)] +
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Luego de sustituir la expresién (4.B.10) en la (4.B.1) y operar algebraicamente resulta el

esquema de interpolacién buscado:

VR(E8) = 51— €) wialt) + (14 ) wat) + (1~ €) Gra(6)+
+ %(52 —1) O23(t)
O3(E0) = (1 —€) Bu3(t) + (1) ()
2 d . (4.B.11)
Ui (& 1) = 5(1=&) wa(t) + 5 (1 +&) uas(t) + 5(52 —1) 12(t)+
+ %(1 — &%) Ox(t)
e@g(f,t) = %(1 — f) ng(t) + %(1 + f) (922<t)

De la ecuacién predecesora se infiere que los desplazamientos transversales se interpolan usando
polinomios lineales y cuadraticos. Los primeros de ellos utilizan a los desplazamientos nodales
como variables interpolantes, mientras que los segundos emplean a las rotaciones nodales. A
su vez, los giros se interpolan usando polinomios lineales. Puede notarse que las funciones de
forma lineales, tanto las usadas en los desplazamientos como en los giros, corresponden a los

polinomios de Lagrange de primer grado.

4.C Representacion matricial de los campos cinematicos y del

campo eléctrico

A los fines de implementacion, resulta conveniente expresar las versiones elementales del campo
de desplazamiento, del tensor de deformaciones y del campo eléctrico en formato matricial. A

continuacién, se detalla la construccién de las matrices involucradas para cada caso.

4.C.1 Campo de desplazamiento

El campo de desplazamiento elemental Uj (&, X, ) en notacién matricial se obtiene sustituyendo
las ecuaciones (4.81) y (4.85) en la (4.77) y considerando la transformacién afin del elemento.
De ello resulta:

= N (€)

Uf (& Xart) = [Uu(Xa) + Uy(Xa) D] [Ne o |0 (4.C.1)
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donde las matrices Uy (X4 ), Uy (Xa) € R3%6 dependen de las coordenadas cartesianas de la

seccion X, y de la funcién de alabeo. La version explicita de cada una de ellas es:

100 0 X3 —Xo 000 wXy) 00
U, X,)=10 10 -X3 0 0 |,UuXy)=1000 0 0 0], (4C2)
001 Xo 0 0 000 0O 00

mientras que D, es un operador diferencial que actiia sobre las matrices de funciones de forma

y cuya expresion matricial estd dada por:

0000 00
0000 00
10000 00 9

Dw:— ’627 403
Jlo oo a oo ° o (1C3)
0000 00
000 0 00

J es el determinante jacobiano de la transformacién afin definido en (4.74). Por simplicidad, se

introduce la matriz ﬁ(ﬁ , Xo) € R3*12 para denotar al siguiente producto,

U(€, Xa) = [Uu(Xa) + Uy(Xo) Dy E: Eg] (4.C.4)

En base a lo expuesto, la ecuacion (4.C.1) se reescribe como:

U (¢, Xa,t) = U(¢, Xa) 0.(t) (4.C.5)

4.C.2 Tensor de deformaciones

La representacion matricial del tensor de deformaciones elemental se obtiene a partir de los
campos cineméticos, UG(&,t) y 8°(€,t), y considerando la ecuacién (2.59). En consecuencia,
se expresa a Eik(ﬁ , Xa,t) a través de la suma de dos términos, uno de los cuales agrupa a las

componentes lineales de deformacion y el otro a las no lineales:
_ _ 1 -
E(§ Xast) = Ei(&, Xa) ne(t) + 5 Ent (€, Xa, me(?)] (4.C.6)

A su vez, se expande a la componente lineal E;(¢, X,,) en tres términos,

E/(¢, X,) = E1(Xa) Dy Ee ©

+ E>(Xa) Do [E:Eg

_ [Nu(f)

Ne(f)] ,  (4.C.7)

donde el primero de ellos representa a la deformacién axial, mientras que el segundo y el tercero

a las deformaciones de corte por corte y por torsién. Por otro lado, el término correspondiente
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a las componentes no lineales se puede expresar como:

By €, Xou1,(1)] = [[Duy Nu() no (0] + [Dyy No(&) m0 0 0] (4.C.8)

A continuacion se detalla cada una de los términos de las ecuaciones (4.C.7) y (4.C.8). En
este sentido, E(X,) € R3%6 (con k = 1,2, 3) son matrices que dependen de las coordenadas

cartesianas X, y de la funcién de alabeo, sus expresiones estan dadas por:

E; 0 0

_ _ V2 _ V2

El(Xa) =10]| , EQ(XOC) = - Es| , E3(Xa) = 5 0], (409)
0 0 E;

donde 0 € R'*% es un vector fila idénticamente nulo y el resto de los términos son:

Elz{l 0 0 w(X2,X3) X3 —XQ} )

EQZ[O 1 0 Ow(X2,X3)—X3 0 —1}, (4.C.10)
0 0

E3:|:0 0 1 Osw(Xo,X3)+Xo 1 O:| 782:87)(2783:87)(3

Por otra parte, Dy, (con k = 1,2, 3) son operadores diferenciales matriciales que estan asociados
a las componentes lineales de deformacién y que actian sobre las matrices de interpolacién de
desplazamientos y de rotaciones. Por su parte, D, (con a = 2,3) es un operador diferencial
vinculado a la componente no lineal de deformacién que opera sobre la matriz de interpolaciéon

de desplazamientos. La versién explicita de cada uno de ellos es:

[Jo: 00 0 0 0 00 00 00
000 0 0 0 09 0 0 00
p,— L]0 000 0 0f 1000000 (4.C.11)
JE10 00 9 0 0 J10 0 0 9 0 0
0 00 0 Jo 0 0000 00
L0 00 0 0 Jo] 0 0 0 0 0 J
00 0 0 0 0]
00 0 00
D3—;88%8 ES,DM—}][O 9 0], Dy, %[ooag
¢ (4.C.12)
0 0 J 0
00 0 0 0 0
82
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Con el proposito de compactar la notacién, se propone designar al producto entre los operadores
diferenciales y las matrices de interpolacién mediante By(¢) € RO*12 (K =1,2,3) y B, (¢) €

RY¥12 (o = 2,3), las cuales estan dadas por:

B.() = D, [Nu(f)] By(e) = D, lNu(é)] | Ba(6) = Dy [Nu(g)]

Ny(¢) Ny(¢) Ny(¢) (4.C.13)
En base a la ecuacién anterior la matriz El(ﬁ , X) se puede expresar como,
Ei(§, Xa) = E1(Xa) B1(€) + E2(Xa) Ba(é) + E3(Xa) Bs(¢), (4.C.14)
y la matriz E,; [¢, X, 1. (t)] se escribe de la siguiente manera:
By (€. Xou ()] = [n7() Bu() mo(®) 0 0]
e ‘ " ¢ (4.C.15)
B,u(€) = By, (§) Bu, (§) + By, (€) Buy(€)
Finalmente, calculando la variacién del tensor elemental Ezk (&, X, t) se obtiene:
. _ 1 -
OE, 1 (&, Xo,t) = Ei(&, Xo) dm, (1) + §5Enl (€, Xa,0m.(1)], (4.C.16)

donde:
St 6, Xa 61 (6)] = [o07 (8) Boa(€) mo(8) + 7 (1) Bua() omo(t) 0 0] (4.017)

4.C.3 Campo eléctrico del k-ésimo transductor

La representaciéon matricial del campo eléctrico del k-ésimo transductor en el subdominio
elemental se obtiene empleando las interpolaciones de los campos cinematicos, UG(,t) y
0°(&,t), v la ecuacién (3.12). Al respecto, se expresa al campo eléctrico Ef, (€, X, t) por medio
de la suma de dos términos, el primero de ellos corresponde a la componente lineal (1) y el

segundo a la componente inducida (7):
Ef (6, Xa,t) = {Ej ;) +iEg (&, Xa) ne(t) (4.C.18)

En lo que respecta a la matriz de la componente lineal f E; € R¥*No la misma puede ser definida
en términos del espesor del transductor t; y de la matriz de compatibilidad de potenciales Bf
de la siguiente forma:

. T
Be=—1]o 0 '] B (4.C.19)
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En este caso el subindice o supraindice j es igual a s si los transductores estan conectados
en serie o igual a p para una conexién en paralelo. Por otro lado, la matriz asociada a la

componente inducida ;E; (&, Xo) € R3¥12 estd dada por:

iEr(€, Xa) = Br(Xa) Dy Ny (€) + B (Xa) Dy Ny (&) (4.C.20)

k — k L
En tanto que, las matrices E, (X, ), Eg(X,) € R3*3 dependen de propiedades piezoeléctricas y

de las coordenadas cartesianas X, . Ellas se expresan por medio de,

0 0
By(Xo)= | 0| Eg(Xo)=|0| . Bu=[0 0 EJ].E=[E} B} 0], (1021
Eu E9

donde 0 € R'*3 es un vector fila idénticamente nulo, mientras que E,,, E91 y Eg son escalares

que se definen de la siguiente manera:

_ ng +}c X3 —2X3 %Xg -|-11€ X3 —2X3

E, = ens , By = 7 (e113 + e311)
2€53 2€33
9 1 B 9 ~ 1 (4.C.22)
El _ €113 ng +5 X3—2X3X _9 Oow (X )_ w(XQ,ng) —(JJ(XQ,ng)
b7 B 2 ? X3 t

Por otra parte, D, y Dy son operadores diferenciales matriciales que actiian sobre las matrices

de interpolacién N, (§) y Ng(§). Ellos estan dados por:

00 0 % 0 0
0 0 O 0 0 0

Nuevamente, por simplicidad el producto entre los operadores diferenciales y las matrices de

interpolacién se agrupan en las matrices B, (&) y Bg(¢) € R3*12
B.(§) =Dy Nu(&) , Bg(§) = Do Ny(§) (4.C.24)

Por dltimo, sustituyendo la ecuacién anterior en la (4.C.20) y esta tltima en la (4.C.18) resulta:

E(€ Xart) = {Ex 9;(t) + [Eq(Xa) Bu(€) + Eg(Xa) Bo(&)] me () (4.C.25)



CAPITULO

Modelo aerodinamico

En este capitulo se discuten los aspectos més relevantes del modelo aerodindmico. El mismo
comienza con una breve descripcién de las caracteristicas generales del modelo y, en particular,
del método utilizado en la evaluacién de las cargas aerodindmicas. Posteriormente, se detallan
las hipétesis simplificadoras adoptadas y se presentan las ecuaciones basicas junto a una serie
de conceptos generales que contribuyen a una correcta interpretaciéon del método. Finalmente,
se exponen los detalles de implementacién mas significativos, esto es, como se representan las
superficies sustentadoras y las diferentes etapas de cdlculo que incluye la determinacion de las
cargas aerodinamicas. A pesar de la informacién brindada en este capitulo, en este trabajo se

emplea la implementacién de Pérez Segura [85].

5.1 Generalidades

Los modelos aerodindmicos se emplean con la finalidad de predecir las cargas aerodinamicas
que actian sobre los cuerpos inmersos en un dominio fluido. En general, estos modelos pueden
agruparse en las siguientes tres categorias: modelos analiticos, modelos que utilizan algoritmos
numéricos para aproximar la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes y modelos que se basan
en la distribucién de singularidades. Para el problema que se aborda en este trabajo es véalido
considerar que el flujo que circunda las superficies alares esté caracterizado por un elevado
numero de Reynolds. Por consiguiente, se puede asumir que los efectos viscosos estan confinados
en delgadas capas, adyacentes a las superficies sélidas, y en las estelas que se desprenden desde
los bordes filosos de las alas. Teniendo en cuenta lo mencionado, las cargas aerodindmicas pueden
ser predichas adoptando un método basado en la distribucién de singularidades sobre superficies
sélidas, tal como lo es el método de la red de vértices inestacionario y no lineal (UVLM) [84].
Un aspecto particularmente interesante de este método es que permite efectuar analisis mas

generales que los correspondientes a los modelos analiticos, a la vez que requiere un volumen

116
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de célculo mucho menor que aquellos que buscan aproximar la solucién de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Esta caracteristica lo dota de un excelente balance entre generalidad y costo
computacional [71].

El modelo aerodindmico que se implementa permite estimar las cargas sobre cuerpos
de forma general que estan inmersos en el seno de un fluido. Se consideran flujos dominados
por vorticidad en los que el fenémeno llamado vortex bursting no sucede. A su vez, el modelo
permite incluir varios cuerpos para estudiar las interferencias aerodindmicas estacionarias e
inestacionarias y, podria tener en cuenta no linealidades aerodindmicas asociadas a grandes
angulos de ataque (en este caso el desprendimiento ocurrird desde una regién a determinar
situada sobre el extradds) y grandes deformaciones.

Como resultado del movimiento relativo entre los cuerpos y el fluido que estéd en reposo, se
desarrollan gradientes de velocidad que dan origen a vorticidad concentrada en una delgada capa
adherida a las superficies de los cuerpos, la cual se denomina capa limite. En ella, hay suficiente
vorticidad para incrementar la velocidad del flujo desde cero, condiciéon de no deslizamiento,
sobre las superficies hasta la condicién de flujo externo. A medida que aumenta el nimero
de Reynolds, el espesor de la capa limite disminuye debido a la reduccién progresiva de la
influencia de la difusién viscosa en relacién con el transporte de momento lineal convectivo. En
el caso limite de un nimero de Reynolds infinito, las capas limites y todas aquellas regiones
que contienen vorticidad se vuelven extremadamente delgadas pero con suficiente vorticidad
para producir una transicién de velocidad desde la condicién de no deslizamiento hacia las
condiciones de flujo externo. De hecho, en tal situacién, las capas limites parecen producir
una discontinuidad en la componente tangencial de la velocidad del flujo, asemejandose a una
superficie vorticosa.

En virtud de lo expuesto, en el UVLM se divide al dominio fluido en dos regiones bien
definidas: 7) una region pequena y compacta de flujo rotacional con vorticidad no nula asociada
a las capas limites y las estelas; i) el resto del dominio infinito se considera irrotacional. Debido
a lo mencionado, las capas limites y las estelas se idealizan por medio de dos tipos de sdbanas
(ldminas) vorticosas: sdbanas adheridas (SVAs) y sdbanas libres (SVLs). Las SVAs modelan las
capas limites adyacentes a las superficies solidas inmersas en el fluido y se mueven siguiendo la
dindmicas de éstas, por consiguiente se desarrolla a través de ellas un salto finito de presién.
En este trabajo, los perfiles aerodinamicos utilizados son delgados; por lo tanto, las SVAs de
ambos lados del cuerpo colapsan en una tinica SVA. Por su parte, las SVLs, que modelan las
estelas, ocupan posiciones libres de fuerza en todo momento ya que se trasladan y se deforman
sin restricciones siguiendo la velocidad local del fluido, esto es, no se produce ningtn salto de
presiéon a través de las SVLs. Las SVLs son creadas por medio de la conveccién de vorticidad
desde los bordes afilados de los cuerpos, definidos a priori como los puntos donde la separacién
de flujo tiene lugar. Los dos tipos de sdbanas estan unidas en los bordes filosos de las alas,

donde se impone la condiciéon de Kutta para flujos inestacionarios [59].
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El flujo asociado a la vorticidad de las estelas que se ubica en cercanias de las alas afecta
al flujo alrededor de ellas y por ende a las cargas aerodindamicas actuantes. Debido a que la
vorticidad presente en las estelas en un instante dado fue generada y convectada desde las alas
en un instante de tiempo anterior, las cargas aerodinamicas dependen de la historia reciente del
movimiento, la cual se encuentra almacenada en las estelas. El campo de velocidad asociado a la
vorticidad existente en un punto del espacio decae al alejarse de dicho punto. En consecuencia,
a medida que la vorticidad en la estela va siendo transportada corriente abajo, su influencia

decrece.

5.2 Hipodtesis aerodinamicas del modelo
El modelo aerodindmico se sustenta en las siguientes hipotesis simplificadoras:

1. Se considera flujo incompresible a elevado niimero de Reynolds.

2. Se desprecian los fenémenos de transporte molecular que incluyen friccién, conductividad
térmica y difusion. Esto implica que el problema a resolver no incluye a la viscosidad del

fluido como variable de estado, es decir, el flujo se asume de viscosidad despreciable.

3. Se considera al dominio fluido dividido en dos regiones bien determinadas: 7) una de ellas
altamente compacta, capas limites y estelas, que estd dominada por la vorticidad del

fluido; i7) la otra regién se asume irrotacional.

5.3 Ecuaciones basicas

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido con densidad constante p, viscosidad cinematica

vy sujeto a fuerzas inerciales por unidad de masa F se expresan en su forma més general como:

oV 1

E(X, t)+[V(X,t) - V] V(X,t) = —;Vp(X, t) + vV?V(X,t) + F, (5.1)
donde X es el vector posicién de un punto en el espacio, V(X,t) es el campo de velocidad,
p(X,t) es el campo de presion y V es el operador Nabla cuya representaciéon en un sistema
de coordenadas cartesianas tridimensional (X7, X2, X3) con una base ortonormal dextrogira

asociada {fn,ng, N3} es,

0
V= a—XZﬁz con i=1,2,3 (5.2)

Por otro lado, la forma més general de la ecuacién de conservacion de la masa se expresa como,

ZQ)(X’ 1)+ V(X,t) - Vp(X,t) + p(X, 1)V - V(X,t) =0 (5.3)
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Aplicando la hipétesis 1 sobre la ecuacion (5.3) la ecuacién de continuidad se reduce a:
V-V(X,t)=0 (5.4)

Las ecuaciones (5.1) y (5.4) constituyen un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales escalares
en derivadas parciales que son suficientes para determinar el campo de velocidad V(X,t) y
el campo de presién p(X,t) asumiendo conocidas las condiciones iniciales y condiciones de
borde adecuadas. El hecho de considerar a la densidad del fluido como constante afecta la
precisién del modelo, no obstante, es una hipodtesis valida cuando el nimero de Match del flujo
es relativamente bajo, como regla general menor a 0.3 [85]. Por otro lado, teniendo en cuenta
la hipétesis 2, un flujo puede tratarse estrictamente como no viscoso cuando el nimero de

Reynolds (Re) tiende a infinito, es decir,

Vv
oV

Re — 00, (5.5)

donde V es el médulo de la velocidad caracteristica, [ es una longitud caracteristica y u la
viscosidad dindmica. Luego, sustituyendo la ecuacién (5.4) en (5.1) y, teniendo en cuenta (5.5)

(es decir, v — 0) las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a,

%’(X, B+ V(X,1) - VV(X, 1) = —;Vp(X, ), (5.6)
las cuales se conocen como ecuaciones de Euler y tienen validez en el campo exterior de fluido,
esto es, todas aquellas regiones del espacio externas a las superficies del sélido, capas limites
y estelas. A su vez, todas las fuerzas de campo (por ejemplo, las fuerzas debida a la accién
del campo gravitatorio terrestre) se suponen conservativas y sus potenciales se introdujeron
directamente en el término de presién.

Para completar la descripcion del problema es necesario adicionar a las ecuaciones rectoras,
(5.4) y (5.6), un conjunto de condiciones de contorno [64, 65]. La posicién de la superficie del
solido es conocida, como una funcién del tiempo, y la componente normal de la velocidad del
fluido es prescrita en esta frontera. De este modo, la primera condicién de contorno requiere
que la componente normal de velocidad del fluido relativa a la superficie del sélido sea nula.
Esta condicién, denominada cominmente como condicién de no penetracién, se puede expresar

CcOomao:
[V(X,t) — Vs(X,t)] - 2(X,t) = 0, para X € 9B (5.7)

donde Vg (X, t) es la velocidad del sélido, n(X,t) es el versor unitario normal a dicha frontera
y OB denota la frontera del sélido. La segunda condicién es la de regularidad en el infinito, la

cual requiere que las perturbaciones producidas en el fluido por la presencia y el movimiento
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del solido inmerso decaigan a medida que uno se aleje del cuerpo. Esta condicion esta dada por:

lim [[V(X,#)[] = [[Voo (X, 1)]], (5-8)
[IX[|—00
donde V (X, t) es el campo de velocidad de la corriente libre y || - || denota la norma vectorial

euclidiana. Adicionalmente a las condiciones de contorno anteriormente expuestas, los teoremas
de Kelvin-Helmholtz y la condicién inestacionaria de Kutta son utilizados para determinar la

intensidad y la posicion de las estelas vorticosas [59, 65, 84].

5.4 Cinematica del flujo

5.4.1 Campo de vorticidad

La cinemaética del problema hace referencia a la relacion entre la distribucién de velocidad
V(X,t) y de vorticidad (X, t) en cada instante de tiempo. Se debe enfatizar que esta relacién
es puramente cinemética, ambos campos coexisten. Las ecuaciones diferenciales que la describen

estan dadas por la ecuacion de continuidad y la definicién de vorticidad:
V-V(X,t) =0, VxV(X,t)=Q(X,t) (5.9)

En general, para un fluido incompresible, o0 mas estrictamente barotrépico, donde los fenémenos
de difusién viscosa sean despreciables y las fuerzas externas conservativas, se satisfacen las leyes
de conservacion de Helmholtz. Estas leyes indican que la vorticidad, la cual es una propiedad
cinematica de las particulas, no puede crearse o destruirse en el seno de un fluido y que las
distribuciones compactas permaneceran compactas. Esto tltimo significa que la vorticidad se
mantendra confinada en regiones delgadas. Bajo estas condiciones, la estructura y evolucién del
flujo puede describirse convenientemente en términos del campo de vorticidad [59, 85].
Basandose en la ecuacion (5.9) se infiere que el campo de velocidad es solenoidal y, por lo

tanto, se lo puede introducir a través de un campo vectorial potencial ¥ (X, ¢) como [59]:
V(X, 1) = V x ¥(X, 1) (5.10)
Sustituyendo a (5.10) en la definicién de vorticidad resulta:
Vx[Vx®X,t)]=V[V-¥X,t)] - V¥X,t)=QX,t) (5.11)

Hasta el momento, la uinica exigencia que debe satisfacer (X, ¢) se indica en la ecuacién (5.10).
No obstante, esta condicién no determina de manera tnica a este campo ya que siempre es
posible aniadir el gradiente de alguna funcién escalar f sin modificar a (5.10) ya que Vx Vf = 0.

Por consiguiente se puede seleccionar a ¥(X,t) tal que V- ¥(X,t) = 0 y, de esta manera, la
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n3

Figura 5.1: Nomenclatura usada en la ecuacién que permite calcular la velocidad inducida
por una regién vorticosa.

expresion (5.11) se simplifica a la siguiente ecuacién vectorial de Poisson [88]:
V(X t) = —Q(X, ) (5.12)
La solucién de (5.12) estd dada por [59]:

1 Q(Xo, t
(X, 1) = E/vﬁ 4V (Xo, 1), (5.13)
donde X es el vector posicion de los puntos contenidos en una regiéon tridimensional del dominio
fluido, V' (Xo, t) es la regién que contiene la vorticidad distribuida y €(Xo,?) es la vorticidad en
el punto Xj. Finalmente, para obtener una representacion integral del campo de velocidad en
funcién de la vorticidad se sustituye la ecuacién (5.13) en la (5.10). Luego, para una particula
de fluido que ocupa un punto espacial P(X), el campo de velocidad V(X,¢) inducido por la
distribucién vorticosa se puede determinar mediante [59, 84]:

V(X,1) = i/v Q(Xﬂ’x’f)fg@ Xo) v (X, 1), (5.14)

donde la nomenclatura presentada en la expresién anterior se esquematiza en la Figura 5.1. Por
otro lado, es interesante recalcar que el argumento de (5.14) es cero cuando la vorticidad se
anula, por lo tanto, la regién donde el fluido es irrotacional no realiza ninguna contribucién
sobre el campo de velocidad. En cada punto, el campo de velocidad puede ser computado
explicita e independientemente de la evaluacién en puntos vecinos. Como consecuencia de esta
caracteristica, la evaluacion del campo de velocidad puede ser confinada a las regiones viscosas.
La distribucién de vorticidad en las regiones viscosas determina el campo de fluido, tanto en la

region viscosa como en la no viscosa.
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Figura 5.2: Tlustracién del concepto de sdbana vorticosa.

P(X)

Figura 5.3: Nomenclatura utilizada en la definicién del campo de velocidad inducido por una
sabana vorticosa.

5.4.1.1 Velocidad inducida por una sabana vorticosa

Una sébana o lamina vorticosa es una superficie sobre la cual la vorticidad es infinita. Esta
puede ser introducida formalmente a partir de un proceso de toma de limite. Para ello, se
considera una regién vorticosa comprendida entre dos superficies, S7 y S2, que estan separadas
una distancia €, tal como se muestra en la Figura 5.2. Ademads, en ella se presenta un punto O
situado sobre un elemento ndS que pertenece a una superficie intermedia .S, donde ndS es la
secci6n transversal de un cilindro que pasa a través de O y tiene una altura e. Si (O, t) define

la vorticidad a través de O se puede expresar que:

Q(0,t) dV = Q(0,t) € dS, (5.15)
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donde dV es el volumen del cilindro infinitesimal. Luego, tomando el limite se tiene que:

Qchimnflﬁo Q(0,t) e =~(0,t), (5.16)
es decir, cuando el espesor € tiende a cero y la magnitud de la vorticidad (O, t) tiende a
infinito, el producto eQ(O,t) tiende a v(O,t). En este caso, v(X,t) adopta un valor finito y
define la vorticidad distribuida sobre la superficie S. Vale la pena notar que en el limite el
volumen considerado colapsa en la superficie S. El campo de velocidad V (X, t) inducido por
una sdbana vorticosa en un punto espacial P(X) puede derivarse a partir de la ecuacién (5.14)

y esta dado por [84]:

1 / 7 (Xo, 1) X (X —Xo) dS(Xo,1), (5.17)
S

V(X,t) = —

XD =g s X =XalP
donde S(Xo,t) es la superficie del dominio ocupada por la lamina, tal como se esquematiza
en la Figura 5.3. Un andlisis detallado de lo que sucede con el campo de velocidad a medida
que uno se aproxima a la sibana desde ambos lados permite mostrar que ésta produce una

discontinuidad en el campo de velocidad, la cual se expresa por [84]:
AV (X, t) = v(Xo, t) x (X, t) (5.18)

Esta discontinuidad sélo ocurre en la componente tangencial de la velocidad, mientras que la

componente normal permanece continua.

5.4.1.2 Velocidad inducida por un segmento vorticoso

Un filamento vorticoso es una singularidad en la cual la vorticidad infinita se concentra sobre
una linea espacial. La circulacion I'(t) alrededor de una curva cerrada que encierra al filamento
se mantiene constante a lo largo de éste. Siguiendo un razonamiento similar al expuesto en la
subseccion anterior se puede derivar, aunque no se detalla aqui, la expresién general del campo
de velocidad asociada a un filamento vorticoso. A tal efecto se hace colapsar, a través de un
proceso de limite, un tubo vorticoso en una linea. Consecuentemente, el campo de velocidad
V(X,t) inducido por el filamento en un punto espacial P(X) se determina por [59]:

r /dlx(X—XO)

VX,t)=— | —7<3—

= (5.19)

donde dl es la longitud de un elemento infinitesimal sobre el filamento. La ecuacién (5.19) recibe
el nombre de ley de Biot-Savart.

Un filamento vorticoso puede ser discretizado por medio de lineas rectas de longitud finita
que reciben el nombre de segmentos vorticosos. El campo de velocidad V (X, t) que induce un

segmento en un punto P(X) se calcula a partir de la versién discreta de la ley de Biot-Savart
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Figura 5.4: Nomenclatura usada en la ecuacién que permite calcular la velocidad inducida
por segmento.

[84]:

F(t) L x ri

VX, t) = 2 2T g
Xt = 4 Th x|

(61 —é2), L=r; —ry, (5.20)
donde ry y ro son los vectores posicién del punto del campo fluido donde se computa la velocidad
relativo a los extremos del segmento, €; y €2 son vectores unitarios asociados a los vectores r;
y ra, v L es el vector representativo de la longitud del segmento,véase Figura 5.4.

En ocasiones, cuando la particula de fluido se encuentra préxima al segmento vorticoso, la
velocidad inducida adopta valores extremadamente elevados. Desde una perspectiva numérica
esta caracteristica es indeseada y su origen se atribuye a la singularidad que posee la ecuacién
(5.20) cuando el punto P(X) se localiza sobre el segmento. La manera mas sencilla de subsanar
este inconveniente consiste en reemplazar el nicleo singular de la mencionada ecuaciéon por
un nucleo suavizado. Una primera alternativa, la cual se adopta en el presente trabajo, es la
técnica de regularizaciéon ad hoc propuesta por van Garrel [118] e implementada con éxito en los
trabajos de Roccia, Ceballos y Pérez Segura [25, 85, 96]. Su objetivo es imponer una variacién
suave de la velocidad cuando la distancia entre la particula y el segmento es inferior a un cierto
valor. En esta técnica, el nicleo singular K(X — Xg) es reemplazado por un nicleo suavizado
K;s(X — Xg,9), donde § es un parametro que se denomina cominmente radio de cut-off. Con

esta regularizacién, la expresién (5.20) adopta la siguiente forma:

F(t) L x ri

V(X,t) =
Bt =4 I x vy ]2 + [ [T

L (&1 — &) (5.21)
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Figura 5.5: Magnitud de la velocidad inducida por un segmento vorticoso a medida que nos
alejamos de él calculada con: (a) cut-off suavizado, (b) cut-off lineal.

En la Figura 5.5a se grafica la influencia del radio de cut-off sobre la magnitud de la velocidad
inducida en funcién de la distancia s, la cual se mide en direccién perpendicular al segmento. Se
observa que el efecto del radio § sobre la velocidad es significativo en la vecindad del segmento,
pero su influencia disminuye a medida que la particula se aleja de él. El valor de § se determina
a partir de comparaciones entre simulaciones realizadas mediante el uso de la ecuacién (5.21) y
soluciones conocidas que fueron obtenidas con otras técnicas, no habiendo bases tedricas para
su justificacion.

Una segunda alternativa ampliamente utilizada para eliminar la singularidad de (5.20)
consiste en usar una funcioén lineal para el radio de cut-off. Es decir, dentro de una regién de
radio § la velocidad decrece linealmente a medida que disminuye la distancia al segmento. Debe
notarse que esta regién esta formada por un cilindro cuyo eje es el segmento con dos semiesferas
de radio 0 en sus extremos. Esta técnica también fue propuesta ad hoc por van Garrel [118] y
su implementacion se detalla en la Figura 5.5b.

Una tercera y ultima alternativa, quizas la méas sencilla, consiste en imponer un valor
nulo de velocidad a la particula de fluido involucrada cuando la distancia que la separa del

segmento es inferior al radio de cut-off.

5.4.2 Campo de velocidad

El campo de velocidad se puede expresar mediante la suma de dos velocidades:

V(X,t) = Voo + U(X, 1), (5.22)
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donde U(X, ) es el campo de velocidad de perturbacién creado por el cuerpo. Este tltimo esta
asociado con la vorticidad distribuida en las sdbanas continuas que representan a las estelas y a
la capa limite. Alternativamente, la expresién anterior puede desarrollarse y escribirse de la

siguiente manera:
V(X,t) =V + Vp(X,t) + Vir (X, 1), (5.23)

donde Vp(X,t) y Vir(X,t) denotan a las velocidades inducidas por las sdbanas vorticosas
adheridas y libres, respectivamente. Lo mencionado permite reescribir la condicién de no

penetracién de la expresién (5.7) como:
[Voo + Ve(X,t) + Viyr (X, t) — Vg(X,t)] - (X, t) = 0, para X € 9B (5.24)

Por otro lado, teniendo en cuenta la hipétesis 3, el campo U(X,t) es irrotacional fuera
de las sabanas libres y adheridas. Por lo tanto, también se lo puede expresar como el gradiente

de una funcién potencial (X, t):
UX,t) =Vp(X,t) + Vip(X,t) = VO(X, ) (5.25)
Sabiendo que tanto Vo, como U(X,t) satisfacen la ecuacién (5.4) resulta:
V2O(X,t) =0 (5.26)

Las condiciones de borde para (5.26) se obtienen a partir de (5.7) y (5.8) y estan dadas por:

00
on |5

= (=Va + Vgs) -1y, lim |VOl| =0, (5.27)
[[X=Xog||-00

donde OB representa el contorno del cuerpo y Xy es el vector posicién de un punto situado

sobre el cuerpo. En el presente trabajo, el campo de velocidad U(X, ) se determina a partir de

la ecuacién (5.17), por lo tanto, la condicién de regularidad en el infinito (5.27) se satisface

indénticamente.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, se puede inferir que el campo de velocidad
para flujos potenciales incompresibles se determina usando la ecuacién de continuidad, y por tal
motivo, ésta debe ser establecida independientemente de la presiéon. Una vez conocido el campo
de velocidad, la presion se calcula con la versién inestacionaria de la ecuaciéon de Bernoulli,
la cual puede derivarse de la ecuacién de Euler dada por (5.6). Ademads, al considerar que la
velocidad del sonido es infinita, la influencia de las condiciones de contorno es comunicada
instantdneamente a todo el dominio de fluido, y por lo tanto, el campo de velocidad instantaneo

se obtiene a partir de las condiciones de contorno instantaneas.



5.5. Método de la red de virtices inestacionario: implementacion numeérica 127

Puntera

Ve

Borde de fuga

Borde de ataque

Extradds

A

Intr

Linea media del perfil

Superficie media

Figura 5.6: Representacién esquematica de un ala.

5.5 Método de la red de vortices inestacionario:

implementacién numérica

5.5.1 Discretizacién de las sabanas vorticosas

Como se comenté oportunamente, los perfiles aerodindamicos con los cuales se trabaja en esta
tesis se asumen delgados. En virtud de ello, las alas o las superficies sustentadoras pueden
ser representadas convenientemente a través de la superficie media, tal como se muestra en la
Figura 5.6. En consecuencia, las SVAs en el intradés y en el extradds colapsan en una tinica
sabana continua. Desde el punto de vista del modelo numérico, las sdbanas continuas, tanto las
adheridas como las libres, son reemplazadas por arreglos o redes de segmentos vorticosos de
longitud finita y circulacién I'(¢) constante en su longitud, dando origen a las denominadas
grillas o mallas aerodindmicas. Las SVAs y SVLs se unen entre si en las lineas de separacién de
flujo, como pueden ser el borde de fuga o la puntera del ala. La justificacién de esta simplificacion
en el modelado de flujos tridimensionales esta lejos de ser rigurosa. No obstante, alcanza con
decir que numerosas comparaciones con las pocas soluciones exactas que existen, observaciones
experimentales, y soluciones numeéricas de las ecuaciones de Navier-Stokes, han demostrado que
conduce a buenos resultados cuando las lineas de separacion son conocidas y el fenémeno de
vortex bursting no ocurre en las proximidades del sélido inmerso en el fluido.

La experiencia adquirida en la utilizacion del UVLM sugiere que la forma geométrica de
los elementos de area, también denominados paneles aerodindmicos, que componen las grillas

afectan directamente la precisiéon y la velocidad de convergencia del método [65]. En particular,
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se encontr6 que la forma rectangular es la que produce mejores resultados, motivo por el cual
en este trabajo se utilizan elementos de tales caracteristicas para discretizar tanto las SVAs a
los cuerpos como asi también para las SVLs que se desprenden desde las zonas de separacién.
Asimismo, la experiencia mostrd que el método resulta méas estable si los paneles de las SVLs
no poseen una distorsiéon geométrica excesiva respecto a los de las SVAs.

En la Figura 5.7 se presenta de forma esquematica la discretizacién utilizada en un ala
para ambos tipos de sabanas junto a la linea donde tiene lugar la separacién del flujo, la cual
se indica en color azul. Se puede notar que el desprendimiento no llega hasta la raiz del ala,
este ajuste mejora notablemente la forma de la estela en las proximidades de la unién del
ala con el fuselaje. Al mismo tiempo, en la citada figura se presenta un detalle del i-ésimo
panel aerodindmico, donde se observa que posee un area A; y cuatro nodos que facilitan su
vinculacion con los paneles adyacentes. Ademas, cada panel de las SVAs posee un punto de
control ubicado en el centroide del elemento rectangular y un versor normal n; saliente, ambos
permiten imponer la condicién de no penetracién y determinar las cargas aerodindmicas sobre
el panel. El versor se determina a través del producto vectorial entre los vectores diagonales t}
y th:

. t] x ti

n; = m (5.28)
Noétese que la numeracién local de los nodos de cada panel debe tener el mismo sentido de tal
manera que todos los versores normales apunten en la misma direccién.

Por otra parte, cada panel estd encerrado por cuatro segmentos vorticosos rectilineos que
constituyen un lazo alrededor del mismo, siendo la circulaciéon I'¥(t) (k = 1,2,3,4) de cada
segmento la incégnita a determinar. Para resolver el problema se emplea la condicién de no
penetracion, establecida para cada panel aerodinamico, y el teorema de conservaciéon espacial
de la vorticidad. Sin embargo, existe una manera de reducir sustancialmente el tamafio del
problema y obtener la solucién en forma maés eficiente [84]. Tal estrategia se basa en considerar
a cada panel aerodindmico encerrado por un unico anillo vorticoso cerrado con el mismo valor
de circulacién G;(t). Bajo esta suposicién, el requerimiento de conservacién espacial de la
circulacion se satisface automaticamente. Ademaés, se debe notar que la circulacién de cada
segmento recto, excepto posiblemente aquellos ubicados en los vértices de la grilla, se obtiene
por medio de la suma vectorial de la circulaciones correspondientes a los anillos adyacentes
a dicho segmento. En la Figura 5.7 se presenta la convencién positiva local de la circulacién
de los segmentos vorticosos, lo cual es consistente con la numeraciéon nodal indicada en color
azul. Sin embargo, desde una perspectiva practica, es comin adoptar y operar a partir de una
convencién global para la circulacién de los segmentos. Esto implica que todos los segmentos
horizontales de la grilla se consideren positivos en una direccién y lo mismo para los segmentos
verticales. No obstante, la numeracién nodal global debe ser coherente con la definicién de la

ley de Biot-Savart, de modo que pueda ser aplicada tal como se definié en la Figura 5.4. A
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Figura 5.7: Discretizacion de las sdbanas vorticosas adheridas y libres. Convencién positiva
local para la circulacion y los nodos aerodinamicos.

modo de ejemplo, en la Figura 5.8a se presenta una SVA compuesta por 6 paneles y 13 nodos.
En ella se observa la convencién positiva global adoptada para la circulaciéon de los segmentos y
la numeracion global de los nodos. Considerando la circulaciéon de anillo de cada panel se puede

calcular la circulaciéon de los segmentos compartidos como:

Lap(t) = Ga(t) — Gu(t) , Tha(t) = Gu(t) — Galt)

(5.29)
ch(t) = Gc(t) - Gd(t) ’ FaC(t) = Ga(t) - GC(t)

Luego, a partir de la Figura 5.8b y teniendo en cuenta la convencién positiva local para la

circulacion de los segmentos se puede relacionar a estos tltimos con los de la ecuacién anterior:

~T3(t) = Ta(t) = Tap(t) » —Te(t) = T5(t) = Lac(t)

(5.30)
—Ty(t) =T3(t) = Tya(t) , —Ta(t) = Ta(t) = Ceq(t)

Antes de continuar, vale la pena introducir la siguiente aclaracion: el presente desarrollo
se basa en la implementacién computacional desarrollada por Pérez Segura [85] y en la cual
el concepto de panel aerodindmico como una entidad en si misma se restringe inicamente a
las SVAs. En el caso de las SVLs se las trata como una coleccion de segmentos vorticosos
que comparten nodos como conectividades. No obstante, estos segmentos forman elementos
rectangulares en las estelas. La diferencia respecto de las implementaciones tradicionales es que

no se incluye el concepto de anillo vorticoso en las estelas [85].
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Figura 5.8: Transformacién de circulaciéon de anillo a circulacién de segmento. Convencién
global para la circulacién de los segmentos y los nodos aerodinamicos.

5.5.2 Arranque impulsivo y coeficientes de influencia aerodinamicos

Cuando el cuerpo sustentador se encuentra en reposo, esto es t < 0, las circulaciones sobre las
SVAs son todas iguales a cero. Luego, se considera que éste comienza a moverse impulsivamente
en el instante ¢ = 0 con una velocidad Vg(X,t) a través del dominio fluido. En ese momento,
las circulaciones sobre las SVAs cambian instantdneamente y se forma una linea de vértices
sobre los bordes filosos de las alas, lo cual representa el vortice de arranque que fue observado
en experimentos y descrito por Prandtl y Tietjens [112]. La existencia de este vortice se debe
al requerimiento de la conservacién espacial de la circulacién, tal como establece el primer
teorema de la vorticidad de Helmholtz (o también el teorema de Kelvin de la circulacién) para
un fluido inviscido y barotrépico [84]. Es importante destacar que, en el instante que comienza
el movimiento, no existe la estela ya que todavia no se ha convectado vorticidad.

Para determinar en cada instante de tiempo la circulacién de los anillos vorticosos, o en
su defecto la de los segmentos, de las SVAs se impone la condicién de no penetracién sobre
la superficie media del ala. Idealmente, seria preferible satisfacer esta condicién en cada uno
de los puntos de la superficie pero, debido a que fue discretizada a través de una cantidad

finita Np de paneles, s6lo es posible aplicar esta condicién en una cantidad finita de puntos que
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Figura 5.9: Interpretacién grafica de la velocidad que inducen los segmentos vorticosos del
panel j en el punto de control del panel 7.

corresponden a los puntos de control. En general, la componente normal de la velocidad de una
particula relativa al sélido es funcion de la velocidad que inducen los vértices ubicados en ambos
tipos de sdbanas vorticosas, como asi también de la velocidad debida al movimiento del cuerpo.
Cuando se impone la condicién dada por (5.24) en cada punto de control, la componente de
velocidad asociada a los vortices de las SVAs puede expresarse en términos de la circulacion
G(t) de cada anillo y de los coeficientes de influencia aerodinamico a;;(t). De este modo, para

el punto de control 7 la condicién de no penetracién se materializa por:
> aij(t) Gi(t) + [Veo + Vi (X, 1) = V(X )] - (X, £) = 0 para X € 9B (5.31)
j=1

El coeficiente de influencia a;;(t) se define como la componente de velocidad que es normal a la
superficie del sélido en el punto de control 7 inducida por los segmentos vorticosos adheridos
de intensidad unitaria que integran el panel j. Tanto los coeficientes a;;(t) como la velocidad
Vi, (X, ) inducida en el punto de control del panel i por la vorticidad presente en las SVLs
se computan utilizando la ley de Biot-Savart discreta. En el primer caso, se debe recorrer los
paneles de las SVAs asignando un valor de circulacién unitaria, mientras que en el segundo
caso, se tiene que recorrer los segmentos de las SVLs y emplear su correspondiente valor de
circulacién. En la Figura 5.9 se muestra una interpretacién grafica de la velocidad que inducen
los segmentos vorticosos que forman parte de un panel genérico j en el punto de control del
panel genérico 7. A su vez, la velocidad VSi (X, t) en el punto de control asociada al movimiento
del sélido se obtiene luego de resolver la dinamica del sistema. En virtud de lo mencionado, el

segundo término de la ecuacién (5.31) es conocido y puede transferirse al lado derecho:

RHS; = — [V + Vii:(X, 1) = V4(X,1)| - 5(X, £) para X € 9B (5.32)
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Figura 5.10: Influencia de cada parte de la aeronave en la determinacién de la matriz de
influencia aerodindmica.

Consecuentemente, la especificacién de la condicién de no penetracion en cada uno de los puntos

de control produce el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas lineales:

a1l a2 -+ QiNp G1(t) RHS;
SO R 0 s (5.33)
aNpl GNp2 ** GNpNp Gnp (1) RH.SNP
donde Np es el nimero de paneles. En forma compacta se puede expresar como:
A(t)G(t) = RHS(1), (5.34)

donde A(t) es la matriz de influencia aerodindmica, G(t) es el vector de circulaciones de anillo y
RHS(t) es el vector lado derecho. Es importante destacar que la matriz A(t) contiene bloques
que posiblemente deban computarse en cada paso de tiempo. Esta dependencia temporal se
debe a cambios en la geometria y movimiento relativo entre los diversos componentes del

sistema en estudio. A modo ilustrativo, en la Figura 5.10 se presenta una aeronave donde las
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grillas representativas de las alas delanteras se designan mediante Al y A2, en tanto que la
grilla aerodinamica del fuselaje y del empenaje se denotan por F'y E, respectivamente. En este
caso, el fuselaje se modela como un cuerpo rigido, por ende, el bloque de A(t) (identificado
en gris) que contabiliza la influencia del fuselaje consigo mismo se computa una sola vez y, en
consecuencia, no necesita ser actualizado en cada instante de tiempo. En cambio, el resto de
los bloques que integran a la matriz de influencia deben ser actualizados en cada instante de
tiempo como consecuencia de la deformacién que sufren los diversos miembros elasticos. Por
otra parte, en este modelo el fuselaje es idealizado mediante una SVA pero solamente se impone
la condicién de no penetracion, es decir, no se calculan cargas aerodindamicas sobre él ni se
emite vorticidad. Comtnmente a este tipo de grillas se las denomina grillas de contorno.

En dltima instancia, vale la pena mencionar que el sistema de ecuaciones algebraicas
lineales presentado en (5.34) puede ser resuelto para conocer el valor de las incognitas G;(t)
mediante procedimientos directos tales como descomposiciéon LU o eliminacién de Gauss y
sustitucién hacia atras, o por medio de procedimientos iterativos, tales como el método de

Jacobi o el método de Gauss-Seidel.

5.5.3 Conveccién de vorticidad

Una vez obtenidas las circulaciones de cada uno de los paneles de las SVAs se ejecuta el proceso
de conveccién de vorticidad. Para ello, se debe satisfacer la condicién de Kutta inestacionaria,
la cual requiere que los flujos que provengan de la regién superior e inferior de la superficie
sustentadora tengan la misma presién a lo largo de los bordes filosos, de tal manera que el
campo de presiones adyacente a estos bordes sea continuo. La condicién de Kutta se impone
automaticamente si los segmentos vorticosos se convectan hacia el seno del fluido desde estos
bordes agudos a la velocidad local de las particulas de fluido relativa al cuerpo [84]. A su
vez, para garantizar que la presién sea continua en la estela y, por lo tanto, que la estela este
libre de fuerzas, los teoremas de Kelvin-Helmholtz postulan que toda la vorticidad debe ser
transportada por el fluido. En consecuencia, los segmentos vorticosos que integran las SVLs
también se mueven con la velocidad local de las particulas de fluido.

Para mover un segmento vorticoso hacia la estela se determina el desplazamiento de sus

nodos extremos. Para un nodo genérico 4, el desplazamiento Ax;(X,t) se puede expresar como:
t+At
Ax; (X, t) = / vi(X,7) dr, (5.35)
t

donde v;(X,t) denota la velocidad local de la particula que se ubica sobre el nodo a desplazar y
At es el incremento de tiempo. Existen diferentes alternativas para computar la integral anterior,
por ejemplo, utilizar la velocidad local del paso previo, la del paso actual o su promedio. En
todas estas opciones, con excepcién de la primera de ellas, se requiere implementar un esquema

iterativo, lo cual incrementa el tiempo de computo. Afortunadamente, se encontré que un
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esquema de integracién simple de primer orden es estable, aunque no haya ningin esfuerzo que
muestre que es estable para todos los casos [64]. Ademads, se puede probar que las diferencias
entre soluciones convergentes es muy pequena para justificar la utilizacién de esquemas de
mayor orden [63]. Por lo tanto, se emplea el método de primer orden de Euler hacia adelante y

la posicién del nodo i en el tiempo t + At estd dada por [84]:

Xi(t + At) I~ Xi(t) + Vi(X, t)At (536)

5.5.4 Determinacién de las cargas aerodinamicas

El céalculo de las cargas aerodindamicas se efectiia computando el salto de presion a través de
la superficie sustentadora en cada uno de los puntos de control de los diferentes paneles que
integran las SVAs. Posteriormente, para obtener el vector fuerza se multiplica a este salto de
presion por el area del panel y se lo proyecta en la direccién del versor normal al elemento. Para
calcular la distribucién de presion sobre las superficies alares se utiliza la versién inestacionaria

de la ecuacion de Bernoulli que esta dada por [84]:

0d

_ p(X, 1)
) =5

x,t)+%v¢(x,t>-v¢(x,t>+ pt (5.37)

H(t

donde X es un punto espacial, p(X,t) es el campo de presion, p es la densidad del fluido, H(t)
es la energia total que sélo depende del tiempo y tiene un valor uniforme para todo punto del

fluido y, ®(X, ) es el potencial total de velocidad tal que:
VO(X,t) = Voo + UX, 1) = V(X, 1), (5.38)

donde V(X t) denota al campo de velocidad total y U(X,t) la perturbacién asociada a los

cuerpos. A grandes distancias desde los cuerpos y las estelas, esto es ||X|| — oo, se cumple que:
O(X,t) - P, (X, 1) = Poo, VO(X,t) = Vo, (5.39)

donde @, y p son constantes. Teniendo en cuenta la expresion anterior se llega a:

1 o0
H(t) = 5 (Voo - Voo) + Poo (5.40)
Luego, sustituyendo (5.40) en (5.37) resulta:

Introduciendo el coeficiente de presién Cp,

-1
Cp = [p(X, 1) — poo] (;pVé) : (5.42)
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y teniendo presente que,
Ve =lIVoolP = Voo - Voo, VAX 1) = [[VX, )P = V(X 1) - V(X 1), (5.43)

la expresion (5.41) queda:

2
Vgit)} -2 %x (5.44)

Cp=1- [
A continuacién, la variacién del coeficiente de presién, el cual es representativo del salto de
presion a través de la superficie sustentadora, en un punto de control genérico i de la grilla

aerodinamica adherida estd dado por:

0P
ot

XV, - xha] - (545)

i

ACH =t Ot = 1 [VXV.0) = VXD )] 42 | 5]

V2

Considerando la ecuacién (5.43) la expresion anterior se puede reescribir como:

AC;, = V12 VY0 VXY ) - VR VXE )] +

0d
ot

(5.46)
0P
x|

i

+2 [ (XY 1) -
donde V(XY ,t) y V(XL,t) representan a la velocidad de una particula de fluido que se sitiia
inmediatamente por encima y por debajo del punto de control ¢ respectivamente, mientras que
XY v X son los vectores posicién de estas particulas. De acuerdo a lo expuesto por Preidikman,

la expresién situada entre el primer conjunto de corchetes de (5.46) se puede escribir como [84]:
V(XY 1) - V(XY t) - V(XL t) - V(XE 1) = 2V, (X, ) - AV(XE ), (5.47)

donde Vm(Xi,t) es la velocidad inducida en el punto de control ¢ por todos los segmentos
vorticosos de las SVAs y las SVLs excepto por aquellos del propio panel, mientras que AV(Xi, t)
denota la discontinuidad en la componente tangencial de velocidad en el punto de control
correspondiente. A su vez, el segundo término entre corchetes del miembro derecho de (5.46) se

puede expresar como sigue [84]:

0P
ot

0P

5 X0 -

OP xr ¢ )] = D [a(XY 1)~ B(XE )] AV(XE1) V(X1 (5.48)

i

b
donde Dt es una derivada sustancial que sigue a un punto material del ala y no a una particula de

fluido, en tanto que VS(Xi, t) es la velocidad del punto de control producida por el movimiento
del sdlido.
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v(X,t)

Figura 5.11: Calculo de la discontinuidad tangencial de velocidad en el panel aerodinamico i.

5.5.4.1 Cilculo de la discontinuidad tangencial de velocidad AV (X', ¢)

Bajo la consideracion de lo expuesto previamente, se sabe que la vorticidad distribuida ~(X, t)
se representa mediante una red de segmentos vorticosos. Teniendo en cuenta que la incégnita
numérica es la circulaciéon de cada segmento, se requiere analizar como se condensa la vorticidad
distribuida sobre cada uno de ellos con el propdsito de aplicar la ecuacién (5.18) sobre cada
panel. Solamente se aborda el caso de un panel interno de la grilla aerodindmica pero, mediante
un procedimiento similar, se puede estudiar lo que ocurre con paneles ubicados en los contornos
de las SVAs.

En la Figura 5.11 se expone al panel aerodindmico ¢ rodeado por los cuatro paneles con
los que comparte los segmentos I‘f (k=1,...,4). Para las grillas de interés, es vdlido suponer
que cada segmento concentra la mitad de la vorticidad distribuida sobre cada panel del que
forma parte. La direccién del segmento se caracteriza por el versor tx que esta dado por:

L

ty = (5.49)
1L

A continuacién, se calcula por definicién la circulacién del segmento I‘f, esto es, computando el

flujo de vorticidad a través de la superficie S presentada en la Figura 5.12. Esta superficie se
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Figura 5.12: Obtencion de la circulacién del segmento k£ del panel aerodindmico i a partir de
la vorticidad distribuida (X, t).

caracteriza por el versor normal tj, posee una longitud l’e“ y una altura €. En consecuencia, es
valido expresar que:
1k ik

Tk = /SQ(X,t) Ay dS = /0 QX 1) & edl = i Cy(X,1) -ty dl, (5.50)
donde v(X, t) -t), es la vorticidad distribuida proyectada en la direccién del segmento, tal como
se muestra en la Figura 5.12. La integral predecesora se puede aproximar considerando una
vorticidad promedio distribuida sobre un area rectangular Alg equivalente a la que aportan los
paneles que comparten el segmento. De acuerdo a ello, la expresién anterior se puede aproximar

por:

1k
k ~k ¢ =k 1k
T = 1341 [ = 115 (5.51)
Consecuentemente, la vorticidad promedio 4* en términos de la circulacién del segmento Ff es:

k.
=g (5.52)
e
donde la longitud l’g es igual a uno de los lados del area rectangular A’g, mientras que el restante
lado estd dado por la longitud del segmento. Estos pardmetros geométricos se esquematizan en

la Figura 5.12. Ahora bien, para determinar llg se plantea la siguiente equivalencia entre areas:

A+ Aigy L Ai + Aiyy

k k k
Ae:le ||Lz||: 2 e — 2||Lk||
%

(5.53)
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Figura 5.13: Curva C(t) utilizada en la determinacién del término inestacionario del coeficiente
de presién.

Luego, reemplazando la ecuacion (5.53) en (5.52) se obtiene:

e 2lILE]

= k¢ 5.54
A+ Ay " b ( )

Finalmente, la discontinuidad en la componente tangencial de velocidad en el punto de control
del panel i se obtiene sustituyendo la ecuacién anterior en la expresién (5.18) y considerando el

aporte de los cuatro segmentos que integran el panel. De ello resulta:

4 k k
20| [LF| k) .
AV(X;,t) = SR ) xon; 5.55

( ;(Ai—i-AHk ( )

Se observa que, en la expresién anterior, se introdujo el coeficiente af , el cual relaciona el area
del panel i con el area total de los paneles que comparten un segmento y permite ponderar la
vorticidad aportada por cada panel al segmento compartido. Este coeficiente se define por:

K A

QL

- vt 5.56
YA+ Ay (5.56)

Puede notarse que si los paneles adyacentes son idénticos el coeficiente ozf es igual a 0.5, lo
que constituye una buena aproximacién para mallas regulares. Asimismo, la ecuacién (5.55)
muestra que la discontinuidad tangencial queda expresada en términos de las circulaciones de

los segmentos que constituyen el panel.

5.5.4.2 Calculo del término inestacionario

El término inestacionario estd dado por la derivada sustancial del lado derecho de (5.48). El

argumento de esta derivada, esto es ®(XY 1) — ®(XF,t), se puede determinar de la siguiente
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manera,

®(XU, 1) — &(XE, 1) = 7{0( VXt) X =), (5.57)

donde C(t) es una trayectoria en el espacio que tiene su origen en un punto ubicado por debajo

de la superficie sustentadora, rodea al ala, y llega hasta el mismo punto pero por encima de la

superficie alar. Aplicando el teorema de Stokes se puede demostrar que la circulacién I'(¢) es

igual a la circulacién G;(t) de anillo para una curva que encierra al punto de control i. Luego,

la ecuacién (5.48) se reescribe como [84]:
0P 0P

9% xv - 9 xr ] = D

ot at = piCit) —AVIXLH) - Vs(XE 1) (5.58)

Aqui, la derivada sustancial de la expresion anterior se calcula empleando una aproximacion
)
por diferencias finitas hacia atras de primer orden,

) Gi(t) — Gy(t — At)

5;Cilt) = A : (5.59)

por lo tanto, el término inestacionario se determina utilizando la informacién de la circulacion
del paso anterior y del instante de tiempo actual. Se debe notar que la ecuacién (5.58) es
valida si y sélo si la superficie sustentadora contiene un borde por el cual no se desprende
vorticidad. En caso contrario la curva C(t) deberia encerrar a la estela unida al ala en las zonas
de separacién. En la Figura 5.13 se muestra la apariencia que deberia tener la curva C(t) para

el modelo que se aborda en este trabajo.



CAPITULO

Aspectos de implementacién de los

modelos

En el presente capitulo se expone una serie de aspectos relacionados con la implementacion
de los modelos introducidos en los capitulos previos. A tal fin se desarrollan cuatro secciones:
en la primera de ellas se describe el esquema de interacciéon empleado en el intercambio de
informacién entre modelos. En la segunda seccién, se exponen las ecuaciones de gobierno de
una estructura piezoeléctrica considerando dos alternativas, lineal y no lineal. Asimismo, se
aborda de manera breve el acondicionamiento de dichas ecuaciones para su posterior integracién
numérica. En la tercera seccion, se detalla la estrategia de co-simulacién implementada y se
expone el esquema numérico utilizado para hallar la respuesta electroelastica. En tanto que, en
la cuarta seccién se describe como se usa la herramienta numérica para estimar la velocidad de
flutter. Finalmente, en el Apéndice del capitulo se analiza el cambio de base de las matrices
y vectores elementales como también la conexién eléctrica entre transductores de elementos

contiguos.

6.1 Interaccion entre modelos

Un aspecto que debe ser abordado en todo anélisis aeroeléstico tiene que ver con la interaccién
entre los modelos involucrados, es decir, entre el modelo electroelastico y el modelo aerodinamico.
En general, las cargas aerodindmicas dependen de la configuracion estructural y, el movimiento
de la estructura depende de las cargas actuantes, por lo cual existe un intercambio bidireccional
de informacién entre modelos. La interaccién entre modelos estd asociada con: 7) la transferencia
de las variables cinematicas desde los nodos de la malla de elementos finitos hacia los nodos y
puntos de control de las grillas aerodinamicas y, i) la transferencia de cargas desde los puntos

de control de las grillas aerodindmicas hacia los nodos de la malla de elementos finitos.

140
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Figura 6.1: Asociacion entre un punto de la grilla aerodindmica y un elemento finito de la
malla estructural.

En virtud de las diferencias que existen entre la grilla aerodinamica y la malla de elementos
finitos, tanto en su naturaleza como en su topologia, el método de interaccién debe ser capaz
de adecuar la informacién obtenida sobre una de ellas para poder utilizarla exitosamente
sobre la otra. Para ello, se debe poner en consideracion que tanto la grilla como la malla son
discretizaciones de un mismo cuerpo. Asi, resulta natural interpretar el método de transferencia
de desplazamientos y velocidades como un conjunto de relaciones cinematicas. Por otra parte,
la determinacién de estas relaciones, en conjunto con un resultado de conservacién de la energia,

son suficientes para deducir la regla de transferencia de cargas [71].

6.1.1 Asociacion entre un punto de la grilla aerodindmica y un elemento

finito de la malla estructural

En primer lugar, para aplicar la estrategia de interaccién adoptada en el presente trabajo se
necesita asociar a un punto arbitrario de la grilla aerodindmica con un elemento finito de la
malla estructural. Desde una perspectiva préctica, sélo revisten interés los nodos aerodinamicos
y los puntos de control de la grilla. La asociacién se determina uniendo mediante una o méas
lineas rectas el punto en consideracién con el eje de la viga que, en esta instancia, se restringe

al eje elastico. La particularidad de esta unién es que estas lineas deben estar contenidas en un
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plano que interseque perpendicularmente al eje elastico. De esta manera, el punto se vincula
con el elemento finito que fue atravesado por el plano. Ademads, es importante mencionar que la
asociacion se efectiia por Unica vez cuando la estructura estd en su configuracion de referencia
v no se actualiza durante la simulacién.

A modo ilustrativo, en la Figura 6.1 se presenta la tiltima parte de la malla estructural
representativa del eje eldstico junto a dos paneles aerodindmicos. Con este ejemplo se pretende
exponer las dos situaciones posibles de vinculaciéon, donde una de ellas corresponde a puntos
interiores y la otra a puntos exteriores. En lo que respecta al primer caso, los puntos interiores
son todos aquellos puntos cuyo plano asociado corta al eje elastico de la viga y no su prolongacién
imaginaria, tal como se muestra en color rojo en la Figura 6.1. En ella, los nodos a y b se
asocian al elemento N, — 2, los nodos ¢ y d al elemento N.;, mientras que los puntos de control
Cry Cy alos elementos N — 1 y N respectivamente. En lo que respecta al segundo caso,
los puntos exteriores son todos aquellos puntos cuyo plano asociado corta a la prolongacién
imaginaria del eje eldstico de la viga, tal como se presenta en color azul en la Figura 6.1. En
este caso, los nodos e y f se asocian al ultimo elemento de la malla, es decir, a N;. Por claridad,

en la Figura 6.1 no se dibujan los planos sino las lineas y los puntos de interseccién.

6.1.2 Transferencia de desplazamientos y velocidades

El desplazamiento de un punto arbitrario de la grilla aerodinamica, tanto interior como exterior,
se escribe en términos del vector de grados de libertad nodal del elemento finito asociado a

partir de una transformacién lineal de la forma,
Ug(nga Xl,Avt) = Ggl(Xigle,A) Tllg(t)v (61)

donde Ug(Xig, X1.4,1) es el vector desplazamiento de un punto k de la grilla, Ggl(XZg, Xi.4) es
la matriz de interpolacion que relaciona el desplazamiento del punto k con los desplazamientos
y giros del elemento finito [ asociado, nlg(t) es el vector global de grados de libertad nodal del
elemento [ y X 4 es la coordenada del punto A en el sistema local de la viga. En lo que sigue,
todos los vectores que se definan se expresan en la base {g;,8,, g5} del sistema global G.

Con el propoésito de obtener una expresion para la matriz de interpolacién se introduce la
Figura 6.2. En ella se presenta un punto interior arbitrario k& de la grilla aerodindmica que esta
unido rigidamente al elemento ! por medio del vector Rg A(Xig ). Segin se observa, este vector
conecta el punto A, situado sobre el eje elastico del elemento, con el punto k y se puede calcular
a partir de los vectores posiciéon de los nodos estructurales y del punto en consideracién. Estos

vectores también se grafican en la Figura 6.2. En base a lo mencionado se puede expresar:
R{,(X7) =R{ - R} (6.2)

Asimismo, el vector Rgl.(Xig ) también se puede escribir por medio de la suma entre el vector
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Elemento finito [

Figura 6.2: Desplazamiento de un punto interior arbitrario k a partir del desplazamiento y
giro del elemento finito ! asociado.

RgA(Xig) y el vector que une el nodo i con el punto A:

RY - RY RY - RY
g g9\ - RpY J t g J .
) = <||R9—R9||' ’“) RS R (02
J ? 7 ()
Luego, sustituyendo la ecuaciéon (6.2) en ambos miembros de (6.3) y operando se tiene:
RY — RY RY — RY
RE,(F) - (RE - RE) - | (RE-RE)| N 6
( ) IR7 — RY|| ( ) IRF — RY||

Posteriormente, el vector desplazamiento Ug (ng , X1.4,t) del punto k se determina a partir
del desplazamiento y de la rotacién del punto A. Poniendo en consideracion la hipétesis de
rotaciones infinitesimales expuesta en el Capitulo 3, el vector Ug (Xlg ,X1,4,t) se puede expresar

CcOomo:

UY (XY, X1 a,t) = UG (X1.a,t) + RY(XP) x 05(X1.a,1), (6.5)
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donde Ui(X 1,4, 1)y OZ(X 1,4,1) son los vectores que denotan al desplazamiento y a la rotacién
del eje eldstico en el punto A del elemento. Luego, estos vectores se interpolan a partir de las
variables nodales elementales teniendo en cuenta las aproximaciones propuestas en el Capitulo

4 para los campos continuos. Por consiguiente, se tiene:

UY(X1a.1) = Ae U5(Ea, 1) = Ao Ny (€4) Al 9 (2) 66)
05(X1.4,1) = Ap 6°(Ea,t) = A, No(€4) AL nf (1),

donde de acuerdo a la inversa de la transformacion afin del elemento, dada por la ecuacién

(4.76), la coordenada &4 sobre el elemento maestro se calcula utilizando:

€a(X1a) = X]iX 2X14 = (X} +X])] (6.7)
1 1

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (6.6) en (6.5) se obtiene la expresiéon buscada:
o T T
UR(XF, X1, 8) = Ac Nu(€a) Ao (1) + R, (XT) x Ac No(€a) Acnf (1) (68)

Considerando la propiedad f{g A(X9) = RY,(XY)x la expresién anterior se puede reescribir de

la siguiente manera,
T ~G T
UR(XP, X1.4,t) = Ac Nu(€a) Ao (1) + Ria(X7) Ae No(€a) Acnf(5), (6.9)

de la cual resulta que la matriz de interpolacién Ggl(XL A, Xl-g ) € R3*!2 se determina por medio

de la siguiente expresion:
g g AL RY (x© X7
G (X104, X7) = Ae Ny (§4) Ap + Rypa(X7) Ac Np (€4) A, (6.10)

=g e .
donde R, A(Xig ) es un tensor antisimétrico cuyas componentes son las componentes cartesianas

del vector axial asociado Rg A(Xig ) y su versién explicita es,

0 -Rly Ry
~G
Ro(XH)=|R, 0 —R., (6.11)
~Riy Riy 0

Adicionalmente, la velocidad del punto k se obtiene simplemente derivando respecto al tiempo

la ecuacién (6.9), lo cual produce:
-G G . T . g =G G <T.g
Up (X7, X1,4,1) = Ae Nu(€a) Ay (1) + Rypa(X7) Ac No(€a) Acf’ (1) (6.12)

Noétese que la matriz de interpolacién Ggl(X 1A, Xig ) € R3*12 no depende del tiempo, sélo es

funcién de coordenadas espaciales.
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Figura 6.3: Vinculacién de un punto exterior arbitrario k al nodo estructural mas cercano del
elemento finito [ asociado: (a) conexién con el nodo inicial; (b) conexién con el nodo final.

Por otra parte, la matriz de interpolacién para un punto exterior puede obtenerse
aplicando ciertas consideraciones sobre la ecuacién (6.10) con la ayuda de la Figura 6.3. En
ella se presentan dos situaciones posibles respecto a la posiciéon del punto k, en ambos casos el
punto a considerar se vincula rigidamente al nodo méas cercano del elemento finito asociado.
En la Figura 6.3a el punto k se ubica a la izquierda del elemento, por lo tanto, se vincula
rigidamente al nodo inicial 7. En tanto que, en la Figura 6.3b el punto k se sitia a la derecha
del elemento, por consiguiente, se vincula rigidamente al nodo final j. De esta manera se tiene,

respectivamente, para ambos casos que:
Xia=Xi, RU(XP) =REXY) v Xia=X], R, (X7) = R (X) (6.13)

Luego, reemplazando la ecuacién anterior en (6.7) y (6.10) se obtiene la matriz de interpolacion

para ambas situaciones.
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6.1.3 Transferencia de cargas aerodinamicas

Para transferir las cargas aerodinamicas hacia los nodos estructurales se debe garantizar la
conservaciéon de la energia. Para ello, se exige que el trabajo virtual realizado por el sistemas
de cargas aerodindmicas sea equivalente al trabajo virtual efectuado por el sistema de cargas

estructurales, esto es:
W =W, (6.14)

donde dW, denota el trabajo virtual de las cargas aerodindmicas y §W, el trabajo virtual del
sistema de cargas estructurales equivalente. Teniendo en cuenta que la fuerza aerodinamica

aplicada en el punto de control es Fg (t) se puede expresar a (6.14) como,
FY(t) - 6UY (X, X1,0,6) = FY - onf(8) + MU(D) - mf (1), (6.15)

donde Flg, Mlg € R2>1 son vectores que contienen, respectivamente, las fuerzas y momentos

que actuan en los nodos del elemento finito {. Reemplazando la ecuacién (6.9) en (6.15) resulta:
FI(t) - |Ac Ny (€4) Ar + Ry A(X9) A, Ny (€4) A, | o0 = FI(t) - onf + MI(t) - onf (6.16)

Escribiendo el producto escalar de la expresion anterior en notaciéon matricial y designando,
Py =F{ + M7, (6.17)

se tiene que:

T
c

T
T T ~G < T
on" | Ae Ny (Ea) A, +RUA(XT) A Np () A, | F(t)=dn" PI(XY, X1,t) (6.18)

Observando la ecuacién anterior se infiere que el vector de cargas nodales Plg(XZ»g , X1.4,t) €
R12X1 que produce el mismo efecto que la fuerza aerodindmica en el punto de control k se

determina por medio de la siguiente expresion:
G(x6 T | 56 g 7T g
P; (Xi aXl,Avt) = |Ac Ny (§a) Ac + RkA(Xi ) Ac Np (€a) A, Fy (t) (6.19)
En forma compacta, la ecuacién anterior se escribe como:

T
P (X7, X1,4,t) = GJ} (€4, X7) Fi(t) (6.20)

La ecuacion (6.20) muestra que el sistema de cargas nodal que produce el mismo trabajo que la
carga aerodinamica que actiia en el punto de control se obtiene premultiplicando a esta tdltima
fuerza por una matriz igual a la transpuesta de la matriz de interpolaciéon de desplazamientos.

En consecuencia, la matriz de interpolaciéon asociada a un punto de control posee una doble
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Elemento finito [

Sistema de cargas
nodal equivalente

<D Pjg

QP% P Pjs
P o7
) J
Py \[9\ Piy Pj \,:9\ Pj,

Figura 6.4: Transformacién de la carga aerodindmica que actda en el punto de control k a
cargas nodales.

utilidad: 7) se emplea para desplazar al punto de control de acuerdo al movimiento de la
estructura y, i) para transferir la carga que actiia en este punto hacia los nodos estructurales.

Es importante destacar que la ecuacion (6.20) también puede derivarse con ayuda de la
Figura 6.4. A tal efecto, se traslada la fuerza Fg(t) al punto A con el correspondiente momento
y luego éstos se llevan hacia los nodos del elemento. Adicionalmente, en la Figura 6.4 se dibujan
las componentes nodales P, Pj, € Plg(Xig,XLA,t), donde k£ =1,2, 3.

Si el punto de control es un punto exterior se aplican sobre la matriz de interpolacién
las consideraciones presentadas en la ecuacién (6.13) segun se sitiie a la izquierda o derecha
del elemento finito asociado. Por tltimo, una vez determinado el vector Plg (Xlg ,X1,4,t) para
cada punto de control, tanto interior como exterior, se ensambla el vector de cargas global de

la estructura.
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6.2 Implementaciéon numérica

La simulaciéon numérica de la respuesta de modelos ingenieriles complejos usualmente requiere
determinar la solucién de grandes sistemas de ecuaciones, algebraicas y/o diferenciales, lo cual
puede ser costoso desde una perspectiva computacional. Esta dificultad ha sido reconocida en
el campo de la dindmica estructural y una gran variedad de métodos de reducciéon de orden
han sido reportados en la literatura, tanto para sistemas lineales como no lineales [113].

La idea basica de los métodos de reduccion consiste en condensar un sistema de ecuaciones
(algebraicas y/o diferenciales) de grandes dimensiones en uno similar pero de dimensiones més
pequenas. Sin embargo, esta reduccién trae aparejada una pérdida de informacién que puede
repercutir en mayor o menor medida en la solucién obtenida. Respecto al andlisis de estructuras
lineales, el método de superposiciéon o descomposicion modal ha sido y continia siendo utilizado
con éxito en una gran variedad de aplicaciones [18]. En este caso, la dindmica del sistema puede
ser descrita por unos pocos modos naturales de vibrar, los cuales son invariantes en el tiempo.
Por su parte, en el andlisis de estructuras que involucran no linealidad geométrica el estado de
deformacion cambia permanentemente. Esta caracteristica debe ser tenida en cuenta por el
método de reducciéon empleado. Tal como expone Wriggers [123], no existe una metodologia
que se adapte convenientemente a todos los sistemas no lineales, sino que diferentes esquemas
de reduccién han sido propuestos para diversas aplicaciones con distinto grado de no linealidad
[77].

A pesar de las ventajas en términos de tiempo de computo que conlleva la aplicacion
de algin método de reduccion, en este trabajo se proponen las siguientes dos alternativas de
solucidn: 7) integracién numérica del modelo no lineal sin reduccién de orden, lo cual también
se denomina integracién numérica directa; y ) integracién numérica del modelo lineal con

reduccién de orden.

6.2.1 Modelo electroaeroelastico no lineal

La respuesta electroaeroelastica de una estructura piezoeléctrica integrada por una cantidad
arbitraria de vigas, discretizada por medio de N,; elementos finitos y compuesta por N, circuitos

eléctricos estd gobernada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas,

Ne
Mij(t) + Cait(t) + (Ke + Ki + Kg)n(t) = > (101 + 10 + £Ou) @5 (1) = P [1(t)]
k=1 (6.21)

ks k ok k koo ik
Ciej(t) + Rjgj(t) + Lip;i(t) = L; (1),
donde

ke 1 . T Lo
i) = - (5408 + O +.07 ) ii(t) = &1, n(t) ~ 0L mt) (622
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El subindice o el supraindice k£ denotan al k-ésimo circuito eléctrico de la estructura, mientras que
el subindice j refiere a una conexién en serie, j = s, o en paralelo, j = p, entre transductores. La
nomenclatura presente en la ecuacion anterior constituye la version global de aquella introducida
a nivel elemental en el Capitulo 4 con excepcién del vector P [n(t)] que representa al vector
global de cargas nodales y cuyo efecto es equivalente al sistema de cargas aerodinamicas que

actian en los puntos de control. La dimensién de los vectores y matrices de (6.21) son,

M e RNEXNE’ Ke E ]RNEXNE7 Kz e RNEXNE’ Kg 6 RNeXNe’ P ['r](t)] e RNEXI
TI(t) c RN&XI’ L@, € RNeXNE’ +©; € RNEXN;?? 2 ©, € RNEXNZIJ: Cf c ]RNII?“X]VII)C (623)

k k k k k
R} e RN N LE e RM Mo (1) e RM 7, €, € RN e,

donde N, denota el nimero de ecuaciones estructurales y N;f indica el nimero de potenciales
independientes requeridos para describir al k-ésimo circuito. A su vez, el primer conjunto de
ecuaciones gobierna la dindmica de la estructura y esta acoplado, mediante los vectores (,of (1),
con los segundos k conjuntos de ecuaciones que rigen la dindmica de los circuitos eléctricos
embebidos en la estructura. Al existir independencia eléctrica entre los circuitos, las ecuaciones
diferenciales que describen a cada uno de ellos estan eléctricamente desacopladas entre si.
Adicionalmente se incorporé en (6.21) una matriz de amortiguamiento C, que, en general, es
de tipo proporcional.

Por otro lado, cada uno de los términos de (6.21) y (6.22) se obtienen ensamblando de
manera convencional a las matrices y vectores elementales y aplicando las correspondientes
condiciones de contorno. Con relacién a las ecuaciones estructurales y, en particular al caso de
matrices, esto se consigue eliminando las filas y columnas asociadas a los grados de libertad
geométricos restringidos, mientras que para los vectores se deben eliminar las filas asociadas a
los mismos grados de libertad. En lo que respecta a las ecuaciones eléctricas, las matrices se
reducen eliminando las filas y columnas asociadas al potencial de referencia. Una excepcién se
presenta en las matrices de acoplamiento, donde las filas y las columnas a eliminar dependen del
numero de apoyos de la estructura y del niimero de potenciales de referencia, respectivamente.
Adicionalmente, la construccién del sistema presentado en (6.21) requiere abordar dos aspectos:
la rotacién de matrices y vectores elementales previo al proceso de ensamble y, la conexién
eléctrica entre transductores de elementos diferentes. Ambas particularidades se detallan en el

Apéndice 6.A del capitulo.

6.2.2 Modelo electroaeroelastico lineal

La version linealizada de la ecuacion (6.21) se obtiene despreciando todos aquellos términos

cuyo origen se vincule a las deformaciones no lineales. Poniendo en consideracién lo mencionado,
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el sistema de ecuaciones diferenciales dado por (6.21) se reduce a:

Ne¢
Mij(t) + Cann(t) + Kn(t) = Y (10, + 10;) @} (t) = P [n(t)]
k=1 (6.24)

ChEk (1) + RE@ (1) + Lk () + (O] + 407 ) ii(t) =0,

donde K = K, + ;K¢ + ;K. La aplicacién del método de descomposicién modal sobre la

ecuacién (6.24) se puede sintetizar en las siguientes dos etapas.
1. Obtencion de las frecuencias naturales de vibrar y las formas modales asociadas

(a) Para el vector global de grados de libertad nodal de la estructura se asume una respuesta

del tipo:

n(t) = ¢! (6.25)

donde j es la unidad imaginaria, ¢,; es un vector desconocido y w; es una frecuencia

desconocida.

(b) Se sustituye la expresion anterior en la versién homogénea de la ecuacién estructural
de (6.24). Despreciando los términos eléctricos, se obtiene el siguiente problema de

autovalores generalizado:
(Ko —w?M) ¢; =0 (6.26)

(c) Se resuelve el problema anterior calculando las frecuencias naturales w; y los modos de
vibrar ¢; € RVe*! asociados. Teniendo en cuenta que todas las matrices involucradas
en la expresién anterior son reales y simétricas, los autovalores y autovectores también
son reales. Posteriormente, se construye la matriz modal ® € R¥e*Nm ubjcando a los

modos en columnas,

o=[¢; ¢y ... b, (6.27)

donde N,, es el niimero de modos que integran la base vectorial utilizada para aproximar
la solucién. Ademés, se asume que los modos se encuentran ortonormalizados respecto a

la matriz de masa, por lo tanto, satisfacen las siguientes propiedades [87]:
¢ Mo, =1, ¢ Ke ¢;=wi, ¢/ M¢; =0, ¢] Ko ¢; =0 (628

2. Reduccién de orden del sistema de ecuaciones diferenciales

(a) Se aproxima al vector global de grados de libertad por medio de una combinacion lineal

de los modos de vibrar (vectores de la base) y un conjunto de coordenadas modales, las
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cuales a priori son desconocidas. En forma compacta, esto se expresa como:
Np,
n(t) =Y ¢; au(t) = ®aq(t), (6.29)
k=1

donde q(t) € R¥m*1! es el vector de coordenadas modales.

(b) Se sustituye la aproximaciéon propuesta por (6.29) en las dos ecuaciones del sistema

(6.24) y se premultiplica a la primera de ellas por la matriz modal transpuesta.

Aplicando la secuencia de pasos previamente detallados se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales de orden reducido,

Ne¢
q(t) + ®7C.2q(t) + BTKBq(t) — BT Y (10, +10;) f(t) = TP [n(t)]
k=1 (6.30)

Chah(t) + REQE (1) + Lik (1) + (40 +,0]) ®4(t) = 0,

Como la base vectorial empleada se computa ignorando los términos eléctricos, la reduccion de
orden se efecttia sobre los grados de libertad geométricos del problema. En consecuencia, no se
altera el ntimero de coordenadas eléctricas del modelo pero si se modifica la dimensién de los
términos de acoplamiento electromecanico. Por otra parte, la cantidad de modos a incluir en la
matriz modal introduce cierto grado de incertidumbre ya que, a priori, no se conoce las formas
modales de mayor participaciéon en la respuesta estructural. Esto se debe a que la magnitud y
la direccién de las cargas aerodindmicas son desconocidas. Por este motivo, es recomendable

efectuar un analisis de convergencia de la solucion para diferente niimeros de modos.

6.2.3 Formulacién de primer orden

En general, los métodos de integracién numérica operan sobre sistemas de primer orden de la

forma,
z(t) = F[z(t),1], (6.31)

donde z(t) se conoce como vector de estado y F[z(¢),t] es una funcién vectorial de dicho
vector y del tiempo. De acuerdo a lo mencionado, resulta indispensable reescribir a los sistemas

expuestos en (6.21) y (6.30) como sistemas de primer orden. En este sentido, se define al vector
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de estado y a su derivada temporal para el modelo lineal de la siguiente manera,

Ca(t) | L a(t) |
10 GL(1)
I 01 BRI IS0
O=1aw | 0= | aw
@j(t) @;(t)
e ()] o (1)

A(t) i(t)
0 20
pNe ) 0

a(t) = |77 L ae) = |7
n(t) 7(t)
el () GL(1)
LolVe(t)) e (t)

Donde z(t) y z(t) € R*¥X! siendo la dimensién N del vector de estado igual a:

Ne¢
N =N+ YN,
k=1

para el modelo lineal e igual a:

Ne
N=N.+)> N}
k=1

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

para el modelo no lineal. Para construir la funcién F [z(t), ] asociada el modelo lineal se despeja

a los vectores q(t) y goé‘f(t) de la expresién (6.30). De modo andlogo, para el modelo no lineal se

despeja a los vectores 7)(t) y cpf(t) de la ecuacion (6.21).

6.3 Estrategia de co-simulacion

Actualmente, la creciente complejidad de los modelos involucrados en las aplicaciones modernas

de ingenieria ha incrementado su dificultad de resolucién. En virtud de ello, es practica comin

particionar al sistema global en dos o mas subsistemas y utilizar solucionadores especificos para
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cada uno de ellos. En general, cada solucionador intercambia informacion y opera iterativamente
con los restantes hasta alcanzar la convergencia. En el contexto del presente trabajo, se empleara
el término simulacién para referir a la solucion numérica de un sistema continuo, mientras
que se adoptara la palabra co-simulacién para describir el concepto de miiltiples subsistemas
simuladores interactuando e intercambiando informacién [16, 98].

La implementaciéon de una estrategia de co-simulacién permite introducir un enfoque
particionado dividiendo al sistema electroaeroelastico en dos subsistemas que son representados
por modelos distintos con entornos de simulacién propio: el modelo electroelastico, denominado
Simulador 1, y el modelo aerodindmico, denominado Simulador 2. Si bien ambos modelos son
independientes, ya que cada uno representa a un campo fisico distinto, el acoplamiento entre
ellos se caracteriza como fuerte. Esto se debe a que no sélo existe un intercambio bidireccional
de informacién, sino que también la comunicaciéon entre ambos simuladores se efectia en cada
paso de integracion, a pesar de que se admite la utilizacién de pasos de tiempo diferentes en cada
modelo. De esta manera, esta estrategia permite integrar numéricamente y simultdneamente
en el dominio del tiempo las ecuaciones que gobiernan al sistema electroaeroelastico. En
contraposicién, un ejemplo de interaccién débil puede encontrarse en [72].

Previo a detallar la estrategia implementada en este trabajo se introducen dos aspectos. En
primer lugar, sin pérdida de generalidad, se puede establecer que un sistema electroaeroeldstico
estd compuesto por multiples cuerpos flexibles independientes sumergidos en el dominio fluido.
A su vez, cada cuerpo se representa por al menos una viga y una grilla aerodindmica. En esta
descripcién se considera que dos cuerpos son independientes entre si, ya que caso contrario
formarian parte de un mismo cuerpo. En segundo lugar, aunque la definicion de los pasos de
tiempo se aborda méas adelante, se asume que, en principio, son diferentes para el Simulador 1
y el Simulador 2. Con relacion a ello, se considera que el paso de tiempo aerodinamico At, es

N veces mayor al paso de tiempo estructural Atg, es decir:
At, = NAt,, (6.36)

donde N € N. La diferencia de escalas temporales entre el Simulador 1 y el Simulador 2 implica
que por cada paso de integracion aerodinamico se efectiian N pasos de integracién estructurales.

Para detallar la estrategia de co-simulacién se define un contador parcial p de pasos
estructurales, el cual se reinicia al comienzo de cada paso aerodinamico y adopta valores enteros
de 1 a N. En este sentido, el computo de la solucién del sistema electroaeroelastico en el tiempo
t + Aty (o t + NAtg) se implementa a través de la siguiente secuencia de pasos que se muestra

en la Figura 6.5 y que se detalla a continuacién:

1. En primer lugar, se utiliza el Simulador 2 para actualizar la configuraciéon de las SVLs.
Los nodos de cada uno de los segmentos vorticosos se mueven desde su posicién actual x(t)
hacia su nueva posicion x(t + At,) de acuerdo a la ecuacion (5.36). Las SVLs permanecen

fijas en el espacio durante el resto del proceso del paso de integraciéon aerodindmico
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actual, lo cual contempla los IV pasos estructurales. Esto se debe a la diferencia de escala

temporal que existe entre At, y Ats.

2. El contador parcial p se inicia en 1 y se ejecutan los siguientes pasos:

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Las variables del campo fluido son resueltas por el Simulador 2 para luego determinar
las cargas aerodinamicas Fg [n(t + pAts)] en cada uno de los puntos de control de las
SVAs. Estas cargas se determinan teniendo en cuenta la influencia de las SVLs que se

mantienen inalteradas sobre las SVAs y la influencia de las SVAs sobre si mismas.

Se transfieren las cargas aerodindmicas F{ [n(t + pAt)] desde los puntos de control
hacia los nodos estructurales empleando la ecuacién (6.20) y, posteriormente, se

ensambla el vector global de cargas nodales P [n(t + pAt;)].

La respuesta estructural y eléctrica son predichas utilizando el Simulador 1 junto a
la condicién de carga obtenida en el paso anterior. La primera de estas respuestas
implica la estimacién de n(t + pAts) y n(t + pAts), mientras que la segunda involucra
la determinacién de cpé? (t+pAts) y gbé?(t + pAty).

Una vez actualizada la configuracién espacial de la estructura se utiliza la ecuacion
(6.9) para desplazar a los nodos aerodindmicos y a los puntos de control hacia sus
nuevas posiciones, como también calcular la velocidad de los puntos de control de las

SVAs. Luego, se recalculan las cargas aerodinamicas.

Los pasos 1 a 4 son repetidos hasta satisfacer el criterio de convergencia. Este criterio
exige que la norma infinita de la diferencia entre la solucién computada en la iteracion
actual y la solucién correspondiente a la interacién previa sea inferior a una cierta
tolerancia de error prefijada €, véase ecuacién (6.40) Esta norma se calcula en términos
del vector de estado z(t). Una vez alcanzada la convergencia se avanza hacia el préximo

valor de p.

3. La secuencia de pasos 2.1 a 2.5 se repite hasta que p sea igual a N.

4. En ultimo lugar, se repiten los pasos 2.2 y 2.3 para determinar las cargas aerodindmicas

F{ [n(t + At,)] correspondientes a la configuracién estructural final y dar inicio al paso

siguiente. Al cumplimentar este paso se tiene que t + At, =t + NAt,.

En la Figura 6.5 se presenta un esquema que sintetiza el proceso de co-simulacién y la

interaccién entre los simuladores. En particular, de la Figura 6.5a se aprecia la secuencia entre

dos pasos aerodindmicos consecutivos, en tanto que, en la Figura 6.5b se detalla la interaccién

entre simuladores para los pasos estructurales contenidos en cada paso aerodindmico. En ambas

figuras se utilizan flechas de colores rojo y azul para representar la comunicaciéon bidireccional

entre simuladores. El Simulador 1 computa la configuracion espacial actualizada a partir de
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las cargas aerodindmicas determinadas por el Simulador 2, las cuales a su vez dependen de
la configuracién espacial del paso previo. Adicionalmente, en la Figura 6.6 se exponen los
diagramas de flujo de cada simulador que detallan la secuencia de pasos seguida por cada uno

de ellos durante una iteracién. Esta iteracién se da para cada paso estructural.

(a) Paso aerodindmico Paso aerodinamico
z(t = At, z(t) | z(t 4 At,
(—1—)> Simulador 1 ®) . — Simulador 1 ( )
E _ 3| Modelo electroeléstico E ' & 5| Modelo electroeldstico E
3 W | 8
g — — LS —— — b g
é t Transferencia de informacién 1o Transferencia de informacién L g
o 5 8
L b Simulador 2 — A e o Simulador 2 — |
—i—» Modelo aerodindmico ) : : » Modelo aerodindmico —i—»
Pn(t - At,) ;P n(t P [n(t + At,)]
| | Ly
1 I |
t— At, t t+ Aty
Tiempo
| | »
f f >
t Pasos estructurales t+ At,
Tt Tt m T,
I I
z(t) | z(t + pAty) i z(t + Aty)
Iy » Simulador 1 [~7"""7"777" > Simulador 1 Y
i > I
=i 1 ! =
2 : : Q
It 1 3 5 2 3 3 oz ! 3
§ i Transferencia de informacion | | Transferencia de informacién | | | §
ANt || 2
O I L3 | | — : O
v | Simulador 2 | < Simulador 2 Ly =
> : >
Pn(t) P [n(t + pAt,)] P [n(t + At,)]
R ____ |
oo e | -
(b) t+ Aty t + pAt, t + NAt,

Figura 6.5: Esquema de co-simulacion: acoplamiento entre simuladores.

6.3.1 Esquema de integraciéon numérica

Segun lo comentado en la subseccién anterior, el sistema electroaeroelastico estd compuesto por

dos subsistemas: el modelo electroeldstico (Simulador 1) y el modelo aerodindmico (Simulador 2).
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Simulador 1, iteracion (¢ + pAty); Simulador 2, iteracion (t 4+ pAts);

Conveccién de estela

Actualizacién de Ky [n(t)] v £®n; [n(1)]
Ensamble de P [n(t)]

p=1,i =0, la estela es convectada

p > 1,1 > 0, la estela fija en el espacio

Y

Célculo de la matriz aerodindamica A (t)

y del vector RHS(t)

Y

obteniendo §(t) (o f(t)) y go?(t)

Y
Correccién de la solucién y computo

Y

Se computan las circulaciones G(t)
A(t)G(t) = RHS(¢)

i Se resuelve el problema z(t) = F [z(¢), t]
i final de 7)(t), n(t), @5 (1) y @5 (1)

Y

Se determinan las cargas aerodindmicas
g
Fi(t)

__________________________________________

Figura 6.6: Diagrama de flujo del Simulador 1 y del Simulador 2.

Debido a la naturaleza del problema abordado existe un intercambio reciproco de informacién
entre los simuladores siguiendo una secuencia iterativa. A pesar de eso, cada uno de ellos sigue
un esquema numérico diferente durante la obtencion de la solucién en cada instante de tiempo.

En lo que respecta al Simulador 1, se utiliza un esquema de integracion de tipo iterativo ya
que permite contemplar la interaccion entre los modelos involucrados. Este esquema se basa en el
método predictor-corrector de cuarto orden de Hamming, el cual fue seleccionado por dos razones
principales: por un lado, porque el Simulador 2 es més eficiente cuando las cargas se evalian
en pasos enteros de tiempo y, por otro lado, debido a que las cargas aerodinamicas contienen
contribuciones, provenientes del término inestacionario de Bernoulli, que son proporcionales a
la aceleracion [84]. Por estos motivos, los métodos del tipo predictor-corrector pueden tratar
términos de aceleracion presentes en ambos lados de las ecuaciones de movimiento sin evaluar
las cargas en fracciones del paso de tiempo, mientras que los métodos del tipo Runge-Kutta no
son adecuados para estos casos.

Los detalles basicos del esquema numérico adoptado para integrar las ecuaciones de
movimiento no lineales (6.21) o lineales (6.30) se basan en la formulacién (6.31) y se exponen a

continuacién:

1. En el instante inicial ¢, esto es t = 0, las condiciones iniciales son conocidas, zg = z(t).
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Por lo tanto, empleando la ecuacién (6.31) se obtiene el valor de zy como:

zo = Fo = F [z(t0), to] (6.37)

2. En t1, es decir t = Atg, donde Aty es el paso de tiempo del integrador, se predice la

solucién z¥ utilizando el método explicito de Euler:

sz =zy + At ;Fy (638)

3. La solucién predicha se corrige usando el método modificado de Euler:

2t =70+ A;s (Fg + Fo) ,Fi=F [zg(tl),tl] : (6.39)

donde 7 es la variable de iteracion. Este paso se repite hasta que el error de convergencia

e resulte inferior a una tolerancia prefijada €. El error de convergencia se computa por:

er = |12 = 7i|oo, (6.40)

donde || - ||oo denota la norma infinita.

4. En ty, es decir t = 2At,, se predice la solucién z) usando el método predictor de dos
pasos de Adams-Bashforth:

At
2

Zg =121+ (3F1 - F()) (6.41)

5. La solucién predicha se corrige empleando el método de dos pasos de Adams-Moulton:

At
2

i+1 _
zy =1z + 1

(5F5 + 8F1 — Fo) , Fh =F [2)(ta), s (6.42)

Este paso se repite hasta que el error de convergencia es sea inferior a €. El error se

obtiene mediante:

ez = [|z5" — 2]|oc, (6.43)

6. En t3, es decir t = 3Ats, se predice la solucién z§ utilizando el método de tres pasos de
Adams-Bashforth:

At
12

zh = 75 + —> (23F, — 16F; + 5F) (6.44)

7. La solucién predicha se corrige utilizando el método de tres pasos de Adams-Moulton:

. At ) . .
=zt S0 (9F% + 19F; — 5F1 + Fy) , Fh = F |7} (ts), 1] (6.45)
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10.

11.

12.

Este paso se repite hasta que el error de convergencia es resulte inferior a la tolerancia e.

El error se obtiene por:
es =|1z5"" — 23| (6.46)

Luego de alcanzar la convergencia se calcula por primera vez el error de truncamiento

local e3 como:

e3 = zitt — 7} (6.47)

Para todo tiempo ¢ > t3 la solucién es computada por medio del método predictor-corrector

de cuarto orden de Hamming. Para el paso de tiempo t; la solucién z? se predice por

medio de:
» 4
Z; =7Zj—4 + gAts (2Fj_1 — Fj_Q + 2Fj_3) (648)
La solucién predicha es modificada por el error de truncamiento del paso anterior:

z} =z, + 5 &1 (6.49)

La solucién modificada se corrige utilizando la expresion:

Z;,H =3 {9zj,1 —zj_3 + 3At, (F; +2F; 1 + Fjd)} ) (6.50)

F;,=F [Z?(tj)atj} s Fjo1 =Fzj_1(tj-1),tj-1], Fjo =F[z; 2(tj—2),t;—2] (6.51)

Este paso es repetido hasta que el error de convergencia e; sea inferior a la tolerancia e.

El error se obtiene mediante:

ej = |lz5" — 2}l (6.52)

Una vez alcanzada la convergencia se calcula el error de truncamiento e; para su uso en

el paso actual y en el siguiente:
e = — (zi.+1 — zp> (6.53)
La solucién final en el paso j se obtiene como:

7t — e, (6.54)

Zj:J
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En lo que concierne al Simulador 2, el esquema numérico implementado en esta tesis es
abordado con alto nivel de detalle por varios autores, motivo por el cual no sera expuesto en
este texto [64, 84, 96]. Un comentario adicional respecto al Simulador 2 es que en el instante
inicial (¢ = 0) se ignora la contribucién del término inestacionario en el calculo de cargas
aerodinamicas. En general, no reviste importancia capturar esta contribucién con alto grado
de precisiéon en este paso de tiempo ya que la respuesta estructural se determina para una

perturbacion inicial arbitraria.

6.3.1.1 Determinacién del paso de tiempo

Una correcta seleccién del paso de tiempo empleado en la division del tiempo total de la
simulacién es fundamental para que exista estabilidad numérica. En general, tanto el problema
fisico que se analiza como la discretizacién numérica empleada influyen en la eleccion de este
parametro. Como se expuso anteriormente, se admite el uso de pasos de tiempo distintos para el
Simulador 1 y el Simulador 2. Por consiguiente, el paso de tiempo elegido para cada uno de los
modelos involucrados debe cumplir una serie de requisitos que seran sintetizados a continuacion.

Con relacién al modelo electroelastico lineal del Simulador 1, una regla practica para
computar el paso de tiempo se establece a partir de la frecuencia natural mas elevada incluida
en la expansién modal de la solucién. En este sentido, si IV,, es el nimero de modos elegidos y
wp, es la frecuencia mas alta, entonces el paso de tiempo debe ser lo suficientemente pequeno
tal que dicha frecuencia pueda ser capturada en la respuesta estructural. Consecuentemente, se

puede establecer que:

1 12
At, < =T, = =L (6.55)
(0%

a W,

donde T}, es el periodo natural que se corresponde con la frecuencia w,, y « es un parametro
que indica la cantidad de puntos contenidos en un periodo completo. Aunque el valor de «
es variable y depende de las caracteristicas del sistema analizado, Bathe propone como limite
inferior a a = w. A pesar de ello, este autor admite que, para problemas estructurales, elegir
a = 10 ha dado buenos resultados [14].

En el modelo electroelastico no lineal del Simulador 1, el criterio dado por la ecuacién
(6.55) debe aplicarse considerando la frecuencia natural méas elevada, la cual se computa en la
configuracion indeformada y depende fuertemente del niimero de grados de libertad del modelo
electroeldstico. Sin embargo, existe cierta incertidumbre en el célculo del paso de tiempo como
consecuencia de la constante evolucion del sistema. Si se estima que las frecuencias naturales
pueden experimentar grandes variaciones a lo largo de la simulacion, esto debe ser contemplado
en la determinacién de este parametro.

En ciertas oportunidades, el acoplamiento entre ecuaciones estructurales y eléctricas trae
aparejado la necesidad de optar por un valor de o > 10 para que exista estabilidad numérica.

Esto principalmente sucede cuando se realizan simulaciones usando el modelo electroelédstico
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Figura 6.7: Influencia del paso de tiempo aerodindmico en el tamano de los paneles de la
SVL: (a) Paso de tiempo menor al recomendado; (b) Paso de tiempo recomendado; (c) Paso de
tiempo mayor al recomendado.

lineal para valores de resistencias eléctricas muy bajos. En estas situaciones, si el valor de «
no se modifica, el nimero de iteraciones hasta alcanzar la convergencia suele incrementarse
notablemente o incluso no converger.

Por otro lado, en lo que respecta al modelo aerodindmico del Simulador 2, el paso de
tiempo se determina teniendo en cuenta otras condiciones. Segin se expuso en el Capitulo 5, en
el UVLM existe un requisito de regularidad que brinda estabilidad y que mejora los resultados
de las simulaciones. Al respecto, es recomendable que los paneles que se convectan desde los
bordes filosos a la estela sean geométricamente similares a aquellos que se encuentran sobre
las SVAs. En consecuencia, poniendo en consideracion a la Figura 6.7, los resultados de la

simulacion seran mejores en la medida que se satisfaga:

Lsya= Lsvr, (6.56)

donde Lgy 4 es la longitud del panel en la SVA y Lgy, es la longitud del panel en la SVL, ambos
medidos en direccién caracteristica del flujo. En esta descripcién asume que esta direccion es
coincidente con la direccion de la cuerda. Segin lo detallado en la seccion 5.5.3, la posiciéon que

ocupa un segmento vorticoso en la estela se determina a partir del desplazamiento de sus nodos
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extremos. En este sentido, la posiciéon de un nodo arbitrario en el instante t + At, se calcula

por,
Xi(t + Ata) = Xi(t) + VZ‘(X, t)Ata, Vi(X, t) == Voo + Vl(X, t) (657)

donde v;(X,t) es la velocidad local de una particula que se sitta sobre el nodo a desplazar.
Esta velocidad resulta igual a la suma de la velocidad de la corriente libre V, y de la velocidad
inducida V;(X,t) por los segmentos vorticosos de las SVAs y SVLs. Luego, admitiendo que
Voo > V(X t) se deduce que el paso de tiempo para el modelo aerodindmico se puede aproximar

mediante:
Lsya = Loy = HXi(t + Ata) — Xz(t)H = ||Vi(X,t)HAta = HVooHAta (658)
De donde surge:

Lsva
At, = (6.59)
[Vool|

La expresién anterior asume dos cosas, que Lgyr, = ||x;(t + At) — x;(¢)|| v que ||[Vi(X,t)]| =
Vool

Como se detallé al comienzo de la seccion 6.3, la ecuacién (6.36) impone una restriccién
adicional sobre los pasos de tiempo de ambos modelos. Esta restriccién establece que el paso de
tiempo aerodindmico debe ser un niimero entero de veces mayor al paso de tiempo estructural.
Una manera de satisfacer esta condicién consiste en modificar el pardmetro a de (6.55) tal que

se reduzca el paso de tiempo estructural al valor mas préximo que cumpla con (6.36).

6.4 Estimacion de la velocidad de flutter

La respuesta electroaeroelastica de una estructura piezoeléctrica de vigas se obtiene efectuando
simulaciones numéricas en el dominio del tiempo. El objetivo principal es predecir la velocidad
de la corriente libre, denominada velocidad critica o de flutter, a partir de la cual se manifiesta el
fenémeno aeroelastico flutter. Una vez estimada dicha velocidad se puede evaluar el desempeno
electroaeroeldstico de la estructura para velocidades subcriticas y/o poscriticas.

La determinacion de la velocidad de flutter se basa en un proceso manual de prueba y error
que consiste en efectuar simulaciones numéricas para diferentes velocidades de la corriente libre
y analizar en cada caso el comportamiento del sistema. El propédsito es estimar la velocidad del
aire para la cual la respuesta temporal de los grados de libertad del sistema deja de amortiguarse
y se sostiene en el tiempo, describiendo un ciclo limite. La duracién temporal de las simulaciones
no puede ser estimada con facilidad, no obstante su duracién debe permitir una caracterizacién
de la respuesta del sistema. El proceso se inicia para velocidades bajas del aire, las cuales se

van incrementando progresivamente en funcién de la respuesta observada. En cercanias de la
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velocidad critica suele ser necesario incrementar la velocidad del fluido en menor proporcién ya
que un pequeiio cambio de velocidad puede modificar drasticamente la estabilidad del sistema.

Las simulaciones se sustentan en el hecho de que en todo instante ¢t < 0 la estructura se
encuentra en reposo, mientras que en ¢t = 0 se la expone repentinamente ante una corriente de
aire que provoca un arranque impulsivo. En general, se introduce una perturbacion inicial sobre
el sistema para desplazar a la estructura de su posicion de equilibrio estable. La perturbacién
puede corresponderse a una condicién inicial, desplazamiento y/o velocidad, aplicada sobre
la estructura o bien a una componente adicional de velocidad del aire que se superpone a la
velocidad de la corriente libre. Esta tltima se aplica durante una determinada cantidad de pasos
de tiempo aerodindmicos y luego se elimina. Durante el resto de la simulacién la velocidad del
fluido permanece constante en direccién, sentido y médulo. Es importante destacar que no se

aplica ninguna condicién inicial sobre las variables eléctricas.



Apéndices

6.A Rotaciéon de matrices y vectores elementales

Para modelar una estructura compuesta por miltiples vigas con orientaciones arbitrarias se
necesita expresar a las propiedades electroeldsticas de cada una de ellas respecto a la misma
referencia. En este sentido, considérese a la viga de eje recto de la Figura 2.2 como parte integral
de una estructura. Teniendo en cuenta que las propiedades de la viga estdn representadas por
las matrices y vectores elementales de los diferentes elementos finitos usados en su discretizacion,
se deben rotar estas entidades desde su sistema de referencia local (X7, X2, X3) hacia el sistema
de referencia global (X 1g , ng , ng ). Las bases ortonormales y dextrégiras asociadas a estos dos
sistemas se relacionan entre si a través del tensor de rotacién constante A. € SO(3). Por lo
tanto, este tensor es la herramienta a emplear para efectuar la transformacion de coordenadas
que se busca.

El vector de grados de libertad nodal n,(t) expresado en el sistema de referencia global

se obtiene considerando la ecuacién (4.69) y esta dado por,

¥

ng(t) = A (1), (6.A.1)

donde A, € R'?X12 ¢5 un tensor diagonal constante cuya versién explicita es:

A. 0 0 O

y 0 Ac 0 O

A= ¢ (6.A.2)
0 0 A. O
0 0 0 A

C

De la ecuacién anterior se deduce que cada tensor ubicado sobre la diagonal principal se utiliza
para transformar las tres componentes de los desplazamientos o las tres componentes de los
giros de cada nodo del elemento. Por otra parte, la rotacion de la matriz de masa se obtiene
despejando a m,(t) de la ecuacién (6.A.1) y sustituyendo la expresién resultante en la variaciéon

de la energia cinética. De ello se obtiene:

d v T d
0T = b (t) Ao M. A, Zmg(?) (6.A.3)

163
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Luego, comparando (6.A.3) con (4.96) se infiere que la matriz de masa global Mg se determina

de la siguiente manera:
(6.A.4)

Un procedimiento analogo se puede repetir sobre la variacién de la energia elastica de deformacion

y sobre el primer término de la variacion de la energia electromecanica. De ello resulta,

v v T o o T
6U: = 5775(15) AC Kz Ac ng(t) + 6775(75) AC Kg(ne) Ac ng(t) (6 A 5)
.1 LT 1 T A.
5Uem = 5 5"5(0 AC iKl Ac ng(t) + 5 5775(75) AC iKnl(ne) Ac Ug(t) + e

Por consiguiente, si se compara la expresion anterior con las ecuaciones (4.102) y (4.111) se
deduce que la matriz de rigidez elastica global Kg, la matriz de rigidez geométrica global
K(gj(ne) y las matrices globales de rigidez inducida ZK% (k = 1,nl) se obtienen efectuando las
siguientes operaciones:
o T v v T M
Kg =Ac Kz A, Kg(ne) = A K;(ne) A, IKlg =Ac ZKle A

g (6.A.6)
’iKgl(ne) = fd¢ ’iKrezl(ne) Ac

Teniendo en cuenta que la matrices Ki(n.) vy iK7;(n.) fueron derivadas en el sistema de
referencia local y que son funcién de las variables nodales locales, éstas deben ser evaluadas
previo a la rotacién. Por otra parte, para rotar las matrices de acoplamiento electromecanico se
opera sobre los términos restantes de la variaciéon de la energia electromecanica efectuando un

procedimiento similar al de los dos casos anteriores. En este sentido, se obtiene:

1 o 1 o
(SUeem = .-+ 5 5775@) Ac eG)l ‘pj(t) + 5 5775(75) Ac eenl(ne) on(t)+ ( A )
6.A.7
1 T 1 T
45 007 (1) OF Klng(t) + § 607 (1) OF(m,) & mg(t

En consecuencia, contrastando la expresién predecesora con la ecuacion (4.110) se infiere que la
matriz de acoplamiento lineal g®; y no lineal ¢®,,;(n,) expresadas en el sistema de referencia

global estan dadas por:

92

g(")l = Ac O, genl(ﬂg) = A, e@nl(ne> (G-A-8)

En lo que respecta a la matriz de rigidez eléctrica inducida y a la matriz de acoplamiento

inducido se opera sobre la ecuacién (4.117) resultando:

92

SW3¢ = +onk(t) A ©; @, (t) + ong (t) A, KE A, ng(t) (6.A.9)

Por consiguiente, comparando la expresién anterior con la ecuacién (4.117) se deduce que la

matriz global de acoplamiento inducido ¢®; y la matriz de rigidez eléctrica inducida global
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ng Som:

92 v )

G0 =A. .0, , KI=A, KA (6.A.10)

€ C

Notese que, a pesar de tener estructura matricial, cada una de las matrices que representan al
acoplamiento electromecédnico se transforman como vectores. Ademas, como el acoplamiento no
lineal es funcién de las variables nodales locales, éste debe ser evaluado antes de ser transformado.
Por otra parte, es fundamental destacar que el vector de potenciales ¢; (t) no debe rotarse ya
que no reviste cardcter vectorial sino que fue construido a partir de variables de parametro
concentrado con la finalidad de obtener una notacién mas compacta. De manera similar sucede
con las matrices de capacitancia total Cj, de inductancia L? y de resistencia Rj. Finalmente,
los vectores de carga en el sistema global, Fg(t) y Mg(t), se rotan de forma similar al vector

de grados de libertad nodal y resultan:

)

F9(t) = A, f.(t), MY(t) = A, m,(t) (6.A.11)

6.B Conexion eléctrica entre transductores

De acuerdo a lo expuesto en el Capitulo 4, cada elemento finito esta compuesto por una
cantidad arbitraria de transductores y por un tnico circuito eléctrico, por lo tanto, si una viga
se divide en N elementos finitos habra N circuitos. En la mayoria de los casos practicos, la
longitud de las laminas piezoeléctricas utilizadas no coincide con la longitud de los elementos
finitos, siendo superior a la de estos ultimos en la mayoria de los casos. A pesar de ello, esta
situacion se encuentra supeditada a la cantidad de elementos empleados en la discretizacién.
Para modelar tal circunstancia se necesita conectar, en términos de los potenciales eléctricos, a
los transductores de todos los elementos cubiertos por las mismas laminas de tal manera de
garantizar la continuidad eléctrica. En este sentido, se imponen las siguientes condiciones: )
todos los elementos a conectar deben tener la misma cantidad de transductores, i) la conexién
se efectiia entre transductores de idéntica numeracién elemental y, i) la conexién, serie o
paralelo, entre transductores a nivel elemental debe ser la misma para todos los elementos a
conectar.

Para ejemplificar lo comentado en el parrafo anterior se considera una viga discretizada
por Ng; elementos finitos, compuesta por n; transductores embebidos que tienen una longitud
idéntica a la de la viga. Inicialmente, la cantidad circuitos eléctricos es igual al niimero de
elementos y son descritos por los vectores cpé‘?(t) (conk=1,..,Ngyj=so0j=p). Luego, la
condicién a imponer para garantizar la conexion entre todos los elementos se expresa de la

siguiente manera,

i) =P ==k = =M = () = gy(0), (6B
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Figura 6.B.1: Conexion eléctrica entre transductores de elementos diferentes.

donde el vector de potenciales @, (t) es el vector comin a todos los elementos y es quien permite
evaluar la respuesta eléctrica del tinico circuito que resulta de la conexién. Una interpretacion
grafica de la conexion indicada en la ecuacién (6.B.1) se expone en la Figura 6.B.1, la cual
presenta a los transductores que integran las secciones transversales de tres elementos finitos
de la viga. La conexion entre los transductores de estos elementos se indica mediante lineas
discontinuas de color negro. Por otra parte, es importante destacar que la vinculacion eléctrica
entre transductores de diferentes elementos también modifica las matrices de acoplamiento
electromecanico del modelo global. Esto simplemente se tiene en cuenta sustituyendo la ecuacion
(6.B.1) en el sistema de ecuaciones diferenciales que gobierna a la viga dado por (6.21).

Un comentario adicional merecen las matrices de capacitancia total, de inductancia y de
resistencia. Segin se observa en la ecuacién (4.135), la primera de estas matrices se obtiene
sumando la capacitancia inherente a los piezoceramicos y la capacitancia externa. Al efectuar la
conexién eléctrica, sélo la capacitancia inherente se ve afectada por esta conexién. En tanto que,
las matrices representativas de la capacitancia, de la resistencia y de la inductancia externas
no se ven alteradas ya que deben construirse luego de efectuar la conexién. Es decir, deben

ignorarse cuando se sustituye (6.B.1) en (6.21).



CAPITULO

Resultados numeéricos

En este capitulo se presenta y se describe un conjunto de casos de estudio que tienen como
finalidad exhibir la potencialidad de la herramienta numérica desarrollada en esta tesis. En
este sentido, se definen dos secciones, en la primera de ellas se agrupan cuatro casos de estudio
que se utilizan para validar y verificar el modelo electroaeroelastico. En la segunda seccién
se presentan dos casos de aplicacion, uno de los cuales consiste de un cosechador de energia
aeroeldstico de pequefias dimensiones y el restante involucra cosechadores de energia embebidos
en la estructura de un ala multifuncional altamente flexible.

Cada uno de los casos analizados se estructura en tres partes: i) en la primera de ellas se
efecttia una descripcion conceptual del caso, incluyendo la informacion necesaria para reproducir
los resultados; i) en la segunda parte se detallan y se describen los resultados numéricos que
se obtienen empleando la herramienta computacional; y, i) en la tercera se discuten estos
resultados y se exponen conclusiones al respecto.

En lo que sigue, se referird mediante el acronimo MD - No Lineal a la versién no lineal
del modelo desarrollado en este trabajo. En tanto que, se utilizara el acrénimo MD - Lineal
para referirse a la versién linealizada del mismo.

Todas las simulaciones se efectuaron usando una computadora de escritorio equipada con:
procesador Intel Core 17 12700K, 16 GB de memoria Ram DDR4 a 3200 MHz, disco de estado
solido de 500 GB y placa madre MSI B660M Bazooka S1700.

167
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7.1 Validacién y verificaciéon del modelo

7.1.1 Caso 1: Estructura de vigas en forma de L
Descripcion

El presente caso de estudio tiene como propésito verificar el modelo estructural. Para ello, se
pone en consideracién una estructura tridimensional que conceptualmente se idealiza en la
Figura 7.1la. Segin se observa, estd compuesta por dos vigas de aluminio 2024-T3 dispuestas
en forma de L y contenidas en el plano formado por los ejes X 1g y X2g . La seccién transversal
de ambas vigas es idéntica y se esquematiza en la Figura 7.1c, posee geometria cuadrada y
se mantiene constante a lo largo del eje longitudinal (eje eldstico) de cada una de ellas. Las
vigas poseen dos nodos extremos, uno de los cuales se encuentra empotrado y el restante es
compartido por ambas. En el nodo que tienen en comin, denotado por A, actia en la direccién
de los ejes coordenados globales (Xlg ,X2g , X?)g ) un sistema de fuerzas que tiene el siguiente

comportamiento temporal:
Fl(t) = —F1 sin(wlt) gl 3 F2<t) = F1 sin(wlt) gQ N F3(t) = F2 sin(wgt) g3, (71)

donde {g;, &5, 83} es una base ortonormal dextrogira asociada al sistema global. Las dimensiones
de la seccién y de la estructura junto a la magnitud F; (i = 1,2, 3) y frecuencia w; de las fuerzas
se sintetizan en la Tabla 7.1, en tanto que las propiedades mecanicas del aluminio se detallan
en la Tabla C.2 del Anexo C. Por otra parte, en la Figura 7.1b se presenta la discretizacién de
la estructura tridimensional mediante elementos finitos, donde cada una de las vigas se divide
utilizando 10 elementos de idéntica longitud. En virtud de la discretizaciéon adoptada, el modelo

posee un total de 138 grados de libertad geométricos y no tiene amortiguamiento.

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

h 0.1 m Ey 150000 N
L 1 m Fy 500000 N
w1 207 rad/s
wo 107 rad/s
Tabla 7.1: Propiedades geométricas de la estructura junto a la magnitud y frecuencia de las
fuerzas.
MD - Lineal | MD - No Lineal
Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad
At (20 Modos) 1.0 x 107° s | At 7.0 x 1078 s

Tabla 7.2: Parametros usados en las simulaciones numéricas.
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Malla de elementos finitos
_<>>“ >~
T F3(t) - -

Us(t) X3
Us(t)

®— (c) h X,

Nodo
Ur(t)

Figura 7.1: Estructura formada por dos vigas dispuestas en forma de L: (a) modelo conceptual,
(b) modelo computacional; (c¢) seccién transversal.
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El comportamiento temporal de la estructura se determina integrando numéricamente
las ecuaciones de movimiento. Esto se efectiia considerando tanto el MD - Lineal como el MD
- No Lineal. Para tal fin, en la Tabla 7.2 se resumen los pardmetros que caracterizan a las
simulaciones. Puede advertirse que el paso de tiempo que se utiliza en cada modelo es diferente,
lo cual se debe a que en el MD - Lineal las ecuaciones de gobierno se reducen empleando los
primeros 20 modos de vibrar, mientras que en el MD - No Lineal no se aplica ninguna técnica

de reduccion de orden.

Resultados

Los resultados que se exponen a continuacién se componen de dos partes, por un lado se realiza
un estudio de convergencia de malla a partir de las frecuencias naturales de vibrar y, por otro
lado se presenta la respuesta temporal de la estructura cuando se la somete al sistema de fuerzas
caracterizado por la ecuacién (7.1). Los resultados computados con la herramienta numérica
desarrollada son contrastados con aquellos que se obtienen utilizando la versién estudiantil del
software Ansys ® 2022 R1.

Tabla 7.3: Evolucién de las frecuencias naturales con el nimero de elementos.

N fi[Hz]  fo [Hz]  f3 [Hz]  fy [Hz]  fs [Hz]  fs [Hz]  fr [Hz]  fs [Hz]

2 99.04 468.09  498.58  889.59  778.16 1215.41 1580.77 1642.75
4 94.21 365.02  382.11  527.92  543.43 1065.45 1074.41 1184.68
6 93.37 351.03  366.78  493.15  518.82 1015.75 1038.70 1095.92
8 93.08 346.42  361.75  482.28  510.76  995.41 1023.54 1065.28

10 92.95 344.33  359.47 47744  507.11  985.68 1016.05 1051.36
12 92.88 343.21  358.25  474.86  505.16  980.33 1011.87 1043.88
14 92.83 342,54  357.52  473.33  503.98  977.09 1009.30 1039.40
16 92.81 342.11  357.05 47233  503.22  974.97 1007.62 1036.51
18 92.79 341.81  356.72  471.66  502.71  973.52 1006.46 1034.53
20 92.77 341.60  356.49  471.18  502.34  972.49 1005.63 1033.11
Ansys 92.74 340.89  355.75  469.57  501.14  968.94 1002.76 1028.38

En lo que respecta al anélisis de convergencia, en la Tabla 7.3 se presenta la evolucién
de las primeras ocho frecuencias naturales f; (i = 1,...,8) de la estructura en funcién del
numero de elementos finitos N.; con que se discretiza a cada viga. Es importante destacar que
tales frecuencias fueron determinadas usando el MD - Lineal y resolviendo un problema de
autovalores entre la matriz de rigidez elastica global y la matriz de masa global de la estructura.
En la ultima fila de la Tabla 7.3 se tienen las frecuencias calculadas utilizando Ansys a partir
de una discretizacién de 20 elementos finitos lineales por viga. Por otro lado, en la Tabla 7.4
se expone la diferencia absoluta porcentual D; (i = 1,...,8) para cada una de las frecuencia.
Esta diferencia se computa calculando la relacién porcentual entre el valor que adopta cada

frecuencia para determinada discretizacion y el que adopta en la discretizaciéon predecesora. Por
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Tabla 7.4: Diferencia absoluta porcentual entre frecuencias considerando dos discretizaciones
consecutivas.

Ne  Di[%] Dy [%]  Ds[%] Da[% Ds[%] Ds[%] D7[% Ds[%]

2 - - - - - - - -
4 4.87 22.02 23.36 40.66 30.16 12.34 32.03 27.88
6 0.89 3.83 4.01 6.59 4.53 4.67 3.32 7.49
8 0.31 1.31 1.37 2.21 1.55 2.00 1.46 2.80
10 0.14 0.60 0.63 1.00 0.71 0.98 0.73 1.31
12 0.08 0.33 0.34 0.54 0.39 0.54 0.41 0.71
14 0.05 0.20 0.20 0.32 0.23 0.33 0.25 0.43
16 0.03 0.13 0.13 0.21 0.15 0.22 0.17 0.28
18 0.02 0.09 0.09 0.14 0.10 0.15 0.12 0.19
20 0.01 0.06 0.06 0.10 0.07 0.11 0.08 0.14
Ansys 0.03 0.21 0.21 0.34 0.24 0.37 0.29 0.46

este motivo, la primera fila de la tabla no contiene ningin valor. A su vez, la ultima fila presenta
la diferencia absoluta porcentual entre las frecuencias calculadas usando el MD - Lineal con 20
elementos por viga y las obtenidas con Ansys empleando la misma discretizacién.

En la Figura 7.2 se presenta la evolucién temporal de las tres componentes U;(t) (1 = 1,2, 3)
del vector desplazamiento del nodo A. Tal como se observa, se grafica la respuesta obtenida
utilizando el MD - No Lineal a la cual se le superpone el resultado obtenido a través de Ansys
con la opcién de grandes desplazamientos activada. Similarmente, en la Figura 7.3 se muestran
las tres componentes del mismo vector en funcién del tiempo pero, en este caso, se exponen
los resultados que surgen al emplear el MD - Lineal. Ademads, se los compara con aquellos
obtenidos mediante Ansys manteniendo desactivada la opciéon de grandes desplazamientos y

empleando una malla de 10 elementos por viga.

Discusion de resultados y conclusiones

En términos generales, un analisis de las Tablas 7.3 y 7.4 permite inferir que a medida que se
refina la malla de elementos finitos la magnitud de las frecuencias naturales tiende hacia un
valor asintético, es decir, muestran convergencia. Cuando la malla estd compuesta por pocos
elementos, los valores de las frecuencias cambian considerablemente con un pequefio cambio
en la densidad de malla. En tal sentido, existe una diferencia del 40.7% cuando se compara el
valor de f4 calculada con una malla de 2 y de 4 elementos por viga. Sin embargo, ésta se reduce
considerablemente al densificar la malla, cayendo por debajo del 1% si se disponen més de 10
elementos por viga. A su vez, la diferencia entre las frecuencias obtenidas con Ansys y con el
MD - Lineal para 20 elementos por viga se sitia por debajo del 0.5%, lo cual es aceptable.
Con relacién a la respuesta temporal de la estructura, las Figuras 7.2 y 7.3 permiten

apreciar que existe un excelente acuerdo entre los resultados obtenidos con el MD y con Ansys,



7.1. Validacion y verificacion del modelo 172

9 x1073 —MD - No Lineal ---Ansys - No Lineal
{

I I I

I

Ui (t) [m]

-0.15 | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s]

Figura 7.2: Componentes del vector desplazamiento del nodo A en funcién del tiempo: (a) en
direccién X¥; (b) en direccién X§; (c) en direccién X§.

tanto para el caso no lineal como para el lineal. Sin embargo, si se comparan visualmente las
curvas que caracterizan a las componentes del vector desplazamiento Uy (t) y Usa(t) se puede
notar que existen diferencias significativas entre lo predicho por el MD - No Lineal y por el MD
- Lineal. Esta discrepancia se atribuye a que el MD - Lineal no tiene en cuenta el acoplamiento
entre efectos axiales y flexionales que aparece al considerar las no linealidades de Von Karman.
Por otra parte, contrastando lo estimado con el MD - No Lineal y el Lineal para la componente
transversal Us(t) se puede advertir que no presentan diferencias considerables.

Como conclusién general del caso de estudio se puede afirmar que los resultados alcanzados
son satisfactorios y fundamentales para la verificaciéon estructural de la herramienta numérica

desarrollada.
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Figura 7.3: Componentes del vector desplazamiento del nodo A en funcién del tiempo: (a) en
direccién XY; (b) en direccién X§; (c) en direccién X§.

7.1.2 Caso 2: Cosechador piezoeléctrico en voladizo
Descripcién

El objetivo del presente caso de estudio es validar y verificar el modelo electroelastico, tanto en
su version lineal como no lineal. En este sentido, se considera el cosechador piezoeléctrico de
energia propuesto por Erturk en [42]. De acuerdo a la Figura 7.4a, éste se idealiza por medio
de una viga en voladizo que estd empotrada en uno de sus extremos y que presenta una masa
puntual M en el restante. Para describir al modelo se introduce un sistema de coordenadas
local fijo en el espacio (X7, X2, X3) con origen en O y una base ortonormal dextrigira asociada
{n1,ny,n3}. La excitacién del sistema proviene de un desplazamiento arménico de base en la

direccién n3 que se define de la siguiente manera,

g(t) = G sin(27 ft) ng, (7.2)
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Figura 7.4: Cosechador de energia en voladizo: (a) modelo fisico; (b) discretizacién por
elementos finitos; (c¢) seccién transversal.

donde G es la amplitud del desplazamiento y f su frecuencia. La viga se encuentra compuesta
por un nucleo elastico de cobre y esta recubierta en su totalidad por dos laminas idénticas
de piezoceramico PZT-5A. La seccion transversal se mantiene constante a lo largo del eje
longitudinal X; y su geometria se esquematiza en la Figura 7.4c. En ella, puede observarse que
las dos ldminas piezoceramicas se ubican de manera simétrica respecto de los ejes Xo y X3. En
lo que respecta al modelado de la conexién eléctrica entre transductores, fue necesario rotar a
la ldmina inferior alrededor del eje X7 con el fin de invertir el sentido del campo eléctrico de
polarizacién. Luego, ambas se vincularon a través de una conexién en serie y se conectd un
resistor de resistencia R entre los terminales del conjunto.

En la Tabla 7.5 se resumen las propiedades geométricas y mésicas del cosechador, mientras
que las propiedades mecéanicas de los materiales involucrados se detallan en el Anexo C, en
particular en las Tablas C.1 y C.3.

Por otra parte, en la Figura 7.4b se expone el modelo computacional del cosechador,
esto es, su representacién por medio de elementos finitos. En este sentido, la viga se discretiza
mediante 10 elementos uniformemente distribuidos, lo que da lugar a un total de 60 grados de
libertad geométricos y 2 grados de libertad eléctricos. La eleccién del niimero de elementos a

emplear proviene de un andalisis de convergencia que se efectud a partir de las dos primeras
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Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

L 50.8 mm tp 0.26 mm
b 31.8 mm M 0.012 Kg
h 0.14 mm

Tabla 7.5: Propiedades geométricas y masicas del cosechador.

MD - Lineal | MD - No Lineal
Parametro Magnitud Unidad | Pardmetro Magnitud Unidad
Atg (10 Modos) 1.0 x 107° s At 7.0 x 1078 s
a 11.31 1/s ! 11.31 1/s
B 5.0 x 107° s B 5.0 x 107° s

Tabla 7.6: Parametros usados en las simulaciones numéricas.

frecuencias naturales de la viga, véase Figura 7.5. Teniendo presente que cada elemento es
eléctricamente independiente, resulta imperioso imponer la condicién dada por la ecuacién (6.2)
para garantizar la continuidad eléctrica.

El comportamiento temporal del sistema resulta de integrar numéricamente sus ecuaciones
rectoras. Al respecto, en la Tabla 7.6 se detallan los pardmetros utilizados en las simulaciones,
tanto para las efectuadas con el MD - Lineal como para aquellas realizadas con el MD - No
Lineal. Puede notarse que existe una diferencia en el paso de tiempo At usado en cada modelo,
lo cual obedece a que en el MD - Lineal se reduce el orden de las ecuaciones de movimiento
adoptando los primeros 10 modos naturales de vibrar. Adicionalmente, se presentaron las dos
constantes (« y ) que caracterizan el amortiguamiento proporcional que se introduce en el
modelo. Estos valores fueron calculados a partir del factor de amortiguamiento del primer
modo, el cual ha sido estimado en forma experimental y reportado por Erturk. Por dltimo, las

condiciones iniciales de velocidad y desplazamiento se consideran nulas.

Resultados

Los resultados que se presentan a continuaciéon provienen de cuatro simulaciones, dos de ellas
efectuadas con el MD - Lineal y dos con el MD - No Lineal. Para obtener resultados comparables
con los publicados, las simulaciones se realizan considerando dos valores de resistencia diferentes,
1 [kQ] y 470 [kQ], y excitando al cosechador a su frecuencia fundamental. Tal como se expone en la
literatura, la resistencia eléctrica modifica la rigidez estructural e incorpora amortiguamiento en
el sistema [43]. Debido a esto, resulta esencial conocer c6mo evoluciona la frecuencia fundamental
con la resistencia y, en particular, obtener sus valores extremos. En este sentido, y siguiendo lo
expuesto en [15], se grafica en la Figura 7.6 la variacién de la primera frecuencia natural con la

resistencia. A partir de ello se obtiene que la frecuencia fundamental del cosechador es de 45.7
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Figura 7.5: Evolucién de las dos primeras frecuencias naturales de la viga sin considerar el
circuito eléctrico en funcién del niimero de elementos.
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Figura 7.6: Frecuencia fundamental en funcién de la resistencia eléctrica.

[Hz] cuando se adopta una resistencia de 1 [k2] y de 48.1 [Hz] al emplear una resistencia de
470 k], situdndose esta dltima muy préxima al valor extremo de 48.2 [Hz].

En la Figura 7.7 se expone la evolucién en el tiempo de las tres componentes del vector
desplazamiento U;(t) (i = 1,2,3) del extremo libre de la viga (nodo A) en condicién de
resonancia para la resistencia de 1 [kQ]. Tal como se indica en los gréficos, los resultados han
sido obtenidos para una aceleracion de base igual a 1g, donde g es la aceleracién gravitatoria.
A su vez, debe advertirse que el subindice 7 hace referencia al eje coordenado X;. Similarmente,
en la Figura 7.8 se presenta el comportamiento de las componentes U;(t) en condicién de
resonancia pero adoptando la resistencia de 470 [kQ2]. Asimismo, en la Figura 7.9 se grafica

el desempernio temporal de la componente del vector velocidad del nodo A cuya direccién es
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Figura 7.7: Componentes del vector desplazamiento del nodo A en funcién del tiempo para
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Figura 7.8: Componentes del vector desplazamiento del nodo A en funcién del tiempo para
R =470 [kQ] y f = 48.2 [Hz.
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Figura 7.9: Componente Us (t) del vector velocidad del nodo A en funcién del tiempo para

R=1[kQ] - f=45.7 [Hz] y para R = 470 [kQ] - f = 48.2 [Hz].

——MD - No Lineal - —-MD - Lineal (10 M) - - -Erturk (2009)

\
f=45.7 Hz

R=1kQ |

0.625

0.75

| =482 Hz

00 E-——=—=—=—==————————— ==L Y L %
-150 \ \ \ \

R = 470 kQ

Tiempo [s]

Figura 7.10: Voltaje ¢1(t) en funcién del tiempo para R = 1 [kQ] - f = 45.7 [Hz| y para

R =470 [k - f = 48.2 [Hz).
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Figura 7.11: Potencia P(t) en funcién del tiempo para R = 1 [kQ] - f = 45.7 [Hz| y para
R =470 [kQ] - f = 48.2 [Hz].

coincidente con el eje X3 teniendo en cuenta ambos valores de resistencia. Por otro lado, en la
Figura 7.10 se muestra la variacion del voltaje entre los terminales del resistor en funcién del
tiempo, incluyendo los dos valores de resistencia. Al mismo tiempo, en la Figura 7.11 se grafica
el comportamiento temporal de la potencia eléctrica instantanea, la cual guarda una relaciéon
directa con el voltaje.

Claramente, los resultados que se detallan en el parrafo previo provienen de simulaciones
numéricas ejecutadas en el dominio del tiempo. En contraste, Erturk evaltia el desempeno del
cosechador en el dominio de la frecuencia, en forma numérica (modelo lineal) y experimental.
Consecuentemente, los resultados que exhibe corresponden a las amplitudes que adoptan las
variables de interés en estado estacionario. Con el propésito de contrastar lo reportado con lo
exhibido en las Figuras 7.9 a 7.11, se grafica en ellas los valores analiticos de dichas amplitudes
mediante lineas de trazo de color negro. Por cuestiones de espacio no se incluyeron los resultados

experimentales.

Discusion de resultados y conclusiones

En primer lugar, para reproducir los resultados publicados por Erturk se requiere conocer la
variacién de la frecuencia fundamental del cosechador con la resistencia. Al respecto, un anélisis
del grafico presentado en la Figura 7.6 permite advertir que tal frecuencia estd acotada por
dos valores extremos que, en este caso, son 45.7 y 48.2 [Hz|. En la literatura, estos valores

se refieren como frecuencia de cortocircuito y de circuito abierto, lo cual obedece a que se
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corresponden con una resistencia muy baja y muy elevada, respectivamente. Al mismo tiempo,
del grafico se pueden extraer las frecuencias fundamentales para las dos resistencias puestas
en consideracién. Para la resistencia de 1 [k(2] esta frecuencia es idéntica a la de cortocircuito
y para la resistencia de 470 [k2] es igual a 48.1 [Hz], siendo esta dltima practicamente igual
a la de circuito abierto. Con relacién a lo reportado por Erturk, se debe diferenciar entre las
frecuencias extremas obtenidas analiticamente y de manera experimental. Las primeras de
ellas son idénticas a las expuestas con anterioridad, en tanto que los valores reportados para
las segundas son 45.6 y 48.4 [Hz|. Es decir, existe un excelente acuerdo entre lo publicado y
lo obtenido con la herramienta numérica. A su vez, puede notarse que existe una diferencia
inferior al 0.5 % entre lo estimado de manera analitica y experimental.

Para que los resultados sean comparables con los de Erturk, se excita al cosechador a
45.7 [Hz] para la resistencia de 1 [k2] y a 48.2 [Hz| para la resistencia de 470 [k].

Con relacién al desplazamiento del extremo libre de la viga expuesto en las Figuras 7.7
y 7.8 se pueden efectuar una serie de comentarios. En tal sentido, al analizar la evolucién
del desplazamiento axial U;(t) se advierte que existen diferencias entre lo estimado con el
MD - Lineal y con el No Lineal, hecho que se atribuye al acoplamiento entre efectos axiales y
flexionales presentes en el MD - No Lineal. En concreto, el MD - Lineal no capta el acortamiento
que sufre la viga como consecuencia de la flexién; en cambio, este efecto si es captado por el
MD - No Lineal. A su vez, debido a las caracteristicas geométricas de la seccién de la viga y a la
direccién del desplazamiento de base, la componente transversal Us(t) es nula para todo instante
de tiempo, lo cual es predicho adecuadamente por ambos modelos. Ademads, al observar la
variacién en el tiempo del desplazamiento Us(¢) se infiere que no existen diferencias significativas
entre lo estimado con el MD - Lineal y con el No Lineal. Por otro lado, es importante destacar
que las amplitudes en estado estacionario de Uj(t) y de Us(t) dependen del valor que posee
la resistencia. En el caso de Uj(t), la amplitud es igual a 3.2 x 107° [m] para 1 [k€)] e igual
1.75 x 107° [m] para 470 [kQ2]. En tanto que, para Us(t) la amplitud es igual a 2.3 x 1073 [m]
para 1 [kQ)] e igual 1.7 x 1073 [m] para 470 [k€)]. No se reportaron resultados de desplazamientos
en [42].

En la Figura 7.9 se grafica la evolucién temporal de la componente Us(t) del vector
velocidad del nodo A. De manera similar a lo comentado en el parrafo previo, se observa que
no existen diferencias sustanciales entre lo estimado con el MD - Lineal y con el No Lineal. La
amplitud de Us(t) en estado de régimen es igual a 0.6738 [m/s] para una resistencia de 1 [kQ] y
de 0.5285 [m/s] si se adopta una resistencia de 470 [kQ)]. En este caso, es interesante comparar
estos resultados contra los reportados por Erturk. Al respecto, con su modelo analitico estimd
una amplitud de 0.6715 [m/s| para una resistencia de 1 [k©] y de 0.5196 [m/s] para 470 [k2]. Por
otra parte, la amplitud medida en forma experimental es de 0.6959 [m/s| para una resistencia
de 1 [kQ] y de 0.5418 [m/s] para la de 470 [k2]. Si se comparan los resultados obtenidos con el

MD contra los analiticos reportados por Erturk, se deduce que existe una diferencia del 0.3
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% y del 1.7 % cuando se emplea una resistencia de 1 [kQ2] y de 470 [k(2], respectivamente. Al
mismo tiempo, al contrastar los resultados computados con el MD contra los experimentales
reportados por Erturk, se obtiene una diferencia del 3.1 % y del 2.4 % al emplear una resistencia
de 1 [kQ] y de 470 [k, respectivamente.

Con relacion al voltaje y a la potencia eléctrica instantdnea, se puede efectuar el mismo
andlisis que se realiz6 en el parrafo anterior. Poniendo en consideracién a las Figuras 7.10 y
7.11 se advierte que los resultados simulados con el MD - Lineal y con el No Lineal muestran
diferencias infimas. La amplitud del voltaje y la potencia instantdnea méxima poseen valores
del orden de 1.57 [V] y de 2.47 [mW] para la resistencia de 1 [kQ2]. En tanto que, los valores
que adoptan para la resistencia de 470 [k] se sittan en el orden de 93.66 [V] y 18.66 [mW].
Nuevamente, es interesante comparar estos resultados contra los reportados por Erturk. En
consecuencia, la amplitud del voltaje y la potencia instantdnea maxima que estimé con su
modelo analitico son de 1.56 [V] y 2.44 [mW] para la resistencia de 1 [k©2]. En tanto que, para la
resistencia de 470 [k2] estas magnitudes se ubican préximas a 94.82 [V] y 19.13 [mW]. Por otro
lado, los resultados que provienen de los ensayos experimentales presentan valores de 1.57 [V] y
2.47 [mW] para la resistencia de 1 k] y de 85.4 [V] y 15.5 [mW] para la resistencia de 470 [k{2].
Si se contrastan los resultados exhibidos para la resistencia de 1 [k€2], se puede advertir que
no existen diferencias significativas entre aquellos obtenidos con el MD y los publicados por
Erturk, tanto los analiticos como los experimentales. No obstante, si esta comparacion se lleva
a cabo para la resistencia de 470 [k(2] la diferencia toma cierta relevancia, en particular contra
los experimentales, siendo del orden de 8.8 % para el voltaje y de 16.9 % para la potencia
instantanea maxima.

Como conclusion del caso de estudio se puede aseverar que los resultados computados
con la herramienta numérica muestran muy buena concordancia con aquellos reportados por
Erturk. Al respecto, las comparaciones entre resultados que provienen de modelos numéricos
no presentan diferencias significativas. Sin embargo, aparecen leves discrepancias al contrastar
valores experimentales de voltaje y potencia instantdnea contra valores numéricos cuando se
considera la resistencia de 470 [kQ2]. En este caso, la diferencia en el voltaje es de 8.8 % vy, en
virtud de que la potencia depende del cuadrado del voltaje, la diferencia aumenta al 16.9 %
para esta ultima. Por ultimo, para el cosechador estudiado, la utilizacién del MD - No Lineal no
ofrece ninguna ventaja frente al MD - Lineal. Por el contrario, insume un tiempo de computo
mayor debido a que el paso de tiempo asociado es menor. Por ultimo, la diferencia que existe
en la componente axial del desplazamiento no tiene ninguna incidencia en la generaciéon de

potencia ya que la deformacién axial asociada es nula.
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Figura 7.12: Representacion esquemédtica de un ala altamente flexible: (a) Modelo conceptual
tridimensional; (b) Seccién transversal; (c) Vista en planta y lateral.

7.1.3 Caso 3: Ala - UAV
Descripcion

El propdsito de este caso de estudio consiste en validar la versién no lineal del modelo aeroelastico
desarrollado. Para ello se determina la velocidad de flutter de una estructura aerondutica y se la
contrasta contra algin valor reportado en la literatura. A tal fin, se pone en consideracién una

estructura alar altamente flexible de material compuesto que forma parte de una aeronave. El

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

L 29.3 m c1 4.5 m
h 1.54 m Co 2.2 m

Tabla 7.7: Propiedades geométricas del ala.

comportamiento aeroelastico de este avion ha sido estudiado extensamente por Su y por Cesnik
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[26, 107] en diferentes condiciones de vuelo. En la Figura 7.12a se presenta una idealizacién
tridimensional del ala, mientras que en las Figuras 7.12b y 7.12c se muestra un conjunto de
parametros que permiten caracterizar a su geometria. Los valores que adoptan estos parametros
se especifican en la Tabla 7.7. Para describir el comportamiento estructural, se introduce
un sistema de coordenadas cartesianas ortogonal (X7, X9, X3) junto a una base ortonormal
{11, ny, N3} asociada. El origen de este sistema se sitia en el punto de interseccién entre el eje
elastico y la seccion transversal de la raiz del ala. Sin embargo, debido al &ngulo de diedro no
nulo del ala el eje X7 no coincide con el eje eldstico. Segiin se observa en la Figura 7.12b, para
especificar la posicién del eje elastico con relacién a la seccion transversal del ala se introduce
un sistema de coordenadas cartesianas (z,y) con origen en el borde de ataque. El eje x atraviesa
el borde de fuga del perfil y el eje y es perpendicular al primero. El perfil alar es un NACA
4415 y la cuerda c es variable en la direccién de la envergadura (ahusamiento).

Por otro lado, en la Figura 7.13 se expone el modelo numérico del ala. En este sentido, la
estructura se representa mediante una viga empotrada-libre que se discretiza por medio de 9
elementos finitos de igual longitud. Las propiedades seccionales equivalentes de cada elemento
estan dadas en términos del sistema de referencia local elemental y se detallan en la Tabla
7.A.1 del Apéndice. La numeracién de los elementos de la malla se inicia en la raiz del ala y
se extiende en la direccién de la envergadura. Mayores detalles de las propiedades seccionales
equivalentes se presentan en el Anexo B. En lo que respecta a la representacion aerodindmica
del ala, se discretiza a la superficie media de la misma colocando 8 paneles aerodindmicos en
direccion de la cuerda y 40 en direccién de la envergadura, tal como se observa en la Figura 7.13.
Esta superficie media se construye a partir de las lineas de curvatura media de cada seccién
transversal. Puede notarse que la malla de elementos finitos se sitiia por debajo de la grilla
aerodinamica, lo cual estd en concordancia con la posicién del eje elastico en la Figura 7.11b.
En virtud de lo expuesto, el modelo posee 54 grados de libertad geométricos y no se incorpora

amortiguamiento estructural.

Pardametro Magnitud Unidad | Pardmetro Magnitud Unidad

Atq 0.0016 s At 4.44 x107° s
p (Aire) 1.225 Kg/m? Vool Variable m/s
4§ (Cutoff) 1% -

Tabla 7.8: Pardmetros usados en las simulaciones.

Para conocer la evolucién temporal de los grados de libertad geométricos que caracterizan
a la estructura se integran numéricamente las ecuaciones de gobierno. Al respecto, en la Tabla 7.8
se sintetizan los pardmetros comunes a todas las simulaciones. En todos los casos, se considera
que la estructura se encuentra en reposo en todo instante ¢ < 0 hasta que en ¢ = 0 se produce
un arranque impulsivo, es decir, se expone repentinamente a la estructura frente a una corriente

de fluido. Cada simulacién se efectiia para una velocidad de corriente libre distinta, las cuales
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Figura 7.13: Modelo computacional del ala: grilla aerodindmica y malla de elementos finitos.

Frecuencia Forma modal Magnitud Unidad

1 Flexién FW 0.8027 Hz
2 Flexiéon FW 3.3045 Hz
3 Flexion EW 3.6176 Hz
4 Flexién FW 8.2622 Hz
5 Torsién 9.7074 Hz
6 Flexion EW 14.3970 Hz
7 Flexiéon FW 15.9492 Hz
8 Torsién 19.5696 Hz
9 Flexiéon FW 26.9365 Hz
10 Torsién 31.2707 Hz

Tabla 7.9: Frecuencias naturales de la estructura alar.

se diferencian en su intensidad pero tienen la misma direccién y sentido (X;). Con relacién
al modelado aerodinamico, se debe destacar que se utiliza un recorte de la sdbana vorticosa
libre con una longitud de 80 paneles. Esto proviene de un analisis de convergencia realizado
para el caso en cuestién como una soluciéon de compromiso entre precision de resultados y costo
computacional. Todos los resultados se obtuvieron con el MD - No Lineal.

Para finalizar la descripcién, en la Tabla 7.9 se exponen las primeras diez frecuencias
naturales de la estructura, las cuales fueron computadas en la configuracién indeformada. La

segunda columna de la tabla indica la forma modal asociada, donde las iniciales FW refieren al
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Figura 7.14: Diagramas de bifurcacién para las variables cinematicas us(t) y 62(t).

término flapwise y EW al término edgewise.

Resultados

Los resultados que se exponen seguidamente surgen de un conjunto de simulaciones numéricas
realizadas en el dominio del tiempo. Para evaluar la respuesta aeroelastica del ala se pone en
consideracion el comportamiento de dos grados de libertad geométricos, los cuales corresponden
a la componente u3(t) del vector desplazamiento de la puntera del ala y a la componente 05(t)
del vector de rotaciones infinitesimales del mismo punto. Ambas variables se expresan en el
sistema de coordenadas cartesianas que se introdujo en la Figura 7.13. Si bien el eje X5 (Figura
7.13) no coincide con el eje eldstico del ala, ya que el d&ngulo de diedro es no nulo, el giro 05(t)
permite estimar la torsién de la puntera del ala. En este caso, todas las simulaciones fueron
efectuadas introduciendo una perturbacién inicial en el campo de fluido, la cual consiste en una
componente vertical (X3) de 5 [m/s] que se superpone a la corriente libre (X;) durante los dos
primeros pasos de tiempo aerodindmicos.

En las Figuras 7.14a y 7.14b se presentan los diagramas de bifurcacién para las variables
de referencia ug(t) y 62(t). Como es habitual, se construyeron graficando en el eje vertical a
las amplitudes de vibracién en estado de régimen y a la velocidad del aire en el eje horizontal.
Estos diagramas brindan informacién sobre el comportamiento dindmico no lineal del sistema.
En este caso, la no linealidad proviene del modelo estructural y de la interaccién de éste con el
modelo aerodindmico. Al mismo tiempo, en las Figuras 7.15 y 7.16 se expone la evolucién de
los grados de libertad wug(t) y 62(t) en el plano de fase. Esto se presenta para tres velocidades
del aire, las cuales se identifican mediante marcadores circulares en la Figura 7.14 y adoptan
valores de 132, 135.5 y 140 [m/s]. En los diagramas de fase el tiempo aparece en forma implicita
y la condicién inicial se representa mediante un circulo. Asimismo, se resalta en color verde al

ciclo limite (LCO). Para complementar, en la Figura 7.A.1 del Apéndice se grafica a las senales
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Figura 7.15: Diagramas de fase de las variables cinematicas us(t) y 02(t) para dos velocidades
de corriente libre: (a) 132 [m/s| y (b) 135.5 [m/s].

us(t) y 02(t) en funcién del tiempo para las tres velocidades consideradas.

Por otro lado, en la Figura 7.17 se muestra la disposicion geométrica que adopta la grilla
aerodindmica y la malla de elementos finitos para el instante de tiempo ¢ = 30.5 [s]. Esto
se expone para las tres velocidades del aire. Ademas, se puede observar la configuracién que

adquiere la sabana vorticosa libre.

Discusion de resultados y conclusiones

De los resultados expuestos, y en particular de los diagramas de la Figura 7.14, se deduce
que el sistema presenta una velocidad critica o de flutter de magnitud igual a [|[Vy|| = 134
[m/s]. Asimismo, se aprecia que los grados de libertad de referencia muestran una bifurcacién
supercritica de Hopf que se inicia para la misma velocidad.

Los diagramas de fase contribuyen a caracterizar el comportamiento del sistema. En este
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Figura 7.16: Diagramas de fase de las variables cineméaticas usz(t) y 62(t) para una velocidad
de corriente libre igual a 140 [m/s].

sentido, se puede apreciar que si se expone el ala ante una corriente subcritica, ||Vl < ||Vy]],
las oscilaciones de los grados de libertad de referencia se atenian a medida que transcurre el
tiempo. De esta manera, el ala alcanza una posicién de equilibrio estable luego de un cierto
intervalo de tiempo. Si se ponen en consideracion los resultados obtenidos para la velocidad
de 132 [m/s] se deduce que pasado los 30 [s] de simulacién (Figura 7.A.1a) las oscilaciones se
amortiguan y la estructura alcanza la disposicion geométrica que se observa en la Figura 7.17a.
En este caso, el sistema muestra una estabilidad asintética. En contraposicién, para velocidades
poscriticas, ||[Vuo|| > |[V||, los grados de libertad oscilan de modo sostenido en el tiempo.
Tal como se desprende de los diagramas de bifurcacién, la amplitud de tales oscilaciones son
funcion de la velocidad del aire, mas precisamente crecen con ella. Si se tienen en cuenta los
resultados obtenidos para la velocidad de 135.5 [m/s] o de 140 [m/s] (Figuras 7.A.1b y 7.A.1c)
se observa que luego de un transitorio inicial las amplitudes de vibracién se mantienen constante
a medida que transcurre el tiempo, dando lugar a oscilaciones de ciclo limite (LCO). Estas
LCO se aprecian en los diagramas de fase correspondientes. Otro aspecto a tener en cuenta es
la dependencia de la componente media de ug(t) con la velocidad del fluido. A medida que la
velocidad del aire aumenta por encima de la critica, las oscilaciones se desarrollan alrededor de
una componente media de mayor magnitud. Este efecto también aparece en el giro (t) pero
en menor medida.

Por ultimo, la velocidad de flutter reportada por Su [107] es de HV?H =129 [m/s] y es
un 3.7 % inferior a la estimada con el MD - No Lineal. Si bien lo obtenido es suficientemente
aceptable, esta discrepancia puede atribuirse a varios de factores, entre los que se destacan los
modelos estructural y aerodindmico utilizados y el procedimiento adoptado para el calculo de
la velocidad critica. A pesar de que este caso de estudio no incorpore cosechadores de energia,

es sumamente util ya que permite validar los modelos estructural y aerodinamico y el método
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Figura 7.18: Cosechador piezoeléctrico embebido en una estructura alar: (a) visualizacién
tridimensional; (b) Seccién transversal.

de interaccién utilizado.

7.1.4 Caso 4: Cosechador piezoaeroelastico
Descripcion

En este caso de estudio se valida la versién lineal del modelo electroaeroelastico desarrollado.
A tal fin, se considera la estructura alar propuesta y estudiada por De Marqui [32, 33| que
también fue evaluada por José Maria [56]. El objetivo es predecir su velocidad y frecuencia de
flutter como también evaluar la respuesta del cosechador de energia que tiene embebido en su
interior. En la Figura 7.18a se presenta una idealizacién del ala, la cual consiste en una placa
plana con uno de sus extremos empotrados. Para describir su configuracién, se introduce un
sistema de coordenadas cartesianas (X1, X2, X3) fijo en el espacio junto a una base ortonormal
{11,101y, N3} asociada. Este sistema tiene su origen O en la raiz del ala y el eje X es coincidente

con el eje eldstico. La placa esta formada por un nicleo eldstico de aluminio estandar y posee
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Grilla aerodindmica

Malla de elementos finitos

Linea de conveccion de vorticidad

Figura 7.19: Modelo computacional de la estructura alar: malla de elementos finitos y grilla
aerodinamica.

dos laminas idénticas de piezoceramico PZT-5A embebidas en el primer tercio de su longitud.
Tal como se aprecia en la Figura 7.18b, la seccién transversal es rectangular y se mantiene
constante en la direccién de la envergadura. A su vez, los transductores piezoceramicos se
ubican simétricamente con respecto a los ejes Xy y X3. Con relacién a la conexién eléctrica
entre ellos, fue necesario rotar a la lamina inferior alrededor del eje X para invertir el sentido
del campo eléctrico de polarizaciéon. Luego, ambas se vincularon por medio de una conexioén en
serie y se incorpord un resistor de resistencia R entre los terminales del conjunto. En la Tabla
7.10 se detallan los parametros geométricos de la estructura alar, mientras que las propiedades
mecéanicas de los materiales involucrados se detallan en el Anexo C, en particular en las Tablas
ClyC.2.

Pardmetro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

Ly 400 mm Lo 800 mm
h 3 mm iy 0.5 mm
b 240 mm

Tabla 7.10: Parametros geométricos del ala.

Por otro lado, en la Figura 7.19 se expone el modelo computacional del ala. En este sentido,
la estructura se representa por medio de una viga empotrada-libre que se discretiza empleando
10 elementos finitos distribuidos de manera uniforme, donde los tres primeros contienen a los
transductores piezoceramicos. Desde el punto de vista aerodindmico el ala se modela a través

de la superficie media de la placa, la cual se discretiza utilizando 8 paneles aerodinamicos en la
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Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

Aty =At, 75x107* s N 5 -
p (Aire) 1.225 Kg/m?3 ||V ol Variable m/s
0 (Cutoff) 1% - R Variable kQ
o 0.1635 1/s B 41711 x 1074 s

Tabla 7.11: Pardmetros usados en las simulaciones.

direccién de la cuerda y 32 en la direccién de la envergadura. Su disposicion se detalla en la
Figura 7.19. Se observa que la malla estructural estd contenida en la grilla aerodindmica y que
se ubica sobre la semicuerda. En virtud de lo expuesto, el modelo posee 60 grados de libertad

geométricos y 2 grados de libertad eléctricos.

Frecuencia Magnitud De Marqui [33] Error % Forma modal Unidad

1 1.6368 1.68 2.571 Flexiéon FW Hz
2 10.361 10.46 0.946 Flexion FW Hz
3 16.846 16.66 -1.118 Torsién Hz
4 28.021 27.74 -1.013 Flexiéon FW Hz
5 48.071 48.65 1.189 Torsién Hz

Tabla 7.12: Comparacién entre las primeras cinco frecuencias naturales determinadas con la
herramienta numérica contra las reportadas en [33].

Para determinar la respuesta electroaeroelastica del ala se integran numéricamente sus
ecuaciones rectoras usando el MD - Lineal. Con relacién a ello, en la Tabla 7.11 se detallan
los pardametros comunes a todas las simulaciones numéricas realizadas. En todos los casos, se
supone que la estructura se encuentra en reposo en todo tiempo t < 0 y que en £ = 0 se expone
de manera repentina a una corriente de fluido experimentando un arranque impulsivo. Por
otra parte, se debe destacar que se implementé un recorte en la sdbana vorticosa libre con una
longitud de 80 paneles de extension. Esto surge de un estudio previo de convergencia efectuado
para el presente caso como una solucién de compromiso entre precisién de resultados y costo
computacional. El modelo incluye amortiguamiento estructural de tipo proporcional (a y f3).
Al emplear el MD - Lineal, el orden de las ecuaciones de movimiento se reduce empleando los
primeros IN,,, modos naturales de vibrar.

Para finalizar, en la Tabla 7.12 se tabulan las primeras cinco frecuencias naturales, tanto
las obtenidas con la herramienta numérica como las reportadas por De Marqui. Con el proposito
de compararlas, se especifica la diferencia porcentual que existe entre ellas. A su vez, también
se indica la forma modal asociada a cada frecuencia, donde las iniciales FW refieren al término
flapwise. Por su parte, en la Figura 7.20 se grafican los primeros cinco modos superpuestos al

ala en su configuracién indeformada.
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Figura 7.20: Primeras cinco formas modales de la estructura alar.

Resultados

En primer lugar, se realizaron un conjunto de simulaciones numéricas con el propdsito de estimar
la velocidad de flutter de cortocircuito. Esto implica considerar a la estructura sin cosechador
de energia (R — 0) pero teniendo en cuenta el aporte estructural de los piezoeléctricos. A tal
fin, el ala se quita del reposo aplicando una condicién inicial de torsién (modo 3) que produce
un giro de 3 grados en la puntera. En virtud del niimero de formas modales N, empleadas en
la reduccién de orden, la respuesta aeroeldstica se analiza a partir de la evolucién en el tiempo
de las cinco coordenadas modales ¢;(t) (i =1, ...,5) del modelo.

En las Figuras 7.21 a 7.23 se muestran los diagramas de fase para las coordenadas g;(t).
En ellos, la condicién inicial se representa mediante un circulo y el sentido de avance en el
tiempo se indica mediante flechas dibujadas sobre las curvas. Por otra parte, en las Figuras
7.24 a 7.26 se grafica el resultado de aplicar la Transformada Rapida de Fourier (FFT) sobre
cada una de las coordenadas modales. Las curvas resultantes estdn normalizadas con respecto a
su amplitud méaxima. A su vez, en dichas figuras se indica por medio de lineas verticales los
valores que adoptan las frecuencias naturales del ala.

Por otro lado, para estudiar el comportamiento del cosechador se llevaron a cabo varias

simulaciones para distintas velocidades de la corriente libre. En este caso la perturbacién inicial
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Figura 7.21: Diagramas de fase para una velocidad ||V|| = 20 [m/s]: (a) coordenada modal

q1(t); (b) coordenada modal g2(t); (¢) coordenada modal g3(t); (d) coordenada modal g4(t); (e)
coordenada modal gs5(t).
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Figura 7.22: Diagramas de fase para una velocidad ||V|| = 35 [m/s]: (a) coordenada modal

q1(t); (b) coordenada modal ¢a(t); (c) coordenada modal g3(t); (d) coordenada modal g4(t); (e)
coordenada modal ¢5(¢); (f) ampliacién ciclo limite asociado a gs5(t).
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Figura 7.23: Diagramas de fase para una velocidad ||V|| = 41.55 [m/s]: (a) coordenada

modal ¢ (t); (b) coordenada modal g2(t); (¢) coordenada modal g3(¢); (d) coordenada modal
q4(t); (e) coordenada modal gs5(t).
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Figura 7.26: FFT de las coordenadas modales normalizadas para ||V || = 41.55 [m/s].
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puntera y (b) el potencial o1 (t).
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(b) [|Vso|| = 43 [m/s] considerando en ambos casos R =1 [k€2].

proviene de una rafaga vertical (X3) de la forma 1— cos cuyas caracteristicas detallan en [56].
Con los resultados obtenidos, se construyé el diagrama de bifurcacién para el potencial ¢1(t)
graficando el valor RMS del voltaje en condiciéon de régimen en funcién de la velocidad del
aire, tal como se aprecia en la Figura 7.27a. Todas las simulaciones se efectuaron considerando
una resistencia de 1 [kQ2]. Complementariamente, en la Figura 7.27b se muestra el diagrama
de bifurcacién para la variable cinematica u3(t) que consiste en la componente vertical (X3)
del desplazamiento de la puntera del ala. En este caso, el diagrama se construye a partir de
la amplitud de vibracién aeroeldstica en condicion de régimen. Adicionalmente, en la Figura
7.27 se exponen los diagramas de fase para us(t) y o1(t) contemplando dos velocidades, 42 y 43
[m/s]. En color verde se identifican los ciclos limites.

Por tltimo, en la Figura 7.29 se muestra la evolucién temporal del potencial ¢ () y de la
potencia eléctrica instantanea P(t) para cuatro valores de resistencia cuando se expone el ala a
una velocidad del aire igual a 41.55 [m/s| (velocidad de flutter de cortocircuito). Asimismo, en

la Figura 7.30 se presenta la distribucién del coeficiente de presion sobre el ala para el instante
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t = 0.75 [s] cuando la velocidad del flujo es de 44 [m/s].

Discusion de resultados y conclusiones

De los diagramas de fase de las coordenadas ¢;(t) se infiere que el comportamiento del sistema
cambia cuando la velocidad de la corriente libre alcanza los 41.55 [m/s]. Por debajo de dicha
velocidad, las coordenadas modales exhiben un comportamiento oscilatorio cuya amplitud
disminuye con el tiempo hasta alcanzar el reposo. En estos casos, el sistema exhibe estabilidad
asintética. Sin embargo, cuando la velocidad del fluido es igual o superior a los 41.55 [m/s] la
respuesta muestra un comportamiento periédico. Esto implica que las amplitudes de vibracién
persisten en el tiempo originando oscilaciones de ciclo limite (LCO). Por lo tanto, se puede
afirmar que la velocidad critica o de flutter en situacién de cortocircuito (R — 0) es de
|V ¢|| = 41.55 [m/s] y que en estas condiciones el sistema presenta estabilidad marginal.

Al mismo tiempo, de los espectros de las Figuras 7.24 a 7.26 se observa que para velocidades
subcriticas (||Voo|| < [|[V¢||) €l contenido en frecuencias de cada coordenada modal es diferente.
En general, cada una de ellas tiene como frecuencia dominante a la natural asociada o a un
valor muy préximo a ella y, en algunos casos, aparecen componentes secundarias. No obstante,
a medida que la velocidad de la corriente se aproxima a la critica, las frecuencias de todos los
grados de libertad tienden hacia un valor tinico. Mas precisamente cuando la velocidad del
fluido es de 41.55 [m/s] todas las coordenadas oscilan a la misma frecuencia, la cual recibe
el nombre de frecuencia de flutter de cortocircuito (R — 0) y adopta una magnitud igual a
wy = 71.09 [rad/s]. Puede advertirse que esta frecuencia se ubica entre la segunda y la tercera
frecuencia natural, mostrando un acoplamiento flexo-torsional entre el segundo y el tercer
modo. Con relacién a lo expuesto en la literatura, De Marqui reporté una velocidad y una
frecuencia de flutter en condicién de cortocircuito de HV? M|| =40 [m/s] y de w? M —72.07
[rad/s] respectivamente. La diferencia entre estos valores y los expuestos con anterioridad son
del 3.7 % para la velocidad y del 1.3 % para la frecuencia, lo cual muestra un excelente acuerdo.
A pesar de ello, es importante destacar que el modelo electroeldstico empleado por De Marqui
es un modelo de elementos finitos de placas.

Por otro lado, los diagramas de la Figura 7.27 muestran una bifurcacién supercritica de
Hopf que inicia para una velocidad del aire practicamente idéntica a la velocidad critica de
cortocircuito. Adicionalmente, los diagramas de bifurcacién permiten notar que para velocidades
poscriticas los grados de libertad us(t) y ¢1(t) exhiben un comportamiento periédico. Sus
amplitudes de vibracién crecen a medida que aumenta la velocidad del fluido. A su vez, en los
diagramas de fase exhibidos en la Figura 7.28 se observa la presencia de un centro alrededor del
origen. Este tipo de comportamiento es caracteristico de una respuesta peridédica con una tnica
componente de frecuencia. Asimismo, se percibe que la LCO se alcanza con mayor rapidez
cuanto mas elevada sea la velocidad del aire.

Finalmente, de la Figura 7.29 se deduce que, de las cuatro resistencias consideradas, la
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que muestra mejor desemperio es la de 10 [kQ] en virtud de que permite maximizar la potencia
instantanea P(t). Para este valor de resistencia también se observa un decaimiento en el valor
pico de la potencia a medida que avanza el tiempo. Esto se debe al aumento que experimenta la
velocidad de flutter del ala como consecuencia de la energia disipada en el resistor del circuito.
Como la velocidad critica para la resistencia de 10 [k2] es superior a la de cortocircuito, entonces
el sistema es asintéticamente estable cuando la velocidad del aire es de 41.55 [m/s]. Lo expuesto
muestra que la dindmica del sistema puede ser modificada variando los parametros eléctricos.
Para las resistencias evaluadas, a medida que aumenta o disminuye R por encima o por debajo
de los 10 [k€2] la potencia cosechada se reduce notoriamente, siendo muy baja tanto para 1 [kS2]
como para 1000 [k]. Si bien José Maria [56] evalué el cosechador para las mismas condiciones,
no es posible hacer una comparacién cuantitativa debido a que gran parte de la respuesta es

transitoria. No obstante, cualitativamente sus resultados son coincidentes con los expuestos.

7.2 Casos de aplicacion

7.2.1 Caso 5: Cosechador piezoaeroelastico de pequena escala
Descripcion

En el presente caso de aplicacién se estudia con profundidad el comportamiento de un cosechador
piezoaeroelastico de energia de pequena escala. En este sentido, en la Figura 7.31a se representa
esquematicamente el cosechador propuesto. Segin se observa, esta formado por dos placas de
polietileno dispuestas en forma de T y un perfil alar simétrico montado sobre una de ellas.
Para formalizar la descripcion se introduce un sistema de coordenadas cartesianas (X1, X, X3)
junto a una base ortonormal {fj, i, N3} asociada con origen en O. Las dos placas presentan
idéntica seccién transversal, quien se mantiene constante en la direccion de los ejes longitudinales
respectivos. En la zona del empotramiento, se dispone de dos laminas piezoceramicas PZT-5A
que recubren la regién superior e inferior de la placa y se extienden una longitud L, desde
el extremo empotrado. Por cuestiones simplificadoras, se considera que la rigidez del perfil
se representa por una de las placas y su aporte mésico es despreciado. Puede notarse que la
superficie media del perfil estd contenida en el plano X7 — Xs. Por otra parte, los transductores
piezoceramicos se ubican simétricamente con respecto a los ejes coordenados Xo y X3. Con
relacién al modelado eléctrico, el transductor inferior se rot6 alrededor del eje X para poder
invertir el sentido del campo eléctrico de polarizacién. Ademés, ambas ldminas se vincularon
mediante una conexién en paralelo y entre sus terminales extremos se conecté un resistor de
resistencia R y un inductor de inductancia L. Esta tltima conexién también es en paralelo.
En la Tabla 7.13 se detallan los valores numéricos de los parametros geométricos que
caracterizan la configuracién del cosechador. Por su parte, las propiedades electromecéanicas de

los materiales involucrados se sintetizan en el Anexo C, en particular en la Tabla C.1 y C.4.



7.2. Casos de aplicacion 202

o1 (1) X | A X3 ¥ tp
v 1 1
b L R Lo > X Ih
pa(t) T T d

[P »|
1< >

Figura 7.31: Cosechador piezoaeroelastico de energia: (a) idealizacién tridimensional; (b)
Secciéon transversal.

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

14 70 mm Lo 300 mm
Ls 60 mm b 150 mm
c 60 min d 30 mim
h 2 mm tp 0.2 min

Tabla 7.13: Parametros geométricos del cosechador piezoaeroelastico.

Por otro lado, el modelo computacional del cosechador se esquematiza en la Figura 7.32.
Al respecto, los miembros estructurales se representan mediante dos vigas dispuestas en forma
de T que se discretizan a través de 6 elementos finitos cada una de ellas. Puede advertirse que
el primer elemento de la viga empotrada posee una longitud ligeramente mayor que los demas.
Esto se debe a que dicho elemento es el que tiene en cuenta la presencia de los transductores
piezoceramicos, el resto de ellos tiene idéntica longitud. Desde un punto de vista aerodinamico,
el perfil alar se modela a través de la superficie media, la cual se discretiza a través de 6 paneles

aerodinamicos en la cuerda y de 13 en direccion de la envergadura del perfil. Su disposicion se
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Malla estructural

Lineas de separacion

Grilla aerodindmica

Figura 7.32: Modelo computacional del cosechador: malla de elementos finitos y grilla
aerodinamica.

muestra en la Figura 7.32. Debido al bajo alargamiento del perfil, se considera que la vorticidad
se desprende no sélo de la linea representativa del borde de fuga sino también de las punteras.
A los fines de implementacion, la grilla aerodindmica se asocia inicamente con la viga cuyo eje
posee direccion X,. En base a lo expuesto, el modelo posee 72 grados de libertad geométricos y

1 grado de libertad eléctrico. Ademds, no incluye amortiguamiento estructural.

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

Atq 4.0 x107* s At 8.658 x10~" s
p (Aire) 1.225 Kg/m3 [Vl Variable m/s
0 (Cutoff) 1% - R Variable kQ
L Variable H

Tabla 7.14: Pardmetros usados en las simulaciones.

La respuesta electroaeroelastica del cosechador se obtiene integrando numéricamente
sus ecuaciones de movimiento (6.21). Con relaciéon a esto, en la Tabla 7.14 se exponen los
parametros comunes a todas las simulaciones realizadas. Para todos los casos, se supone que la
estructura se encuentra en reposo en todo instante t < 0 y que en ¢t = 0 se la expone a una
corriente de fluido generando un arranque impulsivo. Por otra parte, se debe destacar que se
implementd un recorte en la estela vorticosa con una longitud de 80 paneles de extensién, lo

que equivale aproximadamente a 13 cuerdas. Esto surge de un estudio previo de convergencia
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Frecuencia Forma modal Magnitud Unidad
1 Flexion FW 3.3893 Hz
2 Torsién 13.7774 Hz
3 Flexiéon FW 30.3442 Hz
4 Flexién EW 47.3926 Hz
5 Flexién FW 84.3025 Hz
6 Flexion FW 100.5489 Hz
7 Flexion FW 169.6774 Hz
8 Flexion FW - Torsion 169.8995 Hz
9 Flexiéon FW - Torsién 250.0351 Hz
10 Flexion EW 268.6326 Hz

Tabla 7.15: Frecuencias naturales de la estructura alar.

efectuado para este caso como una solucién de compromiso entre precisién de resultados y costo
computacional. Para finalizar la descripcion, en la Tabla 7.15 se presentan las primeras diez
frecuencias naturales de la estructura junto a la identificacién de la forma modal asociada. Las

iniciales FW refieren al término flapwise, en tanto que las iniciales EW al término edgewise.

Resultados

Los resultados que se exponen a continuacién provienen de simulaciones numéricas realizadas
en el dominio del tiempo. La respuesta electroaeroelastica del cosechador se evaliia poniendo en
consideracion el desempefio de tres grados de libertad, dos geométricos y uno eléctrico. Los
dos primeros corresponden a la componente us3(t) del vector desplazamiento y a la componente
02(t) del vector de rotaciones infinitesimales del nodo identificado por A en la Figura 7.32.
Los subindices de estas variables se asocian a los ejes coordenados introducidos en la citada
figura. Por su parte, el grado de libertad eléctrico corresponde al potencial o voltaje o1(t) que
se desarrolla entre los componentes eléctricos pasivos. En todos los casos, para desplazar a
la estructura del reposo se introdujo una perturbaciéon que se modela mediante una corriente
vertical (X3) de magnitud igual a 5 [m/s] aplicada durante los dos primeros pasos aerodindmicos.

En primera instancia, se estimoé la velocidad de la corriente libre a partir de la cual ocurre
el fenémeno aeroeldstico flutter. Esto se efectud sin considerar el cosechador de energia (R — 0
y L — 0) pero contemplando el aporte estructural de los transductores. Al respecto, en la
Figuras 7.33a y 7.33b se presenta la evolucién de las variables usz(t) y 2(t) en el plano de
fase para dos velocidades del fluido, 28 [m/s] y 28.75 [m/s]. El instante inicial se representa
mediante un circulo, en tanto que el sentido de avance en el tiempo se indica por medio de
flechas dibujadas sobre las curvas. Al mismo tiempo, en la Figura 7.33c se exhibe el resultado
de aplicar la Transformada Rapida de Fourier sobre las senales us(t) y 62(t).

Con el propésito de conocer la dinamica del sistema, en la Figuras 7.34a a 7.34c se

exponen los diagramas de bifurcacion para los tres grados de libertad de referencia. Ellos se
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Figura 7.33: (a) Diagrama de fase para ug(t) y 02(¢) cuando ||Vl|| = 28 [m/s]; (b) Diagrama
de fase para us(t) y 02(t) cuando ||Vo|| = 28.75 [m/s]; (¢) FFT aplicada sobre us(t) y 02(t)
para ||Vo|| = 28.75 [m/s].
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Figura 7.34: Diagrama de bifurcacién para las variables: (a) desplazamiento usz(t); giro 02(t)
y (c) potencial eléctrico ¢1(t).
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construyeron graficando a la velocidad de la corriente libre en el eje horizontal y a la amplitud
de vibraciéon o al valor RMS en el eje vertical segiin corresponda. En este caso, estos resultados
han sido obtenidos considerando el cosechador, los valores de resistencia e inductancia usados
se indican en la Figura 7.34. Con el objetivo de profundizar en el entendimiento del sistema, en
las Figuras 7.35 a 7.36 se muestran los diagramas de fase para estas tres variables, los cuales
se corresponden con los valores de velocidad senalados mediante marcadores circulares en la
Figura 7.34. En ellos se identifica mediante color verde a los ciclos limites.

Por otro lado, en la Figura 7.37 se exhibe la evolucién del valor RMS del potencial y
del valor medio de la potencia eléctrica en funcién de la resistencia. Al respecto, los graficos
que se presentan en las Figuras 7.37a y 7.37b se obtuvieron para velocidades del fluido de 32
y 33 [m/s] respectivamente y una inductancia de L = 156.3 [H]. El valor de L no se eligié

arbitrariamente sino que se computé tal que la frecuencia de resonancia del circuito RLC
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Figura 7.35: Diagrama de fase para el desplazamiento ug(t) y el giro 05(t) considerando tres
velocidades del aire diferentes.
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Figura 7.36: Diagrama de fase para el potencial ¢1(t) considerando tres velocidades del aire
diferentes.

coincida con la frecuencia dominante de la estructura a 32 [m/s]. Como se puede advertir, este
valor de inductancia es sumamente elevado. No obstante, tal como expone De Marqui dichos
valores pueden ser alcanzados mediante inductancias sintéticas o circuitos eléctricos especificos
[33]. Por su parte, en las Figuras 7.37c y 7.37d se grafican las mismas variables para las mismas
velocidades, 32 y 33 [m/s|, pero en ambos casos la inductancia es nula. Adicionalmente, en la
Figura 7.38 se expone el comportamiento de la amplitud de us(t) con la resistencia para los
mismos valores de velocidad e inductancia que los adoptados en la Figura 7.37. En la Figura
7.39a se presenta el resultado de aplicar la Transformada Rapida de Fourier (FFT) sobre tres
respuestas temporales de us(t) asociadas a tres configuraciones eléctricas diferentes. Estas
respuestas han sido obtenidas para una velocidad del fluido igual a 32 [m/s]. Y por dltimo, en
la Figura 7.39b se muestra la evolucién temporal de uz(t) entre dos instantes de tiempo que
pertenecen al estado de régimen de la solucion.

Finalmente, en la Figura 7.40 se exhibe la configuracién que adopta la estructura y
la sdbana vorticosa libre junto a la distribucion del coeficiente de presion sobre la grilla
aerodindmica. Esto corresponde a un instante de tiempo fijo para una velocidad del aire de
29.5 [m/s].
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Figura 7.37: Voltaje RMS y potencia media en funcién de la resistencia para: (a) y (b)
L =156.3 [H], [[Veol| = 32 [m/s] y [[Veo| = 33 [m/s]; (¢) y (d) L =0 [H], |[Vol| = 32 [m/s] y

Vool = 33 [m/s].
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Figura 7.38: Amplitud del desplazamiento ug(t) para: (a) L = 156.3 [H], ||Vo|| = 32 [m/s] y
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Figura 7.39: (a) FFT aplicada sobre us(t) y (b) respuesta en régimen de us(t) para diferentes
valores de los parametros eléctricos.
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Coef. de Presion: -1.8 -1.46 -1.12 -0.78 -0.44 -0.1

Figura 7.40: Distribucién del coeficiente de presion sobre el perfil alar para ||V|| = 29.5

[m/s].

Discusion de resultados y conclusiones

De los diagramas de fase de la Figura 7.33 se percibe que la estabilidad del sistema cambia a
partir de los 28.75 [m/s]. Por debajo de esta velocidad, los grados de libertad geométricos de
referencia alcanzan oscilatoriamente el reposo luego de un cierto tiempo. Una vez alcanzada o
superada dicha velocidad, las amplitudes de vibracién se mantienen constantes en el tiempo,
describiendo oscilaciones de ciclo limite (LCO). En los gréficos (c¢) y (d) de la Figura 7.33 se
presentan dos centros que caracterizan a las LCO a 28.75 [m/s]. Estos centros representan
una solucion periédica con una Unica frecuencia de oscilacién. En base a lo mencionado, la
velocidad de flutter en condicién de cortocircuito (R — 0y L — 0) es de ||V || = 28.75 [m/s].
Por su parte, del espectro de la Figura 7.33e se infiere que la frecuencia de flutter para la misma
condicion es de wy = 153.95 [rad/s|.

Los diagramas de la Figura 7.34 permiten caracterizar la dindmica del cosechador para
R =175 [kQ] y L =156.3 [H]. En ellos se observa que los tres grados de libertad de referencia
muestran una bifurcacién supercritica de Hopf a partir de los 28.95 [m/s]. Se advierte que esta
velocidad es 0.2 [m/s] més alta que ||V ||, lo cual estd estrictamente vinculado a la presencia del
circuito eléctrico y, en particular, a los valores que adoptan R y L. Si bien sélo se exhibieron los
diagramas para valores especificos de los parametros eléctricos, cualitativamente no se observan
diferencias significativas al variar estos parametros. No obstante, para un andlisis més profundo
es necesario efectuar un mayor nimero de simulaciones, lo cual esta fuera del alcance de este
estudio.

Por otra parte, los planos de fase de las Figuras 7.35 y 7.36 exponen ciertas particularidades.
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Al respecto, cuando la velocidad del aire es subcritica los tres grados de libertad regresan a su
posicién de equilibrio luego de un periodo de tiempo. A pesar de ello, durante este transitorio
es posible extraer energia del fluido y convertirla en energia eléctrica a través los transductores
(Figura 7.B.1). En contraposicion, para estados poscriticos y, en particular a medida que crece
la velocidad, se observa un cambio en la apariencia de los ciclos limites. En este sentido, para
29.5 [m/s] los tres grados de libertad describen un centro alrededor del origen. Sin embargo,
cuando la velocidad aumenta a 34 [m/s| los centros se distorsionan. Esto puede atribuirse
a la presencia de otros puntos criticos atractores. Aunque no se exponga aqui, los espectros
en frecuencias de las tres variables para 34 [m/s] muestran frecuencias secundarias iguales
al triple de la frecuencia dominante. Si bien es necesario contar con mas simulaciones, estas
frecuencias podrian corresponderse con soluciones periddicas alrededor de estos puntos criticos.
Este fenémeno se detecta en las tres variables aunque es més notorio en el giro 65(t).

El desempeno del cosechador de energia se puede evaluar a partir de lo expuesto en la
Figura 7.37. En particular, para una velocidad del aire poscritica de 32 [m/s] y una inductancia
de 156.3 [H] se observa que el valor RMS del potencial crece a medida que aumenta la resistencia
hasta alcanzar un valor asintético. Este valor recibe el nombre de voltaje de circuito abierto y
su magnitud se sitia préxima a 37.4 [V]. Al mismo tiempo, la potencia media aumenta con la
resistencia hasta alcanzar un valor maximo igual a 8.85 [mW] para R = 75 [k2]. Luego de este
maximo, la potencia empieza a decrecer a un ritmo practicamente hiperbodlico. Esto se debe a
que el voltaje comienza a estabilizarse y a que la potencia media es inversamente proporcional
a la resistencia. Para una velocidad de 33 [m/s], el voltaje de circuito abierto es préximo a 42.4
[V] y la potencia media maxima ocurre para la misma resistencia que el caso previo y es igual
a 13.95 [mW]. Similarmente, el desempeno del cosechador sin inductancia se expone para dos
velocidades poscriticas, 32 y 33 [m/s]. En general, el comportamiento observado para ambas
velocidades es idéntico al detallado con anterioridad. En este sentido, el voltaje de circuito
abierto para 32 [m/s] es de 9.5 [V] y de 12.2 [V] para 33 [m/s]. Asimismo, el valor méximo para
la potencia media es de 2.41 [mW] para 32 [m/s] y de 4.05 [mW] para 33 [m/s] cuando R = 17.5
[kQ2]. De estos resultados se desprende que, para igual velocidad del aire, la potencia media
maxima es 3.4 ~ 3.7 veces mas alta si se anade el inductor de 156.3 [H].

El peniltimo anélisis se sustenta en lo expuesto en la Figura 7.38. De las curvas que se
presentan se observa que la amplitud del desplazamiento ug(t) es una funcién de la resistencia
cuando la inductancia y la velocidad del aire son constantes. Se puede apreciar que esta amplitud
disminuye hasta alcanzar un minimo, luego comienza a crecer lentamente con tendencia hacia
un valor asintético. Uno puede notar que, cualitativamente, el comportamiento de estas curvas
es opuesto al que muestra la potencia media. Pese a ello, la amplitud minima no necesariamente
ocurre para el mismo valor de resistencia que maximiza la potencia media. Esto se debe a que
las funciones a minimizar y a maximizar son diferentes aunque el parametro de ajuste sea el

mismo. De la Figura 7.38a se infiere que, para las resistencias evaluadas, el desplazamiento
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minimo para 32 [m/s] es de 19.03 [mm] y de 22.62 [mm]| para 33 [m/s], ambos se dan para
R =75 [kQ)]. Mientras que los valores minimos para las curvas de la Figura 7.38b son 19.6 [mm]
para 32 [m/s] y 23.2 [mm] para 33 [m/s], ambos para R = 17.5 [k€].

Finalmente, con el propésito de analizar la influencia que tienen los pardmetros eléctricos
en la frecuencia dominante de oscilacién se consideran los tres casos expuestos en la Figura
7.37, los cuales se asocian a una velocidad del aire de 32 [m/s] y a la siguiente combinacién de
pardmetros: R =0 [kQ] y L =0 [H], R =350 [k2] y L =0 [H], R =350 [kQ] y L = 156.3 [H].
Es importante apreciar que se opté por una resistencia de 350 [kQ)] ya que, segtin lo expuesto
en las Figuras 7.37a y 7.37c, garantiza una condicién de circuito abierto. Asimismo, se eligié
una inductancia de idénticas caracteristicas a la empleada en los casos previos. En base a lo
observado, tanto la presencia de un circuito RC' como la de un circuito RLC' conducen a un
aumento en la frecuencia dominante con respecto al caso sin cosechador. El aumento es de 1.61
[rad/s] para el primero de ellos y de 3.91 [rad/s] para el segundo. Este tipo de comportamiento
se debe a la modificacion que experimenta la rigidez del sistema debido a la presencia de los

parametros eléctricos.

7.2.2 Caso 6: Cosechadores de energia embebidos en una estructura alar
Descripcion

En este caso de estudio se analiza el comportamiento electroaeroelastico del ala de una aeronave
tipo planeador, el cual consiste meramente en un modelo matematico. Para este fin, en la
Figura 7.41a se expone una representaciéon de la aeronave junto a un conjunto de parametros

geométricos que describen su configuracion y que se detallan en la Tabla 7.16. El sistema

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

c1 1.8 m Co 1 m
c3 0.66 m c4 1 m
cs 0.6 m « 113 ©
h1 0.25 m h2 0.5 m
h3 1.05 m h4 0.95 m
hs 1.15 m Ly 20.8 m
L2 9.5 m L3 2.4 m
Ly 7.2 m Ls 2.5 m
L6 0.3 m

Tabla 7.16: Parametros geométricos de la aeronave.

estd compuesto por un fuselaje (F) y un empenaje vertical (E), considerados como grillas de
contorno, y dos alas flexibles, una izquierda (A1) y una derecha (A2). En virtud de reducir el
tamano del problema y efectuar una estimacién inicial, los resultados se obtendran considerando

sOlo el ala izquierda de la aeronave, la cual esta fabricada de material compuesto y posee cinco
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Figura 7.41: Aeronave tipo planeador: (a) Vista superior y vista lateral; (b) caracteristicas
del perfil alar considerado.
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cosechadores C; (i = 1, ..., 5) piezoeléctricos embebidos en su estructura. Segin se observa en la
Figura 7.41b, para especificar la posicién del eje elastico con relacion al perfil alar simétrico se
considera un sistema de coordenadas (x,y) con origen en el borde de ataque. El eje z atraviesa
el borde de fuga mientras que el eje y es perpendicular al primero.

En la Figura 7.42 se presenta el modelo numérico del ala izquierda. En ella se introduce
un sistema de coordenadas cartesianas (X7, X3, X3) junto a una base ortonormal {ni, iy, ng}
asociada con origen en el punto O. Dicho origen se sitia en la raiz del ala, en la intersecciéon
entre el eje elastico y la seccién transversal. El plano Xo — X3 es paralelo al plano de simetria
de la aeronave.

En lo que respecta al modelo estructural, el ala se representa mediante tres vigas dispuestas
consecutivamente con un extremo empotrado. Las vigas se discretizan empleando un total de
14 elementos finitos que se distribuyen uniformemente segiin lo mostrado en la Figura 7.42. Las
propiedades seccionales equivalentes se indican en la Tabla 7.C.1 del Apéndice y estdn dadas
en funcion de la numeracion elemental, la cual comienza en la raiz del ala y se extiende de
manera creciente en la direccién de la envergadura. Estas propiedades han sido extraidas del
trabajo de Su [107] y se corresponden con una estructura alar de caracteristicas similares a la
propuesta. Con relacién al modelo aerodinamico, la superficie media del ala es plana y se divide
con 5 paneles en la direcciéon de la cuerda y en 39 paneles en direccién de la envergadura, segin
lo indicado en la Figura 7.42a. Por su parte, en la Figura 7.42b se presenta la distribucion de
los cosechadores de energia en la seccién transversal de los elementos que los contienen. La
configuracion de los transductores ha sido propuesta ad-hoc ya que, al trabajar con propiedades
equivalentes, no se conoce la geometria de la seccion transversal. En este sentido, de las Figuras
7.42a y 7.42b se desprende que el C1 y el C2 se sittian en el elemento 1, el C3 y el C4 se ubican
en el elemento 9, y el C5 esta embebido en el elemento 10. A su vez, el sistema de referencia
(1,2, x3) que se identifica en la Figura 7.42b corresponde al sistema de coordenadas elemental.
En este caso, el eje x1 coincide con el eje eldstico y el eje x9 se extiende en direccién de la
cuerda. Cada cosechador estd formado por dos o cuatro transductores laminares conectados
en serie o en paralelo segiin corresponda. Su disposiciéon geométrica en la seccién se obtiene a
partir de la Figura 7.42b y de la Tabla 7.17. En todos los casos las ldminas piezoceramicas se
ubican simétricamente con respecto a los ejes xo v r3, su material es PZT-5A y sus propiedades
electromecanicas se exponen en la Tabla C.1 del Anexo C. A su vez, se coloca un resistor de
resistencia R entre los terminales del conjunto de transductores cuya magnitud es la misma en
todos los circuitos. En base a lo expuesto, el modelo posee 84 grados de libertad geométricos y
10 grados de libertad eléctricos. Ademads, no se incluye amortiguamiento estructural.

En la Tabla 7.18 se presentan los parametros comunes a todas las simulaciones, las cuales
se realizan empleando el MD - No Lineal. En todas ellas, se considera que la estructura esté en
reposo en todo instante t < 0 y que en t = 0 se la expone a un arranque impulsivo. Por otro

lado, se implementé un recorte de estela vorticosa con una longitud de 80 paneles de extension,
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Linea de conveccién de vorticidad

Nodo

Malla de elementos finitos

Grilla aerodindmica

Figura 7.42: (a) Modelo numérico del ala izquierda (A1): malla estructural y grilla aerodindmica.
(b) Configuracién geométrica de los cinco cosechadores de energia.
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Cosechador Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

l1 3 mm lo 67.25 mm

Cly €2 b 225 mm t 0.5 mm
l1 3 mm lo 36.45 mm

C3y C4 b 120 mm t 0.5 mm
Cs l1 3 mm ls 32.4 mim

b 120 mm tp 0.5 mm

Tabla 7.17: Parametros geométricos que definen la posicién de los transductores (PZT-5A) en
la seccién transversal.

Parametro Magnitud Unidad | Parametro Magnitud Unidad

At, 1.2 x1073 s At 1.8181 x10~° s
p (Aire) 1.225 Kg/m?3 [|Vooll Variable m/s
d (Cutoff) 1% - R Variable kQ

Tabla 7.18: Parametros usados en las simulaciones.

Frecuencia Forma modal Magnitud Unidad
1 Flexién FW 3.5299 Hz
2 Flexion FW 13.5599 Hz
3 Torsién - Flexion EW 14.3874 Hz
4 Torsién 22.0105 Hz
5 Flexion FW 31.8326 Hz
6 Torsién 43.3054 Hz
7 Torsién - Flexion EW 61.0805 Hz
8 Flexién FW 65.6423 Hz
9 Torsién 70.0263 Hz
10 Flexiéon FW 102.5794 Hz

Tabla 7.19: Frecuencias naturales de la estructura alar.

lo que equivale a 16 cuerdas. Para finalizar la descripcién, en la Tabla 7.19 se listan las primeras
diez frecuencias naturales de la estructura, donde las iniciales FW refieren al término flapwise,

en tanto que las iniciales EW al término edgewise.

Resultados

Los resultados que se exponen seguidamente se basan en el desempefio temporal de los grados
de libertad cinemaéticos y eléctricos. Con respecto a los primeros, se eligié a los desplazamientos
u(t) y uP(t) (i = 1,2,3) y a los giros 0;(t) y 0£(t) de los nodos A y B de la Figura 7.42a.
Los subindices de estas variables se asocian a los ejes coordenados introducidos en dicha figura.

Con relacién a los segundos, se adoptaron a los potenciales eléctricos 1 (t) de cada uno de los
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Figura 7.43: Diagramas de bifurcacién para: (a) el desplazamiento u4' (t); (b) el giro 6(t); (c)
el desplazamiento u?(t) y (d) el desplazamiento u% ().

cosechadores, los cuales indican el voltaje aplicado entre los terminales del resistor.

En primer lugar, y con el proposito de caracterizar la dindmica del sistema, se realizaron
una serie de simulaciones numéricas para diferentes velocidades de la corriente. Al respecto,
para desplazar a la estructura de su posicién de equilibrio se introdujo una perturbacién en
el campo de velocidad que se caracteriza por un flujo vertical (X3) de intensidad igual a 5
[m/s| que se superpone a la corriente libre (X3). Esta perturbaciéon se mantuvo sélo durante los
dos primeros pasos de tiempo aerodindmicos. A su vez, en esta ocasiéon se adoptd de manera
arbitraria una resistencia de 25 [k] para todos los cosechadores. Como resultado de ello, en la
Figura 7.43 se presentan los diagramas de bifuracién para cuatro de los ocho grados de libertad
cineméaticos de referencia. Tales diagramas se construyeron graficando en el eje vertical a las
amplitudes de vibracion en estado de régimen y en el eje horizontal a la velocidad del fluido.
Por su parte, en la Figura 7.44 se exponen los diagramas correspondientes a los cinco grados de

libertad eléctricos, los cuales han sido creados graficando los valores RMS de los potenciales en
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Figura 7.44: Diagramas de bifurcacién para: (a) el potencial ¢1(t) - C1; (b) el potencial ¢ (t)
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Figura 7.45: Diagramas de fase para: (a

) v (b) el desplazamiento u4'(t) a 135 y 155 [m/s]; (c)
y (d) el giro 07'(t) a 135 y 155 [m/s]; (e) y (

f) desplazamiento uf(¢) a 135 y 155 [m/s].
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ug (t) [m] ug (t) [m]

Figura 7.46: Diagramas de fase: (a) y (b) desplazamiento u£(¢) a 135 y 155 [m/s].

funcién de la velocidad del aire. Por cuestiones de espacio, en la Figura 7.C.3 del Apéndice
de este capitulo se muestran los diagramas de bifurcacion para los cuatro grados de libertad
cinematicos restantes.

Para profundizar en el entendimiento dindmico del sistema, en la Figuras 7.45 y 7.46 se
exponen los diagramas de fase de las cuatro variables cineméticas de la Figura 7.43 considerando
dos velocidades del aire distintas, 135 [m/s] y 155 [m/s]|. En ellos, la condicién inicial se indica
mediante un circulo, mientras que el ciclo limite correspondiente se identifica en color verde.
Adicionalmente, en la Figura 7.47 se presenta la configuracién geométrica del ala para un cierto
instante de tiempo contemplando las dos velocidades del aire anteriores. A su vez, en la Figura
7.C.1 del Apéndice se muestra la evolucién temporal de ud'(t), 6:1(t) y uP(t) (i = 1,3) para 135
[m/s] y 155 [m/s].

Por otro lado, en la Figura 7.48 se grafica el resultado de aplicar la Transformada Réapida
de Fourier (FFT) sobre las senales temporales uZ (t) y 61(t) para cinco velocidades del fluido
diferentes.

Con el objetivo de evaluar el desempeiio de los cosechadores se efectuaron simulaciones
para una velocidad fija (arbitraria) de la corriente con dngulo de ataque de 3 grados, lo cual
produce que el vector velocidad tenga componentes en direccién Xs y X3. Al respecto, en las
Figuras 7.49 y 7.50 se grafica la evolucién del valor RMS del voltaje y de la potencia media en
funcion de la resistencia eléctrica. Esto se presenta para los cinco cosechadores y se asocia a
una velocidad del fluido de médulo igual a 135 [m/s|. Para complementar, en la Figura 7.C.2
del Apéndice de este capitulo se muestra la evolucién temporal del voltaje y de la potencia
instantanea en estado de régimen. Esto se presenta para una velocidad del flujo de 135 [m/s] y
considerando las resistencias que producen la maxima cosecha de energia para cada cosechador.

Por ultimo, con el propdsito de mostrar que también se puede extraer energia del fluido en
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Figura 7.48: FFT aplicada sobre: (a) desplazamiento u£(t) y (b) giro 01 (t) para diferentes

velocidades del aire.
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Figura 7.49: Evolucion del voltaje y de la potencia eléctrica en funcion de la resistencia para
el cosechador C1.
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Figura 7.50: Evolucion del voltaje y de la potencia eléctrica en funciéon de la resistencia para
los cosechadores C2 a C5.

condicién subcritica, se presenta en las Figuras 7.51 y 7.52 la evolucién temporal de la potencia
instantdnea para cuatro valores de resistencias considerando una velocidad del fluido igual a 25
[m/s]. En esta oportunidad, la estructura se desplaza del reposo por medio una réfaga vertical
(X3) que se adiciona a la corriente libre. La misma posee un comportamiento de la forma 1 -

cos, su amplitud maxima es de 3.75 [m/s| y el semiciclo se alcanza en los primeros veinte pasos

aerodinamicos.

Discusion de resultados y conclusiones

A partir de los resultados expuestos previamente se pueden efectuar una serie de comentarios.
Los diagramas de las Figuras 7.43 y 7.44 muestran una bifurcacién supercritica de Hopf para

una velocidad del fluido préxima a 112 [m/s] quien se corresponde con la velocidad de flutter
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Figura 7.51: Potencia instantdnea en funcién del tiempo para (a) cosechador C1 y (b)
cosechador C2.
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Figura 7.52: Potencia instantdnea en funcién del tiempo para (a) cosechador C3, (b) cosechador
C4 y (c) cosechador C5.
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de la estructura alar. Como es sabido, el sistema es asintéticamente estable para velocidades
subcriticas, lo que implica que regresa a su configuracién de referencia luego de un transitorio.
A pesar de esta caracteristica es posible generar energia eléctrica a través de los transductores
durante este intervalo de tiempo. En condicién poscritica, las oscilaciones de todos los grados de
libertad considerados se sostienen a medida que transcurre el tiempo, dando origen a oscilaciones
de ciclo limite. Se advierte que la amplitud de las LCO depende fuertemente de la velocidad
del flujo, incrementandose con ella para velocidades del aire situadas entre 112 y 143.5 [m/s]. A
su vez, de los diagramas de fase expuestos en las Figuras 7.45 y 7.46 se observan con claridad
las LCO, tanto para 135 [m/s| como para 155 [m/s]. De ellos se aprecia que, a pesar de existir
soluciones periddicas, las LCO no son estrictamente un centro. Estas distorsiones podrian
atribuirse a la presencia de otros puntos criticos.

Una particularidad ocurre cuando la velocidad del fluido se encuentra préxima a los 143.5
[m/s]. A partir de esta velocidad la dindmica del sistema cambia de manera repentina, lo cual
se evidencia en los diagramas de bifurcacion a través de discontinuidades. Segun el grado de
libertad analizado se observan dos tipos de comportamiento: por un lado, las amplitudes de los
LCO caen repentinamente a los 143.5 [m/s] para luego volver a aumentar con la velocidad; y
por otro lado, las amplitudes de los LCO crecen mas rapidamente a partir de los 143.5 [m/s].
Aunque el segundo efecto observado tiene la apariencia de una nueva bifurcacion, el primero
de ellos no la tiene. En consecuencia, se requieren evaluaciones adicionales para entender en
profundidad el cambio de comportamiento que experimenta el sistema.

El espectro en frecuencia de las sefiales uZ () y 64'(t) expuestas en la Figura 7.48 también
brinda informacién relevante. En primer lugar, se observa que la frecuencia dominante para
velocidades del fluido situadas entre 112 [m/s] y 142.5 [m/s] es de 88.849 [rad/s]. A medida que
aumenta la velocidad del aire desde los 112 [m/s] la presencia de frecuencias secundarias es cada
vez més evidente, las cuales son exactamente el doble (177.21 [rad/s]) y el triple (266.05 [rad/s])
de la dominante. En segundo lugar, cuando la velocidad del fluido supera los 143.5 [m/s] la
frecuencia dominante se modifica y adopta un valor de 126.104 [rad/s]. Este cambio ocurre
para la misma velocidad para la cual cambia la dindmica del sistema, tal como se describio
en el parrafo previo. En virtud de la escala horizontal adoptada, en este caso sélo se aprecia
una frecuencia secundaria, la cual posee una magnitud igual al doble (252.207 [rad/s]) de la
dominante. Ademads, se puede notar que los espectros que se corresponden con velocidades
proximas a 143.5 [m/s| exhiben la presencia de ambas frecuencias dominantes.

Por otro lado, las curvas que se muestran en las Figuras 7.49 y 7.50 exponen el desempefio
de cada uno de los cosechadores en funcién de la resistencia para una velocidad poscritica
de 135 [m/s], la cual ha sido elegida de manera arbitraria. Cada uno de ellos se analiza en
términos del voltaje entre los terminales del resistor y de la potencia media disipada. Como las
simulaciones numéricas han sido efectuadas para un nimero finito de resistencias, las curvas

graficadas se construyeron interpolando los resultados obtenidos para tales resistencias. En
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general, para todos los cosechadores se observa que el voltaje aumenta con valores crecientes de
la resistencia hasta alcanzar un valor asintético. A su vez, la resistencia para la cual se consigue
tal estabilidad depende de cada cosechador. Por su parte, se advierte que la potencia media
aumenta rapidamente con la resistencia hasta alcanzar un valor maximo y luego disminuye con
incrementos sucesivos de ella. Logicamente, como la potencia depende del cuadrado del voltaje,
si este 1ltimo se mantiene practicamente constante la potencia media se reduce hiperbdlicamente.
Para el C1 y el C2 la potencia media adopta un valor maximo de 54.9 [W] y de 63 [W] cuando
se emplea una resistencia de 5 [k2] respectivamente. En tanto que la potencia media toma
valores maximos iguales a 10.1 [W] y 8.3 [W] en los C3 y C4 cuando la resistencia es de 2.5
[kQY] respectivamente. Por ltimo, en el C5 la potencia media maxima es de 8 [W] para una
resistencia de 15 [kQ2]. Si bien para conocer cémo se comportan los cosechadores para otra
velocidad del fluido deben efectuarse las correspondientes simulaciones, lo obtenido brinda una
estimacion razonable en términos de la resistencia éptima para velocidades comprendidas entre
112 y 143.5 [m/s]. Esto se debe a que la frecuencia dominante de los grados de libertad del
sistema no varia sustancialmente en ese rango de velocidades.

Finalmente, de las curvas que se muestran en las Figuras 7.51 y 7.52 se puede deducir
que cualquier perturbacién que se introduzca sobre el ala en condicién subcritica favorece la
recoleccion de energia. FEn este caso, las oscilaciones son transitorias y luego de un cierto periodo
de tiempo la estructura regresa a su configuracién de referencia. Sin embargo, debido a que
este tipo de perturbacién puede ocurrir un sinniimero de veces durante el vuelo de la aeronave,
constituye una fuente de energia de interés para los cosechadores. Tal como se observa en las
mencionadas figuras, s6lo se consideraron cuatro resistencias de 1, 12.5, 25 y 50 [kQ]. Para los
cosechadores C1 a C4, la potencia instantdnea méaxima se obtiene con la resistencia de 12.5
[kQ], en tanto que, para el cosechador C5 se consigue con la resistencia de 50 [kQ]. Si bien, es
primordial evaluar un mayor niimero de cargas resistivas, los valores maximos no necesariamente
se alcanzan con las resistencias éptimas determinadas para la condicién poscritica (Figuras
7.49 y 7.50). Esto se debe a que el contenido de frecuencias de la respuesta para una velocidad

subcritica es diferente del contenido presente en una condicién poscritica.
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7.A.1 Propiedades elementales

Apéndices

En la Tabla 7.A.1 se listan las propiedades seccionales equivalentes de cada uno de los elementos

finitos.
Elemento

Prop. Unidad 1 2 3 4 5
pA Kg 136.276 110.589 90.4316 76.7155 64.0898
pl, Kgm 227.513 163.981 118.210 87.6576 63.3950
plao Kgm 8.2846 5.9712 4.3045 3.1920 2.3084
pl33 Kgm 227.5139 163.9819 118.21 87.6577 63.395
plas Kgm -1.7968 -1.2950 -0.9335 -0.6922 -0.5006
pSo Kg 0 0 0 0 0

pSs Kg 0 0 0 0 0

EA N 1.59 x 10°  1.07 x 10  0.87 x 10  0.74 x 10°  0.62 x 10°
EI, Nm? 9.41 x 107 6.43 x 107  4.62 x 107  3.41 x 107  2.45 x 107
EI Nm? 249 x10°  1.25x10° 090 x 10°  0.66 x 10°  0.48 x 10?
Els Nm? —2.04 x 107 —1.47x 107 —1.05x 107 —0.78 x 10" —0.56 x 107
ES, Nm —1.65 x 105 —1.26 x 105 —0.96 x 106 —0.76 x 105 —0.59 x 10°
ES3 Nm 5.10 x 10°  3.89 x 105 298 x 10°  2.36 x 106 1.83 x 106
GJ Nm? 1.13 x10®  0.71 x10®8 051 x10% 0.37x10®  0.27 x 108
GA, N 798 x 108  537x10%  4.39x10®  3.72x10®  3.10 x 10®
GA; N 7.98 x 108 537 x10%  439x10®  3.72x10%  3.10 x 108
G S5 Nm —8.23 x10° —6.28 x 10° —4.82 x 10° —3.81 x 10> —2.95 x 10°
GS3 Nm 2.55x 106  1.95%x10%  1.49x10%  1.18 x 105  9.15 x 10°
pA Kg 153.2282 45.8250 38.9669 32.6541
pl, Kgm 45.0715 32.7847 23.1924 15.8701

(Sigue en la pagina siguiente)
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Elemento
Prop. Unidad 6 7 8 9
plzo Kgm 1.6412 1.1938 0.8445 0.5779
pl33 Kgm 45.0715 32.7847 23.1924 15.8701
plas Kgm -0.3559 -0.2589 -0.1831 -0.1253
pSo Kg 0 0 0 0
pS3 Kg 0 0 0 0
EA N 0.51 x 10°  0.44 x 10  0.37x10°  0.31 x 10°
EI, Nm? 1.74 x 107 1.26 x 107 0.88 x 107 0.6 x 107
EI; Nm? 0.34 x 10° 024 x10°  0.17x10°  0.12 x 10°
Ely Nm?  —0.39 x 10" —0.29 x 107 —0.20 x 10" —0.14 x 107
ES, Nm —0.45x 105 —0.36 x 105 —0.27 x 106 —0.21 x 10°
ESs Nm 1.40 x 106 1.11 x 105  0.85 x 10  0.64 x 106
GJ Nm? 0.19 x 108 0.14 x10®  0.097 x 108  0.066 x 10%
GA, Nm 257 x 108 221 x10® 1.8 x10%  1.57 x 108
GA3 Nm 2.57x 108 221 x10% 1.88x10®  1.57x 108
GSsy Nm —2.26 x 10° —1.78 x 10° —1.38 x 10° —1.04 x 10°
GS3 Nm 7.01 x 10° 553 x10° 427 x10°  3.21 x 10°

Tabla 7.A.1: Propiedades mecéanicas referidas al sistema de referencia elemental.

7.A.2 Resultados adicionales

En la Figura 7.A.1 se muestra la evolucién temporal de los grados de libertad ug(t) y 03(t) para

tres velocidades del fluido: 132, 135.5 y 140 [m/s].
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Figura 7.A.1: Evolucién temporal de las variables cineméticas us(t) y #2(t) para dos velocidades
de corriente libre: (a) 132 [m/s]; (b) 135.5 [m/s] y (c) 140 [m/s].
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Figura 7.B.1: Evolucién temporal del voltaje (curvas negras) y de la potencia eléctrica
instantdnea (curvas rojas) para una resistencia de 75000 [?] y una inductancia de 156.3 [H].

7.B Caso 5: Cosechador piezoaeroelastico de pequena escala

7.B.1 Resultados adicionales

En la Figura 7.B.1 se presenta el voltaje y la potencia eléctrica instantdnea para tres velocidades,

una subcritica (25 [m/s]) y dos poscriticas (29.5 [m/s] y 34 [m/s]).
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7.C Caso 6: Cosechadores de energia embebidos en una

estructura alar

7.C.1 Propiedades elementales

En la Tabla 7.C.1 se listan las propiedades seccionales equivalentes de cada uno de los elementos

finitos.
Elementos
Propiedad Unidad la4 5as8 9al4d
pA Kg 15.5169 9.64325 2.98065
pl, Kgm 4.47605 2.41765 0.64265
plao Kgm 0.1630 0.0880 0.0234
pl33 Kgm 4.31305 2.32960 0.61920
pla3 Kgm —0.03535 —0.01910 —0.00510
0S5 Kg 0.0 0.0 0.0
pS3 Kg 0.0 0.0 0.0
EA N 2.1177 x 108 1.3144 x 108 0.4888 x 108
EI, Nm? 0.2421 x 107 0.1303 x 107 0.0363 x 107
Els Nm? 0.4629 x 108 0.2491 x 108 0.0942 x 108
Els Nm? —0.5541 x 106 —0.2981 x 105  —0.0789 x 10°
ES, Nm 0.8064 x 10° 0.466 x 10° 0.1332 x 10°
ESs Nm —0.2669 x 105  —0.1543 x 106  —0.0441 x 10
GJ Nm? 0.1911 x 107 0.1028 x 107 0.0313 x 107
GA, N 1.05885 x 108 0.6572 x 108 0.2444 % 108
G A3 N 1.05885 x 108 0.6572 x 108 0.2444 x 10%
GSy Nm 0.4032 x 10° 0.233 x 10° 0.0666 x 10°
GSs Nm —0.13345 x 10  —0.07715 x 10° —0.02205 x 10°

Tabla 7.C.1: Propiedades mecanicas referidas al sistema de referencia elemental (21, 2, z3).

7.C.2 Resultados adicionales

En la Figura 7.C.1 se muestra la evolucién temporal de las variables cineméaticas ug'(t), 0i'()
y uB(t) (i = 1,3) para dos velocidades del aire, 135 [m/s] y 155 [m/s]. Mientras tanto, en
la Figura 7.C.3 se presentan los diagramas de bifurcacién para los cuatro grados de libertad
cineméticos restantes uf(t) (i = 1,3), uZ(t) y 62(t). Por tltimo, en la Figura 7.C.2 se expone
la evolucién en el tiempo de los potenciales eléctricos y de la potencia eléctrica instantanea de

los cinco cosechadores (C1 a C5) para la resistencia que maximiza la potencia media.
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Figura 7.C.1: Evolucién temporal: (a) y (b) desplazamiento u4 (t); (c) y (d) giro 6(t); (e) y
(f) desplazamiento u?(t); (g) y (h) desplazamiento uf (t) para 135 [m/s] y 155 [m/s].
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Figura 7.C.2: Evolucién temporal de los potenciales eléctricos (curvas negras) y de la potencia
eléctrica instantanea (curvas rojas) para la resistencia que maximiza la potencia media.
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Figura 7.C.3: Diagramas de bifurcacién para: (a) el desplazamiento u{ (t); (b) el giro ug'(t);
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CAPITULO

Aspectos finales

En el dltimo capitulo de esta tesis se sintetizan las particularidades més relevantes del trabajo,
se exponen las conclusiones que surgen de los desarrollos presentados y se sugieren ciertos

aspectos a tener en cuenta en posibles trabajos futuros.

8.1 Resumen de desarrollos

El resultado ultimo del presente trabajo de tesis es la creacion y utilizacion de una herramienta
computacional confiable y robusta que esta destinada al estudio de sistemas que involucran
cosechadores piezoeléctricos de energia alimentados por medio de vibraciones mecanicas de
origen aeroelastico. El software se desarrolld en lenguaje Fortran siguiendo el paradigma de
programacion orientado a objetos y aplicando técnicas de computacién de alto desempeno con
el propésito de reducir los tiempos de cémputo. La herramienta se disefié adoptando un enfoque
modular para simplificar la incorporacién de nuevos moédulos o la sustituciéon de los existentes.
A su vez, fue empleada para analizar diversos casos de estudio con la intencién de validarla y
verificarla como asi también mostrar su potencialidad y versatilidad.

Dada la naturaleza multifisica del problema abordado, el desarrollo de este software se
sustenta en una estrategia de co-simulacién, lo que implica la participaciéon de al menos tres
subsistemas: un modelo aerodindmico para calcular las cargas actuantes sobre las superficies
sustentadoras, un modelo electroelastico para determinar la respuesta electromecanica bajo tales
cargas y, un método de comunicacion entre los modelos anteriores para transferir la solucién
computada por cada subsistema.

El modelo aerodinamico adoptado se sustenta en el método de la red de vértices no
lineal (UVLM), el cual considera que el flujo estd dominado por la vorticidad. Se trata de
un método de elementos de contorno en los que las capas limites y las estelas convectadas

desde los bordes filosos de superficies sustentadoras se modelan como sidbanas vorticosas que se
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discretizan por medio de redes de segmentos vorticosos. Fuera de las capas limites y las estelas,
el método supone flujo incompresible, no viscoso e inestacionario. Los cuerpos sustentadores se
representan a partir de la superficie media y sobre ella se computan los saltos del coeficiente de
presion que da lugar a la distribucion de cargas aerodindmicas. El método es capaz de captar
adecuadamente las caracteristicas tridimensionales del flujo tales como vortices de arranque y de
puntera, como asi también la interaccion aerodinamica entre diferentes superficies sustentadoras
y entre las estelas que se desprenden de ellas. Sin embargo, es incapaz de predecir ciertos
fenémenos asociados a la capa limite, tales como la prediccién de la pérdida aerodindmica o la
resistencia parasita. En particular, en este trabajo se utilizé una versién de este método que ha
sido implementado computacionalmente por Pérez Segura [80, 85].

El modelo electroelastico estd basado en una formulacion tridimensional de un modelo de
viga piezoeléctrica que se sustenta en las hipétesis de la teoria clasica de Timoshenko y que
incorpora de manera consistente las no linealidades geométricas de Von Karman, las cuales
contemplan deformaciones moderadas en la componente axial del tensor de deformaciones de
Green-Lagrange. También se tiene en cuenta los efectos del alabeo por torsién de acuerdo a la
teoria de Saint-Venant. La viga admite una cantidad arbitraria de transductores piezoeléctricos
embebidos en su interior que pueden conectarse en serie o en paralelo. A los fines de recolectar
energia, un circuito eléctrico resistivo-inductivo se conecta entre los terminales del conjunto de
transductores. En virtud de sus caracteristicas, el modelo contempla la generacién de energia
a partir de los efectos axial (lineal y no lineal) y flexional. Asimismo, tiene en cuenta efectos
inducidos en el potencial eléctrico. La discretizacién del dominio continuo de la viga produce un
elemento finito de dos nodos con seis grados de libertad en cada uno de ellos, libre de bloqueo
por corte y bloqueo membranal. Ademads, el elemento posee una cantidad de grados de libertad
eléctricos que depende del niimero de transductores considerados y del tipo de conexién eléctrica.
Este modelo ha sido desarrollado integramente a lo largo del presente trabajo, detallando la
cinematica de la viga, describiendo las particularidades eléctricas y obteniendo la formulacién
de elementos finitos. En efecto, junto a su implementacién computacional constituyen el punto
fuerte de este trabajo.

El método de interaccién acopla a los dos modelos y se encarga tanto de la transferencia de
las cargas aerodinamicas desde las superficies sustentadoras hacia los nodos estructurales como,
en sentido inverso, de la transferencia de las variables cinematicas hacia la malla aerodindmica,
contemplando las diferencias topolégicas existentes entre ambas discretizaciones. En este caso,
se desarrolla e implementa un método que se tipifica como fuerte. Esto obedece a que si bien
los dos modelos avanzan en el tiempo con un paso de integracién propio, el intercambio de
informacién entre ellos se lleva a cabo en cada uno de estos pasos. Esta cualidad le otorga
una gran estabilidad al sistema electroaeroeldstico, propiedad de la que estdn desprovistos los
métodos de interaccion débiles.

En lo que respecta a resultados, se consideraron dos grupos de casos de estudio. El primer
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grupo tuvo como propésito verificar y/o validar tanto el componente electroeldstico del software
desarrollado como el electroaeroeldstico. En este sentido, se analizaron cuatro casos de estudio
donde, en el primero de ellos se evalud la respuesta estructural en funcién del tiempo y se la
comparo contra lo estimado usando un software comercial. En el segundo se predijo la respuesta
electroelastica de un cosechador piezoeléctrico sujeto a un movimiento de base. En el tercer
caso de estudio se determiné la velocidad de flutter de una estructura alar. Y, en el cuarto caso
se predijo la velocidad de flutter y el desempefio eléctrico de un ala plana con un cosechador
piezoeléctrico embebido en su interior. Salvo el primer caso de estudio, para el resto de ellos se
contrastaron los resultados obtenidos con lo reportado en la literatura, mostrando un excelente
acuerdo.

El segundo grupo de resultados estd compuesto por dos casos de aplicacién que tienen
como objetivo mostrar la potencialidad y la versatilidad de la herramienta numérica presentada.
El primero de ellos consiste en un cosechador piezoaeroelastico de pequena escala. Se estimé
su velocidad de flutter y se efectuaron diversos andlisis en estado poscritico, aprovechando
las oscilaciones de ciclo limite como fuente de alimentaciéon del cosechador. El segundo caso
de aplicacién se centré en la respuesta electroaeroeldstica de un conjunto de cosechadores
embebidos en la estructura alar de una aeronave tipo planeador. También se computé su
velocidad de flutter y se llevaron a cabo una serie de simulaciones que muestran la complejidad

de la dindmica de este caso.

8.2 Conclusiones

Las conclusiones més relevantes que pueden extraerse de este trabajo de tesis se resumen en los

siguientes puntos.

o La utilizacién de una herramienta computacional con un abordaje de co-simulacién permite
analizar adecuadamente problemas multifisicos como lo es la cosecha piezoaeroelastica de

energia.

e El modelo electroelastico desarrollado puede caracterizarse como de complejidad media en
virtud de que se sitta entre los modelos lineales tradicionales y aquellos geométricamente
exactos. Como el grado de complejidad del modelo es intermedio, los costos de cémputo

son inferiores a los asociados a modelos geométricamente exactos.

e La no linealidad que se introdujo en la componente axial del tensor de deformacién tiene
implicancias tanto en el dominio eléctrico como en el mecénico. Al respecto, produce
un acoplamiento electromecanico de indole no lineal (efecto axial no lineal), lo cual le
otorga caracteristicas no lineales a la fuente del circuito eléctrico que permite cuantificar
la energia cosechada. A su vez, propicia el andlisis de fendmenos no lineales tales como el

pandeo dindmico y/o aerodindmico de una estructura (rigidez geométrica).
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« El método de interaccién adoptado le otorga estabilidad a la simulacion electroaeroelastica.
No obstante, para que la simulacién sea exitosa se deben satisfacer ciertas condiciones
respecto a la eleccion de los pasos de tiempo aerodindmico y estructural. En ocasiones la
relacion entre ambos es excesiva, esto implica que por cada paso aerodinamico se computa
un gran nimero de pasos estructurales. La limitacion asociada al paso estructural esta
dada por el periodo natural mas pequefio de la estructura, lo cual esta intimamente ligado

a la discretizacién estructural.

¢ El modelo aerodinamico utilizado demostro6 ser adecuado para estudiar el comportamiento
de cosechadores piezoeléctricos de energia que se valen de las vibraciones mecénicas que

son generadas por el flujo de aire.

e Las limitaciones de los modelos electroelastico y aerodindmico estan dadas por las propias
hipétesis adoptadas en las formulaciones correspondientes. Un conocimiento de ellas es

fundamental para comprender hasta cuando los resultados son confiables.

e La determinacion de las propiedades equivalentes en los modelos de vigas se torna una
tarea dificil, que se complica atin m4s si la seccién transversal es compleja y/o si existe una
distribucién no uniforme de materiales con propiedades mésicas y de rigidez diferentes.
Esto pone de manifiesto la necesidad de contar con modelos més detallados. A pesar de

ello, el comportamiento electroaeroelastico puede predecirse con una exactitud adecuada.

e Las simulaciones realizadas permiten concluir que los fenémenos no lineales asociados al
flutter constituyen una alternativa viable para ser utilizados como fuentes de generacién
de energia eléctrica en sistemas de baja potencia. Para explorar la recoleccién de energia
a partir de oscilaciones de ciclo limite se requiere indefectiblemente contar con modelos

no lineales.

e Los resultados obtenidos y, en particular, los que provienen del primer caso de aplicacién
muestran sin lugar a dudas que existe una interaccion mutua entre el dominio mecanico y
eléctrico. Los parametros eléctricos, tales como resistencia e inductancia, no sélo inciden
en la cantidad de energia cosechada sino que también modifican la velocidad de flutter y
la amplitud y frecuencia de oscilaciéon. Por supuesto, estos efectos son mas notorios en

estructuras de pequefias dimensiones.

e Los fenémenos asociados al flutter en condiciones poscriticas pueden tornarse complejos,
lo cual puede complejizarse ain mas a medida que aumenta el grado de sofisticacién de la
estructura. Esto puede incluir bifurcaciones secundarias, la aparicién de diferentes puntos
criticos atractores, entre otros. Un ejemplo de lo mencionado se advierte en el segundo

caso de aplicacién.
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« En términos generales, los objetivos planteados al comienzo de esta tesis, tanto el principal

como los particulares, han sido cumplidos en su gran mayoria de manera exitosa.

8.3 Trabajos futuros

Aunque los modelos involucrados constituyen un excelente punto de partida para alcanzar un
entendimiento cabal de fenémenos electroaeroeldsticos, en un futuro puede resultar necesario
incrementar su complejidad. En este sentido, se propone considerar lo que se sintetiza en los

siguientes puntos.

e Incrementar el nivel de complejidad de la formulaciéon de viga piezoeléctrica para tener
en cuenta grandes desplazamientos y rotaciones. Esto se puede lograr implementando una
formulacién de viga geométricamente exacta o bien incorporando un esquema co-rotacional

en conjunto con el modelo de viga desarrollado.

e Modificar la formulacién para posibilitar orientaciones arbitrarias de los transductores

piezoeléctricos en la seccion de la viga.

e Incorporar alguna técnica de reduccién de orden que se adecue a el modelo no lineal con

el proposito de reducir los tiempos de computo.

e Modificar las relaciones constitutivas tal que se pueda trabajar con ntucleos eldsticos con

caracteristicas anisétropas y/o no homogéneas.

o Contemplar no linealidades materiales en las ecuaciones constitutivas de los materiales

piezoeléctricos [46, 66].

o Incorporar mejoras en los circuitos eléctricos (por ejemplo usando la técnica SSH, en inglés
synchronous switch harvesting) para aumentar la eficiencia del cosechador en términos de

la energia extraida. Esto introducira no linealidades a nivel del circuito eléctrico.

e Evaluar la utilizacién de modelos aerodindmicos alternativos tales como el uso de estelas
de particulas vorticosas. Ellos permiten modelar el flujo alrededor de cuerpos sumergidos

e incorporar modelos de difusion viscosa [75, 122].

e Incorporar algiin modelo de separacién del flujo desde el borde de ataque para aumentar

el rango de angulos de ataque que puedan ser representados.

En lo que respecta a resultados adicionales que pueden ser abordados a través del uso de

esta herramienta se pueden mencionar los que se detallan a continuacién.

e Optimizar la posicién de los transductores piezoeléctricos dentro de una estructura con el

objetivo de maximizar la energia cosechada.
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o Estudiar la respuesta electroaeroelastica de arreglos de cosechadores de energia dispuestos

en diversas configuraciones.

e Evaluar la influencia de la componente inducida del campo eléctrico de los transductores

a medida que aumenta su espesor sobre la recoleccién de energia.

e Proponer y evaluar diferentes disenios de cosechadores piezoeléctricos basados en flutter,
enfocandose en aquellos parametros que tienen mayor incidencia en el desempefio del

cosechador.
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ANEXO

Representacion vectorial y matricial

de tensores simétricos

La descripcion matematica de fenémenos fisicos involucra comtinmente el uso de tensores de
diversos 6rdenes. En mecanica de medios continuos la simetria de estas entidades favorece su
representacién mediante vectores o matrices, lo cual ofrece cierta ventaja en la implementacion
computacional de las ecuaciones que gobiernan al problema bajo estudio. El objetivo de este
anexo consiste en exponer de manera breve las bases conceptuales que permiten expresar a
tensores de segundo orden como vectores, y a tensores de tercer y cuarto orden como matrices.
La representacién que se expone a continuacién posee caracter tensorial y recibe el nombre de

notaciéon de Mandel-Kelvin.

A.1 Tensor de segundo orden en notacién vectorial

!/ . . . , .
Sea S’ un tensor de segundo orden perteneciente al espacio de tensores simétricos de segundo

orden en R3 definido por:
L={8eR xR |8 =87 = 5}, = 5} (A.1)

Por conveniencia y simplicidad los desarrollos que se exponen en esta subseccion y las siguientes
se restringen a bases vectoriales y tensoriales ortonormalizadas. A pesar de ello, el lector puede
dirigirse a la publicacién Helnwein [50] donde podra observar una mayor profundidad del tema
y una generalizacién para bases no ortonormales. Dicho esto, el tensor S expresado en la base
{Bl, 132, 133} esta dado por:

A

S' =5, b; ® b; (A.2)
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Donde SZ{j son las componentes cartesianas del tensor. Es importante destacar que al adoptar
una base ortonormalizada las componentes covariantes y contravariantes del tensor son idénticas.
Por ello, desde aqui en adelante no se hard ninguna distincién al respecto. A continuacién, se

introduce el siguiente vector:

—; _ N

S'={S} =% % S Si S5 S (A.3)
cuyas componentes son objetos del siguiente espacio vectorial:

£r={8' er%| 5B, =8 ¢ £} (A.4)

La ecuaciéon anterior define el mapa £ — L* que asocia a cada tensor de segundo orden
S’ € £ ¢ R? x R? con un tensor de primer orden S' € £* C RS. La sexta-upla de tensores
ortonormales simétricos {]?‘)1, ]§2, ]§3, ]§4, ]§5, ]:26} conforman la base del espacio vectorial L£*
construida a partir de la base vectorial BZ El propdsito consiste en expresar a las componentes
S, en funcién de las coordenadas cartesianas Sl’»j. A tal efecto, se puede mostrar que tales

componentes se obtienen mediante [50]:
S,=8":B, (A.5)

Donde : denota una doble contraccién tensorial. La base tensorial ortonormal del espacio L£* se

construye de la siguiente manera:

1

]§1:61®61, ]:34:72(]31@62—1—62@61)
. . . 1
B, =bys®by, Bs= ﬁ (b2®b3+b3®b2) (A.6)

o>

6 \/1?(53®f)1+61®f)3)

Considerando las ecuaciones (A.1) y (A.6), y reemplazando ambas expresiones en la ecuacién

st = f)3 ®f)3,

(A.5) se obtiene la representacién vectorial del tensor simétrico de segundo orden:

_ _ 1

1=, Si= 7 (512 +5) = V2Si,

_ 1

Sy =Sy, S5= NG) (Sh3 + Sz2) = V283 (A7)
_ 1

S3 = S33, Se=—= (531 + S13) = V2'Siy

V2

Esta representacién expresa a un tensor de segundo orden por medio de un tensor de primer

orden. Reordenando la expresién anterior resulta:

_ T
S/:[ 1 S Shy V28, V283 ﬁSH (A.8)
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En la practica, las propiedades definidas por tensores de primer orden se expresan a través de
sistemas de referencias que raramente coinciden con el sistema de referencia global. Debido a
esto, es comiin que se necesite transformar las propiedades de una base a otra. En virtud de ello,
se introduce una nueva base vectorial ortonormal {a;,a2,a3} y a partir de ella se construye la

base tensorial homoénima asociada:

~ R R ~ 1 R R R R

A =3 ®ay, A4:ﬁ(a1®a2+ag®a1)

A " 1

Ay =a,®a;, As;=—(aa®as+as®a A9
2 =48y ®ay 5 \/5(2 3+ a3 ® ag) (A.9)
A N R " 1 . . R

A3=33®ag, A:—(a3®a1+al®a3)

VR

o/ LA .
Como se pretende expresar al tensor S en la base tensorial A, se considera un tensor de
rotaciéon R € R x RS cuyas componentes se obtienen a través de la doble contraccién tensorial
entre los tensores que integran las bases A, y B,. Consecuentemente, la version explicita del

tensor de rotacién estd dada por [74]:

_Al : Bl A1 BQ Al Bg Al : B4 Al B5 Al ]A36_
Ay:Bi Ay:By Ay:B; Ay:Bs Ay:B; Ay:Bg
o [AoeBr AasBe AasBy AaiBe AaiBs AaiBol ()
Ai:B1 Ay:By Ay:Bs Ay:By Ay:Bs Ay:Bg
A5 . El A5 Bg A5 B3 A5 : B4 A5 B5 A5 BG
_A(; : ]:3)1 A@ ]§2 A6 ]?’)3 AG : ]:))4 AG ]?)5 AG ]:3)6

Es importante mencionar que este tensor posee la propiedad de ortogonalidad, es decir satisface

la siguiente condicién:
RR =R'R=1 (A.11)

Finalmente, la ley de transformacién o cambio de base del tensor de primer orden S" en el

tensor de primer orden S se define a través de la siguiente operacion:

S=RS (A.12)

A.2 Tensor de tercer orden en notacion matricial

Sea T’ un tensor de tercer orden que pertenece al espacio vectorial de tensores simétricos de

tercer orden en R? definido por:

M = {T/ S Rg X R3 X R3 | iljk = T/kj} (Al?))

)
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Se observa que el espacio vectorial est4 compuesto por los tensores que poseen simetria respecto
de sus dos ultimos indices. Ademads, para expresar al tensor en funcién de sus componentes
cartesianas se adopta una base vectorial ortonormal de idénticas caracteristicas a la expuesta

en la subseccién anterior. Por consiguiente, se puede escribir al tensor de la siguiente manera:
T =1T};,b; @ b; @ by, (A.14)

Donde Tz’j ;. Tefiere a las componentes cartesianas. Con el propésito de escribir a T’ en formato
matricial se propone la siguiente matriz:
Tiw Tiz Tis Tia Tis Thie
_, _ _ _ _ _ _
T =Ty Toy Toz Toy Tos Toe (A.15)
Ts1 T30 T3z T34 T35 T3

Donde las componentes T}, de T son objetos del espacio vectorial M* que se define por:
* -/ 3 6| 7 1 s ¢
M ::{T ER3 xRS | Thoby ® B, =T eM} (A.16)

La expresién anterior especifica un mapa M — M™* que asocia a cada tensor de tercer orden
. = o
T € M C R? x R? x R? con una matriz rectangular T € M* C R3 x R6. Asimismo, se observa
que la representacién matricial se especifica en términos de la base vectorial ortonormal by y
de la base tensorial ortonormal asociada B,. En este caso, el indice k adopta valores de 1 a 3 y
o . . .
el indice a valores de 1 a 6. Nuevamente, interesa vincular las componentes de la matriz T' con
las componentes cartesianas Tz,]k del tensor T’. En relacién a eso, se puede mostrar que tales

componentes se determinan mediante:
bi - T : By = Tha (A.17)
A partir de la definicién anterior y de las ecuaciones (A.14) y (A.6) resulta:

T1/11 T{22 T{33 ﬂT{H \/7T1/23 ﬂT{l?)

=/

T = T2/11 T§22 Té33 \/5T§12 ﬂTézg \/TTQIB (A-18)
T3/.11 T:)I,22 Tzl,33 ﬂTélz ﬂTéz:s ﬁTéw

Considerando la ecuacién (A.18) se infiere que la transformacién de las propiedades descritas
por tensores de tercer orden en notacién matricial de una base a otra exige la utilizaciéon de dos
tensores de rotacién que se denotan por R y R. El primero de ellos se definié en la subseccién
anterior y pertenece al espacio de tensores ortogonales en R, mientras que el segundo de ellos
pertenece al espacio de tensores ortogonales en R>. Las componentes de R se calculan a través

del producto escalar - entre los vectores de las bases vectoriales a; y bg. Por consiguiente, la
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version explicita de R es la siguiente:

a;-b; a,-by &by
R=|4ay-b; &y -by As-bs (A.19)
53~b1 ég'bg a3-f)3

Finalmente, la ley de transformacion o cambio de base de T en T se define por [76]:

T=RTR' (A.20)

A.3 Tensor de cuarto orden en notacion matricial

! . . . . , .
Sea U’ un tensor de cuarto orden perteneciente al espacio vectorial de tensores simétricos de
cuarto orden en R? definido por:

Se observa que la simetria esta asociada a los dos primeros y a los dos ultimos indices. Este tipo
de simetria se conoce como simetria menor. Por las mismas razones expuestas con anterioridad

se considera una base vectorial ortonormal y se expresa al tensor U’ como:
U = Ui/jklbi & bj ® b ® by (A.22)

Donde Ui’j 1 denotan sus componentes cartesianas. Consecuentemente, con el objetivo de obtener

.z . / . . .
una representacién alternativa de U’ se propone la siguiente matriz:

U Uip Uz U Uy U
Ua1 Uz Usz Uy Uss Usg
— Usi Usz Uss Usy Uss Usg

U = (A.23)
Upn Uy Uss Ugs Uss Uss
Usi Us2 Uszs Uss Uss Usg
1Us1 Us2 Uss Uss Uss Use|
Las componentes de U’ son objetos del espacio vectorial N* definido por:
N*:={U eRxR® | UyB, © B, = U € N} (A.24)

La expresion anterior constituye un mapa N — N* que asocia a cada tensor de cuarto orden
_, i
U € N CR? xR? x R? x R? con un tensor de segundo orden U € N* C R% x RS. Mientras

que B, y B, son componentes de la base tensorial simétrica del espacio L* con a,b =1, ...,6.
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Se puede mostrar que las componentes de U’ se calculan a través de la siguiente expresién [50]:
B,: U :B,=U, (A.25)

Adicionalmente, si el tensor U’ posee simetria mayor o simetria extendida Ui’jkl = U,’clzj la
Ly .. T A 4 = Ly

representacién matricial es simétrica U = U~ . Para expresar las componentes Uy, en funcién

de las componentes cartesianas U{jkl se emplea la ecuacién (A.22) junto a la base tensorial

ortonormal y ambas se reemplazan en la ecuacién (A.25). De ello, se obtiene:

U{Hl U{122 U{133 ﬁU{llQ ﬁU{l% ﬁU{lSl-
UéQl 1 U£222 U£233 ﬂUéQlZ ﬂUéQ% ﬂUé%l
=4 UQ/’»SII U§322 U§333 ﬁUéSH ﬁUéS% ﬁUéi&Sl
\/?U{QH ﬂU{Qﬂ ﬂU{233 2U{212 2U{223 2U{231
ﬁUﬁ?;ll ﬁUﬁ?yﬂ ﬁUﬁSZ&B 2Ué312 2U£323 2U£331
_\/?Uélll ﬂUélﬂ ﬂUélSS 2Uf§112 2Uf§123 2Uf§131 i

(A.26)

Para transformar las propiedades descritas por tensores de cuarto orden en formato matricial
de una base a otra se utiliza el tensor de rotacién R € R® x R presentado en la subseccién A.1.

En este caso, la ley de transformacién se especifica por la siguiente expresion:

- = -/ =T

U=RUR (A.27)

Donde U es el tensor de segundo orden expresado en la base tensorial Aa.



ANEXO

Matrices y vectores elementales

En el presente Anexo se detalla la version explicita de las matrices y vectores elementales que
integran las ecuaciones de movimiento de un elemento finito. Por cuestiones de espacio, toda
ecuacion que explicite a una submatriz no serd numerada. A su vez, en la ultima subseccién del

Anexo se presenta una tabla que detalla la nomenclatura presente en cada matriz y vector.

B.1 Matriz de masa

La matriz de masa M, asociada al elemento genérico I’ se obtiene calculando las integrales

de la ecuacion (4.95) y se la expresa por medio de cuatro submatrices:

(B.1)

M M
M, — [ 11 12]
My Moo

La primera de estas submatrices se denota por Mj; € R6%6 y se compone de los términos:

[ pAhe 0 0 _@ pS2he _pS3he i
3 2 3 3
Ahe he Ah?
3 3 24
Ahe S3he Ah?
M, — 3 3 24
_PSu _pShe  pSshe  pluw | plphe pSsh? plh,  plz,  pSahi
2 3 3 he 3 24 2 2 24
pSQhe 0 _pAhg _pSghg _ ,OIQW pfgghe T pAhg _pfgghe
3 24 24 2 3 120 3
_,OSQhe ,()Ahg 0 pfgw . pSth _pfgghe p[gghe + pAhg
L 3 24 2 24 3 3 120
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La segunda submatriz se identifica mediante My € R6%6 y est4 dada por:
I pAhe 0 0 & pSQhe _pSShe ]
6 2 6 6
0 pAh, 0 _ pSahe 0 B pAR?
6 6 24
0 0 pAhe pSshe pAh? 0
M 6 6 24
12 =
@ 795’2he pS3he prw 4 ,OIphe ,OS?;hg . pI3w ,052]13 + pIQw
2 6 6 he 3 24 2 24 2
pSahe 0 pAL;  pS3h?  plz, plahe  pAh? _ plaghe
6 24 24 2 6 120 6
B pSshe B pAhg 0 pSghg pla, B plash, plssh, B pAhi’
L 6 24 24 2 6 6 120

La tercera submatriz se denota por May; € R6%6 y es igual a la transpuesta de Mo, mientras

que la tltima submatriz se identifica mediante Moy € R6%6 y estd integrada por:

[ pAhe 0 0 PSw pSahe _ pSshe ]
3 2 3 3
pAhe pS2he PAhz
0 3 0 © 3 0 DY
0 0 pAhe pSshe pAh? 0
My — 3 3 24
pSu  _pSihe  pSshe  pluw . plphe pSsh? L Pl pSah?  pl,
2 3 3 he 3 24 2 24 2
pSghe 0 pAhg ,()Sghg + pfzw p[22he i pAhg _M
3 24 24 2 3 120 3
_pSshe - pAhe o pShhi  pl,  plshe  plyphe | pARE
L 3 24 24 2 3 3 120

Los términos presentes en las submatrices anteriores surgen de computar las siguientes integrales

de superficie definidas sobre la secciéon de la viga:

ply; = /,4 p(Xo) Xo X3 d Ao,
0

Pl = / P(Xa) w0 (Xe) dAo,

0

pS2 =

p(Xa) X3 dAo,

Ao

ol = [ p(Xa) (X3 + X3) ddo

0

Ao

0

/ (X)) X2 dAo,
P = /A (Xa) w(Xa) dAo,

—/ p(Xa) X3 w(Xa) dAo,
A



B.2. Matriz de rigidez eldstica

252

ply, = /A p(Xa) Xz w(Xa) dAg
0

B.2 Matriz de rigidez elastica

(B.2)

La matriz de rigidez eldstica K¢ correspondiente al elemento genérico I se obtiene calculando

las integrales de la ecuacién (4.100) y se la representa a partir de cuatro submatrices:

e

Ke — lKn Ku]
Ko Koo

La primera submatriz se identifica mediante K;; € R6%6 y estd compuesta por:

[ EA ES, ES;
- 0 0 0 - 5
GAQ GR2 GAZ
0 he 0 he 0 2
0 0 GAs  GR;s  GAs 0
K J— he he 2
= 0 GRs GR; GJ _ GRs GR
he he he 2 2
ESQ 0 _GAg _GRg EIQQ T GAghe _E[Qg
he 2 2 he 4 he
_ESg GAQ 0 GR2 _EIQg Efgg 4 GAQhe
he 2 2 he he 4 |

La segunda submatriz se denota por Ko € R%*6 y se compone de los términos:

T EA ES, ES; 1
"y 0 0 0 5 -
GA2 GR2 GA2
0 he 0 he 0 2
0 0 _GA3  GRy  GAs 0
K — he he 2
2= 0 GRy GRs  GJ _ GRs G R,
he he he 2 2
_ES, 0 GA; GRy GAsh. Ely Ely
he 2 2 4 he he
ES;  GAj 0 _GR, Elys GAsh,  Els
he 2 2 he 4 he |

(B.3)
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La tercera submatriz se denota por Koy € R*6 y es igual la transpuesta de Ko € R6*6,

mientras que la tGltima submatriz se identifica por medio de Koy € R%6 y esta dada por:

T FA ES, ESs 1
I 0 0 0 I — I
GAy GRy GAy
0 N 0 TR
0 o G4 GRs GAs 0
Ky — he he 2
, GR: GRy GJ GRs GRy
he he he 2 2
ESQ 0 GAg GR3 GAghe + EIQQ _EIQg
he 2 2 4 he he
_ES; G4 o _GR  Ely GAsh, N Elss
he 2 2 he 4 he |

Los términos que integran a las submatrices anteriores resultan de efectuar el computo de las

siguientes integrales de superficie definidas sobre la seccion transversal de la viga:

EA= | E(X,) dA, GAs = | Go(X,)an dA,

Ao -AO
GAs — /A Ga(Xo)as dAy | GR, — /A Gla(X) [020(Xa) — X3] d Ao,

0 0

GRg = Gg(Xa) [33W(Xa) + XQ] d.A[) 5 ES2 = E(Xa> X3 d.Ao,

Ao Ao (B.4)
ES3 :/ E(Xa) X d.A() s Ely = E(Xa) X:% dA07

Ao Ao
Elz = | E(X,) X2 dA,, Els = | E(X,) X3 X3 dA,

Ao ”
GJ = /A {Gg(Xa) [0 (X o) — X3)* 4 G3(Xyo) [03w(Xa) + Xo)? }dAO

En el &mbito estructural, es bien conocido que la teoria de Timoshenko considera una
variacion constante en la seccién transversal de la deformacién de corte debida al corte, lo cual
no concuerda con la distribucién real que, al menos, presenta un comportamiento cuadratico.
Esta suposicién produce una sobreestimacién de la rigidez al corte que se compensa mediante
la introduccion de los factores de reduccién o coeficientes de corte as v as. Estos coeficientes
dependen de la geometria de la secciéon y se pueden determinar siguiendo el procedimiento

numérico propuesto por Pilkey [83] o por Onate [79].

B.3 Matriz de rigidez geométrica

La matriz de rigidez geométrica K; asociada al elemento genérico I’ se obtiene resolviendo

las integrales dadas en la ecuacién (4.101). Se la expresa por medio de la suma de dos matrices,
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cada una de ellas compuestas por cuatro submatrices:

1 1 2 2
-5 9%
_Kg Kg _Kg Kg

La submatriz K; € R%%6 contiene todos aquellos términos lineales en las variables nodales y su

expresion es:

I EA EA

0 7AU2 (t) 7AU3(7§) 0

2 2
0 EFAAu; (t) + ES3A0, (t) — ESgAQg(t) 0 0
1 0 0 FAAu, (t) + ES9A0, (t) — ES3A93(75) 0

K= —

7Rz o 0 0 0
0 ETSQA’U,Q(ZL/) ETSQA”LLg(t) 0

E FE
0 —%Al@(t) —%A’lm(t) 0

Por su parte, la submatriz Kg € R6x%6 contiene las componentes cuadraticas en términos de las

variables nodales y su versiéon explicita es:

0 0 0 000

0 EA[Au3(t) + Au3(t)] 0 000

k2o L |0 0 EA[AW(t) +Add(t)] 0 0 0
9 2R3 |0 0 0 000
0 0 0 000

0 0 0 0 0 0

A su vez, los términos Auq (t), Aug(t), Aug(t), Abs(t), y Abs(t) son funcién de los grados de
libertad nodales y se definen de la siguiente manera:
Aul (t)
Ab(t)

71 (1) =i (1), Aua(t) = up(t) — ujp(t), Aug(t) = uj(t) —ujs(t),

U (B.6)
055(1) — 055(1), Ab3(t) = 055(t) — 055(1)

B.4 Matriz de rigidez inducida lineal

La matriz de rigidez inducida ;‘fK{C para el k-ésimo transductor estéd dada por las siguientes

cuatro submatrices:

(B.7)

K = [ K-k ]

1 1
—Kp K
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Su versién explicita se obtiene resolviendo las integrales de la ecuacién (4.109). La submatriz

identificada por ,Kll € R%%6 se compone de los siguientes términos:

[0 00 0 Sk—AkXh 0 ]
0 00 0 0 0
K = Z‘g’” 0 00 0 0 0
€z3he 0 000 0 0
Sk—AFXE 0 0 0 215, — 255Xk SEXE - IL,
0 00 0 Shxk—Ik 0o

Las propiedades geométricas presentes en la submatriz anterior se definen de la siguiente

manera:
Ak :/ dAk | Sk :/ X3 dA} | % :/ X2 dAS | I, :/ Xo X3 dAE (B.8)
A A Af A

)@f es la coordenada del plano medio del transductor y esta dada por la media aritmética entre
las coordenadas %X 3y ,1CX 4, véase Figura 3.2. En este caso, la diferencia Ak)?éf — S% es nula ya
que el primer momento de area del transductor respecto al eje Xo es igual al producto entre el

area transversal y la coordenada media X?’f.

B.5 Matriz de rigidez inducida no lineal

La matriz de rigidez inducida para el k-ésimo transductor se denota por foLl y se expresa por

medio de cuatro submatrices:

KL —K!
Khy=| " o (B.9)
7iKnl iKnl

La version explicita de esta matriz se obtiene calculando las integrales de la ecuacion (4.110).

La submatriz denotada por @-K}Ll € R%6 esta compuesta por los siguientes términos:

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2(A*XE — SE) Aug(t) 0

K 6%1 0 0 0 0 2214’“5(5—55; Auz(t) 0
2e55h2 |0 0 0 0 0

0 (A*XE - SE) Aua(t) (ARXE - SE) Aug(t) 0 0

0 0 0 0 0 0

Nuevamente, la diferencia A¥X é“ — S% es nula ya que el primer momento de 4rea del transductor

respecto al eje X es igual al producto entre el area transversal y la coordenada media )?é‘“' Por
k

lo tanto, la matriz elemental K7

; tiene todas sus componentes iguales a cero.
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B.6 Matriz de rigidez eléctrica inducida

La matriz de rigidez eléctrica inducida fK’; para el k-ésimo transductor se compone de cuatro

submatrices y estd dada por:

(B.10)

K! _K!
= | e ]

-K: K
La versién explicita de esta matriz se obtiene computando las integrales de la ecuacién (4.116).

La submatriz denotada por zKi € R6x6 esta compuesta por los siguientes términos:

0000 0 0

0000 0 0

Kl _ @u 0000 0 0
e T F

ehe [0 0 0 0 0 0

000 0 I§—2S5Xk4+ AXE 0

0000 0 0]

Los términos involucrados en la expresion anterior estan definidos en (B.8).

B.7 Matriz de acoplamiento electromecanico lineal

La matriz de acoplamiento electromecanico lineal .@f asociada al k-ésimo transductor se

obtiene calculando las integrales de la ecuacion (4.106) y su versién explicita estda dada por:
k Lk k k k ko ok’ gk
O =egn—|A* 0 0 0 SF —sf -AF 0 0 0 -5 Sf] Bj, (B.11)
k

donde A¥ y S* se computan segiin la ecuacién (B.8).

B.8 Matriz de acoplamiento electromecanico no lineal

La matriz de acoplamiento electromecénico no lineal .©%(n,) del k-ésimo transductor resulta

de calcular las integrales de la ecuacién (4.109) y estd dada por:

k AF T ok
e®nl=€3117{0 Aug(t) Aus(t) 0 0 0 0 —Aug(t) —Aug(t) 0 0 0} Bj,

tihe
(B.12)
donde A* estd dado por (B.8) y Aug(t) por (B.6).
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B.9 Matriz de acoplamiento electromecanico inducido

La matriz de acoplamiento electromecanico inducida @F asociada al k-ésimo transductor se

obtiene de la ecuacién (4.115) y su expresion es:
1 = T
66?26311;(A’“X§—S§) [o 000100000 —1 0] B!, (B.13)
k

k

nls la

donde X':]f es la coordenada del plano medio del transductor. De manera similar a {K

matriz de acoplamiento inducido posee todas sus componentes iguales a cero ya que se verifica
que AFXE — Sk =o.

B.10 Vector de cargas

El vector de cargas se obtiene de la ecuacién (4.122) y se compone de dos términos vectoriales,
f.(t) y mc(t), los cuales surgen de considerar las fuerzas y los momentos por unidad de longitud

que actuian sobre el eje elemental. La version explicita del primero de ellos es:

f.(t) = % [fl () fQ(t)}T (B.14)

Donde los vectores fi(t), f2(t) € R1*6 estan dados por:

1
a0 = [ aen nen men o —ment penla

(B.15)
! he he
00 = [ [nen pen men o et —pentae
La versién explicita del segundo vector es:
he
m (1) = o [mi(t) ma(t)] (B.16)
Donde los vectores my (), ma(t) € R estan dados por:
1
m, (t) = / {0 0 0 mi(&,t) ma(& 1) m3(f,t)} dg
= (B.17)

mg(t):/ll {0 0 0 my(&t) ma(&,t) mg(f,t)}dﬁ

Notese que fi(€,t) v mi(€,t) (i = 1,2,3) son las componentes cartesianas de los vectores
f1X5(€),t] y m[X§(€),t] definidos por las ecuaciones (4.46) y (4.49).
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B.11 Nomenclatura

En la Tabla B.1 se especifica la nomenclatura usada para describir a las propiedades de inercia

y de rigidez asociadas a la seccion transversal del elemento, como asi también propiedades

geométricas vinculadas a los transductores piezoeléctricos.

Propiedad Descripcion Unidad
pA Masa por unidad de longitud Kg/m
pSo Momento estatico masico respecto al eje Xo Kg
pSs3 Momento estatico masico respecto al eje X3 Kg
pl, Momento de inercia masico polar Kgm
pla Momento de inercia masico respecto al eje Xo Kgm
pl3 Momento de inercia masico respecto al eje X3 Kgm
plas Momento de inercia masico cruzado respecto a los ejes Xs v X3 Kgm
pSy Momento estatico masico asociado al warping Kgm
ol Momento de inercia mésico asociado al warping Kgm?
play, Momento de inercia mésico cruzado respecto al eje X y al warping  Kgm?
pls,, Momento de inercia mésico cruzado respecto al eje X3 y al warping — Kgm?
EA Rigidez axial N
GA, Rigidez al corte en direccién Xo N
GA; Rigidez al corte en direccién X3 N
GRs Rigidez asociada al warping y a flexion respecto al eje Xo Nm
GR3 Rigidez asociada al warping y a flexion respecto al eje X3 Nm
ESo Rigidez acoplada axial-flexién respecto al eje Xo Nm
ES; Rigidez acoplada axial-flexién respecto al eje X3 Nm
Ely Rigidez flexional respecto al eje Xo Nm?
FEls3 Rigidez flexional respecto al eje X3 Nm?
Elss Rigidez flexional cruzada respecto a los ejes Xy y X3 Nm?
GJ Rigidez torsional Nm?
AF Area transversal del k-ésimo transductor m?
Sk Momento estatico del k-ésimo transductor respecto al eje Xo m?
Sé“ Momento estatico del k-ésimo transductor respecto al eje X3 m3
1%, Momento de inercia del k-ésimo transductor respecto al eje X» m*
1% Momento de inercia cruzado del k-ésimo transductor m*
X% Coordenada del plano medio del k-ésimo transductor m

Tabla B.1: Nomenclatura asociada a cada componente de las matrices y vectores elementales.



ANEXO

Propiedades mecanicas y eléctricas

de los materiales utilizados

En este anexo se presentan las propiedades electromecéanicas de los piezoceramicos utilizados

en los diversos casos de estudio. También, se detallan las propiedades mecéanicas de aquellos

materiales empleados en el sustrato de la viga.

C.1 Piezoceramicos PZT-5A y PZT-5H

Los piezoceramicos PZT-5A y PZT-5H son usados en la mayoria de las aplicaciones dentro del

campo de la ingenieria. Las propiedades electromecénicas de un transductor tridimensional de

idénticas caracteristicas al de la Figura 2.4a se detallan en la Tabla C.1 [43].

Tabla C.1: Propiedades tridimensionales para un piezoceramico polarizado en direccién Xéf

Parametro Unidad PZT-5A PZT-5H
By MPa 60975.61 60606.06
Fs3 MPa 53191.49 48309.18
V1o - 0.35 0.2897
V31 - 0.384 0.4082
d311 m/V ~1.71 x 10710 —2.74 x 10710
dy13 m/V 5.84 x 10710 7.41 x 10710
d333 m/V 3.74 x 10710 5.93 x 10710
€7 F/m 1.5317 x 1078 2.7713 x 1078
€5 F/m 1.5052 x 1078 3.0104 x 1078

p Kg/m3 7750 7500
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C.2 Aluminio

Las propiedades mecanicas de diferentes aleaciones de aluminio se resumen en la Tabla C.2.

Parametro Unidad 2024-T3 Estandar
E MPa 73700 70000
v - 0.3367 0.33
p Kg/m3 2768 2750

Tabla C.2: Propiedades mecanicas de diferentes aleaciones de aluminio.

C.3 Cobre

Las propiedades mecanicas del cobre se resumen en la Tabla C.3.

Parametro Unidad Cobre
E MPa 105000
v - 0.36
p Kg/m?3 9000

Tabla C.3: Propiedades mecanicas del cobre.

C.4 Polietileno

Las propiedades mecanicas del polietileno se resumen en la Tabla C.4.

Parametro Unidad Polietileno
E MPa 1100
v - 0.42
P Kg/m3 950

Tabla C.4: Propiedades mecanicas del polietileno.
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