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Resumen

Esta tesis doctoral tiene como objetivo estudiar ciertas propiedades geométricas de dos grandes
familias de variedades. La primera familia que es nuestro objeto central de estudio son las solvarieda-
des, es decir, variedades diferenciables compactas obtenidas como cocientes de grupos de Lie solubles
simplemente conexos por subgrupos discretos. Estas variedades son importantes en geometria diferen-
cial, ya que han sido en numerosas ocasiones una fuente de ejemplos (o contraejemplos) a preguntas
importantes del area.

A modo de continuacién del trabajo de licenciatura del autor, en esta tesis comenzamos estudiando
la existencia de (Ga-estructuras en solvariedades de dimensién 7 equipadas con una métrica plana
invariante, las cuales pueden ser entendidas desde la teoria de variedades compactas planas. Primero,
damos una clasificacién de las solvariedades planas split de dimensién 7 usando la clasificaciéon de
subgrupos finitos de GL(n,Z) para n =5 y n = 6. Luego estudiamos la existencia de Ga-estructuras
cerradas, cocerradas y de divergencia nula, respectivamente, compatibles con la métrica plana. En
particular, proveemos ejemplos explicitos de variedades compactas planas con una Ge-estructura libre
de torsion cuya holonomia es ciclica finita y contenida en el grupo Ga, y ejemplos de variedades
compactas planas que admiten una Ga-estructura libre de divergencia.

Por otro lado, estudiamos la geometria compleja de una familia especial de solvariedades que son
cocientes de un grupo de Lie casi abeliano simplemente conexo. Un grupo de Lie casi abeliano es
un grupo de Lie soluble con un subgrupo abeliano normal de codimensién 1, o equivalentemente, su
algebra de Lie posee un ideal abeliano de codimensién 1. Caracterizamos estructuras casi hermitianas
en grupos de Lie casi abelianos donde la estructura casi compleja es armoénica con respecto a la métrica
hermitiana, es decir, es un punto critico de la funcional de energia de Dirichlet. Ademads, adaptamos
la clasificacién de Gray-Hervella de las estructuras casi hermitianas a la familia de grupos de Lie casi
abelianos, y mostramos diversos ejemplos de estructuras casi complejas armoénicas en diferentes clases
de Gray-Hervella en algunas solvariedades compactas casi abelianas asociadas.

En la bisqueda de ejemplos de variedades hermitianas no Kéhler surge la segunda familia de varie-
dades que seran nuestro segundo objeto central de estudio. Calabi y Eckmann mostraron que existen
estructuras complejas en las variedades S?P*! x S29*1 con p,q > 1, pero que éstas no admiten ninguna
métrica Kéahler. Esta construccién de Calabi-Eckmann fue generalizada de manera independiente por
Tsukada y Watson, quienes muestran que existe una familia de estructuras hermitianas (Jg 4, gq,5) para
a,beR, b0, en el producto de dos variedades sasakianas que en el caso de las variedades de Calabi-
Eckmann corresponden a las estructuras complejas en S?P* x §2¢*! recién mencionadas. Mostramos
en esta tesis que la estructura compleja J, ; es armoénica con respecto a g, y mas atin, con el objetivo
de generalizar propiedades geométricas de las variedades de Calabi-Eckmann, determinamos cuando
estas estructuras hermitianas son LCK, balanceadas, SKT, Gauduchon o k-Gauduchon (k > 2). Otro
objeto geométrico importante que estudiamos en relacién a las estructuras hermitianas (Jqp, gap) €5
la conexién de Bismut asociada. Damos férmulas para el tensor de Bismut-Ricci Ric? y la forma de
Bismut-Ricci p®, y mostramos que estos tensores se anulan si y s6lo si cada una de las variedades
sasakianas es n-Einstein con constantes apropiadas. Exhibimos también ejemplos de variedades que
satisfacen estas condiciones, lo que conlleva a nuevos ejemplos de variedades Calabi-Yau con torsiom.
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Finalmente, un invariante importante de una variedad compleja de dimension compleja n es su
fibrado canédnico, que se define como la n-ésima potencia exterior de su fibrado cotangente holomorfo.
En particular, resulta de interés el estudio de las variedades complejas con fibrado candnico holo-
morficamente trivial. Una gran familia de variedades de esta clase son las nilvariedades equipadas
con una estructura compleja invariante. Nuestro objetivo es estudiar solvariedades I'\G equipadas con
estructuras complejas invariantes tales que su fibrado canénico es trivial. Mostramos que la seccién
trivializante de este fibrado puede ser invariante o no por la acciéon de G. Primero caracterizamos la
existencia de secciones trivializantes invariantes en términos de una 1-forma 1 asociada canénicamente
a (g,J), donde g es el dlgebra de Lie de G, y usamos esta caracterizacién para recuperar algunos re-
sultados conocidos de la literatura, asi como también para producir ejemplos nuevos de solvariedades
complejas con fibrado canoénico trivial. Luego consideramos el caso no invariante y proporcionamos una
obstruccion algebraica, también en términos de 1, para que una solvariedad compleja tenga fibrado
canonico trivial (o més generalmente holomérficamente de torsién). Esta obstruccion ademés nos lleva
a un modo de construir secciones no invariantes explicitas el cual ilustramos con ejemplos. Finalmente,
aplicamos nuestros resultados al estudio de variedades hipercomplejas y damos una respuesta negativa
a una pregunta formulada por M. Verbitsky.

Palabras clave: Geometria compleja, solvariedad, reticulo, variedad sasakiana, grupo de Lie casi
abeliano, estructura casi compleja arménica, fibrado canénico.
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Abstract

This doctoral thesis aims to study certain geometric properties of two large families of manifolds.
Our first central object of study is the class of solvmanifolds, i.e., compact differentiable manifolds
obtained as quotients of simply connected solvable Lie groups by discrete subgroups. These mani-
folds are important in differential geometry, as they have often served as a source of examples (or
counterexamples) to important questions in the field.

As a continuation of the author’s undergraduate work, in this thesis, we begin by studying the
existence of (Ga-structures on 7-dimensional solvmanifolds equipped with an invariant flat metric,
which can be understood using the theory of compact flat manifolds. First, we classify splittable
flat solvmanifolds of dimension 7 using the classification of finite subgroups of GL(n,Z) for n =5 and
n = 6. Then, we study the existence of closed, coclosed, and divergence-free Go-structures, respectively,
compatible with the flat metric. In particular, we provide explicit examples of compact flat manifolds
with a torsion-free Ga-structure whose holonomy is a finite cyclic group contained in Go, and examples
of compact flat manifolds that admit a divergence-free Go-structure.

On the other hand, we study the complex geometry of a special family of solvmanifolds that are
quotients of a simply connected almost abelian Lie group. An almost abelian Lie group is a solvable
Lie group with a normal abelian subgroup of codimension 1, or equivalently, its Lie algebra has an
abelian ideal of codimension 1. We characterize almost Hermitian structures on almost abelian Lie
groups where the almost complex structure is harmonic with respect to the Hermitian metric, i.e.,
it is a critical point of the Dirichlet energy functional. Furthermore, we adapt the Gray-Hervella
classification of almost Hermitian structures to the family of almost abelian Lie groups and provide
various examples of harmonic almost complex structures in different Gray-Hervella classes on some
associated compact almost abelian solvmanifolds.

In the search for examples of Hermitian non-Kéhler manifolds emerges our second central object
of study. Calabi and Eckmann showed the existence of complex structures on manifolds S?*! x S24+1,
with p,q > 1, but these do not admit any Kéhler metric. This Calabi-Eckmann construction was
independently generalized by Tsukada and Watson, who showed the existence of a family of Hermitian
structures (Jyp, gap) for a,b e R, b # 0, on the product of two Sasakian manifolds, which in the case
of Calabi-Eckmann manifolds correspond to the complex structures on S?P*! x S?4*1 defined by Calabi
and Eckmann. In this thesis, we show that the complex structure .J,; is harmonic with respect to g,
and, furthermore, with the aim of generalizing geometric properties of Calabi-Eckmann manifolds, we
determine when these Hermitian structures are LCK, balanced, SKT, Gauduchon, or k-Gauduchon
(k > 2). Another important geometric object we study in relation to the Hermitian structures (Jg.p, ga,b)
is the associated Bismut connection. We provide formulas for the Bismut-Ricci tensor Ric” and the
Bismut-Ricci form p?, and show that these tensors vanish if and only if each of the Sasakian manifolds
is n-Einstein with appropriate constants. We also exhibit examples of manifolds that satisfy these
conditions, leading to new examples of Calabi-Yau with torsion (CYT) manifolds.

Finally, an important invariant of a n-dimensional complex manifold is its canonical bundle, defined
as the n-th exterior power of its holomorphic cotangent bundle. In particular, it is of interest to study
complex manifolds with holomorphically trivial canonical bundle. A large family of manifolds of this



kind are nilmanifolds equipped with an invariant complex structure. Our goal is to study solvmanifolds
I'\G equipped with invariant complex structures such that their canonical bundle is trivial. We show
that the trivializing section of this bundle can be invariant or not under the action of G. First, we
characterize the existence of invariant trivializing sections in terms of a 1-form v canonically associated
with (g, J), where g is the Lie algebra of G, and use this characterization to recover some known results
in the literature, as well as to produce new examples of complex solvmanifolds with trivial canonical
bundle. Then we consider the non-invariant case and provide an algebraic obstruction, also in terms
of v, for a complex solvmanifold to have trivial canonical bundle (or more generally, holomorphically
torsion canonical bundle). This obstruction also leads us to a way to construct explicit non-invariant
sections, which we illustrate with examples. Finally, we apply our results to the study of hypercomplex
manifolds and provide a negative answer to a question posed by M. Verbitsky.

Key words: Complex geometry, solvmanifold, lattice, Sasakian manifold, almost abelian Lie
group, harmonic almost complex structure, canonical bundle.
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Introduccion

Una solvariedad es una variedad diferenciable compacta que se define como un cociente compacto
I'\G de un grupo de Lie soluble simplemente conexo G por un subgrupo discreto I'. En ciertos aspectos
las solvariedades son objetos simples de tratar, ya que al considerar en ellas estructuras invariantes por
el grupo de Lie soluble, podemos trabajar a nivel de algebras de Lie y considerar los objetos lineales
asociados. De esta manera, una cuestién geométrica se traduce en un problema algebraico.

Notemos que esta clase contiene a las nilvariedades, que se definen de manera andloga para G nil-
potente. Las solvariedades constituyen una fuente fructifera e interesante de ejemplos y contraejemplos
en geometria (casi) compleja, geometria simpléctica, geometria Go, fisica tedrica, entre otras areas.
Podemos citar varios ejemplos (mds ejemplos en [52, 53, 96, 115, 149)):

» La variedad de Kodaira-Thurston, construida en [141], es el primer ejemplo de una variedad
simpléctica que no admite estructuras de Kéhler, y es una nilvariedad de dimensién 4.

» En [122] Oeljeklaus y Toma construyeron variedades complejas compactas no Kéhler a partir de
ciertos cuerpos de numeros que admiten s incrustaciones reales y 2¢ incrustaciones complejas,
llamadas variedades OT de tipo (s,t), y mostraron que para t = 1 estas variedades admiten
métricas localmente conforme Kahler. Estas variedades han mostrado ser muy importantes en
geometria compleja, en particular son un contraejemplo a una conjetura de Vaisman sobre los
nimeros de Betti de variedades LCK compactas. Ademds, Kasuya probé en [95] que las varieda-
des OT pueden describirse como solvariedades y usando esta descripcion prob6 que no admiten
ninguna métrica Vaisman.

» La variedad completamente soluble de Nakamura, introducida en [119], es una variedad compleja
compacta de dimensién que ha sido muy estudiada recientemente (ver por ejemplo [12]). En
particular, es una solvariedad no Kéhler que es cohomolégicamente Kéahler [51].

» En [50] se exhiben soluciones de las ecuaciones supersimétricas de tipo II A en solvariedades
de dimensién 6 que admiten una estructura simpléctica invariante half-flat. En [124] se da un
ejemplo de una solvariedad compleja de dimensién 6 que admite muchas soluciones invariantes
al sistema de Strominger con respecto a cierta familia de conexiones hermitianas en la condiciéon
de cancelacién de anomalias de Green-Schwarz. Més atn, algunas de estas soluciones satisfacen
ademads las ecuaciones heteréticas de movimiento.

Muchas propiedades globales de las nilvariedades no pueden generalizarse a las solvariedades, razén
por la cual estas variedades contintian siendo ampliamente estudiadas. Por ejemplo, un resultado
probado por Nomizu dice basicamente que la cohomologia de una nilvariedad puede ser calculada
usando formas diferenciales invariantes, dado que es isomorfa a la cohomologia de su dlgebra de Lie
[120]. Desafortunadamente esto no es cierto en general para una solvariedad, salvo en casos particulares,
por ejemplo cuando el grupo de Lie es completamente soluble [86] o cuando se satisface la “condicién
de Mostow” [117]. Otra diferencia es que en general no es sencillo determinar si un grupo de Lie soluble
unimodular admite un reticulo, en contraste con la existencia de un criterio preciso para grupos de
Lie nilpotentes probado por Malcev [109].
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Como una primera pequena ilustracion del fenémeno de que las solvariedades pueden servir como
fuente de ejemplos para estudiar distintas geometrias, en esta tesis estudiamos la existencia de ciertos
tipos de Ga-estructuras en cierta familia de solvariedades de dimensién 7 equipadas con una métrica
plana.

Dada una variedad diferenciable M de dimensién 7, una (Ge-estructura en M es una 3-forma
diferenciable ¢ en M que cumple cierta condicién de positividad. Una tal 3-forma induce una métrica
Riemanniana g,, un operador estrella de Hodge *,, y una forma de volumen vol, en M.

Las Gs-estructuras pueden dividirse en clases caracterizadas de acuerdo a la anulacién de ciertos
tensores que involucran las derivadas exteriores dy y dx,¢ [49]. Por ejemplo, una Ga-estructura se
dice cerrada si dep =0y se dice cocerrada si dx,¢ = 0. La torsién intrinseca de una Ga-estructura ¢
se puede identificar con la derivada covariante V¥, donde V¥ denota la conexién de Levi-Civita de
ge- Por un teorema clésico de Fernandez-Gray [49], V¥ se anula idénticamente si y sélo si dp =0y
dx,¢ = 0. En este caso la Ga-estructura ¢ en M se dice libre de torsion.

La importancia de las Ga-estructuras libres de torsion proviene tanto de su relevancia histérica
como de sus buenas propiedades topologicas. En 1955, el teorema de clasificacion de Berger [24] sugirié
que G4 podria ser el grupo de holonomia de cierta variedad riemanniana de dimensién 7. Sin embargo,
hasta 1984 no se conocié ningin ejemplo de una tal variedad. Los primeros ejemplos de variedades
no compactas de dimensién 7 con holonomia G9 fueron construidos por Bryant [34]. Alrededor de
1994, Joyce encontré los primeros ejemplos compactos [93]. En relacién a la topologia de variedades
equipadas con Ga-estructuras libres de torsion, se deduce del principio de holonomia que si ¢ es libre
de torsion entonces Hol(g,) ¢ Ga, y en el caso compacto la igualdad se cumple si y sélo si (M)
es finito [93]. Ademads, cuando la Ga-estructura es libre de torsién, la métrica inducida g, resulta
Ricci-plana. Asi, de acuerdo con [3], si g, es homogénea entonces g, es plana.

Un posible enfoque para encontrar Ga-estructuras libres de torsién es construir un flujo de Ga-
estructuras el cual bajo ciertas condiciones converja a una estructura libre de torsion. Este fue el
enfoque original de Bryant al introducir el flujo laplaciano de Ga-estructuras cerradas [35]. Luego,
Karigiannis, McKay y Tsui introdujeron el coflujo laplaciano de Go-estructuras cocerradas [94]. Estos
dos flujos comparten la propiedad de que los puntos fijos son precisamente las Gs-estructuras libres
de torsién. Esto resalta la importancia de encontrar Ga-estructuras cerradas y cocerradas para luego
evolucionarlas. Otro tipo de flujos que han sido considerados recientemente son los flujos isométricos
de Ga-estructuras, es decir, flujos que preservan la métrica pero que modifican la Ga-estructura (un
resumen de progresos recientes puede encontrarse en [81]). Por ejemplo, uno puede considerar la
evolucion de la 3-forma ¢ mediante la ecuacién

%@(t) = LdivTW(t) (*(p(t)go(t)h
@(0) = o,

donde el campo vectorial div T, es la divergencia del tensor de torsién total T, (ver (2.1.3) abajo). Es
claro que las Ga-estructuras con div 7, = 0 son puntos criticos de la ecuacién anterior. Se sabe ademas
que las G-estructuras cerradas satisfacen div7T, = 0 [81].

El otro interés que tenemos en gran parte de esta tesis es estudiar ciertos aspectos de geometria
(casi) compleja. Recordemos que una estructura casi compleja en una variedad diferenciable M es
un tensor J € End(TM) que satisface Jg = —Idg,m para todo p € M. Si ademds M admite una
métrica riemanniana g de modo que J es ortogonal respecto a g, entonces el par (J,g) se llama una
estructura casi hermitiana y (M, J, g) una variedad casi hermitiana. Cuando J es integrable, i.e. J es
la estructura casi compleja asociada a un atlas holomorfo en M que la hace una variedad compleja,
entonces J se dice una estructura compleja y (J,g) se llama una estructura hermitiana. Debido al
teorema de Newlander-Nirenberg, la integrabilidad de J es equivalente a que se anule el tensor de
Nijenhuis asociado a J, esto es, el (1,2)-tensor Ny definido por

N(X,Y)=[X, Y]+ J([JX,Y]+[X,JY]) - [JX,JY], X,Y eX(M).
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Un campo de estudio muy activo en la geometria (casi) compleja es la bisqueda de métricas (casi)
hermitianas que poseen propiedades especiales. Las variedades Kéhler estan definidas por VZ¢J = 0
donde V¢ denota la conexién de Levi-Civita asociada a ¢, o equivalentemente por dw = 0, donde
w = g(J--) es la forma fundamental (o forma de Kéhler) asociada a (.J,g). Estas son las variedades
hermitianas més estudiadas, puesto que yacen en la interseccion de la geometria compleja, simpléctica,
diferencial, y algebraica, y debido a esta interacciéon poseen muchas propiedades geométricas interesan-
tes. Muchas variedades complejas importantes son Kéhler. Sin embargo, la existencia de una métrica
Kahler impone fuertes obstrucciones topoldgicas a la variedad cuando es compacta, por ejemplo sus
numeros de Betti impares deben ser pares. En consecuencia, muchas variedades complejas compactas
conocidas no admiten ninguna métrica Kéhler; por ejemplo, las variedades de Hopf S' x S?"*! con
n > 1. En la btsqueda de ejemplos simplemente conexos, Calabi y Eckmann mostraron que existen
estructuras complejas en las variedades S?P*! x S29*1 con p,q > 1, pero que éstas no admiten ninguna
métrica Kéahler.

Para entender mejor la geometria hermitiana no Kéhler se han adoptado diferentes enfoques.

Una manera es, dada una variedad riemanniana (M, g) de dimensién 2n, tratar de detectar una
estructura casi compleja éptima desde un punto de vista variacional. Asumiendo que existe al menos
una estructura casi compleja compatible con la métrica, la idea es considerar funcionales definidos en
el espacio de estructuras casi complejas ortogonales en M y luego buscar extremos de estos funcionales.
Un funcional natural que ha sido analizado en [157, 158] es el funcional de energia de Dirichlet E,
definido por

B(J) = [ |vEC |2 voly,

cuando M es compacta?. El primer paso en la biisqueda de minimos (locales) es calcular los puntos
criticos del funcional E, llamados estructuras casi complejas arménicas. Fue probado en [157] (ver
también [158]) que una estructura casi compleja ortogonal J es arménica si y sélo si

[J,V'VJ] =0,

donde V*V.J es el Laplaciano de conexién de J definido por V*VJ = Tr v2J.

De la definiciéon de E se sigue que las estructuras Kéahler son armonicas; de hecho, son minimos
absolutos. En el contexto hermitiano méas general, recordamos que las estructuras casi hermitianas
fueron agrupadas en clases por Gray y Hervella en [80], en base a las propiedades del tensor asociado
vEiCuw (ver §3.2). Ya fue demostrado que las estructuras casi complejas en algunas de estas clases
resultan siempre armonicas; por ejemplo, las variedades nearly Kihler en [158] (tales como S° con la
estructura casi compleja inducida por la multiplicacién octoniénica), y las balanceadas o localmente
conforme Kéhler en [73], asumiendo que la dimensién de la variedad compleja es mayor que 2. Otros
ejemplos de estructuras complejas armoénicas aparecen en las variedades de Calabi-Eckmann [158].
Ademas, en [44, 45, 46] han sido estudiadas las estructuras casi complejas arménicas en variedades
riemannianas de dimensién 4. Més recientemente, He y Li introdujeron en [87] el flujo armdnico
del calor para estructuras casi complejas compatibles con una métrica riemanniana fija, el cual es
una version tensorial del mapa arménico de la ecuacién del calor primeramente estudiado por Eells-
Sampson [48]. Mas sobre estructuras casi complejas arménicas puede encontrarse en, por ejemplo,
[29, 44, 45, 107, 108].

La ecuacién [J,V*VJ] = 0 es dificil de verificar en una variedad casi hermitiana genérica, es
por ello que en esta tesis nos enfocamos en estudiarla en primer lugar en una familia particular
de solvariedades compactas. Notemos que al considerar solvariedades equipadas con estructuras casi
hermitianas inducidas por una estructura casi hermitiana invariante a izquierda en el grupo de Lie G,

4 . .2 < ez

En una variedad no compacta, uno puede tomar la ecuacién de Euler-Lagrange [J, V*VJ] =0 como la definicién de
armonicidad, o definir la energia en un subconjunto abierto de clausura compacta y considerar variaciones con soporte
compacto incluidas en este subconjunto, y la ecuacién resultante en el abierto es la misma que en el caso compacto.
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basta con verificar la ecuacién [J, V*VJ] = 0 en las correspondientes algebras de Lie y asi, la condicién
de armonicidad se transforma en una condicién puramente algebraica. Este problema puede seguir
resultando dificil de trabajar en general, por lo que nos restringimos a estudiar solvariedades casi
abelianas equipadas con una estructura casi hermitiana invariante. Una solvariedad T'\G se dice casi
abeliana si G es un grupo de Lie casi abeliano, esto es, su algebra de Lie g posee un ideal abeliano
de codimensién uno. Esta clase de solvariedades ha sido intensamente estudiada en la actualidad y
algunos resultados acerca de su geometria (casi) hermitiana pueden encontrarse en [8, 15, 56, 55, 100].
La ventaja de trabajar en estas solvariedades es que cualquier dlgebra de Lie casi abeliana de dimensién
2n estd completamente determinada por una matriz real A de tamafio (2n —1) x (2n - 1), lo cual
nos permite por ejemplo interpretar la condicién de armonicidad en términos de A. De esta manera
proporcionamos varios ejemplos de estructuras casi complejas armoénicas que yacen en diferentes clases
de Gray-Hervella, tanto en dimensiéon 4 como en dimensién 2n > 6.

Otro enfoque posible muy adoptado es debilitar la condiciéon de Kéhler dw = 0. Por ejemplo, las
métricas balanceadas se definen por la condicién dw™ ! = 0, donde n es la dimensién compleja de la
variedad, mientras que las métricas localmente conforme Kihler (LCK) se definen por la condicién
dw = 0 A w, donde 0 es una 1-forma cerrada llamada la forma de Lee. Las métricas balanceadas
corresponden a la clase Wi en la clasificacién de Gray-Hervella [80], y su estudio comenz6 con el trabajo
de Michelsohn [112]. Por otro lado, las métricas LCK corresponden a la clase Wy en la clasificaciéon de
Gray-Hervella [80], y fueron ampliamente estudiadas a partir de un trabajo fundacional de Vaisman
[150]. Otras condiciones que involucran a los operadores 9 y 9 son: strong Kéihler with torsion (SKT),
definidas por 9w = 0; astheno-Kdihler, definidas por 99w™ 2 = 0; Gauduchon, definidas por 90w™ ' = 0,
y su generalizacién k-Gauduchon definidas por 90w* A w™*1 =0, con 1 < k <n.

Muchas de estas métricas hermitianas han sido estudiadas en las variedades de Calabi-Eckmann.
Por ejemplo, Michelsohn probé que las variedades de Calabi-Eckmann S?P*! x §2¢*1 con p+¢ > 1,
no admiten ninguna métrica balanceada debido a razones homolégicas [112]. Por otra parte, Wood
mostré en [158] que las variedades de Calabi-Eckmann S?P*! x S?4*! equipadas con la métrica producto
de las métricas redondas son LCK si y sélo si p=0 o g = 0. Méas recientemente, Cavalcanti establecio
en [38] que S! x S? y S3 x S? son las tinicas variedades de Calabi-Eckmann que admiten métricas
SKT no Kéhler. Cabe resaltar que muchas de estas propiedades hermitianas de las variedades de
Calabi-Eckmann fueron probadas usando fuertemente las propiedades geométricas de las esferas (por
ejemplo, su (co)homologia, el hecho de que las métricas redondas poseen curvatura seccional constante,
la existencia de la fibracién de Hopf S?"*! — CP", etcétera).

Un tercer enfoque para entender mejor las variedades hermitianas no Kéhler es considerar co-
nexiones que preserven la estructura hermitiana, es decir, que tanto la métrica riemanniana como la
estructura compleja sean paralelas con respecto a dicha conexién. Una tal conexiéon se dice hermitiana.
Se sabe que la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica hermitiana es una conexién hermitiana si
y sélo si la variedad es Kéhler, por lo que en el contexto no Kéhler debemos buscar otras conexiones.
De hecho, en cualquier variedad hermitiana existen infinitas conexiones hermitianas, pero hay una
unica que satisface la condicién extra de que su torsion, considerada como un tensor de tipo (0,3)
al contraer con la métrica, es una 3-forma [25]. Esta conexién, que denotaremos por vB, es llamada
la conexion de Bismut, aunque en la literatura fisica se le suele llamar conexion Kdhler con torsion
(o KT), y mds recientemente también se le ha dado el nombre de conexidn de Strominger. Dado
que la estructura compleja y la métrica hermitiana son ambas V?-paralelas tenemos que el grupo de
holonomia asociado Hol? estd contenido en U(n), donde 2n es la dimensién real de la variedad. En
particular, las variedades hermitianas de dimensién 2n cuya holonomia de Bismut (restringida) esta
contenida en SU(n) han despertado mucho interés (ver por ejemplo [10, 52, 75, 76, 90, 148]). Estas
variedades se conocen como variedades Calabi-Yau con torsion (CYT para abreviar), y aparecen en
teoria heterética de cuerdas, relacionadas al sistema de Strominger en dimensién 6 [88, 137]. La con-
dicién de ser CYT es equivalente a que se anule la forma de Bismut-Ricci (ver (4.5.4) méas abajo para
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su definicién). Cabe notar que las variedades Bismut planas (i.e. cuando la curvatura de Bismut R
es nula) han sido caracterizadas recientemente en [154]: si M es una variedad hermitiana compacta
con conexién de Bismut plana, entonces su cubrimiento universal es un grupo de Lie G equipado con
una métrica bi-invariante y una estructura compleja invariante a izquierda compatible con la métrica.
En particular, G es el producto de un grupo de Lie semisimple compacto y un espacio vectorial real.

Las variedades de Calabi-Eckmann resultan ser un caso particular de una construcciéon desarrollada
de manera independiente por Tsukada [145] y Watson [155], quienes establecieron la existencia de
una familia de estructuras hermitianas (Jq4,9q5) en el producto de dos variedades sasakianas, para
a,beR, b+0. En esta tesis adoptamos los tres enfoques antes mencionados para estudiar propiedades
geométricas de la familia de estructuras hermitianas (Jyp,9.5) €n el producto de dos variedades
sasakianas, con la intencién de generalizar propiedades de las variedades de Calabi-Eckmann.

Finalmente, estudiamos otro invariante importante de una variedad compleja: su fibrado canénico.
Dada una variedad compleja (M, J) con dimc M = n, su fibrado canénico K); se define como la
n-ésima potencia exterior de su fibrado cotangente holomorfo, y es un fibrado de lineas holomorfo
sobre M. Este fibrado de lineas es holomérficamente trivial cuando existe una (n,0)-forma nunca
nula que es holomorfa (o equivalentemente, cerrada). Las variedades complejas con fibrado canénico
holomoérficamente trivial son importantes en geometria diferencial y otras areas. Por ejemplo, una
variedad Kéhler compacta M con holonomia riemanniana global contenida en SU(n) posee fibrado
canénico holomoérficamente trivial. Més generalmente, cualquier variedad de Calabi-Yau (i.e., una
variedad Kéhler compacta M con ¢1(M) =0 en H?(M,R)) posee fibrado canénico holomérficamente
de torsion, esto es, Kf\?f es trivial para algin k € N. En fisica teorica, las variedades complejas con
fibrado candnico holomérficamente trivial aparecen en el estudio del sistema de Hull-Strominger. En
efecto, en dimension 6 las soluciones de este sistema ocurren en variedades complejas compactas M
equipadas con una métrica hermitiana especial (no necesariamente Kéhler) y con K trivial. De
acuerdo a [144], las variedades compactas complejas con fibrado canénico holomérficamente de torsiéon
tienen primera clase de Bott-Chern nula, cfc =0, y por lo tanto son ejemplos de variedades no Kdhler
Calabi- Yau.

Una gran familia de variedades compactas con fibrado candnico trivial estd dada por las nilva-
riedades I'\G equipadas con una estructura compleja invariante. En efecto, fue probado en [20] que
todo grupo de Lie nilpotente simplemente conexo G admite una (n,0)-forma holomorfa invariante a
izquierda no nula o (con dimg G = 2n), usando una base especial de (1,0)-formas invariantes a izquier-
da provista por Salamon en [131]. Como o es invariante a izquierda, induce una seccién trivializante
de Kr\g para cualquier reticulo I' c G.

El paso natural siguiente es estudiar solvariedades I'\G equipadas con estructuras complejas inva-
riantes (o solvariedades complejas, para abreviar). En este caso, se sabe que pueden ocurrir diferentes
fenémenos. Por ejemplo:

= FExisten solvariedades complejas que admiten una seccién trivializante invariante del fibrado
canodnico, igual que en el caso de las nilvariedades. Una clasificacién de las algebras de Lie
asociadas a estas solvariedades en dimensién 6 puede encontrarse en [54].

= Hay solvariedades complejas de dimension 4 que no poseen fibrado canodnico trivial. En efec-
to, consideremos el grupo de Lie simplemente conexo G cuya algebra de Lie tiene una base
{ep,e1,€2,e3} con corchetes de Lie

1
[60,61] =eq, [60,62] = —562 + beg, [60,63] = —beg — 563’

para algtin b € R. El grupo de Lie G admite una estructura compleja invariante a izquierda dada
por Jeg = e1,Jea = e3, y admite reticulos para algunos valores de b # 0. Para cualquier reticulo
I’ en G, la solvariedad compleja correspondiente I'\G es una superficie de Inoue de tipo Sy (ver
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por ejemplo [84]) y es sabido que una tal superficie no posee fibrado canénico trivial. Esto se
debe a que las tnicas superficies complejas compactas que tienen fibrado canoénico trivial son las
superficies K3 y las superficies de Kodaira primarias.

En esta tesis exhibimos un fenémeno diferente en relaciéon al fibrado canénico de las solvariedades
complejas, que segin nuestro conocimiento es novedoso. En efecto, en el Ejemplo 5.1.2 mostramos
una solvariedad compleja con fibrado canodnico trivial tal que la seccién trivializante es no invariante.
Este ejemplo es nuestra motivaciéon principal, pues muestra que al estudiar la trivialidad del fibrado
canodnico de solvariedades complejas debemos afrontar el problema en dos etapas. Primero, debemos
determinar si una solvariedad compleja admite una seccién trivializante invariante o no, y si este no
es el caso, debemos buscar (si existen) secciones trivializantes no invariantes.

Dado que una seccién trivializante del fibrado canénico de (I'\G, J) da origen, via pullback, a una
seccion trivializante de (G, J), podemos trabajar a nivel del grupo de Lie. Asimismo, si (G,.J) admite
una seccion trivializante de K¢ invariante a izquierda, entonces para todo reticulo I' ¢ G la solvariedad
compleja (I'\G, J) posee fibrado canénico trivial dado que la seccién trivializante pasa al cociente. Por
otro lado, si (G,J) admite una seccién trivializante no invariante, entonces debemos determinar si
esta seccidn es invariante por la accién de I' o no; si este es el caso entonces la seccién induce una
seccion trivializante en el cociente por lo que Kt\g es trivial.

Es importante destacar que nuestro interés principal es estudiar solvariedades complejas pero cuan-
do sea posible probamos resultados en general para cocientes compactos de grupos de Lie simplemente
conexos (no necesariamente solubles) equipados con estructuras complejas invariantes a izquierda.

A continuacién describimos mas en detalle los contenidos de cada capitulo de esta tesis.

El Capitulo 1 es introductorio y tiene como finalidad presentar, de manera breve y lo mas autocon-
tenida posible, las nociones bésicas de geometria (casi) compleja, estructuras casi complejas armonicas,
y solvariedades, asi como también aquellos resultados clasicos que nos resultaran de interés luego.

En el Capitulo 2 nuestro objetivo es estudiar la existencia de Gs-estructuras cerradas, cocerradas,
libres de torsiéon y también de divergencia nula, en el contexto de las solvariedades planas, las cuales se
enmarcan en la clase mas amplia de variedades compactas planas. Estas estan bien entendidas debido
a tres teoremas clasicos de Bieberbach, y han sido 1tiles para estudiar diferentes fenémenos en geome-
tria. Por ejemplo, preguntas acerca de isospectralidad (vedse [111] y sus referencias), métricas Kéhler
planas con holonomia en SU(n) [47], entre otras preguntas. La clase de las solvariedades planas yace
en la interseccién entre la teoria de solvariedades y la de variedades compactas planas, proveyendo asi
una buena interaccion entre ellas. Ademas, esta clase es lo suficientemente rica como para producir una
coleccién diversa de ejemplos. Nos centraremos en una clase particular de solvariedades planas, con-
cretamente las de tipo split, las cuales poseen cierta estructura que permite clasificarlas. Comenzamos
dando en §2.1 las definiciones y algunos resultados bésicos de geometria G y variedades compactas
planas. En §2.2 seguiremos el enfoque considerado en [142, 143] para clasificar las solvariedades planas
split de dimensién n, para n < 6. Imitamos estas ideas para realizar esta clasificacién en dimensién 7
con el propdésito de obtener ejemplos explicitos para estudiar la geometria G2 en solvariedades planas.
La clasificacion se divide en dos casos, puesto que veremos que los grupos de Lie simplemente conexos
de dimensién 7 que admiten una métrica invariante a izquierda plana son de la forma R x R® (casi
abeliano) o R? x R®. En §2.3 nos dedicamos a estudiar la existencia de G-estructuras en R x R® y en
R? x R®. En el primer caso encontramos ejemplos de variedades compactas planas equipadas con una
Gs-estructura libre de torsién tal que el grupo de holonomia de la métrica subyacente es ciclico, finito
y contenido en Gy. En el segundo caso probamos que no hay Ga-estructuras cerradas invariantes, y
mostramos que todas las solvariedades planas split de dimensiéon 7 admiten Ga-estructuras cocerradas
y de divergencia nula, respectivamente.

El objetivo del Capitulo 3 es estudiar la existencia de estructuras casi complejas armoénicas en
un subconjunto de solvariedades equipadas con métricas riemannianas invariantes. En efecto, nos



22 INTRODUCCION

restringiremos al caso de solvariedades casi abelianas. El capitulo se estructura de la siguiente manera:
En §3.1 caracterizamos las algebras de Lie casi abelianas equipadas con una estructura casi hermitiana
cuya estructura casi compleja es armoénica (Teorema 3.1.3). En §3.2 describimos de manera unificada
las clases de Gray-Hervella en dlgebras de Lie casi abelianas de modo que podamos entender mejor la
relacion entre la condiciéon de armonicidad y la geometria casi hermitiana de tales algebras de Lie. Este
estudio es llevado a cabo en §3.3, seccion que estd completamente dedicada a dar ejemplos de diferentes
fenémenos combinando la armonicidad y las propiedades de las distintas clases de Gray-Hervella. En
particular, recuperamos la conocida estructura casi Kéhler en la variedad de Kodaira-Thurston definida
por Abbena en [1]. Esta variedad es un ejemplo de una nilvariedad casi abeliana equipada con una
estructura casi hermitiana invariante, cuya estructura casi compleja es armoénica debido a un resultado
de [158]. Por tltimo, analizamos también la relacion entre la armonicidad y la geometria SKT, la cual
no es una clase de Gray-Hervella pero como ya mencionamos, ha sido muy estudiada recientemente.

En el Capitulo 4 nos salimos del &mbito de las solvariedades con el objetivo de generalizar algunas
de las propiedades geométricas de las variedades de Calabi-Eckmann mencionadas arriba al producto
de dos variedades sasakianas arbitrarias, dado que es sabido que las esferas de dimensién impar poseen
una estructura sasakiana canénica. Morimoto probé en [116] que el producto de dos variedades de casi
contacto normales posee una estructura compleja natural. Esto fue después generalizado de manera
independiente por Tsukada [145] y Watson [155], quienes establecieron la existencia de una familia de
estructuras complejas J,, para a,b € R, b # 0, que en el caso de las variedades de Calabi-Eckmann
corresponden a las estructuras complejas en S?*! x 241 definidas en [37]. Ademés, mostraron que
existe una familia de métricas hermitianas compatibles g, ;. En este trabajo consideramos el producto
de dos variedades sasakianas y las estructuras hermitianas correspondientes (J, 5, ga,5) seran el objeto
central de estudio durante el capitulo. Un segundo objetivo del capitulo es estudiar la conexién de
Bismut asociada a la estructura hermitiana (J, 4, gqp). Concretamente, estudiamos cudndo se anulan
el tensor de Bismut-Ricci Ric? y la forma de Bismut-Ricci pP, respectivamente. Veremos que estas
condiciones estan estrechamente relacionadas con una clase particular de variedades sasakianas, llama-
das n-Einstein. Una variedad sasakiana se dice n-Einstein si el tensor de Ricci de la métrica sasakiana
satisface Ric = Ag+vn®mn para ciertas constantes A\, v € R, donde 7 es la 1-forma dual al campo vectorial
de Reeb. El capitulo se estructura de la siguiente manera. En §4.1 recordamos nociones bésicas de
variedades sasakianas y su geometria transversal, y presentamos algunos resultados preliminares. En
§4.2 estudiamos la conexién de Levi-Civita de la métrica g, en el producto Sy x Sz, donde St y So
son variedades sasakianas, y usamos esto en §4.3 para mostrar que J, es armoénica en (St x S2,gqp)
(Teorema 4.3.1). Luego, en §4.4, estudiamos las condiciones balanceada, LCK, SKT y k-Gauduchon
(k >2) en S1xSa. Demostramos en el Teorema 4.4.8 que la estructura hermitiana (Jq 4, gqp) €n S1xSa
siempre es Gauduchon (i.e. (n —1)-Gauduchon) y que es k-Gauduchon (2 < k <n—2) si y sélo si es
astheno-Kéhler. Esto complementa el resultado de [61], donde se prob6 que (Jq 5, ga ) €s 1-Gauduchon
si y sélo si es astheno-Kéhler. La condicién astheno-Kéahler fue previamente caracterizada en [110].
Finalmente, en §4.5 proporcionamos una férmula explicita para la conexién de Bismut asociada a
(Ja b, Ya,p) €n términos de las conexiones caracteristicas en S y So. Como una aplicacién de tener esta
férmula explicita, damos férmulas para el tensor de Bismut-Ricci Ric? y la forma de Bismut-Ricci
pB, y determinamos cudndo se anulan (Teoremas 4.5.6 y 4.5.12, respectivamente). Mds precisamente,
mostramos que Ric”® = 0 o pP = 0 valen si y s6lo si ambos factores sasakianos S; y S son 7-Einstein
con ciertas constantes apropiadas (A1,v1) y (A2, 12); y exhibimos ejemplos de estructuras hermitianas
(Jab, Ga,p) CON Ric® =00 pB =0, lo cual conlleva a nuevos ejemplos de estructuras CYT.

En el Capitulo 5 estudiamos el fibrado candnico de una solvariedad compleja. En primer lugar, en
§5.2, dado un grupo de Lie G munido de una estructura compleja invariante a izquierda J, tratamos
el problema de decidir si existe o no una seccién trivializante de K que sea invariante. Probamos en
el Teorema 5.2.1 que la existencia de una tal forma es equivalente a que se anule idénticamente la 1-
forma v en el dlgebra de Lie g = Lie(G), definida de manera natural por ¢(z) = Tr(Jadz)-Trad(Jx),



23

para x € g. Esta caracterizacion algebraica nos permite recuperar algunos resultados conocidos en la
literatura (por ejemplo, cudles solvariedades complejas casi abelianas tienen fibrado canénico trivial
[55]), asi como también obtener nuevos resultados: la trivialidad del fibrado canénico de cualquier
solvariedad compleja equipada con una estructura compleja abeliana (Corolario 5.2.7) y condiciones
que aseguran que el fibrado canénico de una cierta familia de solvariedades complejas casi nilpotentes
(consideradas en [57]) es trivial (Proposiciones 5.2.11 y 5.2.14). En relacién al caso en que el fibrado
canénico es holomérficamente de torsién, mostramos que si (I'\G, J) admite una seccién trivializante
invariante de alguna potencia de K\ entonces el fibrado canénico Kty admite una seccién triviali-
zante invariante. Luego pasamos a considerar el caso en que la seccién trivializante no es invariante.
En §5.3 probamos que dos secciones trivializantes del fibrado canénico de un grupo de Lie G equipado
con una estructura compleja invariante a izquierda difieren en una funcién holomorfa nunca nula en
G (Lema 5.3.1). Esto implica que las secciones trivializantes del fibrado canénico de una variedad
compleja compacta I'\G son, o bien todas invariantes o bien todas no invariantes (Corolario 5.3.2).
Nos restringimos entonces al caso soluble y mostramos que todo grupo de Lie soluble simplemente
conexo equipado con una estructura compleja J invariante a izquierda posee fibrado canénico trivial,
probablemente mediante una seccién trivializante no invariante (Teorema 5.3.6). Sin embargo, si G
admite un reticulo I', esta seccién trivializante puede no ser invariante por la accién de I', y es dificil en
general determinar si existe otra invariante por I'. En §5.4 nuestro objetivo es dar nuevos ejemplos de
solvariedades complejas con fibrado candnico trivial, mediante secciones no invariantes. Con el fin de
acotar esta busqueda de ejemplos, primero proporcionamos una obstruccién algebraica en términos de
la 1-forma v que vale para cualquier grupo de Lie G con una estructura compleja invariante a izquier-
da. En efecto, explotando la relacién de 9/ con la forma de Chern-Ricci de cualquier métrica hermitiana
invariante, y usando el proceso de simetrizacién de Belgun, probamos en el Teorema 5.4.2 que si una
variedad compleja compacta I'\G tiene fibrado canénico trivial (o mas generalmente holomérficamente
de torsién) entonces 1) se anula en el conmutador [g,g] donde g = Lie(G). Como aplicaciéon de esta
obstruccion recuperamos el hecho conocido de que los grupos de Lie compactos semisimples equipados
con una estructura compleja invariante a izquierda no poseen fibrado canénico holomérficamente de
torsién (Proposicion 5.4.8). Asimismo, esta obstruccién nos provee de una manera 1til para encontrar
una seccién trivializante explicita del fibrado canénico de una solvariedad compleja en ciertos casos
(Proposicién 5.4.10). Aplicamos esta construccién para luego exhibir algunos ejemplos (uno de ellos
en la variedad compleja paralelizable de Nakamura). En la tltima seccién del capitulo consideramos
un grupo de Lie G equipado con una estructura hipercompleja invariante a izquierda {Jy,Jo, J3} y
estudiamos la trivialidad del fibrado candnico de las variedades complejas (G, J,), a =1,2,3, o de sus
correspondientes cocientes compactos por reticulos. Recordemos que una estructura hipercompleja en
una variedad M es una terna de estructuras complejas {Ji, J2, J3} que satisfacen las reglas de multi-
plicacion de los cuaterniones: J3 = J1Jo = —JoJ1; si M admite una tal estructura entonces la dimension
de M es un miltiplo de 4. Primero probamos en el Teorema 5.5.1 que si {Ji, J2, J3} es una estruc-
tura hipercompleja invariante a izquierda en G y (G, J,) admite una seccién trivializante invariante
a izquierda de su fibrado candnico para algin « = 1,2, 3, entonces el fibrado candnico de (G, Jg) es
trivial via una seccién invariante a izquierda para todo 8 =1,2,3, y lo mismo sucede para cualquier
cociente compacto asociado I'\G con la estructura hipercompleja inducida. A continuacién mostramos
que este resultado falla para solvariedades hipercomplejas si la seccién trivializante de (I'\G, J,) no
es invariante. En efecto, en el Ejemplo 5.5.3 exhibimos solvariedades complejas (I'\G, {J1, J2, J3}) de
dimensién 8 tales que (I'\G, J1) tiene fibrado canénico trivial pero los fibrados canénicos de (I'\G, J2)
y (I'\G, J3) son ambos no triviales. Este ejemplo ademds provee una respuesta negativa a una pregunta
de M. Verbitsky en [151].
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Resumen de resultados originales obtenidos

El Capitulo 2 corresponde al siguiente articulo:

e A. Tolcachier, Ga-structures on flat solvmanifolds, Abh. Math. Semin. Univ. Hambg. 92 (2022),
179-207.
Alli se obtienen los siguientes resultados:

» Clasificacién de solvariedades planas casi abelianas de dimensién 7 (Teorema 2.2.2).

= Clasificacién de solvariedades planas split no casi abelianas (i.e. asociadas a g = R? x R%) de
dimensién 7 (Teorema 2.2.3).

» Existencia de Ga-estructuras cerradas y cocerradas (en particular libres de torsién) en solvarieda-
des planas casi abelianas de dimensién 7 (Proposicién 2.3.1, Teorema 2.3.3 y Proposicién 2.3.4).

= FEjemplos de solvariedades casi abelianas planas con holonomia ciclica finita contenida en Gj
(Tabla 2.2).

= No existencia de Ga-estructuras cerradas invariantes en solvariedades planas split no casi abe-
lianas (Proposicion 2.3.6).

» Existencia de Gs-estructuras cocerradas y con divergencia nula, respectivamente, en todas las
solvariedades planas split no casi abelianas de dimensién 7 (Proposicién 2.3.7, Teorema 2.3.9,
Tabla 2.1).

El Capitulo 3 corresponde al siguiente articulo:

e A. Andrada, A. Tolcachier, Harmonic almost complex structures on almost abelian Lie groups and
solvmanifolds, Ann. Mat. Pura Appl. (2023), DOI: https://doi.org/10.1007/s10231-023-01392-1.
Alli se obtienen los siguientes resultados:

» Caracterizacion de estructuras casi complejas ortogonales armonicas en algebras de Lie casi
abelianas (Teorema 3.1.3).

» Caracterizacion de las clases de Gray-Hervella de estructuras casi hermitianas (J, (-,-)) en alge-
bras de Lie casi abelianas (dimensién > 6 en Teorema 3.2.2 y dimensién 4 en Corolario 3.2.3).

» Ejemplos de estructuras casi complejas ortogonales armonicas (y no armonicas) que yacen en
cada clase de Gray-Hervella (excepto Kéhler, balanceadas y LCK, en cuyo caso siempre son
armonicas) (§3.3).

» Caracterizacién de estructuras casi complejas ortogonales armoénicas SKT (Proposicién 3.3.14).

El Capitulo 4 corresponde al siguiente trabajo:

e A. Andrada, A. Tolcachier, Harmonic complex structures and special Hermitian metrics on products
of Sasakian manifolds. Preprint (2023), arxiv:2301.09706.
Alli se obtienen los siguientes resultados:

» Armonicidad de la estructura compleja J,; con respecto a la métrica hermitiana g, en el
producto de dos variedades sasakianas (Teorema 4.3.1).

= La estructura hermitiana (J,p,g4) en un producto de dos variedades sasakianas de dimension
compleja > 2 no es balanceada (Proposicién 4.4.2).


https://link.springer.com/article/10.1007/s12188-022-00261-7
https://link.springer.com/article/10.1007/s10231-023-01392-1
https://doi.org/10.1007/s10231-023-01392-1
https://arxiv.org/abs/2301.09706
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La estructura hermitiana (Jp,gq,s) en un producto de variedades sasakianas Sy x Sy es LCK
(no Kéhler) si y sélo si dim S; =1y dim Se >3 o dim Sy =1 y dim S > 3. Més atin, la estructura
LCK es Vaisman (Proposicion 4.4.4).

La estructura hermitiana (Jy 4, gap) en S x Se es SKT (no Kéhler) si y sélo si dim Sy xS2 =4 o
dim S} =dim Sy =3 y a =0 (Proposicién 4.4.5).

Caracterizacion de las estructuras hermitianas (Jgp, ga,p) €n S1 xSz que son k-Gauduchon, para
2 <k <n-2. Son todas Gauduchon (Teorema 4.4.8 y Proposicién 4.4.9).

Férmula para la conexiéon de Bismut vB asociada a (Jab, Gap) €n S1 x Sy en términos de las
conexiones caracteristicas de las variedades sasakianas S; y Sz (Proposiciéon 4.5.1). Férmulas
para el tensor de Bismut-Ricci Ric? y la forma de Bismut-Ricci p? en términos de las curvaturas
de Ricci, Ric! y Ric? (Teorema 4.5.6, Teorema 4.5.12).

Ric?® = 0 si y s6lo si S; y Sy son ambas 7-Einstein con ciertas constantes (Teorema 4.5.6) y una
reinterpretacion de esta caracterizacién en términos de la existencia de métricas Sasaki-Einstein
(Teorema 4.5.18).

Si (Jup,gap) satisface Ric? = 0 entonces S; x Sy (ambas de dim > 3) no posee fibrado canénico
holomoérficamente trivial (Proposicién 4.5.10).

(Jab, 9ap) €s Calabi-Yau con torsién si y sélo si Sy y So son n-Einstein con ciertas constantes
(Teorema 4.5.12) y una reinterpretacion de esta caracterizacion en términos de si las variedades
sasakianas n-Einstein son positivas, nulas o negativas (Teorema 4.5.19).

Caracterizacion de estructuras hermitianas (Jq 4, 9q) estaticas (Proposicién 4.5.15).

Nuevos ejemplos de variedades compactas con estructuras CYT de la forma (Jgp, gap) €n produc-
tos de cocientes de grupos de Lie (Ejemplo 4.5.23), en productos de variedades Sasaki-Einstein
(Ejemplo 4.5.24) y en enlaces (Ejemplo 4.5.25).

Finalmente, el Capitulo 5 corresponde al siguiente trabajo:

e A. Andrada, A. Tolcachier, On the canonical bundle of complex solvmanifolds and applications to
hypercomplex geometry. Preprint (2023), arxiv:2307.16673.
Alli se obtienen los siguientes resultados:

Existencia de solvariedades complejas con fibrado candnico trivial via una seccién trivializante
no invariante (Ejemplo 5.1.2).

Caracterizacion de la existencia de (n,0)-formas holomorfas no nulas en un algebra de Lie de
dimensién 2n equipada con una estructura compleja (g,.J) en términos de la 1-forma canénica
Y(z) =Tr(Jadz) - Trad(Jz) (Teorema 5.2.1).

Existen (n,0)-formas holomorfas no nulas en un algebra de Lie unimodular de dimensién 2n
equipada con una estructura compleja si y sélo si la subalgebra g'? (o la subalgebra g”!) es
unimodular (Proposicién 5.2.4).

Toda algebra de Lie unimodular de dimensién 2n equipada con una estructura compleja abeliana
admite una (n,0)-forma holomorfa no nula. En particular, toda solvariedad compleja equipada
con una estructura compleja abeliana tiene fibrado canénico trivial (Corolario 5.2.7).

Nuevos ejemplos de solvariedades equipadas con una estructura compleja abeliana en dimension
4dn + 2, n € N, que generalizan a la variedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensién 6
(Ejemplo 5.2.8).


https://arxiv.org/abs/2307.16673
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Caracterizaciéon de la existencia de (n,0)-formas holomorfas no nulas en ciertas algebras de Lie
casi nilpotentes de dimensién 2n consideradas en [55] (Proposicién 5.2.11 y Proposicién 5.2.14).

En un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda (G, J) (o en un
cociente compacto equipado con una estructura compleja invariante) la existencia de una seccién
trivializante invariante de una potencia del fibrado canénico K gk implica la existencia de una
seccién trivializante invariante del fibrado canénico K¢ (Proposicién 5.2.16).

En (G,J), si o es una (n,0)-forma invariante a izquierda no nula en G y f; : G - C* es tal
que fio es cerrada, se cumple para fo: G - C* que fyo es cerrada si y sélo si % es holomorfa
(Lema 5.3.1). En particular, si I' es un reticulo uniforme, las (n,0)-formas cerradas nunca nulas

en (I'\G, J) son, o bien todas invariantes o bien todas no invariantes (Corolario 5.3.2).

Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo G de dimensién 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda J admite una (n,0)-forma cerrada no nula. En particular, el
fibrado canonico de (G, J) es trivial (Lema 5.3.3, Lema 5.3.4, Teorema 5.3.6).

Obstruccién algebraica en términos de 1 para que el fibrado candnico de un cociente compacto de
un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante sea trivial (o més generalmente,
holomérficamente de torsion) (Teorema 5.4.2). Aplicaciones al caso casi abeliano y casi nilpotente
(Corolario 5.4.6).

Nuevo ejemplo de una solvariedad compleja de dimensién 6 cuyo fibrado canénico no es trivial
pero si holomérficamente de torsién (Ejemplo 5.4.5).

Construccién de una (n,0)-forma nunca nula cerrada en un grupo de Lie unimodular soluble sim-
plemente conexo de dimensién 2n equipado con una estructura compleja invariante a izquierda
tal que ¥([g,g]) =0 (Proposicién 5.4.10). Aplicaciones (Ejemplo 5.4.11, Ejemplo 5.4.12).

Dado {G, J1, Jo2, J3} un grupo de Lie con una estructura hipercompleja invariante a izquierda, la
existencia de una seccién trivializante invariante a izquierda de K (g j,), para o = 1,2, 3, implica
la existencia de una seccién trivializante invariante a izquierda de K g, Jz) bara todo 5 y en este
caso cualquier solvariedad compleja asociada (I'\G, Jg) tiene fibrado canénico trivial para todo
B (Teorema 5.5.1, Corolario 5.5.2).

Ejemplo de una solvariedad hipercompleja (I'\G, {Ja}) tal que K(n\g,,) es trivial para algin o
pero K(\g,j,) 1O es trivial para algiin 8 # a. En particular, la solvariedad hipercompleja no es
una SL(n, H)-variedad (Ejemplo 5.5.3).



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introductorio recordaremos nociones basicas y algunos resultados clasicos sobre
geometria (casi) compleja por un lado, sobre estructuras casi complejas arménicas por otro, y por
ultimo sobre solvariedades. Gran parte del capitulo estd basado en [89].

1.1. Variedades complejas

Las variedades complejas se definen andlogamente al caso de las variedades diferenciables reales,
en términos de la existencia de un atlas holomorfo. Mas precisamente tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1.1.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién real 2n.

= Una carta holomorfa en M es un par (U,1) donde U € M es abierto y ¢ : U - C" es un
difeomorfismo entre U y un conjunto abierto de C".

» Un atlas holomorfo es un conjunto de cartas holomorfas {(U;, ;) }ier tales que M = Ui U;, y
si Uy nU; # @, entonces el cambio de coordenadas v;; : ¥;(U; nU;) - ¢;(U; nU;) dado por
ij=1pjo ¥;1 es biholomorfo.

Una wvariedad compleja M de dimension n es una variedad diferenciable real de dimensién 2n equipada

con un atlas holomorfo.

Observacion 1.1.2. No toda variedad diferenciable de dimensién 2n resulta una variedad compleja.
Por ejemplo, toda variedad compleja es orientable.

Definiciéon 1.1.3. Sean M y N dos variedades complejas. Una funciéon continua f: M — N se dice
holomorfa si para cartas holomorfas arbitrarias (U, p) de M y (V,1) de N se tiene que

bofop ™ ip(fTH(V)NU) = o(V)
es holomorfa. Las variedades complejas M y N se dicen biholomorfas si existe un homeomorfismo

holomorfo! f: M — N.

Uno de los resultados méas importantes que utilizaremos acerca de las funciones holomorfas en-
tre variedades complejas es el siguiente, que ademas distingue notablemente la teoria de variedades
complejas de la teoria de variedades diferenciables.

Proposicion 1.1.4. Sea M wuna variedad compleja compacta y conexa. Entonces, cualquier funcion
f: M — C holomorfa es constante.

Este resultado es consecuencia del principio del médulo méaximo para funciones holomorfas en
varias variables.

1 .
La inversa de un homeomorfismo holomorfo resulta holomorfa.
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1.1.1. Fibrados vectoriales holomorfos

En el Capitulo 5 nos centraremos en el fibrado canénico de una variedad compleja, el cual es un
fibrado de lineas holomorfo. Definimos a continuacién un fibrado vectorial holomorfo asi como también
los fibrados vectoriales holomorfos naturales asociados a una variedad compleja: los fibrados tangente
y cotangente holomorfos, el fibrado de p-formas holomorfas, y el fibrado canénico. Para ello, conviene
recordar previamente la definiciéon de fibrado vectorial.

Definicion 1.1.5. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea K = R o C. Un fibrado
vectorial (real o complejo) de rango r sobre M (llamada base del fibrado) es una variedad diferenciable
E (llamada espacio total) junto con una funcién suryectiva 7 : E' — M diferenciable tales que:

(1) Para cada p e M, la fibra E, = 7 (p) posee estructura de K-espacio vectorial de dimensién .

(2) Existe un cubrimiento abierto {Uy }aer de M y difeomorfismos 0, : 771 (U,) = Uy x K" (llamados
trivializaciones locales) que conmutan con la proyeccién pry : Uy x K™ - U, y que ademéds para

. ., O . . .
cada p € U, la aplicacion E, — {p} x K" - K" es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Un fibrado vectorial se dice trivial si existe una trivializacién global #: E - M x K". En este caso
E es difeomorfa a M x K".

Notemos que si p € U, nUg podemos definir las llamadas funciones de transicion gog(p) : K" - K"
dadas por gag(p)(v) = pry(fa o %1(]9, v)). Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.6. Las funciones gog: Ua N Uz — GL(r,K) son diferenciables y satisfacen

- gaa(p) =Id VpeU,,

- gaﬂ(p)gﬁy(p) :gaw(p) VpeUaﬁUﬁﬁU,y.

Un fibrado vectorial (real o complejo) 7 : E - M de rango r estd determinado por sus funciones
de transicién como muestra el siguiente teorema:

Teorema 1.1.7. Sea M una variedad diferenciable y sea {Uy }aer un cubrimiento abierto. Supongamos
que para cada (o, B) € I x I existen funciones diferenciables gop : Uy N Ug - GL(r,K) que satisfacen
las condiciones de la Proposicion 1.1.6. Entonces existe una variedad diferenciable F y una funcién
diferenciable 7 : E - M que hacen a (F,7) un fibrado vectorial sobre K cuyas funciones de transicién

para {Ua} son las {gaﬁ}(a,,@)e]xl-

Un ejemplo bésico e importante de fibrado vectorial (real) es el fibrado tangente el cual estd dado
por las funciones de transicion gog(p) = J ac(gpaocpél )p, donde {(Uq, ¢a) }aer son las cartas coordenadas
de la variedad diferenciable M.

Cuando M es una variedad compleja podemos también introducir la nocién de fibrado vectorial
holomorfo sobre M.

Definicion 1.1.8. Sea M una variedad compleja con dimc M =n. Un fibrado vectorial holomorfo de
rango r sobre M es una variedad compleja F, llamada espacio total, junto con una funcién holomorfa
suryectiva 7 : E' — M tales que

(1) Para cada pe M, la fibra E(p) = 7 (p) posee estructura de C-espacio vectorial de dimensién 7.

(2) Existe un cubrimiento abierto {U,}qer de M y biholomorfismos 0, : 7 1(Uy) = Uy x CT que
conmutan con la proyecciéon pry : Uy x C" - U, y que ademads para cada p € U, la composicién

Oa . . .
E(p) = {p} x C" - C" es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.

Si r =1 se denomina un fibrado de lineas holomorfo.
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En este caso también podemos definir funciones de transicién gqg : Uy N Ug - GL(r,C) definidas
como antes, goz(p)(v) = pry(fs 003 (p,v)), que resultan holomorfas y satisfacen las condiciones de la
Proposicion 1.1.6.

Al igual que para fibrados vectoriales, un fibrado vectorial holomorfo de rango r estd determinado
por sus funciones de transicién. Este hecho nos permite construir naturalmente fibrados a partir de
otros dados. En particular, las construcciones que nos interesan aqui son dos:

e El fibrado dual holomorfo E* de E, cuyas funciones de transiciéon son fag(p) = (gap(p)')™' vy
cuya fibra en p es isomorfa a F(p)*.

e El k-fibrado exterior holomorfo A*E de E, cuyas funciones de transicién vienen dadas por
fas (D) = Gap(p) A A gap(p) (k-veces) y cuya fibra en p es isomorfa a A¥(E(p)). En parti-
cular A"E es un fibrado de lineas holomorfo con fo5(p) = det(gas(p)) € GL(1,C) = C*, llamado
fibrado determinante de E.

Observacion 1.1.9. Todo fibrado vectorial holomorfo es en particular un fibrado vectorial pero no debe
confundirse con un fibrado vectorial complejo. El segundo es simplemente un fibrado vectorial cuyas
fibras son C-espacios vectoriales y las funciones de transicion son C-lineales, mientras que un fibrado
vectorial holomorfo requiere que las mismas sean holomorfas.

Dada una variedad compleja M con dimc M = n, definimos los siguientes fibrados vectoriales
holomorfos naturales:

Definicion 1.1.10.

= Kl fibrado tangente holomorfo de M es el fibrado vectorial holomorfo Ty; de rango n que estd
generado por las funciones de transicién holomorfas g;;(2) = Jacc(gij)op;(2), donde {(Us, i) tier
es un atlas holomorfo y Jacc(yij)(w) € GL(n,C) denota el Jacobiano (complejo) de la funcién
Wij en w € cm.

» El fibrado cotangente holomorfo Ty, es el fibrado dual holomorfo de Tyy.

» El fibrado de p-formas holomorfas APT,;, para 0 < p < n, es el p-fibrado exterior holomorfo de

Tar-
» El fibrado candnico de M es el fibrado de lineas holomorfo Ky := det(7;) = A" (T,;)-

La definicién de Tjs es independiente del atlas holomorfo inicial pues para diferentes elecciones del
atlas se obtienen fibrados isomorfos?. Entonces Tas, Tar v K son invariantes de M.

1.1.2. Estructuras casi complejas e integrabilidad

Veremos que la estructura de variedad compleja queda determinada por un cierto tensor definido
en el espacio tangente de la variedad que satisface una condicion de integrabilidad. Comenzamos dando
la siguiente definicion.

Definicién 1.1.11. Un tensor J € End(7T'M) diferenciable en una variedad diferenciable M que
satisface J2 = —1d es llamado una estructura casi compleja. El par (M, .J) se llama una variedad casi
compleja.

2Dos fibrados vectoriales holomorfos 7g : E — M y mp : ' > M se dicen isomorfos si existe una funcién f: E - F
holomorfa tal que r o f =g y ademés la funcién inducida f(p): E(p) - F(p) resulta un isomorfismo lineal para todo
peM.
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Observacion 1.1.12. No toda variedad diferenciable admite una estructura casi compleja. En efecto,
la variedad debe ser de dimensiéon par y orientable. Adem&s hay restricciones topoldgicas para la
existencia de un tal tensor. Por ejemplo, es un hecho conocido que las tnicas esferas que admiten
estructuras casi complejas son S?, S* y S6.

A continuacién veremos que toda variedad compleja admite una estructura casi compleja natural.
En efecto, el atlas holomorfo en M da origen a una estructura casi compleja J € End(TM) de la
siguiente manera. Sea (U, (z; = x; +14y;)’}_;) una carta holomorfa, consideramos ahora la carta real

(U,(z1,...,&n,Y1,-..,Yn)) v la correspondiente base local de campos coordenados {%, 8%3- b, cTU.
Podemos definir localmente J € End(7T'U) por:

0 0 0 0
gL -2 S E) L
(3%‘) dy;’ (3%) dxj’

para j = 1,...,n. BEs facil verificar que J? = —=Idyy v que la definicién de J no depende de la carta
holomorfa por lo que podemos extender J a toda la variedad obteniendo asi una estructura casi
compleja.

Es facil verificar que una estructura casi compleja que proviene de un atlas holomorfo satisface
N;(X,Y) =0 para todo X,Y € X(M), donde

N(X,Y)=[X, Y]+ J([JX,Y]+[X,JY]) - [JX,JY], X,Y eX(M), (1.1.1)

es un tensor de tipo (1,2), llamado el tensor de Nijenhuis.

Este hecho permite exhibir ejemplos de variedades diferenciables que admiten una estructura casi
compleja que no pueden equiparse con un atlas holomorfo. Por ejemplo, S® admite una estructura casi
compleja natural proveniente de los octoniones que no viene inducida por un atlas holomorfo pues no
satisface N; = 0.

Aquellas estructuras casi complejas que si provienen de un atlas holomorfo son distinguidas.

Definicion 1.1.13. Una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M se dice integrable
si M es la variedad diferenciable subyacente a una variedad compleja cuya estructura casi compleja
asociada es J. En este caso también se suele llamar a J simplemente una estructura compleja.

Con esta definicién, parece verdaderamente complicado decidir si una estructura casi compleja
es efectivamente compleja. El milagro es que si J satisface que el tensor N; se anula idénticamente,
entonces J es integrable, en virtud del famoso teorema de Newlander-Nirenberg:

Teorema 1.1.14 (Newlander-Nirenberg 1957). Sea J una estructura casi compleja en una variedad
diferenciable M. Entonces J es integrable si y sélo si Nj = 0.

Utilizaremos la notacién (M, J) para referirnos a la variedad compleja, o bien nos referiremos a
M como variedad compleja dando por sobreentendida la estructura compleja.

Sea (M, J) una variedad casi compleja. Dado p € M, sea (T,M)c := T, M ®g C la complexificacién
de T, M. Podemos extender la estructura casi compleja J de manera C-lineal a una estructura casi
compleja J© : (T,M)¢ — (T, M )¢, mediante

JC (v +iw) = Jv +iJw.

El endomorfismo JC es diagonalizable y sus autovalores son i y —i. Si denotamos los autoespacios
. 1 1 .
asociados por Tp’OM v T, S "M respectivamente, entonces tenemos que:

(T,M)c =T, M & T)"" M,
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donde Tp°M = {X —iJX | X e T,M} y T)""M = {X +iJX | X € T,M}. Ademas, la conjugacién
compleja en (1,M)c induce un isomorfismo R-lineal entre 7| 1} O y T,E) Y (recordar que si V' es un
espacio vectorial real y Vi := V ®r C es su complexificacién, entonces la conjugacion compleja Ve — Vo
se define por v + iw := v —iw para todo v,w e V).

Si Ty M := (T,M)* es el espacio dual de T,M, entonces Ty M admite de manera natural una
estructura casi compleja J* definida por

(J*Nv:=A(Jv), XeT,M,veT,M.
Maés atn, J* induce la descomposicién
(T3 M)e = (T; M) & (T; M),

donde (TI;’M)LO ={A-iJA|[AeT M}y (TII;EM)O’1 = {A+iJ"A | X e T, M} son los autoespacios
de J* de autovalor i y —i, respectivamente. Los autoespacios (T, M YOy (T; M )01 resultan ser los
anuladores de TS I y Tp1 Onr , respectivamente.

Esta descomposicién en cada espacio tangente y cotangente se refleja en una descomposicién similar
a nivel de fibrados vectoriales complejos, esto es

TMc:=TMeor C=T""M & T*' M,
T*Mc:=T"M g C=(T"M)"* & (T* M),

donde THOM = Ker(J —ild) y T%'M = Ker(J +ild).

Definicién 1.1.15. Un campo vectorial complejo en una variedad casi compleja (M, J) es una asig-
nacién diferenciable Z : M — T'Mc tal que Z, € (T, M)c. Decimos que Z es de de tipo (1,0) (resp. de
tipo (0,1)) si Z, € Tpl’OM (resp. Z, € Tlg’lM).

No es dificil ver que un campo vectorial complejo Z es de tipo (1,0) (resp. (0,1)) si y s6lo si Z
es de la forma Z = X —iJX (resp. Z = X +iJX), para algin X € X(M). Denotamos al conjunto de
campos de tipo (1,0) (resp. (0,1)) por X10(M) (resp. X01(1)).

Si (M,J) es una variedad casi compleja, se definen ademés los siguientes fibrados vectoriales
complejos:

AL(M) = A*(T* M),
APA(M) == AP(T* M) @ AY(T* M)

Sus espacios de secciones se denotan Q& (M) y QP(M), respectivamente. Los elementos de QP(M) se
llaman (p, q)-formas. Como consecuencia de las correspondientes descomposiciones a nivel de espacios
vectoriales, existen descomposiciones naturales en suma directa:

AE(M) = EBZkA”’q(M),
QF(M) = EB:kQ”"’(M).

Una 1-forma compleja w es de tipo (1,0) (resp. (0,1)) si y sélo si w(Z) = 0 para todo Z € X%1(M)
(resp. Z € XL0(M)). Si {w1,...,w,} es una base local de (T*M)° entonces {@1,...,@,} es una base
local de (T* M)t y {w;, A Aw;, Awj A Ay, | 1<dy < <ip<m, 1< << jg<n} es una base
local de QP9(M).

Una k-forma compleja w es (p, q) siy s6lo si w(Z1,..., Zpiq) = 0 cada vez que hay més de p campos
(1,0) o hay mas de ¢ campos (0,1).
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La derivada exterior usual d: Q*M — Q1M se extiende C-linealmente a d: QX (M) — QL (M)
y satisface
d(QPY(M)) c Qp+2’q_1(M) ® Qp+1’q(M) ® Qp’q+1(M) ® Qp_l’q+2(M).
El siguiente resultado provee otras maneras equivalentes para determinar si una estructura casi
compleja resulta integrable.

Proposiciéon 1.1.16. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) J es integrable.

2) Si Z,W e XL0(M) entonces [Z,W] e X0(M).

4) A(QYO(M)) c Q20 (M) @ QYL (M).

(1)
(2)
(3) Si Z,W e XL (M) entonces [Z, W] e XL (M).
(4) d
(5) d(Q¥(M)) c QV1(M) @ QO (M).

Como consecuencia se tiene que

Corolario 1.1.17. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces J es integrable si y sélo si
d(QPI(M)) c QPL( M) @ QP (M), para todo p,q € Ny.

Denotamos por 774 : Q¢ (M) - QP4(M) a la proyeccién canénica, donde Q¢ (M) = @y, QL (M). Se
definen los operadores de Dolbeault

0 =mP*hlod: QPI(M) - QPFHI(M),
d=mPT o d: QPU(M) - QPI(M).

Corolario 1.1.18. Sea (M,J) una variedad casi compleja. Entonces J es integrable si y sélo si

d=9+0.

Corolario 1.1.19. Si J es una estructura casi compleja integrable, entonces 9?2=0%=0y 90 = -00.
Reciprocamente, si 0% =0, J es integrable.

Si M es una variedad compleja se le puede dar una estructura de variedad compleja al fibrado
vectorial complejo 7 : TYOM — M de modo que resulte un fibrado vectorial holomorfo isomorfo al
fibrado tangente holomorfo 7. Bajo esta identificacién, podemos pensar a los campos holomorfos, es
decir las secciones holomorfas de 7Tjs, como campos de tipo (1,0). Mas precisamente, se sabe que un
campo X —iJX € THYM es holomorfo si y sélo si el campo real X € X(M) satisface [X,JY] = J[X,Y]
para todo Y € X(M). Més atn, para las formas holomorfas, es decir secciones holomorfas de A7,
se tiene la siguiente correspondencia

{w | w es una p-forma holomorfa en (M, J)} = {w e QP(M) | dw = 0}.

1.1.3. Variedades hermitianas

Definicién 1.1.20. Una métrica riemanniana g en una variedad (casi) compleja (M, J) se dice (casi)

hermitiana si
g(JX,JY)=g(X,Y), X,YeX(M),

es decir, si J es un endomorfismo ortogonal de T'M. En este caso diremos que (M, J, g) es una variedad
(casi) hermitiana.
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Notar que la condicién de ser J ortogonal es equivalente a ser J antisimétrica, debido a la condicién
J?=-1d.
Observacion 1.1.21. Toda variedad casi compleja admite una métrica hermitiana. Basta tomar una

métrica riemanniana h y definir g(X,Y) = h(X,Y) + h(JX,JY).

Definicién 1.1.22. Dada una variedad casi hermitiana (M, J, g) se define la 2-forma fundamental o
forma de Kdahler por w(X,Y) =g(JX,Y), para todo X,Y € X(M).

Si consideramos la extension de w a una forma bilineal antisimétrica en el fibrado tangente com-
plexificado T Mg, entonces w € Q?(M) n QYL(M), es decir w(JX,JY) = w(X,Y).

Definicién 1.1.23. Sea (M, J, g) una variedad hermitiana. Entonces la métrica g se dice de Kdahler
si dw = 0. En este caso diremos que (M, J, g) es una variedad de Kdhler.

Existe una definicién equivalente a la recién presentada en términos de conexiones afines. Dada
una estructura casi compleja J en una variedad diferenciable M equipada con una conexion afin V,
se define la derivada covariante del tensor J por:

(VxJ)Y =vxJY -JvxY, XY eX(M).
Lema 1.1.24. Sea (M, J) una variedad casi compleja, y sea V una conexion afin en M. Entonces
(Vx)JY =-J(VxJ)Y, X, YeX(M).

Ademds, si (M, J,g) es casi hermitiana y V es una conexion métrica (es decir Vg =0), entonces V xJ
es un tensor antisimétrico para todo X € X(M).

El siguiente resultado da una definicion equivalente para una variedad Kéhler. Denotaremos por
VL€ a la conexién de Levi-Civita asociada a (M, g).

Teorema 1.1.25. Sea (M, J, g) una variedad casi hermitiana. Entonces V€T =0 siy sélo si Ny=0
y dw = 0.

Corolario 1.1.26. Sea (M, J,g) una variedad hermitiana. Entonces (M,J,g) es Kahler si y sdlo si
v =0.

Una propiedad importante acerca de la topologia de una variedad de Kéhler compacta es que sus
numeros de Betti impares son pares. Recordemos que el k-ésimo ntimero de Betti de M se define por
Br(M) = dimg (HY,(M,R)), donde HY,(M,R) es el k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de la
variedad diferenciable M definido por

ker(d: QF(M) - QF1(M))
Im(d: QF1(M) - QF(M))

HEn(M,R) =

Esto implica fuertes restricciones topoldgicas para la existencia de métricas de Kéhler.

En la literatura fueron introducidas otras condiciones sobre la 2-forma fundamental que son mas
débiles que la condicién de ser cerrada. Recordamos a continuacién algunas de estas condiciones
hermitianas no Kéhler.

Si (M, J,g) es una variedad hermitiana con dim¢ M = n, entonces la métrica g se dice:

(1) Balanceada si su forma fundamental w satisface dw™ ! = 0, o equivalentemente dw = 0, donde &
es la codiferencial asociada a g.
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(2) Localmente conforme Kdihler (LCK) si existe un cubrimiento por abiertos {U; }; de M y funciones
suaves f; en cada U; tales que e fig es Kéhler. Esta definicién resulta equivalente a la existencia
de una 1-forma cerrada 6 tal que dw = 0 Aw. La 1-forma 6 coincide con la forma de Lee asociada
a (J,g), la cual se define (en una variedad hermitiana arbitraria) por:

6= ﬁ(aw)ol (1.1.2)

Si la forma de Lee de una estructura LCK es paralela con respecto a la conexion de Levi-Civita
de g, la métrica LCK se llama Vaisman.

Otras condiciones estan relacionadas a cierto operador diferencial d¢ definido como sigue. Sea
(M, J,g) una variedad hermitiana con dim¢ M = n. La estructura compleja J se extiende de manera
natural a formas diferenciales en M como sigue: dada una p-forma «, la p-forma Ja se define por

Ja=a, p=0,
(Ja)(yeoy)=al(J ..., J), p>0. (1.1.3)

Asi, podemos definir el operador diferencial real d° por
da=-J 1 dJa=(-1)PJdJa, aecQF(M).
Es sabido que dd¢ = 2i99.
Definicién 1.1.27. Sea (M, J, g) una variedad hermitiana con dim¢ M = n. La métrica g se dice

(1) Strong Kdhler with torsion (SKT), también llamada pluricerrada, si la 2-forma fundamental
satisface 90w = 0, o equivalentemente, ddw = 0. Las métricas SKT tienen muchas aplicaciones
en fisica tedrica, por ejemplo en teoria de cuerdas de tipo Il y en o-modelos supersimétricos de
dimensién 2 [68, 90, 137]. Més ain, estan relacionadas con geometria Kéahler generalizada (ver
por ejemplo [14, 82]).

(2) Astheno’-Kihler si la 2-forma fundamental satisface dd“w™ 2 = 0. Notar que esta nocién tiene
sentido para n > 3. Jost y Yau introdujeron estas métricas en [92] para estudiar mapas arménicos
hermitianos y para extender el teorema de rigidez de Siu a variedades no Kahler.

(3) Gauduchon si la 2-forma fundamental satisface dd“w™ ! = 0. Toda variedad hermitiana compacta
admite una métrica Gauduchon en su clase conforme, y es tinica en esta clase salvo homotecias,
debido a un resultado conocido de Gauduchon [69].

(4) k-Gauduchon, para 1 <k <n -1, si la 2-forma fundamental satisface
dd®w® AWkt =0,

Estas métricas fueron introducidas en [65] y generalizan la nocién de métrica Gauduchon, la cual
se corresponde con k =n — 1. Més adn, las métricas SKT y astheno-Kéhler estan contenidas en
la clase de métricas 1-Gauduchon y (n - 2)-Gauduchon, respectivamente.

Observacion 1.1.28. Notar que cuando n = 3 una métrica hermitiana es SKT si y sélo si es astheno-
Kaéhler, y en este caso resulta también 1-Gauduchon.

3Palabra griega para “débil”.
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1.1.4. Estructuras casi complejas armoénicas

Sea (M, g) una variedad riemanniana compacta de dimensién 2n. Una estructura casi compleja se
dice armdnica si es un punto critico de la funcional de energia de Dirichlet

E(J) = fM [VECT|2 voly,

definida en el espacio de todas las estructuras casi complejas J ortogonales con respecto a g.*
De acuerdo con [158], esto es equivalente a que J satisfaga la ecuacién

[J,V'VJ] =0, (1.1.4)

donde V*V.J es el llamado Laplaciano de conezion (en inglés rough Laplacian) de J definido por
v*vJ =Trv?J. Esto es, si {u1,...,u2,} es un marco ortonormal local en M, entonces

2n
(V'V)(W) = ;wii,uiJ)(W), W e X(M),

donde la segunda derivada covariante de J esta dada por
(Vi W) = (Vo (Vv )W) = (Vv ) (W)

Es claro que V*VJ es un tensor de tipo (1,1) en M. En el caso no compacto, se puede tomar a (1.1.4)
como la definicién de estructura casi compleja armonica.

La ecuacion (1.1.4) puede escribirse de manera mas explicita en un marco ortonormal local, como
lo muestra el siguiente lema:

Lema 1.1.29. Sea (M, J,g) una variedad casi hermitiana de dimension 2n y sea {e; 1231 UuUn Marco
ortonormal local en un conjunto abierto de M. Entonces

2n
[J,VVINX)=2) (Ve, Ve, JX = IV, Ve, X = J(Vy,,e,])X). (1.1.5)
=1

Demostracion. Sea X € X(M), entonces
2n
(VVI)X) = 2 (Ve (Ve, NX) = (Vy, e, (X)
i=1

2n
=2 Ve, (Ve (X)) = (Ve, ) (Ve, X) = (Ve T)(X)
i=1
2n
=2 Ve, Ve JX =2V, JVe, X + JVe, Ve, X = (Vy, ;) (X).
=1

Por lo tanto,

2n
[J7 V*VJ](X) = Z{JVEiVGiJX - QJVGiJv€iX - inveiX - J(VveieiJ)(X)

i=1
- (_v&'vﬁiX - 2v€¢‘]v€z‘JX + JinVGiJX - (VVE,L'EZ'J)(JX))}
2n
=23 (Ve, Ve, JX = IV, Ve, X = J(Vy, e, ])X),
i=1
donde hemos usado que J(VxJ)=-(VxJ)J. O

4 . L
Denotaremos de ahora en méas V := VZ©.
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Sea (M?",J,g) una variedad casi hermitiana. De acuerdo con [158], la siguiente 2-forma p juega
un rol especial en el momento de determinar si la estructura casi compleja J es armonica:

p=R(w) e (M),

donde w es la 2-forma fundamental asociada a (J,g) y R es el operador de curvatura actuando en
2-formas. Esta 2-forma p es una generalizaciéon natural de la forma de Ricci de una variedad Kéhler,
aunque en general no es cerrada. Se puede ver que el tensor antisimétrico P : TM — TM que se
obtiene al contraer p y g, i.e. p(X,Y) = g(PX,Y), estd dado por
1 2n
P(X)= 3 Y R(e;, Je))X, X eX(M), (1.1.6)
i=1

donde {e;} es cualquier marco ortonormal local de M. También, denotamos por 0J € X(M) a la
codiferencial de J, es decir, el tinico campo vectorial en M que satisface

9(0J,X) = dw(X) para todo X € X(M),

donde dw es la codiferencial de w. Como dw estd dada por

2n
5W(X) == Z(vﬁiw)(ei’ X)v

i=1

para cualquier marco ortonormal local {e;} de M, obtenemos la siguiente expresién® para 6.J:

2n
6J = ;(VeiJ)(ei). (1.1.7)

Con estos ingredientes podemos recordar el siguiente resultado debido a [158]. Por razones de comple-
titud, damos a continuacién una prueba elemental de este hecho.”

Proposiciéon 1.1.30. [158, Theorem 2.8] Sea J la estructura casi compleja de una variedad casi
hermitiana (M, J,g) de dimension 2n. Si J es integrable entonces

[J,V*VJ]=2(Vs5J - [, P]).
En particular, J es arménica si y sélo si [J,P]=VsyJ.

Demostracion. Sea {eq,...,e2,} un marco ortonormal local que satisface Jey;_1 = eg; para 1 <i < n.
Utilizando este marco calculamos por definicién ambos lados de la igualdad que queremos probar.
Dado X € X(M), usando que J(VyJ) = -(VyJ)J para todo U € X(M), obtenemos

2n
[J, V" VIN(X) =2 T (Ve (Ve, I))(X) = (Ve, (Ve )T X) 2T (Vi e, ) (X).
i=1
@ @
De acuerdo con el Lema 1.1.24 la integrabilidad de J es equivalente a VjyJ = J(VyJ) para todo
U € X(M). De este hecho, escribiendo (V¢,;J) = =(V j2.,J), se deduce que
@ = _J(VEiJ(vJeiJ))(X)
= _Jv€¢(J(vJ8iJ)X) - (vjei'])(veiX)
= _JVB,LJVJQIJX - JVQ,LVJQZX - VJQIJVQ,LX + JVJBZVEZX
= ~JVe; IV je, JX =V je; JVe; X = JR(ei, Je;)) X = Ve, je 1 X,

SPara este célculo usamos w = g(+, J+), debido a que serd la convencién que adoptaremos en el Capitulo 4.
SEl signo en la férmula es diferente de [158] pues alli w = g(J-,-) y nosotros en el Capitulo 4 usaremos w = g(-, J-).
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@z_(veiJ(vJei‘]))(JX)
= Ve, (J(Vie,J)(IX)) + J(Vje;J) (Ve JX)
=Ve;JVije, X = Ve, Viye, JX + IV je; JVe, JX +V je, Ve, JX
=Ve,JVije, X + IV je; JVe,JX — R(e;, Je;) J X — VieiJei ]I X-

De aqui,
2n 2n
[J, vV VINX) = =2[J, PU(X) + 3 (Viesge D)X =23 T(Vy,,e; T)(X)
i=1 i=1

2n
- Z(JveiJvJeZ'JX + vJeiJVeiX + veiJvJeiX + JvJeiJveiJX)-
i=1

Notar que en el marco J-adaptado elegido {e;} la tltima suma es igual a cero, puesto que al reemplazar
e; por Je; da el mismo término pero con signo cambiado. Asi,

2n 2n
[J,V*VJ](X)=-2[J, P](X) + ;(v[ei,Jei]J)X -2 ; (Ve ) (X). (1.1.8)

Ahora, usando (1.1.7) con nuestro marco J-adaptado tenemos

2n
2(VssI)(X) =22 (V(v,,nye;T)(X)

i=1
2n 2n
=2 (Vv Je: (X)) =22 (Vv e T)(X)
i=1 =1
2n 2n 2n
= Z(Vveﬂe,«] + VVJeieiJ)(X) + Z(V[ei,Jei]J)(X) -2 Z J(VVeZ&J)(X)
i=1 i=1 i=1

Nuevamente reemplazando e; por Je; en la primera suma obtenemos el mismo término pero con signo
cambiado, de manera que la suma es igual a cero. En conclusién,

2n 2n
2(Vs5J)(X) = ;(v[ei,Jei]J)(X) -2 Z; J(Vye,e)(X). (1.1.9)

Comparando (1.1.8) con (1.1.9) obtenemos [J,V*VJ] = 2Vs;J - 2[J, P], como querfamos probar. []

1.2. Solvariedades y estructuras invariantes

Un subgrupo discreto I" de un grupo de Lie G se dice un reticulo si el cociente I'\G posee volumen
finito. De acuerdo con [113], si tal reticulo existe entonces el grupo de Lie debe ser unimodular, esto
es, admite una medida de Haar bi-invariante. Esto es equivalente, para G conexo, a que Tr(adx) =0
para todo x € g = Lie(G) (y también se dice que g es unimodular). Si T\G es compacto el reticulo I" se
dice uniforme. Se sabe que si G es soluble entonces cualquier reticulo es uniforme [129, Theorem 3.1].

Definicion 1.2.1. Sea GG un grupo simplemente conexo y I' un reticulo uniforme en G. El cociente
I'\G es llamado una

= solvariedad si G es soluble vy,

= nilvariedad si G es nilpotente.
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Es claro que toda nilvariedad es una solvariedad. Con esta definicién, toda solvariedad resulta
compacta, orientable y paralelizable.

Una propiedad global importante de las solvariedades es que 71 (I'\G) 2 " y son asféricas, es decir
7 (T\G) = 0 para n > 1. Mds atn, el grupo fundamental juega un rol destacado, ya que la clase
de difeomorfismo de la solvariedad estd determinada por la clase de isomorfismo del correspondiente
reticulo, como el siguiente resultado indica:

Teorema 1.2.2. [118] Si 'y y 'y son reticulos en los grupos de Lie solubles simplemente conexos Gy
y Ga, respectivamente, y 'y es isomorfo a I'a, entonces T'1\G1 es difeomorfa a T'o\Gs.

Este resultado se puede fortalecer cuando ambos grupos de Lie solubles G y G2 son completamente
solubles”, en virtud del Teorema de rigidez de Saito:

Teorema 1.2.3. [130] Sean G y G2 grupos de Lie completamente solubles simplemente conexos y
I'y ¢ Gy, I's ¢ G reticulos. Entonces, todo isomorfismo f:1'y — I'y se extiende de manera unica a un
isomorfismo de grupos de Lie F : G1 - Go.

Cabe destacar que en una dimensién fija hay una cantidad numerable de grupos de Lie simplemente
conexos no isomorfos que admiten reticulos, de acuerdo con [114] (para el caso soluble) y [156] (para
el caso general).

En general no es sencillo determinar si un grupo de Lie soluble unimodular admite un reticulo.
En contraste, hay un criterio preciso para grupos de Lie nilpotentes. En efecto, Malcev probé en [109]
que un grupo de Lie nilpotente admite un reticulo si y sélo si su algebra de Lie posee una forma
racional, i.e. existe una base del dlgebra de Lie tal que las correspondientes constantes de estructura
son racionales. Més recientemente fue estudiada en [27] la existencia de reticulos en la mayoria de los
grupos de Lie solubles simplemente conexos hasta dimensién 6.

Sea G un grupo de Lie soluble simplemente conexo, y N el nilradical de G (i.e., el subgrupo de
Lie conexo cerrado de G cuya algebra de Lie es el nilradical n de g). Ademas, sea [G,G] el subgrupo
de Lie conexo cerrado con algebra de Lie [g,g]. Como G es soluble, [G,G] c N de modo que G/N es
abeliano; y de la sucesién exacta larga de grupos de homotopia asociada a la fibracion N - G - G/N
se sigue que G/N es simplemente conexo. Entonces G/N = R* para algtn k € N y G satisface la
sucesién exacta corta

1>N->G->RF 1.

El grupo G se dice split si esta sucesion se parte, es decir, si existe un homomorfismo inverso a derecha
de la proyeccién G - R¥. Esta condicién es equivalente a que exista un homomorfismo ¢ : R* — Aut(N)
de manera que G es isomorfo al producto semidirecto R* Xp N

Siguiendo a [159], diremos que un reticulo T' de un grupo de Lie soluble split R* x4 N es split si se
puede escribir como I' = I'y x4 I'y donde I'y © RF y I'y ¢ N son reticulos de RF y N respectivamente.
En consecuencia I'\G se llamara una solvariedad split.

Existen reticulos no split en grupos solubles split, como el siguiente ejemplo® muestra.

Ejemplo 1.2.4. Sea G = R? X R*, donde la accién de ¢ estd dada por?

| cos(mt) —sin(wt)]@[cos(ws) —sin(ws)].

o(t,s) = sin(rt)  cos(wt) sin(ws)  cos(ms)

"Un grupo de Lie soluble G es completamente soluble si los operadores adx : g — g, con x € g = Lie(G), sélo poseen
autovalores reales. En particular, los grupos de Lie nilpotentes son completamente solubles.

8Este ejemplo se lo debemos al Prof. Jonas Deré.

A lo largo de toda la tesis denotaremos por A® B a la matriz diagonal en bloque [4 9 ]. Esto se generaliza fdcilmente
a n matrices.
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Consideremos en G el subconjunto

z2
I'= {(2’1,2’2,2’3 - =, 24,25,%) | % € Z}-

2
Veamos que I' es un subgrupo. En efecto, si v = (mq,...,mg), v2 = (n1,...,n6) €', resulta
mo £ No
Y172 = (M1 +n1, M2 +ng,m3 £ng — 5 ;M4 £ Ny, M5 £ N5, MG % M)
Fl+1 mo + N9

:(m1+n1,m2+n2,(m3ﬂ:n3+n2 ,m5in5,m6in6)ef,

5 )

-1 ma
71 = (_mla_m27:Fm3:t 2 7:Fm47:Fm57:Fm6)

2

Mo — Mo mo
— 5 + > , Fmyg, Fms, Fmg) €T

Mas aun, se verifica que I" es discreto y cocompacto, por lo que I' es un reticulo de G.

Si T fuese isomorfo a un producto semidirecto de la forma Z? x Z*, existirfan elementos o, 3 € T
con [a, 3] = eq tales que sus proyecciones a R? generan Z2. Dado que no pueden ser o132 y aaf
ambos pares ni ambos impares (pues en ese caso no generarian Z?), podemos asumir sin pérdida de
generalidad que a1 es impar y aof31 es par. Sin embargo, se puede verificar que esto contradice que
[ar, B] = eg. Por lo tanto, ' no es un reticulo split.

= (—ml, —ma, ¥ms +

En [159] se da un criterio para determinar la existencia de reticulos split en grupos solubles sim-
plemente conexos split.

Teorema 1.2.5. [159] Sea G = RF xg N un grupo de Lie soluble simplemente conexo split, donde N
es el nilradical de G. Si existen una base racional B = {X1,...,X,} de n y una base {t1,...,t;} de
R¥ tales que [d(¢(t;))15 18 €s una matriz entera unimodular para todo 1< j <k entonces G posee un
reticulo split de la forma T = spang{t1, ..., tx} xg exp® (spang{X1,..., X, }).

Cuando k =1 el grupo de Lie soluble simplemente conexo de tipo split G = R x4 N se dice casi
nilpotente. En este caso, todo reticulo es de tipo split de acuerdo con [27].

Si ademds N es abeliano, i.e. N = R", entonces G = R x, R" se dice casi abeliano. En este caso
diremos que el dlgebra de Lie g = Lie(G) es casi abeliana, lo cual es equivalente a que g posea un ideal
abeliano de codimensién uno. Diremos ademds que una solvariedad I'\G es casi abeliana si G es un
grupo de Lie casi abeliano.

En los ejemplos de los capitulos que siguen, comenzaremos con un algebra de Lie g = R” x,n. Para
poder aplicar el Teorema 1.2.5 necesitamos determinar el grupo de Lie simplemente conexo asociado
G. Sea N el grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con algebra de Lie n. Como exp:n - N es
un difeomorfismo, podemos asumir que la variedad subyacente a N es n misma con la multiplicaciéon
de grupo dada por z-y = Z(x,y), donde Z(x,y) es el mapa polinomial dado por la férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff: exp(z) exp(y) = exp(Z(z,y)). En consecuencia, bajo esta identificacion, tenemos
que exp:n — N es simplemente la identidad en n y mas ain, Aut(n) = Aut(N).

Sea {t1,...,t;} una base de R¥ y denotamos B; = ¢(t;) € Der(n). Entonces, exp(B;) € Aut(N) y
usando [27, Theorem 4.2] obtenemos que G = R¥ x4 N, donde ¢ : R¥ - Aut(NN) es el homomorfismo
de grupos de Lie definido por

k
1) (Z acjtj) =exp(x1By + - + 2, B) = exp(21B1) exp(22Bs)-+- exp(x By).
i

Aqui exp denota la exponencial matricial luego de identificar n 2 RY™" eligiendo una base de n.

Notar que, en la notacién del Teorema 1.2.5, tenemos que d(¢(tj))1, = exp(B;) = exp(¢(t;)).
Por lo tanto, para encontrar reticulos necesitamos una base {t1,...,t} tal que [exp(y(t;))]s sea una
matriz entera unimodular, para todo 1 < j < k.



40 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observacién 1.2.6. En el caso en que G = R* Xy R™, donde R™ es el nilradical de G’y {t1,...,tx}
es una base como arriba, el reticulo split estd dado por I' = (EB;“:1 Zt;) x4 PZ™ donde P € GL(k,R)
satisface P~! exp(ady,)P € SL(m,Z).

Si denotamos E; = P~'exp(ady;)P, el reticulo I' = (®%, ZX;) x4, PZ™ es isomorfo (como grupo
abstracto) al grupo X, . g, = 7ZF x Er,...E, Z'™, cuya multiplicacién estd dada por

(r,t)-(r',t) = (7’ +r t+ EIl---E,:’“t'), r=(r1,...,m), r' € 7k ¢t ez™.

Notar que la multiplicacién estd bien definida puesto que E;E; = E; E; para todo 4, j. El inverso de un
elemento (r,t) estd dado por (r,t)™ = (-r,—E]"--E,"™t).

Finalizamos esta subseccién notando que existen solvariedades S = I'"\G’ con G’ un grupo que no
es casi abeliano tales que S es difeomorfa a una solvariedad casi abeliana, es decir, I es isomorfo a
un reticulo I' en un grupo casi abeliano. Mostramos a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 1.2.7. Sea g = R? x R* donde

ol :[0 —w]@[ —g] o :[0 —277]@[0 —27r:|
T 0 T 0 212 0 2 0 |’
No hay un ideal de codimensién uno en g pues ade, y ade, son linealmente independientes. Por lo tanto
g no es casi abeliana, de modo que G no es casi abeliano. Sin embargo, A = exp(ade,) y B = exp(ade,)
son matrices enteras unimodulares por lo que G posee un reticulo split T’ que es isomorfo a Z? x AB VAS
Dado que B =1y, la identidad es un isomorfismo entre Z? XA B 7ty 7 X(1)@A 75, siendo este tltimo

isomorfo a un reticulo en un grupo de Lie casi abeliano. Esto implica, por el Teorema 1.2.2, que I'\G
es difeomorfa a una solvariedad casi abeliana.

)

1.2.1. Estructuras geométricas invariantes en solvariedades

Pasamos ahora a considerar estructuras geométricas invariantes en solvariedades.

Sea G un grupo de Lie conexo con algebra de Lie g. Una estructura compleja J en G se dice
invariante a izquierda si las traslaciones a izquierda por elementos de G son mapas holomorfos. En este
caso J queda determinada por su valor en la identidad de G. Asi, una estructura compleja invariante a
izquierda en GG equivale a una estructura compleja en su algebra de Lie g, es decir, una transformacion
lineal J de g que satisface J? = =Id y Ny(x,y) = 0 para todo z,y en g, con N definido como en
(1.1.1). Asimismo, una métrica riemanniana g en G se dice invariante a izquierda si las traslaciones a
izquierda son isometrias. Una tal métrica g queda determinada por su valor g = (-,-) en la identidad
e de G, esto es, (-,-) es un producto interno en T.G = g.

Una estructura hermitiana (J, g) en G se dice invariante a izquierda si J y g son ambas invariantes
a izquierda. Dada una estructura hermitiana invariante a izquierda (J,¢) en G, denotamos por J y
(-,-) a las correspondientes estructura compleja y producto interno hermitiano en g. Decimos que
(J,(-,-)) es una estructura hermitiana en g.

Observamos que las estructuras geométricas invariantes a izquierda definidas en G inducen las
correspondientes estructuras geométricas en I'\G, con I' un reticulo (uniforme) en G, las cuales son
llamadas invariantes. Por ejemplo, una estructura compleja (respectivamente, una métrica riemannia-
na) invariante a izquierda en G induce una unica estructura compleja (respectivamente, una métrica
riemanniana) en I'\G tal que la proyeccién canénica G — I'\G es un biholomorfismo local (respec-
tivamente, isometria local). Una solvariedad equipada con una estructura compleja invariante serd
llamada simplemente una solvariedad compleja.
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La conexion de Levi-Civita de la métrica invariante a izquierda g, la cual denotaremos simplemente
por V, satisface VxY € g para X,Y € g. Por lo tanto, V estd univocamente determinada por el mapa
bilineal V:gxg—g, (X,Y) » VxY, definido por la formula de Koszul

2<VXKZ> = <[X>Y]aZ>_ <[KZ:|7X>+ <[Z,X],Y).

En consecuencia, el Laplaciano de conexién V*V.J asociado a la estructura casi hermitiana invariante
a izquierda (J,g) en G es también un tensor invariante a izquierda, por lo que estd determinado por
su restriccién a g y de esa manera define un endomorfismo V*V.J : g — g. Es claro que [J,V*VJ] =0
en G siy solosi [J,V*VJ] =0 en g, dado que ambos J y V*V.J son tensores invariantes a izquierda.
Luego, para determinar si la estructura casi compleja J es armoénica con respecto a g, basta verificar
si [J,V*VJ] se anula en campos invariantes a izquierda. Esto nos permite decir que una estructura
casi compleja ortogonal J en (g, (-,-)) es armonica si

[J,V'VJ]=0 eng.

Mas atin si G admite un reticulo I, es facil verificar usando la definicién que la estructura casi compleja
invariante J es armonica en (I'\G, g) si y s6lo si J es arménica en (g, (-,-)).

En resumen, al considerar un grupo de Lie equipado con una estructura casi hermitiana invariante
a izquierda, o una solvariedad equipada con una estructura casi hermitiana invariante, la condicién de
armonicidad [J, V*VJ] = 0 se reduce a un problema algebraico en un dlgebra de Lie.



Capitulo 2

(Go-estructuras en solvariedades planas

2.1. Preliminares sobre variedades compactas planas y geometria G,

2.1.1. Solvariedades planas

En [113] Milnor caracterizé aquellos grupos de Lie que admiten una métrica invariante a izquierda
plana y mostré que son solubles de una forma bastante restrictiva, al probar que su édlgebra de Lie
se descompone ortogonalmente como una subalgebra abeliana y un ideal abeliano, donde la accién de
la subdlgebra en el ideal es por endomorfismos antisimétricos. Un tal grupo de Lie equipado con una
métrica invariante a izquierda plana (G, (,-)) se dird un grupo de Lie plano y (g,(:,-)c) se dird un
algebra de Lie plana.

Utilizando esta caracterizacién, en [18] se descompone ain més un dlgebra de Lie plana de la
siguiente manera.

Teorema 2.1.1. [18, Proposition 2.1] Sea (g, (-,-)e) un dlgebra de Lie plana. Entonces g se descompone
como una suma directa ortogonal,
g=bejs(g)@[g,al,

donde b es una subdlgebra abeliana, [g,g] es abeliano y las siguientes condiciones se satisfacen:
(1) ad:b—>s0([g,g]) es inyectiva,
(2) dim[g,g] es par, y
(3) dimb < mleal,

En consecuencia, {adx | X € b} es una subdlgebra abeliana de so([g,g]) y por lo tanto, estd
contenida en una subdlgebra abeliana maximal. Como todas estas son conjugadas, existe una base
ortonormal B de 3(g) ® [g,9] y A1,--., A, € b* tales que para X € b tenemos que

Os

0 -A(X)
[adx]s = M) 0 . ,
| 0 _)\n(X)
M(X) 0

donde n = dimT[g’g] y s =dimj(g).

Notar que un algebra de Lie plana (g, (-,-)e) es 2-pasos soluble, dado que [g,g] es abeliano, y
unimodular, pues adx es antisimétrico para todo X € b. Ademés, el nilradical de g es 3(g) ® [g, 9]

42
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Estamos interesados en solvariedades I'\G equipadas con la métrica plana inducida de la métrica
plana en G, las cuales llamaremos simplemente solvariedades planas. En particular, una solvariedad
plana es una variedad compacta plana.

Dado que una solvariedad plana I'\G es una variedad compacta plana, su grupo fundamental
es isomorfo a un subgrupo libre de torsién y cocompacto del subgrupo de isometrias de R™ con
m = dim(T'\G). Estos subgrupos se llaman grupos de Bieberbach (m-dimensionales) y sus principales
propiedades vienen descriptas por tres teoremas clasicos conocidos como “Teoremas de Bieberbach”,
los cuales enunciamos a continuacion.

Teorema 2.1.2 (1° Teorema de Bieberbach). Sea I' un grupo de Bieberbach de Iso(R™) = O(m)xR™
y sea A = T nR™. Entonces A es un subgrupo normal abeliano libre de rango m y T'[/A es un grupo
finito. Mdas atin, A es el dnico subgrupo abeliano normal mazximal de T'.

En otras palabras, un grupo de Bieberbach I' satisface una sucesién exacta
1-AST S H- 1,

donde H = T'/A es un grupo finito y rango A = m. Es un resultado conocido que el grupo H pue-
de identificarse con el grupo de holonomia riemanniana de la variedad compacta plana cuyo grupo
fundamental es I" (vedse por ejemplo [41]).

Teorema 2.1.3 (2° Teorema de Bieberbach). Sea f : 'y — 'y un isomorfismo entre dos grupos de
Bieberbach de Iso(R™). Entonces existe a € GL(m,R) x R™ tal que f(B) = aBat para todo f€T';.

Teorema 2.1.4 (3° Teorema de Bieberbach). Para cada m € N, existe solo una cantidad finita de
clases de isomorfismo de grupos de Bieberbach de Iso(R™).

En consecuencia, para cada m € N, hay una cantidad finita de clases de difeomorfismo de variedades
compactas planas de dimensién m.

Una caracterizaciéon abstracta puramente algebraica de los grupos de Bieberbach fue dada por
Zassenhaus [160].

Teorema 2.1.5. Un grupo abstracto I' es isomorfo a un grupo de Bieberbach de dimension m si y
solo si I' contiene un subgrupo abeliano libre normal A de indice finito y rango m, que también es
abeliano mazimal.

Nos centraremos ahora en solvariedades planas split.

Un algebra de Lie plana g = b®3(g) @ [g, g] se puede escribir como g = R¥ x,qR™, donde b ~ R y el
nilradical estd dado por 3(g) ®[g,g] ~ R™. El correspondiente grupo de Lie plano simplemente conexo
puede escribirse entonces como G = RF x, R™, donde ¢(XF | 5,X;) = [T5 exp(s; ady,), con {adx,}¥,
dadas por

aXm =

0s

0
ay

1
-a;

0

0
1
an,

1

_an

0

,aka =

0s

0
ay

k
—ay

0

0
ay,

—aF

0

n

con ag eR, 1<17<n,1 <3<k En particular, un grupo de Lie plano es un grupo de Lie split y
exp(ad X;) tiene orden finito y determinante 1 para todo 1 <i < k. Por la Observacién 1.2.6 tenemos
que un reticulo split I' de un grupo de Lie plano G = R¥ x4 R™ es isomorfo a ZF x Er,...Ey Z™, donde
{FE1,..., Ex} es un subconjunto de matrices de SL(m,Z) que conmutan entre si y tienen orden finito.
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Para clasificar las solvariedades planas split debemos clasificar los reticulos split de los grupos de
Lie planos (salvo isomorfismo, debido al Teorema 1.2.2).

El siguiente resultado, probado en [143], muestra una manera de identificar el grupo de holonomia
de T'\G con un subgrupo de SL(m,Z):

Proposicién 2.1.6. Sean G = R* x4 R™ un grupo de Lie plano y I" = (@le 7.X;) xy PZ™ un reticulo
split. Entonces Hol(T\G) 2 (E1, ..., Ey), donde E; := P~texp(ady,)P es entera para 1<i<k.

En particular, esto dice que el grupo de holonomia de una solvariedad plana casi abeliana es ciclico
y finito (ver otra prueba en [142, Theorem 3.7]).

Podemos ademds calcular el primer grupo de homologia entera H;(I'\G,Z). En efecto, por el
teorema de Hurewicz tenemos que Hy(I'\G,Z) = T/[T,T]. Como I = Z* Xp,... B, L™, basta con calcular
la abelianizacion de este ultimo grupo, la cual es facil de calcular teniendo la siguiente caracterizacion
de su conmutador.

Proposiciéon 2.1.7. Sea Xg,, . g, = Zk XE, .. By L. Entonces

[EElw-,ElNEEl,myEk] =0Z®--®0Z @(Im(l —El) + -+ Im(I —Ek))
————
k wveces

Demostracion. Sean (r,t),(r',t") € g, . g, esto es r = (r1,...,r5), 7" = (r],...,r), t = (t1,...,tm),
t'=(t},...,t,). Entonces

(1), (7, 1)) = () () (7, = B B8 ) (= =By BT
= (T’ + T'I,t " E?"'E]:kt,)(—r _ 7,/7 —El_rl---E’;Tkt _ El_rl_rll---E;Tk_T;“t')
= (O’t_l,-EIl...E;;kt, _ E"'lni“'E;;ct_t/)

Ahora, de (I-Ef) = (I-E;))(I1+E; + -+ Ef1) se sigue que Im(1-Ef) c Im(I1-F;) para todo 1 <4 <k,
£>1. Ademés,
I—EZ'E]‘ = I—EiEj — Ej + Ej = (I —Ej) + (I —Ei)Ej,

por lo que Im(I-E;E;) c Im(I-E;) + Im(I-E;). Esto se generaliza de manera directa a un producto
de k matrices. Juntando estos hechos resulta que

Im(I-ESEf*) ¢ Im(I-Ey) + - + Im(I-By).

Por lo tanto (X5, .Y, B ]C0Z& - ®0Z& (Im(I-Ey) + - +Im(I-Ey)).
Reciprocamente, tenemos que (0, (I-E;)t) = [(0,t), (e;,0)], donde e; € ZF es el vector con un 1 en
el lugar ¢ y 0 en el resto. Asi, 0Z & - & 0Z & (Im(I-E1) + - +Im(I-E})) c [¥g,.. B, 2E,...E.] - O

Observacidon 2.1.8. Esta proposiciéon nos dice que si {E1,...,Ex} v {Fi,..., Fx} son dos conjuntos de
matrices que conmutan tales que (E1,..., E;) = (Fi,..., Fy), entonces la abelianizaciéon de Xg, g,
coincide con la de ¥p, . p,. En efecto, [Xg, . g, Y5, E.]=[2F, . Fo 26,5 ] pues del hecho que
generan el mismo subgrupo obtenemos que Im(I-F1) + -+ Im(I-Ey) = Im(I-Fy) + - + Im(I-F}).

La siguiente proposicién, probada en [143, Lemma 3.10, Proposition 3.14], muestra que hay una
relacién entre los reticulos split de grupos de Lie planos G = R¥ x R™ y los subgrupos abelianos finitos
de SL(m,Z).
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Proposiciéon 2.1.9.

(1) Sean {E1,...,Ex} y {Fi,...,Fy} subgrupos de matrices de orden finito en SL(m,Z) que con-
mutan entre si. Si (E1,...,Ey) es conjugado a (Fi,...,Fy) en SL(m,Z) entonces existe un
isomorfismo Xg, . B, = Xpy,..,F; para algin conjunto generador {F}F | de (FY, ..., Fy).

(2) Si el cardinal de un conjunto generador minimo de (E1,...,Ey) es £ < k entonces existe un
isomorfismo entre Z* X ... B, L™y z* Xy H) 27kt donde H/ = [I’“‘E Hz] Yy {Hi}le es un
conjunto generador de (F1, ..., Ey).

Una herramienta importante para la demostracién de esta proposicién es el siguiente lema probado
en [143, Lemma 3.11], que ademads nos servird mas adelante.

Lema 2.1.10. Sean E, ..., Ey € GL(m,Z) matrices de orden finito que conmutan. Entonces,
(i) Zg,,..E, 2 ZEU(1)7._.7E0(,€>, para toda permutacion o € Sy.

(ii) XE,,.. B By, = X]Eh.__’E;g_._?E}C para todo 1 <i < k.

(111) EEl,...,Ei,...,Ej,...,Ek ~ EEI7---7Ei7---7EiEj7---7Ek para todo 1 <i,5 <k.

La Proposicién 2.1.9 nos dice que para buscar todas las clases de isomorfismo de reticulos split,
debemos buscar en las clases de conjugacién de subgrupos abelianos finitos de SL(m,Z), pero no nos
dice que dos conjuntos distintos de generadores del mismo subgrupo dan origen a grupos no isomorfos.
De hecho, esto es falso como el siguiente ejemplo’ lo indica:

Ejemplo 2.1.11. Sea A € SL(36,7Z) dada por

0135
A=[ vi|va| Iss ;
w
donde
v = _(47 1a472a274a3547 1a273a37 1a 174747 172a 172a273745474a472a 172a4a473a273’ 1?_15)t7
vs = (149, 4, 133,64, 42,130, 76, 143, 24, 53,86, 103, 35,9, 113, 144, 20, 69, 22, 61, 54, 82, 119,
120,116, 132,68, 26,45, 118,124,100, 47, 110, 7, 120)?,
y w=—(1,1,...,1) € R%. La matriz A satisface que A3 = I. Usando el comando del programa

Magma, AreGLConjugate, chequeamos que A% no es conjugada enteramente (es decir via una matriz
P eGL(36,Z)) a A o A™L. De hecho, A no es conjugada enteramente a A’ para todo 2 < i < 37. Dado
que 1 no es un autovalor de A ni de A2, de acuerdo con el siguiente teorema resulta que ¥4 = Zx 4 Z36
no es isomorfo a ¥ 42. Notar sin embargo que (A) = (A42).

Teorema 2.1.12. [39, Corollary 8.9] Sean A, B € GL(n,Z) sin puntos fijos no triviales (i.e. 1 no es
autovalor). Entonces 7w 7" = Zixg 7™ si y solo si B es conjugada enteramente a A o AL

Ms4s atin, no todo subgrupo finito abeliano de SL(m,Z) estd generado por matrices E1, ..., Ex que
provienen de un reticulo split de un grupo de Lie plano. En efecto, una condicién necesaria para que
{E1,..., Ex} de origen a un reticulo split de un grupo de Lie plano es que el rango de la abelianizacién
de Xg, . g, tenga la misma paridad que la dimension del grupo de Lie plano. Esto se debe al hecho
de que toda solvariedad plana de dimensién par admite una métrica de Kéhler ([18]) por lo que debe
tener primer nimero de Betti par. Gracias a la Observacién 2.1.8, basta chequear esta condicién para
un sélo conjunto de generadores del subgrupo en cuestion.

En conclusion, para determinar las clases de isomorfismo de reticulos split debemos seguir varios
pasos:

'Debemos este ejemplo al Prof. Derek Holt.
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Clasificar los subgrupos abelianos finitos de SL(m,Z).

Decidir cudles de estos subgrupos dan origen a reticulos split de un grupo de Lie plano.

Determinar, para cada subgrupo, si hay distintos conjuntos generadores del mismo que dan
origen a reticulos split no isomorfos.

Determinar si los reticulos split asociados a subgrupos no conjugados son isomorfos o no.

La clasificacién de los subgrupos finitos de GL(m,Z) (en particular la de los subgrupos finitos y
abelianos de SL(m,Z)) fue obtenida sélo para m < 6 (para m € {5,6} se necesito la ayuda del programa
CARAT, ver [126]). Una lista de estos subgrupos puede encontrarse en https://www.math.kyoto-
u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html.

2.1.2. (Gs-estructuras

Sea {u1,...,ur} la base canénica de R” y {u',...,u"} su base dual. Sea ¢q € A3(R7)* definida por

00 = ulZ3 4 145 4 167 4 246 _ 25T _ 34T _ 356 (2.1.1)
donde escribimos u** para abreviar u’ Au/ Au¥. Es un resultado bien conocido que el grupo de isotropia
{AeGL(7,R) | A-¢o = ¢o} es isomorfo al grupo de Lie simple excepcional G2 de dimensién 14, donde
la accion - se define mediante

h-o(z,y,2) = po(hta, h ly,h12), x,y,2eR".

Sea ahora M una variedad diferenciable de dimensién 7. Una 3-forma diferenciable ¢ en M es una
Go-estructura si para todo p € M, existe un isomorfismo ¢, : R” - T, M de manera que t,pp = po donde
o es como en (2.1.1). Una tal 3-forma se dice positiva (o definida).

En consecuencia, para todo p € M existe una base {e1,...,e7} de T,M tal que ¢, € A*(T; M) se

puede escribir como ¢, = e123 4 145 4 o167 | o246 _ o257 _ o347 _ 356

Observacién 2.1.13. En la literatura otra 3-forma en R” que suele ser usada como modelo para las
Go-estructuras es @y = u'?” + 6347 + w507 4 135 — 146 — 44236 _ 245 La condicién de positividad no
depende de la forma modelo usada dado que @y € GL(7,R) - ¢g.

La existencia de Gs-estructuras es una cuestién meramente topolégica. Mientras que no toda
variedad diferenciable de dimension 7 admite una (Go-estructura, hay muchas que si admiten y estan
caracterizadas por la siguiente proposicion (probada en [102]).

Proposicion 2.1.14. Una variedad diferenciable M de dimension 7 admite una Go-estructura si y
solo si M es orientable y admite una estructura espin.

Una Ga-estructura ¢ en una variedad diferenciable M da origen a una métrica riemanniana g, con
forma de volumen vol,, definida mediante

1
9o (X, Y ) vol, = GIXPAY PN P, X,Y e X(M).

La existencia de una Gs-estructura ¢ en M también determina una descomposicién del espacio de
formas en M como suma de Ga-representaciones irreducibles. Se sabe que QF := QF(M) es irreducible
si k=0,1,6,7. Ademas, los espacios de 2-formas y 3-formas se descomponen como

=020, P=-Voenl,


https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html
https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~yamasaki/Algorithm/RatProbAlgTori/crystdat.html
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donde cada Q? tiene dimensiéon (en cada punto) ¢ y la descomposicién es ortogonal respecto de la
métrica g,. Explicitamente,

0F = {ixp, X e X(M)} = {Be Q| x,(p A B) =-28)},
O ={BeQ?|BArp=0}={BeQ?|x,(0nB) =0},
O ={fo|feC™(M)},

03 = {ix (xptp) | X € X(M)},

Q3 ={BeQ®|Brp=0,BAxup=0}.

Las descomposiciones Q% = Q@ Q1@ Q1. v Q° = Q3@ QF, se obtienen al aplicar el operador estrella
de Hodge a las descomposiciones de Q3 y Q2, respectivamente.

Aplicando la descomposicién previamente mencionada a los operadores dy y dx,¢ se obtiene la
siguiente definicién.

Definicion 2.1.15. Sea ¢ una Ga-estructura en una variedad M de dimensién 7. Entonces existen
tinicas 79 € Q°, 7y € Q%, Ty € Q%4 y T3 € (2%7, llamadas formas de torsion de ¢, tales que

dp=To*x, @+3TIAQ+*,T3, Yy dxp@=4T1 A*,p+ *,To.

Las formas de torsién se pueden calcular explicitamente a partir de ¢ y *,¢ mediante las siguientes
identidades:

1
7’0=?*¢ (de A ), 7-1=—% *o (ko dp A ), (2.1.2)
Ty = xodx,0 =4 %, (71 Ad¥gp), 73 = x, dp — 7o = 3 xy, (T1 A ).

Ademas, las formas de torsion estan codificadas en el tensor de torsion total T, el cual es el tensor
de tipo (0,2) definido por

70 1 1

T, = chp—*@(ﬁ/\*(pgo)—§ 2—1](7'3), (2.1.3)

donde 7: Q3. - Sym3(T* M) esté definido por

() (v, w) = %o (L A twp AT).

Contrayendo con la métrica, el tensor de torsién total T;, puede ser visto como T;, € End(T'M) y (2.1.3)
se expresa en términos de la descomposicion en G-irreducibles End(TM) = Wy Wi & W@ W3, donde
Wo ~ QO Wy =~ Q2 Wy =~ Q2 vy W3 ~ Q3. (vedse por ejemplo [49]). El endomorfismo T, € End(TM)
satistace Vx ¢ = i1, (x) *¢ ¢-

Dado que la torsiéon T, se descompone en cuatro componentes independientes, cada componente
puede ser cero o no. Esto da 16 clases distintas de Gs-estructuras, llamadas clases de Ferndndez-Gray.
Algunas clases relevantes junto con sus nombres estan listadas en la siguiente tabla:

Nombre Condiciones Formas de torsién
Cerrada dp=0 T9=T1=73=0
Cocerrada dx,0 =0 T1=T9=0
Cocerrada de tipo puro dx,0=0,dpAp=0 To=T1=T2=0
Localmente conforme paralela | dp =311 A @, dx,p = 411 A * 0 To=T2=T13=0
Casi paralela dp=X*,p (A%0) T1=Tp=73=0
Libre de torsion dp=0y dx,p=0 T9=T1=T9=73=0
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Todo grupo de Lie de dimensién 7 admite una Gs-estructura invariante a izquierda. En efecto, en
un algebra de Lie real g de dimensién 7 con base {e;}!_; podemos definir una 3-forma ¢y € A3g* segtin
la ecuacién (2.1.1) y luego mediante las traslaciones a izquierda en el grupo definir la Ga-estructura
invariante a izquierda. Notar que si esta Ga-estructura invariante a izquierda es libre de torsion,
entonces la métrica invariante a izquierda g, es plana puesto que es Ricci-plana [3].

Dada una Gs-estructura invariante a izquierda ¢ en un grupo de Lie soluble G que posee un reticulo
I', podemos definir de manera natural una Gs-estructura ¢ en la solvariedad I'\G como sigue:

@W(p) (u,v,w) = @p((dﬂ-);llh (dﬂ-);lvv (dﬂ-);lv)a pe G7 Uu,v,w € Tﬂ(p) (F\G)

La Ga-estructura ¢ serd llamada una Ga-estructura invariante. Dada una solvariedad T'\G equipada
con una (Ge-estructura invariante @, es facil de chequear que las condiciones en la tabla de arriba se
satisfacen para ¢ si y sélo si se satisfacen para la 3-forma ¢ definida a nivel del algebra de Lie.

Como corolario de la Proposicién 2.1.14 y el hecho de que existen Gs-estructuras invariantes en
una solvariedad tenemos

Corolario 2.1.16. Toda solvariedad de dimension 7 admite una estructura espin.

En particular, las solvariedades planas de dimensién 7 son ejemplos de variedades compactas planas
que admiten una estructura espin, las cuales son interesantes de acuerdo con [138].

2.2. Clasificaciéon de las solvariedades planas split de dimensién 7

El objetivo de esta seccién es clasificar las solvariedades planas split de dimensién 7. Seguiremos
el método descripto en §2.1.1.

Sea g un algebra de Lie plana (no abeliana) de dimensién 7. De acuerdo con el Teorema 2.1.1 hay
dos posibilidades para dim b, a saber, dimb =1 o dimb = 2. Si dimb = 1 entonces g = R x RS es casi
abeliana, y si dim b = 2 entonces g = R? x R? no es casi abeliana.

2.2.1. Caso casi abeliano

Un algebra de Lie plana casi abeliana g de dimensién 7 puede escribirse como g = Rz x,q, RS donde
ad, se escribe en cierta base B del nilradical RS como la matriz en bloques

_ 0 -a 0 -b 0 -c 2 2 2
[adx]—[a 0:|®|:b O:|®|:c O:|’ a®+b°+c*£0.

El correspondiente grupo de Lie simplemente conexo es G = R x4 RS con

6(1) = [cos(at) —sin(at)] ® [cos(bt) —sin(bt)] ® [cos(ct) —sin(ct) (2.2.1)

sin(at)  cos(at) sin(bt)  cos(bt) sin(ct)  cos(ct) |

De la clasificacién de subgrupos finitos de GL(6,Z) extraemos la lista de subgrupos finitos ciclicos
de SL(6,Z), usando el programa GAP. Obtenemos 123 subgrupos, cada uno de los cuales da origen a
un grupo Z xp Z8 que es (isomorfo a) un reticulo de un grupo de Lie plano casi abeliano. En efecto,
al conjugar ¢(tp) podemos obtener cada una de las matrices que generan estos 123 subgrupos, debido
al siguiente resultado conocido.

Teorema 2.2.1. [97] Una matriz A € GL(k,R) tiene orden finito si y sélo si A es conjugada a

cost sinty " cost sint, |
I -1 1 - 1 ro r
b ©(-1k,) [sintl costy ] [sin t, cost, ’
donde k1,ka,r >0, cada potencia dy,...,d, es mayor o igual que 1, cada t; es un maltiplo racional de

2 con 0 <ty < <tp<m, yky+ko+2(dy+-+d,)=k.
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Para cada uno de los 123 subgrupos, chequeamos con GAP que cualquier matriz que genera
el subgrupo en cuestién es conjugada entera a la matriz que genera el grupo dada en la lista que
extrajimos. Esto implica que los reticulos correspondientes son isomorfos. Por tltimo comprobamos
que los 123 reticulos split correspondientes son no isomorfos 2 a 2, pues calculamos con GAP el
numero de subgrupos de cierto indice y este invariante permite distinguirlos. Como las solvariedades
correspondientes son no difeomorfas (de acuerdo al Teorema 1.2.2) obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Hay 123 solvariedades planas casi abelianas de dimension 7 no difeomorfas 2 a 2.

Los célculos realizados en GAP, as{ como también una lista de las 123 matrices que dan origen a
las 123 solvariedades, estan disponibles (en inglés) en

https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds.

2.2.2. Caso no casi abeliano

Un 4algebra de Lie plana g de dimensién 7 que no es casi abeliana se escribe como g = R? x,q R®,
donde R? = span{z,y} y en cierta base B del nilradical R%, resulta

ad, = (0) @ [2 _Oa] ® [2 _Ob], ad, = (0) @ [2 _OC] ® [2 _Od] ,

donde a®? +c2 0, 0> +d%2 +0 y ad - bc # 0.

Por consiguiente, el grupo de Lie simplemente conexo asociado G se escribe como G = R? X R®,
donde ¢(tx + sy) = exp(tad,) exp(sady). De acuerdo al Teorema 1.2.5, para determinar los reticulos
split en G (de manera de obtener las solvariedades planas split) debemos hallar los valores de a,b, ¢, d
de manera que exp(ad;) y exp(ady) se conjuguen de manera simultdnea a matrices A, B € GL(5,Z).
Luego necesitamos distinguir los correspondientes reticulos split X4 p = 72 x AB 75 salvo isomorfismo.

Hay 6079 subgrupos finitos de GL(5,Z). Usando GAP, extraemos la lista de los subgrupos finitos
abelianos de SL(5,Z) que estdn generados por 2 elementos.

Algunos de estos subgrupos no pueden dar origen a un grupo Z? x AB 75 isomorfo a un reticulo
de un grupo de Lie plano puesto que el rango de su abelianizacion es par. Esto contradice el hecho
de la solvariedad plana Kihler de dimensién par obtenida al multiplicar por S' debe tener primer
nimero de Betti par (y by (M x S') = by (M) + 1). Descartando estos subgrupos, nos quedamos con
45 subgrupos. Cada uno de estos subgrupos da origen a un grupo Z?2 x AB 7P que es (isomorfo a) un
reticulo split de un grupo de Lie plano de la forma R? x P R, como la siguiente tabla muestra.

A continuacién comprobamos con GAP (y usando Lema 2.1.10), para cada uno de los 45 subgrupos,
que dos conjuntos {4, B} y {C, D} de generadores del subgrupo en cuestién dan origen a grupos ¥4 g
y 2c,p que son isomorfos. Finalmente, distinguimos con GAP los reticulos al calcular el nimero de
subgrupos de cierto indice. Por lo tanto, obtenemos al siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Hay 45 solvariedades planas split (no casi abelianas) de dimension 7 que son no
difeomorfas 2 a 2.

Notar que todas estas solvariedades satisfacen la condicién ¢ = —d (como muestra la tabla siguiente),
lo que serd importante en la siguiente seccion.

Los célculos realizados en GAP estan disponibles (en inglés) en

https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds.


https://github.com/atolcachier/7-dimensional-splittable-flat-solvmanifolds
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o o 1 0 0]
2 -1 0 0 0 ) ) -
(2,28, (x,-m) 0 V3 0 0 o [1 o]@(l)e[,l O],—Izeu)e(—u)
0 0 0 -1 2
Lo 0 0o V3 ol
0 V3 V3 0 0 0 1 o0
2 -1 -1 2 0o 1 -1
(1)69[2 1 1 2} (1)69[1 1 0 0]7(1)69(14)
0 v3 -3 o0 0 1 0 o0
o o0 1 0 0
2 1 0 0 0
(2m, ), (2, -21) 0 V3 0 0 o0 13@[_01 1],[11 Ol]ea(ne[? }]
0o 0o o0 -1 2
Lo 0 0o V3 o]
0 0o 1 1 -1
0 0 -1 2 1 0 1 0
0 0 V3 0 V3 [0 ]@Is[ ’1]33[0 0 -1]
11 1 -1
-3 0 0 0 o0 -1 0 o0
-1 2 0 0 0
0 0 1 0 0
2 -1 0 0 0
(2, 25) (%, -% 0 V3 0 0 0 Igea[’l ’1] [1 ’1]6(1)69[1 1]
3 373 o o o 2 1] 1 o|'lt o -1 0
0 0 0o 0 V3
2 -2 2 \1[ 0 0o 1 -1 0 0 -1 0
0 0 0 3 -1 0 0 o0 10 0o 1
We|l_y 1 2 I3 e, 10 1M1 o 1 o
V3 V3 0 0 0 0 0 1 1 -1 1 1
0 0 1 0 0
2 -1 0 0 0 o 11h | |
@r, 2),(%,-%) 0 V3 o0 0 0 Ig»,eeL1 1],[1 0]@(1)@[1 0]
o0 0 0 -1 2
0 0 0 3 o
0 0 1 0 0
2 -1 0 0 0
@r. 28). (3. -2) [0 VB 0 o o] no[ll o[} T]ewe[d
0 0 0 -1 2
0 0 0 V3 o
o 0 1 -1 -1
0 0o 2 1 1 0 0 -1
0 0 0 V3 V3 [:} 0]@13,[1 :1]@[71 0 0]
-1 2 0 0 0 0o 1 o0
V3 0 o0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 o0 0 10 0 0 0
0 2 1 1 -1 0 1 0 1 0 0o -1 0 -1 -1
0 0 V3 V3 VB 0 1 o0 1 i{,Jo o o o -1
0o 2 -2 1 2 o -1 1 -1 -1ffo 1 -1 o 1
0 0 0 -3 0 0 0 o0 1 1 0 0 1 0o -1
1 -1 1 -1 -1 0O 0 0 1 0][-1 o o -1 0
0 2 1 0 -1 0 1 0 1 off-1r o -1 0 0
0 0o V3 0 V3 o o0 1 -1 of,J]1 o o 0o -1
1 0 0 2 0 -1 0 0 -1 0 1 0 o0 0 0
V3 o0 0 0 0 o o o 1 1ff[-1 1 o 0 0
1 1 -1 -1 1 0 -1 -1 -1 o0]fo 1 0 -1 o0
2 -1 -2 1 -1 0 1 1 1 1| fo -1 -1 o0 0
0 V3 0 V3 V3 -1 -1 0 -1 of,Jo 1 0 0 0
2 2 1 1 -1 0 0 0 1 o|lfo -1 o 0 -1
0 0 V3 V3 -=V3 0 0 -1 -1 0 1 1 0 0 0

Tabla 2.1: Solvariedades planas split no casi abelianas de dimensién 7.

2.3. (s-estructuras invariantes en solvariedades planas

El objetivo de esta ultima seccion es estudiar la existencia de Go-estructuras invariantes en las
solvariedades planas split que clasificamos en la seccién anterior. Mas especificamente, buscamos Ga-
estructuras cerradas, cocerradas, libres de torsiéon y de divergencia nula.

2.3.1. (s-estructuras en solvariedades planas casi abelianas

Sea gope = Re xaq, RS un algebra de Lie casi abeliana plana de dimensiéon 7y Gy p. = R %y RS el
correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, donde

ad; = [2 _Oa:|EB|:2 _Ob:|EB|:S _OC:|, a2+b?+c%#0,
B(t) = [cos(at) —sin(at)] ® [cos(bt) —sin(bt)] ® [cos(ct) —sin(ct)

sin(at)  cos(at) sin(bt)  cos(bt) sin(ct)  cos(ct) |
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Los corchetes de Lie de g, estan dados por

[e1,e2] =ae3, [e1,eq] =bes, [e1,es]=cer,

[e1,e3] = —aea, [er,e5]=-bes, [e1,e7]=—ces.
Por lo tanto, la diferencial de Chevalley-Eilenberg d : A! O e ™ /\29; b €sté dado por

de! =0, de?=ae'®, de=-ae'?, de* =be'd, (2.3.1)

de® = —bel4, deb = ce'”,  de” = —celS.

Sea @ € Aggz’b’ . la 3-forma definida positiva por

123 , 145 , 167 , 246 _ 257 _ 347 _ 356 (2.3.2)

Notar que {ej,...,er} es una base ortonormal para la métrica inducida g,.

Proposiciéon 2.3.1. La 3-forma ¢ como en (2.3.2) es cocerrada para cualquier eleccion de a,b,c, y
es cerrada (por lo tanto libre de torsion) si y sélo si a+b+c=0.

Demostracion. Calculamos dy usando (2.3.1):

d(p — (a+ b+c)(€1247 4 61256 4 61346 _ 61357).

Ademas,

*pp = _ 1247 _ 1256 _ 1346 1357 | 2345 | 2367 | 4567

Nuevamente, usando (2.3.1) se obtiene facilmente que dx,p = 0. O

Observacion 2.3.2. Esta proposicién coincide con [62, 63] donde se estudia la existencia de Ga-
estructuras cerradas y cocerradas en un algebra de Lie casi abeliana cualquiera. En efecto, ahi se
establece que ¢ es cerrada si y sélo si ad, € sl(3,C) (i.e. a+b+c=0) y que @ es cocerrada si y sélo si
ady € 5p(3,R) (lo cual siempre sucede en nuestro caso, pues ad, es antisimétrica).

Buscamos a continuacién explicitamente los valores de atg, btg, cty tales que ¢(tg) es conjugada a
una matriz entera para quedarnos con aquellos en los que atg + bty + ctg = 0. Notar que si cambiamos
atg por 27k + aty (similarmente para b y ¢) obtenemos una matriz conjugada a ¢(tg) por lo que los
reticulos correspondientes seran isomorfos. Teniendo esto en cuenta, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. Sea G = RxyR® con ¢(t) como en (2.2.1). Entonces ¢(t) es conjugada a una matriz
entera st y solo st uno de los sigm'entes casos ocurre:

Caso 1: atg, btg, ctg € {2m, 7, ¢ 3 ,ga}f
CCLSO 2 (Ito c {277-77772?”’ 57% (bto,ct[)) € { 2?71—, 4?71— (7r 371') (%,3%) 7T 57r)}
Caso 3: (ato,bto,cto) € {(277r7 4771', 677r) (2;7 4;, 8;) (227 ?Z, 1101) (278T, 1105?7 1145?)}

Demostracion. <) Para los casos (1) y (2) las matrices se pueden conjugar a una matriz entera
mediante una matriz en bloques (ver [142, Lemma 5.5]). En el caso (3), los autovalores de ¢(tg) son
todos distintos por lo que ¢(y) es conjugada a la matriz compainera de su polinomio caracteristico, el
cual puede chequearse en cada caso que tiene coeficientes enteros.

=) Si alguno de los valores aty,bty o cty es igual a m o 27w entonces los valores de los otros
pardmetros son los obtenidos para el caso R x R* en [142, Lemma 5.5], por lo que podemos asumir
a continuaciéon que atg, btg, ctg ¢ {m,27}. Luego, dado que los autovalores de ¢(t) tienen médulo 1 y
o(tp) es conjugada a una matriz entera, se sigue de un conocido teorema de Kronecker que ¢(t() tiene
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orden finito. Por lo tanto, el polinomio caracteristico Py,) de o(tp) tiene grado 6, no tiene raices
reales y divide a ¢ — 1 para algin d € N. Equivalentemente, Py(t,) s un producto de polinomios
ciclotémicos de grado > 2. Asi, las posibilidades son: un producto de tres polinomios ciclotémicos de
grado 2, el producto de dos de grados 2 y 4 respectivamente, o un polinomio ciclotémico de grado 6.
De aqui se deducen las posibilidades para ¢(tp) y mirando los autovalores se deducen los valores para
atg, btg, ctg como muestra el enunciado. ]

Proposicién 2.3.4. Salvo isomorfismo de los reticulos correspondientes, los valores de (ato,btg, cty)
tales que ¢(tg) es conjugada a una matriz entera y atg + btg + cto =0 son los siguientes:

(27T 47 67r) ( T 57T) (27T T 577) ( T 37r) (77 T 37r)
77 77 7 ) M 67 6 ) 3 767 6 ) ) 47 4 9 2747 4 )

3 5 2 4
(2w, 2w, —47), (2w, -7, —7), (27r, —E, ——F) ) (271', z, ——W) , (27r, ——W, ——W) ,
2 2 3 3 3 3

( T 7r) ( 2 7T) (7r T 27T) (27r 2 477)
T, ——, —— T, ——,—— - =, —— T
) 27 2 ) M 3? 3 ) 3737 3 M 37 3’ 3

Demostracién. El polinomio caracteristico Py,) estd dado por
Pyto) = (22 - 2z cos(aty) + 1) (2 — 2z cos(bty) + 1) (2> = 2z cos(ctg) + 1).

Los valores de aty, btg, cty tales que ¢(tp) es conjugada a una matriz entera fueron obtenidos en el
Teorema 2.3.3. Como mencionamos anteriormente, podemos cambiar los valores de atg, btg, ctyg por
{xato} +27Z, {£bto}+27Z y {£cty} +27Z y seguiremos obteniendo reticulos isomorfos. Para conseguir
aquellos valores tales que atg + btg + ctg = 0, debemos comprobar para los valores obtenidos en el
Teorema 2.3.3 que

0e ({£ato} +2nZ) + ({xbto} +27Z) + ({£cto} + 27Z).

Equivalentemente, debemos ver si alguno de los valores {+ato} + {£bto} + {£cto} es igual a 27k, para
algin k € Z. De hecho, podemos solo chequear si {zato} + {£btg} + ctp = 27k. Esto puede hacerse
mediante un chequeo directo y se obtienen los valores del enunciado. O

Con los valores de atg, btg, ctg obtenidos, listamos en la siguiente tabla a cudles matrices ente-
ras (salvo conjugacién entera) podemos conjugar ¢(tp). Para cada una de estas ternas de valores
(ato, bto, cto) obtenemos 30 reticulos no isomorfos (como vimos antes) y por lo tanto, obtenemos asi
30 solvariedades planas split con una Gs-estructura libre de torsién. Todos estos ejemplos poseen
holonomia ciclica finita contenida en G, la cual se puede calcular usando la Proposicion 2.1.6.

(atg, btg, ctg) Conjugada a Hol(T\G 4 p,c)
-1 0 0 0 1 0]
-1 0 1 0 0 O
om 4 6 -1 0 0 0 0 O
(& 5 -5F) 1 -1 0 0 0 0 27
-1 0 0 0 0 -1
| 1 0 0 1 0 0]
-1 -1 0 0
1 11 -1
(m, - %, -5%) 1 o 1 o|®CI2) Zi2
1 o 1 -1
o 0 0 0 0 -—1]
0o 0o o0 1 0 0 1 0 0 -1
or x 5w o o 1 -1 0o -1]|-1 o o o0 1 o0
(F 5% 1 0 0 O 1 -1 0o -1 0 0 0 1 Z12
0 -1 0 o0 0 0 0 1 0 0
| o 0O 0 0 1 -1
S 0 0 0 0
[0 1 0 o0 0 0 -1 -1 o0 1
& 3m 0 0 -1 0 B 0 0 0 1 0 0
(m =% =5) o o o 1|2CI2|y 0 0 0 -1 o0 Zs
1 0 o o0 0 -1 o0 0 0 -1
0 0 0 1 0o -1




2.3. G2-ESTRUCTURAS INVARIANTES EN SOLVARIEDADES PLANAS 55

-1 0 -1 0 -1 0
o o o0 -1 o 0o 1 0 0 0
. o 0 1 o0 o -1]|1 o o o o 1
(3,5 -°) 1 0 o0 o €B[1 0]’ 0 -1 0 0 0 o0 Zs
0 -1 o0 o 101 1 1 1 -1
B 1 0 1 1 1 0
nm o 1 1 0 o0
0 0 -1 0 0 -1
0 -1 0 0 1 0
0o 1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 o0
l1 1 0o o0 0 o
(2m,2m, —4m) 6 {e}
0 0 -1 0
@nr,-m,-m) -ly@la, (*13)9(1)63[,01 01]’ -e 701 8 8 01 L2
0o -1 0 0
SO PO R | Y O
Gr-5=5) | 1o o o 1 |® |0 O lfel-1 0 1}, “
[ 0 -1 o0 0 -1 0
o 0 0o 0 -1 o0
o o o o0 0o -1
1 0 o0
(1)@[701 O]e;[—l 0 1], P O R
0 -1 0 o o o 1 1 o
0 0 -1 0 0 1
o [ 2
0 o0 1
e L e AR T
0 -1 0
ro -1 o 0 0 0
o 0o o0 0 1 0
o 0o 0 1 0 0
o 0o 0 0 0 -1
-1 0 0 0 0 o
lo 0o -1 0 0 o
0 1 0 1
-1 0 -1 o0 o ] 7 00
(m,-%,-%) o 0 0 ) qa(—IQ),(—l)GBI:l O]@ 1 o -1f, Zy4
R o 1 o0
o o o 1 0
o 0o 0o o0 0 1
0o -1 0 0 0 -1
1 0 0 0 1 0
0 0 0 -1 -1 o0
lo o 1 o -1
0 -1 1 0
(-%-%) [1 01]63[11 01]‘9(’12)’(’12)@1 o o 4 %o
o0 0 1 o0
0 -1 0 0 -1
4 o [o -1 1 -1 0 0 0
(-1)@[1 0]@1 0 of(-Hefo -1 0 0 O
0 0 0 1 -1 0 o0
0 1 0 1 0
0 0 1 0
m m _2m 11 Lol S I B 1o o0
(5. %5,-%5) [-1 0]®[1 0]@[1 —1]’[1 0]650 0o o0 1 Zs
0 -1 -1 0
o o o0 0 0 1
0o 0 -1 0 0 0
o0 1 -1 0 0 0
o0 0 0 1 -1 0
-1 0 0 0 0 -1

Tabla 2.2: Solvariedades casi abelianas planas con una Ge-estructura libre de torsién.

2.3.2. (s-estructuras en solvariedades planas no casi abelianas

Sea ggp.c,d = R? x,q R un lgebra de Lie plana no casi abeliana de dimensién 7 y Gaped = R? ) R5
su correspondiente grupo de Lie simplemente conexo, donde R? = spang{x,y},

0 -a 0 -b 0 -c 0 -d
adx—(O)EB[a O]Q[b 0], ady—(O)GB[C 0]@[d 0],
y se cumple que a® + ¢ 0% b? + d?, ad-be # 0.
Los corchetes de Lie estan dados por

[e1,e4] = aes, [e1,es] =bey, [ez,eq] =ces, [e2, e6]=der,

le1,e5] = —aey, [er,er] = —bes, [e2,e5]=—ces, [e2,e7]=—deg.
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Por lo tanto, la diferencial de Chevalley-Eilenberg d : Al Gabed /\ngb’gd estd dada por

del =0, de?=0, de®=0,
de* = ae'® + ce?®,  de® = —ae' - ce*, (2.3.3)

de® = be'™ + d627, de” = —be'f — deS.

Queremos estudiar la existencia de Ga-estructuras cerradas o cocerradas en gqp. ¢ 4. Primero vere-
mos que gqp.cd N0 admite ninguna Ga-estructura cerrada. El lema clave es el siguiente, probado en
[59], donde se usa la siguiente notacién. Dada un dlgebra de Lie real g de dimensién 7, toda 3-forma
® € Ng* en g da origen a un mapa bilineal simétrico by:gxg—> A’g* ~ R, mediante

by (v,w) = %ngé ALy A .

Lema 2.3.5. [59] Un dlgebra de Lie real g orientada de dimension 7 no admite ninguna Ga-estructura
cerrada st para toda 3-forma cerrada ¢ € /\39* una de las siguientes condiciones se satisface para el
mapa b¢:gxg—>/\7g*:R:

(1) Eziste veg~ {0} tal que by(v,v) =0, o
(2) Existen v,w e g~ {0} tales que byg(v,v)by(w,w) <0.
Proposicién 2.3.6. El dlgebra de Lie gqpc.q no admite Go-estructuras cerradas.

Demostracion. Sea ¢ = ¥ jck aijkeij ¥ una 3-forma genérica. Para que ¢ sea cerrada tenemos que
1234 1235
0= —(aa235 - ca135)e + (aa234 - ca134)e

1236 1237
— (day36 — bagse)e

1246

+ (da137 - ba237)e

1247

— (aagse — dajar — carse + bagar)e =™ — (aags7 + daiss — caisr — bagap)e

1256 1257
+ (aagse — caige + daisy — bagsy)e ™" + (aagqr — caiar — dayse + bagse)e

1356 1357

+ (CLCL347 + ba356)e
2346

~ (aazse + bagar) e — (aazsy — bazs) e + (aazas — bassy)e

— ba457el456 + ba45661457 — aa567el467 + aa46761567 - (da347 + ca356)e

+ (da346 - CCL357)€2347 + (ca346 - da357)62356 + (ca347 + da356)e2357

— dagsre?50 4 dagsee? - casgre?T + caygre?®.

Como a®+c? 0 y b2 +d? + 0, resulta asg7 = asgr = 0 V a456 = a457 = 0 respectivamente. Mirando ahora

los ultimos 8 pares de términos deducimos que

aazqr = —basse dazyr = —cazse
aazse = —basay dazye = cazsy
aazs7 = base cazyp = dazsy
aazse = bazsy cazyr = —dazse

De aqui tenemos que
2 2
a”azse = abags7 = b az4e,
2 2
a”azyr = —abagse = b asar,
2 2
c“asye = cdazsy = d”azse,

2 2
c azyr = —cdazse = d"azay.
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Si asse # 0 0 asy7 # 0 entonces a® = b? y ¢ = d?. Asi, b = xa y ¢ = +d, ninguno de ellos igual a
0. La condicién ad — be # 0 descarta los casos b = a,c =d y b= —a,c = —d. En los otros dos casos,
mirando las ecuaciones previas resulta a = b =c = d = 0, lo que contradice ad — bc # 0. Por lo tanto,
a346 = a347 = a3zs6 = azsy = 0.

Mais atn, de los términos que tienen 4 sumandos vemos que

(b? — a?)agug + (ac — bd)ayse s (—ac + bd)agys + (¢ — d*)a146

a1s7 = ad - be ’ ad - be ’

(—ac + bd)a147 + (a2 — 62)a247 (CLC - bd)a247 + (d2 — c2)a147
, 256 = .
ad — bc ad — bc

Reemplazando los valores que acabamos de encontrar en la expresién de ¢ calculamos ahora

ais6 =

1.
Ley® A Ley® A d = —6(a14603450247 — 14703450246 )€,

1.
LesD A Los® A ¢ = 6( 14602470345 — A14702460345)e" .

Usando (ii) del Lema 2.3.5 para v = e4 y w = e5, concluimos que gq 4 .4 1o admite ninguna G-estructura
cerrada, para cualquier elecciéon de valores a, b, ¢, d. O

Aunque g4 p 4 no admite Ga-estructuras cerradas, si admite Ga-estructuras cocerradas para algu-
nos valores de a,b, ¢, d.

Proposicion 2.3.7. Sea ¢ € Agg;bcd dada como en (2.3.2). Entonces ¢ es cocerrada si y sélo si
c=—d.

Demostracién. Usando (2.3.3) calculamos
dx 0 = (d + )T 4 (d+ ¢)e!?,
Luego d*,¢p =0 si y sélo si c = —d. O

Dado que las 45 solvariedades planas split no casi abelianas que aparecen en la Tabla 2.1 se obtie-
nen a partir de matrices que satisfacen d = —c, todas estas solvariedades admiten una Gs-estructura
cocerrada.

2.3.3. Ejemplos con divergencia nula

Finalmente, veremos que las 45 solvariedades planas no casi abelianas split que obtuvimos admiten
una Ge-estructura con divergencia nula. Primero damos férmulas para las formas de torsiéon 71,...,74
para el dlgebra de Lie g4 p ¢ q-

23 145

+e + 6167

Proposicion 2.3.8. Sea ¢ ¢ /\392 beaq definida por ¢ = el + @246 _ o257 _ 34T _ 356,

Entonces, las formas de torsion de ¢ estan dadas por
4 1
To = —?(b+ a), T = —6(d+ o), m=(d+c)(e' +e),
1
T3 = ?(b +a) (37 — 36210 4 36317 1 36350 4 4123 4 4115 1 46107

1
+ §(d+c)(el46 —8157+€245 +6267).



58 CAPITULO 2. G3-ESTRUCTURAS EN SOLVARIEDADES PLANAS

Demostracion. Calculamos 7o, ..., 73 usando las ecuaciones (2.1.2).
Dado que 7 = % *, (de A ), obtenemos que

d(,O — (b+a)(61247+61256 +61346 —61357) + (d+C)(62346 —62357), ng/\go _ —4(b+a)el"'7.

Por lo tanto,

4
=——(b+a).
70 7( a)
Ahora, para 7 = —% *o (*o dp A ), calculamos

*s&dsoz (b+a)(6257—6246 +€347+6356) + (d+C)(6146—6157),

x,dp A @ = 2(d + ¢)e' 24507,

Asi,
1
1= —=(d +c)e’.
6
Sabemos que Ty = *, dx @ —4*, (11 Ad*,p). Se sigue entonces de la Proposicién 2.3.7 y la expresion

de 1 que
T1 Adxp=0.

De esta manera,
Ty = xpdr,p = (d+c)(e' + ™).

Finalmente, para 73 = x,dy — 70 — 3 *, (11 A ), calculamos

Q1345 | (1367 | 2316 _ 2857y 157 _ 245 _ ,267)

1 1 X
T1/\(,0=6(d+c)( *¢(71A<p)=6(d+c)(el46—e

En consecuencia,

T3 = (b+a)(€257 —6246 +6347 +6356) + (d+C)(€146 —6157)

4
N ?(b+a)(€123 M5 | 16T | (246 _ 25T _ 3T 356)

_ %(d+c)(e146 L 15T (245 _ 267y
1
= ?(b +a)(3e®7 — 36240 1+ 3317 4 3e3%0 1 46! 1 46147 4 4¢197)

1
" §(d+c)(el46_6157+6245 +€267).

Esto concluye la prueba de la proposicion. O

A continuacién, recordamos la divergencia de T,,. Se define como el campo vectorial divT, dado
por

7
gw(diVTij) = Z(inT@)(EianL (2'3'4)
i=1

donde {Ez‘}il1 es un marco ortonormal local respecto de la métrica inducida g,.
En el caso del algebra de Lie gqp ¢4, dado que la base {e1,...,e7} de gqp 4 €s una base ortonormal
para (-,-),, la ecuacién (2.3.4) toma la siguiente forma:

7 7
<diV(Tﬂ0)7 ej)@ =~ Z Ttp(v&eiv ej) - Z Tw(eia vﬁiej)' (235)
i=1 i=1
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145 167 246 257 347

Teorema 2.3.9. Sea ¢ € A?’g;’b’c’d definida por ¢ = el +e +e246 _ o257 _ o347 _ 356 Entonces,
para cualesquiera (a,b,c,d) tenemos que divT, =0, i.e., ¢ tiene divergencia nula.

+e

Demostracion. Calculamos Ve,e; y Ve, e; usando la féormula de Koszul.

2<v€iej7 ek)sﬂ = ([eiv ej]a 6k><,0 - (l:eja ek’]? ei><,0 + ([6k7 ei]a €j><p Vivj’ k.
Obtenemos V,,e; =0 para todo 1 <i<7y
v€1 €4 = a€s, velef) = —aey4, vel €6 = b€7, v€1 er = _b€7a
v62€4 = C€s, v6265 = —Céy, v€2€6 = d€7, v€267 = _d€6.
Reemplazando V., e; = 0 para todo 1 <i <7 en la ecuacién (2.3.5) llegamos a
7
<diV(T<p), ej)sp = — Z Tg&(eiy VEiej)~
i=1
Para 1 < j <3, es claro que (div(7},),e;), = 0.

Calculemos ahora las otras componentes.

( Yo = —Ty,(e1,Ve e4) = Tp(€2,Ve,eq) = —al,(e1,e5) — cTy(e2,e5),
(div(T,), e5)p = —Ty(e1, Ve, es) — Tp(ea, Veyes) = aly(er, eq) + cTy(ea, eq),
(div(T,), e6)p = —Typ(e1, Ve e6) — Typ(ea, Vese6) = =T (e1,e7) —dT,(ez,e7),
{ Yo = —T,(e1, Ve e7) = Typ(ea, Veyer) =T, (e1,e6) + dTs(e2, €6).

Recordemos que
70

1 1
T, = Z(a ')go —*p(T1 A *pp) = 972" Z](Ti%)a

donde j(73)(ei,€5) = *p(Le; 0 ALe; o AT3). Puesto que {e;}7_, es una base ortonormal, el primer término
se anula automéaticamente. Observamos ademas de la férmula para 7 de la Proposicion 2.3.8 que
To(e1,e;) = T2(e2,ej) =0 para 4 < j < 7.

Calculamos ahora x, (11 A *,¢) ¥ J(73) (usando las férmulas de la Proposicién 2.3.8):

1 . . ap ,
TLA % = _6(d+ C)eD A (=247 _ 1236 _ 1316 | 1357 | 2345 | 2367 , 4567

_1 12347 | 12356 _ 34567
= é (d+c)(e +e e ).

Por lo tanto
47 56)'

1
*o(TL A *pp) = 6(d+ c)(—e12 +e*' +e
Notar que x, (71 A *pp)(€1,€5) = xo(T1 A %) (€2,€;) =0 para 4 < j < 7.
Finalmente, los productos interiores ¢, p, 1 < j <7 estan dados por

teyp = €2 4 15 4 6T, Loy = €13 4 16 _ 5T, Loy = €12 — 4T — 56,

boyp = —e'5 = &2 1 3T, tegp = e 4 €27 4 36, tegp = —elT + e — %,

by p = €16 — €25 _ ¢34,

De aqui,
8 1
ley P ANT3 = —7(b + a)(612345 + 12367 4 614567) + 3 (d+ C)(€12346 — 2T, 2624567),

1 1
Loy AT3 = §(d+ C)(el2345 4 (12367 | 914567y §(b+ a)(e12346 _ 12357 _ o 24567)
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De esta ecuacién deducimos que

)(73)(e1,€5) = 3(73)(€2,€j) =0, parad<j<T.
En conclusion, Ti,(e1,e;) = T,(e2,e;) = 0 para 4 < j <7. En consecuencia, divT, = 0. O

Observacion 2.3.10. Las 45 solvariedades planas de la Tabla 2.1 se pueden obtener eligiendo valores
de (a,b,c,d) tales que a # —=b y ¢ # —d. En efecto, en lugar de tomar A, B podemos tomar A y AB,
lo que corresponde a los valores (a,b),((a + ¢),(b+ d)). Se puede ver, para los valores de la Tabla
2.1, que a # -by a+c # —(b+d). Esta eleccién da origen a un reticulo isomorfo al original pues
(A,B) = (A, AB) (Lema 2.1.10). De esta manera, la Ga-estructura invariante en las correspondientes
45 solvariedades planas tiene divergencia nula y es una Ge-estructura genérica respecto de las clases
de Gray-Fernandez, dado que ninguna de las componentes de la torsién se anula.



Capitulo 3

Armonicidad de estructuras casi
complejas ortogonales en solvariedades
casi abelianas

3.1. Estructuras casi complejas arménicas en algebras de Lie casi
abelianas

Recordemos que, por definicién, un dlgebra de Lie casi abeliana posee un ideal abeliano de codi-
mensién 1 y por lo tanto puede ser escrita como un producto semidirecto g = Reg x u, donde u es un
ideal abeliano de g. Eligiendo una base de u, podemos identificar u con el dlgebra de Lie abeliana R4
y podemos escribir g = Reg x7, R4 para alguna L € gl(d - 1,R).

En relacién a las clases de isomorfismo de algebras de Lie casi abelianas, existe el siguiente resultado
([63, Proposition 1]):

Lema 3.1.1. Dos dlgebras de Lie casi abelianas g1 = Rxp, RA-1 yg2=Rxp, R4 son isomorfas si y
sélo si existe ¢ # 0 tales que cLy y Lo son conjugadas en gl(d-1,R).

Sea G un grupo de Lie casi abeliano de dimensién 2n equipado con una estructura casi hermitiana
invariante a izquierda (J,¢g), determinada por un endomorfismo J : g — g y un producto interno (-, -)
en g, donde g denota el algebra de Lie de G.

Si u denota el ideal de codimensién uno en g, elegimos eq € g unitario y ortogonal a u, con lo que
podemos descomponer a g en suma directa ortogonal como

2n-1
QZRGUKL{ZRGOKLR s

para alguna matriz L € gl(2n — 1,R). Denotamos por a al subespacio J-invariante maximal de u, esto
es, a = unJu. Es claro que dima = 2n — 2. Sea {eq, €1, ..., €2,-1} una base ortonormal de g compatible
con J, i.e. Jeg; = €41, 0 < i < n—1. Notar que u = span{ey,...,ea,-1} v a = span{es,...,e2,-1}.
Denotaremos J' := J|s: a - a.

Descomponemos el endomorfismo L : u — u de acuerdo con la descomposicién ortogonal u=Re; ®a
de la siguiente manera;:

H Wo

L= , con peR vy, wpeay D egl(2n-2,R). (3.1.1)
Vo D

'Es tnico salvo cuando g = h3 x R®, ver por ejemplo [8, Remark 2.2].
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Observacion 3.1.2. Si wyg =0y 0+ vy € Im(D — pI) entonces podemos aplicar un cambio holomorfo
de base (i.e. que preserva la matriz de J) tal que vy = 0. En efecto, si vg = Dz — ux para algin z € a,
entonces al llamar e| = eg + Jx y €] = Jeg = e; — x tenemos que

!/ !/ !/
[eg, €1] = per +vg — Dx = pey, ade; [a = D.

Notar que este cambio de base no preserva el producto interno, pues la nueva base {eg, €], €2, ...,€2,-1}
no es ortonormal.

En lo que sigue necesitaremos la descomposicién de L en sus componentes simétrica y antisimétrica
L =5+ A, dadas por

, (3.1.2)

donde

1 1
7=§(U0+w0)7 p=§(v(]—’UJO),

y Ds, D, son las componentes simétrica y antisimétrica de D, respectivamente. Como L = ade, |u,
podemos establecer que Leg =0, y esto implica Sey = Aeg = 0.

Usando el Lema 1.1.29, caracterizamos en el siguiente resultado las estructuras casi complejas
ortogonales armonicas en un algebra de Lie casi abeliana métrica.

Teorema 3.1.3. Sea (J,(-,-)) una estructura casi hermitiana en un dlgebra de Lie casi abeliana
g. Entonces J es armdnica con respecto a (-,-), es decir [J,V*VJ] =0, si y sdlo si las siguientes
condiciones se satisfacen:

(i) py+Dsy=(TrS)p=J'DeJ'p=0,
(ii) DaJ'DaJ’ - J'DaJ' Dy + (Tt S)[Da, J']J" = 0,
usando la notacion de (3.1.2).

Demostracion. Utilizaremos la siguiente expresion de la conexién de Levi-Civita en g asociada a (-,-)
determinada en [113]:

Veo€0=0, Veu=Au, Vyeg=-Su, Vy,v=(Su,v)eo, (3.1.3)

donde u,v € u. En primer lugar, el tercer término en el lado derecho de (1.1.5) es sencillo de calcular:

2n-1
Z{; J(Vy.e;J)(@) = (Tr 8)J(Ve,J) () = (Tr S)J[A, J]z, x€g. (3.1.4)

En lo que sigue, para abreviar denotamos H := %[J,V*VJ]. Si x € a, usando (3.1.3) y (3.1.4)
tenemos que

2n-1
H(z)= Y (Ve JVe,JX = Ve, JVe, X) - (Tx S)J[A, J]x
i=0
2n-1
= Ve JAJx = IV JAz + Y (Ve,({Sei, Jz)er) = JVe,({Sei, x)er)) — (Tr S)J[A, J]z
i=1
2n-1
= (AJAT - JAJA)z + Y, ((Sei, e1)(Se;, Ja)eg — (Sei, e1)(Ses, x)er) — (Tr S)J[A, J]x
i=1

= (AJAJ - JAJA)x + (Se1, SJx)eq — (Sey, Sxz)e; — (Tr S)J[A, J]x.
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A continuacién, calculamos

(Hx,e1) = (x, JAJ Aey) - <52€1,$> +(TrS)(x, [A, J]eg)
(z, JATp—S(per +7) + (Tr S)p)

(z, JAJp — py = Sy + (Tr S)p)

= ~(z, v + Dsy = (Tr S)p — J' Do J'p).

Como H anticonmuta con J y a es J-invariante, se obtiene que
(Hx,eq) = —(HJz,e1) = (J'z, uy + Dsy = (Tr S)p— J' Dy J'p).
Ahora, para todo y € a,
(Hz,y) = ((AJAJ - JAJA - (Tr S)J[A, J])z,y)
={((DyJ' DyJ" = J'DyJ Dy + (Tt S)[ Dy, J']J" )2, y).
Por lo tanto, Hx = 0 para todo x € a si y sélo si
uy+ Dy = (TrS)p—J' Dy p=0, D,J'DyJ —J DyJ Dy+ (TrS)[D,,J']J" =0,

las cuales son las condiciones en el enunciado.

Puesto que V*VJ es antisimétrico (dado que Vy J es antisimétrico para cualquier V'), tenemos que
H también es antisimétrico. Esto implica que (Heg,ep) = 0 y, como ademés H anticonmuta con J,
también resulta que (Hep,e1) = 0. De aqui y la igualdad (Heg,x) = —(ep, Hx) deducimos que Hep =0
si y sélo si la condicién (i) se satisface. De manera similar con He;. Esto completa la prueba. O]

Como una consecuencia, obtenemos:

Corolario 3.1.4. Con las mismas hipdtesis que en el Teorema 3.1.3, si g es unimodular entonces J
es armonica st y solo si

(i) wy+Dsy—J'DeJ'p=0,
(ii) DoJ'DoJ’ = J'DoJ' Dy.
Demostracion. Basta notar que Tr.S = Tr(ade,) = 0. O]

En el siguiente corolario consideramos el caso en que la estructura casi compleja ortogonal es
integrable. Fue mostrado en [100] (ver también [8]) que J es integrable si y s6lo si wyg =0y [D,J'] =0,
lo cual es equivalente a [Ds, J'] = [Dg,J'] = 0.

Corolario 3.1.5. Con las mismas hipdtesis que en el Teorema 3.1.3, si J es integrable entonces J es
armonica st y solo si
DUO = (T‘I‘ D)Uo.

Demostracién. Supongamos que J es integrable. Entonces, la condicién [D,, J'] = 0 implica automé-
ticamente la condicién (ii) en el Teorema 3.1.3. Como wy = 0, tenemos que v = p = %vo y asi la primera
condicion se convierte en

pvo + Dgvg — (Tr S)vg + Davg = 0,

la cual es equivalente a Dvg = (Tr S — pu)vg = (Tr D)vy. O

Se sigue del Corolario 3.1.5 que si g es unimodular (i.e. u+Tr D =0) y J es integrable, entonces .J
es armonica si y sélo si
Duvg = —py. (3.1.5)

Es facil verificar que, en este caso, (3.1.5) es equivalente a L%e; = p?ey, dado que Lvg = Duy.
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3.2. Clases de Gray-Hervella en algebras de Lie casi abelianas

A continuacién, recordamos la clasificacién de las estructuras casi hermitianas debida a Gray-
Hervella [80]. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 2n equipado con un producto interno (-, -)
y una estructura casi compleja ortogonal J. El espacio (V*)®3 es naturalmente isomorfo al espacio de
todos los tensores covariantes trilineales en V. Sea W el subespacio de (V*)®3 definido por

W={ae (V)| alx,y,2) = —a(z,z,y) = —a(z,Jy, Jz), para todoz,y,zeV}.

2

Existe un producto interno natural en W dado por («,B8) = Y7 ;-1 a(e;, e, ex)B(ei, e, ex), donde

2
{e1,...,e2,} es una base ortonormal de V. Dado a € W se define & € V* por a(z) = X277 a(e;, e;, 2).

Ademss, se definen cuatro subespacios de W de la manera siguiente:

Wi ={aeW |a(z,z,z)=0para todoz,z € V},
Wy ={aeW|a(z,y,2)+a(z,z,y) + a(y, z,x) = 0 para todo x,y,z € V},
Wi ={aeW |a(z,y,2z) - a(Jx,Jy,z) = a(z) =0 para todo z,y, z € V},
Wi={aeW |a(e,y,z) - —2(;_1<<x,y>a<z) ~ (z, 2)aly)
n-1)
—(x, Jy)a(Jz) + (z, Jz)a(Jy)) para todo x,y,z € V}.

La representacion estdndar de U(n) en V induce una representaciéon de U(n) en W, de modo que su
descomposicién en irreducibles es la descomposiciéon ortogonal W = Wy & Wy @ W3 & W,4. Tomando
suma directa entre los cuatro subespacios se forman en total 16 subespacios (incluyendo a {0} y W).

Sea ahora (M, J,g) una variedad casi hermitiana de dimensién 2n con conexién de Levi-Civita
asociada V y forma de Kéhler w dada por w(X,Y") = g(JX,Y'). Entonces, U(n) actia en cada espacio
tangente T, M, con p e M. Si W), = {a € (T;J\I)®3 | a(z,y,2) = —a(z,2z,y) = —a(x, Jy, Jz)}, entonces
la representacién inducida de U(n) en W), se descompone en las cuatro componentes W), 1, Wp, 2, W) 3
y Wp.4 como se describe en el parrafo anterior. Si S es uno de los 16 subespacios invariantes de W, se
denota por S}, el correspondiente subespacio de W), y se denota por S la clase de todas las variedades
casi hermitianas (M, J, g) tales que (Vw), € S, para todo p € M. Se verifica (ver [80]) que (Vw), € W),
para todo p € M, lo cual hace que esta definicién tenga sentido. La clase correspondiente a W; se
denota por W, la que corresponde a W; @ W, por W; @ W, etc.

Cada una de estas 16 clases resulta definida por la anulacién de ciertos tensores. Algunos de estos
tensores son bien conocidos, por ejemplo dw, dw (donde ¢ es la codiferencial), el tensor de Nijenhuis
Ny definido en (1.1.1), y la forma de Lee 0, la cual es la 1-forma definida por

6(X) = —ﬁéw(JX), X e X(M). (3.2.1)

Otros tensores que caracterizan estas clases son T* y U, los cuales estan definidos por

TH(X,Y, Z) = (Vxw)(Y, Z) + (Vuxw)(JY, Z),
UX,Y,Z)=9(X,Y)ow(Z) - g(X, Z)ow(Y) - g(X,JY)ow(JZ) + g(X, JZ)ow(JY). (3.2.2)

En dimensién 4 resulta Wi = W3 = {0} de modo que solo quedan 4 clases, las cuales se exhiben en
la Tabla 3.1. Por otro lado, exhibimos las 16 clases de estructuras casi hermitianas en variedades de
dimensién > 6 en la Tabla 3.2. Alli, usamos la notacién Y., para denotar la suma ciclica sobre las
variables que aparecen.
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Clase | Condiciones que la definen
{0} Vw =0
Wo dw=0
Wi N;y=0
w Sin condiciones

Tabla 3.1: Variedades casi hermitianas de dimension 4.

Clase Condiciones que la definen
{0} Vw =0
Wi 3Vw =dw
Wa dw=0
Ws dw=0,N;=0
Wy (Vxw)(Y,2) = — 551 U(X,Y, 2)
Wi & Ws T =0
Ws & Wy Ny=0
W1 & Ws T (X,X,Y)=0, w=0
Wa & Wy dw=0Aw
W1 @& Wy (Vxw)(X,Y) = —ﬁU(X,X,Y)
Wao & W3 ST (X,Y,Z)=0, 6w=0
cyc
Wi @& Ws & W5 ow=0
W1 ®Wa & Wy TH(X,Y,2)=-U(X,Y,2)
Wi @ W3 @ Wy (Ns(X,Y),X)=0
Wa & W3 & Wy >T(X,Y,Z)=0
cyc
w Sin condiciones

Tabla 3.2: Variedades casi hermitianas de dimension > 6.

Observacion 3.2.1.

(1)

Las variedades que pertenecen a algunas clases tienen nombres especiales, por ejemplo: las va-
riedades en la clase {0} son las variedades Kéhler; en W, nearly Kéhler; en W, casi Kéhler;
en Ws, balanceadas; en W) @ W, cuasi-Kéahler y en W5 & Wy, hermitianas. En [80], las clases
Wie Wy Wiy W d W3 @& W, se denotan Gy v Ga, respectivamente.

Las variedades localmente conforme Kéhler (LCK), que son aquellas variedades hermitianas
que satisfacen dw = 6 Aw y df = 0, pertenecen a la clase Wy. Més ain, cuando dim M > 6 la
clase Wy coincide precisamente con la clase de variedades LCK. En efecto, si (M, J, g) € Wy, de
la identidad dw(X,Y,Z) = (Vxw)(Y,Z) + (Vyw)(Z,X) + (Vzw)(X,Y) para todo X,Y, Z, se
deduce que

(XY, Z) =~ [U(X,Y,2)+U(Y,Z,X)+U(Z X,Y)].

_
(n-1)
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Ahora, la suma ciclica U(X,Y,Z)+U(Y,Z,X)+U(Z,X,Y) es igual a

9(X,Y)ow(Z) - g(X,Z)ow(Y) - g(X,JY)ow(JZ) + g(X, JZ)dw(JY)
+ (Y, 2)5(X) - gV, X)3w(Z) - (¥, I 2)(IX) + (¥, T X )dw( Z)
+9(Z, X)ow(Y) - g(Z,Y)ow(X) - g(Z,JX)ow(JY) + g(Z,JY )ow(JX),

y esto es igual a
2[w(X,Y)ow(JZ) + w(Y, Z)ow(JX) + w(Z, X)ow(JY)].
Por lo tanto, usando (3.2.1) obtenemos que
dw =0 A w.

Por otra parte, dw = f Aw en dimensién > 6 implica que df = 0, por lo que (J,g) es LCK. Otra
consecuencia de esta ultima implicacién (en dim > 6) es que la 2-forma fundamental w de una
variedad en la clase W @ Wy es localmente conforme simpléctica [150].

En el contexto de dlgebras de Lie casi abelianas, varias clases de Gray-Hervella han sido caracteri-
zadas. A saber, la clase {0} en [56], Ws en [101], W3 en [55], Wy y W @ Wy en [8], W3 @ Wy en [100], y
se puede deducir de un resultado en [36] (ver también [6]) que W colapsa a la clase {0} en este caso.

Nuestro objetivo en esta seccién es caracterizar las 16 clases de Gray-Hervella en algebras de Lie
casi abelianas de manera uniforme. En la préxima seccién analizaremos la condicién de armonicidad
en cada una de estas clases.

Para empezar, debemos describir los tensores que aparecen en la Tabla 3.2 en términos de L.

Calculamos primero el tensor de Nijenhuis de J. Notar que N;(z,x) = Nj(x,Jx) = 0 para todo
x € g. Ademds, Nj(Jx,y) = —JN;(z,y). Teniendo en cuenta estas simetrias, y dado que los tnicos
corchetes no nulos involucran a ey, el tensor N estéa determinado simplemente por calcular Ny (eg,x),
para x € d:

Ny(eo,x)=(L+JLJ)x={((L+JLJ)z,e1)e1 + (D +J' DJ)x
= ((L'+ JL'J)ey,z)ey + (D + J' DJ )z (3.2.3)
= (wp,z)er + (D +J'DJ")x.

Proseguimos con el calculo de dw. En este contexto invariante, dw puede ser calculada usando la
formula

dW(QT,y, Z) = _W([SU,y],Z) —W([y,Z],l‘) —W([z,:cLy).
Nuevamente como los inicos corchetes no nulos involucran a eg, tenemos, para x,y € a, z € u,
dw(eo,el,x) = —(JL€1,$> + <JL$761> = <L€17 J.Z') = (UO) Jl’),
dw(eg, z,y) = —(JLz,y) + (JLy,z) = (x,(D'J" + J' D)y), (3.2.4)
dw(z,z,y) = 0.

Con respecto a la codiferencial dw, su expresién en un algebra de Lie casi hermitiana fue obtenida
por ejemplo en [10]:

1 2n—-1
dw(x) =-Trady, +§( Z [Jei,ei], x),
i=0
donde {eq,...,ea,-1} es cualquier base ortonormal de g. En el contexto casi abeliano, esta ecuacién

se reduce a
dw(zx) =-Trady, —(Ley,z).
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Asi,
dw(eg) =0, dw(er)=TrS—-pu=TrD, dw(x) = —(vo, x), x €a. (3.2.5)

En resumen,
w=0 << TrD=0 y v9=0. (3.2.6)

Sigue de (3.2.5) que la forma de Lee 0 = —%(&u o J) estd dada por:

oeo) =~ TrD, ()=

(vo, Jx), T e
n-1

Ahora calculamos Vw, usando la férmula

(va)(y, Z) = _W(V;py, Z) - W(y7 V:EZ)
Como V, es antisimétrica, se obtiene

(Vaw)(Jy, 2) = (Vaw) (y, J2). (3.2.7)

En particular, (V,w)(y, Jy) =0 para todo z,y € g. Luego, Vw estd dada por

(Veow)(eo, ) = (p,z),

(Veow)(z,y) = ([A, J]z,y),

(Ve,w)(e1, @) = (v, 2), (3.2.8)
(V.w)(2,y) =0,

(Vzw)(e1,y) = (S, y),

donde z,y € a, z € u. Los otros casos se siguen usando (3.2.7).
Por ultimo, calculamos los tensores T* y U previamente mencionados. De (3.2.7) se deduce que

Ti(xy Jyvz) = Ti($7yv JZ),
Ti(%y,z) = —Ti(.’L‘,z7y).

Més aun, se cumple que T*(Jz,y, z) = F1*(z, Jy, z). Entonces, T* estd dado por

T*(eo, €0, ) = (p £, ),

T*(eo,x,y) = ([A, J]z,y), (3.2.9)
T*(z,z,y) =0,

T*(z,e1,y) ={((SFJSJ)z,y),

donde z,y, z € a. Las otras posibilidades son consecuencia de las simetrias que acabamos de describir.
Por otro lado, usando (3.2.2) es ficil verificar que se cumplen las simetrias U(z, z,y) = -U(z,y, 2),
Uz, Jy,z) =U(z,y,Jz) y U(Jx,Jy,z) =U(x,y,2). Asi, el tensor U estd determinado por

U(eo, €0, ) = —{vo, z),
U(eo,z,y) =0,
U(z,e1,y) = —(z,y) Tr D,
U(z,z,y) = —(z,2){(vo,y) + (z,y){vo, x) + (2, Jz){vo, Jy) — (2, Jy){vo, Jx),

donde x,y, z € a.
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Aplicaremos todas estas expresiones que acabamos de hallar en la prueba del siguiente teorema,
el cual es el resultado principal de esta seccién. En el enunciado del teorema se usaran las siguientes
identificaciones:

gl(n-1,C) 2 {X egl(a) | [X,J] =0} = {X egl(a) | [ X4, J'] = [ X, '] = 0},
u(n-1)=2{Xegl(a) |[X,]]=0,X"=-X}={X egl(a) | X =0,[X,,J'] =0},
sp(n—-1,R) =2 {X egl(a) | X'J +J'X =0} ={X egl(a) | [X4,J]=0,X,J +J X5 =0},

Sym(2n -2) 2 {X egl(a) | X = Xs}.
donde X, = %(X - XYy X, = %(X +X") denotan la parte antisimétrica y simétrica de X, respectiva-
mente.
De ahora en mas usaremos la notacién “J €” para denotar que la estructura casi hermitiana

pertenece a cierta clase. Por ejemplo, J € W significa que la variedad casi hermitiana es nearly
Kahler.

Teorema 3.2.2. Sea (J,(-,-)) una estructura casi hermitiana en un dlgebra de Lie casi abeliana
de dimension 2n dada por g = R x;, R*™ 1, con L como en (3.1.1) y n > 3. Entonces, las clases de
Gray-Hervella estan caracterizadas por:

= W = {0},

s WieW;=W,;, 2<i<4,
s WioWae Wy =Wrd Wy,
= WieWsoW,=WseW,.

Mds atun, las condiciones que definen a cada clase estdn dadas en la siguiente tabla:

Clase Condiciones
{0} vo=wo=0, Deu(n-1)
Wo vo =0, Desp(n-1,R)
Ws TrD =0, vg=wp=0, Degl(n-1,C)
Wi vo:wO:O,D—(Q(Té_Dl))Ieu(n—l)
Wa & W3 TrD =0,v9=0,D€eSym(2n-2)du(n-1)
Wi e Ws @ Wy TrD=0,v=0
Wa & Wy vo =0, D= (5585 ) Tesp(n - 1,R)
Ws @ Wy wo =0, Degl(n-1,C)
Wo @& W3 & W,y DeSym(2n-2)eou(n-1)
w Sin condiciones

Demostracion. Comenzaremos analizando la clase Ws @ W5 @ W, ya que esto nos ayudara luego a
caracterizar algunas otras clases.

e Clase W, @ W5 @ Wy: La condicién es Y T (z,y,z) = 0. Notar que esta condicién es invariante
cyc

bajo permutaciones de z,y,z. Ademas, si y = x o y = Jx entonces usando las simetrias de T~ la
condicion se satisface automéaticamente.
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Por ultimo, sigue de (3.2.9) que T~ (z,z,y) = 0 para todo z,y,z € a. Por lo tanto, sélo debemos
verificar la condicién para (eg,z,y), con z,y € a:

0=T" (eo,z,y) +T (z,y,e0) + T (y,e0,x)

([A4, J]z,y) + T (z,e1,Jy) - T (Jy, e, )

([A, J)z,y) + (S + JST)x, Jy) - ((S + JSJT)Jy, )
([A, J]z,y) (pues(S+JSJ) =S +JSJ)
([Das '], y).

En conclusion, J € Wy @ W3 @ Wy si y sblo si [D,, J'] =0, o equivalentemente D, € u(n —1).

e Clase {0}: Dado que Vw =0, usando (3.2.8) resulta p =y =0, lo que implica vy = wp = 0. Ademés
se tiene [J', D,] =0y Dg =0, lo cual es equivalente a D € u(n—1). Esto coincide con [56, Lemma 3.6].

e Clase Wj: Calculamos 3Vw = dw en (z,e1,y), con z,y € a. Usando (3.2.8) y (3.2.4) se obtiene
3(Sx,y) = 0. Por lo tanto Dy = 0 y entonces, evaluando la condicién 3Vw = dw en (z,ep,y) vemos
que 3([Dq,J ]x,y) = (x,(=DgJ" + J'Dy)y), lo que es equivalente a [D,,J'] = 0. Esto implica que
J e Wi n Wi = {0}, por lo que es Kéhler. Esto también se sigue de [6, Theorem 6.2].

e Clase Wy: De (3.2.4) y la férmula dw = 0 resulta vg = 0 y D'J’ + J'D = 0. Esta caracterizacién
fue obtenida previamente en [101, Proposition 4.1].

e Clase Ws: Usando (3.2.5) y (1.1.1) junto con las condiciones éw = 0y N =0, se deduce facilmente
que TrDg =0, vg=wo =0y D+ J' DJ =0. Esta tltima condicién es equivalente a [D,J’] =0, lo que
significa D € gl(n —1,C). Este resultado ya aparecié en [55, Theorem 3.1].

e Clase Wjy: La condicién es (V,w)(y, 2) = ~ 50" 1)U(ulc y,z) para todo x,y, z € g.

En primer lugar, notar que ambos tensores son antisimétricos en las tltimas dos variables y, mas
aun, si los evaluamos en (z, Jy, z) es lo mismo que evaluarlos en (z,y,Jz). Por ende basta chequear
la condicién para (eq,eq, ), (eo,z,y), (e1,e1,2), (2,2,v), (z,e1,y), donde z,y € a, z € u.

Al usar (3.2.8) y (3.2.2) tenemos que, evaluando en (eg,ep, ), € a,

(p,x): (vg,x).

1
2(n-1)

Para (e1,e1,x),x € a, tenemos que
1

(%@Zm

(vo, x).
Ambas ecuaciones son equivalentes a p =~ = —2(n171)”07 y como n > 3 esto es equivalente a vy = wg = 0.
Dado que v = 0, ambos tensores se anulan al evaluarlos en (z,z,y) con z € u,z,y € a.

A continuacién, si chequeamos la condicién para (eg,x,y) con z,y € a resulta [D,, J'] = 0. Final-
mente, para (z,e1,y) con z,y € a, la condicién se transforma en

(Sz,y) = ((Tr Ds)z,y),

1
2(n-1)

TrDs 1_ _TrD
2(n- 1)I 2(n— 1)I

lo que es equivalente a D =

Es inmediato verificar que las condiciones [Dg,J'] = 0y Dy = 2EFnDl)I se satisfacen si y sélo si
D - (%)I eu(n—1). Esto coincide con lo obtenido en [8, Theorem 3.3].

e Clase W) @W;: De la condicién T =0y (3.2.9) tenemos que, para cualesquiera elementos z,y € a,
0=T%(eo,z,y) = ([Da,J']z,y). Por lo tanto [D,,JJ'] =0y asi J € Wi. Como ademds J € W; @ W
resulta Wi & W = Wh.
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e Clase W5 @ Wj: Sigue de (3.2.3) que N; =0 es equivalente a wg =0y [D,J'] =0, lo cual coincide
con [100], como mencionamos previamente.

e Clase W; @ Ws: Notar primero que la condicién T~ (z,x, z) = 0 para todo z, z € g es equivalente
aT (z,y,2) =-T (y,z,2) para todo x,y, z € g. Si evaluamos en (z,e1,y) con xz,y € a resulta

((Ds +J'DyJ")2,y) = ~((Ds + J'DsJ" )y, x).

Como Dy + J'DyJ' es simétrico, obtenemos que Dy + J'D,J’ = 0. Ahora, usando esto, concluimos que
T (e1,x,y) =-T (y,x,e1) =0 para todo =,y € a. De esta manera

<[Da7 Jl]'],xay) = T7(607 J'a:,y) = Tﬁ(elaxay) =0.

Esto implica [Dg,J'] =0, por lo que J € W;i. En consecuencia, W) & W3 = Ws.

e Clase Wy @ Wy: La condicién es dw = 6 A w. Calculamos primero 6 A w:

Onw(z,y,2z)=0(x)w(y,2) +0(y)w(z,z) +0(2)w(x,y).

Para z,y € a, z € u, se tiene

1
9/\60(60,€1,CC)= 1<’U0>J:C>a

O nw(eg,z,y) = — 1(1:,Jy)TrDS, (3.2.10)

Ornw(z,x,y)= ﬁ ((Jz, ) (vo, Jy) + (Jy, z){vo, Jx) + (Jx,y) (v, J2)) .

De la ecuacién dw(egp,e1,x) = 0 Aw(eg,e1,x), x € a, se desprende, usando (3.2.4) y (3.2.10), que
vy = ﬁvo, y como n > 3 llegamos a vy = 0. Esto automéaticamente implica que w A 0(z,y,2) =0y
dw(zx,y,2) =0, para z,y,z € a.

Ahora, si evaluamos dw O Aw en (eg,r,y) con x,y € a obtenemos D!.J' + J'D = %(TrDS)J’, 0
equivalentemente D — ( i€ sp(n —1,R). Esto coincide con [8, Theorem 4.1].

e Clase W) @ Wy: La condicién es (Vow)(z,2) +
equivalente a

5 1)U(Jc x,z) =0 para todo x,z € g, la cual es

(Vyw) (2, 2) + Uy, z,2) = =((Vaw)(y, 2) + 57—=U (2,9, 2)).

1 1
2(n-1) 2(n-1)

Evaluando ambos lados de la expresién en (x,ep,z) con x, z € a obtenemos

Tr D
T (z,Jz),

([A, ]z, 2z) = —(Sx,Jz) + m

que es equivalente a J'[D,,J'] = —Ds + 2? Df) I. Como el lado izquierdo de la ecuacién es antisimétrico

y el lado derecho es simétrico, ambos deben ser cero. En particular, [D,, J'] = 0, por lo que J e Wy y
asi Wy @ Wy = Wy

e Clase W; @ Wy @ W3: Como previamente notamos en (3.2.6), dw = 0 es equivalente a
TrD= 0, (e 0.

e Clase Wy @ Wj3: Las condiciones son dw =0y ¥ . T (z,y,2z) = 0, que son por separado las
condiciones de Wi & Ws & W3 v Ws & W3 & W,. Por lo tanto, J € Ws & Wi si y sélo si

TrD=0, v9=0, y [Dg,J']=0.
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e Clase W) @ Whr ® W,: La condicién es T = —%U. Evaluamos en (eg, z,y), =,y € a, y utilizamos
(3.2.9) y (3.2.2), para obtener [Dg,J'] = 0. Por lo tanto J €e Wi y asi Wi @ Wy @ Wy = Wh @ Wy.

e Clase W @ W3 @ Wy: La condicion es (Nj(z,y),x) = 0 para todo x,y € g, la cual es equivalente
a (Nj(z,y),z) =—(Nj(z,9),x) para todo z,y, z € g. Puesto que N;(z,y) =0 para z,y € a, deducimos
que (NJ(607:C)’?/> = _<NJ(3/733)760> =0.
Luego, usando (3.2.3) obtenemos
0= (NJ(e(]ax)>y>
((D+J'DJ)z,y)
((Dy+J'DyJ" + Ds+J' DsJ" )z, y).

Debido a que D, + J'D,J" es antisimétrico y Ds+ J'DgJ’ es simétrico esta condicién significa que
[Da,J'] =0y [Ds,J'] = 0. En particular, J € Wi por lo que Wy @ W3z @ Wy = W3 & Wi. O

Las clases de Gray-Hervella de estructuras casi hermitianas en algebras de Lie casi abelianas de
dimensién 4 se obtiene facilmente siguiendo las lineas de la demostracion del Teorema 3.2.2 y usando
las condiciones exhibidas en la Tabla 3.1.

Corolario 3.2.3. Sea (J,(-,-)) una estructura casi hermitiana en un dlgebra de Lie casi abeliana

pir s
4-dimensional g = RxR3, con L = [p a b]. Las condiciones que definen a cada clase de Gray-Hervella
qlc d
estdn dadas en la siquiente tabla:
Clase Condiciones

{0} |p=q=r=5=0,a=d=0,b=-c
W p=g=0,a+d=0
Wiy r=s=0,a-d=0,b+c=0

w Sin condiciones

Observacidon 3.2.4. Fue probado en [73] que las estructuras casi hermitianas que pertenecen a la clase
Ws (balanceadas) o a la clase Wy (LCK) son arménicas en dimensién arbitraria. Este hecho también
se desprende, para algebras de Lie casi abelianas, de nuestra clasificacion.

3.3. Ejemplos

En esta seccion, proveemos muchos ejemplos de estructuras casi complejas armoénicas y no armo-
nicas en grupos de Lie casi abelianos y solvariedades compactas asociadas. A lo largo de la seccién
todas las algebras de Lie se asumiran unimodulares.

3.3.1. Dimensién 4

Sea g = R x;, R® un algebra de Lie casi abeliana métrica con base ortonormal {e;}3, tal que

R? = span{ey, ez, e3}, y estructura casi compleja ortogonal J definida por Jeg = e1 y Jea = e3. En esta
ulr s

base la matriz L puede escribirse como L = [p ab ] Para analizar la armonicidad de J expresamos las
qlcd

condiciones del Corolario 3.1.4 en términos de L.
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Teniendo en cuenta que cualquier matriz antisimétrica 2 x 2 conmuta con la restriccién de la J
a unJu={eg, ez}, es claro que la condicién (ii) del Corolario 3.1.4 autométicamente se satisface en
dimensién 4. Asimismo, la condicién (i) es equivalente a

bg+cs—d(p+r)=0, cp+br—a(qg+s)=0. (3.3.1)
Por lo tanto, J es armonica si y sélo si (3.3.1) se satisface.

0|10

Ejemplo 3.3.1. (Armoénica no integrable) Tomamos L = [ 100 ], entonces la estructura casi compleja
0/0 0

Jeng=Rxpg, R? no es integrable dado que wh = (1,0) # 0. De hecho, J pertenece a la clase general
W. Por otro lado, sigue de (3.3.1) que J es arménica.
Veremos a continuacion que el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite una cantidad

= Jog(mrYmi-A4 \/2m2—4)‘

numerable de reticulos no isomorfos. En efecto, para todo m € N, m > 3, sea t,,

i cosht,, sinht,, 0 . A 0-10
Entonces, la matriz exp(t,;,Lo) = | sinhty, coshtm 0 | es conjugada a la matriz C,, = [(1) m (1)], la cual
0 0 1

posee coeficientes enteros y determinante 1. Usando el Teorema 1.2.5 obtenemos que para cualquier
m existe un reticulo I',, en G. De acuerdo con la Observacion 1.2.6, I';, es isomorfo a fm =7Zx¢,, VA
y como I m/ [f‘m, f‘m] 2 7% ® Zy,_o, concluimos que T, es isomorfo a T, si y sélo si m = n.

El 4lgebra de Lie g es isomorfa a R x ¢(1,1), donde ¢(1,1) es el algebra de Lie del grupo de
transformaciones rigidas F(1,1) del espacio de Minkowski, y G es isomorfo al producto de R con la
componente de la identidad Ey(1,1) de E(1,1), la cual es simplemente conexa.

Ejemplo 3.3.2. (Arménica de clase Wh - casi Kéhler) De acuerdo con (3.3.1) y el Corolario 3.2.3 una
estructura casi Kéhler es armoénica si y sélo si

cs+ar=0, br-as=0. (3.3.2)

Por lo tanto, podemos producir ejemplos armoénicos y no armoénicos.
0
Por ejemplo, para Lg = [ 1 ] la estructura casi compleja J es casi Kahler y armoénica, mientras
-1

01 0
que para Lo = [0 10 ] la estructura casi Kéhler J no es armonica. Cabe destacar que las dlgebras de
0/0 -1

Lie g1 = Rxz, R® y go = Rxz, R son ambas isomorfas al algebra R x ¢(1,1) del Ejemplo 3.3.1, pues
Lo, Ly y L poseen la misma forma de Jordan (Lema 3.1.1).

En consecuencia, toda solvariedad asociada a R x Ey(1,1) admite al menos tres estructuras casi
hermitianas (J;,g;) para i =0,1,2, tales que Jy y J; son armodnicas respecto a go y g1, respectivamente,
Jo € W, Jq es casi Kéhler, y Jo es casi Kdhler pero no arménica respecto a go. Mas atn, se puede
verificar que gg y g1 son isométricas.

Ejemplo 3.3.3. (Arménica integrable) Dada un algebra de Lie casi abeliana métrica de dimensién 4
con una estructura casi compleja ortogonal integrable .J, tenemos que J es armonica siy s6losi (J, (-, ))
es LCK. En efecto, la condicién de integrabilidad (a = d, ¢ = —b, r = s = 0) junto con la condicién de
armonicidad (3.3.1) implican que bg —ap = 0 y bp + ag = 0. Esto quiere decir que, o (a,b) = (0,0),
o (a,b) # (0,0) y (p,q) = (0,0). En cualquier caso, (J,(-,-)) es LCK por la caracterizacién de [8].
Reciprocamente, recordemos que toda estructura LCK es armonica por [73]. En [8], fueron construidos
reticulos en algebras casi abelianas LCK de dimensién 4. Las correspondientes superficies compactas
complejas son superficies de Kodaira primarias o superficies de Inoue de tipo S°.
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0|0 0

Ejemplo 3.3.4. (Integrable no arménica) Sea g = R x;, R?, con L = [1 0-1 ] Entonces, la estructura
0j1 0

casi compleja J es integrable (3.2.3) pero no es arménica pues no satisface (3.3.1).
Notemos que la métrica invariante a izquierda asociada g en el correspondiente grupo de Lie
simplemente conexo G no es plana, pues L no es antisimétrica. Sin embargo, de acuerdo con la

Observacién 3.1.2, si consideramos la base B’ = {e(, = eg + e, €] = e1 +e3,e2,e3} de g, entonces la matriz
0[0 0

L toma la forma L' = [0 0 —1] y J sigue satisfaciendo Jej = €] y Jea = e3. Sea (-, )" el producto interno
0/1 0

en g que hace a la base B’ ortonormal. Entonces, la correspondiente métrica invariante a izquierda ¢’
en G es plana y méas atun (g,.J,¢") es Kéhler. En particular, J es g’-armonica. Se sabe que este grupo
de Lie G admite reticulos [84]. Luego, para cualquier reticulo I" en G la solvariedad compleja (T'\G, J)
admite dos métricas hermitianas invariantes g y ¢’ tales que J no es armonica con respecto a g, pero
s{ es armonica con respecto a ¢’ (més ain, (J,g") es Kihler).

Analizamos a continuacién las solvariedades que se obtienen de G. Es sabido que los tinicos valores
de t tales que la matriz exp(tL) (o exp(tL')) es conjugada a una matriz entera son ¢ € {27, 7, %’r, 55
(ver por ejemplo [142, Proposition 5.1]). Para ¢ = 2, el reticulo correspondiente es abeliano, isomorfo
a Z*, por lo que la solvariedad asociada es difeomorfa al toro T* (debido al Teorema 1.2.2). Para los
otros valores posibles de t, la solvariedad asociada es una superficie hipereliptica (ver [84]).

Ejemplo 3.3.5 (Arménica no integrable en una nilvariedad).
00 0

(1) Sea g = Rx R3 con L = [0 0 0]. Entonces, sigue del Corolario 3.2.3 y (3.3.2) que J es armoénica y
o[10

casi Kéhler. Ademas, g es el dlgebra de Lie del grupo de Lie H3 xR, donde Hj es el grupo de Heisenberg
de dimension 3. Una nilvariedad asociada a Hsz x R es la famosa variedad de Kodaira-Thurston, y la
métrica invariante casi Kéhler inducida por g se corresponde con la métrica de Abbena [1] (la cual ya
se prob6 que es armonica en [158]).

0|10

(2) Sea g = Rxy R® con L = [000]. De acuerdo con (3.3.1), la estructura casi compleja J es
1j00

armoénica y es claramente no integrable; de hecho pertenece a la clase general W (Corolario 3.2.3).
Puesto que L3 = 0 pero L? # 0, el 4lgebra de Lie g es 3-pasos nilpotente, y como las constantes de
estructura son racionales, el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite reticulos ([109]). Se
sabe que g no admite estructuras complejas (ver por ejemplo [74]). Mas atn, usando resultados de
la teoria de superficies complejas compactas se tiene un resultado mas fuerte, a saber, que ninguna
nilvariedad asociada admite estructuras complejas, ya sean invariantes o no ([21, Proposition 3.1]).

Podemos encontrar estructuras casi Kahler en g aunque ninguna arménica, debido al hecho de que
si L como en el Corolario 3.2.3 satisface L? = 0 y (3.3.2) entonces L? = 0.

3.3.2. Dimensién >6

En lo que sigue mostraremos ejemplos de estructuras casi complejas armoénicas de dimensién 2n
(n > 3) en &lgebras de Lie casi abelianas g = R x, R 1 en las clases Wy, Wo @ W3, Wi @ Wy @ W,
Wao @ Wy, Ws @ Wy, Wo @ W3 d W, v W, respectivamente. Destacamos que las clases de los siguientes
ejemplos de estructuras casi complejas J son genuinas, en el sentido en que J no pertenece a ninguna
subclase contenida en la clase en cuestién. En todos estos ejemplos consideraremos una base ortonormal
{eg,e1,...,ea,-1} de manera que u = span{ey, ..., ea,-1}, la estructura casi compleja ortogonal J estara
dada por Jeo; = €941, para todo 0 < i <m -1, y todas las matrices seran expresadas en esta base. La
condicién de unimodularidad es
pw+Tr D=0, (3.3.3)

con la notacion de (3.1.1). Mostraremos la existencia de reticulos usando el Teorema 1.2.5.
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Ejemplo 3.3.6. (Armoénica W, - casi Kihler) Sea g = R x;, R?*"! equipada con una estructura casi
Kahler (J,(-,-)), es decir, J € Ws. De acuerdo con el Teorema 3.2.2 tenemos que D € sp(n—1,R), por
lo que la condicién (ii) en el Corolario 3.1.4 se satisface. Ademéas Tr D = 0, por lo que resulta de (3.3.3)
que p = 0. Esto junto con la condicién (i) en el Corolario 3.1.4 implican que J es armonica si y sélo si

tho =0.

01 ]GB(n—l)

Elegimos D = [ e sp(n—-1,R), p =0y vg = wy = 0. Se deduce entonces que J es

armonica y J € Ws. Ahora, dado cualquier m € N, m > 3, sea t,, = log( ™= 2’”274) Luego la matriz

exp(tmL) = (1) ® [COSht’" sinhtrm ]e(n_l) es conjugada por bloques a Cy,, = (1) ®[§ ;! ]@(n_l). Aplicando

sinh t,,, cosht,,
el Teorema 1.2.5 obtenemos que para cada m hay un reticulo I';, y son no isomorfos de a pares pues

Lo/ [Cons T ] 2 22 @ (Zo—2)™ L.

Ejemplo 3.3.7. (Arménica de clase Wa & Ws3) Recordemos del Teorema 3.2.2 que J € Wh @ Wi si
y s6lo si u=TrD =0 (en virtud de (3.3.3)), vo = 0y DyJ" = J'D,. Entonces, la condicién (ii) del
Corolario (3.1.4) se satisface y la condicién (i) se simplifica a

Dtwg = 0.

Sea L = ]®(n_3), donde a,, = log(*¥=== V2m2_4), para m € N, m > 3. Claramente

J es arménica y J € Wh, @ W3. Ademads, es facil verificar que J ¢ Ws u Ws. El correspondiente grupo
de Lie simplemente conexo admite reticulos gracias al Teorema 1.2.5 dado que

am ®(n-3)
N P R T AN

es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. Por lo tanto, obtenemos solvariedades
equipadas con una estructura casi compleja armoénica que pertenece genuinamente a la clase Wy & Ws.

Ejemplo 3.3.8. (Armoénica de clase Wy @ Wy @ W3) Sea J e Wy @ Wa d W, esto es, u=Tr D y vg = 0.
Como el dlgebra de Lie es unimodular, la ecuacién (3.3.3) implica que p = Tr D = 0. Por lo tanto, las
condiciones de armonicidad del Corolario 3.1.4 se transforman en

D,J'D,J =J'D,J'D,, Dswy+J DyJwy =0.
Dado m € N,m > 3, sea a,, = log(22—== 2’”2_4) Un ejemplo arménico se obtiene por ejemplo al tomar

0b0 O —am 1739203
000 —an
obtenemos que exp(L) es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. Asi, usando el
Teorema 1.2.5 obtenemos reticulos y consecuentemente solvariedades con una estructura casi compleja

armoénica J en Wy @ Wy @ W3 que no pertenece a ninguna subclase (pues [D,, J'] #0).

am 00 0 B
uzO,Uo=wo=0yD=|: 00-b 0 ]EB[G{)" 0 ]ea(n 3),paraalgfmbeR.Eligiendobe{Qw,ﬂ' n n o

Ejemplo 3.3.9. (Armoénica de clase Wy @ W) Sea J € Wy @ Wy, es decir vg = 0y D = A\I+B,
para algin A € Ry B € sp(n —1,R). Como g es unimodular, debe ser \ = —ﬁ. Tenemos que
[Dg,J'] = [Ba,J'] =0, por lo que la condicién (ii) en el Corolario 3.1.4 se cumple, y debido a vg =0 la
condicién (i) se convierte en

tho = —pwg.
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En [8] se dieron ejemplos de algebras de Lie casi abelianas de dimensién 2n tales que J € Wy @ W.
Explicitamente,

1
L=(1)eadiag((),—,...,—,——,——,...,——,—1).
n

J es arménica pues wy = 0. También se exhibieron en [8] valores de t # 0 tales que exp(tL) es conjugada
a una matriz entera unimodular, y se obtuvo una familia { M, }ey de solvariedades no homeomorfas
de a pares. Por lo tanto, estas solvariedades admiten una estructura casi compleja armoénica en la clase
Ws & W,. Notar que J ¢ W, dado que u# 0y J ¢ Wy pues J no es integrable.

Ejemplo 3.3.10. (Armonica integrable) Sea Lo = , para algunos valores de

a,b € R. Entonces, la estructura casi compleja J en el dlgebra de Lie casi abeliana gg = R %, R eg
integrable debido al Teorema 3.2.2. Mas atn, J es armodnica puesto que Dvy = 0 = pvg (ver (3.1.5)).
Como vy # 0, J no es ni balanceada ni LCK, por lo que J € W3 & W, pero J ¢ W3 uW,. Ademéds, Ly
tiene la misma forma de Jordan que

0 —a O _ ®(n-3)
R R N
0 0 O

Por lo tanto, en virtud del Lema 3.1.1, go es isomorfa al dlgebra de Lie g; = R x,, R?*"!. Escogiendo
a,be{2m,m, 55 %’T}, la matriz exp(L1) es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. En
consecuencia el grupo de Lie simplemente conexo asociado admite reticulos por el Teorema 1.2.5, por
lo que las correspondientes solvariedades admiten una estructura casi compleja integrable armoénica.

Ejemplo 3.3.11. (Arménica de clase Wy @ W3 @ Wy) Esta clase se caracteriza por [D,,J'] = 0. Luego
la condicién (ii) del Corolario 3.1.4 se cumple automaticamente y la condicién (i) se transforma en

wy+ Dgy+ Dgp=0.

Dado m € N;m > 3, sea a,, = log(™* 2= 27”2_4) SiL= [% § §] ® [a{J" _C?m]ea(n—z)’ entonces p =0, D, = 0,

Ds =D y~v=(1,1,0,...,0)". Consecuentemente, uy + Dsy + Dyp = 0 de modo que J es armoénica
y claramente J € Wo @ W3 @ W,. Como vg # 0 y wg # 0, J no pertenece a ninguna subclase de
Wo & W3 & W,. Ademés,

exp(L)=12 1 2|@& 0 eam

10 2 [eam 0 r(nz)
001

se conjuga por bloques a una matriz entera unimodular por lo que usando el Teorema 1.2.5 obtenemos
solvariedades que admiten una estructura casi compleja armoénica en la clase J € Wh @ W5 @ W;y.

Ejemplo 3.3.12. (Arménica de clase W) Sea L = , para algunos a,b € R.

Luego i =0, v =(1,0,0,1,0,...,0), p=(1,0,0,-1,0,...,0)%, Dy =0y D, = D. Notar que [D,,.J'] #0
pero D, J'D,J" = J'D,J' D, por lo que la condicién (ii) en el Corolario 3.1.4 se satisface. Dado que
wuy + Dgy+ J' Dy J p =0, la condicién (i) también se satisface por lo que J es armonica. Debido a que
vo# 0, wo #0y [Dg,J'] # 0, tenemos que J € W pero que no pertenece a ninguna subclase.
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020 3
La matriz L posee la misma forma de Jordan que L; = [8 0 %] o[V ¢le[Y Bb]ea(n ), por lo

que el algebra de Lie g = R x; R?"7! es isomorfa a g; = R X, R?7~1 debido al Lema 3.1.1. Para

a,be{2m,m, %’r, 5,3} tenemos que

1 2 2 . .5 19(n-3)
cosa -sina cosb -—sinb
exp(L1)=(0 1 2|e&] . of .
sina cosa sinb cosb
0 0 1
es conjugada por bloques a una matriz entera unimodular. De acuerdo con el Teorema 1.2.5 obtenemos
solvariedades que admiten una estructura casi compleja armoénica genérica.

3.3.3. Estructuras SKT y la condicién de armonicidad

Otra clase interesante de variedades hermitianas, que no es una de las clases de Gray-Hervella,
estd dada por las variedades SKT. Recordemos que una variedad hermitiana (M, J,g) se dice SKT si
90w = 0, donde w = g(J-,+) denota la 2-forma fundamental, como es usual. Estas variedades también
se pueden definir por la condicién equivalente de = 0, donde ¢(X,Y, Z) := g(T(X,Y), Z) es la 3-forma
de torsion de la conexién de Bismut en M asociada a la estructura hermitiana (J, g).

Estructuras SKT invariantes a izquierda en grupos de Lie casi abelianos han sido estudiadas en
[15], donde es demostrado el siguiente resultado®:

Teorema 3.3.13. [15, Theorem 4.6] Sea (J,(-,-)) una estructura hermitiana en un dlgebra de Lie

casi abeliana de dimension 2n dada por g = Reg x;, R2"™!, donde L es como en (3.1.1). Entonces la

estructura hermitiana (J,{-,-)) es SKT si y solo si wg =0, [D,J'] =0, [D,D'] =0 y todo autovalor
o

de D tiene parte real igual a 0 o —5.

Usando esta caracterizacién, podemos determinar cuando la estructura compleja de una estruc-
tura hermitiana SKT es arménica. Como fue mencionado anteriormente, la condicién [D,J'] = 0 es
equivalente a [Ds,J'] =0y [Dg,J'] = 0, donde Dy (respectivamente, D,) denota la parte simétrica
(respectivamente, antisimétrica) de D. Por el otro lado, la condicién de normalidad [D, D] = 0 es equi-
valente a [Ds, D,] = 0. Por lo tanto, {J', Ds, D,} es una familia conmutativa de operadores normales
en a. En consecuencia, son operadores unitariamente diagonalizables sobre C de manera simultianea,

por lo que existe una base ortonormal {es, ..., e2,-1} de a en la que J' y D tienen la siguiente forma:
— @(n—l) -b n— _b’n—
PP, Delg i ea i k) (334

cona; =00 a; = —% vy b;eR, 1<i<n-1, de acuerdo al Teorema 3.3.13.

Proposicién 3.3.14. Con la notacion de arriba, si (J,{-,-)) es SKT entonces J es armdnica si y
solo si una de las siguientes condiciones mutuamente excluyentes valen:

(i) v9=0, o
(i) vo #0 y a; =0 para todo i, esto es, D eu(n—1). Mds ain, D es no invertible y vy € Ker D.
Ademds, si el dlgebra de Lie casi abeliana g es unimodular entonces:

» En el caso (i), o bien u=0y D eu(n-1), o bien u+ 0 y existe ezactamente unie{l,...,n—-1}
tal que a; = =5;

» En el caso (ii), p=0.

’En [15] se usa una convencién diferente de signos: Alli, Jey = —e1, pero esto no afecta el signo de p.
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Demostracion. Como J es integrable, del Corolario 3.1.5 deducimos que J es armoénica si y sélo si
Dy = (Tr D)vp.

Claramente, si vg = 0 entonces .J es armoénica. Asumamos ahora que J es armonica y vy # 0.
Esto implica que Tr D es un autovalor real de D. Gracias al Teorema 3.3.13, tenemos que Tr D =0 o
™D=-£.

2

Ahora, se sigue de (3.3.4) que TrD = —ky, donde k = [{i € {1,...,n -1} | a; = =5 }|. Comparando
con los posibles valores de Tr D (es decir, 0 o —%) obtenemos que, o bien =0 o0 bien u#0y k =0.
En cualquier caso resulta a; = 0 para todo i, de modo que D € u(n —1). Mds atin, Dvg = —kuwvg = 0.

Por ultimo, asumamos ahora que g es unimodular, esto es, TrL = 0. En el caso (i) se tiene
0=TrL=p+TrD=(1-k)u, con k como antes. Por lo tanto, o bien p=0y D eu(n-1), o bien p+ 0
y k=1. En el caso (ii) tenemos que 0 =Tr L = p+ Tr D = » dado que D e u(n—-1). O

Observacion 3.3.15.

(1) Cabe remarcar que en el caso (i) de la Proposicién 3.3.14, con g unimodular y p = 0, la estructura
hermitiana es de hecho Kéhler, en virtud del Teorema 3.2.2. Més atn, la métrica es plana, debido
a [113, Theorem 1.5].

(2) Las estructuras SKT en algebras de Lie casi abelianas, asi como también su relacién con otras
estructuras geométricas, también han sido estudiadas en [56]. En particular, se obtiene una
clasificacién salvo isomorfismo, de las dlgebras de Lie casi abelianas de dimensién 6 que admiten
estructuras SKT.

Corolario 3.3.16. Para todo n > 2, existen solvariedades de dimension 2n que admiten una estructura
hermitiana SKT (J,g) tal que J es armdnica.

Demostracion. Consideremos el dlgebra de Lie casi abeliana 2n-dimensional g = R x7;, R?"~! con la

estructura hermitiana usual (J,(-,-}), con L € gl(2n — 1,R) dada por

_68‘2] . p#0. (3.3.5)

Si M(u,a) denota la matriz 3 x 3 de (3.3.5), fue probado en [8] que para ciertos valores de p y
a # 0, la matriz exp(M (u,a)) es conjugada a una matriz entera unimodular. Por lo tanto, si elegimos
b; € {2m,m, %’r, 5 %}, tenemos que exp(L) se conjuga por bloques a una matriz entera unimodular.
De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el correspondiente grupo de Lie casi abeliano simplemente conexo
admite reticulos y por lo tanto las solvariedades asociadas admiten una estructura SKT invariante con

estructura compleja armonica. O



Capitulo 4

Meétricas hermitianas especiales en
productos de variedades sasakianas

4.1. Preliminares sobre variedades sasakianas

Una estructura de casi contacto en una variedad diferenciable de dimensién impar M?"*! es una
terna (¢, &,n), donde ¢ es un campo tensorial de tipo (1,1), £ es un campo vectorial, y n una 1-forma
que ademas satisfacen las ecuaciones

p?=-Id+ne¢, n(&) =1

Esto implica que ¢(&) =0y now =0 (ver [26]). Se dice que (M, ¢, &, n) es una variedad de casi contacto
y £ es llamado el campo vectorial de Reeb. El fibrado tangente de M se descompone en suma directa
como TM =D& L, donde D =Kern=Ime y L es el fibrado de lineas generado por &.

En la variedad producto M x R existe una estructura casi compleja J natural, que estd definida
por

J(X+f%):<pX—f§+n(X)%, (4.1.1)

donde X € X(M), t es la coordenada en R y f es una funcién diferenciable en M xR. Si J es integrable,
la estructura de casi contacto se dice normal. Esto es equivalente a que se anule el tensor

Ny = [p,p] +dn®¢,
donde [¢, ¢] es la torsién de Nijenhuis de ¢ definida por
[ ) (X,Y) = [0X, oY ]+ @°[ X, Y] - o[ X, Y] - [ X, pY].
Notar que si la estructura de casi contacto es normal entonces
ol&, X] =&, ¢X], para todo X € X(M). (4.1.2)

En particular,
(¢, X]eT(D), para todo X € I'(D). (4.1.3)

Una estructura de casi contacto métrica en M es una 4-upla (¢,£,n,9), donde (p,&,n) es una
estructura de casi contacto y g es una métrica riemanniana en M que satisface

9(pX,0Y) =g(X,Y) -n(X)n(Y), X,Y eX(M). (4.1.4)

78
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Esta ecuacion implica que

9(eX,Y)=-g(X, oY) vy  g(§X)=n(X),

para todo X,Y € X(M). Esto quiere decir que ¢ es antisimétrica y el campo de Reeb & es g-dual a la
1-forma 7. En analogia con el contexto casi hermitiano, la 2-forma fundamental ® se define por!

O(X,Y) =g(X,pY).

Una variedad de casi contacto normal S se dice sasakiana si dn = 2. En particular, ® es exacta y n
es una forma de contacto en S, es decir, n A (dn)™ es una forma de volumen. Las variedades sasakianas
forman la clase més importante de variedades de casi contacto, debido a su estrecha relacién con las
variedades Kéhler. En efecto, el cono riemanniano de una variedad de casi contacto métrica equipado
con la estructura casi compleja dada por (4.1.1) es Kéhler si y sélo si la estructura de casi contacto es
sasakiana.

Algunas propiedades de las variedades sasakianas que necesitaremos en las préximas secciones se
indican en el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Si (S, ¢,£,m,9) es una variedad sasakiana con 2-forma fundamental ®(X,Y) = g(X, ¢Y)
y dn =2®, entonces:

(i) & es un campo de Killing unitario en S,

(ii) Vx&=-¢X para todo X € X(S); en particular, V¢§ =0,
(iii) VeX = [, X] - X para todo X € X(5),
(iv) (Vxp)Y =g(X,Y)¢-n(Y)X para todo X,Y € X(S).

La prueba del Lema 4.1.1 es estandar y puede encontrarse en [26].

4.1.1. Geometria transversal de las variedades sasakianas

Sea (S,¢,n,&,g) una variedad sasakiana de dimensién 2n + 1. Recordemos que D = Kern = Im ¢
es un subfibrado de T'S de rango 2n. La estructura sasakiana induce en D una conexién natural V7
llamada la conexién de Levi-Civita transversal, la cual estd definida, para todo U € I'(D), por

ViU =[£U], vxU=(vxU)?, XeI(D), (4.1.5)
donde ()P denota la proyeccion sobre D. Esta es la tinica conexién en D que satisface
Vi(elp) =0, Vx(glp) =0, VgV -vyU=[UV]7, (4.1.6)
para todo X € X(S) y U,V eT'(D). Notar que
VoV =-®(U,V)E+ VLV, UV eT(D), (4.1.7)

lo cual implica
[U,V]=-20(UV)+[U,V]P, UV eD(D). (4.1.8)

Usando (4.1.5)—(4.1.8) obtenemos el siguiente resultado.

Notar que definimos ® ubicando el tensor ¢ en la segunda coordenada siguiendo la convencién usual en geometria
de contacto, por lo cual méas adelante en este capitulo definiremos a la forma fundamental de la estructura hermitiana
como w = g(+,J-) a diferencia de lo usado en capitulos anteriores.



80 CAPITULO 4. PRODUCTOS DE VARIEDADES SASAKIANAS

Lema 4.1.2. Para todo U,V,W € T'(D) wvalen las siguientes identidades:
() VW = VignW + 20U, V)[€, W],
(it) Vi)W =20(U, V)W —([U,V]?, W)€ + V] )W,
(iii) R(U, V)W = RE(U VYW + ®(V, W)U - &(U, W)V -2&(U, V)W,
(iv) R(U,V)¢=0.
Demostracion. De (4.1.8) y (4.1.5) se deduce (i) pues:
VoW =V aawiesorpyW
= 20U, V)[&, W]+ V{0 W.
Para (ii), usando (4.1.8) y (4.1.7) calculamos
VieviW =V ewver o)W
=20(U,V)([§, W] = oW) + V(i ypW
= -20(U.V)([6, W] = W) = &([U,VIP, W)E + V[, 1o W
= =20(U,V)([&,W] = oW) = &([U, V] W)E + VW
+20(U,V)[E, W]
= 20(U, V)W = ®([U, VP, W)E + VW,

donde hemos usado (i) en la cuarta igualdad.
Para (iii), partiendo de la definicion R(U, V)W = VyVyW = VyVyW = V(y11W y usando (4.1.5),
(4.1.8), Lema 4.1.1 y (ii) obtenemos

R(U, VYW = -U(®(V,W))& + B(V, W)U - ®(U,VEW)E + VEVLW
+V(D(U,W))E-B(U,W)pV +&(V,VEW)E - vEvEW
- (20(U, V)W = ®([U, VIP, W)E + V] W).
Ahora, usando (i), la definicién de ® y (4.1.6) llegamos a
R(U V)W = —g(ViV,oW)E - g(V, oVEW)E + (V. W)U - g(U, oV W)E
+g(V U, W)E + g(U, oV W)E = S(U, W)V + g(V, oV W)E
—28(U, V)W +®([U,V]P,W)¢ + RE(U, V)W
= RE(U, VYW + &(V, W)U — &(U, W)V - 28(U, V)W,

lo cual prueba (iii).
Para (iv), calculamos

R(U,V)§ =VuVvE-VyVué - Vg
= -VueV + VypU + ¢[U, V]
= (U, V)= ViV = &(V,0U)E + ViU + [U,V]P
= —g(U, V)¢ = ViV +g(V,U)E + ViU + U, V1P,

de acuerdo al Lema 4.1.1(ii). Se sigue de (4.1.6) que esta tultima expresién se anula. Por lo tanto,
R(U,V)¢ =0, y la prueba queda completa. O

Corolario 4.1.3. Para todo U,V € T'(D), el endomorfismo de curvatura R(U,V') preserva D. Mas
atn, para V = oU tenemos que R(U,oU)|p conmuta con ¢|p.
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4.2. Estructuras hermitianas en productos de variedades sasakianas

Recordamos a continuacion la siguiente construccion desarrollada independientemente por Tsukada
[145] y Watson [155], ambas basadas en una construcciéon previa debida a Morimoto [116], usando
ideas de [37]. Con esta construccién, uno puede definir una estructura hermitiana en el producto de
dos variedades equipadas con estructuras de casi contacto normales métricas. Nos enfocaremos luego
en el producto de variedades sasakianas.

Sean Mj y My variedades diferenciables de dimension 2n; +1 y 2ng + 1, v sean (¢1,&1,71,91) ¥
(p2,&2,m2, g2) estructuras de casi contacto métricas en My y My, respectivamente.

Para a,b € R, b # 0, se puede construir una estructura casi hermitiana (J,4,9q5) en la variedad
producto M := M; x My como sigue: para X; € X(M1) y Xo € X(My), se define una estructura casi
compleja J,, en M por
a® + b?

b

Jap (X1 + X2) =<P1X1—(%771(X1)+ ?72(X2))§1 (4.2.1)

1 a
+ @2 Xo + (5771(X1) + gﬁz(XQ)) &o.
A continuacioén, se define la métrica riemanniana g, en M por

9ap(X1 + X2, Y1 +Y2) = g1(X1, Y1) + a[m (X1)n2(Y2) + m (Y1)n2(X2)] (4.2.2)
+ gg(XQ,YQ) + (a2 + b2 - 1)7’}2(X2)’I72(Y2).
Es un ejercicio sencillo sobre formas cuadréticas verificar que g, 5 es definida positiva y J,; es hermi-
tiana con respecto a g p-

Pensando a X(M;) y X(Maz) como subdalgebras de X(M) de la manera natural, (4.2.1) y (4.2.2) se
pueden reescribir del siguiente modo, donde U; € I'(D;):

a 1
Japé1 = —gfl + 3527

JapUr = p1U1,
a’ + b? a
Ja == 762
b2 b &1+ b§2
JapUsz = p2Ua,

Y, para XZ7}/Z € %(MZ)

Gap(X1, Y1) = 91(X1, Y1),
9a,p(X1, X2) = ani (X1)m(X2),
Gap(X2,Y2) = g2(X2,Y2) + (a® + 0% = 1)n2 (X2 )m2(Y2).

Notemos que g, 5 coincide con g; en M; y con g2 en Ds, pero modifica la longitud de £ por un factor
de a? +b?; ademas, & y & no son mas ortogonales si a # 0. M4s aun, Jap €s la métrica producto g1 x go
siy sélosia=0,b=<+1.

La construccion original de Morimoto se corresponde con a = 0, b = 1, quien ademéas probd el
siguiente resultado.

Proposicién 4.2.1. [116, Proposition 3] Sean (¢1,&1,1m1) y (p2,&2,1m2) estructuras de casi contacto
en My y Mo, respectivamente. Entonces la estructura casi compleja Jo1 en M = My x Ms es integrable
st y sélo si ambas estructuras de casi contacto son normales.
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Mas generalmente, se puede probar de manera andloga el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.2. Sean (¢1,&1,m) y (p2,&2,1m2) estructuras de casi contacto en My y My, respec-
tivamente. Si ambas estructuras de casi contacto son normales entonces la estructura casi compleja
Jap es integrable para a,be R, b+ 0.

De ahora en adelante, trataremos solamente el caso en que (S1,¢1,81,7,91) ¥ (S2,92,82,Mm2,92)
son variedades sasakianas. Denotaremos por M, a la variedad producto S7 x S2 equipada con la
estructura hermitiana (J,p, gap). Més atin, por simplicidad denotaremos J := Jgp, g := ga» Puesto que
no habra riesgo de confusion. A lo largo de este capitulo usaremos w := wgp = g b(-, Jap-), a diferencia
de la convencién utilizada en el Capitulo 3, por cuestiones de compatibilidad con resultados conocidos.

En las siguientes secciones necesitaremos féormulas explicitas para la conexién de Levi-Civita V
en M, asociada a ¢ en términos de las conexiones de Levi-Civita V! y V2 en (S1,91) v (S2,92),
respectivamente. Utilizaremos las siguientes expresiones que aparecen por ejemplo en [103].

Dados X;,Y;, Z; € X(S;), tenemos que

9(Vx 1, 71) = 1 (Vi Y1, Z1),  9(Vx, Y1, Z2) = am(Vx, Y1)n2(Z2),

9(Vx,Y2, Z1) = ana(Vi, Y2)m(Z1),

9(Vx,Ya, Z3) = ga(VX, Y2, Z2) + (0® + 0" = 1) [m2( V', Y2)m2(Z2) (4.2.3)
- 12(X2)g2(p2Y2, Z2) = 12(Y2)g2(p2 X2, Z2)],

9(Vx, Y2, Z1) = —anz2(Ya)g1(p1X1, Z1),  9(Vx, Y2, Z2) = —am(X1)g2(p2Y2, Z2),

9(Vx, Y1, 21) = —an2(X2) g1 (01 Y1, Z1),  9(Vx, Y1, Z2) = —am (Y1) g2(p2 X2, Z2).

Del conjunto de ecuaciones (4.2.3) se desprende el siguiente resultado, cuya demostracién es inme-
diata.

Corolario 4.2.3. Con la notacién de arriba,

(i) Vx,Y1=Vk Y1€X(5),

(i) Vx,Ya=V%,Y2 - (a® +b° = 1)[n2(X2)paYa + 12 (Ya)pa X2] € X(S2),
(iif) Vx, Y2 =-a[n(Y2)p1X1 +mi(X1)p2Ya] € X(S1) @ X(52),
(iv) Vx,Y1=-a[n(X2)p1Y1 +m(Y1)p2Xa] € X(S1) @ X(S2).

En particular, Ve, &1 = Ve, 62 = Ve &2 = Ve, &1 = 0.

Usando este corolario calculamos VJ, el cual necesitaremos en la prueba del Lema 4.3.2 méas abajo.
Lema 4.2.4. Para todo X;,Y; € X(S;), i=1,2,
(1) (Vx,))Y1 = g1(X1,Y1)& —m (Y1) X1 - $@1(X1,Y1)& + 3 91(X1, Y7)Es,

(i) (Va,J)Yz = [g2(X2,Y2) + (a® + 0% = )2 (X2)m2(Y2)1&2 — (0 + b7)m2(Y2) X
a? + b2

a
D9(Xo,Y2)E1 + Z‘IDQ(X% Y2)&o,

(iii) (Vx,J)Y2 = ana(Y2)m (X1)&1 —ana(Ye) X1 + bna(Ya)p1 X1,
(iv) (VxoJ)Y1 = a[ni (Y1)n2(X2)& —m (Y1) X2] —bni(Y1)p2 Xo.

En particular, Ve, J =0y Ve, J = 0.
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Demostracion. Calculamos VJ usando el Corolario 4.2.3 y la definicién de J.
Para (i),

(Vx,J)Y1 = Vx, JY1 - VK, V1.

Vamos a expandir cada término en detalle. Por un lado,

1
Vi, JY1 = Vi, (1Y1 - %?71(1”1)51 +5m(Y1)é2)
= Vi erYi - S (G ())& - m(Y)erX)

+ %(Xl(m(Yl))éz —am (Y1)p1X1).

Por otro lado,

a 1
~JVx, Y1 =~V Y+ (VY& - om (T, V)6
Juntando estas dos expresiones llegamos a
a 1
(Vx, Y1 = (Vi p1)Y1 - ggl(V}(lfl,Yﬂ& + ggl(V}(lfl,YﬂfQ

a 1
= (X1, Y1)& -m(Y) Xy - E‘I)l(Xl,Yl)& + E<I>1(X1,Y1)§2>

donde hemos usado el Lema 4.1.1(iv).
Ahora, para (ii),

(Vx,J)Y2 = Vx, JYs = J(V5, Y2 — (0 +b° = 1)[02(X2) p2Ya + 12 (Y2 ) 2 X5]).

El primer término es igual a

2 2

b a
b n2(Y2)&1 + 3772(3/2)52)
) 232 2 _a2+b2 B
= Vx,2Y2 = (a” + 0" = D)ma(X2) 93 Y a (Xa(m2(Y2))&1 — ana(Ya) 2 X2)
a

E(X2(U2(YQ))€2 — (a® + b*)n2(X2)pa Xa),

a
Vx,JY2 = Vx,(p2Ya -

+

y el segundo término es igual a
—pa(V, Y2 = (0 +b” = 1)[12(Xa)p2Ya + m2(Y2) 02 Xa])

a? + b2
b

a
+ m2(Vx,Y2)é1 - gnz(vﬁgyz)fz-

Por lo tanto,

a? + b2
(Vx,J)Y2 = (Vx,02)Ya + (a® +b° = 1)na(Y2) 03 X -

= (92(X2,Y2) + (a® + b - )ma(X2)n2(Y2))éa = (a® + b*)n2(¥2) X
a’ + b?

a
Do (Xo,Y2)E1 + E¢2(X2,Y2)§2

a
Po(Xo,Y2)E1 + E¢2(X2,Yz)§2,

usando nuevamente el Lema 4.1.1(iv).

83
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Finalmente, para (iii) y (iv) calculamos

a? + b2 a
(Vx,J)Ya =V, (p2Ya - n2(Y2)&1 + - m2(Y2)E2) + ad (n2(Y2) w1 X1 +m1(X1)p2Y2)
b b

= —an1 (X1)p3Ya + bna(Y2) o1 X1 + a(n2(Y2)pi X1 + 11 (X1)¢3Y2)
= ana(Y2) 1 X1 + bna(Ya) o1 X1
= ana(Y2)m (X1)&1 — ana(Y2) X1 + b (Ya) 01 X1,

a 1
(Vo J)Y1 = Vi, (p1Y1 = —m(Y1)& + —m1(Y1)&2) + ad (n2(X2) w1 Y1 + 01 (Y1) 02 X2)
b b

a? + b2

a
= —ana(X2) 1Y - 3771(5/1)(—@902)(2) - M (Y1)p2Xo

+a(n2(X2)eiY1 +m(Y1)p3 X2)
= a[n (Y1)n2(X2)& —m (Y1) X2] = bni(Y1)p2 Xo.

La dltima afirmacién sigue de los calculos previos. O

En el siguiente resultado R denota el tensor de curvatura de V, mientras que R’ denota el tensor de
curvatura de V*, ¢ = 1,2. Calcularemos tinicamente aquellos tensores de curvatura que necesitaremos
en la prueba del Teorema 4.3.1. Denotamos A, p = a® +b? — 1 para abreviar.

Lema 4.2.5. Con la notacion como arriba, para U;,V; e U'(D;), Z; € X(S;),
(1) R(£17€2) = 07
(ii) R(U1,V1)Z1 = RN (U1, Vi) Z1 y R(Ut, Vi) Z2 = ~2a®1 (U, V1) w22,

(111) R(UQ,‘/Q)Zl = —2&‘132(U2,V2)§0121, Yy
R(Uz, V2)Z3 = R*(Ua, Va) Zo + Aap[@2(Va, Zo)paUs — ®2(Us, Za)p2Va — 285 (Us, Vo) 2 Zo].

En particular, R(U;, V;)é = R(U;, V)& = 0.

Demostracién. Para (i), calculamos R(&1,£2)Z; para Z; € X(S;), i = 1,2, usando el Corolario 4.2.3 y
propiedades de las variedades sasakianas como el Lema 4.1.1 y (4.1.2). Para Z; tenemos que

R(&1,82)Z1 = Ve, Ve, Z1 = Ve, Ve Z1
= Ve (map121) - Ve, ([&, Z1] - v121)

=—a([&,0121] - 91 71) + a1 ([&1. Z1] - p171)
-0,

y para Za,

R(&1,82) 22 = V¢, Ve, Z2 = Ve, Ve 22
= Ve, ([&2. Z2] — 0220 — (a® +b° = 1)paZs) — Ve, (—apa Zo)

= —a(p2[&e, Za] - (a® +b°) 3 22) + a([€2, p222] — 9522 — (a® + b = 1) 93 Z5)
=0.

de donde (i) queda probado.
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Para (ii), primero notemos que R(Uy,V1)Z; = RY(Uy,V4)Z; sigue de Vx, Y] = Vlel, donde
X1,Y1 € X(S1). Para Z3, hacemos el calculo usando el Corolario 4.2.3.

R(U1,V1)Za = Vu, Vv, Z2 = Vv, Vi Z2 = Vo, w122
= Vi, (—an2(Z2)p1V1) = Vv, (mam2(Z2)o1Ur) + a[na(Z2) 01 [Ur, Vi + 1 ([Ut, Vi]) w2 Z2]
= ana(Z2)(=Vu, p1V1 + Vv, 01Ur + 01[U1, V1)) + am ([Ur, Vi) 222
= —ana(Z22)(P1(Ur, 1V1)é1 - Vil o1Vi - @(Vi, 1U1)€
VT o0 + o1 (VETVE - TETTL) - 2081 (U1, Vi )2 2o
= =2a®1 (U1, V1)p222,

debido a (4.1.6), donde V17 denota la conexién transversal de la variedad sasakiana S;.
Para (iii), el célculo de R(Usz,V2)Z; es completamente andlogo al célculo de R(Uy,Vi)Zs en (ii)
por lo que lo omitimos. Finalmente, calculamos

R(Us, Va)Za = Vu,Vvy Z2 = Vv, Vu, Z2 = Vv, 15122

= V0, (Viy Z2 = Aapii2(Z2)02V2) = Vv (Vi Z2 = Aa w2 (Z2) p2U2)
— Vi, %2 + Aas[12(Z2) 02 Us, Va] + 12 ([Ua, Va]) 2 Zs ]

= V11, Vi, Z2 = Aot (V, Z2) p2Us
= Xap (Ua(n2(Z2) ) p2Va + 12 (Z2) Vi, p2Va)
— Vi, Vi, Z2 + Aapn2 (Vi Z2)p2 Vo
+ Aap (Va(m2(Z2) ) p2Us + m2(Z2) Vv, p2Us)
- V%UQ,VQJZZ + Aa,p[12(Z2)p2[ Uz, Va] = 2®2(Uz, V2 )p2 2]

= R*(Uz,V2) Z3 = Aoy (92(02Va, Z2)02Us — g2 (92Us, Z2 ) p2Va)
~ Aapn2(Z2) (—@2(U2, p2V2)a + V?];Tﬂﬂsz
+09(Va, p2l2)a = V) pala = pa(V) Vo= V%}ZTUQ))
=20, P2 (U2, V2) 0225

= R*(Uy, V2)Zo
+ A p (P2(Va, Z2)paUs — @2 (Us, Z2) 2 Vo = 282 (Us, Vo) 2 Zo).

La tltima afirmacion se sigue facilmente de (ii), (iii) y el Lema 4.1.2 (iv). O

4.3. Armonicidad de la estructura compleja J,; con respecto a g,
El resultado principal de esta seccion es el siguiente.

Teorema 4.3.1. Sean (S%n”l,(pl,él,m,gl) Yy (S§n2+1,§02,£2,772,92) dos variedades sasakianas. Si
(4,9) := (Jap, gap) denota la estructura compleja en Mgy, = S1 x So dada en (4.2.1) y (4.2.2) entonces
J es armonica con respecto a g, para todo a,beR, b+ 0.

Para demostrar este teorema utilizaremos la Proposicion 1.1.30 del Capitulo 1. Primero probamos
un resultado auxiliar, que generaliza [145, Lemma 5.4], donde es considerado el caso de las variedades
de Calabi-Eckmann.
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Lema 4.3.2. Con la notacion del Teorema 4.3.1, la codiferencial §J de la estructura compleja J en
Mg estd dada por:
o0J = 2??,151 + 271252.

Mas atn, VsjJ =0.

Demostracion. Calcularemos §J usando (1.1.7). Consideremos un marco ortonormal local en M,
como sigue:

a 1
{ghjél = _361 + 3627617--'762n17f17-‘-7f2n2}7

donde cada e; es una seccién local de Dy y cada fj; es una seccién local de Dy. En este marco, (1.1.7)

se convierte en
2n1 2n9

0J = (Ve )&+ (Ve ))&+ Y (VeyD)ej + 3 (V) fie
j=1 k=1
Dado que J es integrable, se sigue de [79, Corollary 2.2] que (V¢ J)J& = (Ve J)&1. Por lo tanto,
sigue del Lema 4.2.4 que (V¢, J)&1 = (Ve J) &1 =0, (Ve,J)ej =61y (Vg J) fir = 2, de modo que

2n1 2n2
6J =Y &1+ Y, & =2n1&1 + 2ngko,
j=1 k=1
como queriamos probar.
Finalmente, la dltima afirmacién sigue del Lema 4.2.4. O

Demostracion del Teorema 4.3.1. Como en el Lema 4.3.2, consideramos un marco ortonormal local en
M, como sigue:

a 1
{e76 =-Sa Jeer e fiooe o). (4.3.1)
donde cada e; es una secciéon local de Dy y cada f, es una seccién local de Ds.
Como J es integrable, sigue de la Proposicion 1.1.30 y del Lema 4.3.2 que J es arménica si y sélo

si [J,P] =0, con P definida como en (1.1.6) para el marco local (4.3.1). Mostramos a continuacién
que J y P conmutan. Empezamos por calcular P:

~2P = 2R(&1, 7€) + Y R(ej,p1¢i) + > R(fr, p2fr)
7 ke

= ZR(€j>¢1€j) + Zk:R(fk, ©2fk);
j

debido al Lema 4.2.5.

Veamos que [J, R(ej, p1€;)] = [J, R(fi, v2fx)] = 0. Dado que R(ej, p1€;)& = R(fx, 1fk)& =0 para
i = 1,2, es suficiente mostrar que [J, R(ej, v1€;)] v [, R(fx, v2fx)] se anulan al evaluar en secciones de
Dy y D,. Para todos los calculos que siguen usamos el Lema 4.2.5. Primero, si Uy € I'(D;), calculamos

[, R(ej 1) 1(U1) = J(R' (ej,01¢))U1) = R (e, 1¢5)p1U1 = 0,
gracias al Corolario 4.1.3. Luego, para Uy € I'(Ds),

[/, R(ej, p1€5)](Uz) = 2a®1(ej, p1e5)Uz — R(ej, pre;)p2Us
= 20(1)1(63'7 golej)Ug - 20,(1)1(6]‘, (plej)Ug
=0.
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De manera similar,

[, R(fr; p2.f1)](U1) = 2aP2(fr, 02 fr) UL = 2aP2( fi, 02 fr)U1 = 0.

Finalmente,

[, R(fi, p2fx)1(U2) = J(R(fx, p2fi)U2) = R(fi, p2fr)p2Us
= J(B*(fi, 02/1)U2) = R*(fi i) 02Us
+ Aap (P22 fr, U) fr. + P2 (fr; U2) 02 fr
+2®2(fr, 2.fx)U2)
— Xap(P2(@2.frs p2U2) 02 fr + Lo fr, p2U2) fr

+20o(fr, 2.fi)U2)
-0,

pues J(R2(fi, p2.fr)U2) = 02 (R?*(fi, p2.fr)Uz) debido al Corolario 4.1.3. Se sigue que [J, P] =0 y asi
la estructura compleja J = .J,; es armonica con respecto a la métrica g = g, p- O

Observacion 4.3.3. Como mencionamos antes, Wood prob6 que las variedades de Calabi-Eckmann
equipadas con el producto de las métricas redondas son armoénicas. Mas atn, mostré que, con la
posible excepcién de S xS? y S3xS3, las variedades de Calabi-Eckmann son inestables (ver [158, §7]),
esto es, no son un minimo local del problema variacional (o equivalentemente, la segunda variacién
de la energia es positiva, ver [157]). Sin embargo, su prueba depende fuertemente de propiedades
geométricas de la métrica redonda en la esfera. Esto podria indicar que el estudio de la estabilidad en
general en un producto de variedades sasakianas es més complicado.

4.4. Otras propiedades geométricas de las estructuras hermitianas
(Ja7baga,b)

En esta seccién nos centraremos en los productos de variedades sasakianas que admiten estructuras
hermitianas especiales.

Como en secciones previas, S y Sy denotaran variedades sasakianas con dim S; = 2n; + 1, n; € Np,
i=1,2, y la variedad producto M, = S x Sy estard equipada con la estructura hermitiana (J, 4, ga )
definida en (4.2.1) y (4.2.2).

La 2-forma fundamental wyp = ga b (+, Jap+) asociada a (Jgp, gap) estd dada por

Wa,b = 1+ P2 — b A2, (4.4.1)

donde ®; y n; han sido extendidas al producto de manera natural. Dado que ambas variedades son
sasakianas, la derivada exterior de w,j estd dada por

dwap = =26(P1 Az =1 A D2). (4.4.2)

Como b # 0, es claro que dw,y = 0 si y s6lo si @1 = &3 = 0, lo cual ocurre inicamente cuando
ni1 = ng = 0, esto es, dim S = dim S = 1, por tanto dim M, ; = 2. Como nos interesa el contexto no
Kahler, de ahora en mas asumiremos que nj +ng > 1, de manera que dim M, ; > 4.

En relacion a las estructuras hermitianas (Jq 4, ga ), Matsuo probé en [110] que una tal estructura
hermitiana es astheno-Kéhler si y sélo si se cumple la siguiente condicién:

ni(ny - 1) + 2aniny + na(ng — 1)(a® +b*) = 0, (4.4.3)
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asumiendo que nj+ng > 2, es decir, dimg (51 xS2) > 3. Luego, en [61], Fino y Ugarte estudiaron cuando
la estructura hermitiana (Jyp, gqp) €s 1-Gauduchon y obtuvieron que esto sucede si y sélo si (4.4.3)
se cumple, esto es, si y sélo si es astheno-Kéhler.

Observacion 4.4.1. Para cualesquiera nq y no tales que nq +ng > 2 y ng > 1 hay valores de a y b tales
que (Jop,gap) €s astheno-Kéhler. En efecto, si ny =n; = 1 entonces a =0, y si ny =1, ny > 2, entonces

a= _n12—1; en ambos casos b es arbitrario. Finalmente, si no > 2 los posibles valores de a, b satisfacen
ael- n1 _\/mng(nl +n2—1) B ny +\/n1n2(n1+n2—1)
n2—1 ’I’Lg(n2—1) ’ n2—1 712(712—1) ’
y

2ninga +ni(n; —1
b= —q? - 12 1(m )>0.

ng(ng — 1)
Cabe resaltar que si la estructura hermitiana (J, 4, gap) es astheno-Kéhler entonces a <0, y més atn,
a =0 siy sélo si n; =ng = 1. En consecuencia, la estructura de Morimoto (Jo1,90,1) satisface (4.4.3)

si y s6lo si ny =ng =1.

En los siguientes resultados estudiamos cuando (Jgp,gap) €n Mgy = S1 x Sz pertenece a una de
las clases especiales de estructuras hermitianas que mencionamos previamente, a saber: balanceadas,
LCK, SKT, y k-Gauduchon (2<k<n-1).

Proposicién 4.4.2. La estructura hermitiana (Jqp, gap) €n Mqp = S1x S2, con ny +ng > 1, no es
balanceada.

Demostracion. La estructura hermitiana (J,p, gq,5) €s balanceada si y sélo si dwgyp, = 0, donde wqp es la
2-forma fundamental asociada y ¢ es la codiferencial. De manera equivalente, 6.J, = 0, donde d.J, es
el campo vectorial en M, dual a dw,p. Sin embargo, sigue del Lema 4.3.2 que 0.J, = 2n1&1 +2n282 # 0
dado que nj +ng > 1. O

Observacion 4.4.3. Algunos productos S x Sy de variedades sasakianas admiten estructuras hermitia-
nas balanceadas, que no son de la forma (J, 4, ga ). Por ejemplo, si Hs denota el grupo de Heisenberg
de dimensién 3, es un hecho conocido que H3 admite una estructura sasakiana invariante a izquierda
natural (ver Tabla 4.1 en §4.5.1 abajo). Por otro lado, en [58, 147] se probé que G := H3 x H3 admite
una estructura hermitiana balanceada invariante a izquierda. Si I'y y I'o son reticulos de H3 entonces
[':=T; xT'y es un reticulo de G y por lo tanto la nilvariedad T'\G = (I'1\Hs) x (I'2\H3) es un producto
de variedades sasakianas que admite una estructura hermitiana balanceada.

Proposicién 4.4.4. La estructura hermitiana (Jop, gap) €n Map = S1 x So es LOK no Kihler si y
solo st dim Sy =1 ydimSe >3 o dim Sy =1 y dim Sy > 3. Mds aun, la estructura LCK es Vaisman.

Demostracion. Segun (1.1.2), la forma de Lee 6 asociada a (J4p, gap) estd dada por

1
ny +n9

0:

(5(.«)(171, o Ja,b-

Como consecuencia del Lema 4.3.2, junto con (4.2.1) y (4.2.2), se llega de manera sencilla a la siguiente

expresion para 6:
2b
(n2m —nang). (4.4.4)
ny +n9

Reemplazando (4.4.1), (4.4.2) y (4.4.4) en la condicién LCK dw = § A w, obtenemos que

0:

—nQCI)l AT +1n1m A (1)2 =ngaMm N (1)1 —Nnin2 A (I)Q.
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Al comparar las componentes en S; y So de cada término de esta ecuacién, observamos que todos los
términos deben anularse, por lo que

no®q Ang =nim A Pa =nom APy =nyng APy =0.

Si ng # 0 entonces @1 Any =11 APy =0 y esto sucede si y sélo si @1 =0, o equivalentemente dim Sy = 1.
De manera similar, si ny # 0 entonces dim .Sy = 1.

El hecho de que la estructura LCK resulta Vaisman, es decir, V6 = 0, sigue inmediatamente del
Corolario 4.2.3. O

Ahora analizaremos las condiciones hermitianas que involucran al operador d°. En primer lugar,
se probo en [110] que Jo ;@1 = @1 y Jo P2 = $2 (donde J,p, actia en formas como en (1.1.3)). Por
otra parte, es facil verificar que

a a? + v?

1 a
Japn = ~m1 + JapTl2 = —~11 — —12.
a,b" b m b 2, a,bT]2 b m b 2

Usando esto, junto con (4.4.2) y la definicién de d°, obtenemos las siguientes expresiones:

dwap = 2[P1 A (1 + anz) + P2 A (am + (a®+b%)m)],
ddwgp = 4[®7 + 2a®1 A By + (a® +b%) D3], (4.4.5)
dwap A dwyp = 4b[@F + 2a®1 A ®g + (a® +b%) D3] A1 Ao
= b ddwep A A 2.

Proposicién 4.4.5. La estructura hermitiana (Jop, gap) en Myp = S1 x S es SKT no Kdhler si y
solo si:

(a) dimM,p=4, o

(b) dimS; =dimS =3 ya=0.

Demostracion. La estructura hermitiana es SKT si y sélo si ddw,, = 0. De las ecuaciones (4.4.5) se
desprende que esto sucede si y sélo si

2 + 20D A Dy + (a® +b3)D2 = 0.

Nuevamente comparando las componentes en S; y S3 de cada término en esta ecuacion, deducimos
que la condiciéon SKT es equivalente a

d1=0, P2=0 y ad ADy=0. (4.4.6)

Si (4.4.6) se cumple, de las dos primeras igualdades obtenemos que dim.S; < 3 para ¢ = 1,2. Como la
métrica es no Kéhler, dim S; = 3 para i =1 o0 ¢ = 2. Si dim S} = dim S5 = 3, se sigue de a®1 A P2 =0 que
a=0.

Reciprocamente, si las condiciones en el enunciado valen entonces es claro que las ecuaciones (4.4.6)
se satisfacen. O]

Observacion 4.4.6. Se deduce de la Proposicion 4.4.5 que si S7 x S3 admite una estructura SKT no
Kahler entonces al menos uno de los factores tiene dimensién 3. De acuerdo con [70], toda variedad
compacta sasakiana de dimensién 3 es difeomorfa a una de las siguientes variedades:

S3/T, HsT, SL(2,R)/T,

donde I' es un subgrupo discreto del grupo de isometrias de la correspondiente métrica sasakiana
candnica.
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Observacion 4.4.7. Cabe resaltar que, en virtud de la Proposicién 4.4.4 y la Proposicién 4.4.5, las
estructuras hermitianas (Jqp,gqp) en las superficies complejas Sy x S con dimS; =1 y dimSy = 3
son a la vez Vaisman y SKT. Esto no es una sorpresa puesto que fue probado en [60, Theorem A]
que una métrica hermitiana en una superficie compleja es Vaisman si y sélo si la métrica es SKT y la
conexién de Bismut satisface la primera identidad de Bianchi. El hecho de que esta segunda condicién
se cumpla sigue de [60, Theorem 3.2] y [23, Proposition 3.2].

En el siguiente teorema caracterizamos cuando la estructura hermitiana (Jq 4, gq) €s k-Gauduchon
para dimg M, p, > 4. Como el caso k =1 ya fue resuelto en [61], nos restringiremos al caso 2 <k <n-1.
Como veremos a continuacién, resulta que la métrica g, siempre es Gauduchon y, ademas, es k-
Gauduchon con 2 <k <n -1 siy solo si es astheno-Kéhler, asi como en el caso k = 1.

Teorema 4.4.8. Sea M, = S1 x So un producto de variedades sasakianas con n :=ni+ng+1 > 4.
Entonces la estructura hermitiana (Jop, gap) en Myyp es k-Gauduchon, con 2 <k <n -1, si y sélo si
las constantes a y b satisfacen

(n—1-k)[ni(ni - 1) +2anyng + ng(ny — 1) (a* + b*)] = 0. (4.4.7)
En particular, (Jop, gap) €s Gauduchon y es k-Gauduchon con 2 <k <n -2 si y solo si es astheno-

Kahler.

Demostracion. Para abreviar la notaciéon vamos a denotar J = J,, y w = wyp. Seguiremos las ideas
de la prueba de [110, Theorem 4.1]. Usaremos las ecuaciones (4.4.5) y el hecho de que Jw” = w* para
todo k debido a que w es una (1,1)-forma en M. Para 2 < k <n -1, calculamos

ddwh AW = d(J dJwk) AR
=k d(J(W P Adw)) Awn kL
= k d(w* 1t Adw) ARl
= k[(k-1)w" 2 Adw A dw + WPt Addw] Awm R
= k[(k-1)dw A dw +w A ddw] Aw™™
=k ddw A [b(k —2)n1 Ang + Py + Pa] A w3,
Puesto que (n1 A 7]2)2 =0, se deduce del teorema del binomio que
W' = (By + By~ by Am)" P
= (B1 +P2)" 3~ (n=3)(®1 + P2)" A (b Ap),
y por lo tanto
ddwF AW =k ddw A [b(k—n+ 1) (D1 + Do) B A Ay + (D1 + Bg)" 2]
=k ddwA [b(k—n+1)n Ang+ (B + D) A (B + D)3,
Dado que @} = 0 cuando p > ny y que ®) = 0 cuando p > ng, un indice j satisface j <ny; y n—-3-j <ng

s6lo cuando n; — 2 < j < nj. Por ello,

(‘I)l +‘I’2)n_3 = (n—S

ny —

n-3

ni

n-3

ny —

)@’fi‘2 A D2+ ( )@’;1—1 AOD2h ( )cbg“ ADD22,

Por consiguiente, usando la expresién para dd“w dada en (4.4.5), obtenemos que
dd°w® A w1t = 4bk(k =+ 1)C(n,n1) T A DY Ay A,
donde C(n,n1) = (&g) +2a( 131) +(a® + bz)("_?)).

n
ni ni
Como 4bk # 0y @7 ADJ? Any A2 es una forma de volumen en M, ;, tenemos que ddwFawm 1 =0

siysélosi (k—-n+1)C(n,n1) =0,y esto es equivalente a (4.4.7). O
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Analizamos ahora la condiciéon k-Gauduchon en el caso dimc M, = 3. En [61] se establecié que
la métrica (Jop,gap) €s 1-Gauduchon si y sélo si es SKT si y sélo si a = 0. Tratamos entonces con el
unico caso no considerado que es k = 2, el cual corresponde a una métrica Gauduchon.

Proposicién 4.4.9. Sea M,; = S1 x So un producto de variedades sasakianas con dimc M,y = 3.
Entonces la estructura hermitiana (Jop, gap) €s Gauduchon.

Demostracion. De los calculos en la prueba del Teorema 4.4.8 deducimos que

dd®w? = 2 ddw A (P + By)
= 8[®3 + (2a+ 1)D2 A Dy + (a? + b + 2a) Dy A D2 + (a® + b%) D3],

usando (4.4.5). Debemos analizar 2 casos: (i) dim S; =dim Sy =3 y (ii) dim S; =1 y dim Sy = 5. Para
(i), notar que ®2 =0 para i = 1,2, por lo que ddw? = 0. Para (ii), tenemos que ®; =0y ®3 =0 por lo
que nuevamente dd°w? = 0. O
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En esta seccién damos una férmula explicita para la conexién de Bismut VZ en M,y = 51 %53
asociada a la estructura hermitiana (J,p,9qp), en términos de las conexiones caracteristicas de las
variedades sasakianas S; y S2. A modo de aplicacién estudiamos la curvatura de Ricci Ric? y la
forma de Ricci p? asociadas a VE. En particular, caracterizamos las estructuras hermitianas tales
que Ric? = 0 y aquellas estructuras conocidas como Calabi-Yau con torsion, i.e. pP =0, en términos
de variedades sasakianas n-Einstein. Usamos esta caracterizaciéon para proporcionar ejemplos de tales
variedades.

Recordamos a continuacién algunos hechos béasicos sobre conexiones métricas con torsién total-
mente antisimétrica. Para més detalles referimos a [2].

Se dice que una conexién métrica D con torsion 7' en una variedad riemanniana (M, g) tiene
torsion totalmente antisimétrica, o torsion antisimétrica para abreviar, si el (0,3)-tensor 7' dado por

T(X,Y,Z)=9(T(X,Y), 2)

es una 3-forma.
La relacién entre D y la conexién de Levi-Civita V esta dada por

DxY =VxY +31T(X,)Y). (4.5.1)

En variedades hermitianas y también en variedades sasakianas existe una conexién métrica distin-
guida con torsién antisimétrica:

(1) En toda variedad hermitiana (M,.J, g) existe una tnica conexién métrica V¥ con torsién antisi-
métrica tal que VB.J = 0 (ver [25]). Esta conexioén se conoce como la conexién de Bismut (o de
Strominger) y su torsién estd dada por la 3-forma

TP(X,Y,Z) =d°w(X,Y,Z) = —dw(J X, JY,J Z),
donde w = g(+,J-) es la 2-forma fundamental.

(2) Dada una variedad sasakiana (S,¢,&,7,9) existe una tnica conexién métrica V¢ con torsién
antisimétrica tal que V¢ = VO = v9€ = 0 (ver [64]). Se conoce como la conexién caracteristica®

De hecho, en [64] se prueba que la conexién caracteristica existe para una clase mds amplia de variedades de casi
contacto métricas, a saber, aquellas que satisfacen que N, es totalmente antisimétrico y £ es un campo de Killing.
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y su torsion estd dada por T¢ = Adn. Si consideramos T¢ como el tensor (1,2) usual dado por
TY(X,Y) =v{Y - v{X - [X,Y], obtenemos la siguiente férmula para 7

TYX,Y) =2(-n(X)pY +n(Y)pX +®(X,Y)E). (4.5.2)

Calculamos a continuacién la conexién de Bismut en Mgy, = S1 x Sz asociada a (Jqp, gap)-

Proposicién 4.5.1. La conexion de Bismut VB asociada a la estructura hermitiana (Japr Gap) en el
producto Mgy, = S1 x So de dos variedades sasakianas estd dada por:

(i) vE ¥1 =1 ex(S),

(i) VE, Yo = V3 V2 —2(a2 + 0 - 1)ma(X2)p2Ya € X(S2),
(iil) VE,Ya = -2am1(X1)p2Ya € X(52),
(iv) V%, Y1 =—2an2(X2)p1Y1 € X(S1),

donde V*C es la conexion caracteristica en la variedad sasakiana S;, i =1,2.
En particular, VP& = vB& = 0. Mds ain, la forma de Lee 0 asociada a (Jab Gap) €5 v B -paralela,
es decir VPO = 0.

Demostracion. De la ecuacién (4.4.2) se desprende la siguiente férmula para T'5:
TB = 2[®1 A (1 + anp) + o A (amy + (a® +6%)mp)]. (4.5.3)

Reemplazando TP en (4.5.1) y usando las expresiones para la conexién de Levi-Civita obtenidas en el
Corolario 4.2.3 obtenemos (i)-(iv).

De (i)-(iv) es inmediato verificar que &; y & son ambos VZ-paralelos. De aqui, junto con el hecho
de que 1 es V-paralela en una variedad sasakiana, se deduce que V21, = VB, = 0. Finalmente, sigue
de (4.4.4) que VB0 =0. O

Corolario 4.5.2. En la variedad producto My, = S1 x So equipada con la estructura de Morimoto
(Jo,1,90,1), la conexion de Bismut asociada satisface
1,C 2,C
Viix, (Y1 +Y2) = VTV + VYo,
En lo que sigue estudiaremos la anulacién de las curvaturas de Ricci asociadas a V. Recordemos

primero que en una variedad hermitiana (M?",.J,g) el tensor de Ricci Ric? y la forma de Ricci p? de
la conexi6n de Bismut V? se definen del siguiente modo:

) 2n 1 2n
Ric?(X,Y) = Zg(RB(ui,X)Y,ui), PP (X,Y) = §Zg(RB(X,Y)ui,JuZ~), (4.5.4)

i=1 1=1
donde {uq,...,uz,} es un marco ortonormal local de M. Calcularemos Ric? y pB usando férmulas

que aparecen en [90], y como consecuencia no habra necesidad de calcular explicitamente el tensor de
curvatura de Bismut RP.

Usaremos la siguiente convencién, siguiendo a [75, 76]. Diremos que una estructura hermitiana
(J,g9) en M es Calabi-Yau con torsion (CYT, para abreviar) si la forma de Ricci pP asociada a VP
se anula idénticamente, o equivalentemente, el grupo de holonomia (restringido) de la conexién de
Bismut esté contenido en SU(n).

Resumiendo nuestro estudio de la conexién de Bismut en el producto de variedades sasakianas,
recordamos el siguiente resultado probado en [23], el que también puede ser verificado usando la
Proposicién 4.5.1.
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Proposicién 4.5.3. [23, Proposition 3.2] La conexion de Bismut vB asociada a la estructura hermi-
tiana (Jop, gap) en la variedad producto Mgy = S1 x Sy tiene torsion paralela, es decir, vBTE = 0.
En consecuencia, sigue de [40] que la curvatura de Bismut R” asociada a (Jab, 9a,p) satisface
9(RP(X,Y)Z,W) = g(R*(Z,W)X,Y),

y de esta ecuacién se puede ver inmediatamente que el tensor de Bismut-Ricci Ric? es simétrico. De
acuerdo con [90], esto es equivalente a que

oTB =0, (4.5.5)
donde § es la codiferencial y T es la 3-forma de torsion.

Observacion 4.5.4. La Proposicion 4.5.3 nos permite determinar cudles de las estructuras hermitianas
(Jab, Gap) €0 My, son Kdihler-like, i.e. satisfacen, para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z, W,

= (Primera identidad de Bianchi) R?(X,Y,Z) + R®(Y,Z, X))+ RB(Z,X,Y) =0,
» RB(X,Y,Z,W)=RB(JX,JY,Z,W).

De hecho, la Proposicién 4.5.3 implica la segunda condicién debido a [11, Lemma 3.13]. M&s ain, de
[60, Theorem 3.2] sigue que la conexién de Bismut asociada a (Jgp,gep) €n M, satisface la primera
identidad de Bianchi si y sélo si (Jgp,9a) €s SKT. Por lo tanto, (Jup, ga,p) €s Kéhler-like si y sélo si
es SKT.

Procedemos ahora a estudiar cuando la estructura hermitiana (Jgp, gap) €n Mgy = S1 xSy satisface
Ric?® = 0 0 p? = 0. Veremos que estas estructuras estan estrechamente relacionadas con una familia
particular de variedades sasakianas, a saber, las n-Einstein.

Una variedad sasakiana (S,¢,£,7n,9) de dimensiéon (2n + 1) se dice n-FEinstein si el tensor de
curvatura de Ricci de la métrica g satisface la ecuacion

Ric=Ag+vn®mn, (4.5.6)

para algunas constantes \,v € R.
Es sabido que en cualquier variedad sasakiana S el tensor de curvatura riemanniano R satisface

R(X,Y)¢=n(Y)X -n(X)Y,

para todo X,Y € X(5). Se deduce facilmente de esta ecuacién que Ric(&,X) = 2nn(X) para todo
campo vectorial X en S; y usando este hecho obtenemos:

= \+v=2n,
» La condicién de ser n-Einstein (4.5.6) con constantes (A, 2n — \) es equivalente a

Ric(U,V) = g(U,V), U,V eI(D). (4.5.7)

Otra consecuencia inmediata de la definiciéon es que toda variedad sasakiana n-Einstein es necesaria-
mente de curvatura escalar constante s =2n(\+1).

En los siguientes resultados caracterizamos aquellas estructuras hermitianas (J, 4, 9q,) tales que
Ric? = 0. Para ello necesitaremos una expresién explicita para el (1,2)-tensor T' B 1a cual enunciamos
en el siguiente lema y cuya prueba sigue de la Proposiciéon 4.5.1 y (4.5.2).
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Lema 4.5.5. Sean X; € X(S;) y {&1,J&1, €1, €y, f1,---, foan,} un marco ortonormal local en la
variedad producto Mgy = S x So como en (4.3.1). Entonces,

TP(X1,&) =201 X1, TP(X1,7&)=0,

TP(X1,ej) = -2(m(X1)p1e; + P1(ej, X1)&1),  TP(X1, fu) = —2am(X1)e2fe,
TP(X3,61) = 2ap2Xa, TP (X3, J&1) = 2bpa X,

TP(Xa,e5) = —2ama(Xa)prej, TP (Xa, fi) = =2(a” + b )1a(Xa) @2 fi + 202(Xa, fr)Eo.

En particular, para X;,Y; € T'(D;) tenemos que TP(X;,Y;) = 28,(X;, V)&, y TP(X1,Y3) = 0.

En el siguiente teorema, Ric' denota la curvatura de Ricci asociada a la conexion de Levi-Civita
Vien S;, i=1,2.

Teorema 4.5.6. El tensor de Bismut-Ricci Ric® asociado a la estructura hermitiana (Ja b, Gap) estd
dado por:

Ric”(X1,Y1) = Ric' (X1, Y1) - 291 (X1, Y1) = (2n1 = 2)m1 (X1)m (Y1),
Ric?(X1,Y3) =0,
Ric? (X5, Y5) = Ric? (X2, Ya) — 2(2a” + 2b% — 1) ga(Xa, Y2) + [2(2a2 + 207 = 1) — 2n2) |2 (X2)m2(Y2).

En particular, Ric® = 0 si y sélo si Sy y Sz son ambas n-Einstein con constantes
(A1, 1) = (2,201 - 2),
(Mo, 1) = (2(2a® + 2b% - 1), 2ny — 2(2a* + 2b% - 1)),
respectivamente.
Demostracién. Para calcular el tensor de Bismut-Ricci Ric? asociado a (Jab, Gap) utilizaremos la
férmula para Ric® en una variedad hermitiana general (M?", g) obtenida en [90, Proposition 3.1]:

2n
Rie(X,¥) = RicP (X,¥) + Z6T5(X, V) + 2 3" g(T2 (X, u), T (¥, ),
i=1

donde Ric denota el tensor de Ricci de g y {u; 12:1 es un marco ortonormal local.
Usando que 67" = 0 para la estructura hermitiana (JaprGap) €n Myp = S1 x Sz, en el marco
ortonormal local (4.3.1) la expresién de Ric? se reduce a

Ric (X,¥) = Rie(X,¥) - 1 [o(TP(X,€), T2(V,0)) + o(T5(X,J6), TPV, J&))  (458)
2n1 2n2
+ Zlqu(x, e;), T%(Y,e;)) + kzlg(TB(X, £). TR, )],
[ .

para X,Y € X(M,;). En [103] la curvatura de Ricci de la métrica g, en M, fue calculada:

Ric(X1,Y1) = Ric' (X1, Y1) + 2a®non (X1)m (Y1),
RiC(Xl, Yg) = 2a(n1 + ng(a2 + b2))T]1(X1)T]2(1/2),
RiC(XQ, }/2) = RiCQ(XQ, YQ) - 2)\a,bQQ(X27 }/2) + 2[711@2 + )\a,b + 712((12 + b2)2 - 7’L2]772(X2)772(Y2),

donde A, p = a’+b% 1.
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Ahora calculamos Ric? usando (4.5.8), las férmulas para Ric obtenidas arriba, y el Lema 4.5.5.
Dados X71,Y] € X(S1), tenemos que

. . 1
Ric” (X1,Y1) = Ric' (X1, Y1) + 2a”nan: (X1)m (Y1) - 1[491(<P1X1, ©1Y1)

2n1

+43 g1(m(X1)ere; + @1(ej, X1)&,m (Y1) p1ej + P1(ej, Y1)é1)
j=1

2n2

+ 3 go(=2am (X1) @2 fi, —2am (Y1) 2 fr) ]
k=1

. 1
= Ric' (X1, Y1) + 2a”ngn: (X1)m (Y1) - 1[491(%01)(1, ©1Y1) + 8nym (X1)m (Y1)

2n1

+4 3 g1(ej, e1X1)g1(e5, 1Y1) + 8”2612771()(1)771(3/1)]
j=1

= Ric' (X1, Y1) = g1(¢1X1,01Y1) = 2namy (X1)m (Y1) - g1(1.X1, 01 Y1)
= Ric' (X1, Y1) - 201 (X1, Y1) = (201 = 2)m1 (X1)m (Y1),

donde hemos usado (4.1.4) en la tercera igualdad.
Para X1 € 36(51),1/2 € %(SQ),

1
RiCB(Xl, Yg) = 2a[n1 + ng(a2 + b2)]7’]1 (X1)772(Y2) [g(2<p1X1, 2a<p2Y2)

4
=0
2n1
+ 3 g1(=2(m(X1)p1e; + P1(ej, X1)&1, —2am2(Ya)p1€5)
j=1
2n9
+ 3 g2(=2am1 (X1)pa fr, —2(a” + b )2 (Ya)pa fr + 202 (Ya, f)€2) ]
k=1
= 2a[n1 + ng(a2 + bz)]’f]l(Xl)T]Q(YQ) - i[8an17’]1(X1)7’]2(Y2) + 8n2a(a2 + b2)771(X1)772(Y2)]

=0.
Finalmente, para Xs,Ys € X(.S),

Ric? (X2, Y2) = Ric?(Xa, Y2) = 2Aap92(X2, Y2) + 2[n1a® + g p + n2(a® + b*)? = na]na(X2)n2(Y2)
2n1

[4(a® + %) g2 (02 X2, p2Y2) + Y. g1(—2an2(X2) 1€, —2am2(Ya) p1€5)

1

2no

+ 3 (9(=2(a® + b )n2(X2) @2 fi, —2(a® + b*)n2(Ya) 2. fi) + (282 (X2, fi) &2, 2®2(Ya, fr)&2)) ]
i1

= Ric* (X2, Ya) - 224 592( X2, Y2) + 2[n1a” + Mg p + na(a® + b?)% — naJna(X2)na(Yz)

1
- ;1[4(a2 +b%) g2 (02X 2, p2Y2) + 8n1a°na2 (X2)n2 (V)

2n9
+8na(a” +0%)’na(Xo)n2(Ya) +4 Y (a® + 0°) ga(fir 02X2) g2 (fr 02Y2) ]
j=1

= RiC2(XQ, Yg) - 2)\a’bgg(X2, Yg) + 2[711&2 + )\a,b + n2(a2 + 62)2 - n2:|772(X2)772(Y2)
—2(a® + 1) g2(p2 X2, 02Y2) — 2n1a°n2(X2)n2(Y2) — 2n2(a” + b%) 1o (X2 )12 (Y2)
= Ric?(Xy, Y2) — 2(2a® + 2b% — 1) go(X2, Ya) + [2(2a% + 26 = 1) — 2n) o (X2)m2(Y2),
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donde hemos usado que g(&2,&2) = a? +b? en la segunda igualdad y (4.1.4) en la tltima.
La tltima afirmacién en relacién a Ric® = 0 es clara. O

Corolario 4.5.7. En la variedad producto My, = S1 x Sy equipada con la estructura de Morimoto
(Jo,1,90,1), el tensor de Bismut-Ricci Ric? se anula si y solo si S1 y So son n-FEinstein con constantes

(A1, v1) = (2,201 - 2),
(A2, 12) = (2,2n9 - 2),
respectivamente.
Observacion 4.5.8. Sigue de las expresiones para Ric? obtenidas en el Teorema 4.5.6 que
Ric? (&1, X) = Ric? (&, X) = 0,
para todo X € X(M,y).

Observacion 4.5.9. Cabe resaltar que el nombre Bismut-Ricci plana ha sido usado recientemente para
denotar a una conexién métrica con torsién antisimétrica tal que la 3-forma de torsién es cerrada y el
tensor de Ricci asociado se anula (ver por ejemplo [66, 127, 128]). En nuestro contexto, este concepto
se reduce a estructuras hermitianas (Jgp, gqp) que son SKT (dado que dTB = ddw = 0) y satisfacen
Ric? = 0. De la Proposicién 4.4.5 se deduce que, en el caso SKT, dim(.S7 x S2) < 6 y que, en dimensién
6, las tnicas estructuras Bismut-Ricci planas de la forma (Jg 4, gq,5) ocurren en productos Si x Sz con
dim S; = dim Sy =3 y a = 0. Veremos en §4.5.1 como consecuencia del Teorema 4.5.6 que S1 y S
resultan ser cocientes de la forma S3/T" con ' un subgrupo finito de SU(2), el cual se identifica con S3.

Como una aplicacién del Teorema 4.5.6 y usando un resultado de [52], podemos obtener informacién
acerca del fibrado canénico de la variedad compleja compacta (Mg, J, ) cuando Ric? = 0.

Proposicién 4.5.10. El producto M,y = S1 x S2 de dos variedades sasakianas compactas equipado
con una estructura hermitiana (Jop, gap) tal que Ric® = 0 no posee fibrado canénico holomérficamente
trivial, bajo la hipotesis de que ny >1 y ng > 1.

Demostracién. En virtud de [52, Theorem 4.1], si (Mg, Jqp) admitiese una (n; + ng, 0)-forma holo-
morfa nunca nula entonces el hecho de que Ric® =0 implicaria que (Mg p, Ja b, gap) €8 conformemente
balanceada. Esto dirfa que df, = 0, no obstante, se sigue de (4.4.4) que

A0, = —2— (ny®; — 11 ®y),

ni+n2

que es no nulo dado que n1 > 1y ng > 1. Luego el fibrado candnico de (Mg p, Jqp) €s no trivial. ]

Corolario 4.5.11. Sea S una variedad sasakiana n-Einstein de dimensién >3 con constantes (\,v),
A > =2. Entonces, (S x S, Jap) no posee fibrado candnico trivial, para a,b tales que a2 +b? = %.
Ejemplos de variedades sasakianas n-Einstein con A > -2 apareceran en §4.5.1.

Analizamos ahora en el siguiente resultado la condicién CYT en M, = S1 x So, a saber, pP =0.

Teorema 4.5.12. Asumiendo que ny >1 yng > 1, la forma de Bismut-Ricci p® asociada a la estruc-
tura hermitiana (Jop, gap) en Mqp = S1 x Sa estd dada por:

pP(X1,Y1) = Rict (X1, 1Y1) - 2(2n1 + 2ang - 1)@ (X1, Y1),
PB(X17Y2) :07
pP (X2, Ys) = Ric*(Xa, p2Ya) - 2[2any + 2(a® + b*)ng — 1]®a( X, Y2).

En particular, (Jop, gap) €s CYT siy sélo si Sy y Sz son n-Einstein con constantes (A,v1) y (A2, v2)
respectivamente, donde

M =4(ni+ang) -2, y Ao=4(any + (a®+b*)ng) - 2. (4.5.9)
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Demostracion. Empezamos recordando una férmula para p? en una variedad hermitiana de dimensién
2n equipada con la conexién de Bismut, debida a [90]:

1
pP(X,Y) =RicP(X,JY) + (VEO)JY + XY,

donde 6 denota la forma de Lee y la 2-forma A“ estd definida por

2n
N(X,Y) = Y dTP (X, Y, ui, Jus),
=1

en un marco ortonormal local {u;}?"%.

En nuestro caso de un producto sasakiano M, = S1 x Sz, utilizaremos el marco ortonormal local
(4.3.1). Notar que, de acuerdo a la Proposicién 4.5.1, tenemos que vBo =o0.
Calculamos primero A* (estos calculos sélo tienen sentido paran; > 1,4 = 1,2). De (4.5.3) obtenemos

AT? = 4[®? + 2aD1 A By + (a® + b?)D3].

Esto implica que dT8(X,Y, Z, W) = 0 cuando alguno de X,Y,Z, W es & o &. Asf,

L, A =16, A =0, (4.5.10)
y para X, Y e X(Myp),
2n1 2n2
N(X,Y) = Y dTB (X, Y, ej, p1¢)) + . dTP(X,Y, fr., o2 f)-
j=1 k=1

Para calcular estos términos usaremos una férmula para d7'7 en términos de TP que aparece en la
prueba de [90, Proposition 3.1]. Dado que vBTPB =0, esta férmula se simplifica y resulta

ArP(X,Y,Z,W) = S 20(TP(X,Y), TP (2,W)),

donde ng denota la suma ciclica de X, Y, Z. Luego, se sigue del Lema 4.5.5 que, para X1,Y; € ['(Dy),

(G
dTB(XhYlyeja <P16j) = 2X1,Y1,ej g(TB(XlaYI)aTB(ejv (plej))

=8, e, 9(P1XLYDE, (e 0165)60)
= 8[®1(X1, Y1) P1(ej, p1e5) + P1(Y1,65)P1( X1, 0165)
+®q(ej, X1)P1(Y1, p1€5)]
=8[-01(X1,Y1) + g1(ej, p1Y1)g1(ej, X1) — g1(ej, 01X1)g1(ej, Y1) ],

ATP (X1, Y1, fro2fi) = 2[9(TP (X1, Y1), TP (fro02f8)) + (TP (Y1, £1), TP (Y1, 02 f))
+ (TP (f, X1), TP (Y1, 02 f1))]-

Sigue del Lema 4.5.5 que T8 (Uy,Us) = 0 para U; € T'(D;), por lo que llegamos a

ATB (X1, Y1, fu, p2.f) = 89(®1( X1, Y1)é1, Pal fr, p2.f1)E2)
= -8ad1(X1,Y1).
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Por lo tanto

2n1 2n2
(X1, Y1) = Y dTP (X0, Y1, e5,0165) + Y, AT (X1, Y4, fu, pafe)
j=1 k=1

= 8[—2711(1)1()(1,}/1) + 2@1(X1,Y1)] - 16@712(1)1()(1,}/1)
= —16(’!21 +ang — 1)@1(){1,}/1)

Para X; e I'(Dy),Ys e I'(Dy), se deduce de TB(Uy,Us) = 0 que, si U; e T(D;),
A(X1,Y3) = 0.
Finalmente, para Xo,Ys € I'(Ds),

dTB(Xz, Yo, ej, p1€5) = 8g(Pa( X2, Y2)E, Pi(ej, pre5)&1)
=8aPo(X2,Y2)P1(ej, p1€5)
= —8a(1>2(X2, YQ),

y
dT"(X3,Ya, fu,p2fr) = 2X27€27fk 9(P2(X2,Y2)E2, Po( fr, p2.fk)E2)
= 8(a” + b°)[®2( X2, Y2) Po(fi, 2fi) + P2 (Ya, fr) P2( X2, 02 fi)
+ ®o( fi, X2)Po(Y2, p2.fi)]
= 8(a® + b?)[~Pa(X2, Y2) + ga(fr, p2Y2) g2( fi, X2)
= 92(fr, p2X2)g2(fr, Y2) ]
De aqui,
2\ (Xo,Ys) = %iidTB(XQ,YZ,ej,%ej) + jzidTB(X2,Y2,fk,¢2fk)
i -

= —16an; Po(Xo,Ys) + 8(a? + b*)[-2n9®2 (X2, Ya) + 205 ( X2, V2)]
= —16[ani + (a* + %) (ny - 1)]P2(Xo, Y5).

Ahora procedemos a calcular pP. En primer lugar, notar que p?(X1,Y2) = 0si X1 € ¥(S1) y Y2 € X(S2)
pues Ric?(X1,Y3) = A (X1, Y2) = 0. Més atin, se ve facilmente de la Observacién 4.5.8 y (4.5.10) que

PP (&, X)=0, X eX(M,y). (4.5.11)
Por consiguiente, basta calcular p?(X;,Y;), i = 1,2, para X;,Y; e T(D;).
De los calculos previos obtenemos que, para Xi,Y; € I'(Dy),
pP(X1,Y1) = Ric? (X1, p1Y1) + 32X (X1, Y1)
= Ric' (X1, p1Y1) - 281 (X1, Y1) - 4(ny + ang — 1)®1 (X1, Y1)
= Rict (X1, 01Y1) - 2(2n1 + 2any — 1)@ (X1, Y1),

donde hemos usado el Teorema 4.5.6 en la segunda igualdad.
Para XQ,YQ € P(Dg),

pP (X3, Y3) = RicP(Xy, 02 V2) — 4(ang + (a® +b?)(ng - 1))P2(Xs, Y3)
= Ric?(Xa, p2Y2) — 2(2a% + 20 - 1)®5( X2, Y3)
—4(any + (a® + b?)(ng - 1)) Do (Xo, Ya)
= Ric*(Xy, g2 Ya) - 2[2an; + 2(a® + b*)ng — 1]®( Xz, Y2),



4.5. LA CONEXION DE BISMUT EN S; x Sy 99

donde nuevamente hemos usado el Teorema 4.5.6 en la segunda igualdad.
En conclusién, de acuerdo con (4.5.7) y usando que ¢; es un isomorfismo en D;, i = 1,2, se llega a

pB =0 < Ric' = Aig + (2n1 = A)m @1,
RiC2 = )\Qgg + (ZTLQ - )\2)772 ® M2,

donde A\ = 4(ny +ang) =2y Ao = 4(any + (a® + b*)ny) — 2, y esto concluye la prueba. O

Corolario 4.5.13. Asumiendo que ny > 1,n9 > 1, la variedad producto My = S1xS2 con la estructura
de Morimoto (Jo1,40,1) es CYT siy sélo si S1 y Sa son n-Einstein con constantes (A,v1) y (A2, v2)
respectivamente, donde

)\1=4n1—2, Yy )\2:4n2—2.

Observacion 4.5.14. Analizamos ahora los casos faltantes ny =0 o ng = 0 (con nj +ng > 1). Siguiendo
las lineas de la prueba del Teorema 4.5.12 obtenemos:

= Cuando ny = 0, la estructura hermitiana (J,4,9qp) es CYT si y sélo si S; es n-Einstein con
constantes (A1,v1), A\p =4nq — 2.

= Cuando ng = 0, la estructura hermitiana (Jg4,9q) €s CYT si y sélo si Sy es n-Einstein con
constantes (Ao, 12), A2 = 4(a® + b*)ny - 2.

Usando la expresién para la forma de Bismut-Ricci p? obtenida en el Teorema 4.5.12 podemos
determinar cudndo la estructura hermitiana (Jy4,9q,) en un producto sasakiano M,p = Si x Sy es
estdatica. Esta nocién fue introducida por Streets y Tian en [135, 136]: una métrica hermitiana SKT g
en una variedad compleja (M?",.J) se dice estdtica si su forma de Bismut-Ricci satisface

(PPYM = aw, aceR, (4.5.12)

donde (p?)"! denota la componente (1,1) de p? dada por (p®)(-,-) = 5(pP(,-) + pP(J-, J")). Las
métricas estaticas estdn estrechamente relacionadas con el flujo pluricerrado, introducido en [135], el
cual es el flujo parabdlico para métricas SK'T definido por

9 By1,1
—WwW = — ’ R w 0 =wp-.
0= ("), w(0) = wy
Asi, las métricas estéticas son al flujo pluricerrado lo que las métricas de Einstein son al flujo de Ricci.
Ademas, cuando « = 0 estas métricas son puntos fijos del flujo pluricerrado.
La siguiente relacién entre p?(JX,JY) y pP(X,Y) fue probada en [90, Corollary 3.2]:

PPIX,JY) - p(X,Y) =6TP(JX,Y) - (VEx0)Y + (vE9)IX. (4.5.13)

Usando (4.5.5), (4.5.13) y V260 = 0 (Proposicién 4.5.1) obtenemos que p?(JX,JY) = pP(X,Y) y como
consecuencia,

(pP)H = p", (4.5.14)

esto es, p? es J-invariante. Debido a (4.5.14) y teniendo en cuenta (4.4.1), la condicién (4.5.12) se
convierte en
pB = awa,b = Oé((I’l + q)g — 1)771 N 772).

Dado que p®(&1,£2) =0 (debido a (4.5.11)) y wa 5(€1,&2) = b # 0, resulta que pP(£1,&) = aw, p(&1, &)
si y s6lo si @ = 0. Por lo tanto, la condicién (4.5.12) se reduce a la condicién CYT. En sintesis, la
estructura hermitiana (Jyp, gq,p) €n un producto de variedades sasakianas M, = S x So satisface
(4.5.12) siy sélosi a =0y (Jap, gap) €s CYT.
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Recordemos que (Jg b, gq,p) €s SKT solamente en dimensiones 4 y 6: cualquiera de estas estructuras
es SKT en dimensién 4, y para dimension 6, debe valer dim S = dim Se =3 y a = 0 (Proposicién 4.4.5).
En dimensién 4, veremos en §4.5.1 que la Observacién 4.5.14 implica que un factor tiene dimensién uno
y que el otro es un cociente de la forma S?/T" con T' un subgrupo finito de SU(2) ~ S*. En dimensién
6, veremos en §4.5.1 que el Teorema 4.5.12 implica que S1 y S2 son ambos cocientes de esta forma.
En resumen tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.5.15. La estructura hermitiana (Jop, gap) en Map = S1 x So es estdtica siy solo si

(a) dim M, =4, uno de los factores sasakianos tiene dimension 1 y el otro es un cociente de S3 por
un subgrupo finito, o

(b) dimS; =dimSy =3, a=0, y S1 y Sy son ambos cocientes de S* por subgrupos finitos.
Mds atn, estas métricas son puntos fijos del flujo pluricerrado.

Observacion 4.5.16. Ya es conocido que S® x S* admite una estructura CYT (ver [75]).

4.5.1. Ejemplos

Para poder dar ejemplos de variedades sasakianas n-Einstein que satisfacen las condiciones de los
Teoremas 4.5.6 y 4.5.12, precisaremos la nocién de las deformaciones D-homotéticas (o simplemente
D-homotecias), introducida por Tanno en [139].

Dada una variedad sasakiana (.S, ¢, &, n,g), consideramos la transformacién

o'=p, =5 n'=sn ¢ =sg+s(s-1)nen,

para cualquier constante real s > 0. Entonces (', &’',7, ¢") resulta de nuevo una estructura sasakiana
en S. Asimismo, en el caso de variedades sasakianas n-Einstein, existe el siguiente resultado:

Proposicién 4.5.17. [33, Proposition 18] Sea (S,¢,&,m,9) una variedad sasakiana n-Einstein de
dimension 2n + 1 con constantes (\,v), y consideremos una estructura D-homotética (@', &', n',g")
como arriba. Entonces, (S,¢',&',n',g") es n-Finstein con constantes
)\,:)\+2—237 y':2n—)\+2_28.
S S

Usaremos la siguiente terminologia®: diremos que una variedad sasakiana n-Einstein S es positiva
si A > =2, nula si A = -2y negativa si A < —2. Se sigue de la Proposicion 4.5.17 que las D-homotecias
preservan la propiedad de ser n-Einstein positiva, nula o negativa, respectivamente. Las variedades
n-Einstein positivas incluyen a la familia bien conocida de variedades Sasaki-Einstein?, que es pre-
cisamente el caso en que A = dimS -1y v = 0. Por ejemplo, las esferas de dimensién impar con la
estructura sasakiana estandar son Einstein (de hecho, fue recientemente probado en [106] que existen
familias infinitas de métricas Sasaki-Einstein en toda esfera estdndar de dimensién impar al menos 5).
El teorema de Bonnet-Myers implica que una variedad que admite una estructura n-Einstein positiva
es compacta y tiene grupo fundamental finito.

Podemos volver a escribir los Teoremas 4.5.6 y 4.5.12 en términos de si S; y S2 son n-Einstein
positivas, nulas o negativas, respectivamente. Para el caso en que Ric? = 0, dado que A\ = 2 y
A2 = 2(2a? + 2b%) — 2 > -2, obtenemos el siguiente teorema.

3Las nociones de positiva, negativa y nula se definen en [33] para variedades sasakianas en general en términos de la
primera clase bésica de Chern, y se reducen a las desigualdades establecidas para X en el caso de las variedades n-Einstein.

4La literatura sobre métricas Sasaki-Einstein es amplia, por ejemplo el Capitulo 11 de [31] estd dedicado a las métricas
Sasaki-Einstein (ver también [134]).
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Teorema 4.5.18. Sea M = S7 x Sy el producto de dos variedades sasakianas. Entonces, tras posible-
mente aplicar una D-homotecia a cada estructura sasakiana, M admite una estructura hermitiana de
la forma (Jap, gap), para algunos a,beR, b+ 0, tal que Ric? =0 si y sélo si S1 y Sa admiten métricas
Sasaki-Finstein.

Para reescribir el Teorema 4.5.12 debemos analizar primero cudndo
M=4(n+ang) -2 y Ao =4(ang + (a® +b*)ng) -2
son < —2,= -2 o > -2, respectivamente. Notar que

AM2-2 << ny+ang 20, y
Ay > -2 < anjy + (a2 + b2)n2 > 0.
Asumiendo nq > 1 y no > 1 analizamos las posibles combinaciones de A1 y As.

Caso (i): Cuando A\; = -2 obtenemos que a = —Z—; y asi Ay = 4b®ny — 2. Puesto que b # 0, es claro
que A2 > -2, y en este caso cualquier b # 0 funciona.

Caso (ii): Cuando A; > =2, A\ puede ser < -2, = -2 0 > -2. En efecto, aplicando una D-homotecia
2.2 .2

a S71 de ser necesario, podemos asumir que A1 = 2nq — 2, de manera que a = —2"712 y asi Ao = 41)2—22711 -2.

Si Ao = =2, podemos elegir b = 2"712 Si A9 > -2, aplicando una D-homotecia a So de ser necesario

. 3n? . . . .
podemos asumir que Ag = n—; -2y elegir b= Z—; De manera andloga, si Ao < -2, podemos asumir que
3n? ny

/\2=——2—2yelegir b=-L.

4n, 4nsg
Caso (iii): Cuando Ay < -2, tenemos que a < —L. Ahora debemos determinar el signo de

2,32 ni \2 o n?
P(a)::anl"l'(a +b)n2:n2 (a+_) +b -— |-
2n2 4n2

2
Si b? - %1% > 0 entonces P(a) > 0 siempre que a # —3-. En particular P(a) >0 para a < -1

4
< —n1+y /n%—4b2n§

) 2 . 3 . —np—/n2-4b2n2
Si b2 -4 < 0, entonces P(a) < 0 si y s6lo si —%5——2 <

2 T <a< T . Dado que
2 2,2
-n1—/ny-4b%n . :
—Z—; < *, llegamos a P(a) > 0 para a < —Z—;. En resumen, A; < -2 implica A > —2. En este
caso, luego de aplicar una D-homotecia a S7 y S2 de ser necesario podemos asumir que A\ = —n1 -2y
_ 3n% ; . ;. _ 5my _on .
Ao = T~ 2 De aqui, se verifica facilmente que a = “In ¥ b= T funcionan.

Ahora podemos reescribir el Teorema 4.5.12 como sigue.

Teorema 4.5.19. Sea M = 51 x Sy el producto de dos variedades sasakianas y asumamos que ni > 1,
ng > 1. Entonces, tras posiblemente aplicar una D-homotecia a cada estructura sasakiana, M admite
una estructura hermitiana CYT de la forma (Jop, gap), para algunos a,beR, b+ 0, siy sélo si St y
So son n-Einstein y una de las siguientes condiciones se satisface:

(i) S1 es positiva y Sy es arbitraria,
(i) S1 es megativa o nula, y So es positiva.

Observacion 4.5.20. De acuerdo con la Observacion 4.5.14, cuando uno de los factores sasakianos tiene
dimension 1, la condicion CYT se reduce a que el otro factor n-Einstein sea positivo.

Observacion 4.5.21. Dado que las esferas de dimensién impar con su estructura sasakiana usual son
Sasaki-Einstein, el Teorema 4.5.19 muestra la existencia de estructuras hermitianas CYT en las varie-
dades de Calabi-Eckmann. Esto ya fue probado en [16, Corollary 4.8] donde de manera més general
se prob6 la existencia de estructuras CYT en fibrados principales sobre variedades hermitianas con
toros complejos como fibras.
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Cabe destacar que si empezamos con dos variedades Sasaki-Einstein no hay necesidad de aplicar
ninguna D-homotecia a los factores para obtener una estructura CYT en el producto. En efecto,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.5.22. Sean S1 y So variedades Sasaki-Einstein con dimS; = 2n; + 1, n; > 1, para
i=1,2. Entonces S1 x So admite una estructura CYT de la forma (Jap, gap) con

n1—1 bz_ (nl—l)(n1+1)+2n2(n2+1)
2ny T 4n3 '

Demostracion. La prueba consiste solamente en resolver en términos de a y b la ecuacién (4.5.9), con
)\1=2TL1 y)\2=2n2. ]

Ejemplo 4.5.23 (Estructuras n-Einstein invariantes a izquierda en grupos de Lie). Como ya hemos
mencionado, de acuerdo con [70], una variedad compacta sasakiana de dimensién 3 es difeomorfa a
S?/T, Hs3/T o SL(2,R)/T, donde en cada caso I' es un reticulo uniforme (i.e., un subgrupo discreto
cocompacto). Se sabe que estos 3 modelos geométricos se corresponden precisamente con las estructu-
ras sasakianas n-Einstein positivas, nulas o negativas. En la tabla siguiente mostramos una estructura
n-Einstein explicita en las correspondientes dlgebras de Lie s[(2,R), b3 y su(2), todas ellas escritas en
la base ortonormal {ej,es,e3}.

Algebra de Lie Corchetes Estructura sasakiana | A
su(2) [e1,e2] = 2e3, [e2,e3] = 2e1, [e3,e1] =2e2 | E=e3,n=¢30e1 =€ | 2

b3 [e1,e2] = 2e3 f=6’377]=€37¢61 =ey | -2
sl(2,R) [e1,e2] = 2e3, [e2,e3] = —e1,[e3,e1] = —ea | E=e3, n=¢3, pe; =€y | —4

Tabla 4.1: Algebras de Lie sasakianas de dimension 3.

Usando los Teoremas 4.5.6 y 4.5.12 podemos recuperar la estructura hermitiana (Jo1,g0,1) en
su(2) x su(2), la cual tiene la particularidad de que VZ = 0 en campos vectoriales invariantes a
izquierda, por lo que es Bismut plana y en consecuencia Ric”® =0 y pP = 0. Asimismo, obtenemos las
siguientes estructuras hermitianas CYT de la forma (Jgp, gap):

» en h3 x su(2), con (a,b) = (-1,1),
= en sl(2,R) x su(2), con (a,b) = (-3, 1),

» en su(2) x h3 (aplicando una D-homotecia a su(2) de manera que A\; =0), con (a,b) = (—%,% ,

» en su(2) xsl(2,R) (luego de aplicar una D-homotecia a su(2) y a sl(2,R) de manera que A\ =0,

Ao = —%), con (a,b) = (—%,% .

Las variedades sasakianas obtenidas como cocientes de SU(2), SL(2,R) y Hs por un reticulo
uniforme poseen estructuras n-Einstein inducidas con la misma constante A, de manera que sus pro-
ductos admiten una estructura hermitiana inducida tal que Ric® = 0 (en el caso de SU(2) x SU(2)) y
estructuras CYT (en todos los casos mencionados arriba).

En dimensiones mas altas, una familia de dlgebras de Lie n-Einstein nulas estd dada por las dlgebras
de Lie de Heisenberg ha,,11 de dimensién 2n+ 1, con n € N. De hecho, se puede ver de la misma manera
que para b3 que ha,41, en la base {X1,..., Xop, &} con corchetes [ Xo;-1, Xo;] = 2§ para todo 1 <i < n,
es un ejemplo de un algebra de Lie sasakiana n-Einstein nula con A = —=2. En consecuencia, ha,+1 xs5u(2)
admite una estructura CYT dada por (Jap, gap) con (a,b) = (-n, 1), mientras que su(2) x ho,11 admite
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una estructura CYT dada por (a,b) = —%, % (luego de aplicar una D-homotecia a su(2) para que
A1 = 0). Los grupos de Lie simplemente conexos asociados Ha,.1 x SU(2) y SU(2) x Haypy1, admiten
reticulos uniformes, de manera que podemos obtener variedades CYT compactas.

En contraste, hay una sola dlgebra de Lie n-Einstein positiva, la cual es su(2). En efecto, un grupo
de Lie que admite una estructura n-Einstein positiva invariante a izquierda (equivalentemente, una
estructura Sasaki-Einstein invariante a izquierda) es compacto y tiene grupo fundamental finito, por
lo que G es semisimple. En virtud de un resultado en [28], las unicas algebras de Lie semisimples que
admiten una forma de contacto son su(2) y sl(2,R); por lo que el dlgebra de Lie de G debe ser su(2).

Respecto a estructuras n-Einstein negativas, no conocemos atin otros ejemplos, ademas de gTJ(Q, R),
de estructuras n-Einstein negativas invariantes a izquierda en grupos de Lie que admitan reticulos.

Notamos que debido a un resultado en [7], la inica dlgebra de Lie sasakiana n-Einstein de dimensién

5 cuyo grupo de Lie simplemente conexo asociado admite reticulos es b5 (y es nula).

Ejemplo 4.5.24 (Estructuras n-Einstein positivas). Tanno fue el primero en observar que al apli-
car una D-homotecia adecuada a una estructura n-Einstein positiva se puede obtener una estructura
Sasaki-Einstein, y usé este hecho para probar que el fibrado tangente unitario de S™ admite una es-
tructura Sasaki-Einstein homogénea [140]. En particular, S? xS? posee una estructura Sasaki-Einstein.
A lo largo de las tltimas décadas se ha demostrado que existen infinitas estructuras Sasaki-Einstein
en sumas conexas de S? x S* y también en variedades de dimensién 5 que no son de este tipo, inclu-
yendo infinitas esferas de homologia racional de dimensién 5. Resultados similares valen también en
dimensiones més altas (ver [134] y las referencias alli).

Una clase especial de variedades Sasaki-Einstein estd dada por las variedades 3-sasakianas, que son
aquellas variedades riemannianas cuyo cono riemanniano es hiperKéahler. En particular, una variedad
3-sasakiana posee dimension 4n+3, con n > 0, y admite 3 estructuras sasakianas compatibles diferentes.
Fueron introducidas por C. Udriste [146] y Y. Kuo [99] en 1969 y 1970, respectivamente. Del Teorema
4.5.18 se sigue que el producto de dos de estas variedades puede ser equipado con una estructura
hermitiana (Jyp, ga,p) que satisface RicP® = 0 0 pP = 0, eligiendo adecuadamente los valores de a y
b # 0, quizas teniendo que aplicar una D-homotecia.

Para finalizar este capitulo, mencionamos brevemente otra construccién que proporciona nume-
rosos ejemplos de métricas n-Einstein, especialmente negativas y nulas. Segin [33] muchos ejemplos
sasakianos interesantes pueden ser hallados en links (o enlaces) de singularidades de hipersuperfi-
cies aisladas. Més aun, algunos de ellos portan estructuras n-Einstein. Para maés detalles sobre esta
construccién vedse por ejemplo [31, Chapter 9], [33, Section 6] y [134, Section 3.4].

Ejemplo 4.5.25 (Estructuras 7-Einstein en links). Consideramos el espacio affn C**! junto con una
accion de C* dada por

(Z(]v sy Zn) e ()‘woz()v sy )‘wnzn)v
donde los pesos w; son enteros positivos tales que med(wyo,...,wy) = 1. Un polinomio homogéneo
pesado con pesos w = (wy, . .., w,) € N**! de grado d es un polinomio f € C[zp,...,2,] tal que

FO® 0z, A 2,) = X f (20, ., 2n).
Asumiendo que el origen es una singularidad aislada de {f =0}, se define el link de f por
Ly={f=0}ns>",

el cual resulta una variedad diferenciable de dimensién 2n — 1 El link Ly admite una estructura

sasakiana natural S, ; = Su|L s+ heredada como subvariedad sasakiana de S?"*1 con su estructura
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R2n+2

sasakiana pesada (®y,&w, Mw, gw), la cual en coordenadas complejas usuales en C**! = esté

dada por
_ Yio(xidy; - yidaxy)

w =

n
v &w =), wi(x0y; — y;i0x;).
Xito wi(xf +y7) N Z(:) i(@i0y; = y:0:)

Con respecto a la existencia de estructuras n-Einstein en estos links, tenemos el sigueinte resultado

en [32] que establece la existencia de estructuras n-Einstein nulas o negativas.

Teorema 4.5.26. [32] Sea f un polinomio homogéneo pesado no degenerado de grado d y vector peso
w, y sea |w| =wp + -+ wy,. Consideramos la estructura sasakiana inducida Sw,f en el link Ly.

(1) Si|w|=d, entonces existe una estructura n-FEinstein nula en Ly,
(2) Silw|<d, entonces existe una estructura n-Einstein negativa en Ly.

Las estructuras n-Finstein se obtienen al deformar de manera adecuada la estructura sasakiana indu-

cida Sy, f.

Observacidon 4.5.27. En el caso |w| > d, hay obstrucciones para la existencia de estructuras n-Einstein
positivas en Ly.

Un ejemplo que es muy conocido es el link de Brieskorn-Pham L(ay,...,ay) asociado al polinomio
f(2) = 25° + -+ + z2». Se puede ver que el grado pesado de f es d = mem(ag,...,a,) y los pesos son
wj = g. Luego, por el Teorema 4.5.26,

J

= cuando Y ; ai =1 hay una estructura n-Einstein nula en L(ao,...,ay),
= cuando Y, ai <1 hay una estructura n-Einstein negativa en L(aq, ..., an).
De acuerdo con el Teorema 4.5.19, el producto S?™*! x L(ay, ...,a,) admite estructuras CYT de

la forma (Jqp,9q,) siempre que ¥ ; ai <1, posiblemente tras aplicar una D-homotecia.



Capitulo 5

Solvariedades complejas con fibrado
candénico holomoérficamente trivial y
aplicaciones a la geometria
hipercompleja

5.1. Fibrado candnico de variedades complejas

Dada (M, J) una variedad compleja con dim¢ M = n, su fibrado canénico se define como
Ky = N"Thy,

donde 7,; es el fibrado cotangente holomorfo de M. Este es un fibrado de lineas holomorfo en M, y
es holomoérficamente® trivial si y sélo si existe una (n,0)-forma holomorfa nunca nula definida en M.
Notar que si o es una (n,0)-forma en M entonces o es holomorfa si y sélo si es cerrada, dado que
do =00 + 0o y do es una (n + 1,0)-forma, por lo que do = 0.
Observamos primero que la existencia de una seccién trivializante del fibrado candnico tiene con-
secuencias topolédgicas en una variedad compleja compacta.

Proposicién 5.1.1. Sea (M, J) una variedad compleja compacta de dimg M = 2n con fibrado candnico
trivial. Entonces el n-ésimo nimero de Betti b,(M) satisface by (M) > 2.

Demostracion. Seguimos las lineas de la demostracién de [54, Proposition 2.5]. Sea 7 una (n,0)-forma
holomorfa nunca nula en M, por lo que 7 AT es un miltiplo no nulo de una forma de volumen real
en M. Descomponemos 7 = 71 + i72. Como 7 es cerrada, resulta dm = 0 = d7e. En consecuencia, 7 y
75 definen clases de cohomologia de de Rham [71], [72] € H},(M,R). Afirmamos que estas dos clases
resultan ser linealmente independientes. En efecto, asumamos por el contrario que existen a,b € R con
a? +b? £ 0 tales que ary + bry = dn para alguna (n — 1)-forma 1.

Dividimos el andlisis en dos casos, de acuerdo a la paridad de n.

(i) Caso n impar: en este caso tenemos que

07T AT=(TIATI+ToATe) +i(-TI AT+ To ATL) = =2i(T] AT2).
Calculamos ahora

d(?] N (—b’]’l + aTQ)) = (a7'1 + bTQ) A (—bT1 + aTQ) = (a2 + b2)(7'1 A 7‘2).

1 . . . s . .. , ..
Para abreviar, diremos simplemente que el fibrado canénico es trivial en vez de holomérficamente trivial.
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Integrando sobre M obtenemos, como consecuencia del teorema de Stokes, que 0 = (a® +b?) | Mm TLAT2,
lo cual es una contradiccion.
(ii) Caso n par: en este caso resulta

0+7TAT=(TIATL+ToAT) +i(-TILAT2+ T2 ATL) =T1 ATL + T2 A To.

Sesiguede 0=TAT que I ATI =ToATa ¥y T1 ATe = 0. En particular, 0 # 7 AT = 27 A 71. Calculamos
ahora
d(n A (a1 +b12)) = (am + b12) A (aty + b)) = (a2 + b2)7'1 ATl

Nuevamente, integrando sobre M se obtiene una contradiccion.
En conclusién obtenemos b, (M) > 2. O

Otros fibrados de lineas holomorfos sobre la variedad compleja (M, J) estan dados por los productos
tensoriales del fibrado canénico consigo mismo:

K® =Ky®-®Ky (kveces).

Siguiendo a [144], diremos que una variedad compleja (M, J) es holomdrficamente de torsidn si K]Qa[k es
holomoérficamente trivial para algin k£ > 1. La trivialidad de este fibrado holomorfo puede ser entendida
como sigue.

Dada una variedad compleja M, el operador de Dolbeault 0 puede ser extendido a un operador
diferencial Oy, : I‘(Kﬁk Y > T((T*M)*" o Kj?;[k), donde T'(+) denota el espacio de las secciones suaves.

En efecto, dado que /\n,l(M) = (T*M)%' ® K, definimos de manera recursiva : 9y = 0 y para k > 2,
5k(0 ®s) = do®s+0® ék,ls, ocel(Ky), s€ F(K]ea[k—l)_

Este operador diferencial satisface la regla de Leibniz 0y (fs) = df ® s + fO)s para todo f € C°°(M,C)
y se (K.

El fibrado holomorfo K}?}[k es trivial si y s6lo si existe una seccién nunca nula s € F(K}‘a{k) tal que
5k8 =0.

5.1.1. Un ejemplo motivador

A continuacién exhibimos un ejemplo de un fenémeno en relacién al fibrado canénico de las sol-
variedades complejas, que de acuerdo a nuestro conocimiento es nuevo. En efecto, mostraremos que
existen solvariedades complejas con fibrado candnico trivial de manera que la seccién trivializante es
no invariante (comparar con [54, Proposition 2.1]).

Ejemplo 5.1.2. Sea Hs el grupo de Heisenberg de dimensién 3, el cual se puede considerar como R?
con el producto

1
(x,y,2)- (2", 2) = (w+ 2,y +y, 2+ 2"+ 5(331/’ -yz')).

Consideremos ahora el producto semidirecto G = R x,, H3, donde ¢ : R — Aut(H3) c GL(3,R) esta
dada por
cost —sint 0
o(t) =|sint cost 0.
0 0 1

El algebra de Lie g asociada a G tiene una base {eg,...,e3} de campos vectoriales invariantes a
izquierda tales que

[e1,e2] =3, [eo,e1] =€z, [eo, e2] = —er.
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Equivalentemente, la base dual de 1-formas {e’,...,e3} satisface
de® =0, del=¢e"n 62, de? = - A el, ded = —e! A €.

Definimos una estructura compleja invariante a izquierda .JJ en G por Jegy = ez, Jer = ea. Una seccién
diferenciable invariante a izquierda del fibrado canénico de (G, J) es la (2,0)-forma o definida por
o= (" +ie3) A (e! +ie?). Luego, usando la notacién e/ = e/ A e¥ A ..., tenemos que

do = —ie!? A (e! +ie?) - (e +ie3) A (e”? - i)
= - M3 1 0.
Por lo tanto, o no es cerrada, por lo que no es holomorfa. Sin embargo, si ¢ denota la coordenada del
factor R resulta dt = €” y entonces la (2,0)-forma 7 := e & es holomorfa, pues

dr=ie"dt o +e'do
:eit[ieo/\ (601 +623+i(602 —613)) _ (6013+,L-6023)]
- eit(i6023 + 018 (6013 +i6023))

=0.

El grupo de Lie G' admite el reticulo I' = {(27k,m,n, %) | k,m,n,p € Z}; notar que 7 es I-invariante
dado que ¢'(**27F) = ¢ En consecuencia 7 induce una (2,0)-forma cerrada nunca nula 7 en la solva-
riedad (T'\G, J) y asi esta solvariedad posee fibrado canénico trivial. Cabe remarcar que (I'\G, J) es
una superficie de Kodaira primaria pues se puede ver que es biholomorfa a (I'\(R x H3), .J), donde .J

es inducida por una estructura compleja invariante a izquierda en R x Hj.

5.2. Solvariedades complejas con fibrado candénico invariantemente
trivial

En esta seccién abordamos la existencia de (n,0)-formas cerradas nunca nulas invariantes a izquier-
da en grupos de Lie de dimensién 2n equipados con una estructura compleja invariante a izquierda,
equivalentemente estudiamos la existencia de (n,0)-formas cerradas no nulas en las correspondientes
algebras de Lie. Primero caracterizamos la existencia de una tal forma en términos algebraicos. Lue-
go usamos esta caracterizacién para recuperar resultados conocidos en la literatura y para producir
también ejemplos nuevos.

Comenzamos por demostrar el resultado principal de esta secciéon en la que caracterizamos las alge-
bras de Lie de dimensién 2n equipadas con estructuras complejas que admiten (n,0)-formas cerradas
no nulas. Para ello, introducimos? una 1-forma 1 € g* (comparar con ' en [152, Proposition 4.1]) que
llamaremos I-forma candnica y que jugard un rol crucial a lo largo del capitulo:

Y(x) =Tr(Jadz) - Trad(Jz), xeg.

Teorema 5.2.1. Sea g un dlgebra de dimension 2n equipada con una estructura casi compleja J. Sea
o e A"%g* una (n,0)-forma no nula en g. Entonces do =0 si y solo si J es integrable y ¢ = 0.

Demostracién. Sea {u1,...,Un,v1,...,v,} una base J-adaptada de g, es decir, Ju; = v; para todo j.
Dado que dim¢ A™"g* = 1, podemos asumir que o = (u! +ivt) A A (U™ +iv™).

*Una 1-forma definida de manera similar apareci6 en [98] (ver también [76]) al estudiar estructuras complejas homo-
géneas invariantes en espacios homogéneos G/H.
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Los corchetes de Lie de g se pueden escribir en términos de la base anterior mediante

n n
u]?“k Zajk;uf + Zb]kva [Uj,’l)k] = chk-uf + Zd‘?kvfa vjvvk Zejkuf+ Zf]k’U@,
(=1 =1

l 14 ¢
con aj,; = =ajy, by = ~bips €y = =€ ¥ fiy =~y
En consecuencia, para 1 < ¢ <n tenemos que
de__i Lot ik ol o nok s 2ol %) duf e = S (250 %+ gl p ok 4 L L ik
u = 2(1]ku Cku v 2€jk’U 5 Vo= Z 5 Jku ]ku v §f]kv .
J.k=1 4. k=1

Denotemos 7; := = u/ +iv7 para todo j, de manera que o =1 A---A,. A continuacién calculamos d,
en términos de 7; y ;. En primer lugar, observamos que 2u’ = (y; +7;) y 20’ = —i(7; - 4;) implican
que

d7* =

(v +75) A (v + V) = Yk + Vi *+ Vi Vi
du? AP = =iy +35) A (= k) = =1 (Vk + Ve = Yk~ V8D
" ; !
A0 = = (5 = 75) A (e = %) = =(Vjk = Vi = Yk + V5 R)-

De estas identidades se deduce que

1 . ; . j 1 . j
dye=- ), §(a§k + zbﬁk)uﬂc + (cf,C + zdﬁk)uj LT §(e§k + szk)vjk (5.2.1)
J.k=1
=—= +d + b —f: ;
4],k 1(( Ak 5% €ik 2(2 ik~ Cjk ~ 2ka Yik

1y 1 1y o 1.

Ly w1, ¢ 1.
+(§ajk—dk+2€]k+2( bk+C Ef]k))ryjl_f

Ly 0 1y Le o 14
+(2 ~dik g 3’““(2[)]“%’“_5]0]"“))75’5 ’

Usamos la expresion anterior para calcular do, donde usamos la notacién no convencional pero mas

g
corta - SYLA I AYe-1 AVer1 A AYnt
1

n
=2 DT A Ay AdYe A Y A A
=1

1 1, (1,
12(2 Je+dj£+2ej£+z(2bﬂ j€+ fﬂ))vj/\a
7

1 1 _
+ZZ( a/gk. d€k+265k2+z( bgk'f'Cek'F fék)) k/\O'
et
L& ¢ ¢ 1o ( ¢ 1 z))— .
- -1 d: +il=bp + ; AL A —
4Jk§1 )(2 k= djp, = S €5k + 1| 505 - 2ka NN
1 ¢ ¢ A . AN
v e(aeg (dje + dej) + %’) + Z(béj + (%’ + Cjz) + fej))%‘ T
7,
1 ¢ ¢ R ¢ (e = O
*2 kzgz((ajk+(_djk+dkj)_€jk:)+z(bjk+(Cjk:_ckj)_fjk))’)/j/\')/k/\%-
j<
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Puesto que {yj Ao |1 <j<nfu{yj Ay A % | j < k,1 << n} es linealmente independiente, resulta
que do =0 si y sélo si
- 0 ¢
Z:(lg‘7 _dfj +€gj :O, bej ‘i‘C&7 'é+féj = 0, 1 S] S'I’L, (522)
el = aby, — d5p + di, fjk_b‘fkm —chjs  J<k, 1<l<n. (5.2.3)
Por otro lado, se deduce de la Proposiciéon 1.1.16 que la integrabilidad de J es equivalente a
d(A"gt) € At @ AVgg,

donde gc denota la complexificacién de g y los bigrados son inducidos por J.
Por lo tanto, J es integrable si y solo si el coeficiente de v; A 7j, en dvy, se anula para todo j, &, /.
Sigue de (5.2.1) que esto sucede si y sélo si

f 0 74 l l l .
jk_ dk+dk]7 fjk:bjk+cjk_ckj7 ]<k,1£££n,

que son exactamente las condiciones (5.2.3).
Usando el producto interno (-, -) en g que hace ortonormal a la base {u,...,un,v1,...,v,} tenemos
que

Te(Jaduy) = Y (b + b)), Tr(Jadvy) = 3 (db; —ef,),
/=1 /=1

n n
-Tradv; = Z(cgj +ffj), Tradu; = Z(a§g+d§€)
=1 =1
Por consiguiente, (5.2.2) puede escribirse como
-Tradu; - Tr(Jadv;) =0 1<j<n,
-Tradv; + Tr(Jadu;j) =0 1<j<n.

Entonces (5.2.2) es equivalente a 1¢(u;) = ¥(v;) = 0. Asi, do = 0 si y s6lo si J es integrable y ¢ =0. [

En el caso unimodular obtenemos la siguiente caracterizacién.

Corolario 5.2.2. Sea g un dlgebra de Lie unimodular de dimension 2n equipada con una estructura
compleja J. Entonces existe una (n,0)-forma cerrada no nula si y sélo si Tr(Jadz) = 0 para todo
T e€g.

Observacion 5.2.3. De la prueba del Teorema 5.2.1 se deduce que si J es integrable entonces®

1 Y] LN =
daZZZ(CL@ dje = diy + egy) +i(by; + s + S+ i) T Ao
j7£

= i ; (-Tr(adu;) - Tr(Jadv;)) + i(Tr(Jadu;) — Tr(adv;))) 7j A0

= £ () + i) 5 Ao

®Comparar con [83, Lemma 3].
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Cuando g es unimodular y J es integrable, el hecho de que la 1-forma ¢ se anule idénticamente
también puede entenderse en términos de la complexificacion gc de g como muestra la siguiente
proposiciéon. Recordemos que gc = g"° @ g”!, donde g'° (respectivamente, go’l) es el autoespacio de
autovalor i (=i respectivamente) de la extensién C-lineal J : gc — gc, y vienen dados por

g 0={z-iJzx|zeg), "' ={x+iJz|xeg).
Tanto g'* como g%! son subalgebras de Lie de g¢ debido a la integrabilidad de .J (Proposicién 1.1.16).

Proposiciéon 5.2.4. Sea (g,J) un dlgebra de Lie unimodular de dimension 2n equipada con una
estructura compleja. Entonces (g,J) posee una (n,0)-forma cerrada no nula si y sélo si

(1) g% es unimodular, o
(2) g%t es unimodular.

Demostracion. Mostraremos la equivalencia sélo para gh°. Los célculos para g%! son completamente
analogos. Dado un producto interno hermitiano (-, -) en g, este puede extenderse a un producto interno
complejo en gc que satisface (a +1ib, c+1id) = (a, c) + (b,d) —i({a,d) - (b,c)). Asi, si {e; 32':1 es una base
n
ortonormal de g tal que Jeg;j_1 = ea; entonces {%(62]'_1 - 7;62]')}4 . es una base ortonormal de gLO.
J:
Ahora, consideremos z —iJz € gb*. Podemos descomponer ad(z —i.Jx) con respecto a la descom-

posicion gc = 91,0 @ go’l coImo sigue:
ad(x —iJx) :}%‘BLI{.

A continuacién calculamos

1& . . .
TI‘A$ = 5 Z;([ac - Zjl',egj_l - Zegj],GQj_l - ’Ler>
j=
1& ) .
D) Z;([x,er,l] - [z, e9;] —i([m, e95] + [z, e2j-1]), €j-1 —ieay)
j=
1
=3 (Tradz —iTrad(Jx) - Tr(Jad(Jz)) —iTr(Jad z))
1

S(Tradz - Tr(J ad(Jx)) - %(Trad(J:v) + Tr(Jadz)).

Por lo tanto, Trad(z —4Jxz) =0 en g si y sélo si Tr(Jadx) = — Trad(Jz) en g. En particular, como
g es unimodular, se sigue que gh es unimodular si y sélo si Tr(Jadz) = 0, y la equivalencia sigue del
Corolario 5.2.2. O

Utilizando el Teorema 5.2.1, podemos recuperar algunos resultados conocidos en la literatura.

Por ejemplo, los ejemplos béasicos de variedades complejas con fibrado canénico holomérficamente
trivial son las variedades paralelizables complejas. En efecto, la trivialidad del fibrado tangente holo-
morfo implica la trivialidad del fibrado candénico como fibrado holomorfo. Por un resultado de Wang
[153] una variedad compleja paralelizable compacta es biholomorfa a un cociente compacto I'\G, donde
G es un grupo de Lie complejo y I' es un reticulo uniforme de G. La trivialidad del fibrado canénico
de tal cociente compacto I'\G también es consecuencia del Teorema 5.2.1 observando que la estructu-
ra compleja en el cociente es inducida por una estructura compleja invariante a izquierda en G que
satisface Jad(x) = ad(x)J para todo x € g = Lie(G). Esto implica que Jadx = ad(Jz) y dado que g
es unimodular, la 1-forma canodnica 1 se anula idénticamente.
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Otra familia de variedades complejas compactas con fibrado canénico trivial son las nilvariedades
equipadas con estructuras complejas invariantes. Este hecho (probado en [20]) se puede deducir del
Teorema 5.2.1, usando el hecho de que en un algebra de Lie nilpotente equipada con una estructura
compleja se satisface Tr(Jadx) = 0 para todo x € g (ver [20, Lemma 2.2] o [100, Proposition 2.1]).
Sorprendentemente, este hecho no es usado originalmente en [20] para probar que las nilvariedades
complejas tienen fibrado candnico trivial. En su lugar, se utiliza la existencia de una base distinguida
de (1,0)-formas en &lgebras de Lie nilpotentes dada por Salamon en [131].

Maés recientemente, en [55] fueron caracterizadas las dlgebras de Lie casi abelianas de dimensién
2n dotadas de una estructura compleja que admite una (n,0)-forma cerrada no nula. Recordemos que
un algebra de Lie g se dice casi abeliana si posee un ideal abeliano de codimensién uno. En este caso,
podemos escribir un algebra de Lie casi abeliana g como g = Reg, x u, donde u es un ideal abeliano.
Se sabe que (ver por ejemplo [100]) un &lgebra de Lie casi abeliana de dimensién 2n admite una
estructura compleja si y sélo si B := ad egyy se escribe de la forma

B-= [%‘%] . dondeacR, veR™2 AJ, = J,A.

Aqui* estamos descomponiendo u =Re; @ (un Ju), con ey = —Jea, v J1 = J|unsu.
Como un corolario del Teorema 5.2.1 recuperamos el resultado en [55, Proposition 2.4].

Corolario 5.2.5. Sean g = Res,, x R?"™! un dlgebra de Lie casi abeliana y J una estructura compleja
en g como arriba. Entonces (g,J) admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y sélo si

a+ %TrA =0, Tr(J1A)=0.
Si ademdas g es unimodular entonces a =0, Tr A=0 y Tr(J1A) =0.

Demostracién. En primer lugar calculamos Jadey, y Jade; en la base {eg,e1,...,ea,-1}, donde
{ej}?fgl es una base J-adaptada de un Ju:

0 1 0 0 0 a
Jadeg, =| -1 0 10 a =10 0 ,
i Ji] 10 v[A 0 «| 14
[0 1 170 o —a 0
Jade; =] -1 0 -l —a 0 = 0 O
i Ji|]l-v 0]0 x 0]0

Asi, obtenemos que

Y(ean) = Tr(Jadesg,) — Trad(Jeg,) = Tr(J1A),
Y(e1) =Tr(Jadey) - Trad(Jey) =-a—-(a+TrA) = -2a-Tr A.

Se verifica facilmente que ¥ (un Ju) = 0. Por lo tanto, 1) = 0 si y sé6lo si a + %TrA =0y Tr(J1A4) = 0.
Si g es unimodular entonces 0 = a + Tr A, que junto con a + %TrA =0 implican que 0 =a=TrA. [O

Ejemplo 5.2.6. En dimensién 6, de acuerdo con [54], las dlgebras de Lie casi abelianas unimodulares
(no nilpotentes) que admiten una estructura compleja con una (3,0)-forma cerrada no nula son:

15 25 35 _45
- 91:(6 , "€, —€7, € 7070)7

" gy = (ael5 +e? —e + e —ae® +e*, -3 — we®, 0, 0), a>0.

4 s . . s . ’ .
La notacion es distinta a la del Capitulo 3 para enunciar los resultados de manera acorde a otros articulos relacionados.
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Esta notacién significa que, por ejemplo, g1 es el dlgebra de Lie determinada por una base {e’ }?:1
de gj tal que de! = €', de? = —e?°, de? = -3, de* = e*®, yde® =de® = 0. En g1 y gg existe una
sola estructura compleja que admite (3,0)-formas cerradas no nulas mientras que g5, a > 0, tiene dos
estructuras complejas de este tipo (salvo equivalencia). Los correspondientes grupos de Lie simplemente
conexos 1 y G§ admiten reticulos (para un conjunto numerable de valores de «).

A continuacién consideramos una familia especial de estructuras complejas invariantes a izquierda
en grupos de Lie. Si una estructura casi compleja J en un dlgebra de Lie g satisface [Jz, Jy] = [z, y]
para todo x,y € g entonces es inmediato verificar que J es integrable. Una tal estructura compleja se
dice abeliana. Fueron introducidas en [19] y han demostrado ser muy ttiles en diferentes contextos
de la geometria diferencial y compleja. Las estructuras complejas abelianas sélo pueden existir en
algebras de Lie 2-pasos solubles (véase por ejemplo [5]).

En el siguiente resultado mostramos la existencia de una seccion trivializante invariante a izquierda
del fibrado canénico de un grupo de Lie unimodular equipado con una estructura compleja abeliana.
Como es usual, enunciamos el resultado a nivel del algebra de Lie.

Corolario 5.2.7. Un dlgebra de Lie g de dimension 2n equipada con una estructura compleja abeliana
J posee una (n,0)-forma cerrada no nula si y sélo si g es unimodular. En particular, toda solvariedad
compleja equipada con una estructura compleja abeliana tiene fibrado candnico trivial.

Demostracién. El hecho de que J es abeliana es equivalente a que [z, Jy] = —[ Jx,y] para todo z,y € g.
De aqui, ad(x)J = —ad(Jz), lo que implica Tr(ad(z)J) = - Tr(ad(Jx)). Esta identidad junto con la
condiciéon Tr(ad(z)J) = Tr(ad(Jx)), que proviene de ¥ = 0, y el hecho de que J es un isomorfismo,
implican el resultado. ]

En dimensién 6, hay una sola élgebra de Lie (no nilpotente) unimodular que admite una estructura
compleja (ver [4]). Es el dlgebra de Lie 5 generada por la base {e;}% | con corchetes de Lie dados por

[e1,e6] = —e1, [ea,es]=e1, [er,e5]=—ea, [e2,e6] = —e€2,

[es,ec] =e3, [es,e5]=—e3, [es,es]=es, [es,e6]=e4.

Esta dlgebra de Lie aparece como gg en [54] y como 5(_ ) en [4]; es el dlgebra de Lie real subyacente a
la variedad compleja paralelizable de Nakamura [119] (vedse también [12]). Posee una cantidad infinita
de estructuras complejas no equivalentes® que admiten una (3,0)-forma cerrada no nula, pero solo una
de ellas es abeliana ([54, Proposition 3.7]), a saber: Je; = ey, Jes = eq4 y Jes = eg. Fue probado en
[159] que su correspondiente grupo de Lie simplemente conexo S admite un reticulo. Generalizamos a
continuacién este ejemplo a cualquier dimension de la forma 4n + 2.

Ejemplo 5.2.8. Para n > 1, sea s, = R? x R*" el dlgebra de Lie unimodular (4n + 2)-dimensional con
base {f1, f2,€1,€2,...,e4n} v corchetes de Lie dados por

0o -1] o 17\*"
A::adf1|R4n:([1 0]@[_1 O:|) . B:=ad fo|gan = diag(1,1,-1,-1)%",

Observar que s1 coincide con el algebra de Lie s de arriba.

Es fécil verificar que la estructura casi compleja J definida por Jfi = fo y Jeaj_1 = e2j para todo
1 < j < 2n es abeliana. Se sigue entonces del Corolario 5.2.7 que s,, admite una (n,0)-forma cerrada no
nula. Mostramos a continuacién que el grupo de Lie simplemente conexo asociado .S, admite reticulos.

Dado m € N, m > 3, sea t,, = log(:2—= 27"2_4) Entonces

exp(mA) = =14, exp(t,,B) = diag(e'™, efm e7tm ¢ tm)®m,

®Dos estructuras complejas Ji, Jo en un dlgebra de Lie g se dicen equivalentes si existe un isomorfismo de dlgebras de
Lie ¢ : g — g tal que po Jy = Ja 0.
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No es dificil ver, usando que e'™ +e ' = m, que existe una matriz P ¢ GL(4n,R) que satisface
P lexp(tmB)P = [ ;n1]$2n, y es claro que P~1(~1I4,)P = —I4,, por lo que las matrices exp(7A) y
exp(t, B) se conjugan simultdneamente a matrices enteras unimodulares. Dado que cualquier base de
R4" es racional, el Teorema 1.2.5 implica que el subgrupo It = (nZ®t,Z) x P7* es un reticulo de

Sy. La solvariedad compleja correspondiente (I'],\Sy,J) tiene fibrado canénico trivial, para todo m.

Observacion 5.2.9. El algebra de Lie s, también posee una estructura compleja bi-invariante J dada
por
Jfi=~f2, Jegj1=ez;, 1<j<2n,

de manera que la solvariedad (T'\S,, J ) es compleja paralelizable para todo reticulo I' ¢ G, generali-
zando de esta manera la variedad compleja paralelizable de Nakamura.

5.2.1. Ejemplos en solvariedades casi nilpotentes

Finalizamos esta seccién utilizando el Teorema 5.2.1 para estudiar la existencia de (n,0)-formas
cerradas en una clase de dlgebras de Lie casi nilpotentes de dimensién 2n que fueron consideradas en
[57]. Alli se obtiene una caracterizacién de la existencia de dos tipos de estructuras hermitianas (J, g)
en dlgebras de Lie casi nilpotentes g = R xp n cuyo nilradical n satisface dim[n,n] = 1, en concreto:

(i) J[n,n]=n'e, donde n's denota el complemento ortogonal de n en g, y
(i) J[n,n]cn.

De acuerdo con [17], si un algebra de Lie casi nilpotente n satisface dim[n,n] = 1, n es una extensién
central de un &lgebra de Lie de Heisenberg o1, i.e. una suma directa hopr; @ R” con £, h enteros
positivos. Recordemos que hopq = span{x1,...,Zs,y1,...,Ye, 2} con corchetes dados por [z;,y;] = 2
para 1 <i< /.

Consideremos primero el caso (i). Daremos una caracterizaciéon de la existencia de (n,0)-formas
cerradas no nulas, junto con dos familias de solvariedades complejas con fibrado candnico trivial.

Teorema 5.2.10. [57] Sea g = Reay, x 1 un dlgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] = 1 equipada
con una estructura hermitiana (J,g) tal que J[n,n] = n*s. Entonces existe una base ortonormal {e;}?"
tal que Jey =eon y Jeop =€opy1 para 1 <k<n-2,y

[n,n] =Rey, & :=nnJn=span{es,...,ean-1}, J[n,n]=Rey,.

Los corchetes de Lie en esta base se describen mediante

a 0

ad egp|n = [O A

] y [V, Z]=-n(Y,Z)e1,  acR, Aegl(t), ne N*}, Y, Z cty,
donde las siquientes condiciones se satisfacen:

(1) AJy=J1A, donde Jy = Jl,,

(2) n(JJ)=n(), v

(3) A*n=an, donde A*n es la 2-forma en ¢, definida por
(A" (X,Y) =n(A(X),Y) +n(X, A(Y)), X,V et

Reciprocamente, si los datos (a, A,n,J,g) como arriba satisfacen (1) — (3) entonces definen una es-
tructura hermitiana en un dlgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] =1 tal que J[n,n] = nte.
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Proposicion 5.2.11. FEl dlgebra de Lie g = Rea, x 1 equipada con una estructura compleja J como
antes admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y sélo si

a+ %TrA =0, Tr(J1A)=0.
St ademds g es unimodular, entonces
a=TrA=0, Tr(J1A)=0.
Demostracion. En [57, Lemma 5.1] fue calculada la siguiente expresién para la 1-forma canénica :
P(er) =-2a-TrA, (ea,)=TrJ1A, ¢l =0.

Entonces ¥ =0 si y sélo si a + %TrA =TrJ;A =0, y asi el enunciado se sigue del Teorema 5.2.1. Si g
es unimodular entonces a + % TrA=0y a+TrA=0 implican a =Tr A = 0. O

Ejemplos 5.2.12. (i) Sea g, = Reqn+2 X han+1 donde

62,2n+2 €2n+1,4n+1.

B=|" [T Ly n=e ey

- IQn

Equipamos a g, con la métrica g que hace ortonormal a la base {e; }?f{' 2y con la estructura compleja
J definida por Jej = eqn42 y Jeak = €ar1, 1 < k < 2n. Entonces, en virtud del Teorema 5.2.10, (gn, J, g)
define una estructura hermitiana en el adlgebra de Lie casi nilpotente unimodular g,,. Méas atn, es
facil verificar que (g, .J) satisface las condiciones de la Proposicién 5.2.11, por lo que (g, J) admite
una (2n + 1,0)-forma cerrada no nula. Para todo m € N, m > 3, el grupo de Lie simplemente conexo

asociado G, admite un reticulo I'},. En efecto, si t,, = log( == V2m2_4), definimos

1| 0 0
Po=| 0] Lo amba | donde ap =exp(tn).
Oc;nliam IQn Oé;r?TO‘m IQn

110 o0
Entonces P! exp(t,,B) Py, = [0 O2n —1I2n ] Asi, si definimos f; = Pyej, para 1 < j < 4n + 1, entonces
0|12y, mIay,

[fis fr] = [ej,ex], 1 < j,k <4n+1, por lo que {fj}?ffl es una base racional de hy,.1 en la que la
matriz de coordenadas de exp(t,, B) es una matriz entera unimodular. Concluimos del Teorema 1.2.5

que T = t,,7Z & exptn+i(spang{fi,..., fins1}) es un reticulo de G,,. Las solvariedades complejas
correspondientes (I'7)\G,, J) tienen fibrado canénico trivial.
(ii) Dados aq,...,a, € R tales que >j=1 a; =0, definimos g = g(ai,...,an) = Regyio xg haye1 donde
0 -a 0 -ap 23 o, 2n+1
B = — o n,2n+1
(0)@[&1 0]@ @[an 0], y n=e +e
Dotamos a g con la métrica g tal que {e; ?Zf 2 es una base ortonormal y con la estructura compleja

J definida por Jey = egp42 ¥ Jeag = €241, 1 < k < n. De acuerdo al Teorema 5.2.10, (J,g) es una
estructura hermitiana en el dlgebra de Lie casi nilpotente unimodular g. Es facil verificar que (g, J)
satisface las condiciones de la Proposiciéon 5.2.11 (pues TrJ1 A = Yiga; = 0), lo cual implica que
(g,J) posee una (n+1,0)-forma cerrada no nula. El correspondiente grupo de Lie simplemente conexo
G := G(ay,...,a,) admite un reticulo para algunos valores de los pardmetros ay,...,a,. En efecto,
eligiendo a1,...,a, € {27, 7, 5} +277Z con ay +---+a, = 0, obtenemos que {e; }?ffl es una base racional
de hon+1 en la cual la matriz de coordenadas de exp B es entera unimodular, por lo que el Teorema 1.2.5
implica que el grupo de Lie G admite un reticulo I" := T'(ay, ..., a, ). Las correspondientes solvariedades

complejas equipadas con la estructura compleja inducida (I'\G, J) tienen fibrado canénico trivial.
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Consideramos a continuacién el caso (ii) y, como en el caso (i), damos una caracterizacién para
la existencia de (n,0)-formas cerradas no nulas. Ademas, exhibimos dos familias de solvariedades
complejas con fibrado candnico trivial.

Teorema 5.2.13. [57] Sea g = Regy, x n un dlgebra de Lie casi nilpotente con dim[n,n] = 1 equipada
con una estructura hermitiana (J,g) tal que J[n,n] c n. Entonces existe una base ortonormal {e;}?"
tal que Jegj_1 =e35, 1<j<n, y

‘(1=R<61,...,62n_1), [n,n]:Rel.
Denotamos £ == [n,n]te nn y & = & n J& . Entonces, con respecto a la descomposicion
n=Re; ® Rey @ £5 @ Regyy, 1,

los corchetes de Lie se describen mediante

a1 | 0 |aln
0a v

adegaln = [ 02 ZL UQ . [V Z]=-n(Y.Z)e1, Y,Zety,
0/0]0]a

donde a,ay,az,vi,v2 € R, vety, a,yets Aecgl(ts) y

n=E+(y+aod)ne?™ L h(ag—a)e? ne® e N’
Ademds, [A, J|e,] =0 y se satisfacen las ecuaciones

0=(az—a1)(a+as—ay),

0= A*g - alﬁ,
O=(a—ar)(y+aoJ)+ A" (y+aoJ)+ (az—ay)y - €.
Reciprocamente, si los datos (a,ay,as, A,v1,v2,,7,v,&,J,g) satisfacen las condiciones de arriba

entonces definen una estructura hermitiana (J,g) en el dlgebra de Lie casi nilpotente g de manera que
J[n,n] =nte.

Proposicion 5.2.14. El dlgebra de Lie g = Reoy, xn equipada con la estructura compleja J como antes
admite una (n,0)-forma cerrada no nula si y solo si

TrA=-2(a+a1), Tr(J|e,A)=0.
Si el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite reticulos entonces
ap=az=a=0, TrA=0, Tr(J|,A)=0.
Demostracién. En [57, Lemma 5.10] se calcula la siguiente expresién para la 1-forma canénica v:
V(er) =(e2) =0, (k) =0,
Y(eam-1) =(—a+az—a1)—(a+a;+ag+TrA)=-2(a+ay) - TrA,
¥(ezn) = Tr(J]e, A).

Entonces ¢ = 0 si y sélo si TrA = -2(a+ay) y Tr(J]e,A) = 0, por lo que el enunciado se deduce del
Teorema 5.2.1. Si G admite reticulos, entonces por un resultado de [67] g es fuertemente unimodular,
y por [57, Remark 2.6] el algebra de Lie casi nilpotente g es fuertemente unimodular si y sélo si
a1 = a+ag+TrA=0. Esto, junto con el hecho de que Tr A =-2(a+ay) y 0 =az(a+ az), implican que
ar=as=a=TrA=0. ]
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Ejemplos 5.2.15. (i) Dado n > 2, sea g, = Reg, xp hgn-1 donde

0lo] o 0 |un
0[0] o0 0 |vs

B=|0[0]Is_2 0 0 |, vi,00%0, vy n=e3?ip.ye2nin2
0[0] 0 [-Tona| O
olo] o 0 0

Dotamos a g,, con la métrica g que satisface que {e; ?fl es una base ortonormal, y con la estructura
compleja J definida por Jegg_1 = eg, 1 < k < 2n. Luego, de acuerdo con el Teorema 5.2.13, (J, g) es una
estructura hermitiana en el dlgebra de Lie casi nilpotente unimodular g,,. Més atn, (g,,.J) satisface
las condiciones de la Proposicién 5.2.14 de modo que (g,,J) admite una (2n,0)-forma cerrada no
nula. El grupo de Lie simplemente conexo asociado G, admite reticulos. En efecto, para m € N, m > 3,

sea quy, = mHvmI-2 “;"2_4 Y tm =log ay,. Asi, la matriz
1/0 0 0 V1tm
0|1 0 0 Vot
exp(tmB)=| 0|0 | aplon-2 0 0
0]0 0 ailana| 0
00 0 0 1
es conjugada mediante
[ vt | O 0 0 0 ]
Vot | O 0 0 T
P = 0 Ion—2 Qm Ion—2 0
0 a;ﬁam Ion-2 a;:f+;m Iyp2| O
| 0 |1 0 0 0 |

a una matriz entera unimodular. Si definimos f; = Ppe; para 1 < j <4n—1 resulta que [ f;, fx] = [e;, ex]
por lo que {f; ?21_ ! es una base racional de h4,_1 en la cual exp(t,,B) se escribe como una matriz
entera unimodular. En consecuencia, gracias al Teorema 1.2.5, el grupo de Lie G,, admite para cada

m € N un reticulo I']". Las solvariedades complejas asociadas (I'"\Gy,J) poseen fibrado canénico

trivial.
(i) Para n > 2, sea g(ai,...,an) = Reapia xp hape1 donde
0[0] 0 v
0[0]0 | v 0 -a1 0 -ap w
B = A = “ee .
oot ato | w20, [al O]ea ea[an o | ;az 0
0[{0]0]|O0
yn=e* 4. +e? 12 De acuerdo al Teorema 5.2.13, si definimos (J,g) como en el Ejemplo (i)
anterior obtenemos una estructura hermitiana en g = g(ay,...,a,). Ademas, dado que ¥';a; = 0,
obtenemos que (g,.J) posee una (n + 1,0)-forma cerrada no nula, debido a la Proposicién 5.2.14. El
grupo de Lie simplemente conexo asociado G = G(aq,...,a,) admite reticulos. En efecto, si elegimos
ai,...,an € {27, 5} + 277 tales que ay + - + a, = 0 y tomamos
vp |0 O 0
T
p- V2 0 0 —a
00|, 2| O |
011 O 0
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tenemos una base racional { f; }?ff L de hoy41, donde fj = Pej, en la cual exp B es entera unimodular.

Luego, el Teorema 1.2.5 implica que el grupo de Lie simplemente conexo asociado G admite un reticulo
I'=T(aq,...,a,). Las solvariedades complejas asociadas (I'\G, J) tienen fibrado canénico trivial.

5.2.2. Fibrado candnico invariantemente de torsion

En esta breve subseccién abordamos el caso en que alguna potencia del fibrado canénico de un
cociente compacto complejo (T'\G, J) es trivial mediante una seccién holomorfa invariante. Lo que
obtenemos es que en realidad el fibrado candénico es en si mismo invariantemente trivial.

Proposiciéon 5.2.16. Sea (G,J) un grupo de Lie de dimension 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda. Si ng admite una seccion holomorfa invariante no nula para algin
k € N entonces Kg admite una seccién holomorfa invariante no nula. Esto es, (G,J) tiene fibrado
candnico trivial. Lo mismo sucede para cualquier cociente T\G donde T' es un reticulo uniforme de G.

Demostracion. Como es habitual, podemos trabajar a nivel del algebra de Lie dado que estamos
tratando con objetos invariantes. Sea o un generador de A™%g*, i.e. una (n,0)-forma, donde g = Lie(G).
Entonces, 0% := 0 ® - ® 0 (k veces) genera (A""g*)®*, la cual podemos asumir holomorfa dado que
este espacio tiene dimensién 1. La Observacién 5.2.3 implica que do = 8 A o para alguna (0, 1)-forma
$3, la cual en términos del operador de Dolbeault extendido @ puede expresarse como do = 3 ® 0.

A continuacién calculamos

k k
0=80®k=20®---® do ®---®U:Zﬁ®a®k:kﬁ®a®k.
a — i1

j-ésimo lugar

En consecuencia, 3 =0 y esto implica o = 0. De aqui, ¢ es holomorfa y la prueba estd completa. [

5.3. Trivialidad del fibrado canénico de grupos de Lie solubles con
estructuras complejas invariantes a izquierda

El propésito principal de esta secciéon es mostrar que todo grupo de Lie soluble simplemente conexo
equipado con una estructura compleja invariante a izquierda tiene fibrado candnico trivial. En general
la seccién holomorfa trivializante no serd invariante a izquierda.

Cualquier seccién nunca nula del fibrado candénico de un grupo de Lie de dimensién 2n equipado
con una estructura compleja invariante a izquierda J puede ser escrita como 7 = fo, donde ¢ es una
(n,0)-forma invariante a izquierda no nula y f es una funcién diferenciable f : G - C~ {0} = C*.
Cuando esta f existe no podemos esperar unicidad en general (en el contexto no compacto) como el
siguiente resultado muestra.

Lema 5.3.1. Sea G un grupo de Lie de dimensién 2n equipado con una estructura compleja invariante
a izquierda J, y sea o una (n,0)-forma invariante a izquierda no nula en G. Asumimos que 71 := f10
es cerrada, para alguna funcion diferenciable f1: G - C*. Si fo : G - C* es otra funcién diferenciable
en G entonces To := foo es cerrada si y sélo si % es una funcion holomorfa en G. En particular, si G

es compacto entonces fo = cf1 para algin ce C*.

Demostracion. Supongamos primero que H := % es holomorfa. Entonces

57’2 :5((Hf1)0') =5(Hf1)/\0‘+(Hf1)50’:H(gfl)/\d-i-(Hfl)gO':H(gfl /\0’+f150’) =H5(f10‘) =0.

En consecuencia, 1 es holomorfa y por lo tanto cerrada.
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Reciprocamente, supongamos ahora que 72 es cerrada. De d7; =0 y dms = 0 obtenemos que
df1A0+f1dU=0, dfg/\U-l—deJ:O.

De estas ecuaciones se deduce inmediatamente que

d(é)/\az(). (5.3.1)
fi
Consideremos una base {71,...,7,} de (1,0)-formas invariantes a izquierda en G, por lo que podemos

asumir o =y A -+ A yp. Si escribimos

P\ <~ =
d(z) = j;(aj')’j + bj73)7

para algunos a;,b; € C, entonces (5.3.1) se convierte en

n n
0= Z(aj’yj + bjij) ANO = Z bjﬁj N0,
J=1 J=1

lo que implica b; = 0 para j =1,...,n dado que {7j Ao }j-1 es linealmente independiente. Esto significa

que d (%) es una (1,0)-forma, y esto es equivalente a 5(%) =0, esto es, % es holomorfa. O

1

Corolario 5.3.2. Sea G un grupo de Lie de dimension 2n con una estructura compleja J, y asumimos
que G admite un reticulo uniforme T'. Si o es una (n,0)-forma invariante no nula y f : T\G - C*
es una funcion diferenciable tal que T := fo es cerrada entonces f es unica (salvo multiplicar por una
constante no nula). En particular, las (n,0)-formas cerradas nunca nulas 7 en (I'\G,J) son todas
invariantes o todas no invariantes.

Procedemos a continuacion a probar el teorema principal de la seccién. Empezamos con una serie
de resultados preliminares. Recordemos que en un algebra de Lie soluble g, su nilradical n(g) esta
dado por n(g) = {z € g | ad z es nilpotente}.

Lema 5.3.3. Sea g un dlgebra de Lie soluble equipada con una estructura compleja J, y denotemos
por n(g) a su nilradical. Si h =Ker, donde ¢ es la 1-forma candnica en (g,J), entonces

n(g) nJn(g) chn.Jh.

Demostracion. Sea x € n(g) n Jn(g). Dado que Jz € n(g) resulta que ad(Jz) es nilpotente y asi
Trad(Jz) = 0. En consecuencia es suficiente probar que Tr(Jadxz) = 0. Tenemos que

x—iJzen(g)®in(g) =n(g)c = n(ge),

de modo que ad(z —iJx) es un endomorfismo nilpotente de gc. Podemos escribir

ad(x—in):[ %w ; ],

en una cierta base de gc adaptada a la descomposicién ge = gh? @ g»!. Como este operador es
nilpotente, se deduce que las matrices A, y B, son ambas nilpotentes, por lo que Tr A, = Tr B, = 0.
Finalmente calculamos

1A, * ]

C Ty =
J-ad(x —iJx) [ 0 [ <iB.
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En conclusién,

0=Tr(JCad(z - iJz)) = Tr(Jad(z)) - i Tr(J ad(Jz)),

lo que implica
Tr(Jad(x)) = Tr(Jad(Jzx)) =0,

y esto es, x e hn Jh. O

El siguiente lema técnico proveera una base especial de (1,0)-formas que serd ttil en la prueba del
resultado principal de la seccién.

Lema 5.3.4. Sea g un dlgebra de Lie soluble de dimension 2n equipada con una estructura compleja
J. Entonces existe una base {71,...,v} de (1,0)-formas, con v, = u¥ +iv*, y un indice 1 < s <n tales
que:

(i) v es cerrada para 1<j<s, y
(i) wj,vj € [g, 9]0 J[g, ] para j > s,
donde {uy,v1,...,un,vn} denota la base dual de {u',v,... u"™ v"}.
Demostracion. Sea g’ =[g,g] y sea u un subespacio complementario a g’ nJg’ en g’, esto es
"=(g'nJg)ou

Ademaés, tenemos que g’ n Ju = {0}. En efecto, si v € g’ n Ju, esto implica que v € g’ n Jg' puesto que
ucg’. De aqui, Jueun(g'nJg’), lo que implica Jv =0y asi v =0.
En resumen, podemos descomponer g en suma directa como sigue:

g=(g'nJg)eoue Judy,

donde v es un subespacio complementario a g’ ® Ju en g, el cual puede ser elegido J-invariante. Como
g es soluble, g’ es un subespacio propio de g, de modo que Ju @ v # {0}. Ahora, el hecho de que los
subespacios v, u® Ju y g’ nJg’' son J-invariantes nos permite tomar bases {x1,..., 2z, &1,...,Z,} de
0, {U1,- -, Yms 1+ Um} de ud Ju (con yi € Ju,Jx €u) y {z1,...,20,21,...,2¢} de g’ n Jg' tales que
Jrg =T, Jyr = Uk, Jzi = Zx y 7+ m+ £ =n. Luego, podemos tomar la base ordenada de (1,0)-formas

1 l

1, i~ T e | m ., c=m 1 szl 0
Voo s Ysy o sy ={a +i ... 2" +i2 "y +ig ...,y +ig" 2 +iZ, .., 2 + 12,
donde s:=r+m<nyal, &, y, i, ;j,,%j son los. elementos duales de x;,Z;,y;,7;, 25, Zj, respectiva-
mente, para todo j. Renombramos u’ = Rey; y v/ = Im~;. Para 1 < j < s tenemos que w’/ pertenece al

anulador de g’ por lo que u/ es cerrada, y para j > s tenemos que u;,v; € g’ nJg'. O

Observacién 5.3.5. Se deduce de la prueba del Lema 5.3.4 que s =n si y sélosi g =g’ ® Jg'. En este
caso la estructura compleja J es abeliana. En efecto, la condicién mds general g’ nJg' = {0} implica
que J es abeliana, lo que puede ser facilmente verificado de Ny = 0.

Teorema 5.3.6. Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo G de dimension 2n equipado con
una estructura compleja invariante a izquierda J admite una (n,0)-forma cerrada nunca nula 7. En
particular, el fibrado candnico de (G,J) es trivial.
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k k

Demostracion. Sea g = Lie(G) y sea la base {v1,...,7} con v, = u” + iv", como en el Lema 5.3.4.
Consideremos ahora la (n,0)-forma o dada por o =7 A+ A7,. Si do = 0 podemos simplemente elegir
T = 0. Por otro lado, si do # 0 resulta de la Observacién 5.2.3 que

do = il(—¢(uj) + (7)) T A 0

Llamemos C; = —9(v;) + i1(u;). Veremos primero que C; = 0 para j > s. En efecto, en este caso
uj,vj € g’ nJg'. Como g’ nJg' c n(g) nJn(g) dado que g es soluble, se sigue del Lema 5.3.3 que
Y (uj) =(vj) =0, por lo que Cj =0 para j > s. Entonces podemos escribir

13 _ 13 _ 1
dO’=ZZCJ"}/]'/\O'ZZz(oj’yj/\0'+0j’y_j/\0')=§
j=1 j=1 Rr—’_O J

S
Cju] NO.
=1

En consecuencia, la forma o = %Z;zl C’juj satisface do = @ Ao y da = 0 por la elecciéon de la base
{71,..-,7}. Dado que G es simplemente conexo, la 1-forma invariante a izquierda o en G es exacta de
manera que existe una funcién diferenciable f : G — C que satisface o = df. Finalmente, consideramos
la (n,0)-forma 7 := e/ ¢ y calculamos

dr=e¢/(~anc+do) =0,
lo que dice que 7 es una (n,0)-forma cerrada nunca nula en G. ]

Observacion 5.3.7. La (n,0)-forma cerrada 7 del Teorema 5.3.6 puede ser escrita como 7 = Fo, donde
F : G - C* es un morfismo de grupos de Lie. En efecto, con la notacién de la prueba del Teorema
5.3.6, reemplazando f por f — f(1g) de ser necesario, se sigue cumpliendo que a = df es invariante
a izquierda y f(lg) = 0, donde 15 denota el elemento identidad. Esto implica que f: G - C es un
morfismo aditivo, de donde F := e~/ : G - C* es un morfismo multiplicativo.

Observacion 5.3.8. Hay grupos de Lie con estructuras complejas invariantes a izquierda que no poseen
fibrado canénico trivial. Por ejemplo, el grupo de Lie compacto S* x SU(2) de dimensién 4 admite una
estructura compleja invariante a izquierda que lo hace biholomorfo a la variedad de Hopf S x S3, y
es un resultado conocido que esta superficie compleja compacta no tiene fibrado candnico trivial.

Observacion 5.3.9. Hasegawa conjeturé en [85] que todo grupo de Lie soluble unimodular simplemente
conexo con una estructura compleja invariante a izquierda es una variedad de Stein (esto es, es biho-
lomorfo a una subvariedad compleja cerrada de algtin CV). Si esta conjetura fuera cierta, entonces
el fibrado canénico de cualesquiera de estos pares (G, J) serfa holomérficamente trivial en virtud del
principio de Oka-Grauert [78], dado que el fibrado candnico de tal grupo de Lie es diferenciablemente
trivial mediante una seccién invariante a izquierda. Asi, el Teorema 5.3.6 provee evidencia en direccién
a esta conjetura.

5.4. Una obstruccién algebraica para la trivialidad del fibrado ca-
noénico

En esta seccién consideraremos cocientes compactos de un grupo de Lie por reticulos uniformes,
equipados con una estructura compleja invariante. En el resultado principal de la seccién proveemos
una obstruccioén algebraica para que el fibrado canénico sea holomoérficamente trivial (o méas en general,
holomorficamente de torsién), en términos de la 1-forma canénica 1. Concretamente, 1) debe anularse
en el conmutador del algebra de Lie asociada. Para ello, explotaremos la relacion de la 1-forma v con
la forma de Chern-Ricci de cualquier métrica hermitiana invariante en el cociente.
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Recordemos la definicién de la forma de Chern-Ricci. Sea (M, J, g) una variedad hermitiana de
dimensioén 2n, y sea w = g(J+,-) la 2-forma fundamental asociada a (M, J, g). La conexion de Chern es
la tinica conexién V¢ en M que es hermitiana (i.e. veJ=0,v% = 0) que satisface que la componente
(1,1) de su torsién, TH!, se anula. En términos de la conexién de Levi-Civita v, la conexién de Chern
se puede expresar mediante

g(V§Y, 2) = g(VxY, Z) - 3 dw(JX,Y, Z), X,Y,Z e X(M).

La forma de Chern-Ricci p© = p©(J,g) se define por

n
pX,Y) =~ Te(J o RE(X,Y)) = 3 g(RY(X, Y )es, Jey),
i=1
donde RY(X,Y) = [V§,V¥] - VFX,Y] es el tensor de curvatura asociado a V¢ y {e;, Je;}", es un
marco ortonormal local para ¢. Es sabido que p® es una (1,1)-forma cerrada real en M.
Consideramos ahora una estructura casi hermitiana invariante a izquierda (.J,g) en un grupo de
Lie G con &dlgebra de Lie g. En [152] se prueba que

p%(z,y) = %(Tr(Jad[x,y]) -Trad(J[z,y])), =z,yeg. (5.4.1)

Notablemente, la forma de Chern-Ricci no depende de la métrica. Vemos de (5.4.1) que 2p¢ = —dy,
lo que implica que si ¢ se anula idénticamente entonces p© = 0, para cualquier métrica hermitiana g.
Esto provee una gran fuente de ejemplos de métricas Chern-Ricci planas; y en particular obtenemos
ejemplos compactos cuando el grupo de Lie G admite reticulos uniformes. Resumimos esto en la
siguiente proposicién.

Proposicién 5.4.1. Sea (G, J) un grupo de Lie de dimension 2n equipado con una estructura compleja
invariante a izquierda y sea I' un reticulo uniforme en G. Si existe una (n,0)-forma cerrada invariante
a izquierda no nula en G entonces para cualquier métrica hermitiana tnvariante a izquierda g en G,
la forma de Chern-Ricci asociada a la estructura hermitiana inducida (J,g) en T'\G es nula. En
particular, la holonomia de Chern restringida de (J,g) en T'\G estd contenida en SU(n).

Demostracion. Sélo hay que justificar la ultima afirmacién, la cual sigue de [144, Proposition 1.1]. O

Como consecuencia, si pc # 0 (y por lo tanto ¢ # 0) entonces no hay secciones trivializantes del
fibrado canénico de (I'\G, J) que sean invariantes. Veremos a continuacién que la condicién p€ %0
implica la inexistencia de secciones trivializantes del fibrado canénico, ya sean invariantes o no, dando
asi una obstruccién algebraica para que una solvariedad compleja tenga fibrado candnico trivial. De
hecho, probaremos un resultado més fuerte, mas precisamente que si p¢ # 0 entonces el fibrado canénico
de (I'\G, J) no es holomérficamente de torsién.

A partir de las ideas de [72, Proposition 5.1], utilizamos el proceso de simetrizacién de Belgun para
probar el resultado. Describimos brevemente este proceso de simetrizacion ([22]):

Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda, y sea I' un
reticulo uniforme en G. Sea v la forma de volumen bi-invariante en G dada en [113, Lemma 6.2] tal
que [,,v =1, donde M :=T\G. Identificando formas invariantes a izquierda en M con formas lineales
sobre g* via traslaciones a izquierda, podemos considerar el mapa de simetrizacién de Belgun definido
por:

P OD) > A, (@)K, X0 = [ (Xl Xl

para Xi,..., X, e X(M).
Entonces, el mapa p satisface las siguientes propiedades:
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(1) u(f)€R para toda f e C*(I'\G,R),

(i) p(a)=oasiaeNg",
(iii) u(Ja) = Ju(a), donde Ja(-,...,") =a(J L. .. T 1),
(iv) p(de) =d(p(@)).

Extendiendo este mapa C-linealmente a formas diferenciales a valores en C en M, también se tiene
que:

(v) 1(9a) = 9(u(@)) y n(da) = d(p(a)).

Teorema 5.4.2. Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura compleja invariante a izquierda
J, y sea I' un reticulo uniforme en G. Denotamos también por J a la estructura compleja inducida en
I'\G. Si el fibrado candnico de (T'\G, J) es trivial (o, mds generalmente, holomdrficamente de torsion)
entonces Tr(Jad([x,y])) =0 para todo z,y € g = Lie(G), esto es ¥([g,g]) =0.

Demostracion. De acuerdo con [144, Proposition 1.1, si M es una variedad compleja compacta y
K es holomoérficamente de torsion entonces dada cualquier métrica hermitiana g en M, la forma de
Chern-Ricci asociada p© satisface p© = i00F, para alguna F € C*(M,R).

Ahora, asumimos que el fibrado canénico de (I'\G,J) es holomérficamente de torsién y consi-
deramos una métrica hermitiana g en I'\G inducida por una métrica invariante a izquierda en G.
Entonces su forma de Chern-Ricci asociada p© satisface p© = id0F, para alguna F € C*°(I'\G,R). A
continuacién, sea ,u(pc) la simetrizacién de p. Como la simetrizacién conmuta con los operadores de
Dolbeault d y 0 tenemos que

w(p”) = i00u(F) =0,
pues (F) es constante. Debido a que p© es invariante a izquierda deducimos que p® = u(p®) y por
lo tanto p© = 0. Como a nivel del 4dlgebra de Lie tenemos que p(x,y) = Tr(J ad([z,y])) para =,y € g,
esto concluye la prueba. O

Observacion 5.4.3. [144, Proposition 1.1] predice la existencia de una métrica hermitiana con pC =0en
cualquier variedad compleja compacta con fibrado candénico holomérficamente de torsion. Resulta de
la prueba del Teorema 5.4.2 que en el caso de una solvariedad compleja cualquier métrica hermitiana
invariante tiene p© = 0. Usando nuevamente [144, Proposition 1.1], se obtiene que estas métricas
hermitianas invariantes tienen holonomia de Chern restringida contenida en SU(n), donde 2n es la
dimension real de la solvariedad.

Observacion 5.4.4. La condicién p© = 0 no implica necesariamente que el fibrado canénico de la
solvariedad es trivial. En efecto, consideremos el grupo de Lie G del Ejemplo 5.1.2 equipado con la
estructura compleja invariante a izquierda J definida ahi mismo. Es facil de ver que ¢(eg) = -2 y
Y(e;j) =0 para 1 < j <3, por lo que ¢([g,g]) = 0. Sin embargo, el grupo de Lie G admite un reticulo
I" = {(nk,m,n,5) | k,m,n,p e Z} tal que (I'"\G, J) es una superficie de Kodaira secundaria (ver [84]),
por lo que el fibrado canénico es no trivial. Notar que 7®7, donde 7 = ¢ o, es una seccién trivializante
de K?P\G’ por lo que el fibrado candnico es holomoérficamente de torsién.
Exhibimos a continuacién un ejemplo de este fenémeno en dimensién 6.
Ejemplo 5.4.5. Dado p € R, sea g, = Reg x4, R5, donde la matriz A, estd dada en la base {e1,...,e5}
de R® por:
—p -1
I -p
Ap= p 2
-2 p
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Dotamos a g, con la estructura compleja Je; = ez, Jes = e4 y Jes = eg. Luego, es facil calcular que
Y(ej) =0 para 1 <j <5y 1(es) =2. Se deduce entonces del Teorema 5.2.1 que g, no admite ninguna
(3,0)-forma cerrada no nula.

Para algunos valores de p € R, el grupo de Lie simplemente conexo asociado G, admite reticulos,
de acuerdo con [43] (el algebra de Lie g, se corresponde con el grupo de Lie alli denotado Ggﬁjg x R).
Ademis, fue probado, usando técnicas de Console y Fino en [42], que para ciertos valores de p algunos
reticulos I' en G, satisfacen b3(I'\G/) = 0 (ver [43, Table 7.1]). Por ejemplo, dado m € N, sea p = *=,
m+\/2m2ﬁ )

. Entonces, exp(mA,) = diag(-e ™, —e™*m e’ e°m 1) es conjugada a la
matriz entera unimodular E,, = [ 7711]62 ® (1). De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el grupo de Lie G,
admite un reticulo I'y, = 7Z x PZ®, donde P~ exp(mA,)P = E,,. Dado que b3(I';;,\Gp) = 0, se sigue
de la Proposicion 5.1.1 que el fibrado canénico de (I')y,\Gp,J) no es holomoérficamente trivial. Sin
embargo, esta solvariedad compleja tiene fibrado canénico holomérficamente de torsién. En efecto, si
o es una (3,0)-forma invariante a izquierda no nula en G, entonces 7 ® 7, donde 7 = ¢’ o, induce una
2it

seccibn trivializante de Kl‘§’2 \G puesto que €% = (e)? es m-periddica.
m p

donde s, = log(

Una consecuencia inmediata del Teorema 5.4.2 es el siguiente resultado en relacion a solvariedades
complejas asociadas a las dlgebras de Lie casi abelianas y casi nilpotentes de §5.2. Usamos la notacién
de esa seccién.

Corolario 5.4.6. Sea (I'\G,J) una solvariedad compleja con fibrado candnico holomdrficamente de
torsion, y sea g el dlgebra de Lie de G.

(1) Si g es casi abeliana (como en el Corolario 5.2.7) entonces® a = Tr A = 0;

(2) Si g es una de las dlgebras de Lie casi nilpotentes consideradas en el Caso (i) (como en la
Proposicion 5.2.11) entonces a = Tr A = 0;

(3) Si g es una de las dlgebras de Lie casi nilpotentes consideradas en el Caso (ii) (como en la
Proposicion 5.2.14) entonces a=aj; =az =TrA=0.

Demostracion. La prueba se sigue inmediatamente de la condicién ¢ ([g, g]) = 0, usando en cada caso
los calculos para v previamente realizados. ]

Ejemplo 5.4.7. Hay ejemplos de solvariedades complejas cuyo fibrado canénico no es holomérfi-
camente de torsién (y en particular no es holomoérficamente trivial). En efecto, las variedades de
Oeljeklaus-Toma, introducidas en [122], son variedades complejas (no Kéhler) compactas cuyo fibrado
candnico no es holomérficamente de torsion. Estas variedades fueron construidas a partir de ciertos
cuerpos de ndmeros, generalizando algunas superficies de Inoue, pero luego Kasuya mostré en [95]
que pueden ser consideradas como solvariedades equipadas con una estructura compleja invariante.
Usando la descripcién de Kasuya y el Teorema 5.4.2 es facil verificar que la 1-forma candnica 1) no se
anula en el conmutador del algebra de Lie correspondiente, recuperando de esta manera el hecho de
que su fibrado canénico no es holomérficamente de torsién.

Como otra ilustracién de la obstruccion del Teorema 5.4.2; tratamos en el siguiente resultado el
caso de los grupos de Lie compactos semisimples. Recordamos la construccién de Samelson de una
estructura compleja en un algebra de Lie compacta semisimple de dimensién par g ([132]).

Sea h una subalgebra abeliana maximal de g. Entonces tenemos la descomposiciéon en espacios de
raices de gc con respecto a fhc:

gc=bc® ). ga,

aed

Vease también [83, Lemma 7).
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donde ® es el conjunto finito de elementos no nulos (h¢)* llamados raices, y
ga ={zegc|[h,z] =a(h)z Vhebc}

son los subespacios de raices, que son de dimensién 1. Como § es de dimensién par, uno puede escoger
un endomorfismo antisimétrico Jy de h con respecto a la forma de Killing tal que Jg = —I. Samelson
definié una estructura compleja en g considerando un sistema positivo ®* de raices, el cual es un
conjunto ®* ¢ ® que satisface

P n(-9") =g, O U (-P") =D, a,Bed a+fed=a+Ped.

Fijando
m= hLO & Z o,
aedt

donde h*0 es el autoespacio de JE)C de autovalor i, se sigue que m es una subdlgebra de Lie compleja
de gc la cual induce una estructura compleja J en g tal que g'¥ = m, es decir, m es el autoespacio de
JC con autovalor i. Esta estructura compleja es antisimétrica con respecto a la forma de Killing en g.

Reciprocamente, Pittie demostré en [125] que cualquier estructura compleja invariante a izquierda
en (G se obtiene de este modo.

En el préximo resultado usamos el Teorema 5.4.2 para mostrar que el fibrado canénico de un grupo
de Lie compacto equipado con una estructura compleja invariante a izquierda no es holomérficamente
de torsién.

Proposicion 5.4.8. El fibrado candénico de un grupo de Lie compacto semisimple de dimension 2n
equipado con una estructura compleja invariante a izquierda no es holomdrficamente de torsion.

Demostracion. Usamos la notacion de los parrafos anteriores: G es el grupo de Lie compacto, g su
algebra de Lie y J : g — g es la estructura compleja obtenida por la construccién de Samelson.

Dado que [g,g] = g, en virtud del Teorema 5.4.2 basta probar que Tr(Jadx) # 0 para algin x € g,
o equivalentemente, Tr(J%ad z) # 0 para algtn x € gc.

Recordemos que g% = h1° @ ¥ co+ ga v %1 = §21 @ ¥ peqp+ G-a. Sea 4 un generador de g, para
cada o € ®. Si {hq,...,h,} es una base de h'¥, entonces B = {h1,...,h.} U{zs | @ € T} es una base
de g% y B={h1,...,h;} U{x_o | € ®*} es una base de g!.

Consideramos ahora h € h0 c gb0. Entonces, con respecto a la base Bu B de g, tenemos que:

_ Ah * C _ iAh *
adh—[ 0 Bh] y Jadh—[ 0 —iBh]'

Mis precisamente, como h'¥ es una subalgebra abeliana y [h,24] = a(h)z, las matrices Aj, y By,
estan dadas por:
07“ ‘ 07" ‘
an=| |1 y Bu=| | ,

os(h) ()

donde s = |®*|. De aqui,

S
Te(JCadh) =20 Y a;(h) =2i > a(h).
=1 aed*

Es un resultado conocido que ¥ e+ @ # 0. En efecto, existe un conjunto IT ¢ ®*, cuyos elementos se
llaman raices simples, tal que IT es una base de (hc)* y cada « € * es una combinacién lineal de las
raices simples con coeficientes enteros no negativos. Por lo tanto, si ¥, .+ @ = 0 entonces todo o € &+
serfa cero, lo cual es imposible.

En particular, podemos elegir h € h1-0 tal que Tr(JCadh) # 0. O
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Observacion 5.4.9. Sea G un grupo de Lie semisimple no compacto equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda J. De [30] se deduce que G admite un reticulo uniforme I'. Nuevamente,
como G es semisimple (de manera que g = Lie(G) satisface [g,g] = g), resulta del Teorema 5.2.1 y el
Teorema 5.4.2 que el fibrado candnico de la variedad compleja compacta (I'\G, J) es o bien trivial via
una seccién invariante (cuando 1 = 0) o no es holomoérficamente de torsién (cuando ¢ # 0), donde
es la 1-forma candnica en (g,.J).

Algunos resultados recientes en relacién a grupos de Lie semisimples no compactos son los siguien-
tes:

» En [72] se prob6 que cualquier grupo de Lie real simple no compacto G de tipo interior de
dimensién par admite una estructura compleja invariante a izquierda J. Mas ain, si I' es un
reticulo en G entonces (I'\G, J) tiene fibrado canénico no trivial; de hecho, el fibrado canénico
no es holomorficamente de torsién.

» En [123] se probé que un dlgebra de Lie unimodular no soluble de dimensién 6 admite una
estructura compleja con una (3,0)-forma cerrada no nula si y sélo si es isomorfa a s0(3,1). Se
sigue que I'\ SO(3, 1) admite una estructura compleja con fibrado canénico trivial (mediante una
seccién invariante) para todo reticulo I'.

Generalizando este ultimo resultado, observamos que si g es un algebra de Lie compleja semisimple
entonces su “realificaciéon” gr admite una estructura compleja bi-invariante J. Si Ggr denota el grupo
de Lie simplemente conexo asociado a gg entonces, como mencionamos en la Seccién 5.2, el par (Gg, J)
admite una seccién trivializante de su fibrado candnico que es invariante a izquierda. Por lo tanto,
cualquier cociente compacto (I'\Gg, J) posee fibrado canénico trivial.

5.4.1. Ejemplos de solvariedades complejas con fibrado candénico no invariante-
mente trivial

En virtud del Teorema 5.4.2, para encontrar ejemplos de solvariedades complejas (I'\G,J) con
fibrado canénico (no invariantemente) trivial necesitamos que ¥ # 0 pero ¥ ([g,g]) = 0. Mostramos a
continuacién que en algunos casos la condicién ¥ ([g,g]) = 0 nos permite obtener una seccién triviali-
zante no invariante explicita 7 de (I'\G, J).

Sea (G,J) un grupo de Lie soluble unimodular de dimensién 2n equipado con una estructura
compleja invariante a izquierda y sea h = Ker, donde ¢ : g - R es la 1-forma canénica. Si ¢([g,g]) =0
entonces b es un ideal de codimensién uno de g. Utilizando un producto interno hermitiano en g
podemos elegir e € hn (hn Jh)*, de manera que h = Re; ® (hn Jh). Fijemos ahora eg := —Jep € b, de
aqui g = Reg x h. Sea ademas {uj,v]-}gfll una base de hn Jh tal que Ju; =v;, 1 <j<n-1.

Definimos la (n,0)-forma o en g por o = (e®+ie! )Ay1 A+ Ayy,-1, donde 75 = w/ +iv? y {0, el uf, v}t
es la base dual de {eq,e1, u;, vi}?:’ll. En esta base, la Observacion 5.2.3 implica que

do = iTr(Jadeo) (e —ie’) A (e® +ie! ) Ay A Aoy

1
=3 Tlr(e]adeo)e01 AYLA A Vo1

Sea G = R x H el grupo de Lie simplemente conexo asociado, donde H es el Unico subgrupo conexo
normal de G tal que Lie(H) = b, y consideremos la coordenada t de R. Por la definicién del producto en
G se deduce que si consideramos la base dual {e’, e?, ul,vz}?:’ll como 1-formas invariantes a izquierda

en G (que es difeomorfo a R?"), entonces tenemos que dt = e°.
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Asi, afirmamos que la (n,0)-forma 7 = e ¢ es cerrada, donde \ = —% Tr(Jadeg). En efecto,
dr = e (é)\ Ao+ da)
: 1 1
= et (5 Tr(Jadeg) - 2 Tr(J ad eo)) eV A Ay
=0.

Por lo tanto 7 es cerrada. De hecho, este es un caso particular de la construccién del Lema 5.3.4, dado
que la base {eg, e1,u;, vi}?:’ll satisface las condiciones del lema.
Podemos resumir esta construccién como sigue:

Proposiciéon 5.4.10. Sea (G,J) un grupo de Lie soluble unimodular simplemente conexo de di-
mension 2n equipado con una estructura compleja. Sea b el nicleo de ¥ : g - R y asumamos que
¥([g,0]) =0, de manera que g = Reg x b y en consecuencia G = R x H, donde H es el inico sub-
grupo conexo normal de G tal que Lie(H) = . Entonces la (n,0)-forma T = exp(—% Tr(Jadeg)t)o es
cerrada, donde t es la coordenada de R y o es una (n,0)-forma invariante a izquierda.

En el préximo ejemplo aplicamos la Proposicién 5.4.10 para mostrar la trivialidad del fibrado
canonico asociado a estructuras complejas de tipo split (vedse [13] para una definicién precisa) en la
solvariedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensién 6.

Ejemplo 5.4.11. En [13, Proposition 3.1] se clasificaron las estructuras complejas de tipo split en la
solvariedad compleja paralelizable de Nakamura de dimensién 6. Hay tres casos no equivalentes:

(i) Jrdw!=-w! dw?=w?, dwd=0,

dw! = Aw' — w3,

(ii) Ja:{dw? = -Aw® +w?, AeC, |Al#1,
dw? =0,

dw! = —w'3 + Bw'3,

(iii) Jp:{dw?=-Bw?®+w?, BeC, |B|<1,
dw? =0

donde {w!,w? w?} es una base de (1,0)-formas.

De acuerdo con [54, Proposition 3.7], el algebra de Lie subyacente admite una (3,0)-forma cerrada
no nula s6lo para las estructuras complejas de tipo (i) y tipo (ii). Por lo tanto, cualquier solvariedad
equipada con una estructura compleja Jp de tipo (iii) no posee fibrado canénico invariantemente
trivial. Sin embargo, veremos que podemos conseguir una solvariedad asociada con fibrado canoénico
no invariantemente trivial también para las estructuras complejas de la familia (iii).

En una base real de 1-formas {61, e ,66} tales que Jpegi—1 = ey;, las ecuaciones (iii) se pueden
escribir como

de! = (7,_ 1)615 + 510 _ 5625 4 (’I"+ 1)6267 de? = seld - (7,+ 1)616-‘1- (7,_ 1)625 +3626,
de? = (1- 7“)635 —se30 — g™ + (r+ 1)646, de = s - (r+ 1)@36 - (r- 1)(345 - se?0,

de® =0, de®=0,

donde B =71 +is.
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Entonces, los corchetes de Lie determinados por {de!,... de®} son

e1,e6] = —sep + (r+ 1)eq,

—(r+1)ey — seq,

sy
no
Q
ot
Il
Vo)
D
[
+
—~
—_
|
<
~
D
no

[e1, 5] [e1, €6]

[e2, €5] [e2,¢e6] =
[es,e5] = (r—1)es—seq, [e3,e6] =ses+ (r+1)eq,
[e4, 5] [e4,e6] =

eq,e6] = —(r+1)es + seq.

Denotemos por (g,Jp) al dlgebra de Lie determinada por estos corchetes de Lie, con estructura
compleja Jge; = es, Jgesg = e4 v Jpes = eg. Por otro lado, recordemos el algebra de Lie s del parrafo
anterior al Ejemplo 5.2.8, determinada por (f16— 25, f15 4 f26 _ 364 45 _ ¢35 _ £46 (). Es directo
verificar que ¢ : (g,J5) = (s, Jp) dada por

0
0

ol 75 r+1
1-r -s

|

—
oo~ o
oo o

es un isomorfismo biholomorfo, donde

Jpfi=~fo Jpfa=f1, Jpfs=fi, Jpfi=-fs,
JBfs = iz (=25 fs+ (r* +5° = 2r + 1) fs),
Jpfe = M%_l(—(rz +52+2r +1) f5 + 25 f5).
Si i (x) = Tr(Jpadx) es la 1-forma canénica en (s, Jp), entonces ¢(f5) =4 y ¢(f;) = 0 para j # 5.

Dado que f5 ¢ [s,s] podemos aplicar la Proposicién 5.4.10 y obtener una (3,0)-forma cerrada nunca
nula en el grupo de Lie S = Rx H definida por

T i) A (P i) A (- (e £ S 1),

donde ¢ es la coordenada de R. Por otro lado, de acuerdo con el Ejemplo 5.2.8, el grupo de Lie S
admite reticulos dados por I'y, = (7Z & t,,Z) x P,,Z* para cualquier m € N, m > 3. La forma 7 es
invariante por el reticulo pues exp(-2i(t + 7k)) = exp(—2it) para todo k € Z, por lo que induce una
(3,0)-forma cerrada nunca nula en las solvariedades complejas (T',,\S, J5), las cuales en consecuencia
tienen fibrado canénico (no invariantemente) trivial.

Finalizamos esta seccién aplicando nuevamente la Proposiciéon 5.4.10 para obtener un ejemplo de
una solvariedad con fibrado canénico trivial asociada a un dlgebra de Lie que no aparece en la lista
de [54, Proposition 2.8]. Este ejemplo aparece como $¢ 44 en [57].

Ejemplo 5.4.12. Sea g = (23,35, —¢%0,¢26 + %6, €36 — ¢46 (). Podemos ver a g como el dlgebra de Lie
casi nilpotente unimodular g = Reg x 4 (h3 ® R?), donde A se escribe en la base {e1,...,e5} como
0O 0 0 0 O
0 0 -1 0 O
A:=adeglp,erz=]0 1 0 0 0
0 -1 0 0 -1
0 0 -1 1 0

Equipamos a g con la estructura compleja Je; = eg, Jea = es, Jeqg = e5. Debido al Teorema 5.2.1,
dado que 9 (eg) = Tr(Jades) =4 # 0, (g,J) no admite una (3,0)-forma cerrada no nula por lo que
g no aparece en [54, Proposition 2.8]. No obstante, como 1 ([g,g]) = 0, usando la Proposicién 5.4.10
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obtenemos la (3,0)-forma cerrada nunca nula 7 en el grupo de Lie simplemente conexo asociado G
dada por 7 = e 2#(e! +ief) A (e +ie?) A (e* +ied), donde t es la coordenada de R. Por otro lado,

1 0 0 0 O
0 -1 0 0 ©
exp(mA)=0 0 -1 0 O
0O - 0 -1 0
0 0 -= 0 -1

Si fijamos f1 = e1, fo = —mes, f3 = e3, fa = —mweyq, f5 = es — e5, entonces es facil de chequear que
B={f1,...,fs} es una base racional de h3 ® R?. Como

[exp(rA)]s = (D@ [ 41%,

de acuerdo con el Teorema 1.2.5, G admite un reticulo I' = 77Z x epo3€B]Rz (spany(f1, f2, f3, f1, f5))-
La forma 7 es invariante por el reticulo I" debido a que exp(-2i(t + wk)) = exp(-2it). Por lo tanto
la solvariedad compleja asociada tiene fibrado canénico (no invariantemente) trivial.

5.5. Aplicaciones a la geometria hipercompleja

En esta Gltima seccién, exploramos la trivialidad del fibrado canénico de variedades complejas que
se obtienen a partir de grupos de Lie hipercomplejos (G, {J1, J2, J3}), o los cocientes correspondientes
por reticulos uniformes. Més concretamente, veremos que si existe una seccién trivializante invariante
a izquierda de K (g j,) para algin « = 1,2, 3, entonces cualquier cociente compacto asociado (T\G, Ja)
tiene fibrado canénico trivial para todo a, también mediante una seccién invariante. Sin embargo, si la
seccién trivializante de (I'\G, J,) no es invariante, entonces K \q, Js) 1o es necesariamente trivial para
B £ a. Usando estos resultados proveemos una respuesta negativa a una pregunta de M. Verbitsky.

Empezamos por recordar algunos hechos acerca de variedades hipercomplejas. Una estructura
hipercompleja en M es una terna de estructuras complejas {J1, J2, J3} en M que satisfacen las leyes
de multiplicaciéon de los cuaterniones:

J1Jo = =JoJ1 = J3.

En particular, JoJ3 = —JgJo = J, para cualquier permutacion ciclica (o, 8,7) de (1,2,3).
Ademaés, M admite una esfera S? de estructuras complejas. En efecto, si a = (a1,a2,a3) € S
entonces
Ja = a1J1 +a2J2+a3J3 (5.5.1)

es una estructura compleja en M. Mas atn, cada T),M, p € M, posee una estructura de H-modulo,
donde H denota los cuaterniones. En consecuencia dimg M = 4n, n € N.

Toda estructura hipercompleja {.J,} en M determina una tnica conexién libre de torsién VO,
llamada la conexién de Obata (ver [121]), que satisface V©.J, = 0 para todo a. En [133] fue probada
la siguiente expresiéon para esta conexién:

VQY = L([X, Y]+ I [J X, Y] - B[X, LY ]+ 5[ X, LY]), XY eX(M).
Dada la estructura hipercompleja usual {.J,} en R*" inducida por los cuaterniones, denotamos por
GL(n,H) := {T € GL(4n,R) : T'J, = J, T para todoa},
al grupo general lineal cuaterniénico, con algebra de Lie correspondiente

gl(n,H) := {T € gl(4n,R) : T J, = J, T para todo«}.
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Dado que V©.J, = 0 para todo a, el grupo de holonomia de la conexién de Obata, Hol(Vo), estéd
contenido en GL(n,H). Una variedad hipercompleja (M4" {J,}) se dice una SL(n,H)-variedad si
Hol(V®) c SL(n, H), donde SL(n, H) = [GL(n,H), GL(n, H)] es el subgrupo conmutador de GL(n, H).
Estas variedades han sido recientemente estudiadas de manera activa (ver [71, 72, 77, 91, 105, 104]).

Consideraremos a continuacion estructuras hipercomplejas invariantes a izquierda en grupos de
Lie, o equivalentemente estructuras hipercomplejas en dlgebras de Lie, como es habitual. La corres-
pondiente conexién de Obata también es invariante a izquierda por lo que estd determinada por su
accién en campos vectoriales invariantes a izquierda, es decir, en el algebra de Lie.

Como otra aplicacién del Teorema 5.2.1 mostramos que si (G4",.J,) admite una (2n,0)-forma
cerrada invariante a izquierda no nula para algin o = 1,2, 3, entonces (G*",.J,) (con J, dada como en
(5.5.1)) tiene una (2n,0)-forma cerrada invariante a izquierda no nula, para todo a € S2.

Teorema 5.5.1. Sea {J1,Jo, J3} una estructura hipercompleja en un dlgebra de Lie g de dimension
4dn. Si Jo admite una (2n,0)-forma cerrada no nula para algin o = 1,2,3, entonces J, admite una
(2n,0)-forma cerrada no nula para todo a € S?, con J, dada como en (5.5.1).

Demostracion. Sea («, 3,7) una permutacion ciclica de (1,2,3) con J, que satisface la condicién del
enunciado. Entonces, debido a que el tensor de Nijenhuis N, es idénticamente cero, para todo z,y € g
obtenemos

Jylz,y] = [Jyx,y] + [z, Jyy] + 4 [y, Jyy].

Dado que J, = J,J3, aplicando —-J, en ambos lados de esta igualdad resulta
Jalz.y] = —JalJyz,y] = Jalz, Jyy] + Js[Jyz, Jyyl,
lo que implica
Tr(Jgad(z)) = - Tr(Joad(Jyz)) - Tr(Joad(z)Jy) + Tr(Jgad(Jyz)Jy).

Usando que Tr(AB) = Tr(BA) y Tr(J,ad(z)) = Tr(ad(Jax)) para todo x € g debido al Teorema 5.2.1
(pues la 1-forma candnica 1), se anula idénticamente) llegamos a

Tr(Jgad(z)) = - Tr(ad(JoJyx)) — Tr(JyJoad(z)) + Tr(JyJgad(Jyz))
=Tr(ad(Jgz)) - Tr(Jgad(z)) - Tr(Joad(Jyx))
= Tr(ad(Jgz)) - Tr(Jgad(z)) + Tr(ad(Jzx)),

y esto implica
Tr(Jgad(z)) = Tr(ad(Jpx)).

El mismo célculo reemplazando o por 8 muestra que la misma condicién vale para .J,. Se sigue entonces
que
Tr(Jgad(z)) = Tr(ad(Jex))

para todo a € S?. Por lo tanto, la correspondiente 1-forma canénica 1), se anula idénticamente en g y
gracias al Teorema 5.2.1 la prueba queda completa. O

Corolario 5.5.2. Sea G un grupo de Lie equipado con una estructura hipercompleja invariante a
izquierda {Jy, J2, J3} y sea T un reticulo uniforme de G. Si existe una seccion trivializante invariante a
izquierda de K(q, 1,y para algin a = 1,2, 3, entonces K(q, 1,y admite una seccion trivializante invariante
a izquierda para todo a € S*. En particular, (T\G, J,) tiene fibrado candnico trivial para todo a € S.
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En [151], Verbitsky prueba que si (M,{J,}) es una SL(n,H)-variedad entonces la variedad com-
pleja (M, J,) tiene fibrado canénico trivial para todo «. Luego plantea la siguiente pregunta:

Pregunta ([151]): Sea (M,{J,}) una variedad hipercompleja compacta. Si se asume que la
variedad compleja (M, J;) tiene fibrado canénico trivial, jse sigue que M es una SL(n,H)-variedad?

En ciertos casos la respuesta a esta pregunta es afirmativa, por ejemplo cuando (M, {J,}) admite
una métrica hiperKahler con torsiéon ([151, Theorem 2.3]) o cuando M es una nilvariedad equipada
con una estructura hipercompleja invariante ([20, Corollary 3.3]). En este tltimo caso, el punto clave
es que toda nilvariedad con una estructura compleja invariante tiene fibrado canénico trivial via
una seccién trivializante invariante. Usando el mismo argumento, en [71] fue probado que si una
solvariedad hipercompleja (T'\G,{J,}) admite una seccién trivializante invariante de K g, 7,) para
algiin « entonces I'\G es una SL(n,H)-variedad.

Nuestro siguiente ejemplo de una solvariedad hipercompleja (I'\G, {Jo}) muestra que si K(\q, 1.)
admite una seccién trivializante no invariante para algin «, esto no necesariamente implica que la
solvariedad es una SL(n,H)-variedad.

Ejemplo 5.5.3. Sea g = span{ej,...,es} el dlgebra de Lie completamente soluble unimodular de
dimension 4 determinada por

[e2,e3] =e1, [ez,ea] =e2, [es,ea]=-es.

Se verifica facilmente que la estructura casi compleja J definida por Jej = ea y Jes = e4 es integrable.
Notar que g, = span{ej,es} y g- := Jg+ = span{es, e4} son subdlgebras de g. Luego, en virtud de [9],
el dlgebra de Lie §:= (gc)r admite una estructura hipercompleja {Jy, J2, J3}. En efecto, con respecto
a la descomposicién § = g @ ig, estas estructuras complejas estan dadas por

(x+12y), x,Y€gs,
Ji(x +iy) = (. y) YEo
—i(x+1y), wyeg.,

Jo(x+iy) =Jr+iJy, =z ye€g,

y J3 = J1J2. Renombrando los elementos de la base {e1,...,eq,i€1,...,ie4} como {e1,...,eg} podemos
escribir explicitamente la terna de estructuras complejas {J1, Jo, J3} como sigue:

Jiei=e5, Jiea=-es, Jieg=er, Jieq = —es,
Joer =e2, Joez=e4, Joes=eq, Joer=eg,

Jse1 = —eg, Jzea =-e5, Jzez=-—eg, Jzeqa=-—e7.
Con respecto a esta base los corchetes de Lie de g son

[62564] = 62, [63a64] = —€s3, [64766 = —€g, [64567] = 67’
[62568] = €6, [63568] = —€r, [66768] = —€9, [67568] = €3,

[627 63] = €1, [62767] = €5, [63)66] = —é€x5, [66767] = —€1.
Si denotamos ¥, (z) := Tr(J,ad ) para a = 1,2, 3, entonces
Y1 =—de®, by =—de’, hy=—de',

donde {e’ };3:1 es la base dual de {e; 5:1. Dado que 9, # 0, tenemos que (§,J,) no admite una
(4,0)-forma cerrada no nula, para todo a.
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M4s aun, notar que 11([§,8]) = 0, pero ¥2([§,8]) # 0 v ¥3([§,8]) # 0. Luego, el Teorema 5.4.2
implica que, para cualquier reticulo A c G, donde G es el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g,
la variedad compleja compacta (A\@, Jo) tiene fibrado candnico no trivial para a = 2,3. Sin embargo,
veremos a continuaciéon que existen reticulos I, c G tales que las correspondientes solvariedades
complejas (I'),\G, J1) sf tienen fibrado canénico trivial.

Veamos primero que G admite un reticulo T, para todo m € N, m > 3. En efecto, podemos escribir
g = (Reg @ Rey) x n, donde el nilradical n :=n(g) estd generado por {ej,es, €3, €5, €4, e7}. Calculamos

A :=exp(madeg|y) = diag(1,-1,-1,1,-1,-1),
By, = exp(tmadeyly) = diag(l,a;nl,am, l,a;},am),

m+vVm?2-4

donde «y, = —, V tm = log ayy,. Si
(1 0 0 o2
P 0 1 o, |
0 1 Qm
am —a b ap, —arl
L m m m m
10 0 7192 1
entonces resulta P! B,, Py, [8 0-1 y P, AP, = A para todo m. Si definimos f; = P,e; para

j # 4,8, entonces es facil verlﬁcar que [fx, fe] = [ex,ee] para k, £ € {1,2,3,5,6,7}. En consecuencia,
{f1, f2, f3, [5, f6, f7} es una base racional de n en la que A y B,, se expresan como matrices enteras
unimodulares. De acuerdo con el Teorema 1.2.5, el producto semidirecto

Ty = (72 ® tnZ) x exp’ (spang { f1, fo, f3, f5, fo, f7})

es un reticulo en G = RZx N , donde N es el nilradical de G.

Consideremos ahora la forma no nula o1 = (el +ie®) A (e2—ie®) A (e3 +ieT) A (et ~ie®) la cual es (4,0)
con respecto a Jy. Se deduce de la Proposicién 5.4.10 y de —% Tr(Jyadeg) =2 que 11 := exp(2izg)o; es
una (4,0)-forma cerrada no nula en G con respecto a Ji, donde x := (xg, &4, 21, T, 3, T5, L6, 7) son las
coordenadas reales de G. De la igualdad exp(2i(xs +7k)) = exp(2izg) se deduce que f(x) = exp(2izs)
es invariante por la accién de I';, por lo que f induce una funcién diferenciable f Fm\G - C tal que
la (4,0)-forma 71 = f&1 es una seccion trivializante de (I'),\G, J1). En particular, (I'),\G, J1) tiene
fibrado canédnico trivial.

Si Hol(V?) estuviese contenido en SL(n,H), entonces el fibrado canénico de (I'),\G, Jo) serfa
trivial para todo «. Sin embargo, acabamos de ver que este no es el caso para o =2 y o = 3. En
conclusién, este ejemplo provee una respuesta negativa a la pregunta de Verbitsky.

Observacion 5.5.4. La pregunta de Verbitsky permanece abierta para el caso de una variedad hiper-
compleja (M, {J,}) tal que (M, J,) tiene fibrado candnico trivial para todo .
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