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Abstract

In this work we consider an optomechanical system composed of trapped ions dispersively
coupled to a single mode of a pumped optical cavity. Firstly, we focus on a single ion,
particularly on a parameter range that exhibits bistability of different configurations in
the semiclassical description. This semiclassical description, however, is not valid in close
proximity to the system transitions or when the mean photon number is low. Here, we
provide a numerical analysis of the fully quantum state in the few-photon regime, exploring
the features of the asymptotic state across the transition and analyzing possible markers of
semiclassical bistability. For larger mean photon numbers, we resort to an approach based
on a truncated evolution in phase space. We compare the results of our techniques with
the ones from numerical diagonalization of the quantum evolution and find that although
the treatment leads to a smoothening and a slight shift of the transitions in the system, it
still provides a clear improvement over localized semiclassical approximations. Secondly,
we provide a characterization of steady-state entanglement in a one-dimensional chain of
three ions, and we describe the relation of maxima of entanglement with the vibrational
modes of the ion chain and the formation of defects in it. The work is relevant to the areas
of dissipative state preparation, the simulation of condensed matter models, and the control
of ion crystals by optical potentials.

Resumen

En este trabajo consideramos un sistema optomecanico compuesto por iones atrapados
acoplados dispersivamente a un tinico modo de una cavidad éptica bombeada. En primer
lugar nos centramos en un unico ion, particularmente en un rango de parametros que exhibe
biestabilidad de diferentes configuraciones en la descripcién semiclésica. Esta descripcién
semiclésica, sin embargo, no es vdlida en las proximidades de las transiciones del sistema
o cuando el numero medio de fotones es bajo. Aqui proporcionamos un analisis numérico
completamente cuantico del estado estacionario en el régimen de pocos fotones, explorando
las caracteristicas del estado asintético a través de la transicién y analizando posibles marca-
dores de biestabilidad semiclasica. Para mayores nimeros medios de fotones, recurrimos
a un enfoque basado en una evolucién truncada en el espacio de fases. Comparamos los
resultados de nuestras técnicas con los de la diagonalizacion numérica de la evolucion
cuantica y encontramos que, aunque el tratamiento conduce a un suavizado y a un ligero
desplazamiento de las transiciones en el sistema, sigue proporcionando una clara mejora
sobre las aproximaciones semiclésicas localizadas. En segundo lugar, proporcionamos una



caracterizacidn del entrelazamiento en el estado estacionario de una cadena unidimensional
de tres iones, y describimos la relacién de los maximos de entrelazamiento con los modos
vibracionales de la cadena de iones y la formacién de defectos en ella. El trabajo propuesto
es relevante para las dreas de preparacion disipativa de estados, la implementacion de
simulaciones de modelos de materia condensada, y el control de cristales de iones por medio
de potenciales épticos.
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Introduccion

En este trabajo nos centramos en el estudio de sistemas de iones atrapados acoplados
a cavidades épticas, en el régimen dispersivo. Este es el régimen en el cual los grados de
libertad electrénicos pueden ser eliminados de la descripcién, y la interaccién dispersiva
(lejos de resonancia) da lugar a potenciales dpticos para el movimiento de los iones.

Los procesos de absorcién y emisiéon de un fotén por parte de un atomo producen un
cambio en el estado del movimiento del centro de masa del mismo. Es posible aprovechar
este efecto y utilizar la interaccién con la luz para enfriar, atrapar y manipular atomos [1].
En particular, cuando el campo esté lejos de la resonancia con la transicién atdmica, la
interaccién dispersiva entre 4&tomos y el campo da lugar a la llamada fuerza dipolar, una
fuerza conservativa proporcional al gradiente de intensidad del campo. Es posible utilizar
esta interaccion de forma tal que los dtomos se vean atraidos hacia los maximos o minimos
de intensidad del campo, dependiendo de la desintonia del laser respecto de la transicion
atémica.

Es asi que esto permite desarrollar las llamadas trampas dipolares, las cuales pueden ser
realizadas con un haz de luz precisamente enfocado [2, 3] o a través de la formacién de
potenciales dpticos [4, 5, 6, 7], esto es, una onda estacionaria que forma una red en la cual
los atomos son atraidos hacia los nodos o antinodos del campo.

Es comun en la actualidad el estudio de sistemas cudnticos hibridos [8], en los cuales
se trata de aprovechar las ventajas propias de cada uno de los diferentes subsistemas que
los componen. Una de estas tantas implementaciones de sistemas hibridos estd dada por
la integracién de trampas de iones a potenciales épticos [6]. Un caso particular de estos
sistemas estd dado por el uso del campo dentro de una cavidad resonante para dar lugar a
este potencial optico [4, 9, 10, 11, 12, 13, 14].

En estos sistemas, el potencial 6ptico localiza los iones en los minimos o maximos de
intensidad del campo electromagnético (dependiendo de la desintonia entre la frecuencia
de la transicién atémica y la frecuencia del laser), mientras que el potencial externo de
la trampa mantiene confinados los iones a una regién finita, lo cual produce que estén
fuertemente acoplados mediante el potencial electrostatico de largo alcance.

Estos sistemas son de gran interés debido a que el uso de potenciales dpticos abre la
posibilidad de realizar experimentos que involucran combinaciones de particulas neutras y
cargadas [15], y proporciona mecanismos para modificar la estructura cristalina [5] o el
espectro vibracional [16], introducir interacciones de rango infinito [17], preparar diferentes
fases cudnticas [18], enfriar el estado de movimiento de los iones [19], o realizar mediciones
no invasivas a través del espectro 6ptico [20].



En estas configuraciones experimentales se demostré que es posible alcanzar el régimen
de acoplamiento fuerte de electrodindmica cuantica de cavidades (CQED por sus siglas en
inglés) [21, 22, 23], lo cual es de utilidad por ejemplo para lograr transferir estados entre
los grados de libertad de los iones y la luz. Por otra parte, estos sistemas fueron propuestos
y estudiados por sus posibles implementaciones para el almacenamiento y procesamiento
cuantico de la informacién [22, 24], para utilizar como fuentes de fotones individuales [25,
26] e indistinguibles [27], ademds de que fueron propuestos para estudiar transiciones de
fase estructurales en cristales de Coulomb [22].

En la actualidad la pregunta de cual es la mejor implementacion para almacenar y procesar
la informacién cuantica sigue siendo una pregunta abierta. Los iones atrapados acoplados a
cavidades épticas fueron propuestos como una plataforma hibrida en la cual implementar
el acoplamiento de qubits estacionarios (usados para procesar la informacién) y qubits de
comunicacion (utilizados para transmitir la misma) [28], o también para la creacion de
compuertas de entrelazamiento para fotones [29, 30, 31].

Otra de las principales motivaciones actuales para el estudio de las trampas de iones
acopladas a cavidades Opticas es la posibilidad de utilizarlas para realizar simulaciones
cuanticas. Por ejemplo para la simulacion de modelos de friccién [32] como el modelo de
Frenkel-Kontorova [16]. El modelo de Frenkel-Kontorova es un modelo de friccién que tiene
en cuenta los grados de libertad internos (a través de la interaccién entre las particulas
dentro de la cadena), lo que hace posible describir a su vez el calentamiento producido
durante la friccion [16]. Diferentes grupos han propuesto y demostrado el uso de esta
plataforma para explorar caracteristicas de este modelo y la dislocacién de cristales [33, 34].
Esta linea de trabajo se basa en un primer experimento que observaba la dindmica anémala
de un ion individual [35]. Y los recientes avances teodricos y experimentales han llevado a la
realizacion de modelos similares que implican cadenas con unos pocos iones [16, 32, 36, 37,
38, 39, 40].

Cuando el confinamiento en una de las direcciones transversales de la trampa es mucho
mayor que en la direccion axial, los iones en la trampa forman arreglos lineales. En presencia
de un potencial 6ptico alineado con la cadena, estas estructuras lineales pueden deformarse
en dos tipos distintos de transiciones inducidas por el potencial éptico [18, 20]. El primer
caso corresponde a una cadena de iones alineada transversalmente al eje de la cavidad,
mientras que el segundo se obtiene cuando la cadena estd a lo largo de la direccién de
propagacion de la luz.

Consideramos el primer caso, la transicién lineal-zigzag, suponiendo que la onda estacio-
naria del campo de la cavidad es perpendicular al eje de la cadena de iones, como se muestra
en la Fig. 1.1-a). Cuando la intensidad del bombeo laser es baja, el estado estacionario
de los iones esta dado principalmente por la interacciéon de Coulomb y el confinamiento
armonico. A medida que la intensidad del bombeo laser aumenta, la fuerza éptica sobre los
iones empuja a los mismos lejos de los maximos de intensidad del campo (suponiendo una
desintonia al azul), de tal forma que por encima de cierto valor del bombeo léser, la cadena
toma una estructura de zigzag, como en la Fig. 1.1-b)

Capitulo 1 Introduccion



Fig. 1.1.: Representacion esquematica de la transicion lineal-zigzag. No se muestra el efecto del
confinamiento armonico en el potencial. a) El potencial dptico es bajo, las posiciones de
equilibrio estdn determinadas en mayor medida por la trampa de iones y forman una
estructura lineal. b) El efecto del potencial éptico es mas importante, la cadena se deforma
en una estructura con forma de zigzag.

Una observacién importante es que esta misma transiciéon puede darse en sistemas de
iones atrapados cuando una de las frecuencias transversales cae por debajo de cierto valor
critico. En tal caso, el confinamiento a lo largo de esa direccién se reduce, y la repulsiéon
electrostatica entre iones los lleva a formar un arreglo con forma de zigzag [41, 42, 43].

Una transicién estructural diferente puede ser observada cuando la direccién de propa-
gacion del campo de la cavidad es paralela al eje de la cadena. En este caso, cuando la
intensidad del bombeo es baja, las posiciones de equilibrio de los iones estan principalmente
dadas por la interaccién de Coulomb y el confinamiento arménico (estado deslizante en
Fig. 1.2). A medida que la intensidad del bombeo laser crece, el potencial éptico cobra
mas relevancia, hasta que nuevamente, por encima de cierto valor critico, los iones son
empujados hacia los minimos del mismo, como se esquematiza en el estado anclado de Fig.
1.2. En este caso, los iones estan “anclados” a los minimos del potencial éptico. Esta es una
variacién de la transicidon de Aubry [44] o “deslizante-anclada” (sliding-pinned).

Q)«QSQ

Fig. 1.2.: Representacién esquematica de la transicién deslizante-anclada. No se muestra el efecto del
confinamiento armonico en el potencial.

Es sabido que los sistemas optomecénicos en el régimen de acoplamientos suficientemente
fuertes conducen a multiestabilidad [45]. Este es el caso del sistema arriba descripto cuando
se utiliza una aproximacion semicldsica para describir la dindmica. Dicho comportamiento
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ha sido ampliamente estudiado en relacién con la transicion estructural lineal-zigzag [20]
en dos dimensiones, y la transicién de cadena deslizante-anclada [38] en una dimension.
Ambos modelos presentan regimenes de parametros en los que dos configuraciones clasicas
diferentes son estables. En estos casos, el tratamiento semicldsico predice un estado asintético
que depende del estado inicial. El tipo de dindmica que consideramos en este trabajo es
un caso particular de un modelo disipativo forzado (driven-dissipative), y existen muchos
estudios en la literatura que muestran sistemas similares en los que una aproximacion
semiclasica conduce a un mapa dinamico con més de un punto fijo [46, 47, 48, 49, 50].

La descripcion semicldsica es comparativamente sencilla y describe adecuadamente el
comportamiento del sistema en muchos casos ttiles, pero hay varias situaciones en las que
este tratamiento no es fiable. Estos escenarios incluyen el régimen de pocos fotones y el
caso en el que la delocalizacién espacial del ion no es lo suficientemente pequefia en compa-
racion con las escalas relevantes del problema. En particular, se espera que la descripcion
semiclésica falle en las proximidades de una transicién, cuando un modo de movimiento
se vuelve inestable. La caracterizacion de este régimen es un problema abierto, y trabajos
anteriores en sistemas opticos no lineales han mostrado que las soluciones semiclésicas y
las completamente cudnticas pueden diferir en el cardcter continuo o discontinuo de la
transicion [46, 51, 52].

En este trabajo estamos interesados en las transiciones estructurales de las cadenas de
iones en potenciales 6pticos, y en particular nos concentramos en una descripcién detallada
del régimen de biestabilidad clasica, en la metaestabilidad, y en la relacion entre la presencia
de entrelazamiento y los modos de vibracion de las estructuras dentro de la cavidad.

Con el objetivo de describir transiciones estructurales en sistemas cada vez mas complejos,
como cadenas de iones uni- o bidimensionales, necesitamos un andlisis detallado de las
distintas aproximaciones posibles para estudiar la dindmica del sistema y sus regimenes
de validez. Partimos entonces de realizar una descripcién del sistema mds simple, un ion
individual acoplado a la cavidad, obteniendo el espectro del generador de la dinamica
y comparando esto con distintas aproximaciones semicldsicas. A partir de realizar una
descripcion rigurosa y detallada de los regimenes de validez de esas aproximaciones en
ese sistema en particular, comenzamos la tarea de considerar sistemas mas complejos. El
primer paso para esto es estudiar una cadena de tres iones unidimensional utilizando la
aproximacién semiclésica.

Estructura de esta tesis

Esta tesis se enfoca en transiciones estructurales en cadenas de iones acopladas a cavidades
opticas. A grandes rasgos, en una primera instancia se estudian las consecuencias de analizar
este sistema sin utilizar la usual aproximacién semiclasica Gaussiana. En segundo lugar, se
realiza una caracterizaciéon del estado estacionario del sistema de una cadena lineal de tres
iones a lo largo de la transicion deslizante-anclada.

Capitulo 1 Introduccion



En el capitulo 2 se describe el sistema bajo estudio, una trampa de iones acoplada a una
cavidad dptica en el régimen dispersivo, mientras que en el capitulo 3 se describen algunas
herramientas tedricas utilizadas en esta tesis.

En el capitulo 4 se hace una breve introduccién comun a los capitulos 5 y 6, donde se
describe el modelo reducido de un tnico grado de libertad de movimiento acoplado al
campo de la cavidad y se proporcionan resultados analiticos para la transiciéon considerada
en el régimen semicldsico.

En el capitulo 5 nos dedicamos a realizar un estudio del estado estacionario del sistema
sin utilizar ninguna aproximacién clésica, en el caso particular de un tinico ion acoplado
al campo de la cavidad. En particular, estudiamos propiedades del estado estacionario del
sistema en el régimen en el que la descripcion semiclasica predice biestabilidad, pero en
el limite de nimero medio de fotones pequeiios, donde no se espera que la aproximacion
semiclasica siga siendo valida. Para diferentes elecciones de parametros dentro de este limite,
proporcionamos una caracterizacién de la transicién y analizamos posibles indicadores de
la biestabilidad semicldsica a través de la entropia del estado, el entrelazamiento entre
el campo y el movimiento, y gap espectral del Liouvilliano, el cual describe la tasa de
decaimiento hacia el estado estacionario.

En el capitulo 6 complementamos el estudio del mismo sistema considerado en el capitulo
anterior, pero bajo una aproximacién que nos permite describir regimenes mas cercanos al
semiclésico. El enfoque de este capitulo se basa en una evolucién en el espacio de fases y el
objetivo es explorar una regién de parametros en la que la solucion completamente cuantica
del capitulo anterior se vuelve dificil, mientras que el enfoque semiclasico mas simple no
consigue captar los fenémenos esenciales. Comparamos los resultados de esta técnica con los
de la diagonalizacion numérica del generador y encontramos que, aunque este tratamiento
conduce a un suavizado y a un ligero desplazamiento de las transiciones en el sistema, sigue
proporcionando una clara mejora sobre las aproximaciones semicldsicas localizadas.

En el capitulo 7 se realiza una caracterizacién del mismo sistema pero considerando una
configuraciéon de una cadena unidimensional de tres iones, donde el vector de onda de la
cavidad se encuentra paralelo al eje de la cadena de iones, dando lugar a una dinamica
similar a la de un modelo de Frenkel-Kontorova, como en la Fig. 1.2. Se realiza un estudio
de la relacion entre el entrelazamiento en el estado estacionario del sistema, su relacién con
los modos de vibracion de la cadena y la formacién de defectos en la misma.

Los resultados mostrados en los capitulos 4 y 5 se encuentran publicados en [53], mientras
que los resultados del capitulo 6 se corresponden con la publicacién [54]. Los resultados del
capitulo 7 ain no se encuentran publicados.






lones en cavidades opticas:
descripcion del modelo

2.1. Trampas de iones

Desde el primer experimento en el que un ion individual [55] fue atrapado hasta la
actualidad, los experimentos con trampas de iones dieron lugar a contribuciones de gran
relevancia en diversas areas, y los mismos estan entre las propuestas mas prominentes para
utilizar como plataformas para la realizacion de procesamiento cuantico de la informacién
[56, 57]. Sin embargo, originalmente las trampas de iones fueron usadas con propdsitos
muy diversos, como por ejemplo espectrometria de masas, verificaciones de la linealidad de
la teoria de la mecénica cudntica, mediciones de la razén de la masa inercial de protones y
antiprotones [58]. Estos sistemas estdn caracterizados por su versatilidad, permiten atrapar
particulas individuales a muy bajas temperaturas, o la formacién de grandes estructuras
de cientos de particulas, lo que da lugar a por ejemplo estudios de la dinamica de sistemas
fuera del equilibrio termodinamico [42, 59].

Uno de los aspectos mads interesantes de las trampas de iones tiene su origen en que
las mismas permiten que los iones sean enfriados hasta estados vibracionales muy bajos
mediante una variedad de técnicas [60], a través de la interaccién entre la luz y los grados
de libertad electrénicos de los iones, formando estructuras ordenadas usualmente llama-
das cristales de Coulomb. Hoy en dia estas configuraciones experimentales proporcionan
estandares de frecuencia [61, 62], y son propuestas para realizar pruebas de fundamentos
de fisica, por ejemplo para buscar variaciones temporales de constantes fundamentales [63,
641], verificacion de la invarianza de Lorentz [65], o fuerzas mas alld del modelo estandar
[66, 67, 68]. Estos sistemas fueron también propuestos para la mediciéon de la magnitud de
un campo eléctrico [69], o mediciones de la polarizacidon de un haz de luz [70].

Actualmente, se suman a las diversas motivaciones para estudiar sistemas de trampas
de iones, la posibilidad de utilizarlas para el procesamiento cuantico de la informacion
[57, 71, 72, 73, 74]. Por otra parte, la inmensa dificultad de describir la dinamica de
sistemas cudnticos complejos (incluso mesoscopicos), llevo a la propuesta de las simulaciones
cuanticas [75], donde el comportamiento de un sistema cuantico de interés es mapeado a
un sistema cuantico distinto y con mayor grado de controlabilidad. La principal motivacién
para la realizacién de simulaciones cuanticas se encuentra en la posibilidad de volver
tratable el andlisis de sistemas que son computacionalmente complejos actualmente. Debido
al gran nivel de control que se tiene en sistemas de iones atrapados, los mismos fueron
propuestos para simular modelos muy diversos [76], como por ejemplo Hamiltonianos de



espines cudnticos [77, 78, 791, incluso de sistemas frustrados [80], y tanto en modelos
unidimensionales como bidimensionales [81], o para la simulacion de lattice-gauge theories
[82, 83]. Ademds se propuso el estudio de modelos de friccién [39] y modelos de friccién en
presencia de defectos topoldgicos [84, 85]. En los mismos es posible estudiar tanto sistemas
de variables continuas [86, 87] como también modelos hibridos que contemplan grados de
libertad continuos y discretos [88, 89].

2.1.1. Confinamiento

Para lograr el confinamiento de particulas cargadas es necesaria una configuracién ex-
perimental que genere, al menos en una regidon pequeiia del espacio, un potencial que
presente posiciones de equilibrio estables (el hecho de que estas sean maximos o minimos
del potencial eléctrico solo importa una vez que el signo de la carga es elegido). Dado que
un potencial electrostatico en tres dimensiones no puede tener puntos extremos (teorema de
Earnshaw [90]), no es posible lograr confinamiento utilizando tales configuraciones. Esto se
ejemplifica aqui con un potencial ® en aproximacién armonica:

O(z,y,2) = Ulaa® + By* +72°) .0
Si este potencial debe satisfacer la ecuacién de Laplace A® = 0, entonces esto implica que

a+B+7y=0 (2.2)

de donde es claro que este potencial, en torno al origen, debe tener la forma de un punto de
ensilladura, por lo que no es posible confinar cargas con este método.

Hay muchas formas de evitar este aparente obstaculo, y de ahi provienen los dos tipos
de trampas mds comunes [60]: las llamadas trampas de Penning, en las cuales los 4tomos
son confinados mediante una combinacién de campos eléctricos y magnéticos estaticos, y
las trampas de Paul, en las cuales el confinamiento estd dado en su lugar por una combina-
cién de campos estaticos y campos de radiofrecuencia. Asi, considerando un potencial en
aproximacion cuadrupolar con una componente de radiofrecuencia como

® = U(az® + By? +~2%) + U cos(Qmrt) (/22 + B'y? +~'2?) (2.3)

la ecuacién de Laplace lleva a las condiciones

at+f+v=0
i 2.4)
o +8 +4" =0
y, por ejemplo, la eleccién
a+p=—
’ ! (2.5)

0/: 7/6/7 ’Yl:O
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es una de las posibles elecciones que lleva a las condiciones de las trampas de Paul, donde hay
un confinamiento dindmico a lo largo de las direcciones transversales, y un confinamiento
estatico a lo largo de la direccion axial. Esto de nuevo corresponde a un punto de ensilladura
en el potencial, donde a cada tiempo ¢ solo hay confinamiento a lo largo de una direccién
transversal. Sin embargo, la frecuencia de oscilacion del potencial genera una configuracién
de equilibrio estable para ciertos valores de Qrg, como se ilustra en la Fig. 2.1.

e

t=r t=74Qgrr/7

Fig. 2.1.: Representacion esquematica de la dindmica de un ion interactuando con la componente
dependiente del tiempo del potencial electromagnético en las direcciones = e y en la ec.
(2.3). A un dado tiempo, s6lo hay confinamiento estable en una tinica direccion. La oscilacién
de este potencial en un rango especifico de frecuencias proporciona el confinamiento a lo
largo del tiempo.

Esto lleva asi a un movimiento oscilatorio en las direcciones radiales (z, y), que puede ser
considerado en aproximacién armdnica a una frecuencia v < Qgg, el llamado movimiento
secular, superpuesto a un movimiento oscilatorio con una frecuencia Qgr y de amplitud
mucho menor al movimiento secular, llamado micromocién [60]. En esta configuracién, no
hay micromocidn a lo largo de la direccion axial, dado que el confinamiento a lo largo de
esa direccién esta dado por un potencial electrostatico.

Esta combinacién de campos da lugar a trampas que se pueden considerar en aproximacion
armonica, proporcionando usualmente un confinamiento asimétrico. En el limite en el cual
el confinamiento en las direcciones transversales es mucho mas grande que el confinamiento
en la direccion axial, el arreglo de iones es aproximadamente unidimensional, es decir que
forman cadenas, donde las distancias tipicas entre iones son del orden de los m [91]. Por
ultimo, es comun despreciar la micromocién (presente en las direcciones radiales), de forma
que la dindmica del sistema luego de esta aproximacion esta dada por el pseudopotencial
[60]:

1
V(z,y,2) = 3m (via® + ijQ +v22%) (2.6)

2.1.2. Acoplamiento de los estados electronicos

Se pueden generar acoplamientos entre los grados de libertad internos (estados electréni-
cos) de los iones en la trampa y el grado de libertad del movimiento de los mismos a través
del acoplamiento con un laser. Para simplificar la discusién en esta seccidn se va a considerar

2.1 Trampas de iones
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sdlo el movimiento de un ion a lo largo de una dimensién. A lo largo de esta seccion se
sigue principalmente el andlisis mucho mas detallado dado en [60]. En tanto la frecuencia
del l4ser esta sélo cerca de resonancia entre dos niveles internos, y si la frecuencia de Rabi
que describe la intensidad del acoplamiento a otras transiciones es mucho menor que la
desintonia respecto de esas transiciones [60], se puede considerar a estos &tomos como
sistemas de dos niveles |g) y |e), para el estado fundamental y excitado, respectivamente. El
correspondiente Hamiltoniano de la evolucion libre de este subespacio estd dado por

Ha = =32 (|e) (el = lg){al) @.7)

Mientras que la evolucién libre de los grados de libertad de movimiento estd dada por la
ec. (2.6)

2 2
muv
Hp= 2 4 22

=5 5 (2.8)

La interaccion con los grados de libertad electrénicos y del movimiento se puede describir
como [91]

Q ) )
Hiye = hi (O'_ + 0+) <€z(ka:7wlt) + efz(kwfwlt)) (29)

donde estamos considerando al campo del ldser como una onda plana clésica F(z,t) =
Ey(eitke—wit) 4 e=ilke—wit)y  Ademds w; corresponde a la frecuencia del laser, k es la pro-

yeccién sobre la direccién z del vector de onda, y o = o = |e)(g|. Por dltimo, 2 es la
frecuencia de Rabi, que para el caso de transiciones dipolares, donde Hgj, = —dE(x,t), esta
dada por
2
Q= ﬁ<g|dE0\e> (2.10)

donde d es el momento dipolar del 4&tomo. En el caso de considerar transiciones cuadrupola-
res o Raman, esta frecuencia toma una expresion distinta [60].

En la representacion interaccion, el Hamiltoniano de interaccion en ec. (2.9) luego de
considerar despreciables los términos que oscilan rapidamente (aproximacién de onda
rotante o0 RWA por sus siglas en inglés) como exp (i (w; + wp) t) puede escribirse como

~ ) A :
Hine = h5 U, (a+el<’m*5t> + a_e*“k“ﬂ*‘”)) Unm (2.11)
donde el tilde indica que el operador esta escrito en la representacién interaccién, y U, =

e—iHmt/h

Régimen de Lamb-Dicke

Introduciendo el pardmetro de Lamb-Dicke [91] n = kxzo, donde zq = +/h/2mv es
la dispersiéon de la funciéon de onda del estado fundamental del oscilador arménico con
frecuencia v (dada por ec. (2.6)), los términos que aparecen en las exponenciales de Ec.
(2.9) se pueden reescribir en términos de kxz = kxo(b+b') = n(b+b"), donde se introdujeron
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operadores de creacién y aniquilacion correspondientes al oscilador armoénico de frecuencia
v

1

A temperaturas bajas es valido considerar que el sistema estd en el llamado régimen de
Lamb-Dicke [92], +/((b + bT)2) < 1. Esto corresponde a la situacién en la cual la dispersién
espacial del ion en la trampa armoénica es mucho menor que la longitud de onda del laser
que excita la transicion dipolar. En este caso, se puede aproximar la Ec. (2.11) expandiendo
a primer orden en 7:

Hip ~ h%ﬂ (1+1n (be™ ™" +ble™!)) e " + h.c. (2.13)

en la representacion interaccion y luego de la RWA, donde § = w; — wy, ¥ o es la intensidad
de interaccion §) reescaleada para tener en cuenta el efecto de micromocion [60]. En esta
aproximacion, hay tres términos resonantes:

= El “carrier ”, que corresponde a § = 0. El Hamiltoniano en este caso estd dado por

~ h
Hint = 590 (0’+ + 0'7) (214)

Esta interaccion s6lo genera transiciones |n)|g) <> |n)|e), donde denotamos por |n) a
los autoestados del operador b'b dados por ec. (2.12). Es decir que no genera cambios
en el estado del movimiento del ion. La frecuencia de Rabi para este proceso es £

= La primera banda roja, correspondiente a § = —v, da lugar al Hamiltoniano de
Jaynes-Cummings

~ h
Hine = 5907] (b0+ + bTU—) (2.15)

Esta interaccion genera transiciones entre los niveles |n)|g) +> |[n — 1)]e). La frecuencia
de Rabi en este caso estd dada por Qy+/n).

= La primera banda azul, correspondiente a § = v, da lugar a un Hamiltoniano tipo
anti-Jaynes-Cummings

~ h
Hine = 5Q0n (b'oy +bo_) (2.16)

Esta interaccion genera transiciones entre los niveles |n)|g) +> |n + 1)|e). La frecuencia
de Rabi en este caso estd dada por Qpv/n + 17.

Las transiciones que involucran otros cambios de estado de movimiento corresponden a

ordenes mds altos en la expansién en el pardmetro de Lamb-Dicke y son muy poco probables
dentro del régimen de Lamb-Dicke.

2.1 Trampas de iones
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2.2. Atomos en cavidades dpticas

2.2.1. Cavidades opticas

En esta seccidon comentamos la dindmica de una cavidad éptica bombeada por un laser.
En general las cavidades tienen una serie de frecuencias de resonancia, pero a lo largo de
este trabajo suponemos que hay un tinico modo de la misma que es predominantemente
excitado por la interaccién con el laser, mientras el resto de los modos permanecen en un
estado de vacio.

El sistema tratado en este trabajo debe considerarse esencialmente como un sistema
abierto: las cavidades no son perfectas y presentan pérdidas a través de las mismas superficies
que reflejan el campo. Hay distintos formalismos para estudiar esta situacion, por ejemplo
a través de ecuaciones maestras [93] en el caso de que sélo sea de interés la dindmica
del sistema, o con el formalismo de input-output [94] en el caso de que ademds sea de
interés el estudio de las propiedades de la radiacién emitida por la cavidad. En esta seccién
utilizaremos el primer método.

Dado que las longitudes de onda resonantes en la cavidad se encuentran en el rango
optico, la ocupacién térmica de los modos externos es considerada despreciable, y por lo
tanto vamos a asumir que este acoplamiento con los modos del campo externo sélo puede
causar pérdida de fotones. La evolucidn del sistema abierto se describe entonces en la
aproximacion Markoviana mediante una ecuacion de Lindblad:

)

+ [H,p] +Dp (2.17)

p=~Lp=—
donde el primer término corresponde a la evolucién unitaria.

El segundo término corresponde a la evolucién no unitaria, y para el caso de una dinamica
completamente positiva y que preserva la traza, en la aproximacién Markoviana, tiene la
forma general [93]

1
Dp=3) (LkaL - Q{LLLM}) : (2.18)
k
donde L son los operadores de Lindblad que representan el correspondiente canal disipativo
a una tasa 7, y los corchetes denotan un anticonmutador.

Como fue comentado anteriormente, para el caso particular de una cavidad dptica la
reflectividad imperfecta de las superficies que la forman lleva a la pérdida de fotones en la
misma. El decaimiento del nimero de fotones a una tasa 2« puede ser descripto entonces
utilizando L, = L = a [93].

1
D.p =2k (apaT — 2{aTa,p}> (2.19)
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donde los operadores a' y a son los operadores creacién y aniquilacién del campo de la
cavidad, respectivamente.

Se puede considerar asi la dindmica disipativa de una cavidad bombeada por un laser,
dada por la Ec. (2.17), con una dindmica unitaria dada por:

H/h= —Acata + 2'17(@T —a) 2.20)

donde A, = w; — w, es la desintonia entre la frecuencia del laser de bombeo y el modo de la
cavidad. En este Hamiltoniano esta implicito que estamos considerando al estado del campo
del laser como un estado coherente, donde 7 es proporcional a la amplitud del campo del
laser. Dado que la fase del campo del laser es arbitraria, la fijamos a cero por simplicidad,
por lo tanto n € R. El disipador estd dado por la ec. (2.19).

A modo de ejemplo, este sistema presenta la siguiente evolucidén de algunos valores
medios:

efiwlt

i (k4 iA,)

—iA,
<dww=@aM—mm{m :

(a)(1) = Bre~ (a0’

) (2.21)

—kt 2
(,{—mc))e T e A

donde f31, B2 son constantes de integracidn. Los valores de expectacion del estado asintético
estan dados en la ec. (2.22).

—iwt
(@) = —ing—a
(”“f’ ) (2.22)
(aTa) = 7727(/@2 e

En el caso de que x — oo (las pérdidas de la cavidad son muy grandes), o de que
A — oo (el laser estd lejos de la resonancia con el modo de la cavidad), se observa que el
numero medio de excitaciones (a'a) tiende a 0. Dado que tanto el Hamiltoniano como el
disipador son cuadraticos en los operadores de creacion y aniquilacion, el estado asintético
es Gaussiano, es decir que esta completamente determinado por sus primeros y segundos
momentos [95].

Es importante destacar que el estado asintético del sistema descripto no guarda ninguna
relacién con el estado fundamental de la dindmica unitaria, y que la evolucién disipativa
juega un rol fundamental en la determinacién del mismo, y esto es valido para los sistemas
disipativos en general. Esto es facil de notar considerando el estado fundamental de ec.
(2.20). El mismo es claramente independiente de «, mientras que la solucion de la dinamica
completa, ec. (2.22), no lo es.

2.2 Atomos en cavidades dpticas
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2.2.2. Acoplamiento entre atomos y cavidades

Consideramos ahora un atomo acoplado al campo en una cavidad. Esta tiene una evolucién
libre dada por

Hegy = hweata (2.23)

En primer lugar, se asume que la frecuencia w. de la cavidad esta cerca de resonancia
con la frecuencia de la transicién dipolar (frecuencia wy) entre dos niveles atémicos. De
esta manera, el par de niveles involucrados en esta transicion seran los mas relevantes
en la dinamica y podemos despreciar la presencia del resto de los niveles de la estructura
electrénica del &tomo. Denotamos a estos dos niveles como |e) ¥ |g), el nivel excitado y el
fundamental, respectivamente.

Asi, la dindmica de los grados de libertad electrénicos esta descripta por
He = hule)(el, (2.24)
sumado a la interaccién
Hine = hyg (aa+ + CLTO'_) (2.25)

dada por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, que describe la absorciéon de un fotén acom-
paflada por la excitacién del atomo, dada por el operador o = |e){(g|, y la correspondiente
emision de un fotén acompafiada por la desexcitacion del atomo, dada por o = oi. Esta
interaccién es valida en la aproximacién dipolar y luego de realizar una aproximacion de
onda rotante [96]. La intensidad de esta interaccidén estd dada, en el caso de una onda
estacionaria en la direccién z con polarizacién en la direccién e, por [96]

9(2) = —deg h(:ﬁ cos(kz) (2.26)

donde d., = (e|(3 - @)|g) son los elementos de matriz de la interaccién dipolar d en los
estados |g) y |e) involucrados; w. es la frecuencia del modo de la cavidad, ¢, la permitividad
del vacio, V' el volumen del modo de la cavidad [30] y k¥ = w./c el nimero de onda.

La dinamica unitaria de este sistema exhibe las llamadas oscilaciones de Rabi, donde las
excitaciones son periddicamente transferidas entre los grados de libertad electrénicos y el
campo, en forma coherente. Estas oscilaciones ocurren entre los niveles |e)|n) < |g)|n + 1)
a una frecuencia g/n [97].

Por dltimo, la dindmica de este sistema sigue estando dada en general por la ec. (2.17),
con el disipador (2.19), que describe las pérdidas de fotones de la cavidad a una tasa 2«. Se
debe tener en cuenta también el decaimiento espontdneo del estado excitado |e) a una tasa
~, con la consecuente emisién de un fotén en una direccién « hacia los modos del campo
electromagnético externo. Esto estaria descripto por [98]:

Datom = —7 <a+ap +poyo_ — 2/d2uN(u)ae_ik’"peikro+> (2.27)
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donde N (u) es la distribucidn de direcciones en las cuales el fotén es emitido. La integral de
la ec. (2.27) se puede aproximar por [98]:

Datom = =7y (040_p+ poyo_ —20_poy) (2.28)

El régimen de acoplamiento fuerte de electrodinamica cuantica de cavidades (cavity QED
por sus siglas en inglés) es el régimen en el cual la frecuencia de Rabi g es mucho mayor a la
tasa de decaimiento espontdnea + y a la tasa de pérdidas de la cavidad . En este régimen la
presencia de un unico fotén puede modificar la dindmica del sistema [97]. Fue demostrado
que es posible alcanzar el régimen de acoplamiento fuerte con sistemas de trampas de iones
acopladas a cavidades dpticas [21, 22, 23, 99], lo cual es de utilidad por ejemplo para lograr
transferir estados entre los grados de libertad de los iones y la luz. En contraste, el régimen
de acoplamiento débil se corresponde a g < (k, 7).

Por otra parte, ciertas aplicaciones como distribucién cuantica de claves [100, 101],
codificaciéon densa [102], entanglement swapping [103], teleportaciéon [104], necesitan
fuentes de fotones individuales [105]. Hay diversos métodos propuestos para realizar estas
fuentes [106, 107, 108, 109], una de las cuales consiste en generar fotones utilizando cavity
QED, para lo cual es necesario estar en el régimen « > g >> 7. De tal forma, los fotones de
la cavidad son emitidos rapidamente a los modos del campo externo, y los fotones emitidos
por el 4&tomo no van a parar a un modo distinto del modo de la cavidad [97]. Se demostrd
que es posible realizar tal tipo de fuentes utilizando trampas de iones acopladas a cavidades
opticas [25, 26], y que las mismas permiten elegir la forma y la sincronizacién de los pulsos.
Con los mismos sistemas también se demostrd la generacion de fotones indistinguibles [12,
271, lo cual abre la posibilidad de generar entrelazamiento entre iones a grandes distancias
[110].

2.2.3. Acoplamiento dispersivo entre atomos y cavidades.

El régimen dispersivo es el régimen en el cual la poblacién del estado electrénico exci-
tado puede considerarse despreciable, y es de interés porque da lugar a un acoplamiento
optomecanico efectivo entre la posicién del &tomo y el campo de la cavidad [1]. La prin-
cipal caracteristica necesaria para alcanzar este régimen es que la transicién dipolar debe
estar lejos de la resonancia, de forma que la interaccién entre el 4tomo y el campo esté
principalmente dada por la fuerza dipolar [2]. Esta es una fuerza conservativa proporcional
al gradiente de la intensidad del campo, y es a través de este acoplamiento que se logra
la formacidén de potenciales épticos dipolares. El uso de potenciales épticos para dtomos
neutros permite realizar simulaciones de fases topoldgicas [111], magnetismo [112], modelo
de Bose-Hubbard [113], teorias de gauge discretas [114].

En esta seccién describimos esta interaccion efectiva y las condiciones necesarias para
considerar que esta da el acoplamiento predominante en el sistema.

En el caso de que || > gV N, donde N es el valor medio de fotones en la cavidad, la
frecuencia del campo esta fuera de resonancia con la transicién atémica, y de esta forma

2.2 Atomos en cavidades dpticas
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no se estimulan las transiciones entre los estados |g) y |e). Sin embargo siguen ocurriendo
interacciones dispersivas entre el campo y el a&tomo. Hay otras condiciones necesarias para
la validez de la eliminaci6n adiabatica: |0| > &, T. Esto es, la desintonia entre la transicién
electrénica y la frecuencia de la cavidad debe ser mayor al ancho de linea de la cavidad
y de la transicion, para que la interaccién entre el campo de la cavidad y el &tomo no sea
resonante, de tal forma de evitar poblar el nivel excitado |e). Asi, se puede considerar que
en este régimen los dtomos se encuentran en el estado fundamental.

El primer paso es buscar cudles son los términos mds importantes de la evolucién a
tiempos largos, con el objetivo de derivar un Hamiltoniano efectivo para esta evolucién. En
la representacion interaccion, se pueden escribir los dos primeros términos de la expansién
de Dyson [115] del operador de evolucién

. t N2 gt t’ " "
Ult,tg) =1 — %/ dt' Hie(t') + <hz) / dt’/ A" Hing (t') Hine (") + . ..
to to

to

(2.29)
=Up+ Ui +Us+ ...

donde nuevamente el tilde indica los operadores en la representacion interaccidn.

El primer término de esta expansion, Uj, no tiene términos que crezcan con el tiempo. Sin
embargo, si los hay en el segundo término:
Us o Z19% (oat _ gt
5 X 5 (aa 0L0_ —a aU_J+) t (2.30)
donde § = w. — wy, y de donde se puede reconocer un Hamiltoniano efectivo independiente
del tiempo en la representacién interaccién, Ge, a través de la comparacién

.t
Uy = Uty = —+ / dt' Glog 2.31)

to

que va a ser el término mas relevante de la dindmica a tiempos largos, y el cual esta dado en
la representacién de Schrodinger por:

Gur =1 (0= L) eyl 41 (e~ L el - laba ) ol 232

Esta dindmica efectiva resulta entonces equivalente a una modificacién de la frecuencia
de resonancia de la cavidad dependiente del estado del atomo, y a un corrimiento de la
resonancia de la transicion dipolar dependiente del numero de fotones en la cavidad.

De tal forma puede considerarse la dindmica s6lo en el subespacio del estado fundamental,
dando lugar asi a un potencial efectivo para el mismo:

2
Hu—=h (wc + 95> ata (2.33)

Supongamos ahora que la cavidad se encuentra bombeada por un ldser mucho maés cerca
de resonancia con la cavidad que con el 4tomo. Pasando a un marco rotante con la frecuencia
del laser, dado por:
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U=e ', H,=Thwala, (2.34)
se tiene que
" 2 2
Her = —h <AC _ 9 f{”) ata~ —h <AC _ 9 A(x)) ata = —hAeg(z)a’a (2.35)
0

donde se desprecié A, = w; — w,. en comparacion a Ay = w; — wg. Ademads se incluyé una
dependencia del acoplamiento ¢ en la posicién del atomo, dado que en general, como se
comentd en la seccién 2.1.2, el mismo depende de la amplitud del campo, y por lo tanto
en general sera una funcién de la posicién del 4tomo. Este tipo de interaccion no lineal es
tipica en sistemas de atomos acoplados a cavidades en el régimen dispersivo [1].

El efecto de la interaccién optomecanica en el Hamiltoniano de Ec. (2.35) puede ser
entendido considerando en primer lugar su efecto sobre el &tomo y sobre la cavidad por
separado: si el nimero de fotones NV se asume fijado externamente, entonces el acoplamiento
con el dtomo provee un potencial 6ptico de la forma AN g?(x)/A. Para A > 0, es decir, un
laser con corrimiento al azul, el acoplamiento empuja el &tomo al minimo de intensidad
de este potencial éptico; si Ag es elegido negativo, el acoplamiento empuja el dtomo a las
posiciones donde la intensidad del campo es méxima. Por otro lado, si la posicién del &tomo
x se toma como fija, el mismo provee un shift de la frecuencia de la cavidad dependiente de
la posicidn.

a)

U[)If(;[;) -

Wi Wi wr
We We We We We

!

Fig. 2.2.: Diagrama de las resonancias de la cavidad dependiendes de la posiciéon del atomo luego de
la eliminacién adiabatica del estado |e), para a) una posicién arbitraria, b) en los méximos
de intensidad del campo, y c) en los nodos del campo (minimos de la intensidad del campo).

Mads precisamente, como se muestra en la Fig. 2.2-a) (en el marco original, sin incluir la
dependencia del laser), la frecuencia de resonancia de la cavidad se ve modificada en una
cantidad dependiente de la posicion del atomo

2 2
9 A(Ox) _ %00 cos(kz) = Up f () (2.36)

donde se definié Uy = g2 /Ao con gy dado por ec. (2.26), es decir g(z) = go cos(kz).

Consideremos por ejemplo A, < 0. Si el &tomo se encuentra en un maximo de intensidad,
como en la Fig. 2.2-b), la frecuencia de la cavidad se modifica en Uy. Por otra parte, cuando
el 4&tomo se encuentra en un nodo del campo, como en la Fig. 2.2-c) la frecuencia de la
cavidad no se ve modificada. En este caso, esto lleva a la cavidad a estar mas cerca de
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resonancia con el laser, y al consecuente aumento del nimero de fotones en la cavidad.
Este crecimiento en el nimero medio de fotones de la cavidad lleva a un aumento de la
intensidad de interaccion entre estos dos grados de libertad, dado que esta interaccién
depende del operador del nimero de fotones.

En el escenario completo, dado que la desintonia efectiva de la cavidad es relevante para
determinar el nimero de fotones en la misma, y a su vez, el nimero de fotones de la cavidad
determina la profundidad del potencial 6ptico, ambos grados de libertad interactian de tal
forma que se da lugar a un “back-action” del atomo sobre la fuerza 6ptica que el mismo
siente. Un parametro especialmente relevante de este modelo es la cooperatividad dispersiva
[116]

C= Y (2.37)

KR
La cooperatividad cuantifica el efecto del 4tomo sobre el campo de la cavidad, y por tanto
el back-action de la ubicacién del d4tomo sobre el potencial éptico que siente. En sistemas
que contienen varios dtomos, es conveniente pensar en la cooperatividad dispersiva efectiva
Cef, la cual escala con el numero de particulas que se acoplan al campo, y los efectos de la

misma se ven reflejados en la correspondiente desintonia efectiva Ag.

El régimen de cooperatividades dispersivas pequefias conduce a los potenciales 6pticos
habituales en trampas dipolares [2]. Por el contrario, valores grandes de C corresponden
a potenciales altamente deformables que pueden mostrar multiestabilidad y, cuando se
consideran varios dtomos, interacciones significativas entre dtomos mediadas por la cavidad
(ver por ejemplo [38, 117, 118]). Estas interacciones se deben a que el potencial éptico
acopla los iones entre si: el cambio en la posicion de un atomo modifica el estado del campo
de la cavidad, y esto a su vez impacta en la dindmica del resto de los dtomos.

2.3. lones atrapados acoplados dispersivamente
a una cavidad o6ptica

En las secciones anteriores describimos brevemente la dindmica de trampas de iones, y
de un dtomo neutro en un potencial éptico. En esta seccidn, extendemos esta descripcion
a un mayor numero de atomos, y consideramos que la trampa de iones se encuentra
integrada a una cavidad Optica, como se representa esquematicamente en la Fig. 2.3. Més
especificamente, describimos la evolucién de un arreglo lineal de iones atrapados acoplados
a un unico modo de una cavidad éptica bombeada por un laser, en el régimen dispersivo, y
esta basada en el tratamiento de [116], adaptado a una cadena unidimensional.

Actualmente, los sistemas de trampas de iones integrados a cavidades Opticas se utilizan
y desarrollan en muchos grupos de investigacién. Para hacer una lista no exhaustiva con
algunos ejemplos podemos nombrar a los grupos de la Universidad de Innsbruck y Sussex, en
donde se enfocan en el uso de estos sistemas como fuentes de fotones individuales [12, 119],
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Fig. 2.3.: Diagrama de un ion atrapado en una trampa armonica de frecuencia w, acoplado a una
cavidad dptica con una tasa de pérdidas x, bombeada coherentemente por un laser con
intensidad 7.

y en el desarrollo de interfaces entre atomos y cavidades para el desarrollo de redes donde
la informacién cuantica pueda ser distribuida a lo largo de grandes distancias [31, 120]. Se
destaca también el grupo de MIT, donde se enfocan en enfriamiento inducido por la cavidad
[121], generacion de estados entrelazados a través del acoplamiento con un tinico modo de
la cavidad [17], y simulaciéon de modelos de friccion [9, 32, 39, 40]. Y también el grupo
de la Universidad de Aarhus, donde se concentran en el estudio de transparencia inducida
electromagnéticamente y sus aplicaciones como memoria [122, 123, 124] y transiciones de
fase estructurales en cristales de Coulomb [125].

El uso de potenciales 6pticos fuertes se ha mostrado como un mecanismo para confinar
los iones anclandolos en los pozos de los mismos [4, 5]. En algunos casos es incluso
posible confinar los iones mediante su interaccién con la luz sin la presencia de una trampa
de radiofrecuencia, esto fue logrado tanto en iones individuales [4] como en pequefios
cristales de Coulomb [7]. Mas precisamente, en estos casos, los iones se atrapan inicialmente
utilizando una trampa de radiofrecuencia, la cual se apaga una vez que los iones se acoplan
al potencial dptico. Estas trampas épticas de iones se han propuesto como estrategia para
reducir los efectos de calentamiento no deseados en experimentos con particulas tanto
neutras como cargadas [15, 126]. La aplicacién de fuerzas dpticas puede ser ttil para
adaptar la estructura y el espectro de movimiento de un cristal de iones, para estudiar el
transporte inducido por el ruido [9, 87, 125, 127], y para estudiar transiciones de fase
estructurales [14].

Consideramos un tinico modo de una cavidad dptica con frecuencia w.. En el marco de
referencia que rota a la frecuencia del laser, la evolucion unitaria de este sistema estd dada
por

H = Heay + Hion + Hyc + Hel (2.38)

Empezamos describiendo la dindamica de la cavidad:
Hew = —hAata + ihn (aT — a) (2.39)
es el Hamiltoniano del campo dentro de la cavidad. Los operadores a' y a son los operadores

creacion y aniquilacion del campo de la cavidad, respectivamente, y A, = w; — w,. es la
desintonia entre la frecuencia del laser de bombeo y el modo de la cavidad. De nuevo,

2.3 lones atrapados acoplados dispersivamente a una cavidad dptica

19



20

estamos considerando el campo del ldser en una aproximacion clasica. Por dltimo 7 es la
intensidad del bombeo léser, proporcional a la amplitud del campo del mismo.

Recordamos que se asume que la frecuencia w. de la cavidad esta cerca de resonan-
cia con la frecuencia de la transicién dipolar (frecuencia wy) entre dos niveles atémicos,
pero lo suficientemente lejos de resonancia para no inducir transiciones entre estos dos
estados. Denotamos a estos dos niveles como |e) y |g), el nivel excitado y el fundamental,
respectivamente. Asi, la dindmica de los grados de libertad electrénicos estd descripta por

N
Ha=~hAo Y ), (el (2.40)
j=1

donde Ay = w; — wy es la desintonia entre la frecuencia del laser y la frecuencia de la
transicion dipolar. El Hamiltoniano que describe los grados de libertad de movimiento del
ion en ausencia de la cavidad es:

N 9 N N
p,
Hion = Z ﬁ + Vtrap(xj) + Z Z Vcoul(xja xk) (2.41)

j=1 J=1k>j

Para el propdsito de este trabajo, el potencial de la trampa se considera en aproximacion
armonica:

mw .T/'j
Vtrap(xj) = 27 (2.42)
donde consideramos que todos los iones son iguales, con masa m y carga ¢. Mientras que la
repulsion electrostatica entre iones esta dada por

2
1
Veoul (2, 2p) = ————— (2.43)

47T60 |1’j — SL’k‘
Como se comentd en la seccidn 2.2.3, en la aproximacidn dipolar, la interaccién entre el
campo electromagnético de la cavidad y los grados de libertad electrénicos estd dado por el
Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [96]:

N
Hjc = th(xj) (ogf)a + ag)af) , (2.44)

Jj=1

y describe la absorcién de un fotén acompariada por la excitacién de un dtomo, dada por
el operador afﬁ) = |e),(g|, ¥ la correspondiente emisién de un fotén acompafiada por la
desexcitacion del dtomo, dada por o

e af”. La intensidad de esta interaccién estd dada
por la ec. (2.26).

Como fue comentado anteriormente, la reflectividad imperfecta de las superficies que
forman la cavidad lleva a la pérdida de fotones en la misma. El decaimiento del ntiimero
de fotones a una tasa 2« puede ser descripto utilizando el disipador de la ec. (2.19) donde
nuevamente, consideramos que no ingresan excitaciones al sistema desde el ambiente.

En un principio, se deberia tener en cuenta el decaimiento espontdneo del estado excitado
le) a una tasa v, con la consecuente emisiéon de un fotén en una direccién u hacia los
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modos del campo electromagnético externo, como se comentd anteriormente en la seccion
2.2.2. Sin embargo, de la misma forma que en la seccién 2.2.3, a lo largo de este trabajo
se va a despreciar la poblacién del estado excitado |e) y por lo tanto los efectos de la
emisién espontdnea. Esto es asi dado que se asume que la escala de tiempo mas rapida
esta determinada por Ag, es decir que |Ag| > &, 7, |Adl, 9o \/W, donde gq es la amplitud
de la frecuencia de Rabi de la transicién. De este modo, bombeando el nivel excitado por
debajo de la saturacién y fuera de resonancia éste puede ser eliminado adiabaticamente
[128, 129].

Siguiendo los mismos pasos que en la seccion 2.2.3, esto da lugar a un Hamiltoniano
efectivo correspondiente al nivel fundamental de los grados de libertad electrénicos [1, 116,
130]:

Hep = —hAege(z)a’a — il (a — a') + Hipn(2), (2.45)

vélido en el régimen dispersivo, y donde se defini6 un vector x (v en forma analoga se define
p) con componentes z; (¥ p,). El operador Agg(z) estd definido como

N

2(x;) S
Ae(z) = Ac = Y L = A~ 00 f(ay) (2.46)
J

= Do j=1

donde se desprecié A. en comparaciéon con Ag. Dado que la frecuencia g del acoplamiento
entre el campo de la cavidad y los grados de libertad electrénicos de los iones se asume
no uniforme en la posicién, este acopla a su vez el campo de la cavidad con la posicion de
los a&tomos. Ademads, como se dijo arriba, no se considera en esta descripcion el efecto de
la emisién espontanea (ec. (2.27)), lo cual es una aproximacion vélida también si |Ag| es
lo suficientemente grande [2, 3]. Sin embargo, es posible incluir los efectos de la emisién
espontanea incluso en el régimen dispersivo [130].

Por claridad, vamos a considerar sélo el caso de un laser con Ag > 0 (desintonia al azul),
de tal forma que el ion es atraido hacia los minimos de intensidad del campo. Cuando el
bombeo laser es fuerte, se espera que las posiciones de equilibrio del ion sean esencialmente
determinadas por el potencial éptico, mientras que para bombeo débil domina el efecto
de la trampa. Si el potencial éptico y la trampa compiten, para valores intermedios de
bombeo el tratamiento semiclasico de la dindmica predice, para ciertos valores especificos
de parametros (los cuales son alcanzables experimentalmente), multiestabilidad, es decir la
coexistencia de diferentes soluciones para la posicién del ion, cada una de las cuales esta
asociada a valores distintos de un nimero medio de fotones.

2.4. Aproximacion semiclasica

En esta seccidn, se utiliza el formalismo de “input-output” [94, 131] en el cual se considera
a la interaccion de un sistema de interés con un ambiente dividida en dos partes: el ruido
entrante al sistema, y la radiacién emitida desde el mismo hacia el ambiente, cada uno
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correspondiendo a los “input” y “output” respectivamente [131]. Para esto se derivan
ecuaciones de Heisenberg-Langevin para los operadores del sistema, en las cuales las fuerzas
de Langevin estan dadas por los modos de “input”. Asi, la teoria de input-output permite
modelar directamente las fluctuaciones que ingresan al sistema debido al contacto con un
ambiente, ademas de permitir estudiar la luz emitida por la cavidad.

En este marco, se obtienen las ecuaciones de movimiento:

a = 1Aeg(x) a + 1 — Ka + V2K ain(t)

L
Te= " (2.47)
: Oleti(x)  Vion(2)
g, T eff _ on
pi = ha'a ox; ox;

donde Vj,, se corresponde a los términos del potencial de la trampa armonica y la interaccion
de Coulomb en ec. (2.41) sin la energia cinética:

N N N
Vion = Z ‘/trap(-xj) + Z Z Koul(xj; :Ck) (2.48)
j=1

Jj=1k>j

La ecuacién para a en (2.47) es una ecuacion tipo Heisenberg-Langevin para los operado-
res del campo dentro de la cavidad, donde los operadores a;, (¢) pueden ser interpretados
como un campo externo estocastico [94]. Los mismos satisfacen la siguiente relacién de
conmutacion:

[am(t), ajn(t’)} =5t — 1) (2.49)

luego de haber utilizado una aproximacion Markoviana [131].

Ahora se describe la aproximacion semicldsica que fue la base de los estudios en [19,
20, 38, 116]. Bajo esta aproximacion se considera que la dindmica del sistema se puede
describir por pequeiias fluctuaciones alrededor de los valores de equilibrio cldsicos, e incluye
un tratamiento lineal de las fluctuaciones, truncando las ecuaciones de Heisenberg-Langevin
a primer orden en las mismas. De esta forma, se pueden encontrar estados asintéticos
Gaussianos si los parametros del sistema se corresponden a un régimen estable. Asi en esta
aproximacion se considera

a=a++da
T =74+ 0z (2.50)
p=D+dp

donde @ = (a), T; = (x;), y P; = (p;), de tal forma que los valores medios de las fluctuacio-
nes descriptas por los operadores da, éx; y dp; son nulos. Y nuevamente, estas componentes
estan agrupadas en vectores T, p, 0x ¥ Ip.

La principal idea de la aproximacion semiclésica se puede representar esquemdticamente
como en la Fig. 2.4. En un primer paso se encuentran los valores de equilibrio clasicos en el
espacio de fases como en la Fig. 2.4-a). Luego, se incluye el efecto de las fluctuaciones y
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asi se describe el estado del sistema como un estado Gaussiano cuyos valores medios estan
dados por las posiciones de equilibrio clasicas, mientras que la correspondiente matriz de
covarianza esta determinada por el efecto de las fluctuaciones a primer orden.

El resultado de esta aproximacion, como se esquematiza en la Fig. 2.4-b), es un conjunto
de estados Gaussianos localizados alrededor de cada uno de los valores de equilibrio
clasicos. Esto es solo un esquema para un unico modo bosoénico, al cual le corresponden
dos coordenadas en el espacio de fases. La verdadera aproximacién semiclasica utilizada
describe el estado del sistema por una distribucién de probabilidad Gaussiana en 2(N + 1)
dimensiones (Hay N + 1 subsistemas: /N iones y 1 modo de la cavidad, mientras que a cada
uno de estos subsistemas corresponden 2 coordenadas en el espacio de fases) y como tal
incluye las posibles correlaciones entre los distintos modos. En lo siguiente, nos referimos a
esta aproximacién como la “aproximacién Gaussiana localizada”.

a)

q

| - | -
q q

Fig. 2.4.: Representacidon esquematica de la aproximacion semiclésica para un unico grado de libertad.

a) Valores de equilibrio clasicos en el espacio de fases. b) Distribuciones de probabilidad

Gaussianas determinadas a partir de la consideraciéon a primer orden de las fluctuaciones
(operadores).

b)

2.4.1. Valores de equilibrio clasicos

Para encontrar los valores de equilibrio cldsicos los operadores de input se desprecian,
mientras que se buscan soluciones de & = i; = p; = 0. Esto lleva a:

_ n

7= I (2.51)
Kk — 1A (T)
p; =0 (2.52)

2.4 Aproximacion semiclasica
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mientras que las posiciones de equilibrio posibles de los iones estan determinadas por la
condicién

VVier (T) = 0, (2.53)

donde

Vjtot = V:eff(f) + Vvion(f) (254)
v Vegr €s un potencial efectivo [132] dado por

2 —
Vet (T) = h% arctan <—Aef’i(x)) (2.55)

En la Fig. 2.5 se muestran dos ejemplos del potencial efectivo total en los limites de
amplitud de bombeo laser baja y alta en las figuras a) y b) respectivamente, para el caso de
un ion individual. Puede verse aqui como en el limite de intensidad de bombeo baja (Fig.
2.5-a)), la posicién de equilibrio determinada por el minimo global del potencial efectivo
estd dada esencialmente por el potencial de la trampa armonica. Por otra parte, cuando
la intensidad de bombeo aumenta y el potencial 6ptico cobra relevancia, las posiciones
de equilibrio correspondientes a los minimos de V;, se acercan a los pozos del potencial
optico, correspondientes a los minimos de intensidad del campo mads cercanos al centro de
la trampa, es decir a7 = \/4.

a) b)
Vcot ‘/tot

| |
I |

0 x 0 T

Fig. 2.5.: Potencial efectivo total en los limites de a) intensidad bombeo baja y b) alta.

La ecuacion clasica (2.53) para las posiciones de equilibrio s6lo impone una condicién
sobre la derivada del potencial efectivo total, pero las consideraciones de estabilidad para
las fluctuaciones cudnticas en torno al equilibrio muestran que las posiciones de equilibrio
semicldsicas deben corresponder, como es habitual, a minimos del potencial efectivo total
[20, 116]. Hay que tener en cuenta que el potencial efectivo es 1til para encontrar las
posiciones de equilibrio, pero no debe interpretarse como una energia potencial.

De la ec. (2.51) se observa que la expresién para el nimero medio de fotones a orden
mas bajo estd dado por

2
FN A2 T 2
(a'a) ~ [a] P EALG) (2.56)
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En general, dependiendo de la forma de la ec. (2.55), es posible que se encuentre mas de
una posicién de equilibrio clasica para los iones a través de la ec. (2.54). Esta es la situacién
de biestabilidad clasica anteriormente comentada. Es importante notar que la misma lleva
también a dos estados claramente distintos para el campo de la cavidad a través de la ec.
(2.56).

2.4.2. Dinamica de las fluctuaciones

Una vez determinados los valores de equilibrio clésicos, se pueden encontrar las ecuaciones
de movimiento para los operadores de las fluctuaciones:

da = (iAegt — K)0a + i@ (02.V Aegt) + V2Kain
Sxj = op;/m (2.57)
op; = — ((0x - V)V jHion — h[@* (6 - V)V Aegr) + M@ da + @da’ )V Aegr

A continuacion, utilizamos una descomposicion en modos normales sin tener en cuenta la
presencia del campo de la cavidad. Usando la definicién del potencial efectivo en ec. (2.55)
la tercer ecuacion de ecs. (2.57) se puede reescribir como

op; = —(02 - V)(V;Vior) + h(@ da + @da’ )V j Aetr (2.58)

Sin considerar las fluctuaciones del campo, las ecuaciones de movimiento de los iones se
pueden reescribir como

. 1
51’]‘ = _E Z 5$i8ij‘/tot7 (259)

con lo cual se pueden estudiar los modos normales de vibraciéon asumiendo soluciones
oscilatorias con frecuencia w,,, de donde se obtiene el problema de autovalores:

Koz = mwgéx (2.60)

donde los elementos de la matriz K son K;; = 0;;Viet. Los modos normales corresponden
asi a operadores ¢; dados por

g= M1tz (2.61)

donde M es la matriz ortogonal de cambio de base a la base de autovectores de K. Es
importante notar que los modos normales dependen del potencial éptico a través de V.

Se pueden introducir para cada uno de estos operadores ¢; y también para los correspon-
dientes momentos p;, operadores de creacién y aniquilacién de excitaciones en el modo
normal j, definidos de la forma usual:

1
bj = *2(Qj +iPj) (2.62)

2.4 Aproximacion semiclasica
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donde

Qi =45/ qu 2.63)

Pj =p;/puy

son operadores candnicos adimensionalizados con escalas caracteristicas definidas como

_ h/ _ U . . . .
Qur = \/727 ¥ Pwr = /hmw]. Las ecuaciones de movimiento correspondientes a estos

J
operadores son

b; = —iw?b; —ic; (@*da + adal) (2.64)

donde la intensidad del acoplamiento entre las fluctuaciones del campo y los modos de

Cj = — f MsjasAeff (265)
\/ 2mwy .

La primera ec. de (2.57) para las fluctuaciones del campo de la cavidad puede entonces

vibracion queda dado por

reescribirse en términos de los operadores correspondientes a los modos normales:

da = (ilegt — K)6a — i@ » _ cs(bs + bl) + V2kain(t) (2.66)

Los grados de libertad de movimiento de los iones estdn también sujetos a ruido. Este
mecanismo disipativo tiene diversos origenes, algunos de los cuales pueden ser [91]:

» decoherencia radiativa: el modo de movimiento del centro de masa puede perder
coherencia considerando que el dipolo asociado con la carga oscilante de los iones se
acopla a los campos electromagnéticos del ambiente,

= ruido en los electrodos: El estado vibracional de los iones puede perder coherencia
debido a las fluctuaciones en el potencial de los electrodos,

» excitacién de las vibraciones debida a la micromocion,

entre otros.

En este tratamiento se puede incluir el efecto del ruido sobre los grados de libertad de
movimiento de la cadena de iones. Asi, en este punto se introducen operadores de input que
describen ruido sobre los modos normales de vibracidn, de tal modo que la evolucién de los
modos dada por ec. (2.64) se modifica dando lugar a

bj = —(iw? + T)b; —ic; (@*6a+@da’) + v2Tbin(t) (2.67)

Las ecuaciones (2.67) y (2.66) pueden utilizarse ahora para describir el estado asintético
del sistema. Dado que ambas ecuaciones son lineales en los operadores de creacién y
aniquilacion, el estado del sistema obtenido mediante este método es Gaussiano a todo
tiempo [133]. Considerando ademas las ecuaciones (2.67) y (2.66) hermiticas conjugadas,
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se obtiene un sistema de 2(/N + 1) ecuaciones lineales inhomogéneo, cuya inhomogeneidad
es proporcional a las tasas de decaimiento e incluye los operadores de input:

% = Ax + fin (t) (2.68)

donde x = (5a,5af,b1,b{,...,bN,ij) y

£in(t) = (V2Rain(t), VIRal, (), /2T bin1 (£), /2010, 1 (8), oy /2N bin (1), V2B, o (1))

(2.69)

La solucién formal a este sistema se puede obtener por el método usual de hacer un cambio
de base a la base de autovectores de A. En particular para este problema, consideramos que
el estado de input es un estado tal que sus funciones de correlacién corresponden a ruido
blanco clasico [94]:

(0f (O bins(t) = Np ot —t)

_ (2.70)
(Gin,s (1) (1) = (Ns +1) (1 — 1)

donde el subindice B indica que son los niumeros de ocupacion correspondiente al bafio tér-
mico, y el indice s indica el modo correspondiente. Mientras que las funciones de correlacién
de operadores de input de dos modos distintos se anulan:

(Bin,s (D)in,s (1)) = (ins (8], (8)) = (8L, (e (£)) = (8], (], , (1)) =0 (2.7D)

El estado pin s de los modos externos sobre el cual se toman los valores de expectacién
<¢m () Pin,s(t")) = Tr(pin, ngbm J(t)din,s(t)) no es un estado térmico, ya que N g , es indepen-
diente de la frecuencia w; de los modos del ambiente (lo cual no corresponde con un estado
térmico [93], para el cual se tiene N(wy) = (exp (Bhwy) — 1)~1). Sin embargo la constante
N p s (independiente de la frecuencia de los modos del ambiente) puede elegirse como el
correspondiente numero de ocupacién de esos modos externos a una dada temperatura
y frecuencia. Esto resulta una buena aproximacién ya que se asume que los modos del
ambiente que se acoplan fuertemente al sistema son sélo los modos resonantes con las
frecuencias del sistema, y se puede asumir que en este rango N (wy) es constante.

En el caso de los modos del campo externo, es decir para los operadores aj,, el nimero
de excitaciones del ambiente N,y se asume despreciable, y el ambiente s6lo provee un
mecanismo de disipacion de la energia de la cavidad, como se comentd anteriormente. Por
otra parte, para los grados de libertad de movimiento, las tasas de calentamiento I'Np modos
son del orden de 10~% — 1 kHz [16, 60, 134]

Considerando que P~' AP = D, con D una matriz diagonal, se obtiene, en el caso de que
los autovalores satisfagan Re(D;) < 0, que se asegura la estabilidad del sistema. Ademads,
el conjunto de los primeros momentos (z;) en el estado asintético se anulan, mientras que
para los segundos momentos se tiene:

2.4 Aproximacion semiclasica
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2(N+1)

(@l (O (£) = > PPy (] (t)yir (1)) (2.72)
i,i'=1
donde
2(N+1) t
ey i () fingg (8))
)y (8)) = 1+ p—1 Ving W) Jing 7))
(! (t)yar (1)) = ; P; Py 7&9;% D3 (2.73)

con el vector y definido como y = P~'z. Bajo ciertas condiciones el sistema puede ser
inestable, dando lugar a que el sistema no tenga un estado asintético definido. Condiciones
mads detalladas sobre la estabilidad del sistema estan descriptas en [116]. A partir de la
ec. (2.72) se puede construir la matriz de covarianza del estado Gaussiano que describe el
sistema en términos de las funciones de correlacién de las fluctuaciones da y los modos b;.

Enfriamiento asistido por cavidades

El objetivo de un proceso de enfriamiento es reducir la energia cinética del ion. Usualmente
un primer paso tipicamente consiste en la utilizacién de enfriamiento Doppler [135], cuyo
limite de temperatura esta impuesto por los cambios en momento del 4&tomo inducidos por
los procesos de absorcién y de emisién espontanea.

Algunos de los tantos mecanismos de enfriamiento propuestos para ir mas alld del limite
de enfriamiento Doppler son resolved sideband cooling [136], en el cual se utiliza un laser
en resonancia con la primera banda roja (ec. (2.15)), o enfriamiento por transparencia
inducida electromagnéticamente [137].

Otro de estos mecanismos de enfriamiento consiste en aprovechar el acoplamiento entre
grados de libertad de movimiento y el campo electromagnético en una cavidad. En este caso,
la idea es transferir la energia excedente de los grados de libertad de movimiento al campo
de la cavidad, para que luego esta energia se transfiera a los modos del campo externo a
través de los procesos disipativos de la cavidad [1].

El enfriamiento eficiente de cadenas de iones es un problema que se vuelve mas dificil
a medida que el nimero de modos de vibracion de la cadena aumenta. Por ejemplo en
[19] se propuso un método para enfriar simultdneamente todos los modos de vibracién de
una cadena de iones utilizando una cavidad, aprovechando la formacién de defectos en la
cadena.

La transferencia de energia entre el &tomo y el campo puede entenderse aproximadamente
en una versién simplificada de la dindmica de la siguiente forma. La mayor parte de
los fotones que interactian con el atomo son dispersados elasticamente, es decir que no
involucran un cambio en la energia de los fotones ni del estado de vibracion del atomo,
estos son los procesos de dispersion de Rayleigh.

Por otra parte, hay una menor proporcion de luz que es dispersada causando transiciones
entre los distintos estados de movimiento en los procesos de Raman scattering. Hay dos
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procesos principales en este caso. Para interpretarlos podemos analizar la dinamica unitaria
de un unico modo de vibracion, por ejemplo el modo b; con frecuencia wj, acoplado al
campo de la cavidad.

H= Hcav + Hvib + Hinh (2-74)

donde

Hepw = —hAug0atda
Hyp = hw?blb; (2.75)
Hine = hej(6a + da’)(b; + b)

En la representacion interaccién tenemos que la dindmica estd dada por
H = he; [(5& b eH(Beir—wi)t 4 h.c.) + (5a bj-ei(Ae“J““;)t + hc)} (2.76)

De esta forma hay dos resonancias para notar: A = wy y Aeff = —w]. Ambos casos, luego
de una segunda aproximacién de onda rotante, estdn dados por
H ~ hej [ab; +dat 5], (Aar =)
2.77)
H ~ he; {5& b; + dal bj} v (Aefr = —wy)
Es asi que la resonancia A = —wj se corresponde a una interaccion tipo beam-splitter, y
produce un intercambio de excitaciones entre el modo de vibracién y las fluctuaciones del
campo, en donde aparecen procesos en los cuales el estado vibracional gana una cantidad
de energia wy con la consecuente pérdida de energia por parte del campo, y viceversa. Estos
son los procesos de Stokes scattering y son los que dan lugar al enfriamiento [138]. Por otra
parte, la resonancia A = w? da lugar a una interaccion del tipo squeezing de dos modos,
estos son los procesos de anti-Stokes scattering.

Sin embargo, esta descripcion simplificada puede fallar cuando el acoplamiento entre los
modos de vibracidn y las fluctuaciones de la cavidad no es suficientemente débil. En tal caso,
los modos de vibracién se ven modificados por la presencia de la cavidad, de tal forma que
es necesario pensar en los autovectores del sistema en ec. (2.68).

En [19] se mostré que cuando las fluctuaciones de la cavidad estan cerca del estado
de vacio, la tasa de enfriamiento ~; del modo b; es proporcional a |c;|>. Mientras que

generalmente, pueden ser determinadas a partir de los autovalores D; de la matriz A de ec.

(2.68):

v = —2Re(Djy) (2.78)

En los casos en los cuales uno de los iones se encuentra en el centro de la trampa o en
un pozo del potencial 6ptico, el acoplamiento a orden mas bajo en las fluctuaciones entre
el modo de vibracién y las fluctuaciones del campo (ec. (2.65)) disminuye. Esto tiene dos
consecuencias. La primera es que en ausencia de un mecanismo de disipacion que actie
directamente sobre los iones, el estado asintdtico del sistema no estd bien definido, como

2.4 Aproximacion semiclasica
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puede verse de ec. (2.67). La segunda consecuencia es que en estos casos el enfriamiento
inducido por la cavidad es poco eficiente [116]. Sin embargo, esta no es la tinica causa de
un enfriamiento poco eficiente, ya que también puede darse un calentamiento de los modos
de vibracién cuando A se aproxima a cero, lo cual se asocia con estados asintdticos de
movimiento mas excitados [19, 116].
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Material tedrico preliminar

3.1. Representacion en el espacio de fases

En numerosos casos resulta de gran utilidad reescribir la dindmica de un sistema en
términos de funciones complejas en el espacio de fases en lugar de utilizar operadores. Para
esto, es necesario un método para asignar tanto al estado del sistema como a los operadores
que actuan sobre el mismo estas funciones complejas, de tal forma que los valores de
expectacién de un operador A queden dados como integrales en el espacio de fases:

Tr{p(4. 5, 1)A(G.p)} = / dq / dp A(q,p)F(g,p.1) 3.1)

donde A(q,p) es la funcién escalar que se obtiene de reemplazar los operadores § y p
en A(g,p) por niimeros reales. A lo largo de esta seccién utilizamos el simbolo ~ para
diferenciar operadores de cantidades escalares.

N

Es sabido que debido a que § y p no conmutan, hay mas de una forma de asignar
una funcién F(q,p,t) al estado del sistema [139]. Debido a esto, las funciones obtenidas
para representar un operador en el espacio de fases dependen de las reglas elegidas para

A

ordenar los productos de operadores no conmutativos. En general, el estado (g, p) puede
ser mapeado a una familia de funciones escalares F/ (¢, p) a través de [139]:

Fl(q,p) = ﬁ / d¢ / dny Te{p(q, p)e'€9TP) f (& ) }e~i€a—inp (3.2)

donde cada funcidén f(&,n) corresponde a diferentes formas de ordenar los operadores y
Xt.p = Tr{p(q, p)e’a+mP) £ (¢ n)} es la llamada funcién caracteristica del estado p. Cada una
de las posibles funciones F/ (¢, p) contiene la misma informacién sobre el estado del sistema

p.
Distribucion de Wigner

En el caso de la distribucién de Wigner, que corresponde a un orden de Weyl [139]:

ei€atnp) oy oi(€d+nD) (3.3)

se obtienen valores de expectacién de operadores ordenados simétricamente

/dg/dn W (g, p)e’ €9+ = Tr{p(g, p)e!ETTmP)} 3.4)
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es decir que esta eleccién se corresponde con f(£,n) = 1 [139]. Tomando la transformada
de Fourier de ec. (3.4) se obtiene que la distribucién de Wigner para el caso de una particula
individual es

1 .
Woap) = o= [ due g + u/2lplg — u/2) (3.5)

La existencia de la distribucién de Wigner siempre estd asegurada, pero ésta no es
necesariamente positiva, por lo cual se la llama una distribucién de cuasi-probabilidad.
Como luego serd de utilidad, la generalizacién de la distribuciéon de Wigner para estados de
n variables continuas estd definida como [140]:

1 L
Wold.) = e [ P+ 2l /) (3.6)

donde ¢y {7 son los vectores de las n coordenadas y momentos.

La distribucion de Wigner de un estado p es una distribucién de cuasi-probabilidad para
ese estado, esto es asi dado que W (q,p) puede tomar valores negativos, a diferencia de
una distribucién de probabilidad normal. Sin embargo, las integrales marginales de W (g, p)
son las distribuciones de probabilidad usuales para un estado. Mientras que los valores de
expectacion se obtienen como

(@17)s) = @ip )y = / d dp W (z, p)atp" 3.7)

donde el subindice s indica que se debe simetrizar el operador #7p" [141]. Esto significa
poner los operadores en un orden simétrico o de Weyl, en el cual aparecen promediados los
(¢ +7)!/(g'r!) posibles reordenamientos de ¢ operadores & y r operadores p.

Distribucion de Husimi

Esta distribucion se corresponde con elegir un orden antinormal en la asignacién entre
operadores y funciones para los operadores de bajada (a) y subida (a) [139], es decir que
todos los operadores a se encuentran a la izquierda de los operadores a':

ei6aHnp) — g=z"atza” o, —zagza] (3.8)

donde se introdujo la relacién entre los operadores candnicos ¢ y p y los operadores de
escalera de un oscilador arménico:

1
A 54 3.9
a T (mwd + 1p) (3.9

por lo cual los valores de expectacion obtenidos con esta distribucién estan dados por
/ dg / dn Q(q,p)e €™ = Tr{p(g, p)e ')

= Tr{p(4, p)e T+ f (¢, n)}

(3.10)
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donde f(¢,n) = e~ |*1°/2 = e(=h&*/4mw—hmwn®/4) 'y - est4 dado por

n 2
z:ify/%—m/$. (3.11)

La distribuciéon de Husimi puede encontrarse tomando la transformada de Fourier de ec.

(3.10), lo que resulta en

1
Qy(a,0") = —(alpla) (3.12)
donde |a) representa un estado coherente. La distribucién en Ec. (3.12) estd normalizada
a 1. Asi, esta distribucién permite obtener los valores medios de operadores ordenados

antinormalmente como:

(a%a'P) = (a*Pad)y = /d2a Qa, a™)a™Pal (3.13)

Expansion de Kramers-Moyal

En lo que sigue, va a ser necesario tener una representacion en el espacio de fases
de productos de operadores, cuya expresién general para una distribucién dada por el
ordenamiento indicado por f(£,n) es [139, 142]:

AB HAf(vaa t)f_l (_igqv _ng) f <_Z§q - ia_;’ _igp - 25;)

B ~ (3.14)
f71 (716_;’ 716_;) €xp <I2A> Bf((va t)

donde se defini6é un operador diferencial A = ?)_(,5; - 5]35; las flechas indican sobre qué
parte de la expresién actdan las derivadas, y At (¢, p) se obtiene ordenando A((j, p) segun el
ordenamiento correspondiente a f~1(—¢, —n) y luego reemplazando los operadores g, p por
las variables reales q, p. Asi, la representacion en el espacio de fases del producto F = AB
de operadores esta dado para el caso particular de la distribucion de Wigner (f = 1) por
[143]:

ihA

Fur(aop) = Ata.p) e (5

) B(q.p) (3.15)
De esta forma se obtienen representaciones en el espacio de fases de los conmutadores y
anticonmutadores:

ABly, - 2iA(0,p) s (34 Blawp
N (3.16)
(AB}w = 2A(6.p)cos ( 31) Blaup

Utilizando las identidades de ec. 3.16, la ecuacién maestra puede reescribirse en el espacio
de fases, obteniéndose asi una expansién de Kramers-Moyal que describe la evolucién de la
distribucién de cuasi-probabilidad W (g;, p;)-

3.1 Representacion en el espacio de fases
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3.1.1. Aproximacion truncada de Wigner

La expansién de Kramers-Moyal comentada en la seccién anterior puede truncarse con el
objetivo de aproximarla por una ecuacién de Fokker-Planck (FP), las cuales tienen la forma
general:

2

N N
ZZ G (D, Op(x 1)) (3.17)

p(x,t) = (x,0)p(x,t))

l\D\»—t

H'Mz

o’

y describen la evolucién de una distribucién de probabilidad p(x,t) , donde x corresponde
al drift, y D es la matriz de difusion, semi-definida positiva.

Para interpretar el drift, es util pensar en una realizacién de la evolucion de las variables
estocasticas x, la cual estd dada por [144]

dx = p(x,t)dt + B(x,t)dWs, (3.18)

donde B se obtiene mediante la descomposicion de Cholesky de la matriz de difusion
D = BBT y dW, son los incrementos de un proceso de Wiener [144]. En este caso es claro
que el drift i corresponde a la evolucién determinista, mientras que B, y por lo tanto D, se
corresponde con la difusién debida a los procesos estocasticos.

Esta aproximacion es comunmente llamada Truncated Wigner Approximation (TWA) [130,
145, 146]. Para obtenerla, es necesario hacer un desarrollo en serie de potencias de /iy
quedarse a orden 1 en el mismo. Es importante notar que entonces la evoluciéon unitaria en
la TWA adquiere una interpretacién particularmente simple. Expandiendo la primera de las
ecs. (3.16) a primer orden en #, se tiene

~ 1 [ABly, = A(q,»)AB(q.p) (3.19)

De esta forma, si consideramos la dindmica unitaria de un sistema en el espacio de fases
al orden mads bajo en /i, tenemos que la misma se corresponde con un corchete de Poisson
cldsico:

OHOW  OH oW

1
My o S W .

Por ultimo, es importante notar que en algunos sistemas es comun que las matrices de
difusién obtenidas luego de la TWA no sean semi-definidas positivas, sin embargo en tal
caso es posible realizar aproximaciones adicionales que solucionen este conflicto [147]. Lo
mismo ocurre al realizar aproximaciones similares en las ecuaciones para las distribuciones
PoQ[148].
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3.2. Formalismo de estados Gaussianos

3.2.1. Estados Gaussianos

Consideremos un conjunto de operadores canonicos adimensionales g, py que representan
un sistema de N grados de libertad continuos. Los operadores ¢y, p; estan relacionados a
los operadores creacién y aniquilaciéon de un dado modo a través de [149]:

o= Tt at)
V2 (3.21)
_ i) —ax)
="

. ;. . . . N

En general, un sistema de N modos bosénicos tiene un espacio de Hilbert # = ), _, Hx,

donde cada uno de los subespacios Hy, es a su vez un espacio de dimensién infinita que
describe el modo k. Si los operadores candnicos son agrupados en un vector con el orden

%
R :(Q1ap17QQ’p27'“7qN7pN)a (322)

las relaciones de conmutacién canénicas se pueden reescribir como:

Ry, Ri] = iQui, (3.23)

donde () es la forma simpléctica:

T 0 1
O=Puw w= <_1 0) (3.24)

k=1

El conjunto de operadores desplazamiento D(a) con a € C es completo, en el sentido de
que cada operador O actuando en el espacio de Hilbert # puede ser escrito como [150]:

N e

0= N

CN

Tr[OD(a)] D' (a) (3.25)

donde D(a) son operadores desplazamiento con o € CV. La funcién x,(a) = Tr [OD(av)]
es la llamada funcién caracteristica del operador O. El conjunto de estados Gaussianos es
el conjunto de estados cuyas funciones caracteristicas son Gaussianas, y por lo tanto los
mismos estan completamente determinados por sus primeros y segundos momentos, esto es,
por el vector de primeros momentos P (3.26) y por la matriz de covarianza o (3.27):

P = (R;) (3.26)
1
0ij = 5 {Ri, By }) — (Ri)(R;) (3.27)
Esto permite la descripcidon de sistemas de variable continua en términos de matrices

de dimensidn finita. Algunos ejemplos particulares de estados Gaussianos son los estados
coherentes, estados térmicos de Hamiltonianos cuadraticos, y estados squeezed [133].

3.2 Formalismo de estados Gaussianos
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Las operaciones que mapean estados Gaussianos en estados Gaussianos estan descriptas
por transformaciones lineales del vector R (ec. (3.22)), que mantienen invariantes las
relaciones de conmutacion en ec. (3.23). Esto es asi en tanto la transformacién S satisfaga
SQST = Q, es decir que deben mantener invariante la forma simpléctica de ec. (3.24).
Estas transformaciones son llamadas transformaciones simplécticas, y al nivel del espacio de
Hilbert corresponden a operaciones unitarias generadas por Hamiltonianos que a lo sumo
son cuadrdticos en los operadores de creacién y aniquilacién [151].

Cada matriz de covarianza puede ser transformada a una forma diagonal por medio de
operaciones simplécticas, lo cual difiere de la diagonalizacién usual de matrices. Esto es,
para cada matriz de covarianza o con N modos existe una transformacién simpléctica .S tal
que [152]:

o=5Tus, (3.28)
donde N v, O
U= . (3.29)
(i )

Los elementos diagonales v, son los autovalores simplécticos de o, y con la convencién
que estamos utilizando satisfacen v, > 1/2 debido al principio de incertidumbre [133];
estos pueden ser obtenidos también como el valor absoluto de los autovalores (con la
diagonalizacién usual de matrices) de Q0 [151].

Cada uno de los bloques de la diagonalizacidon simpléctica representa un estado térmico,
ya que los mismos son estados Gaussianos diagonales [133]. Este permite evaluar facilmente
ciertas cantidades, por ejemplo la entropia de von Neumann esta dada como [151]

N
Sv(o) = h(v) (3.30)
k=1

donde

1 1 1 1
= — )1 — ) - — =1 - = 31
h(x) (az+2> n(w+2> (w 2> n(w 2> (3.31)
Conociendo la entropia de von Neumman, es posible obtener la informacién mutua, una

medida de la cantidad total de correlaciones (clasicas y cuanticas) presentes en un dado
estado [153].

3.2.2. Medidas de Gaussianidad

Existen muchas cantidades utilizadas para cuantificar cudn Gaussiano es un estado arbi-
trario. Por ejemplo, existen medidas basadas en la entropia relativa [154, 155], la norma de
Hilbert-Schmidt [156] o la métrica de Bures [157]. En este trabajo utilizamos una medida de
no-Gaussianidad basada en la entropia de Wehrl, propuesta y estudiada en [158]. Dado un

Capitulo 3 Material tedrico preliminar



estado p, la medida de no-Gaussianidad N (p) esta definida como la diferencia de entropias
de Wehrl:

N(p) = Hw(pc) — Hw (p) . (3.32)

donde el estado de referencia pg representa el estado Gaussiano con los mismos primeros
y segundos momentos que p, y la entropia de Wehrl, una generalizacién de la entropia
diferencial en teoria cldsica de la informacion, esta definida para un estado de N modos
como [158]

N
() =~ [ 1] 2,00 o5 Q,(a). (3.33)
j=1

Esta entropia estd basada en la distribucién de cuasi-probabilidad de Husimi Q,(a) =
{a|p|a), con a € CN (notar que en este caso se eligié normalizar la distribucién a 7).

Esta medida tiene varias propiedades deseables, en particular, se centra en las caracteristi-
cas definitorias de la no-Gaussianidad. La medida N (p) es siempre no negativa, y vale 0 si y
solo si el estado p es Gaussiano. Ademads, una distribucién de probabilidad Gaussiana sigue
siendo tal si todas las coordenadas del espacio de fases son reescaleadas uniformemente.
Esta medida tiene la propiedad de que si dos estados cuanticos tienen representaciones
en el espacio de fases (dadas por distribuciones de Husimi) que estdn relacionadas por un
reescaleo uniforme de todas las coordenadas del espacio de fases, entonces se les asigna la
misma cantidad de no-Gaussianidad [158].

3.2.3. Entrelazamiento en estados Gaussianos

Un estado p de un sistema bipartito se dice entrelazado cuando no puede escribirse como
una combinacién convexa de estados producto:

p=> pipi®pf (3.34)

El grado en el cual los estados distan de estados como los de la ec. (3.34) es cuantificable y,
desde un punto de vista operacional, el entrelazamiento de un sistema se puede considerar
como todas aquellas correlaciones que no pueden ser creadas a través de operaciones locales
y comunicacion clasica (LOCC por sus siglas en inglés) [159]. La cuantificacion del mismo
es importante dada la cualidad del entrelazamiento como un recurso necesario para la
implementacién de tareas de computacién e informacién cuanticas [101, 104, 160].

En el caso de sistemas de variables continuas, uno de los criterios més utilizados para
detectar la presencia de entrelazamiento es el criterio de Peres-Horodecki [161, 162]. Para
enunciarlo es necesario definir la operacién de transposicion parcial sobre un estado. Dado
el estado de un sistema

p=>_ piwli) (Gl k) {1 (3.35)

ijkl

3.2 Formalismo de estados Gaussianos
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la operacion de transposicién parcial con respecto a los grados de libertad del subsistema B
se define como [159]

PP =" pigali) (il @ (1) (k] (3.36)

ijkl

El criterio de Peres-Horodecki se basa en la observacion de que los estados separables,
luego de una operacion de transposicion parcial, siguen siendo matrices densidad vélidas, es
decir definidas positivas [162]. La positividad de la transpuesta parcial (PPT por sus siglas
en inglés) es entonces una condicidn necesaria pero no suficiente para la separabilidad; si
un estado p es separable = p'® es una matriz definida positiva [161].

Negatividad logaritmica

Un ejemplo particular de medida de entrelazamiento para estados mixtos es la negatividad.
La negatividad N (p) cuantifica la violacién del criterio PPT, es decir, cudnto falla la operacién
de transposicion parcial de p en dar una matriz definida positiva. Se define asi la negatividad
como [163]:

!

N(p) 5 7

(3.37)

donde ||O[|; = TrvV/O1O es la norma traza. La negatividad puede expresarse analiticamente
como [151]

Nuoznmx{q—E:Ak} (3.38)
k

donde {\, } es el conjunto de autovalores negativos de p’#. Una medida relacionada, que
ademas tiene la propiedad de ser aditiva, es la negatividad logaritmica [163]:

En(p) = log ||o"?||x = log(1 + 2N (p)) (3.39)

Esta medida de entrelazamiento no tiene la propiedad de reducirse a la entropia de von
Neumann cuando es aplicada en estados puros, por lo cual en algunos contextos esto es
llamado un entanglement monotone [159]. La negatividad logaritmica tiene la propiedad de
ser una cantidad completamente aditiva [159, 163] lo cual significa que para cualquier par
de estados p; y ps satisface En(p1 ® p2) = En(p1) + En(p2).

La negatividad logaritmica tiene la ventaja de ser facilmente calculable en el caso particular
de estados Gaussianos. Para un estado Gaussiano con matriz de covarianza o la misma
resulta [151]:

- Zlog(Qﬁk) parak: vy < 1/2
En(0) = i (3.40)

0 si 7, >1/2 Vk
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donde {7, } es el conjunto de autovalores simplécticos de &, la matriz de covarianza
correspondiente al estado p’®.

Obtener la matriz o es particularmente sencillo, el procedimiento se basa en la observacion
de que al adoptar una descripcion en el espacio de fases, la operacién de transposicién parcial
se describe como una reversion en el signo de los momentos del subsistema transpuesto.
Esto puede verse considerando la distribucién de Wigner (ec. (3.5)) de la matriz p”:

W,r(q,p) = Wy(q, —p) (3.41)

Debido a esto, para obtener la matriz de covarianza & correspondiente al estado p”2, solo es
necesario cambiar el signo de los momentos correspondientes al subsistema B.

En el caso particular de estados Gaussianos esto da un criterio de separabilidad que es
especialmente sencillo de verificar, y que para el caso de estados mixtos en biparticiones de
(1 x1)46 (1 x N)modos es un criterio necesario y suficiente para detectar la separabilidad
de un estado [164].

3.3. Transiciones de fase disipativas y
metaestabilidad

El tipo de dindmica que consideramos en esta tesis es un caso particular de sistemas
disipativos forzados (driven-dissipative model). La literatura disponible actualmente muestra
muchos trabajos en tales sistemas para los cuales el uso de aproximaciones semiclasicas lleva
a un mapa dindmico que tiene mds de un punto fijo [46, 47, 48, 49, 165]. En otras palabras,
esto significa que bajo una aproximacién semiclasica o de campo medio se observan dos
o mas estados estacionarios para un dado conjunto de parametros del sistema. Esto se
corresponde a un cierre del gap del Liouvilliano, lo cual es el atributo que define a las
transiciones de fase disipativas (TFD) [166].

Esto puede entenderse a través del espectro del generador de la dindmica. Si consideramos
la ecuacién

p=Lp, (3.42)
es claro que un estado estacionario del sistema pertenece al espacio nulo de £
0= Lp, (3.43)

y que la presencia de muiltiples estados estacionarios ocurre cuando el autovalor O es
degenerado.

En términos de la descomposicion espectral de £ podemos reescribir la evolucion del
estado del sistema como

3.3 Transiciones de fase disipativas y metaestabilidad
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p(t) = e“p(0) = > e Tr[p(0) L] Ry, (3.44)
k=0

donde Ry y L; denotan los autovectores por derecha e izquierda respectivamente, con sus
correspondientes autovalores v. En la Fig. 3.1 se puede ver una representacion esquematica
del espectro del generador.

Im(v) A

—Re(r1)

Re(v)

7R,e(174)
X Autovalores de £ —RG(EZ')
~
@ Autovalores de £ 7R.e(£.)

Fig. 3.1.: Diagrama de un espectro de dos generadores distintos £ y L. La tasa de decaimiento
mas lenta estd dada por —Re(v1). En el esquema correspondiente a £ la presencia de una
separacion en bloques del espectro da lugar a metaestabilidad.

Es importante notar que si consideramos que los autovalores estdn ordenados de tal forma
que Re(vg) > Re(vk41), el segundo autovalor, 14, da lugar a la tasa de decaimiento més
lenta del sistema, y que la aparicién de un régimen biestable se corresponde asi con un cierre
del gap espectral. Un ejemplo de esto puede verse en un modelo de Ising con coexistencia
de fases ferromagnética y paramagnética [167].

Cuando estas transiciones suceden, usualmente hay un cambio no analitico del estado
asintotico del sistema, generado por la competencia entre la dindmica unitaria y los meca-
nismos disipativos. Las transiciones de fase disipativas se nombran asi en analogia con las
transiciones de fase cudnticas, donde ocurre un cambio no analitico en el estado fundamental
de un Hamiltoniano [168].

Las TFD son experimentalmente observables [169, 170, 171] y pueden ser catalogadas
como transiciones de primer o segundo orden [166]. Las transiciones de primer orden son
aquellas en las cuales el gap se cierra solamente en el punto critico. Mientras que las de
segundo orden con ruptura de simetria corresponden a transiciones en las cuales el gap
permanece cerrado en la fase con ruptura de simetria.
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Recientemente se mostré mucho interés en estudiar estas transiciones y los fenémenos
relacionados a ellas, como por ejemplo metaestabilidad [167, 172, 173], intermitencia [174]
y dissipative freezing [174, 175, 176]. Las TFD fueron estudiadas también en relacién a su
utilidad en metrologia. Por ejemplo se demostré que en una TFD de primer orden [166] se
puede obtener una mejora en la precisién alcanzable [177], dado que en la TFD se alcanza
el limite de Heisenberg [178].

Por el contrario, cuando el sistema tiene un tamafio finito (sin aproximaciones semiclasicas
o de campo medio, es decir lejos del limite semiclasico o termodindmico), estas fases dan
lugar a una dindmica metaestable [167]. Esto significa que el gap del Liouvilliano, que
da lugar a la tasa de relajacién mas lenta del sistema, puede volverse muy pequeifio pero
mantenerse finito [46], como fue demostrado al considerar la dindmica disipativa del modelo
de Rabi [179], el modelo de Ising [167], modelo de Bose-Hubbard [146], o una cavidad con
una no linealidad de Kerr [51].

Mas precisamente, la dindmica metaestable ocurre cuando se produce una separacion entre
las escalas de tiempo de relajacion del sistema. Es decir, cuando 3m € N | Re(vp,11) /Re(vin) >
1, como en el diagrama que se muestra en Fig. 3.1 para los autovalores de L. La dindmica
en el régimen metaestable se corresponde con una dindamica estocastica cldsica [167], es
decir que muestra saltos intermitentes entre las dos fases cldsicamente estables.

El estudio de la transicién estructural entre ambas configuraciones y el comportamiento
de los tiempos de decaimiento alrededor de dicha transicién se basan frecuentemente en el
analisis de la ecuacién maestra (2.17). Es sabido que la resolucion numérica de la misma se
vuelve rapidamente intratable a medida que el tamafio del sistema crece. La principal razén
de esto es que encontrar el estado estacionario corresponde a encontrar el espacio nulo del
Liouvilliano £, que en una representacion discreta de un espacio de Hilbert de dimension N,
se corresponde a una matriz de tamafio N2 x N2. En nuestro caso en particular, a pesar de
que tratamos con sélo dos subsistemas, los mismos estan descriptos por grados de libertad
continuos, es decir, de dimensidn infinita. El crecimiento cuadratico se ve reflejado entonces
en la representacién finita utilizada para la resolucién numérica de ec. (2.17).

En el régimen particular en el cual esperamos observar el comportamiento de interés, la
cantidad de estados necesarios para aproximar el estado del sistema en una representacion
finita es cada vez maés alta, ya que necesitamos poder representar correctamente estados del
sistema que tienen simultdneamente componentes con numeros altos y bajos de fotones en
la cavidad, y estados del ion localizados espacialmente en regiones distintas. Ademas, es
sabido que las fluctuaciones juegan un rol importante en las transiciones de fase disipativas,
por lo cual es necesario desarrollar métodos que puedan describir sistemas de tamafios
grandes, al mismo tiempo que capturen correctamente la dindmica de las fluctuaciones en el
mismo. Es esta combinacién de necesidades la que convierte a este en un problema complejo
de resolver numéricamente.

Maés atin, la metaestabilidad en la que estamos interesados no emerge como una separacion
de escalas temporales explicitas en el problema, como podrian ser por ejemplo dos procesos
que se sabe tienen escalas de tiempo muy distintas (como por ejemplo en la aproximacién
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de Born-Oppenheimer o en un proceso de eliminacién adiabatica [180]) donde seria posible
realizar una separacién entre los grados de libertad lentos y rdpidos analiticamente. Por el
contrario, en este sistema la dinamica lenta se presenta como un decaimiento lento hacia el
estado estacionario y viene de estudiar el espectro del generador de la evolucion del sistema
(compuesto) p = Lp. Es decir, la dindmica lenta no se corresponde a la dindmica de uno los
sistemas individuales, sino que todos los grados de libertad evolucionan a la misma tasa
hacia el estado asintético.
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Transicion optomecanica de
un ion acoplado a una
cavidad optica

En este capitulo se analizan las configuraciones de equilibrio clédsicas del sistema descripto
en el capitulo 2 para el caso particular de un solo grado de libertad de movimiento acoplado
al campo de la cavidad. Este capitulo es una introduccién comun a los capitulos 5 y 6, donde
se complementara este andlisis utilizando distintos métodos mas complejos para estudiar el
estado asintdtico del sistema. Este capitulo estd casi enteramente contenido en [53].

Como fue comentado anteriormente, el potencial éptico puede dar lugar a distintas
transiciones estructurales en los arreglos que forman las posiciones de equilibrio de los
iones en una trampa. Esto sucede debido a que a medida que la intensidad del bombeo
laser aumenta, la fuerza éptica sobre los iones lleva a los mismos lejos de los méximos de
intensidad del campo (suponiendo una desintonia al azul). Cuando el eje de la cavidad estd
alineado paralelamente a la cadena de iones, como en la Fig. 1.2, la presencia del potencial
optico da lugar a una transicion sliding-pinned. Por otra parte, cuando el eje de la cavidad
estd alineado perpendicularmente a la cadena de iones, como en la Fig. 1.1, se da lugar a la
transicién lineal-zigzag.

Siguiendo lineas de trabajo previas, nos concentramos en el caso de un Hamiltoniano que
preserva la simetria de paridad, lo cual corresponde a una situacién en la cual el campo
de la cavidad esta alineado con el eje de la cadena de iones [20, 116], ya sea paralela o
perpendicularmente. Esta suposicion es comun en otros trabajos, por ejemplo en estudios de
la transicion sliding-pinned en cadenas de tamafio finito [37, 38]. Esto ayuda a la observacion

de un cambio de comportamiento abrupto alrededor de la regién de la transicion estructural.

Bajo esta suposicién, la descripcién semiclasica predice un estado estacionario con paridad
definida en el régimen de bombeo laser débil, cuando el ion central se encuentra en el centro
de la trampa, y un estado estacionario con ruptura espontdnea de simetria en el régimen de
bombeo laser fuerte (asumiendo que el centro de la trampa coincide con un maximo del
potencial 6ptico).

Como primera aproximacion al tratamiento cudntico de nuestro sistema, a lo largo
de esta primera parte de la tesis estudiamos el caso de un unico grado de libertad de
movimiento acoplado al campo de cavidad. Este modo puede corresponder a un tinico ion
atrapado, o puede referirse a la descripcion efectiva de un problema en términos de un
modo particularmente relevante para la dinamica (por ejemplo el modo “zigzag” en el caso
de la transicién lineal-zigzag). La configuracion es tal que la posicidn de equilibrio resulta
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de una competicion entre el potencial de la trampa y las fuerzas dpticas, como se representa
en la Fig. 4.1. Por simplicidad, tomamos Ay > 0 y consideramos que el perfil de intensidad
del campo de la ec. (2.44) esta dado por:

P@) =g f(x), 4.1)
flz) = [(x/zeq)? = 1] . (4.2)

Este perfil de intensidad no describe una configuracién experimental realista, pero es til
al propésito de este trabajo dado que para el mismo solo resulta relevante el comportamiento
de la intensidad del campo alrededor del centro de la trampa, incluyendo el primer pozo
del potencial 6ptico. Esto resulta en un escenario paradigmatico de transicion de un pozo
simple a un doble pozo. En este caso, las posiciones de equilibrio clasicas se encuentran en
2 = 0 para bombeo débil, mientras que en el limite de un niumero de ocupacidn infinito se
encuentran en x = Feq. Esta eleccion fue realizada para hacer el tratamiento numérico
mads sencillo, ademas de que hace posible obtener resultados analiticos sobre las distintas
regiones de estabilidad para las posiciones de equilibrio clasicas, como se comenta en la
seccion 4.2. Ademads, esta eleccién particular lleva a que la profundidad de los pozos del
potencial 6ptico esté directamente caracterizada por el pardmetro Uy = g3 /Ao.

a) b)
. »

Fig. 4.1.: Representacion esquematica de las diferentes configuraciones de equilibrio en el modelo
optomecanico considerado: a) régimen de bombeo débil, la cavidad tiene un bajo niimero
medio de fotones y el equilibrio para la posicién del ion se localiza en el centro de la
trampa de iones; b) régimen de bombeo fuerte, la cavidad tiene un nimero medio de
fotones grande y la posicién de equilibrio del ion estd determinada principalmente por el
potencial dptico, mostrando ruptura de simetria espontanea en el tratamiento semiclasico.
Si la cooperatividad es lo suficientemente grande, el tratamiento semiclasico puede predecir
la estabilidad de ambos tipos de soluciones en un régimen de bombeo intermedio.

En los préximos capitulos de esta tesis, nos concentramos en estudiar el comportamiento
del estado estacionario, y las escalas de relajacién hacia el mismo. Para esto utilizamos
dos métodos. El primero, correspondiente al capitulo 5, se trata de la diagonalizacion del
generador de la dindmica mediante el uso de métodos de subespacios de Krylov [181]. En
este caso, no se utilizé ninguna aproximacién “semicldsica” para reducir la complejidad de la
dinamica dada por el operador de Liouville £, definido en (2.17). De esta forma, se obtiene
una porcién reducida del espectro concentrada en la regién de interés (cerca del estado
estacionario). El segundo método utilizado fue una descripcién simplificada de la dindmica
en el espacio de fases, corroborando que la misma es adecuada para encontrar el estado
asintdtico, y a partir de esto estimando una medida de la tasa de relajacién hacia el estado
estacionario; esto se encuentra en el capitulo 6.
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4.1. Parametros experimentales

Los valores experimentalmente alcanzables para los distintos pardmetros del problema
varfan en funcién de la implementacion considerada. Las frecuencias tipicas de la trampa de
iones pueden estar en el rango w = 27 x (47—364) kHz [4, 5, 32], o incluso w = 27 x 2,7 MHz
[30]. Los valores tipicos de la tasa de acoplamiento de un fotén individual (single photon
coupling rate), que establece la escala para gg, son 27 x (0,53 — 6) MHz [22, 30, 182].
Los valores experimentales de la tasa de decaimiento de la cavidad son muy variables y
generalmente se sittian dentro del rango « = 27 x 68 kHz —320 MHz [11, 12, 22, 30].

El valor de z.q también depende de la implementacién especifica en mente. Se puede
pensar en nuestro potencial cudrtico como una aproximacion cualitativa de una intensidad
Optica sinusoidal alrededor del centro de la trampa de iones. Asi, la posicién de equilibrio
adimensional corresponde a eq/z,, = A/4x,,, donde X es la longitud de onda del modo de
la cavidad.

Como sistemas de ejemplo consideramos dtomos de Yb con luz laser de 369 nm [32] y
atomos de Ca con 405 nm [5], y entonces Zeq/z., =~ 2,5 — 7,5, hasta zeq/z., ~ 20 para una
frecuencia de la trampa alta w de unos pocos MHz. Observamos que también se podria
pensar en modelos alternativos en los que el movimiento a lo largo del eje de la cavidad
es irrelevante o esta fijado, y entonces el potencial optico corresponderia al perfil dptico
transversal; en tal caso z.q podria ser mucho mayor.

4.2. Analisis de las configuraciones de equilibrio
semiclasicas

En el marco de la aproximacién semicldsica comentada en la seccién 2.4, consideramos
ahora las transiciones entre las distintas configuraciones de equilibrio. Dado que el perfil
espacial elegido para la intensidad del campo es par, se tiene que T = 0 es siempre una
solucién de ec. (2.53). Considerando la forma del potencial éptico efectivo (2.54), (como
se muestra para un unico ion en las Figs. 2.5 y 4.1 en el caso de una onda completa y
en la aproximacion vélida alrededor del centro de la trampa armdnica, respectivamente)
es claro que en el régimen de bombeo fuerte hay otras soluciones de equilibrio, y estas
deben satisfacer z° < z2;

la trampa, o en el limite de intensidad de bombeo infinita.

la igualdad puede satisfacerse solo en ausencia del potencial de

La ecuacién para las soluciones que se encuentran en torno de los minimos de intensidad

del campo, que existen solo para bombeo suficientemente grande, se derivan a continuacidén.

Usando (2.53) y definiendo z = 1 — (T/xeq)?, la ecuacién que determina las posiciones de
equilibrio en torno a los pozos del potencial 6ptico es:

1+C% (2" -1+ 6)2 =40n% 2 (4.3)

4.1 Parametros experimentales
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donde se definieron las combinaciones adimensionales de parametros:

A,
=-—=+1 4.4
c U + (4.4)
asociado con la desintonia, y
N Tuw

= 4.5
UEff \/@ .’I,'eq ( )

asociado a la intensidad del bombeo ldser. Estas soluciones existen solamente para bombeo
laser suficientemente grande, y cuando existen, son estables.

Hacemos ahora un andlisis de la estabilidad del potencial efectivo total (ec. 2.54) Vit =
Vett + Vion en términos de los parametros del sistema. Se puede determinar para que
parametros los distintos puntos criticos de V;,; pasan de ser estables a inestables, es decir,
cuando V;), = 0. Al considerar la estabilidad de la solucién en el centro de la trampa esto se
corresponde a:

(0))2 _ 1+ c2C?

(neff = T (46)

es decir que para valores de 7eg > né?f) la solucién T = 0 es inestable.

Por otra parte, si buscamos los puntos estables e inestables del potencial V,; considerando
T # 0, se encuentra que las condiciones en las cuales aparecen las soluciones en los minimos
de intensidad del campo corresponden a:

. 1+ C2f2(2:0)

()? = 20/ (20)/C = = - “.7)

donde usamos el superindice s (del inglés sides) para indicar que es el valor critico que
corresponde a la aparicion de posiciones de equilibrio en torno de los pozos del potencial
éptico, mientras que f(z) estd dado por la ec. (4.2). Y zg = 20(C, ¢, zeq) €s una de las
soluciones de

0=1+C%f? —422C?f
(4.8)
= -30%2* —2C%*(c — 1)22 + (1 4+ C?*(c — 1)?)
De esta manera, para valores fijos de C, ¢ y z.q, la aproximacién semiclésica predice una

transicion a un régimen de doble pozo que solo depende de 7. Para el caso particular en el
cual el laser estd en resonancia con la cavidad, es decir ¢ = 1, se tiene:

(s)

1
(Tetf )2 = W (4.9)
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Fig. 4.2.: Minimos del potencial efectivo total Vi,x que determinan la posicién de equilibrio en la
descripcién semiclasica. Los pardmetros utilizados son k = w, Teq = 31/h/(Mw), ¢ = 1,
C = 0,5 (azul oscuro), C = 2 (celeste), correspondientes a transiciones continuas y
discontinuas respectivamente. Para este ultimo caso, la linea vertical de puntos muestra el
cambio en el minimo global y las lineas rayadas verticales muestran los valores de transicién
calculados a partir de la Ec. (4.6) y la Ec. (4.9).

La transicién entre los distintos tipos de soluciones puede ser continua o discontinua
dependiendo de la cooperatividad C'y el pardmetro adimensional ¢ asociado a la desintonia.
El cambio de transiciones continuas a discontinuas puede ser identificado considerando la
condicion bajo la cual la inestabilidad de la solucién de equilibrio alrededor de los pozos
de potencial éptico ocurre cuando la solucién de equilibrio clasico T # 0 se acerca a 0. Esto
lleva a un valor critico de C' que depende de la desintonia:

1
Corit = ———. .10
o (4.10)

Si C estd por encima de Cy, entonces la transicion es discontinua; en el caso contrario,
es continua. Para una desintonia tal que ¢ ¢ (0, 4), la descripcidn semiclédsica predice una
transicién continua para todo valor de C.

Como ejemplo, en la Fig. 4.2 mostramos los minimos de V' como funcién de 7, para un
valor de cooperatividad por debajo (azul oscuro) y por encima (azul claro) del valor critico.
En el primer caso se puede observar una transiciéon continua. En contraste, el segundo
caso muestra una transicién abrupta en la cual dos minimos locales aparecen cerca de ze,,
mientras que T = 0 sigue siendo una solucién estable. A medida que 1 aumenta atin mas, el
minimo local en el origen se vuelve inestable, y las tinicas soluciones estables son las que
estan alrededor de £z.,. En la Fig. 4.3 se muestra una representacién esquemdtica de la
transicidn discontinua en términos del potencial efectivo total (ec. 2.54), donde se puede
observar como esta transicion es reminiscente a una transicion de primer orden en la teoria
de Landau de puntos tricriticos [183].

4.2 Andlisis de las configuraciones de equilibrio semiclasicas
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s < e <0y

A

Fig. 4.3.: Potencial efectivo V. (x) para C en el régimen de biestabilidad. De izquierda a derecha se
muestran valores crecientes de 7

et < 17

Veft

sz?r) < Meft

T

Observamos que el andlisis semiclasico sugiere que las principales caracteristicas de la
transicién dependen de muy pocos parametros adimensionales. Esto no tiene por qué ser asi
en el régimen verdaderamente cuantico. Por ejemplo, si los minimos del potencial éptico,
+xeq, se encuentran dentro de la regién espacial ocupada por el estado fundamental de
la trampa, entonces no se puede esperar una transiciéon abrupta entre los dos tipos de
soluciones, porque el tratamiento cudntico muestra que ambas presentan un overlap. Se
espera que el tratamiento semicldsico sea mas preciso en el limite de un gran ntimero
de fotones y con zeq > ., donde z,, = //(mw) es la escala de longitud determinada
por el estado fundamental de la trampa. Sin embargo, incluso bajo estas suposiciones,
la descripcién semiclasica falla cerca de los puntos de inestabilidad debido a las grandes
fluctuaciones de la posicién.

La descripcion semiclésica en [20, 38], comentada en la seccién 2.4 también incluye un
tratamiento lineal de las fluctuaciones, truncando las Ecs. (2.47) a primer orden en los
desplazamientos de los valores medios. A partir de este conjunto lineal de ecuaciones, si
el régimen de pardmetros corresponde a una configuracién estable, se puede encontrar un
estado asintético Gaussiano [133] para el sistema. Sin embargo, hay valores de pardmetros
para los cuales el bombeo induce el calentamiento del grado de libertad de movimiento y,
por lo tanto, el sistema linealizado se vuelve inestable [116].

Ma4s atn, en las ecuaciones de las fluctuaciones de la cavidad y del ion llevadas a primer
orden, el acoplamiento entre los dos grados de libertad es proporcional a la derivada de
la intensidad del campo en la posicién del ion (ver ec. (2.65)). Esto significa que, para
el modelo que analizamos, este acoplamiento optomecdnico es cero en toda la regién de
parametros para la cual la posicién de equilibrio del ion esta en el origen de la trampa. Este
hecho tiene dos consecuencias importantes: primero, en este régimen debe incluirse un
mecanismo de disipacién directa sobre el ion para obtener un estado asintético. En segundo
lugar, este estado asintético no muestra correlaciones, cudnticas ni clésicas, entre la cavidad
y el ion. Estas caracteristicas se deben a la aproximacion lineal y no a las propiedades del
sistema cudantico completo.
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4.3. Evolucidon de las fluctuaciones en la
aproximacion Gaussiana localizada

En esta seccién proporcionamos el sistema linealizado de ecuaciones que gobiernan la
evolucién de las fluctuaciones en el tratamiento Gaussiano localizado estdndar. Continuando
con el procedimiento iniciado en la seccién 2.4, para cada operador A correspondiente a
las cuadraturas de los grados de libertad de la cavidad o del movimiento del ion, definimos
operadores de fluctuacién en la forma A = A + § A, donde A el valor medio asociado con la
solucién semicldsica, y A un operador con media cero que describe las fluctuaciones en
torno de ese valor de equilibrio clasico.

A continuacidén, derivamos las ecuaciones de movimiento de Heisenberg-Langevin para
las fluctuaciones despreciando los términos cuadraticos en cualquiera de los operadores de
fluctuacion:

8a = (iDegt(T) — 1) da + i— (b + bT) + V2rain(t)

V2 (4.11)
i i 2 2 2 2 . C o i '
b= o (— (@ +wl)b+ (w —w?2) bY) +Z\ﬁ (e75a + €'? sal)

Aqui, da corresponde a las fluctuaciones del operador de cavidad a, y b, b' son operadores

de aniquilaciéon y creacién respectivamente para las fluctuaciones de movimiento del ion,

obtenidos combinando §z/x,, y 6p/p,,. Los factores de fase e**# proceden de la fase del
valor de equilibrio cldsico del campo de la cavidad:

a = |ale’” (4.12)

y el acoplamiento entre las fluctuaciones de movimiento y del campo de la cavidad estd
dado por:
dAeff(f)

= (4.13)

¢ = [alz,
Finalmente, ai,(t) representa el operador de input dentro del formalismo de input-output
[94, 1311,y
d? A (T)
2 —2,.2 eff
wr =w|w-—lalfx ——= 4.14
P (- P 414
contiene la correccion a la frecuencia vibracional introducida por el potencial éptico a orden
mas bajo.

Como sélo se mantienen los términos de primer orden en las fluctuaciones, la evolucion
puede describirse en términos de estados Gaussianos en todo momento, y sélo se necesita el
vector de primeros momentos y la matriz de covarianza para describir completamente el
estado del sistema.

Destacamos que la linealizacién implica que la desintonia efectiva que aparece en el
conjunto de ecuaciones (4.11) se evalia en la posicién de equilibrio clasica Z. Ademas, las

4.3 Evolucidn de las fluctuaciones en la aproximaciéon Gaussiana localizada
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fluctuaciones de la cavidad y del ion se desacoplan cuando T corresponde a un minimo o a
un maximo del potencial éptico. Ambas cuestiones pueden ser una fuente importante de
error para la aproximacién Gaussiana localizada. Los valores de A.¢ y de la constante de
acoplamiento ¢ son aspectos clave para la eficiencia del enfriamiento debido a la cavidad [19,
116]. El impacto de la linealizacién es especialmente grande cuando A.g(T) es cercano a cero,
dentro del régimen biestable, y/o en ausencia de disipacion directa en el ion. Observamos
que el error particular derivado del uso de Aq(Z) en (4.11) podria reducirse sustituyéndolo
por un valor de (Ag¢) determinado de forma autoconsistente.

Ademas notamos que, dentro de esta aproximacion, al no incluir un mecanismo de
disipacién actuando directamente sobre los modos de vibracién en ec. (4.11), tenemos que
si el campo de la cavidad se desacopla del modo de vibracién, entonces este dltimo no
tiene un estado estacionario unico. A partir de la ec. (4.13) vemos que el acoplamiento
entre ambos grados de libertad se anula cuando la posicién de equilibrio clésica del ion se
encuentra exactamente en el centro de la trampa o en zeq.

Por ultimo es importante comentar sobre el régimen de validez de esta aproximacién. En
principio, las fluctuaciones del campo se hacen comparativamente pequefias a medida que
el nimero de fotones en la cavidad crece, de tal forma que tasas de disipacién de la cavidad
mas pequeiias conducen a regimenes mas semicldsicos. Por otra parte, la densidad espacial
de los iones puede considerarse localizada en torno a los valores de equilibrio clasicos
en tanto la probabilidad de transicion entre las distintas configuraciones de equilibrio sea
baja. Esto requiere que el overlap entre los estados en cada configuracién de equilibrio
sea pequeia. En este sentido es de esperar que a medida que la distancia entre pozos de
potencial éptico crece, el sistema también se aproxime al limite semiclésico.

4.4. Resumen

En este capitulo discutimos un modelo de un dnico ion acoplado a una cavidad dptica
bajo la aproximacion semiclasica localizada de seccidn 2.4. Se dieron los regimenes de
parametros que separan las distintas configuraciones de equilibrio cldsicas y se comentd el
efecto de considerar las fluctuaciones a orden mas bajo.
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Transicion optomecanica de
un ion en el régimen de
pocos fotones

En este capitulo consideramos un sistema optomecanico compuesto de un tnico ion
atrapado acoplado dispersivamente [1] a un inico modo de una cavidad 6ptica, de acuerdo
al modelo presentado en la seccién 2.3.

Siempre consideramos el sistema en las cercanias del régimen en el que la descripcion
semiclasica predice biestabilidad, pero en el limite de un niimero medio de fotones pequefio,
mas concretamente de unos diez fotones en la region de la transicién, de modo que no
se espera que la descripcién semicldsica sea vélida. Para trabajar en este régimen, nos
mantenemos en valores de x moderadamente altos, es decir una cavidad que presenta una
tasa de pérdidas grande. Proporcionamos un andlisis numérico a partir de la descripcion
completamente cuantica del estado del sistema. Exploramos las caracteristicas del estado
asintético a lo largo de la transicion, con el objetivo de analizar posibles marcadores de la
biestabilidad clésica.

De la simetria del Hamiltoniano en ec. (2.45) se deduce que, a menos que se incluya
un mecanismo de disipacién directa o ruido sobre el grado de libertad de movimiento,
el sistema tendra al menos dos estados estacionarios correspondientes a subespacios con
paridad par e impar en el espacio de coordenadas del ion [176]. Cabe mencionar que
en un sistema cudntico abierto, una simetria del Liouvilliano no siempre implica una
cantidad conservada y la presencia de muiltiples estados estacionarios. Dado un operador A
generador de una simetria i/ = exp(i¢A), se considera a esta operacién una simetria débil si
LUpUT) =UL(p)UT. Si ademds el generador de la simetria satisface las condiciones

donde L son los operadores de Lindblad definidos en la ec. (2.18), entonces esta operaciéon
es una llamada simetria fuerte, e implica la existencia de una cantidad conservada y de
multiples estados estacionarios [176, 184], cada uno correspondiente a un sector de simetria
o equivalentemente a la multiplicidad algebraica del espectro de A [185]. Notar que el
operador paridad satisface las condiciones de una simetria fuerte (ec. (5.1)) para el sistema
descripto en el capitulo 2.

La ruptura espontdnea de simetria dada por el modelo semicldsico s6lo puede observarse
en la descripcion cudntica en ausencia de efecto ttiinel entre pozos de potencial, lo que
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corresponde al limite de infinitos fotones. Para simplificar la descripcion, y dado que la
ruptura de simetria no es la caracteristica que queremos analizar, s6lo consideramos el
subespacio par de estados de movimiento.

Para simplificar la cantidad de pardmetros presentes en el sistema, elegimos A, = 0; esta
eleccion garantiza Ao < 0, que se identificé como una condicidn necesaria para evitar el
calentamiento de los iones inducido por la cavidad [116]. Estudiamos el estado estacionario
para valores fijos de cooperatividad C'y de x,,/x¢q. En particular, en lo siguiente tomamos
C =2, xeq = 5z,. Estos valores se eligieron de tal forma de que exhiban las caracteristicas
de la transicion de interés y al mismo tiempo sean numéricamente manejables y cercanos
al régimen experimentalmente accesible con la tecnologia actual. Aunque no pretendemos
describir ninguna implementacién particular, nuestras elecciones de parametros podrian
corresponder, por ejemplo, a iones de calcio en la transicién a 854 nm, tomando x, Uy y w
del orden de 27 x 100 kHz [12].

Se exploraron otros conjuntos de pardmetros, confirmando la expectativa de que niimeros
de fotones mds pequefios y valores mas pequefios de xeq conducen a transiciones mas suaves.
Aunque las principales caracteristicas de nuestros resultados son representativas de los
fendmenos que queremos estudiar, algunos aspectos de los resultados mostrados no son
universales: por ejemplo, hay regimenes para los que el efecto de enfriamiento de la cavidad
es demasiado pequefio para llevar a un estado de movimiento que estd localizado con
respecto a la escala establecida por z.q, y también las posiciones precisas de los mdximos en
cantidades como la entropia o la negatividad varian de una eleccién de parametros a otra.

5.1. Transicion de la configuracion de equilibrio

A continuacién estudiamos el comportamiento de los valores de expectacion asociados al
campo de la cavidad a medida que se incrementa la intensidad del laser. Dado que la region
de biestabilidad semiclésica depende de la combinacién adimensional 7% = n*z2 /(x3,wk) ¥
trabajamos a lo largo de esta seccién a zeq = 5., fijo, las curvas se muestran como funciones
de n/\/wk. Para mantener C' constante, cada curva con x constante tiene su correspondiente
valor de Uj. Resultados andlogos a los de este capitulo, correspondientes a otros conjuntos

de pardmetros (C' = 3, zeq = 22, ¥ C = 2, xeq = 37,,) se muestran en el apéndice C.

En cada figura de esta seccidn, las lineas discontinuas dividen las tres regiones que tienen
un numero diferente de minimos locales en el potencial efectivo total de la ec. (2.54). En

la region de la izquierda, V sélo tiene un minimo en = = 0, es decir que se corresponde al

régimen e < ngf) ; en la region de la derecha solo son estables los minimos de los costados

de la trampa, es decir né;)f) < 7eff; 1a region del medio corresponde a la biestabilidad clésica,

es decir es el régimen né?f) < Neff < né?f), donde négf) y né?f) se definieron en el capitulo 4 en
las ecs (4.6) y (4.7) respectivamente. El cambio de un minimo global en Z = 0 a uno en los

lados se muestra con circulos.
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La figura 5.1-a) muestra el numero medio de fotones en el estado estacionario en funcién
del bombeo y para diferentes valores de «, U, (manteniendo la cooperatividad constante).
De acuerdo con la descripcion semiclasica, el nimero medio de fotones para n//kw fijo
crece a medida que x disminuye, y mds alld de la regién de transicidn el nimero medio de
fotones crece cuadraticamente con 7. El nimero medio de fotones obtenido mediante el
tratamiento semicldsico (2.56) sin tener en cuenta las fluctuaciones cudnticas, se muestra
en las mismas figuras con lineas discontinuas. Se puede ver que el valor obtenido a partir de
la aproximacion semicldsica tiene un corrimiento diferente a cada lado de la transicion. Este
corrimiento esta relacionado con el hecho de que la aproximacién semiclasica, tal como se
describe en la seccién 2.4, no tiene en cuenta el efecto de la dispersién espacial del ion sobre
Aeg. En un tratamiento completamente cudntico, esta dispersion tiene un gran impacto en
el valor de la desintonia efectiva y a través de ella en el nimero medio de fotones.

a) 30 I
10
= |
S 3 I
: — k= 0.75
1 I |— & =1.00
: — Kk = 1.50
2 25 3 35 4 45 5 2 25 3 35 4 45 5

n/vVwk n/\/wk

Fig. 5.1.: a) Numero medio de fotones (en escala semilogaritmica) y b) valor medio de la desintonia,
en funcién de la intensidad de bombeo. Con lineas punteadas-rayadas se muestran los
valores obtenidos mediante la aproximacién semiclasica a orden mas bajo segun (2.56),
sin tener en cuenta las fluctuaciones. El resto de las lineas de color muestran los valores
medios obtenidos a través de la diagonalizacion del Liouvilliano. Las curvas corresponden a
los valores de los pardmetros: C' = 2, zeq/zw = 5, k/w = 0,75, 1,00, 1,50 respectivamente
(para la desintonia efectiva en b), las diferentes elecciones de « dan el mismo resultado
clasico). Obsérvese que como la cooperatividad C' se mantiene fija, diferentes valores de
x corresponden también a diferentes valores de Uj. La regién para la que se produce
el comportamiento cldsicamente biestable se muestra entre lineas negras discontinuas
verticales, y los circulos indican el cambio en el minimo clasico global.

El comportamiento de (A.¢) /Uy en funciéon de 7//kw se muestra en la Figura 5.1-b). Se
muestra la prediccion semiclasica correspondiente a Aqg(Z) en lineas discontinuas negras
(rayadas-punteadas); sélo puede observarse una curva semiclésica, ya que el resultado
no cambia cuando se varia k y Uy manteniendo C' constante (véase la seccién 4.2 para
mas detalles). Existe una marcada discrepancia entre la prediccién semicldsica y las curvas
obtenidas de los cdlculos numéricos. Esto se debe, como ya se ha mencionado, a la dispersién
espacial de la posicion del ion. Se puede observar en la figura que (Ag) /Uy crece hacia
A. = 0 a medida que n aumenta. Esto es lo esperado, ya que a medida que 7 se incrementa
la densidad de probabilidad del ion tiende a localizarse cerca de los pozos de potencial, que
en nuestro caso corresponden a los nodos de campo, reduciendo la desintonia de la cavidad
inducida por el ion. Sin embargo, la desintonia efectiva alcanza una meseta en un valor

5.1 Transicidon de la configuracion de equilibrio
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inferior a A., porque el ion no se localiza completamente. También se puede confirmar en
el grafico que un aumento del nimero de fotones en la regién de transiciéon da lugar a un
comportamiento cada vez mas abrupto en (Acg).

Una comprensién mas profunda del comportamiento del movimiento del ion puede
obtenerse de los graficos de la Fig. 5.2. El valor medio de x? se muestra en 5.2-a). Aunque
las curvas son cualitativamente similares, se puede observar que el cambio de estado de
movimiento se hace mds abrupto a medida que los valores de x y Uy disminuyen, de modo
que el nimero de fotones en la regién de transiciéon se hace mayor.

La dispersién de 2% se muestra en la Fig. 5.2-b), donde se puede observar una dispersién
maxima alrededor de la mitad de la region de la transicion. Para tasas de bombeo grandes,
los graficos confirman que el ion no se localiza completamente, y en realidad las curvas se
vuelven casi planas, con una dispersién no nula. Esto puede entenderse teniendo en cuenta
que la localizacién del ion en los nodos del campo hace que la desintonia efectiva sea muy
pequeiia, a la vez que se reduce el acoplamiento a medida que el ion se acerca al pozo de
potencial éptico, lo que limita el efecto de enfriamiento de la cavidad.

Por ultimo, en la Fig. 5.2-c) mostramos la energia cinética del ion, en unidades de
p2/m = hw. Las curvas correspondientes son bastante planas en el régimen en el cual el
ion estd situado en el centro, y muestran un aumento aproximadamente lineal con 7 en el
régimen de bombeo grande. Este crecimiento es esperado ya que la escala de energia de
movimiento asociada al potencial éptico clasico, despreciando back-action, aumenta como
hn.

Esto puede verse considerando que en el régimen de bombeo fuerte, el ion se localiza en
uno de los pozos del potencial 6ptico, por lo cual se puede hacer una expansion del potencial
en torno a z.q. Si ademds se desprecia el efecto de back-action se puede sustituir el operador
para el nimero de fotones por el correspondiente valor medio clasico, resultando en:

772

hUof(x)aTa ~ hUomxigq

(x— :req)2 (5.2)

Esto puede considerarse como un movimiento arménico con frecuencia dada por

Y e (5.3)
- mazg k% + A2 '

de donde la escala de energia tipica de este sistema crece como hAw o Ain.
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Fig. 5.2.: a) Valor medio del operador z* asociado a la posicién del ion, en unidades de zz,. Notese
que el valor medio de = es siempre cero por razones de simetria. b) Dispersién de x> en
unidades de qu. c) Energia cinética media del ion, en unidades de p2 /m = hw. Las curvas
corresponden a los valores de pardmetros: C = 2, zeq/x, = 5, k/w = 0,75, 1,00, 1,50
respectivamente. En todos los casos la cooperatividad se mantiene fija, de manera que
distintos valores de x se corresponden a diferentes valores de Uy.

En la descripcion semiclasica, las dos configuraciones de equilibrio diferentes para el ion se
relacionan directamente con dos valores de equilibrio distintos de la amplitud del campo de
la cavidad. Este comportamiento puede observarse aproximadamente en las distribuciones
de Husimi Q,(«) (ver Seccién 3.1). Mostramos estas distribuciones en la Fig. 5.3 para
la cavidad (arriba) y el ion (abajo), con una tasa de bombeo creciente de izquierda a
derecha. En [49, 51], los autores observan que la distribuciéon de Husimi tiene dos l6bulos
distintos en el régimen biestable. En este sentido, cabria esperar que la biestabilidad clasica
se corresponda a una distribucién de Husimi del ion con picos distintos en @ = +a¢q ¥
x = 0y con dos picos separados para las amplitudes de cavidad asociadas. Estas condiciones
estdn relacionadas con los requisitos ya mencionados de que z.q sea mucho mayor que
Z, y que el nimero medio de fotones sea mucho mayor que 1. Este limite no se alcanza
para nuestros regimenes de parametros, lo que queda claro en las funciones de Husimi
que muestran un overlap no despreciable entre los picos que corresponden a diferentes
soluciones semicldsicas.

5.1 Transicidon de la configuracion de equilibrio
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Fig. 5.3.: Distribuciones de Husimi para los estados reducidos de la cavidad y el ion, para C' = 2,
Zeq/Tw = B, kj/w = 0,75, vy n//wk = 2,0, 3,3, 34, y 5,0, de izquierda a derecha. La
fila superior corresponde al estado reducido de la cavidad, donde Re(«) y Im(«) son las
cuadraturas de campo, mientras que la fila inferior corresponde al estado reducido del ion.

5.2. Analisis de marcadores tipicos de la
transicion

A continuacién estudiamos el comportamiento de varias magnitudes que se espera que
muestren sefiales claras de la transicién y/o indiquen metaestabilidad en la descripcion
cuantica del sistema. En primer lugar, analizamos la pureza del estado, que se espera
que tenga un minimo en la transicion. Por ejemplo, en [166] los autores observan que el
minimo de pureza se produce en la transicién entre diferentes fases, y en [49], utilizando
el formalismo de trayectorias cudnticas, se identifican dos tipos diferentes de trayectorias,
explicando el estado asintético como una mezcla estadistica de las dos configuraciones de
equilibrio. En la Fig. 5.4 mostramos la entropia de von Neumann S(p) = —tr (plog p) del
estado del sistema compuesto y la de los estados reducidos.

Observamos un claro pico para la cavidad, pero no en la entropia del sistema completo o
del ion. Una vez mas, esto es una consecuencia del enfriamiento ineficiente de la cavidad.
En el caso ideal, donde la cavidad puede enfriar completamente el movimiento del ion,
se esperaria que el estado del mismo en el régimen de bombeo débil (fuerte) lejos de la
regién de biestabilidad clasica se aproxime a un estado fundamental alrededor del pozo de
potencial armoénico (6ptico). En este caso, alejandonos de la region de biestabilidad clasica,
el acoplamiento (en la representacién semiclésica localizada, ¢; de ec. (2.65)) entre los
grados de libertad decrece a valores pequefios pero no nulos, debido a la dispersién espacial
del ion. Esto lleva a un enfriamiento inducido por la cavidad ineficiente. Es por esto que en
un régimen de bombeo fuerte hay un exceso de energia en el modo de vibracién del ion, que
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se traduce en una pureza que decrece a medida que 7 crece (ademas, se observo en la Fig.
5.2 que la energia cinética del ion crece con 7, como se esperaria del anélisis semicldsico).
Por la misma razon, cuando la intensidad del bombeo laser es baja, el ion no se localiza
completamente de acuerdo al estado fundamental de la trampa armoénica, y por lo tanto la

entropia en este régimen no se aproxima a 0.

2 25 3 35 4 45 5

n/vwk

Fig. 5.4.: Entropia de Von Neumann del sistema compuesto y la de los estados reducidos pcav ¥ pion-
Los pardmetros son los mismos que en las figuras previas del mismo capitulo.

A pesar de que el estado es claramente un estado mezcla, existe un entrelazamiento no
nulo entre el ion y el campo de la cavidad. En la Fig. 5.5-a) mostramos el comportamiento de
la negatividad logaritmica Ex [151, 163] (ver seccién 3.2.3) para los mismos pardmetros que
en las figuras anteriores. Para los regimenes de parametros que estudiamos, la negatividad
alcanza un maximo dentro de la region de transicion. Ademas, el pico se agudiza a medida
que aumenta el numero medio de fotones en la transicién. En cualquier caso, debe tenerse
cuidado respecto a la cuantificacién del entrelazamiento en este tipo de sistemas, ya que
diferentes medidas de entrelazamiento pueden ser mas relevantes dependiendo del propdsito
del estudio [151, 159]. Es importante destacar que una negatividad logaritmica distinta de
0 implica la presencia de entrelazamiento. Sin embargo, en estados bipartitos no Gaussianos
o incluso en estados Gaussianos de mas de dos modos [164], es posible que haya estados
entrelazados con transpuesta parcial positiva, es decir cuyo entrelazamiento no es detectable
por el criterio PPT.
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Fig. 5.5.: a) Negatividad logaritmica entre grados de libertad del campo y del movimiento. b) Infor-
macién mutua entre grados de libertad del campo y del movimiento. Los pardmetros son los
mismos que en las figuras previas de este capitulo.

5.2 Anadlisis de marcadores tipicos de la transicion
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Otra forma de cuantificar las correlaciones entre el campo de la cavidad y el movimiento
de los iones, que abarca tanto las correlaciones cuadnticas como las cldsicas, viene dado por
la informacién mutua, que para un sistema compuesto con partes Ay B es [153]

I(A:B) = S(A)+ S(B) — S(A, B) (5.4)

donde S(A, B) es la entropia de von Neumann del sistema compuesto.

En la Fig. 5.5-b) mostramos el comportamiento de esta cantidad, que también muestra
un pico en la region de transicion. Dentro de la region de transicion la magnitud de
las correlaciones en términos de informacién mutua es aproximadamente la misma para
todas las curvas mostradas, independientemente de la diferencia en el nimero medio de
fotones. Los grandes valores de la informacién mutua en el régimen de bombeo fuerte estdn
relacionados con la forma de la distribucién de Husimi de la cavidad, que muestra una
“estela” que recuerda a la configuracion de equilibrio alternativa. Esto es, que nuevamente
el enfriamiento poco eficiente inducido por la cavidad causa que los estados del ion disten
de ser estados puros, como puede observarse a partir de Fig. 5.4-c), lo cual explica que la
informacién mutua no decrezca.

La evolucion temporal del sistema se puede escribir formalmente considerando la des-
composicion espectral de £: R, y Ly denotan los autovectores por derecha e izquierda
respectivamente, con sus correspondientes autovalores v. Asi el estado del sistema puede
escribirse como

p(t) = e“p(0) = Z:e"‘”"'Tr[p(O)Lk]R;C (5.5)
k=0

de donde es claro que, si se asume que los autovalores estan ordenados de tal forma que
Re(vi) > Re(vgy1), el segundo autovalor da la tasa de decaimiento mas lenta del sistema.

Se espera que la aproximacion a la biestabilidad clasica se traduzca, en un tratamiento
cuantico con gran numero de excitaciones, en metaestabilidad, es decir, en la aparicion de
un decaimiento muy lento hacia el estado asintético. Esta escala de tiempo, mucho mas
lenta que las demads escalas del sistema, puede observarse como un gap muy pequefio en el
espectro del superoperador de evolucion: el autovalor asociado al decaimiento mas lento se
vuelve muy cercano a cero. Entonces, la relajacion tiene lugar en dos pasos: una relajacion
rapida hacia la variedad metaestable seguida de una aproximacién muy lenta al verdadero
estado asintdtico [172].

En la figura 5.6 mostramos el gap espectral del Liouvilliano. No se observa ningun indicio
de una disminucién significativa del mismo en la regién de la transiciéon. En realidad,
observamos mas bien que el gap se hace mas pequefio cuanto mas lejos se esta de la
transicion, debido a una reduccion de la eficiencia de enfriamiento de la cavidad. Los rasgos
irregulares observados en algunas de las curvas se deben a cruces de niveles. Confirmamos
a partir de este grafico que se requiere un mayor nimero de fotones y/o valor de z.q para
acercarse a la metaestabilidad. Sin embargo, observamos una convergencia numérica muy
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lenta de los valores del gap, por lo que obtener una estimacion precisa del mismo es mucho
mas dificil que el cdlculo de los valores de expectacion del estado estacionario.
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Fig. 5.6.: Gap del espectro del Liouvilliano en unidades de . Aqui, v; es el autovalor mas cercano a
vo = 0, asociado al estado estacionario. Los pardmetros son los mismos que en las figuras
anteriores de esta seccidn.

5.3. Gaussianidad del estado estacionario

Como cuestion final, consideramos hasta qué punto el estado asintdtico puede ser aproxi-
mado por un estado Gaussiano. La descripcién semiclasica sélo puede ser aproximadamente
correcta cuando el estado estd cerca de ser Gaussiano, aunque ésta es una condicion necesa-
ria pero no suficiente. Como cuantificador del caracter no Gaussiano del estado, elegimos
trabajar con la medida definida en [158] y explicada en la seccién 3.2.2.

Esta medida se basa en la entropia de Wehrl Hy (ec. (3.33)):
N(p) = Hw(pc) — Hw (p) (5.6)

donde p¢ es el estado Gaussiano que tiene los mismos primeros y segundos momentos
que p (para mas detalles ver seccién 3.2.2). Esta medida asigna la misma cantidad de no-
Gaussianidad a dos estados relacionados por un escaleo del espacio de fases. También tiene
la propiedad de ser invariante ante desplazamientos en el espacio de fases. Para referencia,
al estado de Fock |1) se le asigna una no-Gaussianidad N (|1)(1]) ~ 0,12 [158].

En las Figs. 5.7-a) y b) mostramos esta medida para cada subsistema en funcién de la
intensidad del laser. Recurrimos al calculo de la no Gaussianidad para los subsistemas, ya
que el estado del sistema completo sélo puede ser aproximadamente Gaussiano si los estados
de los subsistemas lo son. La Fig. 5.7-a) muestra que, como se esperaba, el estado de la
cavidad es maximamente no Gaussiano en la regién de la transicion, y es aproximadamente
Gaussiano para un régimen de bombeo bajo. Sin embargo, este no es el caso mas alla de
la transicion; esto puede relacionarse con la existencia de una importante deformacién en

5.3 Gaussianidad del estado estacionario
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la correspondiente distribucion de Husimi de la Fig. 5.3 (la distribuciéon de Husimi de un
estado Gaussiano es una distribucién Gaussiana).

35 4 45 5

n/yVwk

Fig. 5.7.: Medida de no-Gaussianidad N (p) dada por Ec. (5.6), calculada para: a) el estado de la
cavidad, b) el estado de movimiento del ion, c) el estado de movimiento proyectado sobre
el semieje positivo (sélo se muestra para la regién de parametros en la cual el ion esta
predominantemente localizado alrededor de los minimos de intensidad del campo). Los
parametros son los mismos que en las figuras anteriores de esta seccién.

La no Gaussianidad del estado del ion muestra un comportamiento mondtono creciente
con el aumento del bombeo. Esto puede entenderse teniendo en cuenta la simetria espacial:
en el limite de bombeo grande, nuestro modelo predice una distribucién de probabilidad
para el ion con dos picos, uno a cada costado de la trampa. Un verdadero estado semiclasico
corresponderia a uno de estos dos picos. Para corregir este efecto, y analizar la Gaussianidad
de un solo pico, consideramos un estado que se proyecta sobre el semieje positivo (o
negativo) x. Esto lo conseguimos mediante el operador de proyeccion tal que:

Pl |z) siz>0 5.7)
xTr) = .
" 0 siz<0

seguido de la correspondiente normalizacidn del estado. La aplicacién de P, sobre un estado
que no se hace 0 en el origen conduce a discontinuidades que no son fisicas y hacen que el
comportamiento del momento esté mal definido. Sin embargo, trabajamos con un operador
modificado que se trunca en la base de estados de Fock.

Dado que estamos aplicando la accién de este operador y luego truncando la represen-
tacion en una base de estados de Fock a una base finita, el resultado de esta operacion ya
no es exactamente este operador de proyeccion propiamente dicho, sino uno que da una
aproximacion cualitativamente correcta pero sin comportamientos bruscos alrededor de
Gion = 0.

Después de este procedimiento, en el limite de bombeo fuerte, las soluciones de estado
estacionario se asemejan a la solucién semicldsica con ruptura espontanea de simetria. La
no-Gaussianidad del estado resultante se muestra en la Fig. 5.7-c). Utilizando el estado
proyectado, el estado de movimiento si muestra una tendencia hacia un caracter Gaussiano
a medida que se incrementa la intensidad de bombeo, lo que indica que una aproximacién
Gaussiana puede ser aplicable lo suficientemente lejos del régimen clasicamente biestable.
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5.4. Resumen

En este capitulo, nos concentramos en el régimen de parametros para el cual la descripcién
semiclasica predice dos configuraciones de equilibrio claramente diferenciables en los limites
de bombeo débil y fuerte, y un régimen biestable para intensidad de bombeo intermedia. A
través de una comparacién con los resultados obtenidos para el espectro del generador de la
dinamica, observamos como esta descripcion semiclasica no es valida en las cercanias de
la transiciéon entre configuraciones, o cuando el nimero medio de fotones de la cavidad es
pequefio.

Nuestros resultados muestran algunas caracteristicas de la transicién predicha por el
tratamiento semicldsico de la seccién 2.4, pero ninguna indicacidon de metaestabilidad, que
es lo que esperariamos encontrar para sistemas de tamafio finito que muestran biestabilidad
clasica. Confirmamos la expectativa de que la transicién se hace mas abrupta cuando
aumenta el nimero medio de fotones en el régimen de biestabilidad cldsica.

Los resultados de la aproximacién semicldsica localizada de la seccién 2.4 s6lo pueden
ser aproximadamente validos cuando el estado asintético sea aproximadamente Gaussiano.
Como se verificd en este capitulo, para los pardmetros que elegimos el estado puede tomarse
como aproximadamente Gaussiano en el régimen de bombeo débil, y en menor medida
luego de la transicidn, siempre fuera de la regidn de biestabilidad.

También observamos maximos locales de negatividad logaritmica, informaciéon mutua y
entropia de von Neumann para el estado asintdtico del sistema en la regién de transicion. No
detectamos, sin embargo, una disminucién del gap espectral, de modo que en todo momento
el estado asintdtico estd claramente separado del resto de autoestados de £. En general,
confirmamos que la descripcién semiclasica del estado no es apropiada en este régimen,
pero si captura a grandes rasgos la localizacién de la regidn de transicién.

5.4 Resumen
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Transicion optomecanica de
un ion cerca del régimen
semiclasico

En el capitulo anterior nos mantuvimos en regimenes donde hay un overlap no desprecia-
ble entre las distintas configuraciones que se corresponden a las soluciones de equilibrio
clasicas. En el estudio se encontrd un acuerdo cualitativo con varias predicciones semiclasi-
cas, pero no se observo un cierre del gap espectral (lo cual sefialaria biestabilidad clasica),
esto se atribuyo a las limitaciones en el tamafio del sistema impuestas por la técnica de
diagonalizacién numérica.

A lo largo de este capitulo, nos concentramos en regimenes de parametros en los cuales
el sistema se aproxima al limite de validez de la aproximacién semiclasica. Utilizaremos
otras aproximaciones semicldsicas que permitan tener en cuenta las transiciones entre
ambos tipos de configuraciones presentes en el régimen clasicamente biestable. Este régimen
necesariamente se corresponde con estados de un nimero de fotones alto, y con una
distribucion en el espacio de fases que no esta localizada en torno a un tnico punto cuando
el sistema se encuentra en la regién de biestabilidad cldsica. Esto causa que el enfoque
numérico del capitulo anterior no sea facilmente aplicable a esta situacion.

Debido a esta complejidad computacional, los tratamientos tedricos suelen basarse en
descripciones semiclasicas que no pueden aplicarse en las proximidades de puntos criticos
o cuando el sistema tunelea entre diferentes configuraciones semiclasicas. En el presente
capitulo, ampliamos el estudio del capitulo anterior considerando un tratamiento alternativo
basado en la aproximaciéon de Wigner truncada (TWA por sus siglas en inglés: Truncated
Wigner Approximation), un método para describir distribuciones en el espacio de fases que
conduce a una ecuacién de Fokker-Planck (ver seccién 3.1). Esta tiene muchas ventajas,
puede simularse eficientemente [131, 147, 186, 187], y permite describir con facilidad
distintos modelos de ruido para los subsistemas. Comparamos el estado asintético encontrado
con esta técnica con los resultados de la diagonalizacién completa del Liouvilliano, asi como
con la descripcién semicldsica en términos de estados Gaussianos. Esto nos permite encontrar
las regiones de parametros donde la TWA es mds precisa.

La TWA consiste en escribir la dindmica generada por L en el espacio de fases, y luego
truncar la ecuacién resultante para convertirla en una ecuacién de Fokker-Planck. Este pro-
cedimiento ampliamente utilizado en distintos sistemas [146, 147, 188] fue implementado
también en particular para describir &tomos neutros acoplados a cavidades en el régimen de
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un numero medio de fotones bajo [130, 189] o en trampas de iones (sin acoplamiento a
una cavidad) [190].

En este capitulo corroboramos que en una gran parte del espacio de parametros, el sistema
asf descripto se comporta similarmente al sistema original a lo largo de toda la transicién,
y verificamos que el mayor error de esta aproximacion (en comparacién al resultado de
la diagonalizacién exacta usada en capitulo 5) se presenta en la regién de la transicién
estructural. Aunque esta es justamente la regién de interés, verificamos que los resultados
de utilizar esta aproximacion son correctos en una gran parte del espacio de pardmetros y
que son considerablemente mas cercanos al resultado exacto que los resultados obtenidos
mediante la aproximacion semiclasica usual (de la seccién 2.4), incluso en la region de la
transiciéon estructural.

Con el uso de esta aproximacion semicldsica no localizada se obtiene un tnico estado
asintotico, en concordancia con el tratamiento completamente cuantico. Ademas, se obtiene
un comportamiento suave de la transicion estructural lejos del limite semiclasico, tal como se
observo sin utilizar la aproximacién semiclasica en el capitulo 5. Se encuentra una estimacién
correcta de la region de la transicion, y se observa que la misma se acerca a los resultados
de la aproximacién semicldsica comentada en la Seccién 2.4 a medida que se alcanza el
limite semiclasico.

La TWA no es comtunmente utilizada en el contexto de cadenas de iones acopladas a
cavidades dpticas y creemos que ofrece grandes ventajas con respecto a la aproximacion
semiclasica Gaussiana mds usual. Hay dos diferencias entre ambas aproximaciones. La
primera esta en que en la aproximacion semiclasica usual (comentada en la seccién 2.4),
el punto de partida es considerar que la distribucién de probabilidad en el espacio de
fases estd localizada en torno de los valores de equilibrio clésicos. Asi, por construccion
este procedimiento no puede describir soluciones que son mezclas estadisticas de estados
situados alrededor de diferentes soluciones semiclasicas, y como vimos en el capitulo anterior,
esperamos que este tipo de situacion sea genérica dentro del régimen de biestabilidad
semicldsica. La segunda es que en esta misma aproximacion se considera que el estado del
sistema es Gaussiano, resultado que proviene de despreciar el efecto de la no linealidad
de las fluctuaciones en las ecuaciones de movimiento de Heisenberg. Esta aproximacion
causa que en algunos casos las fluctuaciones que determinan el estado del sistema no sean
estimadas correctamente.

En contraste, en la TWA no se hace ninguna suposicion sobre la distribucién de probabili-
dad en el espacio de fases por lo que la evolucién de la ecuacion de Fokker-Planck resultante
lleva a distribuciones de probabilidad que no estan restringidas a estar localizadas en torno
a un dnico punto clasico, pudiendo presentar superposiciones, como fue observado en los
resultados de las distribuciones de Husimi del capitulo 5. Al mismo tiempo, la consideracién
de las no linealidades da a las distribuciones de probabilidad obtenidas un caracter no Gaus-
siano. Consideramos que ambas caracteristicas dan lugar a la mejora de esta aproximacion
en comparacién a la descripcién en términos de estados Gaussianos. La TWA se representa
esquematicamente en la Fig. 6.1, comparar esto con la aproximacion semicldsica de estados
Gaussianos (Fig. 2.4).
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Fig. 6.1.: Representacion esquematica de las distribuciones de probabilidad determinadas mediante
TWA.

Se espera que el tratamiento semiclésico descripto en la Seccidn 2.4 sea mds preciso en el
limite en el cual hay un gran nimero de fotones en la cavidad y con zeq > ., = /1t/(mw),
es decir, cuando ambos grados de libertad tienen grandes tamafios efectivos, de tal modo que
las fluctuaciones cuanticas puedan considerarse comparativamente pequefias. Sin embargo,
incluso bajo estas suposiciones, la descripcion se rompe cerca de los puntos de inestabilidad
debido a las grandes fluctuaciones de posicion y también en los regimenes clasicamente
biestables.

6.1. Aproximacion de Wigner truncada

Es conveniente trabajar con variables adimensionales para obtener una notacién uniforme
para la representacién del espacio de fases tanto del campo de la cavidad como del estado
de movimiento del ion. Para la cavidad, hacemos la eleccion habitual:

q a—l—aT
1:
2
a{a (6.1)
P 217

mientras que para los grados de libertad de movimiento del ion se pueden eliminar las
dimensiones mediante la eleccién:
T— 2Ty

(6.2)
pP— P2Pw

donde z,, = \/h/(mw) y p, = vVAmw son escalas determinadas por la masa del ion y la
frecuencia de la trampa, de tal forma que ¢, y p2 no tienen dimensiones.

La ecuacion para la evolucion temporal de la distribucion de Wigner (ver Seccion 3.1) se
puede encontrar siguiendo procedimientos estdndar [131]. En este sistema, pasando a la

6.1 Aproximacion de Wigner truncada
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representacion en el espacio de fases para la distribuciéon de Wigner para el ion y la cavidad
utilizando las ecuaciones (3.16) se obtiene la siguiente correspondencia para el disipador
(considerando so6lo por completitud el término de bombeo no coherente)

2 2
ipl + (N +1/2) <a + 62>> w (6.3)

0
D -
(p)W_>’i<aq1‘I1+ap1 a2 B

donde se utilizarda N = 0 para el campo de la cavidad, al igual que a lo largo del resto
de este trabajo. Sin embargo, esto permite tener en cuenta el bombeo no coherente de
excitaciones en el sistema, como podria ser de utilidad por ejemplo para describir el ruido
sobre los grados de libertad de movimiento del ion [116]. Por otro lado, los términos de la
evolucién unitaria libre correspondientes a Hion, Heav Y Hpump Se corresponden con corchetes
de Poisson:

—i

= Hiply — {H W} 64)
donde PB denota corchete de Poisson.

Hasta este paso, no se utilizé ninguna aproximacién, ya que todos estos términos son
a lo sumo cuadraticos en los operadores ¢ y p. Esto esta en contraste con el término
correspondiente a la interaccién optomecanica dispersiva. Para este término de interacciéon
corresponden en principio términos con derivadas de orden 5:

i

*ﬁ [Hintap]w — UO {f(Hcav - 1/2)a W}PB
1 af oW 1 d&2f 92
+gpavg gt —3—8—{HCGU,W}PBW (6.5)
1 d3f oW
g (e =120+ ) 5 ]

Esta ecuacién no es lineal en las variables del sistema y también contiene derivadas de
orden mayor a dos. Como fue comentado anteriormente, en la TWA consideramos solo
derivadas hasta segundo orden y descartamos el resto. Es decir, que bajo esta aproximacion
consideramos a la interaccién como

—%[Hint,p]W%{Hmt,W}PB {Vof (Hey ~ 1721 W} (6.6)

de tal manera que la ecuacion resultante para la distribucién de Wigner bajo esta aproxima-
cién es:

oW oW oW\ ldAer, o, o, . OW
~ ov av 1y
o fn +w ( 25ps P2 aqg) 3 dos (¢i +p? )3p2

8W oW 0 0 10°W  10°W
_A o - -
eff(q2) (q1 op1 P17 o ) + K L}, o (W) + opr — (W) + 2 0 + 2 0p?

(6.7)

Es importante notar en la ec. (6.7) cémo los términos de primer orden se corresponden
al resultado de los valores de equilibrio cldsicos de la aproximacién semicldsica localizada.
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Esta claro entonces que la aproximacién produce una evolucién clésica (e incluye las no
linealidades del perfil de intensidad del campo), para la distribucién de Wigner modificada
por términos difusivos y disipativos proporcionales a .

Dado que no estamos tratando con una ecuacién de FP lineal (las ecuaciones de FP
lineales son aquellas en las que el término de drift es una funcién lineal y la matriz de
difusidén es constante, y las distribuciones de probabilidad que solucionan estas ecuaciones
son Gaussianas [141]), es de esperar que el estado asintético no sea un estado Gaussiano,
en contraste con la aproximacién semicldsica de la seccion 2.4.

Se puede argumentar que descartar las derivadas de orden superior estd justificado en
vista del comportamiento de los diferentes términos en la ecuacién para la evolucién de
la funcién de Wigner cuando se toma un limite semiclasico. Cuando se utilizan variables
dimensionales, se puede pensar que este limite surge cuando 4 — 0. Dado que tomamos
variables adimensionales, el limite equivalente se puede obtener cambiando la escala de las
cantidades relevantes [191] por un factor £ > 1 y luego considerando £ — co. En nuestro
sistema, el reescalado semicldsico seria:

4 = &q5. pj = &pj, N —E&n (6.8)

mientras que, por otro lado, las cantidades x, A., w y Uy deben dejarse constantes. Para
el término de interaccidon, mantenemos constante el orden de magnitud del detuning
efectivo, mientras que las posiciones de equilibrio 6ptico se cambian por el factor de escala
£. Esto significa que mientras realizamos las transformaciones (6.8), Aeg(g2) se mantiene
inalterado. Cuando se aplica esta transformacién de escala, todos los términos en Eq. (6.7)
permanecen sin cambios, excepto los términos de ruido, los cuales son proporcionales a x y
contienen derivadas segundas respecto a las cuadraturas de campo. Estos términos, de hecho,
disminuyen por un factor 1/£2, lo cual es consistente con la idea de que las fluctuaciones
se vuelven comparativamente mas pequefias a medida que el sistema se acerca al limite
semiclasico. Los términos que tienen derivadas de orden mas alto y que hemos descartado
en Eq. (6.7) van acompafiados de prefactores 1/£* o menores.

Este cambio en las escalas se puede entender a su vez como que la escala caracteristica
de la distribucién de Wigner del ion debe ser mucho mayor al momento correspondiente
a un fotén fik, de tal forma que una sola emisiéon o absorcién de un fotén no cambia
considerablemente la distribucién de momentos [130]. Para la cavidad, esto significa que la
dispersidn de las cuadraturas (relacionada al nimero de excitaciones en la cavidad) debe
ser mucho mas grande que las derivadas con respecto a las cuadraturas del campo, dando
lugar a una distribuciéon de Wigner suave.

El truncado dado en la Ec. (6.7) conduce exactamente a una ecuacion de Fokker-Planck
(ec. 6.9), con pérdidas en la cavidad que introducen términos de drift y difusién.

N N N

G0 = =3 G e ol 1)+ 3 303 5 (Diy(xtplet) (69

i=1 i=1 j=1

6.1 Aproximacion de Wigner truncada
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donde definiendo
X = (xlv €2,I3, 1'4) = (QCavapcava Qionapion) (610)

se puede identificar el drift u:

p1 = —Aczo + Up f(x3)x2 — ko1 + V21

M2 = Acxy — Uof(xs)xl — KT2
(6.11)

H3 Wy

1
a1 (Jc%—&—x%—l)

= — — U
Ha w3 deg B

y por ultimo la matriz de difusién D es tal que D11 = D3y = k y el resto de los D, ; se anulan.
Como se explica en el Apéndice A.2, esta evolucion se puede mapear a un proceso estocastico,
cuya implementacién numérica es directa y sencilla [141]. Sin embargo, este mapeo implica
que se necesita promediar sobre muchas realizaciones de la dindmica para poder obtener la
distribucién de probabilidad que es solucién de la ecuaciéon de Fokker-Planck.

En esta aproximacion en términos de sistemas estocasticos clasicos, la metaestabilidad
se observa, al igual que en el capitulo anterior, cuando emergen autovalores de parte real
pequefia en comparacidn al resto del espectro del operador diferencial de la ecuacién de
Fokker-Planck (en el caso mas general, las ecuaciones de Fokker-Planck no son autoadjuntas).
Estas escalas lentas son las escalas de relajacion entre estados metaestables [192]. Esto esta
en claro contraste con los sistemas en los cuales es posible utilizar técnicas de separacion
entre los grados de libertad rdpidos y lentos, como por ejemplo eliminacién adiabética [180].
En este caso, ambos subsistemas tiene escalas comparables (al menos no es posible distinguir
diferencias entre las escalas de las variables candnicas) y por lo tanto tales aproximaciones
no son aplicables.

Ha sido observado que, cuando se supone una solucién semicldsica mediante este método,
esta ecuacion también debe linealizarse mediante una expansion del Hamiltoniano alrededor
de la posicién de equilibrio. Esto se debe a que las derivadas de orden superior descartadas
tienen contribuciones que son del mismo orden que los términos Hamiltonianos de orden
superior a dos alrededor del equilibrio cldsico [186]. Sin embargo, este argumento no se
puede aplicar si se desea considerar situaciones en las que hay mas de una configuracion de
equilibrio clésica, y observamos cémo el efecto de las no linealidades de esta ecuacién es
fundamental para describir correctamente el estado asintético.

La distribucién resultante de este procedimiento es por construccién siempre positiva.
Aunque la positividad de la funciéon de Wigner es un criterio estindar para determinar qué
tan clésico es un estado, los estados con funciones de Wigner positivas pueden, no obstante,
mostrar entrelazamiento o ser ttiles para tareas de metrologia cudntica [193] e informacién
cuantica [194, 195]. En cualquier caso, el procedimiento que seguimos no conduce a estados
“mas cuanticos” que los obtenidos con el método semiclasico localizado usado por ejemplo
en [20, 38]. Sin embargo, este método representa una mejora en el sentido de que permite
describir superposiciones estadisticas de diferentes configuraciones semiclasicas localizadas
de forma sencilla y mas aun, sin restringir la dindmica a estados Gaussianos. Remarcamos
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que este procedimiento no es equivalente a las aproximaciones semicldsicas que incluyen
interferencias entre diferentes trayectorias [196, 197].

6.2. Caracterizacion del estado asintotico con
TWA

A continuacion, comparamos las predicciones para el estado estacionario de la ec. de
Fokker-Planck (FP) descripta en la Seccidn anterior con las obtenidas a partir de la diago-
nalizacién numérica del Liouvilliano como se explica en el capitulo 5 y con la descripciéon
semiclasica localizada de seccion 4.3. Nos interesa un régimen de cooperatividades mode-
radas, tales que el modelo clasico pueda exhibir multiestabilidad, pero lo suficientemente
bajas como para que se aproximen a valores experimentalmente alcanzables. Como ya se
ha mencionado, pueden definirse dos limites semicldsicos diferentes. El primero se espera
que aparezca al aumentar el nimero de fotones dentro de la cavidad, mientras que el otro
se alcanza cuando los pozos del potencial 6ptico estdn separados por escalas de longitud
mucho mayores que la escala natural de la trampa armonica. Se espera que cuando ambos
limites semiclasicos estén justificados, la aproximacién Gaussiana localizada sea véalida y se
aproxime a los resultados correctos. A lo largo de este capitulo, caracterizamos la transicién
a través de una intensidad de bombeo efectiva adimensional 7.¢ definida en la Seccién 2.4, la
cual es el parametro relevante para la transicion.

Por claridad, fijamos C' =2y A. = 0 en todos los graficos. Aunque C' = 2 no tiene nada
de especial, elegir la frecuencia del laser para que resuene con la frecuencia de la cavidad
pone de relieve algunas de las ventajas del tratamiento semiclésico de FP utilizado. Esto se
debe a que, como se discute en la sec. 2.4, con A. = 0 el tratamiento Gaussiano estandar
predice estados asintéticos de movimiento con un exceso de energia cinética (nimero de
ocupacién muy grande) cuando la amplitud del laser es grande.

En contraste con la descripcidn de trayectorias cuanticas [198], las trayectorias individua-
les obtenidas mediante la TWA son sé6lo un punto en el espacio de fases clasico, y por lo
tanto no corresponden a un estado fisico del sistema [199]. Puede verse un ejemplo de la
evolucién temporal de los valores medios obtenidos con 6400 trayectorias de la TWA en la
Fig. 6.2. En la misma N, se define como Njo, = (b'b) = (E + @ —1)/2. Los valores del
estado estacionario se toman a tiempos suficientemente grandes de forma de asegurar que
no hay mds cambios en los valores medios y el sistema alcanzé el estado asintoético.

6.2 Caracterizacion del estado asintético con TWA
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Fig. 6.2.: Valores medios del numero de excitaciones en cada modo, para k = 1,00w, C = 2,
Zeq = 6Zw, Ner = 0,68. Las dreas sombreadas muestran la desviacién estandar.

Para comparar la ecuacién de Fokker-Planck y la diagonalizacién numérica, nos centramos
en unos pocos valores de expectacidn representativos que se estudiaron previamente en el
capitulo anterior: el nimero de fotones, el operador de posicién al cuadrado del ion, su
energia cinética y la desintonia efectiva de la cavidad. Estas cantidades se representan en
la Fig. 6.3. En cada subfigura, la linea negra continua corresponde a la diagonalizaciéon
numérica y la curva azul oscuro discontinua es la obtenida a partir de la TWA.

Con el objeto de hacer una comparacion, representamos también la aproximacién semi-
clasica al orden mas bajo correspondiente a las Ecs. (2.51-2.53) (celeste rayado-punteado) y
la aproximacion Gaussiana localizada explicada en la secciéon 4.3 (azul punteado).
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Fig. 6.3.: Valores medios que caracterizan el estado estacionario en funcién de 7. en los distintos
tratamientos considerados: diagonalizaciéon numérica exacta (negro solido), TWA (circulos
unidos por linea discontinua azul oscuro), prediccién semiclésica al orden mds bajo (celeste
punteado), aproximacioén Gaussiana localizada (azul punteado, s6lo en el régimen en el que
el ion se encuentra alrededor de los minimos del potencial éptico). En todos los casos, la
cooperatividad y la desintonia de la cavidad se fijan en C' = 2 y A. = 0 respectivamente.
La escala espacial dada por zeq/z. se elige como 3 (arriba) y 7 (abajo). El valor de x/w
se varia para obtener las mismas predicciones semicldsicas de orden inferior para los dos
casos. Las lineas discontinuas verticales de la izquierda y la derecha rodean la region de
biestabilidad clasica, mientras que la linea discontinua entre ellas indica el cambio en el
minimo global del potencial efectivo. Los recuadros en c) y g) muestran el comportamiento
de la aproximacién Gaussiana, que estd fuera de la escala de los gréficos principales. En los
subgréficos b) y d) cortamos el eje vertical dejando fuera parte de la curva punteada para
facilitar la comparacion entre TWA y diagonalizacién.

Recordamos que la aproximacion semiclasica a orden mds bajo muestra un comportamien-
to biestable, razon por la cual existen dos soluciones de este tipo para valores intermedios de
netr. Por el contrario, la descripcion Gaussiana localizada (que, consecuentemente, también
exhibe biestabilidad) sélo se muestra para la solucién con el ion a los costados de la trampa.
Esto se debe a que estamos considerando un caso sin disipacién directa en el ion, de modo
que el tratamiento linealizado no conduce a un estado estacionario inico cuando el ion
estd situado en el centro (véase la seccion 4.3). También observamos que las ecuaciones
correspondientes a la aproximacion Gaussiana localizada se vuelven inestables en el punto
en que las soluciones semicldsicas con T # 0 desaparecen al disminuir la intensidad del
bombeo laser. En cuanto a la precisiéon de la TWA, el error de muestreo en los valores
medios obtenidos esta por debajo del tamafio de los puntos en el gréfico, con la excepcion
de (p*)/p?, para el cual se muestran las correspondientes barras de error.

Las filas superior e inferior de la Fig. 6.3 corresponden a xeq/x., = 3y 7 respectivamente,
con k y Uy elegidos de modo que la cooperatividad se mantiene fija y las soluciones
semicldsicas a orden mas bajo son las mismas en ambos casos. Esta eleccion nos permite
observar como varia la precisién de la TWA con la escala espacial para el ion mientras que
la escala asociada al numero de fotones del campo se mantiene fija. Como era de esperar,
la TWA proporciona resultados més fiables en el régimen con una mayor escala espacial
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del potencial 6ptico (fila inferior) y con un mayor nimero de fotones (correspondiente a la
parte derecha de cada figura).

Otro punto de interés en la Fig. 6.3 es que las predicciones de FP son menos precisas para
la dispersién de los iones tanto en posicién como en momento para el régimen de bombeo
bajo. Hay que tener en cuenta que aunque para un nimero bajo de fotones el movimiento
del ion esta determinado principalmente por el potencial de la trampa, en ausencia de
disipacion directa sobre el ion es sélo la cavidad la que proporciona enfriamiento del
estado de movimiento del ion. Para nimeros de fotones mas bajos el efecto de truncar
las fluctuaciones (a través de truncar las derivadas de orden més alto en la expansién de
Kramers-Moyal) de los fotones puede llegar a ser mas importante tanto en la determinacién
del potencial optico como en los mecanismos de enfriamiento.

No obstante, la TWA es claramente mds precisa que la aproximacién Gaussiana localizada
en todo el rango estudiado. Cuando el ion esta situado en el centro de la trampa, la
aproximacién Gaussiana linealizada predice un acoplamiento nulo entre el ion y la cavidad,
y por lo tanto el estado asintético del ion no esta bien definido en ausencia de disipacién
adicional (véase la sec. 4.3). La TWA no sufre de este problema, y el sistema tiene un estado
estacionario incluso en este caso particular. Cuando el ion esta situado cerca de los minimos
del potencial dptico, el acoplamiento a orden mds bajo es no nulo pero, como se menciona en
la seccién 2.4, la linealizacién predice un enfriamiento muy pobre de la cavidad a medida que
A(T) se hace muy pequeiio. Esto conduce a un crecimiento excesivo de la energia cinética
del ion, como se muestra en los recuadros de la Fig. 6.3-c) y g). Notamos de nuevo que
esto se debe en parte a nuestra eleccién A, = 0 y al hecho de que nuestro modelo no tiene
disipacion directa en el ion, por lo que el tratamiento linealizado funciona especialmente
mal en este caso ilustrativo. Por el contrario, la TWA tiene en cuenta correctamente el
efecto de la dispersién espacial del ion sobre la desintonia efectiva y, por tanto, predice
energias cinéticas mucho mas cercanas a las obtenidas mediante diagonalizacién numérica
del Liouvilliano.

En la Fig. 6.4 realizamos una comparacién similar pero dejando z.q fijo y variando
k/w, Up/w para que cambie el nimero de fotones en la regién de transicion (la relacién
C = Up/k = 2 se mantiene fija). Mostramos valores medios asintéticos para x/w = 1,5
y 0,5 en las filas superior e inferior de la Fig. 6.4 respectivamente. En todos los graficos,
observamos una buena concordancia para el régimen de bombeo fuerte. Como en el caso
anterior, observamos que la TWA predice valores mayores de posicién y momento al cuadrado
para el ion en el régimen de bombeo bajo. Sin embargo, y en contraste con el comportamiento
de la figura anterior, la TWA no se vuelve mds precisa para curvas con numeros medios de
fotones mas altos. De hecho, nimeros de fotones mds altos conducen a un cruce mas abrupto
entre configuraciones, pero en la TWA esto ocurre mds suavemente que en la diagonalizacién
exacta. Dentro del tratamiento de TWA la transicién también se desplaza ligeramente hacia
el régimen de bombeo débil.
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Fig. 6.4.: Valores medios que caracterizan el estado estacionario en funcién de 7. para los distintos
tratamientos considerados. El cdigo de colores es el mismo que en la figura anterior.
En todos los casos, la cooperatividad y la desintonia de la cavidad se fijanen C = 2y
A, = 0 respectivamente, mientras que la escala espacial se elige como zeq/z., = 5. Los
valores de x/w son 1,5 (fila superior) y 0,5 (fila inferior). Las lineas discontinuas verticales
de la izquierda y la derecha indican la regién de biestabilidad cldsica, mientras que la
linea discontinua entre ellas indica el cambio en el minimo global del potencial efectivo.
Los recuadros en c¢) y g) muestran el comportamiento de la aproximacién Gaussiana,
que esta fuera de la escala de los graficos principales. En la subfigura f) cortamos el eje
vertical dejando fuera parte de la curva punteada para facilitar la comparacién entre TWA y
diagonalizacion.

Para analizar mejor este comportamiento, en la Fig. 6.5 mostramos el error porcentual de
los resultados de la TWA para el nimero medio de fotones, comparado con la diagonalizacién
para un conjunto mayor de valores (x/w = 1,5, 1,0, 0,75, 0, 5). Encontramos picos del error
relativo en la regién de transicién, correspondientes al régimen de biestabilidad cldsica. Y
lo que es mds importante, contrariamente a una primer expectativa, los valores del error
porcentual se hacen mayores para las curvas con nimeros medios de fotones mas altos.

Una posible explicacion de este resultado es que la dindmica del sistema se vuelve
fuertemente no lineal a medida que la transicién se agudiza, y este efecto domina sobre
el comportamiento “mds semicldsico” esperado para niumeros de fotones mas altos. A la
hora de evaluar la fiabilidad de la TWA, hay que tener en cuenta que escalas tipicas mayores
no siempre conducen a mejores resultados. No obstante, subrayamos de nuevo que para
los regimenes de pardmetros en los que un tratamiento completamente cudntico resulta
demasiado costoso, el método de TWA sigue proporcionando una aproximacién mucho mejor
que la aproximacion Gaussiana localizada estandar. De hecho, esta ultima es totalmente
incapaz de describir el paso de una configuracién de equilibrio a otra.

6.2 Caracterizacion del estado asintético con TWA

73



74

50

K/w =05
— k/w =0.75
K/w=1.00
40 Kjw = 1.50
£ 30
zZ
5 f
& 20 :
B V
10 :
0 H H ‘\\x
05 055 06 065 07 075 08

Teft

Fig. 6.5.: Error porcentual de la TWA comparado con la diagonalizacién numérica. Para variar el
numero de fotones tomamos x/w = 0,50, 0,75, 1,00, 1,50. En esta figura los colores mas
oscuros corresponden a valores mas bajos de x (mayor niimero de fotones). Los pardmetros
restantes tienen los mismos valores que en la Fig. 6.4. Las lineas discontinuas verticales
tienen el mismo significado que en las figuras anteriores.

Otro aspecto que merece atencion es el hecho de que, aunque la descripcién semiclasica
estandar predice correctamente la localizacion de la regién de la transicion, el cambio en el
minimo global del potencial efectivo total no siempre coincide con lo que uno identificaria
como el “punto de transicion” entre configuraciones. Se trata de una cuestién sutil: aunque
el sistema es disipativo, articulos anteriores pueden dar la impresién de que el minimo global
del potencial efectivo total puede identificarse con un “estado fundamental” semiclasico, con
un papel privilegiado en la dindmica [19, 38, 200]. Sin embargo, no es obvio que, aparte de
la condicién de tener un minimo local (lo cual indica la aparicién o no de la region biestable),
el valor concreto del potencial efectivo tenga algun significado en la determinacién del
estado asintotico.

Esta discrepancia se ilustra mejor en la Fig. 6.6, donde mostramos el nimero medio de
fotones y sus fluctuaciones tal como se obtienen mediante el método de FP. Para esta figura,
para la cual la dindmica explora una regién mayor del espacio de fases, incluimos disipacién
directa en el movimiento de los iones a una tasa I" para acelerar la convergencia. El valor
de T se eligié muy pequeiio para reducir el impacto de esta disipacién sobre las cantidades
mostradas. Mdas concretamente, introdujimos términos adicionales correspondientes a un
bafio térmico para las vibraciones del ion:

T
Lr=5[(N+1) (26pb" — {bTb, p}) + N (26T pb — {bbT, p})] (6.12)
y por lo tanto equivalentes a Ec. (6.3), sustituyendo « por I' y g1, p1 pPor ¢z, p2, y también
considerando que en este caso en particular el ambiente no introduce excitaciones en el
sistema:

En la Ec. (6.12), ' N es la tasa a la cual ingresan excitaciones al subsistema del ion,
mientras que I'(NV + 1) determina la tasa de pérdidas. Para los calculos pertinentes a la Fig.
6.6 se tomd N = 0. El operador de Lindblad b corresponde al oscilador efectivo definido a
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partir de los operadores wjon, pion €n la forma usual, adimensionalizados con la frecuencia de
la trampa arménica incluyendo los efectos del potencial éptico, de la misma forma que se
comentd en la seccion 4.3. Notamos que esto no se corresponde a una descripcion realista
del ruido sobre el movimiento de un ion.

De esta forma el drift también se ve modificado por la inclusién de ruido sobre el ion,
resultando en

p = —Acxy + Upf(23)12 — K1 + V21

pe = Acxy — Upf(xs)r) — Ko

s = wiry — T (6.13)
df 1

gy = —WT3 — ey — UOTJB? (1’% + CL’% - 1)

donde ahora la matriz de difusiéon D es tal que D11 = Das = k, D3z = Dyy =T, y el resto

de los D; ; se anulan.
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Fig. 6.6.: Marcadores tipicos de la transiciéon para nimeros medios de fotones moderados (fila
superior) y grandes (fila inferior), en funcién de la intensidad de bombeo efectiva. Iz-
quierda: numero medio de fotones, derecha: fluctuaciones relativas del nimero de fo-
tones. Los pardmetros utilizados son: C = 2, A, = 0, I'/w = 5 x 10™*. Fila superior:
Kk/w = 0,170,0,551,1,730 y zeq/zw = 5,9, 15 respectivamente; en ambas figuras un co-
lor azul mds oscuro indica valores crecientes de zeq/x. . Fila inferior: xk/w = 0,0170 y
Zeq/Tw = 5. Las lineas discontinuas muestran las diferentes transiciones del potencial efecti-
vo. La prediccion semicldsica al orden mas bajo se muestra en lineas negras.

Tanto en la fila superior como en la inferior de la Fig. 6.6, la prediccién semiclésica de
orden mas bajo para el nimero de fotones se representa en lineas negras continuas. En la
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fila superior, los pardmetros se varian de tal forma que la curva negra es la misma para
todos los casos, y dentro de la regidn de transicion el nimero de fotones estd alrededor de
(Neav) ~ 30. En este caso, a medida que se aumentan los valores de zeq/z., = 5,9, 15 los
resultados numéricos se aproximan a la prediccidn semiclésica: la transicidn se hace mds
abrupta y se aproxima al punto de cambio en el minimo global del potencial efectivo.

Por el contrario, la fila inferior muestra los resultados para un nimero de fotones mucho
mayor, de ~ 400 en la transicién pero con una escala espacial menor para el ion, xeq/z., = 5.
En este caso, se observa una transiciéon bastante abrupta pero en un lugar que difiere
claramente de la ubicacién del minimo global del potencial efectivo. Comprobamos que el
desplazamiento del punto de transicién respecto a la prediccién semiclasica no se debe a
la presencia de disipacion en el movimiento de los iones. Mas atin, si tomamos I' = 0 en
los subgraficos ¢) y d) la transicion se desplaza ligeramente hacia valores mayores de 7.
Puesto que los valores experimentales tipicos para zq estdn bastante lejos de los semiclasicos,
concluimos que el minimo global del potencial efectivo no es generalmente un indicador
adecuado del punto de transicién.

6.3. Relajacion hacia el estado asintotico

Consideramos ahora la aproximacion al estado asintético; en un tratamiento completa-
mente cuantico, este estado es Uinico si se restringe al subespacio con paridad definida para
el grado de libertad del ion, o si se introduce ruido en el movimiento del mismo. Se espera
que los sistemas con multiestabilidad cldsica muestren algtn tipo de metaestabilidad en el
régimen cuantico, que se manifiesta como un proceso de relajacion en dos pasos: una rapida
caida a una variedad metaestable, seguida de una convergencia lenta hacia el verdadero
estado asintético [167, 172, 173].

A partir de observar las trayectorias individuales dentro del formalismo de FP, se puede
ver que estas muestran el comportamiento tipico de sistemas clasicamente metaestables.
Cada trayectoria pasa la mayor parte del tiempo en cuencas de atraccién en torno de cada
uno de los estados clasicamente estables, seguido por saltos aleatorios entre las distintas
configuraciones metaestables, como se muestra en la figura 6.7.
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Fig. 6.7.: Evolucién temporal de una trayectoria individual, para x = 1,53w, C =2, T =5 x 10 %w,
Teq = 15z, Tleff = 6,16.

En el capitulo 5 se utilizé la diagonalizacién numérica en regimenes de parametros con
(Neaw) > 10y zeq = 52,,. En este caso no habia sefiales de metaestabilidad en términos de
un cierre del gap espectral. Se conjeturd que esto se debia al pequefio tamaiio del sistema
v que las sefiales de metaestabilidad requerian un mayor nimero de fotones o mayores
valores de x4, lo que conduciria a un menor overlap entre los dos tipos de configuraciones
de equilibrio semiclasicas.

Asi, deseamos encontrar métodos para estimar el comportamiento del tiempo de relajacion
en funcion de los pardmetros del sistema para los regimenes “mas semiclasicos” para los que
los tratamientos completamente cuanticos son costosos desde el punto de vista computacio-
nal. Para ello, consideramos dos procedimientos semiclésicos diferentes. Observamos que no
se esperaba que ninguna de estas estimaciones fuera exacta, sino sélo que proporcionara el
orden de magnitud correcto de las tasas de relajacion. Nuestra primera estimacion analizé
la evolucion temporal de cada trayectoria segin la ecuacién de Fokker-Planck, y se describe
en la seccion 6.3.2. El segundo enfoque se baso en estudiar el overlap de los estados en el
espacio de fases, con resultados muy insatisfactorios, y se explica en el apéndice B.

6.3.1. Estados individuales en el espacio de fases

En la region cldsicamente biestable, la representacion del espacio de fases del estado
estacionario es bimodal (Fig. 6.8), donde cada pico corresponde a diferentes configuraciones
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clasicas de equilibrio. Para poder estimar las tasas de transicion correspondientes, es nece-
sario delimitar los bordes de estas configuraciones de equilibrio. Definimos entonces dos
regiones en el espacio de fases que corresponden a cada configuracion semicldsica: una con
el ion en los pozos del potencial éptico y un nimero medio de fotones grande, y otra region
en la cual el ion esta en el centro de la trampa y un nimero medio de fotones pequeiio.
Estas regiones en el espacio de fases se definen como elipses que rodean los picos en las
distribuciones estacionarias encontradas a partir de la evolucién de FP.

WC&V WiOIl
2 4 0.1
-4 0.1 b 0.08
Ol S s 0.06
E{: -8 0.05 = 0.04
-10 2
0.02
-12
0 -4 0
5 10 15 20 -5 0 5
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Fig. 6.8.: Distribucion de Wigner obtenida mediante TWA. Las columnas izquierda y derecha muestran
la distribucion de Wigner del campo de la cavidad y del ion, respectivamente. Las lineas
rojas indican las regiones utilizadas para definir el modelo estocastico de dos estados.

Para definir estos limites, se ajusté un modelo Gaussiano a las distribuciones del estado
estacionario de cada subsistema por separado. Mas precisamente se ajusto la distribucion:

N
p(x) = prNa(mi, Ti) (6.14)

k=1

a las distribuciones de Wigner (por construccion positivas) del estado estacionario, donde
Nz (my, Xk) es una distribucién normal de dos variables (correspondientes a las coordenadas
del espacio de fases de cada subsistema, con N = 2 componentes Gaussianas para la cavidad,
y N = 3 componentes Gaussianas para la distribucion del ion, como se puede ver de Fig. 6.8)
con primeros momentos m; y matriz de covarianza Y. Este estado estacionario se encontro
como la evolucién a tiempos largos de una condicion inicial normalmente distribuida,
centrada aproximadamente en la posicién de equilibrio inestable del potencial efectivo (Ec.
2.54). A continuacion, cada una de las componentes Gaussianas N, (my, X) se utilizaron
como distribuciones de probabilidad iniciales para la evolucién posterior de la ecuacién de
FP. A partir de esto se estima el tiempo medio de primer paso hacia cada estado, segtin se
explica en la seccién 6.3.2.

Las regiones que delimitaban cada estado en el espacio de fases se eligieron como elipses
centradas en cada uno de los vectores de primeros momentos. Los semiejes de dichas elipses
se definieron como 3 desviaciones estdndar en las direcciones principales de cada matriz de
covarianza.
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6.3.2. Estimacion de las tasas de relajacion basada en
tiempos de primer paso

A continuacién describimos un procedimiento para estudiar el decaimiento al estado asin-
tético, extrayendo los tiempos de relajacion directamente de la evolucion de las trayectorias
estocasticas correspondientes a la ecuacidon de Fokker-Planck asociada a la Ec. (6.7).

Una vez que las regiones correspondientes a cada estado estdn definidas seguin se detall6
en la secciédn 6.3.1, es facil corroborar si una trayectoria particular dejé la regién del espacio
de fases correspondiente a su estado inicial y asi estimar el tiempo medio de primer paso.
Es importante sefialar que sélo se utilizé el primer tiempo de llegada en el calculo del
primer tiempo de paso a cada region, ya que después de volver a entrar en la regiéon
inicial, la densidad de probabilidad no se distribuiria normalmente y el significado de los
tiempos de escape posteriores no esta claro. Cuando la distribucién inicial se fij6 en el estado
correspondiente a los pozos del potencial 6ptico, las condiciones iniciales fueron muestreadas
a partir de las distribuciones Gaussianas en ambos pozos (izquierdo y derecho).

Este procedimiento es a grandes rasgos el mismo que se seguiria cominmente para estimar
el primer autovalor no nulo de la ec. de FP unidimensional que satisface condiciones de
potencial [144, 201]: Una vez identificada la funcién potencial, los bordes de las regiones
correspondientes a cada estado metaestable son los puntos silla de la misma. En nuestro
problema, dado que no se satisfacen las condiciones de potencial estimamos estas regiones
mediante la distribucién estacionaria de la ec. de FP.

En esta forma, simplificamos el problema trasladandolo a un sistema estocastico de dos
estados gobernado por las ecuaciones:

P1 = —71P1 + V2p2 6.15)

P2 = 71P1— Y2D2
Aqui, p; representa la probabilidad de encontrar el sistema en la regién j, mientras que ~;
es la tasa de transicion fuera de la regién j, con j = 1, 2. Asi, cada estado se asocia a una de
las regiones, y donde una de las regiones incluye a las componentes del ion localizadas en
ambos pozos, izquierdo y derecho, del potencial éptico. La solucién

_>
?(t) = ?ss + e—(’Y1+’72)td0 (616)

describe asi que la tasa de decaimiento hacia el estado estacionario viene dada por v; =
~1 +y2, con ?Ss el estado estacionario y % fijado por las condiciones iniciales. Consideramos
que ésta es una aproximacién valida luego de que se haya producido una relajacién rapida
del estado inicial, con lo que la dindmica se produce principalmente dentro de los estados
metaestables en una escala temporal mucho mds lenta.

Las tasas de relajacién de un modelo de Markov estan estrechamente relacionadas con
el tiempo medio de primer paso entre diferentes estados [202], lo que ha sido 1til para
encontrar grupos de estados metaestables [203]. A continuacion, realizamos una evolucion
temporal de un ensamble de trayectorias segiin el proceso estocdstico descripto por la
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ecuacion de Fokker-Planck y relacionamos el tiempo medio de primer paso 7; con la tasa de
transicién correspondiente como 7; = 1/+;. Aqui consideramos el tiempo de paso como el
tiempo que tarda la trayectoria en alcanzar por primera vez la regién del espacio de fases
correspondiente al otro estado. Observamos que en principio los resultados dependen tanto
de la definicion de las regiones como de la distribucidn inicial en el espacio de fases, por lo
que, de nuevo, sélo cabe esperar tendencias cualitativamente correctas.

En la Fig. 6.9 se puede observar una distribucién de los tiempos de primer paso, los cuales
muestran una distribuciéon aproximadamente exponencial como es de esperar. Esto justifica
la eleccién de 7; = 1/+; ya que si la distribucién 4,5 de tiempos de primer paso del estado 1
hacia el 2 esta dada por:

819 = yre Mt (6.17)
entonces
7= (t)51 = / dt 1613(8) = 1/ 6.18)
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Fig. 6.9.: Histograma de tiempos de primer paso (FPT por sus siglas en inglés) desde los pozos de

potencial 6ptico al centro de la trampa armdnica. Para 6400 trayectorias con x = 1,00 w,
C =2, Teq = 62w, Nesr = 0,668, en escala logaritmica.

En este punto hacemos notar que hay dos niveles de aproximacién en este procedimiento.
En un primer lugar, se estdn tratando de estimar las tasas de relajacion de una ecuacion
de Lindblad (equivalente a la ec. para la distribucién de Wigner completa) a partir del
tiempo de relajacion de la ecuacién para la distribucion de Wigner truncada. Estos tiempos
de relajacién no tienen por qué ser iguales en principio y no hay una indicacién de que
necesariamente esta sea una buena aproximacion mas alla de que los resultados obtenidos
mediante la TWA representan correctamente los resultados del estado estacionario de la
diagonalizacién del Liouvilliano. Ademas, estd demostrado que la TWA sélo representa
correctamente la dindmica del sistema original a tiempos cortos [191]. En un segundo lugar,
se estd tratando de aproximar la tasa de relajacidn de esta ecuacién de FP obtenida en la
TWA mediante un modelo de dos estados. Si esperamos que esta segunda aproximacion
esté mejor justificada, en tanto que en el régimen que estamos considerando, luego de
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una relajacion rapida inicial, la dindmica ocurre principalmente entre este conjunto de dos
estados metaestables, como puede corroborarse en Fig. 6.7.

En la Fig. 6.10-a) mostramos la tasa de relajaciéon +; para un valor fijo de x mientras
varia xeq, de modo que valores mayores de z.q requieren un mayor nimero de fotones
para cambiar la configuracién de equilibrio. El azul mas oscuro corresponde a regimenes
“maés semiclasicos” caracterizados tanto por escalas espaciales mayores como por un mayor
numero de fotones.

Los resultados muestran claramente una relajacion mas lenta a medida que el sistema se
aproxima al régimen semicldsico, como era de esperar, ya que las regiones del espacio de

fases correspondientes a las diferentes configuraciones de equilibrio se hacen mas distantes.

También se observa una relajacion mas lenta en la region central del cruce que podria sefialar
un punto critico en el limite verdaderamente semiclasico. Observamos que no aplicamos
este método a toda la regién cldsicamente biestable, ya que las regiones del espacio de fases
no pueden definirse correctamente en las proximidades de los limites de la biestabilidad.

Las areas sombreadas en Fig. 6.10-a) indican los resultados para regiones con areas
ligeramente mayores o menores. Para obtenerlas redefinimos las elipses utilizando 2,5y 3,5

desviaciones estandar (en lugar de 3) para comprobar cudnto influia esto en los resultados.

Las zonas sombreadas encierran la regién comprendida entre las tasas minima y mdxima
halladas en los tres casos.
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Fig. 6.10.: a) Tasas de equilibracién obtenidas mediante la TWA, parax = 0,1w, C =2,T = 0. La
escala espacial dada por zeq/ ., se elige como 5, 6, 7 para las curvas azules, con un azul mas
0Scuro para xeq mas alto (y correspondientemente también para numeros de fotones mds
altos). Notese el eje vertical logaritmico. Las barras de error (sélo mostradas para errores
mayores que el tamafio del marcador) corresponden a errores de muestreo, las dreas
sombreadas indican como cambian los resultados con diferentes elecciones de las regiones
(ver Seccién 6.3.1 para més detalles). b) Muestra las mismas tasas de equilibracién para
los valores zeq/zw = 5,9,15, y k/w = 0,170,0,551, 1,530 respectivamente. Estos fueron
elegidos de tal forma que el numero clasico de fotones se mantiene constante a lo largo de
la transicién.

6.3 Relajacion hacia el estado asintético
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Por otro lado, también se puede considerar un conjunto de pardmetros para los cuales
la aproximacién semicldsica predice los mismos valores de expectacién a medida que nos
acercamos al limite semicldsico. Elegimos valores crecientes de x¢q y correspondientemente
valores de  decrecientes de tal forma de mantener constante el nimero de fotones en
el limite clasico a lo largo de la transicién, como se muestra en la Fig. 6.10-b), para los
mismos parametros que en la Fig. 6.6. El comportamiento observado en la misma indica
que estas tasas de decaimiento solo se anularian en el limite en el cual la tasa de pérdidas
de la cavidad sea lo suficientemente pequefia o la separacién entre los pozos del potencial
optico lo suficientemente grande, recuperando el comportamiento biestable dado por la
aproximacion semiclésica localizada.

El régimen estudiado en la Fig. 6.10 es numéricamente muy dificil de simular en un
tratamiento completamente cudntico, particularmente siguiendo los métodos del capitulo
5. Esto es asi dado que, como puede verse en la Fig. 6.6-a), estos estados corresponden
a numeros medios de fotones altos durante la transicién, o a escalas espaciales mucho
mayores a las consideradas en el capitulo 5. Por tanto, es dificil evaluar la fiabilidad de
estos resultados. Como benchmark, hemos realizado simulaciones de un solo punto (el
que presenta el mayor error en la Fig. 6.10-a)) utilizando 6400 trayectorias dentro del
formalismo de trayectorias cudnticas [141, 204] (explicado en detalle en apéndice A.3).
Nuestros resultados muestran buena concordancia de los valores medios, mientras que las
tasas de relajacion halladas a partir de ajustes numéricos son entre dos y tres veces mayores
para los saltos cuanticos que para la TWA. Por tanto concluimos que, aunque las tasas
halladas a partir de TWA no son, como se esperaba, exactas, siguen proporcionando un
acuerdo cualitativo con el comportamiento esperado y el orden de magnitud correcto.

Como referencia, en la Fig. 6.11 y 6.12 se puede ver un resultado de aplicar el formalismo
de trayectorias cudnticas a un sistema mas pequefio (menor nimero de fotones).

(Neav)

0.2

‘ ‘ : ‘ 0 : : ‘ : ‘ 0.1 : ‘ ‘ ‘ : i
05 055 06 065 07 075 08 05 055 06 065 07 075 08 05 055 06 065 07 075 08

Tleft Tleff Neff

Fig. 6.11.: Comparacién de los resultados obtenidos mediante trayectorias cudnticas para valo-
res medios. Los pardmetros utilizados son I' = 0, C = 2, ¥y Zeq/z0, = 3,5,7 con
k/w = 0,032,0,880, 1,730 respectivamente. Valores mas grandes de x.q estdn mostra-
dos en azul mas oscuro. Los puntos muestran el resultado obtenido mediante el formalismo
de trayectorias cudnticas, las lineas sélidas los de la diagonalizacidn, y la linea de puntos
muestra los resultados de la TWA. Promedios realizados a partir de 6400 trayectorias.
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Fig. 6.12.: Comparacion de los resultados obtenidos mediante trayectorias cudnticas para las fluctua-
ciones del nimero de fotones de la cavidad. Los pardmetros utilizados sonT' =0, C =2,y
Zeq/Tw = 3,5,7 con k/w = 0,032, 0,880, 1,730 respectivamente. Valores mds grandes de
Zeq €Stdn mostrados en azul mds oscuro. Los puntos muestran el resultado obtenido me-
diante el formalismo de trayectorias cuanticas, las lineas sélidas los de la diagonalizacion,
y la linea de puntos muestra los resultados de la TWA. Promedios realizados a partir de
6400 trayectorias.

6.4. Resumen

En este capitulo nos enfocamos en un régimen con multiestabilidad clasica, que es el con-
ceptualmente mds interesante y numéricamente mas desafiante ya que las aproximaciones
Gaussianas muestran resultados muy distintos de los resultados exactos en esta region de
pardmetros, tal como se vio en el capitulo 5. A diferencia del capitulo anterior, para describir
la evolucién del sistema utilizamos la aproximacion de Wigner truncada, que lleva a una
ecuacién de Fokker-Planck no lineal (es decir que no predice estados Gaussianos). Dado
que esta descripcion es numéricamente sencilla, esto permite la simulacion de estados mas
cercanos al limite semiclésico, particularmente mediante la eleccién de tasas de pérdidas
mas pequeiias, o distancias mas grandes entre los pozos del potencial éptico.

En primer lugar caracterizamos la validez de la TWA en este sistema, la cual tiene que ser
evaluada en funcién de cada problema particular. En segundo lugar analizamos bajo qué
condiciones es razonable utilizar el criterio de tomar el punto de la transicién estructural
como un minimo global de un potencial efectivo clasico, y verificamos que esto da resultados
aproximadamente correctos cuando el sistema se aproxima al limite semiclasico.

Por ultimo, se derivaron aproximaciones a las tasas de decaimiento hacia el estado
estacionario dentro del régimen metaestable. Observamos un comportamiento en el cual se
ralentiza la dindmica en la region de la transicién, de forma que los tiempos de relajaciéon
aumentan a medida que el sistema se acerca al limite semicldsico.

A pesar de las limitaciones de la TWA, llegamos a la conclusién de que la misma puede
proporcionar una mejora notable sobre las descripciones semicldsicas localizadas como por
ejemplo las de [20, 38]. El método que utilizamos describe correctamente la relajacion a

6.4 Resumen
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un estado estacionario en regimenes en los que el tratamiento linealizado no es aplicable.
Ademas, este procedimiento predice correctamente un cruce suave entre configuraciones,
que no puede ser observado con la aproximacion localizada. Esto se consigue de una manera
computacionalmente poco costosa, recuperando los mismos resultados que las aproximacio-
nes Gaussianas localizadas en los limites apropiados. El método es conceptualmente simple
y versatil, por lo que puede aplicarse a problemas con mas grados de libertad, y a otros
sistemas cuanticos en los que los términos no lineales juegan un papel relevante para la
dinamica y para los cuales sea adecuado un método semiclasico en el espacio de fases [146,
165, 168, 205, 206].
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Transiciones estructurales en
cadenas unidimensionales de
tres iones

Habiendo realizado un estudio de distintos métodos cudnticos y semiclasicos y sus re-
gimenes de aplicabilidad para el caso de un ion individual interactuando con un campo,
comenzamos en este capitulo la tarea de extender el sistema bajo estudio a sistemas maés
grandes. Particularmente comenzamos por el estudio de una cadena de tres iones unidi-
mensional en la aproximacién semicldsica Gaussiana de la seccién 2.4, fuera de la region
de biestabilidad. Es importante recordar que la aproximacién Gaussiana, de acuerdo a los
capitulos anteriores, no es aplicable en la regién clasicamente biestable.

Consideramos asi en este capitulo un sistema de tres iones en una cavidad dptica en
el régimen dispersivo, como fue descripto en el capitulo 2. Hay dos tipos de transiciones
estructurales posibles en este sistema, la primera es una transicion lineal-zigzag [20] como
la mostrada en la Fig. 1.1, y ocurre a lo largo de dos dimensiones . Por otro lado, la segunda
es una transicion entre cadenas anclada-deslizante (sliding-pinned) [32, 40] y ocurre en una
configuracién unidimensional, como se esquematiza en la Fig. 1.2.

Ambas transiciones se dan por la competencia entre el potencial éptico, la repulsién de
Coulomb entre iones y la trampa armonica. En particular, la dindmica de la transicion anclada-
deslizante puede ser utilizada para realizar versiones del modelo de Frenkel-Kontorova [36],
y es la que consideramos a lo largo de este capitulo.

El modelo de Frenkel-Kontorova es un modelo de friccién que consiste en una cadena de
osciladores acoplados entre primeros vecinos, que se deslizan sobre un potencial periddico
[34]. Este modelo muestra una transicion en la cual los particulas pasan de deslizar libre-
mente a estar localizadas en los pozos del potencial [40], la llamada transicién de Aubry.
Una dinamica muy similar se da en este sistema, donde el potencial 6ptico da el potencial
periédico del modelo de Frenkel-Kontorova, y la intensidad del mismo aumenta con la
intensidad del bombeo l4ser. Recientemente los efectos de tuneleo fueron considerados
en estos sistemas en el régimen en el cual el potencial éptico se asume desacoplado de
la dindmica, es decir, cuando se reemplazan los operadores a'a del Hamiltoniano por los
correspondientes campos clasicos, utilizando técnicas de integrales de camino [44].

En el caso de iones atrapados, la presencia simultdnea de la interaccién de Coulomb y la
trampa armonica produce que las distancias de equilibrio entre iones no sean todas iguales
[127], en contraste con el modelo original de Frenkel-Kontorova. Nuestro sistema de tres

85



86

iones, por otra parte, tiene importantes efectos de tamafio finito ausentes en el modelo
original, que considera una cadena infinita.

Si el potencial estd dado por el campo de una cavidad, cuando la cooperatividad dispersiva
es suficientemente grande, el back-action de la posicion de los iones en el estado del campo
[38] lleva a modificaciones de la transicién, la cual puede volverse una transicién de primer
orden en la aproximacién semiclésica de la seccién 2.4. Nuevamente, asumimos para este
capitulo que el centro de la trampa esta alineado con un maximo del potencial 6ptico. Sin
embargo, para estudiar la transicién en el sistema de tres iones, ahora no vamos a truncar el
perfil espacial del mismo, y vamos a considerar en ec. (2.46)

9*(x) = g5 f (), (7.1)
f(z) = cos?®(kx) . (7.2)

con k = 27/, de tal forma que la periodicidad del potencial éptico es /2.

En este caso, cuando la intensidad del bombeo léser es baja, los iones se encuentran en
posiciones de equilibrio determinadas por la repulsién electrostatica y el confinamiento axial
de la trampa armdnica, como se muestra esquemdticamente en la Fig. 7.1-a). En tal situacién
el ion central siempre se encuentra en el centro de la trampa armonica. Por analogia al
modelo de Frenkel-Kontorova, llamamos a esta configuracién la “fase deslizante”. A medida
que la intensidad del bombeo laser aumenta, el potencial 6ptico cobra relevancia y las
particulas tienden a localizarse en los minimos del mismo (asumimos Ay > 0), de la misma
forma que vimos en capitulos anteriores. Esta situacién se muestra en la Fig. 7.1-b). Cuando
esto sucede, debido a que el centro de la trampa esta alineado a un maximo del potencial
optico, las soluciones clasicas ya no tienen la simetria del sistema. A lo largo de todo este
capitulo consideramos que en la fase con ruptura de simetria el ion central se localiza en el
pozo de la izquierda mas cercano al centro de la trampa.

a)

b)

o
VAR

Fig. 7.1.: Transicién deslizante-anclada. En a) las posiciones de equilibrio estdn dadas por el confina-
miento armdnico y la repulsién electrostatica. b) Cuando el potencial éptico cobra relevancia,
las posiciones de equilibrio quedan a su vez determinadas por los minimos de intensidad
del campo.

Capitulo 7 Transiciones estructurales en cadenas unidimensionales de tres iones



En ausencia de potencial éptico las posiciones de equilibrio de los iones en la trampa
pueden ser determinadas analiticamente y estdn dadas por [207]

x1(n=0) = —do
a(n=0) =0 (7.3)
z3(n=0) =do
donde
B 5 q2 1/3
do = (16 WeomwQ) 7.4

Si se considera una cadena de tres iones en la trampa en una dimension, se tiene que hay
tres modos de vibracién ordenados de menor a mayor frecuencia:

1
Uem = U] = %(1'1 + X2 +x3)
1
Up = Uy = ﬁ(xl — x3) (7.5)
1
Ueg = U3 = %($1 — 21’2 + 1'3)

donde ucm es el modo centro de masa, wy, es el breathing mode y u.g €s el modo egipcio, con
frecuencias w} = w, w§ = 3w y w} = 5,8w [207].

Por lo comentado en los capitulos anteriores, sabemos que la validez de la aproximacion
semiclasica Gaussiana es especialmente problemadtica en la regién de biestabilidad clésica,
por esto nos restringimos a lo largo de todo este capitulo a considerar las regiones donde no
hay coexistencia de los dos tipos de soluciones.

Los valores usados en esta seccién son /27 = 0,2 MHz, C = 0,5, N = 10, Uy = Ck,
A = 369 nm, y se consideran iones de Yb. Ademads, a lo largo de este capitulo consideramos
ruido que acttia por igual sobre los tres modos de vibracién, a una tasa I' = 10~ %k, a través
de la ec. (2.67).

7.1. Transicion estructural deslizante-anclada

En primer lugar, las posiciones de equilibrio de los iones sin presencia del potencial dptico
dependen del confinamiento de la trampa armédnica a lo largo de la direccion axial de la
cadena. A medida que aumenta el bombeo ldser, de forma que el potencial éptico cobra mas
relevancia, el minimo de intensidad al cual caen los iones luego de la ruptura de la simetria
depende de las posiciones iniciales (sin bombeo) relativas a la periodicidad del potencial
optico.

En la Fig. 7.2 se muestran las distancias entre iones consecutivos, como funcién de la
frecuencia w de la trampa, en un limite de » muy grande, en particular se eligié n = 2,5 THz.
Se puede ver que hay regiones en donde las distancias son iguales, lo que corresponde a un

7.1 Transicion estructural deslizante-anclada
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desplazamiento uniforme de la cadena respecto de su posicion inicial. A los efectos de la Fig.
7.2 es equivalente variar la periodicidad del potencial 6ptico (A\/2) en lugar de cambiar w.
Sin embargo, la frecuencia de la trampa es un parametro experimentalmente controlable,
mientras que A depende de la especie atémica en la trampa.

a)

w
S}

b)

w

w
[=}

49

48

Distancia ion-ion (unidades de A/4)

N
~

N
~

2.45 2.5 2.55 2.6 2.65 2.7 2.75

Fig. 7.2.: a) Distancias entre iones consecutivos en un régimen de bombeo fuerte, donde predomina
el potencial 6ptico (mostradas en color), y distancia entre iones en ausencia del potencial
6ptico (mostrada en negro) b) Configuraciéon uniforme de la cadena. ¢) Configuracién no
uniforme.

A partir de esto se distinguen dos tipos de soluciones luego de la ruptura de simetria:
cuando los tres iones de la cadena estdn distribuidos uniformemente en la fase anclada
(como en la Fig. 7.2-b), cuando se satisface la condicién x5 — x2 = x2 — 1) y cuando las
distancias entre iones consecutivos son distintas (como en Fig. 7.2-c)). Este cambio ocurre
repetidamente, como se puede ver en la Fig. 7.2, ya que depende de la posicién relativa entre
la configuracién de equilibrio de los iones en ausencia de potencial 6ptico y los minimos
del mismo. A medida que se aumenta la frecuencia de la trampa armonica las posiciones
de equilibrio se acercan al centro de la trampa, recorriendo distintos puntos del potencial
optico.

A continuacién, obtenemos las posiciones de equilibrio cldsicas de los iones a través de la
minimizacion del potencial efectivo en ec. (2.54). Con éstas, es posible describir los modos
normales de vibracién a través de la ec. (2.61), y describir el estado del sistema a través de
la aproximacién semiclasica localizada explicada en la seccién 2.4.

7.1.1. Parametros elegidos y régimen de validez

En general, es posible que las posiciones de equilibrio de los iones no estén determinadas
Unicamente por los minimos globales del potencial efectivo en ec. (2.54). Mas atin, incluso
en el caso de que las verdaderas posiciones de equilibrio estén determinadas por los minimos
globales de este potencial, la energia cinética correspondiente a los modos vibracionales
podria causar difusién hacia minimos locales contiguos. Con el objetivo de determinar un
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régimen de parametros en el cual la probabilidad de esto sea baja, consideramos el costo
“energético” de desplazar la configuracién de equilibrio a minimos adyacentes.

La eleccion de parametros tiene que ser tal que la diferencia en “energias” semiclésica
correspondiente a desplazar uniformemente la cadena en la fase anclada a lo largo de un
periodo del potencial éptico ()\/2) sea mayor a la energia correspondiente a los modos
de vibracion. Es decir, consideramos la barrera de energia entre las dos configuraciones
mostradas en la Fig. 7.3.

1’:0

Fig. 7.3.: En azul se muestra la configuracion correspondiente al minimo global del potencial efectivo,
en la fase anclada con desplazamiento uniforme. Se considera el costo energético de
desplazar uniformemente la cadena como se esquematiza en esta figura, a la configuracién
mostrada con lineas punteadas. La linea vertical punteada muestra el centro de la trampa
armonica. En esta representacion esquematica no se ilustra el potencial de la trampa.

Podemos considerar por ejemplo fijar A.=0, n = 200k, N = 10, y w = 2,5369« (uno de
los puntos donde la cadena es uniforme en la fase anclada, particularmente el punto b de la
Fig. 7.4-e)). En este caso, la diferencia de energias entre estas configuraciones es de

mw2

AU = 22 (()\/2)2 - /\:1:> — 2840 MHz. (7.6)

2

Por otra parte, la energia correspondiente a los modos de vibracién w;-’b;bj es (todos los
modos tienden aproximadamente al mismo valor) del orden de 700 MHz. Esto justifica que
es posible considerar que el confinamiento dado por la trampa localiza aproximadamente
los iones en los pozos del potencial dptico correspondientes a las soluciones clasicas, y por
lo tanto es posible despreciar la extensién espacial de los mismos a lo largo de varios pozos
de potencial.

Notamos que para otras elecciones de w, en particular para valores méas bajos, los resulta-
dos mostrados a lo largo de este capitulo no se ven gravemente modificados. Sin embargo,
con esta eleccion esperamos que la aproximacion semiclasica sea valida en esta region de
parametros, y evitar difusion entre minimos locales del potencial [35].

7.1.2. Configuraciones de equilibrio en la fase anclada

En la Fig. 7.4-e) se muestra la diferencia entre la posicién final del ion i para el mayor
valor de intensidad de bombeo laser 7 considerada y la posicién del ion 7 en ausencia del
potencial 6ptico: 6; = x;(Nmax) — z:(n = 0) con i = 1,2, 3, y donde las coordenadas de los
iones se ordenan crecientemente de izquierda a derecha. En esta figura se fija A, = 0, dado

7.1 Transicion estructural deslizante-anclada
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que modificar A, en este caso solo tiene el efecto de desplazar la regién de biestabilidad
cldsica.

Consideramos ahora la primera de estas situaciones tipicas, la cual corresponde al caso
en el que todas las posiciones de los iones en ausencia de potencial éptico se encuentran a
una distancia mayor que un cierto valor critico d. de los minimos del potencial 6ptico. En
este caso, a medida que la intensidad del campo dentro de la cavidad aumenta, los iones
se desplazan en un mismo sentido hacia los pozos del potencial éptico, como se ilustra en
la Fig. 7.4-a). Hay un punto particular de este caso, en el cual los tres iones se encuentran
originalmente en maximos del potencial dptico, por lo cual la cadena en la fase anclada se
encuentra uniformemente desplazada respecto de su posicion en la fase deslizante, como
se muestra en la Fig. 7.4-b). Estos puntos se corresponden a los puntos en los cuales las 3
curvas de la Fig. 7.4-e) se encuentran, y estdn determinados por la condicién

A
do = 571, neN (7.7)

derivada considerando el limite  — co. Esto da como resultado los valores de w/xk =
2,54, 2,70 para el rango de pardmetros considerado en Fig. 7.4-e).

La segunda situacion tipica ocurre cuando las posiciones de equilibrio de los iones de
los extremos en ausencia del potencial dptico se encuentran a menos de d. de los minimos
de intensidad del campo, como se muestra en la Fig. 7.4-c). En este caso, mientras el ion
central se mueve a lo largo de )\/4 hacia un minimo del potencial, los iones en los extremos
de la cadena hacen pequeiios desplazamientos en sentidos opuestos entre si. Debido a que
en este caso las distancias entre los iones para bombeo fuerte son distintas, lo nombramos
como un “defecto” en la cadena.

Un punto particular en este caso, ocurre cuando las posiciones de equilibrio en ausencia
del potencial dptico de los iones en los extremos de la cadena se corresponden con los
minimos del potencial dptico. Esto ocurre cuando se satisface la condiciéon

A
d021(2n+1)7 neN (7.8)

en ausencia del potencial éptico, es decir cuando n = 0. Asi se obtienen los valores en
el rango de pardmetros considerados de frecuencias correspondientes a esta situacién,
w/k = 2,46,2,62. De esta forma, aumentar la intensidad del campo dentro de la cavidad
s6lo tiene el efecto de desplazar el ion central, como se muestra en la Fig. 7.4-d). Esto se
corresponde a los valores de w/« en la Fig. 7.4-e), para los cuales se encuentran las curvas
01 y 3.
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Fig. 7.4.: a)-d) Diagrama de las posibles transiciones a una cadena anclada (mostradas en azul), las
cuales dependen de las posiciones de los iones en ausencia de potencial 6ptico (mostradas
en blanco). Ver texto para la explicacién. e) Diferencias entre las posiciones finales e iniciales
de cada ion. En esta representacion esquemadtica no se ilustra el potencial de la trampa.

Hay un tercer punto particular en esta descripcién que corresponde a las intersecciones
entre estas dos situaciones. Esto ocurre cuando las posiciones de equilibrio en ausencia de
potencial optico estdn exactamente a una distancia d. de los pozos del potencial éptico, y se
corresponde con las discontinuidades en Fig. 7.4-e). Observamos numéricamente que d.. es
una cantidad que depende de la frecuencia de la trampa.

Las variaciones en las diferencias de posiciones para el ion central en el caso de bombeo
fuerte (02 en la Fig. 7.4-e)) sdlo se deben a que el valor final de n utilizado para realizar
esta figura esta fijo, y para lograr que los iones se localicen completamente en los pozos
del potencial es necesario considerar el limite  — oo. Para el régimen en el cual el
desplazamiento no es uniforme es necesario llegar a valores mas grandes de 7 para que
los iones se aproximen al fondo de sus respectivos pozos épticos. Es importante en la
construccion de la Fig. 7.4-e) considerar que a lo largo de todo este capitulo estamos
forzando al ion central a desplazarse hacia la izquierda.

En funcién de lo discutido, dividimos el eje de las frecuencias de la trampa en dos tipos
de regiones distintas que llamamos “uniformes” o “sin defectos”, y las “no uniformes” o “con
defectos”. Es necesario enfatizar que el régimen “uniforme” solo lo es estrictamente en el
limite  — oo o sobre los puntos que satisfacen la condicién en ec. (7.7).

7.1.3. Modos de vibracion a lo largo de la transicion

Es importante notar que los modos en ec. (7.5) son los modos de vibracién en ausencia
de potencial 6ptico, y que su presencia causa la deformacion de los modos de vibracién, en
principio incluso en la fase deslizante. Para hacer una comparacion, se puede considerar
el overlap entre los modos de vibracién en presencia de potencial dptico con respecto a un
modo de referencia elegido en ausencia del mismo. Es decir que tomamos como modos de
referencia a los de la ec. (7.5): u,(n = 0). En la Fig. 7.5 se ve el overlap de cada modo con

7.1 Transicion estructural deslizante-anclada

91



92

respecto al mismo modo pero en su valor de referencia: O,, = u,(7n) - un(n = 0), en funcién
de n y w, para un valor fijo de A. = —10k. Otras elecciones de A, sélo tienen el efecto de
desplazar en 7 la regién de la transicién, pero el comportamiento de Fig. 7.5 es similar. Mas
aun, no observamos numéricamente cruces entre las frecuencias de los modos de vibracion.
Estos se manifestarfan como un salto abrupto en la Fig. 7.5.

Para entender esto, notamos que el cambio de la base de modos normales en presencia del
potencial dptico a la base de los modos normales en ausencia del mismo, es precisamente
la matriz con elementos O, , = u;(n = 0) - ux(n), cuyos elementos diagonales O, ; = O,
son los overlaps mostrados en la Fig. 7.5. Dado que este es un cambio de base entre bases
ortonormales, las filas de O satisfacen

O‘?’k + sz,l == 1 - Oi] (7-9)

con j,l,k=1,2,3yk,l # j. Es decir que los overlaps entre modos distintos estan acotados
por los elementos diagonales de O. Corroboramos en la Fig. 7.5 que los elementos diagonales
satisfacen siempre O; > 3/4, de tal forma que

7
Ofx+ 071 < 75 < 1/2 (7.10)

Es decir, los overlaps entre distintos modos estan acotados por ec. (7.10).

0, 0, 04
400 L 400 I 400 1
300 o5 300 095 30 0.9
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100 100 08 100 08

0.85
25 26 27 25 26 27 25 26 27
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Fig. 7.5.: Overlaps entre los tres modos de vibracién en funcién de 5 y los modos de vibracién en
ausencia de potencial dptico. Para hacer esta figura, la configuracién elegida para encontrar
estos overlaps en la regién de biestabilidad corresponde a la rama de pocos fotones.

El mismo comportamiento periddico observado en la Fig. 7.4-e) puede ser visto en Fig.
7.5. En las regiones de cadenas uniformes en la fase anclada, es importante notar que los
overlaps entre modos no decaen mads alla de 0.9, de tal forma que los mismos permanecen
siempre distinguibles entre si, y muy similares a los modos en ausencia de potencial éptico
(ec. (7.5)).

Por otro lado, si consideramos la regién donde el desplazamiento de la cadena es no
uniforme en la fase anclada, hay regiones donde los tres overlaps decaen luego de la regién
biestable, indicando que los modos se mezclan. Sin embargo, en el centro de esta regién los
modos u; ¥ us parecen mezclarse mas, mientras O, muestra un pico. Esos maximos de O-
se corresponden con los valores de w para los cuales las posiciones de los iones extremos
coinciden con los minimos del potencial éptico, es decir Fig. 7.4-d).
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7.2. Entrelazamiento en el estado estacionario

En esta seccion estudiamos el entrelazamiento entre los distintos grados de libertad (tanto
entre modos como entre iones) utilizando principalmente la negatividad logaritmica Fy
[151, 163] (ver seccién 3.2.3). Consideramos los maximos sobre 1 de la misma, a medida
que se varia la frecuencia de la trampa armonica y la desintonia entre la cavidad y el laser.
Es decir, para cada valor de A, y w, se varia 7, y se define

E(Asyw) =méx En(Ag,n,w) (7.11)
n

considerando tnicamente valores de 7 fuera de la regién de biestabilidad.

7.2.1. Entrelazamiento entre modos
Biparticiones del estado reducido de dos modos

Al igual que en la seccion 7.1, se puede ver que las figuras de esta seccién son aproximada-
mente periddicas, mostrando que los maximos de entrelazamiento se corresponden en gran
medida con la distribucién espacial de los iones. Esto es particularmente notorio en la Fig.
7.6, donde se considera el entrelazamiento entre las fluctuaciones del campo y los distintos
modos de vibracion de la cadena. En la misma, se muestra la negatividad logaritmica (ver
ec. (3.40)) obtenida considerando el estado reducido de sélo 2 subsistemas A y B (trazando
sobre los modos restantes) y se la denota E;x1.45.

A lo largo de todo este capitulo, dado que estamos trabajando con estados Gaussianos,
adoptamos la convencion usual de llamar modo a cada uno de los pares de operadores
creacion y aniquilacion asociados a cada grado de libertad y no sélo para referirnos a los
modos de vibracidn, es decir incluimos el campo de la cavidad en la coleccién de modos.

E1x1 : Cav wy E1x1 : Cav woy E1x1 : Cav ws
0 0 0
03 0.2 0.06
© © 0.15¢
S 5 023 -5 ~ 55 0.04
< < 0.1
0.1 0.05 0.02
-10 0 -10 0 -10 0
2.5 2.6 2.7 2.5 2.6 2.7 2.5 2.6 2.7

w/k w/k w/k

Fig. 7.6.: Maximos sobre 7 de la negatividad logaritmica en una biparticién 1x1 entre los modos del
sistema.

En Fig. 7.6-a) se puede ver que el entrelazamiento entre el campo de la cavidad y el

primer modo de vibraciéon &;x1;cav,w,, Mmuestra maximos locales independientemente de
encontrarse en las regiones del desplazamiento uniforme o no uniforme. Estos maximos
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locales de &£ pasan de estar centrados en A./x ~ —1 a A./k ~ —2 para los desplazamientos
no uniformes, y uniformes respectivamente.

Si se considera el entrelazamiento entre la cavidad y el segundo modo de vibracion,
E1x1;cav,w, €N Fig. 7.6-b), observamos que muestra maximos dentro de la regién de formacién
de defectos. Sin embargo, estos ocurren particularmente en los limites entre la regién en
la que se forman defectos y la regiéon de cadenas uniformes. Es importante notar que este
tratamiento semiclasico no es confiable en esas regiones de parametros.

Por otra parte, en la Fig. 7.6-c) se verifica que el entrelazamiento entre el tercer modo y la
cavidad es despreciable cuando la frecuencia de la trampa es tal que la cadena es uniforme
en la fase anclada. Esto es asi debido a que en las regiones correspondientes a cadenas
uniformes, se tiene que el acoplamiento c3 entre cavidad y el modo egipcio es mucho menor
en magnitud que el resto. Este acoplamiento estd dado por ec. (2.65), escrita nuevamente
aqui por claridad

qu;
cj = ﬁZMSjVSU(J(-%‘l,mny?)) (7.12)

donde las columnas de la matriz M tienen las coordenadas de cada modo normal, que
dependen del potencial 6ptico.

En ausencia del potencial dptico se tiene asi que

0 0 0
c3(n =0) o <8x1 —2—+ 3:5;;) Uo(x1, 22, 23) (7.13)

0o

de donde puede verse que este acoplamiento se anularia exactamente si los iones son
equidistantes a una distancia igual a un mdltiplo de \/2, debido a la periodicidad de
Uo(x1,x2,x3). En principio esto sélo es valido en ausencia del potencial dptico, es decir,
cuando es vélida la expresién en ec. (7.13). Sin embargo, como se comentd anteriormente,
a partir de Fig. 7.5 se observa que en las regiones de cadenas uniformes la estructura de los
modos normales se ve escasamente modificada por la presencia del potencial dptico, y este
argumento sigue siendo aproximadamente correcto. Esto por lo tanto explica que |c3(7)]
sea mucho menor al resto de los acoplamientos en las regiones correspondientes a cadenas
uniformes.

Mas atn, en toda la fase deslizante, los acoplamientos ¢; y ¢3 son nulos. Esto es asi
incluso para n # 0 ya que en toda la fase deslizante la solucién cldsica mantiene la simetria
x1 = —x3,y 2 = 0. Debido a esto, los maximos de entrelazamiento de la Fig. 7.6-a) y c) se
encuentran siempre en la fase con ruptura de simetria, mientras que se anulan en la fase
deslizante. Recordamos que esto no es visible en la Fig. 7.6, que muestra los resultados de
una maximizacién sobre 7.

En las regiones de formacién de defectos, el entrelazamiento entre las fluctuaciones de
la cavidad y el tercer modo (Fig. 7.6-c)) es distinto de cero, aunque menor al resto de
las negatividades, y muestra maximos precisamente en los valores de la frecuencia de la
trampa correspondientes a la Fig. 7.4-d), es decir, cuando las posiciones de equilibrio de los
extremos de la cadena en 7 — oo se encuentran en los minimos del potencial éptico. Sin
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embargo, estos maximos no ocurren para bombeo muy fuerte, sino que los iones muestran
pequeiios desplazamientos de estos minimos del potencial justo después de la transicion,
como se puede ver en la Fig. 7.7. Es justamente para esos valores intermedios de 1 donde
donde se alcanza el mdximo de entrelazamiento con el modo u3. Como funcién de A, los
maximos de entrelazamiento estan dados para valores mas grandes de |A.|.

5 s 3
’ -96.64 ‘ 478 ’ 1.36
. -96.6 48 ¢ 1.34
E 5 —96.@ 5 —482} 5 1.32
-96.7 usa 13
10 9672 456 10 1.28

200 400 200 400 200 400
n/k n/k n/k

Fig. 7.7.: Diferencias entre las posiciones de equilibrio cldsicas con y sin potencial éptico: d;(n) en
w/Kk = 2,6169, en unidades de \/4.

En la Fig. 7.8 se muestran la negatividades F (es decir, sin considerar maximos sobre
7), para un caso particular (w/x = 2,4326) de la Fig. 7.6, pero en este caso como funcién
de 7. El primer punto a notar es que los maximos de entrelazamiento se obtienen para
valores intermedios de la intensidad del bombeo laser, es decir que el mismo no crece
indefinidamente con 7.

En las subfiguras a) y c) se verifica que los maximos de E se encuentran generalmente
fuera de la regién de biestabilidad clasica. Sin embargo, esta eleccién de w/x es tal que estos
maximos de entrelazamiento se ven particularmente alejados de la region de biestabilidad,
mientras que para otras elecciones de pardmetros pueden verse mas cercanos a la misma. Es
importante recordar que la aproximacién que usamos es mas confiable lejos de la regién
clasicamente biestable.

a) Eip1 i cav wy b) By i cavwy ) E1,1 : cav ws
0 0
01 0.04
0.03
< <
4 - 0.05< = 0.02
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-10 0 -10 0
200 400 200 400 200 400
n/k n/k n/k

Fig. 7.8.: Negatividad logaritmica en una biparticién 1x1 entre los modos del sistema, para w/k =
2,4326, la region biestable se muestra entre las lineas sdlidas rojas.

Si se analiza la negatividad Ex1.cav,w, €D la Fig. 7.8-b), se puede ver que los méximos
de entrelazamiento ocurren en ambas fases, alrededor de la region de biestabilidad clésica,
aunque puede obtenerse entrelazamiento apreciable en regiones alejadas de las fronteras de
biestabilidad.
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Ademas, se verifica numéricamente que esta negatividad es despreciable en la fase anclada
sin defectos, lo cual es de esperar debido a la simetria del breathing mode: el acoplamiento
entre éste y las fluctuaciones del campo de la cavidad es

ca(n =0) x <88x1 — 523) Uo(r) (7.14)
de donde puede entenderse que el mismo se hace despreciable en comparacién a los
otros acoplamientos en la fase anclada sin defectos, debido a la simetria de la cadena y
el potencial. Nuevamente, recordamos que esta interpretacién en términos del modo en
ausencia del potencial dptico es valida solo porque corroboramos que los mismos no se
modifican significativamente en la regién sin defectos.

Dentro de las regiones con formacién de defectos, particularmente en los picos de O, (es
decir las situaciones correspondientes a (Fig. 7.4-d)), esta negatividad se anula para todo
valor de 7. Esto puede entenderse en términos de lo explicado anteriormente para estos
puntos particulares: dado que el tinico ion que se ve afectado por el incremento del bombeo
laser es el ion central y este no estd involucrado en el breathing mode, el acoplamiento entre
la cavidad y el breathing mode es varios ordenes de magnitud menor que los acoplamientos
entre la cavidad y los otros modos, lo que causa que E x1.cav,w, S€@ tan pequefio. Otra vez,
esta explicacion es solo valida en ausencia del potencial éptico. Sin embargo, se puede ver
de la Fig. 7.5 que en estos valores de w/k el breathing mode se mantiene aproximadamente
no modificado por el potencial dptico.

Por ultimo, es importante notar que bajo esta aproximacién nunca hay entrelazamiento
entre los distintos modos de vibracién. Es posible que esto sea una consecuencia del trata-
miento semicldsico Gaussiano. Para determinarlo es necesario extender el tratamiento de este
capitulo a un tratamiento no lineal de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg-Langevin
en seccidn 2.4, o realizar otras aproximaciones semicldsicas que den un acoplamiento directo
entre modos de vibracién. Corroboramos que bajo la aproximacién semiclésica localizada,
en el caso de considerar sistemas reducidos que solo incluyan dos modos de vibracién, la
informaciéon mutua es despreciable, de tal forma que no hay correlaciones cuanticas ni
clasicas significativas entre modos de vibracion.

A grandes rasgos se espera que un entrelazamiento alto entre modos de vibracién y de la
cavidad esta relacionado a un acoplamiento entre los modos de vibracién y la cavidad fuertes,
y aproximadamente una resonancia entre A y las frecuencias de los modos normales w7 .
Podemos considerar entonces la relacidn entre el entrelazamiento y las resonancias entre
la desintonia efectiva y las frecuencias de cada uno de los modos de vibracién, es decir
las condiciones Aes = —wj. La resonancia A = —w; se corresponde, como se comentd
en el capitulo 2.4, a una dindmica donde los términos predominantes estan dados por
oa b} + he, que corresponden a un intercambio de excitaciones entre el modo de la cavidad
y el correspondiente modo de vibracién en resonancia. Las resonancias tipo “banda azul”
corresponden a un régimen inestable bajo este tratamiento.

Para esto se muestra en Fig. 7.9 la cantidad 6] = —A.g — w; para cada modo de vibra-
cién, de tal forma que los ceros de esta figura corresponden a las resonancias donde una
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interaccion tipo beam splitter es predominante. A través de la comparacién de las figuras 7.8
y 7.9 se verifica que las regiones de maximo entrelazamiento coinciden aproximadamente
con las regiones de la resonancia.

0 - e . 0 e

'Y 'Y 2
< 5 503 o5 S0~ 5 -0
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n/k n/k n/k

Fig. 7.9.: 0] para w/k = 2,4326, para cada uno de los tres modos de vibracién. La regién biestable se
muestra entre las lineas sdlidas negras.

Esto puede corroborarse en mads detalle a través de la Fig. 7.10, donde se muestra el
entrelazamiento entre la cavidad y los modos de vibraciéon en funcién de los acoplamientos
|ci| y la desintonia 47, para un valor fijo de w a modo de ejemplo. Estas condiciones se
verifican para el primer y segundo modo de vibracién en a) y b). Por el contrario, para
el tercer modo (en Fig. 7.10-c)) se observa que los maximos de entrelazamiento no se

obtienen necesariamente cuando la cavidad estd en resonancia con este modo de vibracion.

Sin embargo, el entrelazamiento con este modo siempre es muy pequeiio, lo cual puede
explicarse por el menor valor del acoplamiento |cs|.

Elxl : Cav wo

FEix1 : Cav wy 20 Eix1: Cav ws
20 20
10 0.15
10 0.1 10 0.02
S ISla 0-1 2
<0 S0 E =0
0.05 0.01
-10 -10 0.05 -10¢
-20 0 20 | 0 -20 | 0
0 0.01 0.02 0 0.02 0.04 006 0 0.005 0.0

le1l/ s lea| /5 |es|/k

Fig. 7.10.: Negatividades en biparticiones de 1 x 1 modos, entre la cavidad y los distintos modos,
para w/k = 2,4326, para cada uno de los tres modos de vibracién. El salto en b) se debe a
que los maximos de entrelazamiento se encuentran en algunas ocasiones en la region de
biestabilidad, y los mismos fueron excluidos de esta figura.

Biparticiones del sistema completo

Consideramos también las negatividades que se obtienen de hacer una biparticion del
sistema completo en 1 y 3 modos. Es decir que se cuantifica el grado de entrelazamiento
entre un subsistema A y los otros 3 modos restantes, y lo denotamos por F 3. 4. En analogia
con la notacion ya utilizada, denotamos a sus mdximos sobre 7 por £1x3.4
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Puede verse en la Fig. 7.11-b)-d) que las negatividades &) «3,,, dan resultados cuanti-
tativamente similares a considerar el entrelazamiento &£ x1;cav,w; - ESto puede entenderse a
partir de notar que el entrelazamiento entre los distintos modos de vibraciéon es nulo, y no
contribuyen al entrelazamiento bipartito entre uno de los modos y el resto del sistema. Por
otra parte, al considerar la negatividad &; x3.cav, Se Ve que la misma se comporta aproxima-
damente como la combinacién de las distintas negatividades en las biparticiones cav x w;
y cav X ws (cav x ws no contribuye significativamente dado que el entrelazamiento en esa
biparticién es mucho menor en magnitud al de las otras biparticiones, como se puede ver en
Fig. 7.6).

Eixz: Cav Eixg 1wy Eixy: Eixzw

3
0 0 0 0
i 0.3£ \ i 0.06
S -5 02 35 -5 02 S -5 0.04
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-10 -10 -10 0
2.5 26 2.7 2.5 2.6 2.7 2.5 26 2.7 2526 2.7
w/k w/k w/k w/k

Fig. 7.11.: Méximos sobre 1 de la negatividad logaritmica en una biparticion 1x3 entre los modos del
sistema.

Para ciertos valores de frecuencia aparecen acoplamientos que se anulan en regiones
aproximadamente paralelas a la linea de la transicién, como se puede ver en Fig. 7.12-a)
para el tercer modo de vibracién. Cada vez que esto ocurre el nimero de ocupacion en el
correspondiente modo tiende al valor dado por el bafio térmico, como en la Fig. 7.12-b).

lesl/s b) log(( b*bg Sy
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Fig. 7.12.: a) Acoplamiento entre las fluctuaciones de la cavidad y el tercer modo de vibracién de
la cadena. b) Logaritmo del niimero de ocupacién del tercer modo. c¢) Entropia de von
Neumann del tercer modo. En los tres casos w/x = 2,5134.

En la Fig. 7.12-b) puede verse un pico en la ocupacién del tercer modo de vibracién para
A. = 0. Esto se corresponde a que para este caso A tiende a 0 cuando la cadena se localiza
en la fase anclada, y la condicién A.i = 0 causa calentamiento de los modos inducido por la
cavidad [116]. El hecho de que tenga esa forma particular de pico se debe a que a medida
que la cadena se localiza en los pozos del potencial éptico cuando 7 crece, el acoplamiento
con la cavidad disminuye, de tal forma que el valor estacionario de la ocupacién pasa a estar
dado por el nimero de ocupacién del ambiente. El comportamiento de la Fig. 7.12 es tipico
para los otros modos y otros conjuntos de pardmetros también.
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El incremento en las excitaciones del modo egipcio, tiene un consecuente aumento en la
entropia del mismo, como puede verse en la Fig. 7.12-c). En general, la linea en la cual esto
ocurre se encuentra fija en el plano 7, A.. Es la regién biestabilidad la que varia en funcién
de que la cadena muestre un desplazamiento uniforme o no en la fase anclada (como puede
verse en la Fig. 7.5).

7.2.2. Entrelazamiento entre iones

Consideramos ahora el entrelazamiento entre la cavidad y los iones, o entre distintos
iones, en lugar de considerar el entrelazamiento entre modos. Aunque la diferencia entre
estas dos situaciones es un cambio de base, la cantidad de entrelazamiento es distinta. Esto
se debe a que realizar un cambio de base en este caso implica tomar particiones distintas del
sistema.

Un ejemplo de esto se esquematiza en la Fig. 7.13. En este diagrama se representan dos
biparticiones distintas de los grados de libertad del sistema en la base de coordenadas de
los iones. En la Fig. 7.13-a) se representa la biparticiéon correspondiente a considerar el
entrelazamiento entre la cavidad y la coordenada del primer ion. Considerando el sistema
completo, esto es distinto a tomar una biparticion entre la cavidad y el modo centro de masa,
como se esquematiza en la Fig. 7.13-b), ya que los modos normales son una combinacién de
las coordenadas de los iones.

©@® ©[o
@

=) ONO,

Cav - 14 Cav - Centro de masa

Fig. 7.13.: Esquema de dos biparticiones diferentes del sistema de 4 modos. a) Biparticién del estado
reducido de la cavidad y el primer ion. b) Biparticién entre la cavidad y el modo centro de
masa.

Biparticiones del estado reducido de dos modos

Si consideramos en primer lugar el entrelazamiento entre distintos iones, el primer
resultado obtenido es que, dentro de esta aproximacion, el entrelazamiento entre los iones
de los extremos de la cadena es despreciable: es dos ordenes de magnitud menor al resto
de las negatividades entre iones, y aparece s6lo durante la fase anclada con defectos, a
lo largo de una curva muy fina en el plano (1,A.) que coincide aproximadamente con las
resonancias Aeg = —wj.

7.2 Entrelazamiento en el estado estacionario
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Si consideramos entonces el entrelazamiento entre iones contiguos, se puede ver en la
Fig. 7.14-a) y ¢) que el mismo se vuelve despreciable en el centro de las regiones de cadenas
uniformes. Por el contrario, se pueden ver mdximos del entrelazamiento cuando la fase
anclada muestra defectos, donde se observa una asimetria entre las Figuras 7.14-a) y c).
Esta asimetria es una consecuencia de fijar que el ion central siempre se localiza en el pozo
izquierdo en la fase anclada. La eleccién contraria, solo causaria una reflexién a lo largo de
w entre las figuras 7.14-a) y ¢).

Cuando la cadena forma defectos, al aumentar el bombeo laser, los iones se localizan
en sus pozos del potencial 6ptico méas proximos, dando lugar a que el ion en uno de los
extremos se desplaza en sentido opuesto a los otros dos. A medida que se incrementa la
frecuencia de la trampa, las posiciones de equilibrio en ausencia de potencial éptico se
desplazan hacia el origen. De forma tal que el ion que se desplaza en sentido opuesto alterna
entre los dos extremos de la cadena, como se esquematiza en la Fig. 7.14-b). Se observa de
las Figs. que el entrelazamiento es mayor entre el ion central y el que se desplaza en sentido
opuesto a él.

a) Eaixiay  b) c) Eix1 @2 a3

0.25 @ 0.25
/-O
0.2 Q) o £9 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
®

0.05 /O 0.05

Fig. 7.14.: a) y ¢) Maximos sobre 7 de la negatividad logaritmica en una biparticién 1x1 entre iones
consecutivos. b) Representacién esquemadtica de dos casos particulares de la transicién
deslizante-anclada (ver texto para la explicacion), en la misma no se ilustra el potencial de
la trampa.

Si en cambio consideramos el entrelazamiento entre las fluctuaciones de la cavidad y
los iones, en Fig. 7.15, vemos que hay dos regiones aproximadamente complementarias:
una region donde el entrelazamiento entre la cavidad y los iones de los extremos de la
cadena muestra maximos, mientras que hay otra regién donde el entrelazamiento entre
cavidad y el ion central es maximo. Vemos que los méximos £ son del mismo orden de
magnitud, independientemente del modo de vibracion considerado. Sin embargo, el entrela-
zamiento &1 x1.cav,4, cON el ion central es consistentemente distinto de cero en una regién de
pardmetros mas extensa.

Por otro lado, se observan maximos en el entrelazamiento entre la cavidad y los iones de
los extremos en la region sin defectos. En este caso se puede ver en la Fig. 7.15-a) y c¢) que
nuevamente el entrelazamiento es mayor cuando se considera el ion que se desplaza en la
direccion opuesta al ion central.

Vemos ademas que el entrelazamiento entre iones consecutivos cae a cero en los centros
de las regiones de desplazamiento uniforme y no uniforme. Como funcién del bombeo léser,
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el maximo de entrelazamiento se encuentra en la fase anclada, y se verifica numéricamente
que el mismo es nulo antes de la transicién para cualquier combinaciéon de parametros.

E1x1: Cav xy Eix1: Cav xs E1x1: Cav x3

0

0
0.1 0.1
< <
O -5 O -5 :
< <
0.05 0.05
-10 o -10 0
2.5 26 27 2.5 26 27 2.5 26 27
w/k w/k w/k

Fig. 7.15.: Méximos sobre 7 de la negatividad logaritmica en una biparticién 1x1 entre las fluctuacio-
nes de la cavidad y los iones.

Un ejemplo de esto puede verse en la Fig. 7.16 para w/x = 2,5134 (con formacién de
defectos). Ademds, se puede ver por ejemplo en Fig. 7.16-a) un minimo en el entrelazamiento
en la fase anclada, aproximadamente paralelo a la linea de la transicién. Esto corresponde
al acoplamiento |c3| despreciable y el consecuente incremento en las excitaciones del tercer
modo y la entropia del mismo, como puede verse en las figuras 7.12-a)—c).

FEy : Cav xy FE11: Cav xs FEi1: Cav xg
0 0
0.1
0.03 ‘ 0.08
2 'Y 0.06
0.0 5 S5
4 0.054 0.04
0.01 0.02
0 -10 0 -10 0
200 400 200 400 200 400
n/k n/k n/k

Fig. 7.16.: Negatividad logaritmica en una biparticién 1x1 entre las fluctuaciones de la cavidad y los
iones, para w/k = 2,5134.

Biparticiones del sistema completo

En esta misma base podemos considerar también las negatividades en biparticiones del
sistema completo (sin tomar trazas parciales), las mismas se muestran en la Fig. 7.17. En
este caso, se ve que la negatividad cav x (z1zox3) es igual a cav x (wjwows) ya que la
particion del sistema es la misma, y solo hay un cambio de base entre las dos cantidades.
Se puede apreciar en las Figs. 7.17-b) y d) la misma asimetria presente en Fig. 7.14. Es
importante notar que esta es la clase de biparticién del sistema que muestra mayor grado de
entrelazamiento, y es mucho mayor a considerar el entrelazamiento entre pares de iones
como en Fig. 7.14.

7.2 Entrelazamiento en el estado estacionario
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Eixg : Cav Eixz 1y Eixgt Ty Eixz a3

0 0 0 0.4 0 0.4
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Fig. 7.17.: Méximos sobre n de la negatividad logaritmica en una biparticién 1x3 de las fluctuaciones
de la cavidad y los iones.

7.3. Resumen

En este capitulo estudiamos transiciones estructurales en una cadena unidimensional de
tres iones en un potencial ptico, a partir de la aproximacién semiclasica de estados Gaus-
sianos de la seccién 2.4, considerando que las distribuciones de los iones estan localizadas
en los minimos del potencial efectivo clasico de (2.54), y que no hay procesos de difusiéon
que lleven a los iones a minimos locales préximos. Por lo estudiado en los capitulos 5y 6,
consideramos esta aproximacion como vélida en tanto este formalismo sea utilizado fuera
de la regién de biestabilidad clasica, y suficientemente lejos de los puntos de transicién.

A partir de estos resultados, realizamos una caracterizacién del entrelazamiento y su
relacién con los distintos modos normales y la configuracién de la cadena de iones en la
fase anclada. Vemos que en una cadena de tres iones, en general la formacién de “defectos”
en la cadena favorece un entrelazamiento alto entre las fluctuaciones de la cavidad y el
segundo y tercer modo de vibracién. Mientras que es posible obtener estados entrelazados
de las fluctuaciones de la cavidad y el modo centro de masa independientemente de la
deformacién de la cadena. Se mostré que es posible encontrar entrelazamiento no nulo
entre distintos grados de libertad, en regiones que se encuentran separadas de la region de
biestabilidad clésica.

Identificamos la presencia de resonancias que favorecen el entrelazamiento, as{ como la
presencia de ceros en el acoplamiento que son perjudiciales para la generaciéon de entrelaza-
miento. Notamos que al considerar biparticiones del sistema en término de los modos, el
entrelazamiento se da entre la cavidad y cada modo de vibracién, mientras que al realizar
biparticiones en términos de iones individuales las mayores correlaciones se dan a nivel
colectivo, de modo que las biparticiones 1 x 3 dan valores de entrelazamiento generalmente
mayores que las biparticiones 1 x 1. Observamos ademads que el entrelazamiento entre los
iones de los extremos de la cadena es despreciable.

Otro aspecto interesante es que, en contraste con el caso de las transiciones estructurales
en dos dimensiones (transicion lineal-zigzag) [20], es posible encontrar entrelazamiento
claramente separados de los limites de estabilidad y de la regién clasicamente biestable.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis nos enfocamos en transiciones estructurales en sistemas de iones atrapados
acoplados a cavidades dpticas en el régimen dispersivo. En este régimen la dinamica de estos
sistemas es efectivamente la de un modelo optomecanico. Como un primer paso realizamos
una descripcién detallada de un ion individual integrado a una cavidad 6ptica, en el régimen
de biestabilidad clasica. Estudiamos distintas aproximaciones semiclasicas y sus regimenes
de validez. Con el objetivo de empezar el estudio de sistemas mds complejos realizamos
una descripcion de una cadena de tres iones y estudiamos la relacién entre la presencia de
entrelazamiento y los modos de vibracién de las estructuras dentro de la cavidad.

En un primer lugar, en el capitulo 5, hemos analizado el estado asintético de un sistema
optomecanico compuesto por el movimiento de un ion acoplado a un campo de cavidad 6pti-
ca, para valores de cooperatividad tales que el tratamiento semicldsico predice biestabilidad,
pero en el régimen de pocos fotones. Nuestros resultados indican una transicién suave entre
las dos soluciones semiclésicas, lo que es de esperar dado el overlap no despreciable entre
los estados asociados a las diferentes soluciones semiclasicas. Confirmamos la expectativa
de que la transicion se agudiza cuando disminuye el overlap entre las dos configuraciones
de equilibrio en competencia. Observamos picos en el entrelazamiento, la pureza del estado
de la cavidad y la informacién mutua en el estado estacionario en la regién de transicion.
Sin embargo, no encontramos indicadores de la biestabilidad semicldsica en el gap espectral
del superoperador de evolucién. En su lugar, el comportamiento del mismo estd dominado
por la eficiencia del enfriamiento del ion inducido por la cavidad, que esta determinada por
la desintonia efectiva y la ubicacién del ion.

Las predicciones semiclésicas [20] s6lo pueden ser aproximadamente validas cuando el
estado asintdtico estd cerca de ser Gaussiano. Segtin nuestros resultados, para los parametros
que elegimos el estado puede tomarse como aproximadamente Gaussiano para un bombeo
débil, mientras que recuperar un estado aproximadamente Gaussiano en el régimen en el
cual el ion estd localizado en los costados requiere intensidades de bombeo mucho mayores
que aquellas para las que se observa la transicion. Asi, para el rango de parametros que
exploramos, esperariamos que la descripcion semiclasica fuera aproximadamente valida s6lo
en el lado de bombeo débil de la transicién. Sin embargo, contrariamente a la descripciéon
semiclésica, existen correlaciones no despreciables entre el estado del ion y el de la cavidad
también dentro del régimen en el que el ion se encuentra en el centro de la trampa. Se
podria concluir entonces que la aproximacion semicldsica como en [20] no es apropiada
para ninguno de los rangos de pardmetros en nuestros estudios. Sin embargo, el tratamiento
semicldsico localizado predice correctamente a grandes rasgos el rango de pardmetros para
la transicién optomecdnica.
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Hay varios aspectos en los cuales el estudio de este trabajo podria ser extendido. En
primer lugar, ya fue comentado que en este caso la mayor dificultad es la complejidad
numérica de obtener el espectro del generador. Debido a esto seria deseable hacer un
estudio de la eficiencia de variaciones [208] de Implicitly Restarted Arnoldi Method (IRAM)
[181], o del uso de algoritmos basados en procedimientos distintos, como los métodos mas
recientes basados en integrales de contorno [209, 210]. Una segunda alternativa es mapear
el Hamiltoniano del sistema estudiado al de una red y utilizar métodos comunes para este
tipo de problemas, como fue realizado en [211], donde mapean la dindmica de un cavidad
con una no linealidad tipo Kerr, con bombeo laser y una dindmica disipativa, a un modelo
de una red para luego utilizar Time-evolving block decimation.

Por otra parte, en el capitulo 6 examinamos la fiabilidad de un método semiclasico
aplicado al mismo sistema. Nos hemos centrado en un régimen con multiestabilidad cldsica,
que es el conceptualmente mas interesante y numéricamente mas desafiante ya que las
aproximaciones Gaussianas muestran resultados muy distintos de los resultados exactos en
esta region de parametros, tal como se vio en el capitulo 5.

Nuestro estudio se basa en una aproximacion de Wigner truncada en la que se descartan
las derivadas de orden superior a dos, pero se mantienen las no linealidades en las variables
del sistema (de tal forma que los estados resultantes no son Gaussianos). Esto lleva a una
ecuacion de Fokker-Planck que puede simularse con recursos muy moderados. Mantener
algunos términos de orden superior permite describir un sistema con mas de una configura-
cién de equilibrio semiclasica, y sin restringirlo a estados Gaussianos. Esto resulta en una
mejora sustancial con respecto a la aproximacion Gaussiana localizada.

Presentamos una comparacién de este procedimiento con la diagonalizacién numérica
del superoperador de evolucion cudntica, considerando las predicciones de los dos métodos
para varias cantidades que caracterizan el estado asintético. La aproximacién de Fokker-
Planck proporciona en general un buen acuerdo con los resultados completamente cudnticos,
incluso en regimenes claramente no semiclasicos. Sin embargo, en comparacién con los
resultados exactos funciona peor para el régimen de bombeo débil y en el centro de la
regidn de transicion. Es razonable esperar esto dado que en ambos casos las fluctuaciones,
despreciadas en la TWA, son comparativamente mas importantes. En el régimen de bombeo
bajo esto se debe a que el nimero de fotones es mds bajo, y en el régimen de la transicion
esto se debe a que el estado del sistema estd escasamente localizado en el espacio de fases.
Curiosamente, el error del método no decae necesariamente con la escala caracteristica del
sistema, como pudo verse al aumentar el nimero de fotones en la cavidad. Por el contrario,
un mayor numero de fotones conduce a transiciones mas agudas que hacen que el TWA sea
menos precisa. De nuevo, esto puede entenderse por haber despreciado las fluctuaciones,
que cobran mas relevancia a medida que la disipacion de la cavidad disminuye.

Por ultimo, estudiamos el tiempo de relajacién del sistema en el contexto de la TWA.
Segtin nuestras observaciones, esto conduce a resultados razonables en términos del com-
portamiento esperado, la extrapolacion de valores anteriores utilizando la diagonalizacién
numérica [53], y la comparacién (muy limitada) con los resultados obtenidos a partir
del formalismo de saltos cudnticos. Este muestra el mismo comportamiento en el cual se
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ralentiza la dindmica en la region de la transicion, de forma que los tiempos de relajacion
aumentan a medida que el sistema se acerca al limite semicldsico. Subrayamos que aunque
la TWA conduce a resultados que cuantitativamente no son exactos, son cualitativamente
correctos.

Este procedimiento semicldsico representa una mejora clara y poco costosa con respecto a
la descripcion Gaussiana localizada. Es una forma muy rdpida de obtener estimadores fiables
para los observables de interés, que pueden ser utiles como predicciones aproximadas o
como punto de partida para métodos mas sofisticados y costosos. También observamos que
la aproximacion semiclasica localizada en el minimo global de un potencial efectivo para el
ion puede proporcionar una prediccién bastante errénea para la localizacién del punto de
transicidn entre diferentes configuraciones de equilibrio. Este problema es especialmente
relevante para sistemas con muchos minimos locales, como las variaciones del modelo
de Frenkel-Kontorova [38, 200]. Incluso para los problemas para los que la descripcion
Gaussiana localizada se considera apropiada, el método que utilizamos puede proporcionar
un punto de comparacién valioso.

La TWA es facilmente generalizable y todavia facil de simular en sistemas con un mayor
numero de iones, donde la interaccién de Coulomb de largo alcance compite con las fuerzas

opticas y el confinamiento de la trampa produciendo una dinamica mas compleja [20, 38].

También podria ser util para la extensién de trabajos previos sobre el disefio de cristales
de iones [127] al régimen de cooperatividades mas altas. De hecho, la Ec. (6.7) puede
modificarse para aplicarse a un espacio de fases mayor que incluya més iones. El uso de
la TWA da, para la evolucién unitaria, un corchete de Poisson en cada par de variables
candnicamente conjugadas. Las pérdidas o el ruido en los iones pueden introducirse mediante
términos de drift y difusién independientes o correlacionados, dependiendo del modelo
de ruido de interés. El cdlculo de los valores medios sigue siendo rapido, y el escaleo con
el nimero de iones es mucho menos problematico que en un tratamiento cudntico. Como
sugieren los resultados de este trabajo, el estado estacionario obtenido con una TWA podria
ser significativamente mds preciso que la aproximacién Gaussiana localizada, con recursos
computacionales muy bajos.

La metodologia de trabajo utilizada en este caso abre la posibilidad de continuar el estudio
de este sistema desde muchos puntos diferentes. En una primera instancia, es interesante

notar que este formalismo permite facilmente la descripcidn de distintos tipos de ruido.

Esta perspectiva fue analizada solo superficialmente en este trabajo, ya que una elecciéon
particular de un modelo de ruido para los iones deberia estar motivada por configuraciones
experimentales especificas. También seria interesante considerar modelos de ruido que solo
estén presentes sobre el momento del ion, de tal forma que el modelo no tenga una posicién
preferencial, y corresponda a un modelo de friccién.

En el capitulo 7 comenzamos con el estudio de transiciones estructurales en una cadena
unidimensional, en el caso simple de tres iones y utilizando la aproximacién semiclasica
localizada. A partir de estos resultados, realizamos una caracterizacion del entrelazamiento
y su relacién con los distintos modos normales y la configuracién de la cadena de iones en
la fase anclada. Se mostrd que es posible encontrar entrelazamiento no nulo entre distintos
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grados de libertad, en regiones que se encuentran separadas de la regién de biestabilidad
cldsica.

Vemos que en una cadena de tres iones, en general la formacidn de “defectos” en la
cadena favorece un entrelazamiento alto entre las fluctuaciones de la cavidad y el segundo
y tercer modo de vibracidon. Mientras que es posible obtener estados entrelazados de las
fluctuaciones de la cavidad y el modo centro de masa independientemente de la deformacién
de la cadena. Observamos también la presencia de configuraciones especialmente favorables
o desfavorables para la generacion de entrelazamiento en relacién con las resonancias y las
constantes de acoplamiento.

Una continuacidn natural de este trabajo es la comparacion de los resultados obtenidos
para los valores medios y posiciones de equilibrio cldsicas con resultados obtenidos sin
utilizar la aproximacion semiclasica localizada. Un primer punto de partida para esto podria
ser la utilizacién de la TWA en cadenas de iones. Esto permitiria el calculo de estados
estacionarios de cadenas de iones acopladas a cavidades dpticas como una extension directa
del enfoque utilizado en el capitulo 6.

Mas aun, incluso el calculo de las tasas de relajacion podria generalizarse a este caso a
partir de los estados estacionarios obtenidos. El método correcto a seguir dependera de
la configuracién experimental particular considerada. Como ejemplo, consideremos una
cadena de iones unidimensional compuesta por N iones. Entonces el régimen biestable
clasico (equivalente a los resultados obtenidos por la expansion de la ecuacion maestra
despreciando los términos de orden 1/¢2) tendrd dos configuraciones, cada una de las
cuales mostrard una distribucién aproximadamente Gaussiana alrededor de una de las N
posiciones de equilibrio cldsicas. La primera de estas configuraciones mantendra la simetria
del potencial, mientras que la segunda configuracién sera una de simetria rota, con el ion
central desplazado del centro de la trampa.

El mismo método utilizado en el capitulo 6, de un modelo reducido de dos estados y un
calculo del primer tiempo de paso entre el estado simétrico y el estado de simetria rota,
puede utilizarse entonces para estimar las tasas de relajacion hacia el estado estacionario.
Dado que las tasas de relajacion al estado estacionario deberian hacerse cada vez mas
grandes en el limite semiclasico, esto proporcionaria un método para estudiar la validez
de la aproximacién semiclasica en funcién del tamafio de la cadena. Respecto a este punto,
también se podrian utilizar métodos diferentes y mas precisos que el simple modelo de dos
estados utilizado en este trabajo. Por ejemplo, se podria considerar utilizar los métodos de
[192, 212, 213] para estimar las tasas decaimiento hacia el estado estacionario.

La TWA permite describir procesos de difusidn, lo que llevaria a distribuciones de pro-
babilidad no localizadas inicamente alrededor de los valores de equilibrio clasicos, sino a
estados mixtos donde hay probabilidad de hallar los iones en mas de un pozo de potencial
optico. Dado que las trayectorias utilizadas son clésicas, esto no se corresponde a procesos
de tunneling, s6lo a procesos de difusién dados por la dindmica no unitaria. Por lo cual seria
de utilidad un formalismo para describir efectos de tuneleo en este sistema, por ejemplo
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utilizando el formalismo de trayectorias cuanticas en casos de numeros de ocupacién baja
en el sistema.

Se espera que estas contribuciones tedricas acompafien el progreso experimental en
las plataformas hibridas correspondientes a iones en cavidades épticas, especialmente en
relacion con modelos complejos y con muchos grados de libertad en situaciones en que las
aproximaciones semicldsicas tienen validez dudosa.
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Métodos numéricos utilizados

A.1. Diagonalizacion con métodos iterativos

La ecuacidon maestra p = L(p) en forma de Lindblad

p=Lp)=—i[H pl+> 7 [Lka,L — %{L,LLk, p} (a1
k

incluye un término correspondiente a la evolucidn unitaria y términos disipativos, donde
cada uno de los operadores L, esta asociado a un canal disipativo a una tasa ;. A lo largo de
este capitulo consideramos que solo la cavidad 6ptica presenta pérdida de fotones a una tasa
2k. Dado que £ es independiente del tiempo, existe al menos un estado estacionario [214].
Si £ es diagonalizable, sus autovectores, definidos por Lp; = v;p;, satisfacen Re [;] < 0. El
conjunto de autovectores que satisfacen Re [;] = 0 forma un subespacio libre de decoherencia
de £ [49]. Si el autovalor cero es degenerado con multiplicidad algebraica n, entonces hay
un conjunto infinito de estados hacia los cuales el sistema puede decaer, dependiendo del
estado inicial. Sin embargo, en ausencia de simetrias el estado estacionar es generalmente
unico [166, 184], y esta dado por el autovector por derecha correspondiente al autovalor
0: pss = po/Tr[po]- El gap del operador de Liouville |Re [14]|, también llamado tasa de
decaimiento asintética [166], determina la tasa de relajaciéon mas lenta del sistema [166].

Para las simulaciones numeéricas, el estado del sistema fue descripto en una base finita
de estados de Fock correspondientes a cada subsistema. El cutoff de la base de la cavidad
es ajustado para cada valor de « utilizado, y fue elegido de tal forma que las poblaciones
de la matriz densidad decaigan por debajo de un umbral previamente establecido. Ademas,
se verifico que los resultados no varien significativamente al variar las dimensiones de
la descripcidn discreta. Dado que las dimensiones de la base necesarias para representar
correctamente los estados en el espacio de Hilbert del sistema compuesto son muy grandes,
no es factible diagonalizar el operador de Liouville completo por medio de algoritmos de
diagonalizacion exacta. Es por esto que utilizamos métodos iterativos en subespacios de
Krylov, los cuales permiten encontrar una porcion del espectro en una determinada region
de interés [215]. En particular, utilizamos el método de Arnoldi [181], ya que el operador £
es complejo y no hermitiano. El mismo estd implementado ARPACK, una libreria de Fortran
que fue la version del algoritmo utilizada.

La region de interés del espectro de £ corresponde a los autovalores con parte real mas
pequefia, y en particular el autovalor nulo, mientras que el método de Arnoldi es mas
eficiente para encontrar la porcién del espectro de mayor magnitud. Debido a esto, se
decidio resolver el problema equivalente de encontrar los autovectores del mapa dinamico
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A(t) = exp(Lt) a un tiempo fijo ¢. En este caso, la multiplicacién del mapa por un vector
xo resulta en la evolucién del mismo bajo la accién del generador £, y asi la regién de
interés del espectro pasan a ser los autovalores con mayor valor absoluto, y en particular
el autovalor 1, que ahora corresponde al estado estacionario. Dado que los autovectores
del mapa son independientes del tiempo, la ecuacion de Lindblad puede ser integrada para
obtener el mapa dindmico A(¢). La misma se integra por medio del método de Euler a
tiempos muy cortos At, de tal forma que ¢t = Ng.psAt. Para estos cédlculos, tomamos un
paso de integracién At = 10~ /w, lo que provee de precisién suficiente sin requerir tiempos
excesivamente largos, de tal forma que el error porcentual obtenido para los valores medios
del capitulo 5 estan por debajo del 5 %.

Base de estados de Fock desplazados

Las dos estructuras de la transicién corresponden a estados con pocos fotones o con un
numero medio de fotones grande. Se puede observar, al ver los estados reducidos de la
cavidad en el espacio de fases (ver e.g. Fig. 5.3), que los estados de la cavidad lejos de la
transicion son muy similares al verlos en el espacio de fases a estados coherentes. Debido
a esto, se utilizé una base de estados de Fock desplazados |o,n) = D(«a)|n) donde D(«)
es un operador desplazamiento para representar la dindmica del sistema. Una primera
aproximacion numérica a baja precisién permite estimar el desplazamiento o necesario para
el estado reducido de la cavidad, una vez elegido el desplazamiento, se reescribe la dindmica
en la nueva base: Utilizando que los operadores de desplazamiento satisfacen [97]

D (a)aD(a) = a +a

A.2
DT(oz)aTD(a) =a +a* (8-2)

se obtiene que en la base de estados de Fock desplazados |«,n) el operador del nimero de
fotones de la cavidad estd dado por (a'a), = a'a + aa’ + a*a + |a|?. Luego se realiza una
nueva diagonalizacién de £ con mayor precisiéon numérica. Esto permite reducir el nimero
de estados necesarios en la base de la representacién discreta de p. El desplazamiento o
se elije independientemente para cada valor de n/+/wk. Se puede ver un ejemplo de este
procedimiento en la Fig. A.1 para un estado después del punto de la transicion: en a) se
muestra el estado asintético en la base de estados de Fock luego de la primer diagonalizacién
(a precisién baja), mientras que en b) se muestra el mismo resultado en la base de estados
de Fock desplazados de la cavidad. El nuevo cutoff de la base se elije de tal forma de que
incluso los estados en la regién de la transicién (donde no se espera que el estado sea similar
a un estado coherente) sean correctamente representados.
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Fig. A.1.: Representacion esquematica de las matrices densidad reducidas pcav (columna izquierda) y
pion (columna derecha), en a) una base de estados de Fock y b) una base de estados de Fock
desplazados. Parametros utilizados n/v/wx = 5, k = 0,75.

A.2. Simulacion estocastica de la ec. de
Fokker-Planck

La ecuacién de Fokker-Planck proporciona la descripcién dinamica de una distribucién de
probabilidad a través de la soluciéon de una EDP de segundo orden. Para resolverla utilizamos
un enfoque numérico: la solucién de ecuaciones diferenciales estocasticas (SDE por sus siglas

en inglés: Stochastic Differential Equation) que describen el proceso estocastico subyacente.

Un vector n-dimensional que satisface la SDE
dx = A(x, t)dt + B(x,t)dW; (A.3)

donde dW; es un proceso de Wiener, es equivalente a una ecuacidon de Fokker-Planck [144]
cuando se evoluciona un ensamble de trayectorias [147]. La correspondiente ecuacion
diferencial para la distribucién de probabilidad p toma la forma:

2

+ 522 g, (P0G pc0) (A9

1\9\»—*

p(x, t) =

ot

i1
=S

donde © = A eseldrift y D = BB” es la matriz de difusién. La solucién numérica de
un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas puede ser aproximada con precisiéon

A.2 Simulacion estocéstica de la ec. de Fokker-Planck
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mediante una variedad de métodos [144, 216]. Para nuestro problema, se eligié utilizar un
esquema de Taylor de orden fuerte 1,5, siguiendo la implementacién descripta en [216].

1 m ) ) ) ,
Yo =Y, Atdt+ LAY + ) (BRI AW + LB I j) + L Al ;)

=1 (A.5)

m m

A e okl
+ Z LB hl(jl,jz)—’— Z L"1’*B ]3I(j17j2’j3)

J1,j2=1 J1.J2,d3=1

donde Y;* es la solucién para la k—ésima componente de (A.3) en el paso de tiempo n, y
donde los incrementos AW,, son variables aleatorias con distribucién normal A/(0, 1) (con
media 0 y varianza 1). Y

LO:£+iAki+1 i iB’w’Bldi
ot — oxy, 2 0xrx;

k,l=1j=1

. , (A.6)
/=) BkI_—
; (9£L'k

I(;,.....j,) son integrales estocdsticas Ito multiples. Las integrales dobles I; ) se pueden
encontrar analiticamente, éstas son variables distribuidas normalmente AZJ, con valor
medio E(AZ,) = 0, varianza E((AZ,,)?) = % y covarianza E(AZ,AW,,) = % [216].

Para el sistema tratado en el capitulo 6, cuando se utiliza el esquema de Taylor de orden
fuerte 1.5, los tinicos elementos no nulos que incluyen integrales multiples son los que tienen
factores I(; o). Asi sélo se requiere el calculo de estas integrales I(; oy = AZ}. Mientras que
las integrales I(;, ;, ;,), que deberian ser obtenidas numéricamente, no son necesarias.

A.3. Trayectorias cuanticas

Comunmente, los formalismos para describir el contacto de un sistema con un ambiente
externo, muestran un decaimiento suave de los elementos de matriz de la matriz densidad,
o consecuentemente de los valores de expectacion. Esto es comun a una dindmica en la que
se describe el comportamiento de una propiedad de un ensamble. Por el contrario, también
se puede pensar en formalismos que describan la evolucion de una realizacién individual
de un experimento. Un ejemplo de esto podria ser un sistema sujeto a un mecanismo de
deteccion. Desde décadas, debido al avance en la manipulacién de sistemas individuales,
por ejemplo de atomos y la deteccién de sus estados, es posible, ademas de relevante,
considerar el resultado de mediciones en realizaciones individuales de un experimento.
Estos formalismos pueden generalmente ser usados para recuperar los resultados del usual
decaimiento exponencial, al considerar que el mismo emerge como resultado de considerar
ensambles de realizaciones individuales de un mismo experimento.
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Hay una variedad de métodos para describir la evolucién de un sistema abierto que
se basan en considerar al ambiente como un aparato de medicién actiia sobre el estado
del sistema. Segun el tipo de medicidn realizada por el ambiente, se generan distintos
unravellings o descomposiciones de la ecuaciéon maestra, en los cuales la evolucion de la
matriz densidad se obtiene mediante la evolucion estocéstica de un ensamble de estados
puros. Asi, el formalismo de trayectorias cudnticas es una clase de métodos.

En el caso particular en el cual el ambiente realiza un proceso de deteccién de fotones,
se obtiene el llamado formalismo de quantum jumps. La dindmica en un proceso de saltos
cudnticos es una evolucién determinista a trozos, interrumpida por una evolucidn estocastica
considerada instantanea y dada por los saltos descriptos por los operadores de Lindblad.
Por el contrario, se podria elegir un proceso de medicién distinto, por ejemplo un proceso
de deteccién sobre las cuadraturas del campo (heterodyne detection), obteniéndose asi el
formalismo de quantum state diffusion [198]. El mismo se obtuvo originalmente en el
contexto de estudios sobre el colapso de la funcién de onda [217], y fue luego utilizado para
describir la evoluciéon de sistemas cuanticos abiertos [218]. En este caso, la evolucién del
sistema en el espacio de Hilbert esta sujeta continuamente a procesos estocdsticos que actian
conjuntamente con la dindmica unitaria, en clara semejanza con un proceso estocdstico
clasico.

El resultado de la evolucién mediante cualquiera de estos métodos es independiente del
unravelling elegido para evolucionar el ensamble de estados puros [187]. Esto estd en claro
contraste con otros formalismos similares que consideran restricciones adicionales sobre
la dindmica, como por ejemplo el método de trayectorias Gaussianas, donde el unravelling
elegido afecta el resultado [187, 199].

La principal ventaja de utilizar este enfoque para estudiar la dindmica de un sistema se
encuentra en la reducciéon de las dimensiones del problema: Para un sistema descripto en un
espacio de Hilbert de dimensién D, se reduce el problema de tener que resolver la dindmica
de la matriz densidad en un espacio de Liouville de dimensién D2, a resolver la dindmica
de sistemas de dimensién D. Sin embargo, la dificultad se transfiere a tener que simular la
dinamica de un ensamble de estas trayectorias en dimensién D. Por otra parte, mas alla de
su utilidad préctica en simulaciones numéricas, el estudio de las trayectorias cudnticas posee
interés en si mismo para describir una variedad de fendmenos como por ejemplo transiciones
de fase inducidas por medicién [219], dissipative freezing [174, 176, 220], o el estudio de
termodinamica de las trayectorias [221, 222]. A continuacién se describe basicamente el
desarrollo del algoritmo. La ecuacién de Lindblad

1
p=Lp)=—i[H,pl+> W [Lka,L - S {LiL, p}} (A7)
k

puede reescribirse en términos de un Hamiltoniano efectivo no hermitico como

p= =i (Hewp — pHlyt) + > cmpc, (A.8)

m

donde los operadores ¢, = \/YmLm ¥

A.3 Trayectorias cuanticas
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eff — 9 CimCm (A.9)

Esto sugiere la idea comentada anteriormente:

> Entre eventos de deteccion, el sistema evoluciona segin
) = —iHegt) (A.10)

> Cuando ocurre una deteccidn el sistema evoluciona segtin

p = Cm¥®) (A1)

llem (t)]]

con probabilidad 6p,, = dt(1(t)|cl cn|tb(t)). A partir de esto pueden pensarse en distintos
algoritmos con diferentes técnicas y 6rdenes de convergencia. Por ejemplo, un algoritmo de
orden 1 O(dt) puede pensarse como:

1. Busco un estado candidato ¢(¢ + dt), bajo la evolucién del Hamiltoniano efectivo:
[6(t +dt)) = e” i (t)) ~ (1 — iHegr dt) [1(t)) (A.12)
2. Calculo la norma del estado candidato:

gt +dt)|[> =1= dpm=1-0p (A.13)

3. > Con probabilidad 1 — dp

o(t + dt)

¢(t+dt):ﬁ

(A.14)

> Con probabilidad dp

em?(t)
\/ Opm/dt

y m se elije con probabilidad =,,, = dp,,/dp

Wt + dt) = (A.15)

También pueden describirse algoritmos de orden mds alto en dt [223]:
1. Dado r € (0, 1) aleatorio, resolver para ¢; la ecuacién

||e~tHetttrap(t0)||? = r (A.16)

Esto da un estado antes del salto ¢ (] )

2. Aplicar un salto ¢,, con probabilidad dp,,. El estado después del salto es

i) = mlin)

- (A.17)
[lem (1)

donde m se elije con probabilidad 7, = dp,,/dp
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En este caso, el orden de este método esta dado por el orden del método de integracion
utilizado para resolver el paso 2). Este es el algoritmo utilizado en este trabajo, en combina-
cién con el método de Cash-Karp [224] de paso variable de orden O(dt*) para resolver la ec.

Al6.
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Estimacion de las tasas de
relajacion basada en overlaps

En esta seccién tratamos de describir otro enfoque para estimar las tasas de relajacién.
Basandonos en estudios previos de metaestabilidad [167, 172, 173], consideramos un
modelo reducido, en el que suponemos que se describe la dindmica a tiempos largos, donde
se asume que luego de un transitorio la misma ocurre principalmente dentro del conjunto
de estados metaestables.

Esta dinamica metaestable surge, al igual que en su contraparte en sistemas estocasticos
clasicos, de una separacion en las escalas temporales caracteristicas del generador de la
dindmica, como fue detallado en [172]. En este mismo trabajo, se proporciona un método
para obtener una modelo reducido para describir la dindmica en términos de estados
metaestables que se construyen a partir de los modos lentos del generador de la dindmica
(una tarea ampliamente estudiada actualmente en sistemas estocdsticos clasicos [192, 212,
213, 225]). Esto por supuesto limita este método a sistemas en los cuales la obtencién del
espectro del generador es factible. Bajo la evolucién temporal generada por L, el estado del
sistema puede escribirse como

p(t) = e£p(0) = Z e Tr[p(0) Ly, Ry, (B.1)
k=1

donde se introdujo la descomposicion espectral de £: Ry y Li son los autovectores por
derecha e izquierda respectivamente, con sus correspondientes autovalores ). Todos los
autovalores )\ tienen parte real negativa. Se asume que los autovalores estan ordenados de
tal forma que Re(\x) > Re(Ag4+1). Como fue comentado anteriormente, el comportamiento
metaestable emerge si aparece una separacidn entre las escalas temporales dadas por L, es
decir existe M tal que Re(Aps) > Re(Aps41)- De esta forma una proyeccién sobre la variedad
metaestable [167] tiene la forma

M
p(t) = e“p(0) = Z e Tr[p(0) L) Ry, (B.2)
k=1

donde los coeficientes de la proyeccién estan acotados por los maximos y minimos autovalo-
res de los autovectores por izquierda L.

Si consideramos que hay una separacién del espectro de tal forma que A\Y¥ > A\Z. En este
caso, para tiempos largos, la evolucién alcanza un régimen de metaestabilidad, donde la
evolucion ocurre principalmente dentro de una variedad metaestable. En este caso, se tiene
que los estados metaestables se pueden escribir como
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pms = Rq + ca Ry (B.3)

con co = Tr(Lgpp). En [172] se definen estados metaestables extremos {31, p2}, a partir de
los cuales se puede derivar una dindmica efectiva para

p(t) = e“po ~ pi(t)p1 + pa(t) e (B.4)
la cual captura la dindmica del sistema en todo el régimen metaestable, y estan definidos
como

ﬁl = R1 + CrznaxRQ (B 5)
ﬁ2 = R1 + CglinRQ .

donde ¢ y " representan el mayor y menos autovalor de L, respectivamente. Y esta
dindmica efectiva estad descripta por el generador Lg:

P\ I pry _ [ A2 —cy* —Crgnin p1 (B.6)
= Heff - Ac max min :
D2 D2 2 Co Co b2

Claramente, este procedimiento requiere de tener una descomposicién espectral del
generador, es decir, la solucién del problema completo. En este caso, basados en la intuicién
de que los estados metaestables extremos se corresponden a los dos estados clasicamente
estables obtenidos a medida que nos aproximamos al limite semicldsico (es decir que
conocemos {p1, g2 } mediante los métodos usados en este capitulo), tratamos de estimar este
generador efectivo a través de:
p1 Tr(p1Lpr) Tr(pilpe)) (1

=1L = o o (B.7)
D2 ef D2 Tr(p2Lp1) Tr(paLlpz) ) \p2

Es decir que asumiendo que la evolucién tiene la forma de ec. B.4, asumimos que podemos
proyectar el generador sobre los estados j; y po para aproximar el decaimiento al estado
estacionario.

Los estados extremos metaestables son aproximadamente disjuntos, y a continuacién
describimos cual fue el procedimiento realizado para estimarlos. Por simplicidad, tomamos
este conjunto como formado por combinaciones de estados Gaussianos. En particular,
llamamos py a los estados con valor medio gion = £Z ¥ po al que tiene gion = 0. Asi, el
subespacio par es el generado por las matrices densidad py ¥ pe = (p+ + p—) /2. Notamos
que estos estados incluyen a su vez los grados de libertad de la cavidad, pero los etiquetamos
con la posicién del ion por conveniencia. Cada uno de estos estados Gaussianos se describe
a través de los primeros momentos y matriz de covarianza encontrados ajustando los
resultados obtenidos a través de la evolucién de FP a tiempos suficientemente largos como
para alcanzar la convergencia al estado asintético.

Dado que el operador de evolucidn tiene simetria de reflexiéon espacial en la coordenada
del ion, el subespacio formado por los estados metaestables se desacopla en componentes
pares e impares. Asi, el subespacio par es el generado por las matrices densidad pg y
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pe = (p+ + p—) /2. Por otro lado, el subespacio impar estd dado por A = (py — p_) /2, el
cual tiene traza 0 y por lo tanto no corresponde a un estado, pero es necesario para recuperar
las soluciones semiclasicas que rompen la simetria.

La descripcién de un estado Gaussiano de dos modos en términos de la distribucion de
Wigner estd dada por [226]:

= ]. 1 1/v t _— 7
W(X) = (Xl (X —d) (B.8)

@) Jdet(o)

donde X representa un vector con los operadores canénicos (o cuadraturas en el caso del

campo), d es el vector de primeros momentos y ¢ es la matriz de covarianza, dada por:
1
71y = 5 (X0 X)) — (X (X)) ®.9)
El overlap entre estados puede ser calculado por medio de la integral [133]:

Tr[paps] = (2n)? [ WaWndidp (8.10)

Y para el caso particular dos estados Gaussianos de N-modos puede ser calculado como
[226]

L (=) (rton) (31-D) (B.11)

Tr =
(prp2) det (o1 + 02)

Asi, necesitamos calcular los overlaps de la forma Tr [p; Lp;]. Estos llevan, en términos de
la distribucién de Wigner, a integrales en el espacio de fases de funciones Gaussianas. Como
ya fue mencionado, la simetria del problema implica que algunos de estos overlaps deben
ser iguales:

[
{ (B.12)
[

donde es importante tener en cuenta que £ no es hermitico y por lo tanto intercambiar
indices a cada lado de £ da lugar a resultados distintos. Asi de las 9 integrales, sélo hay 5
distintas.

Con esto, es posible diagonalizar el operador de evolucién proyectado al subespacio de
los p;. Dado que, como fue comentado anteriormente, la solucién simétrica se desacopla
de la antisimétrica, podemos diagonalizar el sistema s6lo en las componentes simétricas
po Y pe. Idealmente, esta matriz deberia tener un autovalor aproximadamente cero, cuyo
autovector por derecha asociado deberia ser una aproximacién al estado estacionario. El
otro autovalor, con parte real negativa, deberia corresponder a la tasa de decaimiento hacia
el estado estacionario.

Primero, los estados py ¥ pe N0 son puros, por lo que su norma no es 1. Definimos asi, el
operador
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Ay = £o

VTr [p]

proporcional a py y definido de tal forma que Tr [A3] = 1. Elegimos otro operador que
forma con este una base ortonormal respecto de la norma traza y puede ser escrito como:

(B.13)

A = ape + Bpo (B.14)

donde « y 3 son reales y pueden ser determinados mediantes las condiciones Tr [Ag] =
1,Tr[AgA.] = 0. Asi ec. (B.7) queda dado por:

Leg = (

Es simple calcular la accion de este superoperador en los estados Gaussianos pg y p+, de

Tr [Ag LAy (B.15)
Tr [Ae[-:AO] ’

Tr[AoLA.]
Tr[A.LA.]

forma que, dentro de la TWA, los overlaps estan dados por:

Tr (p1Lps) = (27)? /da: WiW, (2na1 + A, (z1a2 — T2a1) — w (T304 — T4a3)

!
= Uo (f (z102 — w201) + fg (z3 +23—1) a4)
1 (B.16)
+k (2 — (z101 + z202) + 3 (23 — i1+ a3 — 1/22))

T(2N +1)

+T'(2 = (w303 + v4a4)) + 5

(ag — V33 + ai — V44) )

donde se definieron los vectores s = x — dy y a = 0, 's en base a los primeros y segundos
momentos del estado W5.

a) 10 b)
0.8
10710 0.6
0.4
10"
' 0.2
10720 ‘ ‘ 0 ‘
0.6 0.65 0.7 0.6 0.65 0.7
neff neff

Fig. B.1.: Términos a) no diagonales y b) diagonales (en valor absoluto) de L. Los parametros utili-
zadossonT' =0, C' = 2,y Zeq/x0 = 5,9,15 con k/w = 0,032, 0,880, 1,730 respectivamente.
Valores mds grandes de z.q estdn mostrados en azul mds oscuro.

Como puede verse de las Figs. B.1-b), los valores asi obtenidos no representan las tasas de
relajacién del sistema. Una posible justificacién de esto es que las aproximaciones Gaussianas
que encontramos no se acercan lo suficiente a los verdaderos estados metaestables. En primer
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lugar, la evolucién FP de la que extraemos el conjunto de estados metaestables esta truncada.

En segundo lugar, los estados obtenidos a partir de la evoluciéon FP no son verdaderos

estados Gaussianos. Esto da lugar a términos diagonales muy grandes L;; (mostrados en Fig.

B.1-b)). Estos términos, que deberian ser muy pequefios si los estados son aproximadamente
estables, son en realidad mayores que los términos de tuneleo (no diagonales) en muchos
ordenes de magnitud. Peor aun, los términos diagonales resultaron ser positivos, por lo
que no podrian asociarse a una pérdida de poblacidn debida a la salida de la configuracién
dada.

Encontrar una descripcion precisa de un estado semiclasico metaestable no Gaussiano
puede llegar a ser tan dificil como resolver el problema completo, por lo que recurrimos a
una estrategia diferente: ignoramos los términos diagonales de esta matriz y consideramos
sélo los términos no diagonales, para comprobar si |L,| con j # k podria proporcionar una
estimacion razonable de las tasas de equilibracién entre configuraciones semiclasicas. Sin
embargo, esto condujo a tasas de relajacion excesivamente pequefas, como se muestra en la
Fig. B.1-a), varios 6rdenes de magnitud mas pequefias que las esperadas de la extrapolacién
del régimen donde la diagonalizaciéon numérica es factible. Esto sugiere una falla de este
método, posiblemente porque las caracteristicas no Gaussianas de los estados localizados
son cruciales para la descripcion del tuneleo entre configuraciones.
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suplementario

En este apéndice se muestran resultados complementarios al capitulo 5, correspondientes
a distintas cooperatividades y distancias entre pozos de potencial éptico. En particular, en
la Fig. C.1 se muestran resultados correspondientes a C' = 3, x.q = 2z, mientras que la
Fig. C.2 corresponde a C' = 2, x¢q = 3x,,. Los resultados son cualitativamente similares a
los mostrados en el capitulo 5, con la dnica excepcion de la Fig. C.1-b) donde se puede ver
la escasa localizacién del ion a lo largo de toda la transicion debido a la cercania entre los
pozos de potencial dptico.

25 0 : :
05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3

n/VE n/Ve

Fig. C.1.: a) Numero medio de fotones (en escala semilogaritmica) y b) valor medio de la desintonia,
en funcién de la intensidad de bombeo. Con lineas punteadas-rayadas se muestran los
valores obtenidos mediante la aproximacién semiclasica a orden mas bajo seguin (2.56),
sin tener en cuenta las fluctuaciones. El resto de las lineas de color muestran los valores
medios obtenidos a través de la diagonalizacion del Liouvilliano. Las curvas corresponden
a los valores de los pardmetros: C' = 3, xeq/x., = 2 (para la desintonia efectiva en b), las
diferentes elecciones de « dan el mismo resultado clésico). La regién para la que se produce
el comportamiento clasicamente biestable se muestra entre lineas negras discontinuas
verticales, y los circulos indican el cambio en el minimo cldsico global.
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Fig. C.2.: a) Numero medio de fotones (en escala semilogaritmica) y b) valor medio de la desintonia,
en funcién de la intensidad de bombeo. Con lineas punteadas-rayadas se muestran los
valores obtenidos mediante la aproximacién semiclasica a orden mas bajo segun (2.56),
sin tener en cuenta las fluctuaciones. El resto de las lineas de color muestran los valores
medios obtenidos a través de la diagonalizacion del Liouvilliano. Las curvas corresponden
a los valores de los parametros: C' = 2, z¢q/x., = 3 (para la desintonia efectiva en b), las
diferentes elecciones de « dan el mismo resultado clasico). La region para la que se produce
el comportamiento cldsicamente biestable se muestra entre lineas negras discontinuas
verticales, y los circulos indican el cambio en el minimo cléasico global.
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