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RESUMEN

En este trabajo se presenta, en primer lugar, la formulacion de la teoria de Saint Venant
aplicada a esfuerzos de torsion, segun lo presentado en [6]. En segundo lugar, siguiendo al mismo
autor, se describe la teoria presentada para determinar las tensiones de corte producidas por cargas
transversales al eje longitudinal de la estructura. La formulacion hace uso de la teoria de la
elasticidad y se particulariza al caso de una viga en voladizo. No obstante, los resultados obtenidos
pueden ser aplicados a secciones transversales de cualquier forma. Los resultados de ambas
formulaciones permiten caracterizar los valores de las tensiones de corte, del momento de inercia
polar para secciones de forma arbitraria y la posicion del centro de corte.
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INTRODUCCION

El disefio de vigas utilizando elementos unidimensionales formulados en el marco del Método
de Elementos Finitos (MEF) requiere la caracterizacion de la rigidez de la seccion, que depende del
material, de las propiedades geométricas de la misma y del tipo de esfuerzo a que se encuentra
sometida la estructura. Entre las propiedades geométricas de la seccion se encuentran el area, los
momentos de inercia, el momento de inercia polar y el area de corte y se corresponden con los
esfuerzos normales, de flexion, torsion y corte respectivamente. Ademas, de la mano de estos
objetivos se encuentra la determinacion de estado tensional de la pieza.

En estructuras aeronauticas son de particular interés las secciones de pared delgada y las
configuraciones de una o varias celdas. El enfoque utilizado en los primeros trabajos, con el objeto de
resolver las cuestiones de secciones sometidas a torsion y corte, se relaciona con los conocidos como
métodos de las fuerzas, [1, 2, 3, 4, 5]. La teoria se particulariza segin la seccion sea sélida, delgada
abierta, de una celda, o de varias celdas. A su vez, se consideran separadamente los comportamientos
bajo cargas de torsion y de corte. En este trabajo, en primer lugar, se muestra la formulacion de la
teoria de Saint Venant aplicada a esfuerzos de torsion, segun lo presentado en [6]. En segundo lugar,
siguiendo al mismo autor, se describe la teoria presentada para determinar las tensiones de corte
producidas por cargas transversales al eje de la estructura. La formulacioén hace uso de la teoria de la
elasticidad y se particulariza al caso de una viga en voladizo. No obstante, los resultados obtenidos
pueden ser aplicados a secciones transversales de cualquier forma. Los resultados de ambas
formulaciones permiten caracterizar los valores de las tensiones de corte, del momento de inercia polar
para secciones de forma arbitraria y la posicion del centro de corte. Conocidas las tensiones de corte,
se pueden calcular los coeficientes para ponderar las areas de corte, coeficientes que resultan
necesarios si se quiere modelar vigas siguiendo la teoria de Timoshenko [7].

Este trabajo, es un paso preliminar hacia la cuantificacion de las caracteristicas seccionales
que determinan las rigideces en vigas de una o mas celdas construidas con materiales compuestos, lo
que permitira modelar estructuras de palas de aerogeneradores y alas de aviones. En estas estructuras,
la configuracion de apilado y la disposicion de las fibras en las diferentes capas de material definen las
deformaciones de flexion y torsion.
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VIGAS EN TORSION

Cuando una seccion estad sometida a torsion, se puede asumir la hipdtesis de Saint Venant [6], segln la
cual la seccion de la viga sujeta a torsion pura, sin restriccion al alabeo, rota alrededor del eje de giro
de tal forma que si bien los puntos de dicha seccion puede desplazarse en la direccion del eje x, su
proyeccion sobre el plano original retiene su forma original. El eje de giro pasa por el centro de giro de
la seccion, punto que no sufre desplazamientos en las direcciones y, z. El giro es x6 donde x es la
distancia desde una seccion que no gira a la seccion considerada 'y € el angulo de giro por unidad de
longitud (constante). A partir de estas hipotesis, para pequefios giros, los desplazamientos de un punto
A de la seccion, ver fig. 1, resultan:

u,=—xz0 ; u, =xy0 )

Y

u,=y'-y= r[cos(¢+ x0) - cos(¢)]

u. | | u =z'-z= F[Sen(¢+xe)_sen(¢)]

Figura 1. Desplazamientos de la seccion sometida a torsion.

Para el desplazamiento de los puntos de la seccion segun la direccion x, asumiendo una seccion de
forma arbitraria, existe evidencia experimental que indica que el desplazamiento axial de cada seccion
a lo largo de la barra es practicamente la misma y en consecuencia se adopta la siguiente expresion:

u, =0w(y,z) ()

es decir que el desplazamiento es proporcional al giro por unidad de longitud 8 y a la funcién
o(y,z) que es desconocida y recibe el nombre de funcién de alabeo. Bajo la condicion de
torsion pura, se asume que @ = cte y las componentes del tensor de deformaciones resultan

g=¢=6=y.=0 y y,=0(-z+0,) ; 7.=0(y+0.) 3)
donde: &, =u;, =0u; / Oi con (i =X, y,z) y 7; =u,,; +u,; con (z',j =X, Y,z NI ;tj).
Las correspondientes tensiones se escriben como
o,=0,=0,=7,=0 y TWZGH(—Z+Q},) ; TXZZGH(y+a)J) %)
Y las ecuaciones de equilibrio resultan,

O Ty T T, +f=0 Ty t0,, T, +fy =0, 7

XZ,X

+Tyz,y+o-z,z+fz: 0 (5)

Que conducen a (siendo las fuerzas por unidad de volumen f = f = f. =0)
Vza)(y,z) =0 ; Tor = 0 vy T..= 0 (6)

La primera ecuacion establece que la funcion de alabeo satisface la ecuacion de Laplace en todo punto
de la seccion y las dos ultimas, indican que la distribucion de las tensiones(r T )es la misma en

xy? " xz

todas las secciones transversales.
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Las condiciones de borde se establecen a partir de las siguientes relaciones entre el tensor de tensiones
en la superficie y las componentes de las fuerzas por unidad de superficie ( P> Py» pz) actuando en la

misma:
no.+nt +nt, =p ; nr,t+tno +nt, =p, ; nr. +nr_+no, =p, 7

X

Reemplazando (4) en (7), y teniendo en cuanta que en la cara lateral (nx =0yp,=p,=p.= 0) , las
dos ultimas ecuaciones (7) se satisfacen idénticamente, y de la primera resulta

ny(a)’y—z)+nz(a)’z+y):0 ®)

Cuando se consideran las superficies asociadas con las caras anterior y posterior, (nx =+1 ) y
n,=n;=0), delo cual resulta en las ecuaciones (7)

tr,=p, y *r.=p. )

Es decir que las fuerzas por unidad de superficie que generan la torsion tienen la misma distribucion
que las tensiones en todas las secciones. En consecuencia se debe satisfacer

M, =[(r.y-1,2)d4=GO[| (0. +y)y—(o,~2)z |d4=GI0 (10)
A A
de la que se desprende que

J=[[(0.+)y-(w,-z)z]d4 (11)

Las tensiones se calculan a partir de las ecuaciones (4) y (10)

r,=Mx(Qy—z)/J ; rzzMx(QZ+y)/J (12)

Xy Xx.

VIGAS SOMETIDAS A ESFUERZOS DE CORTE Y FLEXION

En la figura 2 se muestra una viga prismatica y homogénea en voladizo cuya seccion ubicada en la
posicion x esta sometida a esfuerzos de corte y flexion, [6]. Las fuerzas de corte actiian en el centro de
corte. Los resultados que se presentan en esta seccion, si bien deducidos a partir de esta estructura en
particular, se pueden utilizar para secciones de cualquier forma, y vigas de cualquier carga y condicion
de borde.

Figura 2. Viga sometida a esfuerzos de corte y flexion.

La expresion que permite encontrar las tensiones normales a partir de los momentos flectores
aplicados, [4], es:

MI +M1, MI +M1I .
O-x: Yy z zyz z— Yy Yy % (13)

11 —(1.) 11 —(1.)
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Y en la cual las coordenadas y, z, como asi también los momentos y productos de inercia se calculan
respecto del centroide de la seccion.

Analisis bajo la carga V,

Cuando se considera solamente la carga V_ la anterior se reduce a

O_x _ Mylz _ - Mylyz - yzB(L—X)(IyZ y_]z Z) (14)
IyIz_(IyZ) ]ylz_(IyZ)

donde, B=V, / (1 =1 Jz,z) Las ecuaciones de equilibrio (5), asumiendo que no existen fuerzas por
unidad de volumen y que las tensiones que garantizan el equilibrio son o, 7, , y 7. resultan:

Oty t7..= 0 ; Ton = 0 ; 7z.,=0 (15)

Reemplazando la ecuacion (14) en la primera de las ecuaciones (15), se tiene:
ToytT..= B(Iyz y—1, z) (16)

Las dos ultimas ecuaciones en (15) indican que la distribucién de las tensiones de corte en las
secciones no varian con la coordenada x, es decir que dichas tensiones so6lo son funciones de las
coordenadas y y z. Las ecuaciones constitutivas permiten escribir las deformaciones en términos de las
tensiones, esto es:

o v |4 Ty T
E=— 3 =770, 5 £=-720, 5 V= 5 Vo= 5 7.=0 17
= V=g z Yo =G Ve =G Y, a7
Estas deformaciones satisfacen idénticamente las ecuaciones de compatibilidad, salvo las dos
siguientes:
o’ 0 0 2 0 0
2 y:ﬁ _ayxz_i_ 7/xv+ 7/yz y 2882 :ﬁ _ 7/W+ 7yz+a7/xz (18)
ox0z Oy oy Oz ox oxoy Oz Oz ox oy
Reemplazando las ecuaciones (17) en las (18) y luego utilizando la (14), resultan
or or
O0f0m. ) v _,p oy 905 | vV g, (19)
oy\ Oy Oz (1+v) oz\ oy oz (1+V) ’

El proximo paso es proponer que las tensiones 7,y 7, se expresen en término de una funcion ®© ( y,z) ,

con derivadas terceras continuas, esto es,CI)(y,z)eC3 , y elegida de tal modo que se satisfagan

idénticamente las ecuaciones (19):

T, =%(CD’}, —hy) y T, :%(q)’z —hz) (20)

donde,

2 2 2 2
A=2(1+v)[1},12—(1yz)2] : hy:v([zyz—lyzy ZZJ y hzz—v{lyzyz+lzy 22] Q1)

Entonces, reemplazando la (20) en (16) resulta la ecuacion diferencial que gobierna a ® ( y,z) :

VO(y,z)= 2(1,y-1z) (22)
La condicion de borde es idéntica a la primera de las presentadas en la ecuacion (7) en la cara lateral
nt,+nt, =0 o n- V(D(y,z) =n-h con h= [hy , hz] (23)

La solucion de la ecuacion diferencial en derivadas parciales dada en (22) con las condiciones de
borde dadas por (23), permite encontrar la relacion entre la fuerza de corte y las tensiones de corte
mostradas en (20). Si bien el resultado se obtuvo a partir de un caso particular, el mismo es
completamente general para secciones homogéneas de forma arbitraria.
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Analisis bajo la carga V,

Para esta carga, los pasos son idénticos a los seguidos en el caso de la carga V. y conducen a las
siguientes relaciones entre la carga y la tension

V V.
T, =Ky(‘1’,y —dy) y 7. :K(\P’Z —dz) (24)
donde,
2 2 2 2
dy:v(]yy 22 - yzyz] ; dzzv[lyyz+]yzy 2zj (25)

La ecuacién diferencial en la seccion €, y las condiciones en el borde en I que gobiernan a la
funcién ‘I’( y,z) tienen la forma:

VZ‘{J(y,Z)z Z(Iyzz—lyy) en Q y n-V¥=n-d enl (26)

FORMA DEBIL DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Torsion

La ecuacién en residuos ponderados para la funcion de alabeo resulta
[7(y.2) Voo (y,2) d2=0 27)
Q

en la que W es una funcion de peso definida en el dominio €2 de tal modo de no anularse en los puntos
del plano en que @ es desconocida. Aplicando el Teorema de Green, la (27) puede escribirse como

[wVodQ=—[(W, o,+W. 0.) dQ+[W (o, n,+o. n.)dl =0 (28)
Q Q Tr

En donde I es el contorno del dominio , y n= (n_v, nz) es el vector normal al contorno. Teniendo

en cuenta la condiciéon de borde establecida en la ec. (8), se puede reescribir la integral de
contorno en (28):

J.W(a)’y n,+o. nz) szIW(z n,—y nz) szIWv-n dfzjdiv(Wv) dQ 29)
r r r Q

La ec. (29) permite expresar la integral sobre el contorno I' como una integral sobre el dominio Q. En
la ec. (29) se defini6 el vector v = (z,— y), y se hizo uso del Teorema de la divergencia. Por tltimo,

[div(wv) d@=[[W div(v)+grad(W)-v] dQ=| grad (W)-v dQ (30)

ya que div(v)=0.
Llevando la (30) a (29) y ésta a la (28) se obtiene la forma débil para la ecuacion diferencial que
gobierna el alabeo en un problema de torsion, incluyendo la condicion de borde:

(7, @, +W. 0.)do-[(W, z-W.y)d2=0 (1)
o en forma compacta ’ ’

IVW-deQ—IVW-de:O (32)
Q Q
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Corte: carga V,

La ecuacién en residuos ponderados para la ecuacion diferencial que gobierna la distribucion de las
tensiones de corte cuando actuia una carga en la direccion z se escribe

[ (.2) [V'@(r.2)-2(1,.y-1.2) | d2=0 (33)
Q
El primer integrado, Teorema de Green mediante se escribe
[w Ve da=-[(w, o +w. @ )do+[W (D, n+®_ n)dl =0 (34)
Q Q r
Utilizando las condiciones de borde (ec. (23)), la integral sobre el contorno queda
[w(®, n,+®_ n)dl=[W VO-ndl=[W h-ndl = [div(#h) dQ (39)
r Tr Ir Q
La ultima integral en la (35) se puede desarrollar
[div(m) dQ = [W div(h) dQ+[VIV- hdQ (36)
Q Q Q
Y la primer integral en (36)
[w aiv(h) da=—=2W v(I,y-1.2z) (37)
Q
Reemplazando (37) en (36), (36) en (34) y ésta en (33) se obtiene
[vw-vo dQ-[vw-hdQ + (W 2(1+v)(1,.y-1.2)dQ =0 (38)
Q Q Q

Que es la forma débil de la ecuacion diferencial que gobierna la distribucion de las tensiones de corte
para una carga actuando en la direccion del eje z, incluyendo las condiciones de contorno.

Corte: carga V}

La ecuacion en residuos ponderados para la ecuacion diferencial que gobierna la distribucion de las
tensiones de corte cuando actua una carga en la direccion y se escribe

[W(2.2) [V¥(r.2)-2(1,2- Ly)|d2=0 (39)
Q
Operando en forma similar, resulta la siguiente forma déebil cuando la carga es 7,

[vw- v dQ-[vw-ddQ +[w 2(1+v)(I.z-Ly)dQ =0 (40)
Q Q Q

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan las formulaciones tedricas relacionadas, en primer lugar, con la obtencion
del estado tensional de vigas sometidas a esfuerzos de torsion segun las hipotesis de desplazamientos
planteadas por Saint Venant, seglin el trabajo de Pilkey [6]. En segundo lugar, siguiendo al mismo
autor, se describe la teoria presentada para determinar las tensiones de corte producidas por cargas
transversales al eje de la estructura. Posteriormente se obtienen las formas débiles de las ecuaciones
diferenciales con el propdsito de formular la aproximacion por Elementos Finitos que se desarrolla en
la segunda parte de este trabajo. Los resultados de ambas formulaciones permiten caracterizar los
valores de las tensiones de corte, del momento de inercia polar para secciones de forma arbitraria y la
posicion del centro de corte.
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