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pronéstico usando maxima-verosimilitud en
sistemas dinamicos geofisicos

Nievas Lio Estefania

Resumen

En el filtro de Kalman por ensambles la subestimacion del error del pro-
nostico, debido al tamano limitado de los ensambles y al error de modelo, es
un desafio que requiere de métodos ad-hoc para su tratamiento. Esta deficien-
cia es cominmente tratadas a través de inflacion multiplicativa o aditiva de la
covarianza de la prediccién.

En general, existen propuestas de estimacion de la inflacion multiplicativa
a través de métodos adaptativos para cada ciclo. Miyoshi et al. propone una
estimacion adaptativa para la estimaciéon del factor de inflacién. En esta tesis
se propone el desarrollo de una técnica que permita la estimacion de factores
multiplicativos de la covarianza, tanto para el caso de inflacion multiplicativa
como la aditiva, a partir de observaciones distribuidas en el tiempo.

Las metodologias se basan en la busqueda de los pardmetros 6ptimos que
maximicen la verosimilitud de las observaciones. Se proponen y evaltan diferen-
tes metodologias: la optimizacién de la verosimilitud aproximada, por medio de
evaluacién en grilla y el método Nelder-Mead, y extensiones del algoritmo EM
(Expectation-Maximization).

Las técnicas se evalian a través de experimentos gemelos en los cuales se
generan observaciones sintéticas con los sistemas dindmicos de Lorenz 63 y 96,
simulando entornos con y sin error de modelo.

Se obtuvo como resultado la convergencia de los algoritmos desarrollados.
Por un lado, la optimizacion de la funcion de log-verosimilitud aproximada por
medio de los métodos Grid Search y Nelder-Mead proveen estimadores precisos
para los parametros de la covarianza. Por otro, las extensiones del algoritmo
EM desarrolladas logran buenas estimaciones en contextos de regimenes casi
lineales; sin embargo, estas tltimas subestiman o sobreestiman los parametros
a medida que aumenta la presencia de error sistemético en contextos de modelo
imperfecto.

Palabras Claves: Asimilacién de datos. Filtro de Kalman por ensambles.
Algoritmo EM. Parametros de la covarianza. Factor de inflacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Revision bibliografica

La asimilaciéon de datos es una técnica que permite combinar estadistica-
mente la informaciéon de mediciones de diferentes instrumentos, tales como me-
diciones satelitales, in-situ, de radares, etc., con la informacién de un modelo
mateméatico que describa la evolucion del sistema que se esta analizando (Kal-
nay, 2006 [1]). Se busca estimar el estado de un sistema fisico complejo como la
atmosfera, el océano, el caudal de un rio, etc., a través de observaciones parciales
y ruidosas.

La asimilacién variacional de tres dimensiones combina 6ptimamente una
matriz de covarianza estatica (climatologia) y la covarianza del error de las
mediciones. La optimizacion, determinacion del estado 6éptimo que minimiza la
funcién de costo, se realiza a través de técnicas de optimizacion variacionales
(Bouttier et al., 1999 [2]). Una extension es la asimilacion variacional de 4-
dimensiones en la cual se busca optimizar una funcién de costo definida en un
intervalo de tiempo (ventana de asimilacion), dentro de la cual se distribuyen las
observaciones (Lorenc, 2003 [3]). Esta técnica permite considerar la evolucion
de la matriz de covarianza pero solo dentro de la ventana de asimilacion.

La técnica del filtro de Kalman (Kalman, 1960 [4]) realiza la combinacion
de las observaciones con un modelo dindmico teniendo en cuenta los errores
de ambos y determina la media y la covarianza del anélisis, bajo la hipétesis
de Gaussianidad de los errores del modelo y las observaciones, y asumiendo
que el modelo dindmico es lineal. En 1994, Evensen propuso una alternativa
a esta técnica que consiste en realizar representaciones de Monte Carlo de las
distribuciones estadisticas de los errores a través de particulas o miembros de un
ensamble y de esta manera se determina la evolucién de la media y la covarianza
del sistema, a esta técnica se la denomina filtro de Kalman por ensambles [5].
Con respecto a las hipoétesis, en el filtro de Kalman por ensambles el modelo
dindmico es asumido no lineal. Y, en muchos casos, la muestra resultante a través
de los miembros del ensamble no es necesariamente Gaussiana, aun cuando para
la combinacion de la informacion se utilice esta hipotesis.



En general, se observa que atn en condiciones en los cuales no se cumplen con
las hipotesis, el filtro de Kalman da resultados razonables y hay convergencia
de la técnica. Sin embargo, es necesario evaluar detalladamente la convergencia
del filtro. Ademaés, se le suma a esto los problemas de muestreo y el error de
modelo, los cuales pueden deteriorar significativamente la calidad del filtro. [6]

Motivacion

Cuando se trabaja con modelos meteorologicos, es muy costoso generar una
gran cantidad de miembros de ensambles para desarrollar una buena matriz
de covarianza a base de ellos, por lo cual se agrava la subestimacién, tanto de
las varianzas como de las covarianzas. La dimensién del espacio en el que se
trabaja tiene en el orden de entre 10° y 10° variables, y en contraposicién se
podria generar a partir de un modelo meteoroloégico un ensamble que tenga
en el orden de 50 miembros. Es decir, para estimar matrices de covarianza,
con 50 realizaciones del estado del sistema se desea estimar entre 10°x10° o
10°x10° pardmetros. A esto se le llama problema de pocas muestras. Por lo cual,
la covarianza muestral da una estimacién grosera con correlaciones espurias y
varianzas subestimadas.

Para contrarrestar un poco el problema, cabe aclarar que, aun cuando se
trabaja en espacios muy grandes, la dinamica del sistema esta dominada por
una cantidad limitada de modos. Los modos son los autovectores del sistema en
los cuales se proyecta la solucién. Regionalmente los modos relavantes pueden
ser del orden de la centena, por lo cual si bien se cuenta con pocos miembros en
los ensambles, no son tantas las dimensiones que interesa representar.

El problema de subestimacion de la covarianza del pronostico lleva a sobreva-
lorar el pronostico del modelo por encima de las observaciones, resultando como
consecuencia que el analisis resultante se asemeje a los pronosticos del ensamble
e ignore las observaciones. A esto se le denomina divergencia del filtro.

Antecedentes

Para abordar el problema de subestimacion de la covarianza muestral y la
consecuente divergencia del filtro en la teoria se proponen dos caminos: localiza-
cién, e inflacion. Con la localizacion fisicamente se asume que las correlaciones
mas alld de una distancia caracteristica del sistema, son nulas. Por lo tanto,
se asume que la matriz de covarianza del filtro esté localizada alrededor de la
diagonal. Se suele utilizar alguna funcién localizada, Gaussiana o exponencial.
Con esto se logra que la cantidad de parametros a estimar se reduzca significa-
tivamente, aumentando asi la proporciéon muestra sobre parametros. [7] [8]

Con inflacion se aumenta la dispersion de los miembros del ensamble en cada
ciclo para evitar el colapso. Se inflan las perturbaciones del ensamble alrededor
de la media, y en consecuencia, se inflan las varianzas y las covarianzas cercanas.
Sin embargo, también se inflardn las covarianzas espurias.

En el trabajo de Miyoshi (2011) [9] se propone una solucién empirica con
inflacién. Se estima un factor de inflaciéon de manera adaptativa. Es decir, en



cada tiempo, se realiza una estimacién proponiendo inferencia Bayesiana del
factor de inflacion. Se realiza a partir de una igualdad que involucra las matrices
de covarianzas del proceso de asimilacion [10] que sirven de diagnostico del error
en la estimacion de las matrices de covarianzas.

Por otro lado, otra manera de contrarestar los problemas de trabajar con en-
sambles, en entornos con error de modelo, es combinar ambas fuentes de error:
combinar una covarianza estatica con la matriz de covarianzas de los miembros
del ensamble. La covarianza estatica permite representar las estadisticas de error
independientes del tiempo, mientras que con los miembros del ensamble se re-
presentan las estadisticas de error dependientes del flujo. Una matriz estatica
compensa la dificultad computacional de generar miembros del ensamble, y por
ende, de generar estadisticas precisas. Ademas, permite realizar ponderaciones
relativas entre el prondstico y las observaciones, y permite modelar la influencia
de las observaciones fuera de los lugares de observaciéon. Un esquema hibrido
opera calculando un conjunto de ciclos de asimilaciéon de datos paralelos, con
cada miembro del conjunto recibiendo observaciones perturbadas tnicas. Es-
te esquema fue propuesta inicialmente por Hamill y Snyder (2000) [11], donde
combinan una covarianza estética con la evolucion de la matriz de covarianza
del estado del modelo dada por un ensamble basado en el filtro de Kalman. Esta
combinacion la realizan a través de técnicas variacionales.

El interés por estos métodos hibridos es una tendencia que ha sido liderada
por los principales centros de pronoéstico, entre los que cabe citar Environment
Canada (Buehner, 2005), MetOffice UK (Clayton et al., 2013 [12], Lorenc et
al. 2015 [13]) el ECWMF (Bonavita et al. 2016 [14]), y el NCEP (Kleist e Ide,
2015 [15]). Por lo que la estimacion de como combinar 6ptimamente la matriz de
covarianza de la predicciéon con la covarianza estéatica reviste de un gran interés.

Objetivos

En esta tesis se propone desarrollar métodos para la estimacion del factor de
inflacion, pero en vez de estimar un factor para cada paso de asimilaciéon, estimar
uno solo para todo los tiempos, es decir, realizar esta estimaciéon a partir del
conjunto de observaciones distribuidas en el tiempo. Se busca considerar un gran
numero de observaciones que permita restringir fehacientemente el parametro
de la covarianza que optimice la verosimilitud. Llamaremos P’ de covarianza
generada por los miembros del ensamble, y « al factor multuplicativo de ella.

Por otro lado, también se buscaré estimar a partir del conjunto de obser-
vaciones distribuidas en el tiempo, un factor multiplicativo para la matriz de
covarianza de error de modelo. Llamaremos Q a la matriz fija de error aditivo
del modelo, y 8 al factor multiplicativo de ella. Se buscara también estimar
ambos parametros de la convarianza a y 8 a la vez, quedando representado el
error de modelo por la combinacion aP? 4 5Q.

Objetivo general: desarrollar métodos para la estimacion de los parametros
de las covarianzas, a y (3, a partir de un conjunto de observaciones distribuidas
en el tiempo utilizando metodos de maximo verosimilitud.

Objetivos especificos:



1. Desarrollar una metodologia que estime los parametros de las covarianzas
por medio de la optimizacién de una aproximacion de la log-verosimilitud.
Realizar esta optimizacion por medio de las técnicas Grid Search y Nelder-
Mead.

2. Desarrollar una metodologia que estime los parametros de las covarianzas
por medio de la optimizacion de la log-verosimilitud explicita. Ampliar el
algoritmo EM para realizar esta optimizacion.

3. Aplicar y evaluar las técnicas desarrolladas en distintos sistemas dinamicos
cadticos.

Metodologia

Para deducir métodos para la estimaciéon de estos factores se utilizaran en es-
ta tesis el principio de maxima verosimilitud, utilizando como algoritmos de ma-
ximizacion los métodos Grid Search, Nelder-Mead y el algoritmo de Expectation-
Maximization.

El método Grid Search es la evaluacion en grilla de la medida a optimizar, y
el algoritmo Nelder-Mead es un método de optimizacion iterativo. Este tltimo se
eligié por no necesitar gradiente para operar. Sin embargo, para ambos métodos,
la funcién objetivo, la funcion de verosimilitud, no es calculable directamente.
Existen aproximaciones, una de ellas es la desarrollada por Pulido et al. (2017)
[16] ¥ es esta la que se optimizara. La aproximacion estd basada en la hipotesis
de Gaussianidad, considerando que se esta trabajando con un filtro Gaussiano,
las hipotesis serian congruentes entre ambos.

Por otro lado, el algoritmo de Expectation-Maximization (EM) permite es-
timar parametros, tanto fisicos como estadisticos, que maximicen la funcion de
verosimilitud, sin necesidad de realizar aproximaciones de ella. Para realizar la
maximizacion se utiliza una funciéon intermedia, denominada limite inferior de la
evidencia, (ELBO, evidence lower bound). De esta manera se evita la necesidad
de calcular la funcion de verosimilitud que es intratable. Tandeo et al. (2015)
[17] desarrollaron un método que combina el algoritmo EM con el filtro de Kal-
man por ensambles, el método fue utilizado para la estimacion de parametros
fisicos con un operador de observacion altamente no lineal. El método también
ha sido utilizado exitosamente para la estimacion de parametros estadisticos, la
covarianza del error de modelo, en un sistema caético no lineal simple (Dreano
et al. 2016 [18]). Uno de los objetivos de la presente tesis es lograr extender
y aplicar este método para la estimacion de los factores multiplicativos de las
matrices de covarianza.

El contexto en el que se realiza el trabajo es de modelos numéricos cadticos,
particularmente, con un enfoque a los modelos numéricos atmosféricos. Es por
esto que las metodologias se probaran en los modelos Lorenz 63 y Lorenz 96,
que son modelos de pocas variables, pero que simulan en forma sencilla algunos
aspectos de la dindamica atmosférica.

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. En la segunda
unidad se describira el marco tedrico de las herramientas utilizadas, describien-



do métodos de asimilacion de datos en general y el algoritmo EM. En la tercera
seccion se presenta los modelos numéricos que se utilizaran, y la metodologia
de los experimentos. Ademaés, se muestra en experimentos como el uso de los
factores de inflacién solucionan problemas de divergencia, lo cual fundamenta
el trabajo de la estimacién de los mismos. En la cuarta seccién se resuelve el
problema de encontrar los factores 6ptimos por medio de la optimizacion de una
aproximacion de la log-verosimilitud de las observaciones. Se optimizan ambos
parametros de la covarianza por separado y luego ambos a la vez, tanto con
el método Grid Search, como con el Nelder-Mead. Para cerrar, en la unidad
5 se resuelve el problema por medio de la optimizaciéon de la log-verosimilitud
explicita. Se presentan, a partir de extensiones del algoritmo EM, deducciones
de estimadores para ambos parametros, pseudocédigos de su implementacion,
experimentos con ambos modelos, y analisis de los mismos. Por tltimo, se pre-
sentan conclusiones en la unidad 6, y un anexo en la unidad 7. En este altimo se
puede encontrar un breve resumen de los términos mas utilizados en el proceso
de asimilacién de datos con EnKF, y un resumen de los experimentos realizados
a lo largo de esta tesis, con los parametros seteados en cada caso.



Capitulo 2

Marco Teé6rico

2.1. Modelo de Markov escondido

En esta tesis vamos a trabajar en el marco de un modelo de Markov escon-
dido. Una amplia introduccién y tratamiento de este marco es dada por Cappe
et al. (2005) [19].

Un modelo de Markov escondido (HMM en sus siglas en inglés, Hidden Mar-
kov Model) es definido por un sistema dindmico no-lineal estocastico Mgq que
evoluciona en el tiempo a las variables no observables (escondidas) x;_; € R
de la siguiente manera:

X = MQ(Xk71) + Nk, (2.1)

donde k representa el indice de tiempo, {x;}X | son realizaciones de los estados
{X,;}E,, y ésta es una cadena de Markov. El sistema dindmico depende de un
conjunto deterministico y eventualmente estocastico de parametros denotados
por . Se asume ademaés 7, como error aditivo aleatorio de modelo, gaussiano,
con media cero, y covarianza Qi = £(ngni ), donde € denota al operador espe-
ranza. Es decir, X ~ N (Mq(xk—1), Qk)-

Las observaciones en el tiempo ti, yr € R™, estan relacionadas con las
variables ocultas por medio del operador de observacion H : R™ — R™, tal que

yi = H(xk) + € (2.2)

€ es un error aditivo aleatorio de observaciones, que se asume gaussiano, con
media cero, y matriz de error de covarianza Ry = S(erg), es decir, Yi ~
N(H(x), Ry). La representacion de errores = 11,m2, -+ ,nk €s asumida i.i.d
al igual que € = €1,€2, -+ ,€x. Ademéas, n y € se suponen conjuntamente in-
dependientes, e independientes del estado de pronédstico inicial xg, el cual es
asumido Gaussiano con media X, y covarianza B, es decir, Xy ~ N (x?, B).

El operador de observacién es el que mapea el estado escondido al espacio de
las observaciones. Como ejemplo cabe citar que la temperatura de la atmosfera
se mide a través de refractividad en los sensores a bordo de los satélites, por lo
que en este caso el operador observacional es la funciéon que mapea temperatura



a refractividad. En esta tesis Mg, H y R son asumidos conocidos, mientras Q
se asume total o parcialmente desconocida.

Un proceso de Markov escondido cumple, por definicién, la siguiente propie-
dad:

K

pP(Yo=y0, Yk =yx|Xo =%0,  , XK = X) = Hp(}’k|xk)- (2.3)
k=0

Ademas, al ser {X;}£ | un proceso de Markov cumple por definicién:

p(Xn+1 = Xn+l|Xn = XnaXn—l =Xp—1,""" ,Xo = XO) = p(Xn+1 = Xn+1|Xn = Xn)
(2.4)
paratodon € 1,--- , K — 1. Esta ecuacién se denomina propiedad de Markov y

establece que el comportamiento (aleatorio) del proceso en tiempo n+1 depende
unicamente del estado en tiempo n y no de la historia previa del proceso. Ge-
neralmente, se dice que el “futuro” depende tnicamente del estado “actual” del
proceso. De manera similar, el valor de la variable observada y; solo depende
del valor de la variable oculta xj, ambas en el tiempo k.

o
o

Figura 2.1: Dependencias en un HMM

— = X[} —®

et
Hat

En resumen, se tiene el siguiente sistema dinamico discreto estocastico:

{Xk = Mo (xi-1) + s, 1~ N(0,Qr) (2.5)

Y. = H(Xk) + €k, € ~ N(O,Rk)
Donde:

= Xj, es una realizacion de la variable aleatoria Xy, v es el estado del modelo
en el tiempo tx, n-dim.

7y es el error del modelo.

yi es la medicién, m-dim.

Mg es el modelo.

H es el operador de observacion.

10



2.2. Meétodos y conceptos de Asimilaciéon de Da-
tos

2.2.1. Conceptos

Las definiciones de esta tesis van a estar enfocadas a las ciencias de la at-
mosfera. Los siguientes conceptos, siguiendo las definiciones de Bouttier (2002)
[2], abarcan las principales componentes de la asimilacion de datos. El objeti-
vo de asimilacion de datos es la estimacion [20] del estado de la atmosfera, o
del sistema en cuestién, combinando estadisticamente dos fuentes de informa-
cion: por un lado prondsticos o predicciones del estado del sistema, y por otro
observaciones indirectas, parciales y ruidosas.

La palabra “prediccion” se utilizara exclusivamente para referirse al pronos-
tico temporal del estado, es decir dado un estado a un tiempo k se predice
temporalmente el estado al tiempo k + 1 (asumiendo un modelo de Markov
conocido).

El producto resultante de la asimilaciéon de datos es denominado anélisis. El
analisis es un estado estimado del sistema para un tiempo dado. Es representado
como un vector de la dimensién del estado del modelo. Un anélisis puede ser
util en si mismo para un diagnostico de la atmosfera, y puede ser usado como
dato de entrada de otra operaciéon. Notablemente puede ser usado como estado
inicial de un pronéstico numérico del tiempo, o como recuperador de datos para
ser usado como una seudo-observacion.

La informacién objetiva bésica que se puede usar para producir el anélisis es
un conjunto de valores observados proporcionados por mediciones del sistema en
consideracion. Para que sea un problema de optimizacién bien planteado, es ne-
cesario contar con alguna fuente de informacion extra, denominada background,
que representa una inferencia a priori del estado del modelo. La informacion
de background puede ser climatolégica o un estado trivial; puede ser generado
por la salida de un analisis previo, usando algin supuesto de consistencia en el
tiempo del estado de modelo.

Actualmente, es comin que la informacion de background sea producida
por un modelo matematico de predicciéon que evoluciona al estado del sistema
desde el tiempo anterior al tiempo actual. A través de la combinacion de estas
dos fuentes de informacion, observaciones y background, a distintos tiempos, se
espera que la informacion se acumule en el estado del modelo y se propague a
todas las variables del modelo.

Se entiende por asimilacién de datos a todo el conjunto de técnicas que
permiten realizar la estimaciéon del estado escondido del sistema a partir de las
fuentes de informacion mencionadas. Dependiendo de la técnica el resultado de
la asimilacion puede ser una densidad (como en el caso del filtro de particulas),
un valor 6ptimo (como en la asimilacién variacional) o los parametros de una
densidad (como en el caso del filtro de Kalman tradicional). El término analisis
se utiliza para referirnos al resultado de la asimilaciéon més alla que su definiciéon
especifica dependera del método utilizado.

11



Entre las técnicas de asimilacion de datos hay dos enfoques béasicos de asi-
milacion: asimilacién secuencial, que solo considera observaciones hechas en el
pasado hasta el tiempo del analisis, el cual es el caso de los sistemas de asi-
milacién en tiempo real, y no-secuencial, o asimilaciéon retrospectiva, donde las
observaciones del futuro son usadas, por ejemplo, en un ejercicio de reanélisis.
Otra distinciéon que puede hacerse entre los métodos es si son continuos o in-
termitentes en el tiempo. En un método intermitente las observaciones pueden
ser procesadas en un intervalo pequeno, lo cual es usualmente conveniente para
la técnica. En un método continuo, las observaciones son consideradas para pe-
riodos mas largos, y la correccion del estado de analisis es suave en el tiempo,
lo cual es fisicamente mas real. Los cuatro tipos de asimilaciéon son descritos
simbolicamente en la Figura 2.2.

Algunas técnicas de asimilaciéon han sido usadas para meteorologia y ocea-
nograffa. En la Figura 2.3 se observan algunos métodos, ordenados por com-
plejidad. Entre ellos difieren su costo numeérico, su optimalidad, y su idoneidad
para asimilacién de datos en tiempo real.

Dentro de la metodologia mas simple se encuentra la conocida por inter-
polacion de observaciones. Luego podemos encontrar un conjunto de métodos
llamados métodos primitivos, de los cuales podemos destacar: ajuste polindémi-
co, spline cubico, correcciones sucesivas (SCM), y método de Cressman. Otro
método, un poco mas complejo, pero también simple, es el de Interpolacién 6p-
tima. Se denomina de esa forma o interpolacién estadistica con estimacion de
minimos cuadrados.

En las subsecciones siguientes se da una explicacién minima sobre teoria
de estimacion, y sobre los métodos 3D-Var, Filtro de Kalman (KF), Filtro de
Kalman Extendido (EKF), 4D-Var, Filtro de Kalman por Ensamble (EnKF)
y Suavizado de Kalman por Ensamble (EnKS). Estos son los métodos mas
utilizados en la asimilacion de datos.

Por ultimo, nos referimos por sistema de asimilacion, al conjunto de im-
plementaciones de un modelo de Markov escondido, incluyendo el modelo de
prediccion del estado, el operador o modelo observacional, y la técnica de esti-
macion o inferencia del estado escondido.

2.2.2. Teoria de estimacién

El objetivo ultimo de la asimilacion de datos es el conocimiento de la funcion
de distribucion de probabilidad (pdf) posterior, esto es, en el sistema planteado
en (2.21), conocer la pdf condicional del estado x; dada la secuencia Y; =
{y1,...,¥:} de observaciones de dimension m. [21]

A partir de la relacion entre k y [ se clasifica el problema de estimaciéon en
tres tipos:

» k < problema de suavizado (reanalisis)
= k =1 problema de filtrado (analisis)

= k > [ problema de prediccién
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sequential, intermittent assimilation:

. —

|| model ll model b model >

sequential, continuous assimilation:

non-sequential, intermittent assimilation:

1 R 2

[ agalysis+model || acalysis+model || analysistmodel |

non-sequential, continuous assimilation:

obs obs obs obs

/—\f'

Figura 2.2: |Figura obtenida de Bouttier et al. (1999) [2]] Representacion de
cuatro estrategias de asimilacién de datos, en funcion del modo en que son
procesadas las observaciones en el tiempo para producir una secuencia de estados
asimilados (curva por debajo en cada panel).
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A non-linear methods
K.:l].l‘l'li‘lll smoother

(4D-Var or} 4D-PSAS with model error

g ¥ y fixed-lag Kalman smoother
EKF
intermittent 4D-Var or 4D-PSAS » long 4D-Var or 4D-PSAS
A A

3D-Var or 3D-PSAS

complexity

Optimal Interpolation (OI)

Cre ssman Successive Corrections
midging

Interpolation of observations

Figura 2.3: [Figura obtenida de Bouttier et al. (1999) [2]] Resumen histérico de
los algoritmos de asimilacién de datos usados en meteorologia y oceanografia,
clasificados aproximadamente acorde a su complejidad y costo de implemen-
tacion, y su aplicabilidad a problemas de tiempo real. Actualmente, los més
comunmente usados para aplicaciones operativas son OI, 3D-Var y 4D-Var.
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Dado que encontrar la pdf resulta en general imposible, lo que se propone
es determinar los primeros momentos o ciertas propiedades de la pdf posterior:

» Estimador de varianza minima (MV): se busca determinar la media de la
pdf condicional posterior.

= Estimador de maxima a posteriori (MAP): se busca determinar la moda
de la pdf condicional.

Si se asume que no se conoce nada de la estadistica de los errores (ni sobre
las observaciones ni sobre el estado), el problema es totalmente deterministico.
Lo que se busca en este caso es minimizar la diferencia entre la observacion y y
el estado del modelo proyectado sobre el espacio de las observaciones H(x). En
este caso se trabaja con un estimador por cuadrados minimos (LS).

2.2.3. Asimilacién variacional de 3 dimensiones

La asimilacién de datos variacional de 3 dimensiones, o 3D-Var, ha sido una
de las técnicas mas usadas en la producciéon de pronédsticos meteorologicos. Hoy
en dia sigue siendo usada, pero muchos se estan inclinando mas por el 4D-Var
o EnKF.

Hipotesis del 3D-Var:

= De las observaciones del estado x, y = H(x) + €, se asume que € es una
variable aleatoria normal con media 0 y matriz de covarianza R, y por lo
tanto, y|x es una variable aleatoria con media H(x) y covarianza R.

e~N(0,R)
ylx ~N(H(x),R)

» La distribucion del estado se asume normal, con media x” y matriz de
covarianza B.

x;, ~ N (x*, B)

La idea del 3D-Var es estimar el méximo de la probabilidad condicional a
priori pyly. Usando la regla de Bayes y las hipotesis de gaussianidad se tiene
que:

_ py\x(Y|X)px(X)

py(¥) (26)

x|y

py xiy) x exp { =5 [ =) (B) ! = x) -y = H00) TRy - )] |

(2.7)
Se desentiende de la py(y) del denominador porque no influye en la esti-
macion, ya que se quiere determinar x. Luego, lo que se quiere encontrar es el

15



maximo argumento de la exponencial, i.e. la moda, lo que equivale al minimo
de la funcion de costo J(x) definida por:

J(x) = —logpx|y (x]y) , que equivale a:
1

Jx) =5 [(e=x)" (B) " (x = x) + (v — H(x) TR (y — H(0)] -

(2.8)

Entonces 3D-Var es una estimaciéon de Probabilidad Méxima a Posteriori
donde se asume estadistica gaussiana. Notar que en ningtin momento se asume
que H sea lineal. Si H es lineal y se asume gaussianidad, 3D-Var y OI (interpo-
lacion 6ptima) coinciden.

2.2.4. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman, o KF| es una técnica de asimilacién de datos, que como
tal, dada una estimacion a priori (background) )2£ , que es un pronoéstico del
sistema para el tiempo tx, y un conjunto de mediciones yx, pretende estimar un
andlisis X}. Esta técnica asume el modelo Mgq y el operador de observaciones
H lineales [21]. Este ultimo se representa con la matriz H de dimensién m x n.
El analisis para el tiempo t; se calcula de la siguiente manera:

% = % + K (vi — Hixf) (2.9)

Se debe determinar el peso K, de la innovacién, de tal forma que minimice
la varianza del error del analisis. Si esta esta definida por:

Ji = (eiSiep)”)
= <Tr (Ske,‘z (eZ)T)> (2.10)

= Tr (S;P})

donde Sy es una matriz de scaling definida positiva, lo que se busca entonces es
determinar el Kj que minimice J;;. Derivando e igualando a cero Jj} se obtiene
la matriz de peso 6ptima K. [4]

4J

dK,,
~ —1
K, = K; = P/HT (Hk.Pin + Rk)

~ T ~
— S, [—2HkP{ (1 _ Kka> n 2RkK{]
(2.11)

El estimador del analisis por medio del filtro de Kalman es entonces un
estimador de minima varianza.
Para K 6ptimo se tiene que:

P = (I - K;H;)PJ. (2.12)
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Por lo cual, la covarianza del pronéstico puede evolucionar en el tiempo, a
diferencia de OI y 3D-Var que es estatica, ya que son esquemas independientes
del tiempo.

Filtro de Kalman extendido

El filtro de Kalman esta definido para un modelo lineal y un operador de
observacion lineal. Para extenderlo a casos no lineales se aproxima con Taylor
ambas funciones. En esto se basa el filtro de Kalman extendido (Extended Kal-
man filter, o EKF), para luego utilizar las formulas del filtro de Kalman, usando
las tangentes lineales (detalles de las hip6tesis en [2]).

2.2.5. Asimilacién variacional de 4 dimensiones

En la asimilaciéon de datos variacional de 4 dimensiones, o 4D-Var, se piensa
un problema donde las observaciones no estan distribuidas solo espacialmente,
sino también temporalmente. Se busca la condicién inicial, a partir de la cual,
se realice la trayectoria del modelo més cercana posible a las observaciones. A
esta condicién inicial, se la denomina condicion inicial 6ptima. Se observa en la
Figura 2.4 una representaciéon grafica de esto.

model
state

t time Iy

Figura 2.4: 4D-Var: se busca la condiciéon inicial, a partir de la cual, se realice
la trayectoria del modelo mas cercana posible a las observaciones. REF

En férmulas, esto seria:

1 T
J (x0) = 5/0 ((x(t,x0) =y (1) | (x(£,%0) — y(£))) dt (2.13)

y(t) son las observaciones continuas en el tiempo, realizadas en los mis-
mos puntos del estado. (]) representa un producto interno en algtn espacio. La
funciéon de costo a minimizar es una funciéon de las condiciones iniciales, los pa-
rametros del modelo y las condiciones de contorno. Discretizando el espacio y
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tiempo, se tiene:

1 T -1 1 _
J (x0) = 3 {xo - xg} (P/) {xo - x(ﬂ—i-i Z lyi —H(x)]" R [y; — H(x;)]
(2.14)
La evolucion del modelo viene dada por x; = Mg (x;-1), donde xq es la
condicién inicial y el modelo es no lineal. Para calcular el gradiente de J desde
k=0 a k = N se utiliza el tangente lineal del modelo evaluado en x; y a base

de este se calcula el modelo adjunto M, y se lo denota M.

N
Vsod = Y M-+ Mj_Vy, J (2.15)
k=0
El gradiente es necesario para minimizar la funciéon de costo de manera
iterativa. Por lo tanto, para cada iteracién, se requiere evaluar a J(xg) y a
Vxod, €s decir, se requiere una integracion del modelo (no lineal) hacia adelante
y luego una integraciéon del adjunto.

2.2.6. Filtro de Kalman por ensambles

En el filtro de Kalman por ensambles (EnKF) se asume gaussianidad y se
aproxima la media y la covarianza de las distribuciones a partir de un muestreo
de Montecarlo [22][23]. En general se puede representar una densidad de proba-
bilidad por la densidad empirica de un conjunto grande de muestras aleatorias
(un ensamble). Esta es la base de los métodos de Monte Carlo secuenciales.

En Doucet et al. 2001 [24] y Del Moral et al. 2006 [25] se denomina particulas
o miembros de un ensamble al conjunto de N, muestras aleatorias {zy ;} j =
1,--+, Ne que en general pueden estar pesadas con pesos wy ;. Se demuestra que
esta distribucion empirica converge asintoticamente a la distribucion p(xy).

Por ende, a partir de estas, se puede aproximar la esperanza del estado
real, o de una funcién para cualquier funcién determinada para el estado, de la
siguiente manera:

£60) = [ FeopexIdx~ S wnsf () 210

lo cual se denomina integraciéon de Montecarlo. En particular, si todas las
particulas tienen el mismo peso, se puede aproximar la media del estado real
por:

1 &
X = oA Zxk,j» (2.17)
J

y la covarianza por:
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N,
. 1 . .
Pe=x ZJ: (3 — %) (xij — %) " (218)

conocida como covarianza muestral, o sample covariance en inglés. Se tiene asi
una manera alternativa de calcular las covarianzas del pronéstico y del analisis.

Supongamos que se tiene un ensamble X 1., que son N, muestras de la den-
sidad de probabilidad apriori del estado inicial p (xg), el estado en el tiempo 0,
se obtiene un ensamble de muestra del estado p (x1) (densidad de la prediccion)
haciendo:

X1, = Ma (X0,5) + 1

donde 7,,; son realizaciones del error de modelo, con 7;; ~ N(0,Q). En la

Figura 2.5 se representa el proceso de asimilacién en un tiempo ¢ utilizando
EnKF.

Forecast step Analysis step
X7, = f(x5) + aa aE*

. : oo

.‘ p -. . .I..'.'

A Ly = e -

3 ;a":;'”"—--—# il %ﬁ-’
| Dl ® j 3 )y 1—\

B
-1 t -

Figura 2.5: EnKF: Representacion de un ensamble de analisis (E%) en un tiempo
t — 1, el avance de este por medio del modelo f y realizaciones g, del error de
modelo (anélogo al 7;,,), generando el ensamble de prondstico en el tiempo ¢
(E7), y el nuevo ensamble de analisis (E?) en este tiempo luego de asimilar la
observacion y. (Fig. obtenida de [26])

El ensamble de analisis se obtiene luego de asimilar cada miembro del en-
samble del prondstico como en un filtro de Kalman. Se obtiene el miembro j del
ensamble de anélisis, xj o de la siguiente manera:

Xpj = Xi,j + Ky <Yk -H (Xi,j) - ek,j) (2.19)
donde la matriz de peso viene dada por:
. . R -1
K. =P{H™ (HP[H™ +R,) . (2.20)

En (2.20) se usa la covarianza muestral del pronéstico, y € ; en (2.19) es
una realizacion del error de las observaciones (observaciones perturbadas) [27].
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Burgers et al. (1996/8) [22] son los que hacen la metodologia. Originalmente,
la propuesta de Evenssen (1994) [5] no incluia el término de error de las obser-
vaciones y esto resulta en un analisis inconsistente con una covarianza errénea.
Posteriormente, esto fue notado por Burgers incluyendo el término de error de
las observaciones (realizaciones aleatorias) y logrando consistencia de esta ma-
nera en el ensamble con la covarianza del anélisis prevista.

En resumen, se tiene el sistema dinamico discreto estocastico:

{xk = Mao(xk—1) +me, e~ N(0,Qp) (2.21)

Vi = H(xi) + €, er ~ N(0,Ry)

Donde:

X}, es el estado del modelo en el tiempo ti, n-dim.
7k es el error del modelo

yir m~vector es la medicion.

Mg es el modelo

H es el operador de observaciéon

En el cual se desea estimar x;. Con EnKF, las distribuciones del pronoéstico
y el anélisis son aproximadas por muestras discretas Xi, ; ¥ X} ; respectivamente
para cada tiempo ty conk =1,..., K, donde j = 1,..., N. y N, es el nimero de
miembros del ensamble. La muestra es inicializada con x§ ; ~ N (0, B). Luego, se
realizan alternadamente los pasos de pronéstico y de anéalisis para k =1,..., K
[18][22].

Paso de pronéstico EnKF: El paso de pronéstico propaga el ensamble
de analisis desde el tiempo t;_1 al tiempo t;, y computa la muestra de
observaciones pronosticadas, usando las ecuaciones de (2.21):

Xi,j = fr-1k (XZ71,]‘> + Mk, J=1,...,Ng

. (2.22)
ygﬁj:Hxi’j—I—ekJ’, j=1,...,N,

con 7y ; ~ N(0,Q), ex,; ~ N(0,R), y,];j la observacion pronosticada para
la muestra j, y f el modelo de pronostico temporal del estado, es decir
la funcién que dado un estado en un tiempo k, predice temporalmente el
estado para el tiempo k+1.

Paso de anélisis EnKF: El ensamble de pronéstico x£ ; es corregido con

las nuevas observaciones y; para obtener el analisis x§ 5t
:

-1
K{ = P{H" [HP[H" + R

a f f 7 . (2.23)
Xj,; = Xp,; + Kj (Yk*ygw-) J=1,...,N,
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Con P£ la covarianza muestral (o sample covariance) de la muestra X‘]i i
j=1,...,Ne.

El modelo f con el que se asimila puede o no coincidir con el modelo Mg
con el que se generd la verdad. Si coinciden se dice que el modelo f es perfecto.

2.2.7. Suavizado de Kalman por ensambles

Los métodos descritos (4D-Var, KF, EnKF) permiten resolver el problema
de estimacion de filtrado (analisis), en el cual, segin lo planteado en 2.2.2, se
desea estimar la funciéon de densidad de probabilidad (pdf) posterior del estado
xj dado una secuencia de observaciones y1.¢, p (Xk|y1.t), para el caso particular
donde k =t.

Cualquier planteo, con k < t, distinto al anterior, es un problema de suavi-
zado. Por ejemplo, el de estimar la probabilidad conjunta p (xo.x|y1.x). También
lo es el de resolver el problema marginal de estimar p (xx|y1.¢) para el caso que
se tengan observaciones tanto pasadas, como presente, y futuras, es decir, cuan-
do k < t. Varios algoritmos de suavizado basados en el Filtro de Kalman han
sido presentados y usados en aplicaciones de geofisica, y se denomina Suaviza-
do de Kalman (Kalman Smoother, KS). En Cosme (2012) [28] se plantea cinco
enfoques distintos: tres para el problema del suavizado conjunto, y dos para el
suavizado marginal. Nos enfocamos en este ultimo, que es el que se utilizara
posteriormente en el desarrollo de la técnica basada en el algoritmo EM.

Para el problema del suavizado marginal se plantea Forward-backward smoot-
her (suavizado adelante-atras), también llamado suavizado Rauch—Tung-Striebel
(RTS), y Two-filter smoother (suavizado dos filtros). El primero es el que maés
se ha utilizado en aplicaciones geofisicas.

Se presentan a continuacién las ecuaciones para el caso lineal gaussiano, para
resolver el problema de estimar la media y covarianza de p (xx|y1.x), donde
k < K, por medio de lel:K y PZH:K'

-1
s _ T f
K} = Pz\lszk,k—&-l (Pk+1\1:k>

_ f

XZ|1:K = XZ\l:k + K, Xslc+1\1:K - Xk+1|1:k) (2.24)
_ f T

P2|1:K - PZ\l:k - KZ (Pk+1|1:k - PZ+1|1:k) K?c

Estas ecuaciones (2.24) son aplicadas después de haber pasado un filtro de
Kalman sobre el intervalo determinado por el conjunto de observaciones. Esto
se realiza iterativamente, con k que corre desde K — 1 hasta 1, y se inicializa
tomando xj, = x{ y P} = P{. Esta idea puede extenderse al caso no-lineal utili-
zando ensambles, y se denomina Suavizado de Kalman por ensambles (Ensemble
Kalman Smoother, EnKS).

2.2.8. Parametrizacion de la Covarianza del pronéstico

En la practica el filtro de Kalman por ensamble puede fallar en la sincroni-
zacion con la verdad. Incluso cuando el modelo es perfecto (sin error) el filtro
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tiende a subestimar la incertidumbre [29] de la estimacion del estado. Indepen-
dientemente de la causa, subestimar la incertidumbre conduce a un exceso de
seguridad en la estimaciéon del estado de background, y, por lo tanto, las ob-
servaciones pierden peso en el calculo del anélisis. Si la discrepancia se vuelve
demasiado grande sobre el tiempo, las observaciones son esencialmente ignoradas
por el analisis, y la dindAmica de la asimilacién de datos empieza a desacoplarse
de la verdad.

Una manera de contrarrestar esta tendencia y dejar de subestimar la incer-
tidumbre en la estimaciéon del estado, es incrementando el error del prondstico
por medio de parametros ajustables. Este es un procedimiento ad hoc. De estos
existen los métodos de la inflacion aditiva y multiplicativa.

En EnKF, el error de pronéstico involucrado en el ciclo de asimilacion k
proviene de dos fuentes: la matriz de error de modelo Qy, v la matriz de cova-
rianza del ensamble del prondstico Pi. Por lo que la inflacién aditiva tambien
es congruente con el modelo de Markov escondido con error de modelo.

Para determinar el error de modelo 6ptimo del modelo de Markov escondido
(sec. (2.1)-(2.2)) proponemos re-escribir la matriz de covarianza del error de
modelo por Q. Donde 8 es un factor multiplicativo, pardmetro a estimar,
y BQ es una matriz de covarianza del error de modelo asumida constante y
representada a través del error de modelo climatologico.

Por otro lado, la inflacion multiplicativa propone separar los miembros del
ensamble de prondstico, aumentando su perturbaciéon con respecto a la media,
de tal forma que la nueva matriz de covarianza pase a ser aPi, con o mayor
a 1, como se muestra en la ecuacion (2.25). Esto se realiza antes de asimilar la
observacion yj, correspondiente del tiempo k.

ii — NL Z;V:(H Xﬁ, j
Il T (2.25)
Xy ¢ X TV (xk,j - xk)

Si se incorpora error de modelo, y se lo amplifica con un parametro 3, y, se
amplifica la covarianza del ensamble con un parametro «, la matriz de covarianza
de la prediccién efectiva que proponemos trabajar en esta tesina viene entonces
definida por P/ = af’i + £Q donde f’£ es la covarianza muestral del ensamble
de las predicciones.

2.3. Estimaciéon de maxima verosimilitud aproxi-
mada

2.3.1. Aproximacion de la funcién de log-verosimilitud

Esta subseccion se basa en el trabajo de Pulido et al. (2017) [16] en el cual se
presenta una aproximacion a la funcién de log-verosimilitud, denominada log-
verosimilitud de innovacién o innovation log-likelihood en inglés. También nos
referiremos a ella méas adelante como log-verosimilitud aproximada.
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Se descompone la funcion de densidad de probabilidad de las observaciones
en el siguiente producto

K

p(Y1K79): H p(Yk|Y1:k—1§9), (226)
k=1:K

donde @ representa los parametros estadisticos, y con la convencién de que
y1.0 = 0. Tomando logaritmo y reescribiendo cada término en funcién de la
integral sobre el estado xx, se tiene

K
= up (ylyr: 6) Zln [porkpbalyiisdx.  (221)
k=1

Si se asume Gaussianidad, y lineales tanto el modelo como el operador de
observaciones, la integral de la ecuacion (2.27) es exactamente la distribucion
de analisis dada por el filtro de Kalman. La verosimilitud de las observaciones
condicionadas por el estado en cada tiempo esta dada por

bl = [(2m) R exp |~ 1) - MO0 TR (v - M)

(2.28)
y la distribucién a priori del pronostico estéd dada por

p<xzc|y1;k_1;e>—[<2w>N/2|P£|“211exp[ 500k~ (P) wxi)}

(2.29)
donde x£ = Maq (x¢_;) 4+ ni es el pronostico, x¢_; es la estimacion de
la media del anélisis en el tiempo k — 1, y Pi es la matriz de covarianza del
pronostico del filtro[30]. Notar que la ecuacion (2.29) se cumple solo en forma
aproximada para modelos dindmicos nolineales.
Asumiendo linealidad del operador H Reemplazando (2.28) y (2.29) en (2.27)
y calculando la integral sobre xj, se obtiene
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K
> [ vi — Hx)"(HP{HT + R)™!(y) — Hxz) + In((HP{H" + R|)] +C
k=1

(2.30)
donde C es una constante independiente de 6.

2.3.2. Algoritmo Nelder-Mead

Este algoritmo es un método numérico para minimizar una funcién objetivo
en un espacio multidimensional, y optimiza basado solo en los valores de la
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funcion objetivo. Tiene la ventaja de no necesitar gradientes para operar, aunque
esto hace que sea mas lento y, por lo tanto, més ineficiente.

El método trabaja con un politipo de N +1 vértices en donde N es el niimero
de parametros, o dimension del estado donde se optimiza [31]. Por ejemplo, si se
optimiza en un espacio de dimension dos porque hay dos pardmetros a optimizar,
el método trabajara con un politipos de tres vértices, es decir, con tridngulos.

El método se basa en los siguientes pasos:

1. Se calcula las evaluaciones funcionales en los vértices del politipo, y se
ordenan en funcion de los valores de dichas evaluaciones.

f(z1) < flz2) <. < flans)
Se chequea criterio de corte.
2. Se calcula xg, el centroide de todos los puntos excepto de x, 1.

3. Reflexion: Se computa el punto reflejado =, = x + k(xg — Zpn41), con
k > 0. Si ocurre que f(z1) < f(z,) < f(zn), se obtiene un nuevo politipo
de reemplazar el peor punto, x,+1 por z,.

4. Expansion: Si ocurre que f(z,) < f(z1), se computa el punto expandido
Ze = xo+t(z, —x0), con t > 0. Si el punto expandido es mejor que el refle-
jado, es decir, f(z.) < f(x,), se obtiene un nuevo politipo reemplazando
el peor punto, x,, 41 por z., y se vuelve al paso 1. Si no, se reemplaza x,,1
por z,. y se vuelve al paso 1.

5. Contraccion: Si f(z,) > f(zn), se computa z, = g + 7(Tp+1 — o), cOn
0<r<0,5.51 f(z.) < f(zn+1), el nuevo politipo se obtiene de reemplazar
Tp41 POT T, v se vuelve al paso 1.

6. Encogimiento: Se reemplaza todos los puntos, excepto el mejor, xy, por
x; = x1 + s(x; — x1) y vuelve al paso 1.

Los valores k,t,r y s son los coeficientes de reflexion, expansion, contraccion
y encogimiento respectivamente, cuyos valores estandares son: k = 1, t = 2,
r=1/2ys=1/2.

Para la reflexion, ya que z,11 es el vértice con el valor més grande asociado
entre los vértices, se puede esperar encontrar un valor més bajo en la reflexién
de x,41 en la cara opuesta formada por todos los vértices x; excepto z,11.

Para la expansion, si el punto reflejado x, es el nuevo minimo entre los
vértices, se puede esperar encontrar valores interesantes a lo largo de la direcciéon
de zg a x,.

Con respecto a la contraccion, si f(z,) > f(x,), se puede esperar que un
valor mejor este dentro del simplex formado por todos los vértices x;.

Finalmente, el encogimiento es un caso raro en el que en la contraccion fuera
del punto mas grande se incrementa la funcién, algo que no puede ocurrir lo
suficientemente cerca de un minimo. En ese caso, se contrae hacia el punto méas
bajo con la expectativa de encontrar un panorama més simple.
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Como criterio de parada Nelder y Mead utilizaron la desviacién estandar
muestral de los valores de funcién del simplex actual. Si estos caen por debajo
de cierta tolerancia, entonces el ciclo se detiene y el punto mas bajo en el simplex
regresa como el 6ptimo determinado.

2.4. Algoritmo EM para estimaciéon de parame-
tros

2.4.1. Problema de estimacién

Dada una cadena de Markov escondida y un conjunto de vectores de obser-
vaciones distribuidas en el tiempo, {yx,k=1,..., K} Sea 6 = {x*, B,R, Q} de
una cadena de Markov escondida, donde x” y B es la media y covarianza del
estado de inicial del proceso xg, R es la covarianza del error de mediciéon de las
observaciones, y Q es la covarianza del error del modelo. 18]

~N(0
{ X = Ma(Xk-1) + Mk Z: ~ j\\/[((o’%) (2.31)
yi = H(xx) + e xo ~ N(x", B)

Hiperparametros: # = {x’, B,R, Q}

Buscamos maximizar pp(y1.x). O sea, buscamos
argrglax po(y1.x) = argrélax In(pe(y1.x))

Se piensa en la probabilidad de tener las observaciones y;.x como la pro-
babilidad marginal, de la conjunta dada por las observaciones y el vector de
estados.

po(Y1:ic) = /"'/PG(YLK,XO:K)dXO“'dXK
Paso E: Computar la funcién auxiliar:
Go(i)(0) = 5p9<,:)(xo;;<\ylzx)(lnpe(XO:K, ViK)) (2.32)
Paso M: Maximizar Gy;)(f) sobre 6 € © y actualizar 6(i). O sea,
Gogi)(0(i + 1)) = Go(i)(9)V0 € © (2.33)

Esta demostrado que la actualizaciéon de 6 incrementa la verosimilitud
Po(X0:5, Y1:K)-
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2.4.2. Derivacion del algoritmo para el caso Gaussiano

Paso E

Para el caso de un modelo de Markov escondido con errores Gaussianos es
posible determinar la expresién de la funcién auxiliar. Se necesita computar la
log-verosimilitud In pg(xo.x,¥1:x ), para luego calcular la esperanza condicional
dada en (2.32) por la funciéon Gy.

Po(X0:50, Y1:10) = Po(X0:1)Po(Y1:1|%0:K) (2.34)
Ademas, por la propiedad de Markov (2.4), se tiene

po(X0:x) = Pe(XK|X0:K71)p0(xo;(K—1)) = po(XK XK —1)po(X0:Kc-1)
Si se sigue desarrollando, se obtiene:
Po(Xo0:x) = po(x0)pe(X1[x0) - po(Xrc XK 1) (2.35)

Si tomamos observaciones independientes entre si y que solo dependan del
estado actual, tenemos

po(y1:kx|%0:x) = po(y1lx1), -, o (YK |XK) (2.36)

Reemplazando (2.35) y (2.36) en (2.34), se obtiene:

K
po(Xo:k, Y1:K) = Po(Xo) Hpe(Xi|X¢—1)p9(y7:|X¢)
=1
¥,
K K
In pp(Xo:xc, y1:5¢) = Inpy(x0) + »_ Inpy(xilxi—1) + _ Inps(yilxi)
=1 =1

Incorporando las hipotesis de Gaussianidad dadas en (2.31) podemos calcular
estas probabilidades, y tenemos que:

1 1
L(e) = lnpe(XO:Kvyl:K) =3 11’1|B| - *(XO - Xb)TBil(XO — Xb)

2 2
K 1
Y In|Q[ — 5 Z(Xz - fifl,i(xifl))TQ_l(Xi — fi—1,i(xi-1))
i=1
K 1 &
TR-1
— 5 R[5 ;(yi —Hx;)"R™ (y; — Hx;) + C

C constante que no depende de 6. A lo obtenido se le calculala &,
&; para computar la funcion auxiliar (2.32). En particular:

o) (X0: K |y1:x) —

&

poco (o lyaie) (X0 =X") TB T (3x0—x")) = tr{B71&i[(x0—x") (x0—x")"] (2.37)
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Usando que &(x'Ax) = tr(A.£(x.x’)). Del mismo modose calcula el resto de
los términos y se obtiene:

Go(i)(0) =Epy sy (xoxcly 1) M Po(X0: 1, Y1) = EL(0)
= — S|~ tr{BE(xo — X)) (x0 — X))

K 1 K
Y In|Q - §tT{Q_1 D &% = fi-1i%-1) (x5 — fim1%-1)" 1}
j=1

K
K 1 _
- 5 WR[ - Str{R 'Y &y - Hx))(y; — Hxy)"]}
j=1
Definiendo las matrices de covarianza muestales para reducir la ecuacion,

1

1 1w
Go(i) () = — 5 In[B| — Str{B7'S() )
K
K 1 ;
E—| _ = -1 Z(l.)
K
K 1 _ i
- 5 WR| - Str{R™ Z;ng?)}
o
Donde
20 = En i rolyaso (%0 — x7) (30 — x*)7], (2.39)

20 = €5 e omnlynn [0k = femt (ki) o6k — i (eemn) T, (2.40)

QEZ)) = gpg(i) (Xk|y1:K)[(Yk — Hxy)(yr — ka)T] (2.41)

Paso M

Descrita, para cada iteracion i, la funcién intermedia Gye) (6) como en (2.38),
se obtiene U1 tomando el valor de 6 que maximice esta funcion.

Para esto, derivamos respecto a los pardmetros e igualamos a 0. Llamo &; a
la 8pe(i) (Xklyrr) )
Para realizar las cuentas se debe tener en cuenta algunas propiedades para

derivar respecto a los coeficientes de matrices:

(a) dal = 4|4~ T

(b) S5t = A"

otr(A
(c) ta,(ax):I
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(d) 2nCATE) _ _(A-1BCAY)T = —A-TCTBTA-T

(e) 2BAAT — BA 4+ BTA

Se deriva a continuacién Gy (0) con respecto a B, Q, R y x°, en ese orden.
Derivar la igualdad (2.38) con respecto a B es equivalente a derivar los
primeros dos términos, ya que el resto es constante respecto a B.

0Gy(0) 0 1

1 i
o5 —8—B(—§ln|B|—7tr{B DIEEY
1 0
= —§B - 51@(113 1250))) (por (b) ¥ (c)) (2.42)
1 1 ‘
=3B - S (-)BEGIB T (por (1))
_ | R S NT)
=—;BT+ BTN B

Notar que en el segundo paso se agrega la matriz de manera auxiliar, y que

EES)) es constante respecto de B, asi, es posible aplicar (d) para terminar de
derivar.

Se contintia con la derivacion respecto a Q, la cual se resuelve de manera
similar. De la igualdad (2.38) se derivan el tercer y cuarto término, y se utiliza

que EE;)) es constante respecto de Q para todo j.

0Gy (0) _ D .
el (5 mlQl - ir(Q” Z%}
- Kqr %%IleE() ) por (b) ¥ (¢)
(2.43)
:_gQ—T—%(—l)(Q [zz“]q T (por (d))
:_gQ +; ZE]))TQ_T

Se deriva ahora respecto a R. De la igualdad (2.38) se derivan los dltimos
dos términos, y se utiliza que QE;)) es constante respecto de R para todo j.
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Gy () 0 K 1 s )
TR~ oml g Rl 5B Q0D

j=1

 K_ ;1 0Gy (0) 4 (1)
= -5 R - SIS (R ) 0F) (por (b) v (o))
K L Ty g
=R R AGIRT (por (@)
i

T
k
K, r, 1 7T§: (1) -T

Jj=1

Por tltimo, se deriva respecto a x’. En este caso es equivalente a derivar sélo
el segundo término de la igualdad (2.38).

3G0(7:) (9) 0 1 (4)
TGS = (5t (BTEQ)

ST BT (por ()
1., 0
2 OxP
1
2
1
2

(5179(') (xo0ly1:x) [(x0 — Xb)(XO - Xb)TD

XO - Xb)(xo - Xb)T) Dot (Xoly1:x)0%0

Yxo — xb) B HT(xg — Xb)) Py (Xoly1:x)0%0 (por (e))

/ 2 (B
oxPb
= §(B_ +B7) /(XO — x")pyeo) (Xoly1:x) 00
1
= 5(B7' +BT)Ei(xo — x")
(2.45)
A continuacion se igualan a cero todos los resultados generados para obtener

la estimacion para 0(i + 1):
De (2.42) se encuentra la estimacion de B en la iteracion i + 1:

I 1o re T _
—5B T+ 5BTIEG BT =0
1
*B 12()]3 1 *B71
©) 2 (2.46)
() _
Xy =1
(@) _
E(O) =B
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De (2.43) se encuentra la estimacion de Q en la iteracion 4 4 1:
) | e
9 9 — () B
j=
Lot 10-1 — Fo-1
LRDIEHICREE
j=1
> =Ha
j=1
[ s0-a
k ()L
j=1

De (2.44) se encuentra la estimacion de R en la iteracion i + 1, de manera
anéloga a como se encontré la estimacion de Q en (2.47). Se obtiene:

(2.47)

k
S ol =r (2.48)
j=1

| =

Por tltimo, de (2.45) se deriva la estimacién de x® en la iteracion i + 1:

Xb = gz (X(])

b

) (2.49)
X’ =X,

y ng‘)7 y realizado un

Asi, una vez computadas las esperanzas Zgé)) , ZE;))

smoother, se estima 6(i 4+ 1) de la siguiente manera:

~ (141
Xb( ) = 51'(X0)

B+ _ )

k

~ 1 ,
(i+1) _ = (1)

Q =7 E 3; (2.50)

i=1
k

.l 1 ‘

(i+1) _ * (1)

R = E Qj
Jj=1

De esta manera hemos obtenido en forma analitica el paso de maximizacion
a través dela hipotesis Gaussiana.

2.4.3. Ecuaciones y pseudocddigo para EM-EnKS

El problema de aproximar la pdf de pg (xx|y1.x) es un problema de suavi-
zado, para el cual se puede utilizar Suavizado de Kalman Extendido (Extended
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Kalman Smoother, EKS) para estimar x5, P5 y computar A (x5, P5) como so-
lucioén.

Se utiliza las Ecuaciones (2.24) para computar Yo y % en (2.39) y (2.41).
Para computar (2.40) se requiere conocer la covarianza cruzada, la cual no se
calcula directamente del algoritmo EKS descrito, sino que se recurre a cuentas
de Shumway y Stoffer (1982, [32]):

S — S S T
P}e,k—l = gp(xk7xk—1|y0:k) |:(X7€ - Xk) (Xk—l - Xk—l) :| )
(2.51)
Py = (I - KQH) My 1 xP2_,.

Luego, en el paso de maximizacion, se utilizan los resultados del EKS y (2.51)
para computar (2.39)-(2.41) en cada iteracion (i), computandose las covarianzas
de la siguiente manera:

i s T
26) = Po+ (5Pe(i)(x0|yl:k) [xo] — xb) (8pe(i)(x0|y1*'i) [xo] — Xb) (2.52)

E(Z) _ Pps s s s S T
k k + {Xk fk*lvk (Xk+1)} {Xk fk*lvk (Xk+1)} (2 53)

+ Mk—l,kPZqM;f—Lk - 2—1,1@M;£—1,k —My—1x Py
O = (y, — Hx}) (yx — Hx})" + HP{HT (2.54)

Finalmente, para la media del estado de inicializacion, se usa XP(*) = X{-

Ecuaciones EM para EnKS

En el caso que se utilice ensambles para el proceso de asimilacion, las medias
y matrices de covarianzas quedaréan determinadas por las particulas de la mues-
tra. A partir de las definiciones de (2.50), y de sus respectivas dependencias con
(2.39), (2.40) y (2.41), se calculan las esperanzas, quedando determinadas las
ecuaciones de la siguiente manera:

b L N <&
Ne 0.J
j=1
Ne
20 — Ni (Xb _ Xb,(i)) (Xb] _ ﬁb,(z))T
e ]:1
. (2.55)
o _ 1 ¢ T
o = A {xts =1 (Kim1) } <{ng f (i)}
e
i _ 1y . T
Qk - N. (Yk Hxj, ./) (Yk kaj)
e
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Dimensién del estado del sistema.

Namero de miembros de los ensambles.

Cantidad de observaciones, y de ciclos o tiempos de asimilacion.
Distancia temporal entre dos observaciones consecutivas.

Paso de tiempo del modelo, o de integracion.

Matriz de error de modelo de las observaciones.

Matriz de error aditivo del modelo.

Operador de observaciones. H si se lo toma lineal.

Niier | Numero de iteraciones

20| b x| = =

Tabla 2.1: Notacion

Pseudocédigo de EM-EnKS

Se describe a continuaciéon un pseudo-cédigo para la implementacion de EM-
EnKS, ya que el objetivo final es utilizar este algoritmo para la estimaciéon de
parametros. Como se describié anteriormente, el algoritmo EM permite esti-
mar parametros, tanto fisicos como estadisticos, que maximicen la funcion de
verosimilitud.

En Tandeo et al. (2015) se combiné este algoritmo con el filtro de Kalman
por ensambles y se utilizé para estimar parametros del operador observacional.
En Dreano et al. (2016) se utilizo esta combinacion con el objetivo de estimar la
covarianza del error de modelo. En la presente tesina se utilizard para estimar
el factor de inflacién (aditivo y multiplicativo) de la covarianza de la prediccion.

Para describir implementaciones, pseudocédigos y experimentos en esta te-
sina, se utilizara la notacién que se presenta en la Tabla 2.1.

Luego, en el Algoritmo 1, se presenta un pseudocodigo para la implementa-
cion clasica del EM-EnKS, la cual es similar utilizada en Dreano et al. (2016).

Algorithm 1 EM
Input: x§ .5, Yo, M(-), 6o and filt(-)

a f a .
X0:K,1:Ne» X0.K,1:N, ﬁlt(xo,1;N€aYO790) > Filtro
X0:K,1:N, < suav (X3,1:N67X5;K,1;N6) > Suavizado
for ] = 17Niter do

) 1Nk (1) . .

0; « + ij:1 ) > Estimacion de 0
a a

XOIKvlinJ XO:K,I:NE <+ filt (XO,I:Nﬁ7y070j)
s a f .

X0:K,1: N, < suav XO:K,I:NS’XO;KJ;NE) > Suavizado

end for
Output: 6o.n,,.,
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Capitulo 3

Metodologia y primeros
experimentos

En la presente tesis se propone desarrollar técnicas que permitan la esti-
macién de parametros que controlan la covarianza mediante estimacién por
méaxima-verosimilitud. Se trabajarid con tres métodos para maximizar la log-
verosimilitud: la evaluacion por grilla, Newton-Raphson y el Expectation-
Maximization (EM). Los primeros dos optimizan la log-verosimilitud aproxima-
da, en cambio, el EM optimiza la log-verosimilitud completa.

El sistema de asimilacién combina informacion resultante de un modelo pre-
dictivo con observaciones. Por ende, estd compuesto por un modelo predictivo,
que representa la evolucion del sistema, y por un método de asimilaciéon. En esta
tesis se utilizaréd como método de asimilacion el filtro de Kalman por ensambles
con la implementacion conocida por perturbacion de observaciones [22], descrito
en 2.2.6, y como modelos predictivos se utilizaran los sistemas dinamicos de los
modelos Lorenz 63 y 96 ([33], [34]). En este capitulo se describe estos sistemas
dinamicos que se utilizan como prueba de concepto para la evaluacion de las
técnicas. Se detalla los experimentos que se realizaran, y se conduce y examina
un primer conjunto de experimentos que resultan en la divergencia del filtro de-
bido a una subestimacién de la covarianza de la predicciéon y por ende motivan
la necesidad de incluir error de modelo y factor de inflacion en la covarianza de
la prediccion para la realizacion de la asimilaciéon por ensambles, aspectos que
seran abordados a través de técnicas de estimaciéon por méaxima-verosimilitud
en los capitulos siguientes.
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3.1. Modelos de pronéstico de sistemas dinami-
cos

3.1.1. Modelos

La asimilaciéon de datos es una técnica que permite estimar, a través de
observaciones indirectas parciales y ruidosas, el estado de un sistema que evolu-
ciona en el tiempo cuya area de aplicaciéon puede ser fisico, biolégico, geoldgico,
de finanzas o de cualquier otra indole.

El mayor desafio lo representan sistemas dinamicos que son caoticos cuyo es-
tado es intrinsecamente dificultoso de pronosticar. Las tres caracteristicas prin-
cipales de los sistemas caoticos son: la no-linealidad, la sensibilidad ante cambios
pequenos de condiciones iniciales y que no se puede predecir el comportamiento
del sistema con suficiente antelacion.

De particular dificultad para la prediccion es la caoticidad encontrada en los
sistemas geofisicos, tanto atmosféricos como oceénicos debido a su alta dimen-
sionalidad e imprevisibilidad [34].

En este sentido, para evaluar las técnicas que se desarrollaran se utilizaran
modelos numéricos de prediccion representando a sistemas dinamicos cadticos
simples. En particular se utilizar4 el sistema cao6tico no-lineal Lorenz 1963 (L.63)
[33], de tres variables, y como modelo intermedio, de mayor dimensionalidad,
el modelo de Lorenz 1996 (1.96) de 40 variables [34]. Estos modelos no lineales
y caodticos de pocas variables permiten evaluar las técnicas desarrollada ex-
haustivamente con costos computacionales relativamente menores. En general
estos modelos son usados como prototipos particularmente para aplicaciones en
geociencias. El modelo de .96 ha sido creado para simular la variabilidad y
predictibilidad de las variables atmosféricas [34].

Sistema de Lorenz 63

El sistema dinamico de Lorenz es un sistema de 3 ecuaciones que representa
en forma simplificada rollos de conveccién que se producen en las ecuaciones
dinamicas de la atmosfera terrestre. Es un sistema dindmico, determinista, tri-
dimensional y no lineal. Este sistema dinamico, y el anélisis de su atractor, fue
introducido por Edward Lorenz en 1963. La forma del atractor de Lorenz se
asemejan a las alas de una mariposa.

Para las variables (z,y, 2) y constantes reales positivas o, p y §, donde o es
el numero de Prandtl y p es el numero de Rayleigh, el sistema esta determinado
por las siguientes ecuaciones:

fat—O(y—l’)

y

9Y oy 3.1
5 =T —2) -y (3:1)
0z

E‘xy_ﬁz



Figura 3.1: [Imagen ilustrativa tomada de Wikipedia| El atractor de Lorenz 63,
con valores p = 28,0 = 10,8 = 8/3.

Usualmente, se toma ¢ = 10,5 = 8/3 y p variado. Para generar un sistema
cadtico se suele tomar p = 28. En la Figura 3.1 se observa la soluciéon del sistema
con estos valores siendo visible la estructura del atractor.

A los fines de ilustrar aspectos de la naturaleza catdtica de este sistema, en
la Figura 3.2 se muestra una trayectoria de referencia (X¢) del modelo Lorenz
63 durante 1000 tiempos. A su vez se muestran una trayectoria que resulta de
una modificacion (Xp) a través de pequenas perturbaciones en las condiciones
iniciales. Se realizan perturbaciones en los tiempos 0, 200, 400, 600 y 800. Las
perturbaciones se realizan adicionando un vector aleatorio w ~ AN(0;0.01I),
lo cual representa alteraciones del orden del 1% del rango de las variables. Al
integrar el modelo a partir de estas perturbaciones se llega a alcanzar diferencias
del 37 % del rango de la variable en la variable X, y del 45 % en la variable Y.

Se observa la sensibilidad del modelo a pequenas perturbaciones. Dada es-
ta sensibilidad, los modelos que se utilizan para representar y pronosticar los
modelos de sistemas geofisicos complejos necesitan ser corregidos cada cierto
(corto) periodo de tiempo incorporando informacion de las observaciones pa-
ra no perder la representatividad de la realidad. La manera de corregirlos es
utilizando -asimilando- informacion de observaciones del estado real.

Sistema de Lorenz 96

El modelo Lorenz 96 fue formulado, también por Edward Lorenz, en 1996. Es
un modelo atmosférico unidimensional simple de disturbios que se propagan en
un circulo de latitud, de naturaleza caotica, por lo que fue usado por Lorenz para
demostrar problemas de predictibilidad atmosférica. Es un sistema dindmico no
lineal, dado por un conjunto de N ecuaciones, definido de la siguiente manera
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Diferencias con trayectoria de referencia en L63
a partir de perturbaciones en condiciones iniciales

i | iiXt
| ‘ :—prl

=
o

|
I
| h
1 |
1 I
| |
L I
0 200 400 600 800 1000

1

1 I

1 I

1 I I

1 | |

1 I I

1 L Il

200 400 600 800 1000
icy

Figura 3.2: Modificacion de una trayectoria de referencia del Modelo L63 (va-
riables X e Y) a partir de pequenas perturbaciones en diferentes tiempos.

por N variables x; t =1,..., N,

3%—
ot

Las variables se encuentran en un dominio periédico, es decir, se asume
T_1=TN_1,T0=2TN Y TN+1 = Z1. F es una constante de forzado y representa
un forzado externo (la energia proveniente del sol). Usualmente, se toma F = 8
para generar un sistema caotico, para valores menores del forzado el sistema
sera disipativo [35]. En la Figura 3.3 se observa una simulacion de las primeras
tres variables.

= (Z'iJrl — 1'7;,2).%1',1 —x; + F. (32)

3.1.2. Configuracién de pardmetros para los experimentos

A lo largo de esta tesis se realizaran diferentes experimentos utilizando los
modelos L63 y L96. Para los parametros involucrados en estos modelos y en el
sistema de asimilacion de datos se utilizara la notacion descrita en la Tabla 2.1.

Algunos de estos parametros permanecen fijos a lo largo de los experimen-
tos. En el caso de las simulaciones con el modelo Lorenz 63, se asumié que
las observaciones fueron realizadas en forma secuencial con un periodo de 0.01
(At=0.01), y que el paso de integracion del modelo es 6t =0.001 es decir que
entre una observacion y otra se realiza 10 integraciones. Para la integracion se
utiliza el método de Runge Kutta de 4to. orden.
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Figura 3.3: [Imagen ilustrativa tomada de Wikipedia] Evolucion de las primeras
tres variables de una simulacion del Lorenz 96

En el caso de los experimentos que involucran el modelo Lorenz 96, se asumio
que las observaciones fueron realizadas con una frecuencia de 0.05 (A¢t=0.05), y
que el modelo realiza 25 integraciones entre una observacion y otra (dt=At/25).
Ademaés, se utilizara este modelo con 40 variables (N,=40) siendo esta la confi-
guracién mas usual. En ambos modelos se asumi6 que se estan observando todas
las variables del modelo.

3.2. Marco experimental

3.2.1. Experimentos gemelos - OSSE

Para estudiar los sistemas de asimilacién y sus componentes se utilizan expe-
rimentos de simulacion de sistemas de observacion (observing system simulation
experiments, OSSE) o también llamados experimentos gemelos. Estos son aque-
llos en los cuales se obtiene a través del sistema de ecuaciones el estado “verda-
dero” o real del sistema, y a partir de este, se generan observaciones sintéticas
incluyendo el ruido de medicién y de representacién y simulando las caracteris-
ticas del tipo de instrumento de medicion (variables observadas, frecuencia de
observacion, error observacional, etc.).

Utilizando estas observaciones sintéticas, se realiza la estimacion del estado
con el sistema de asimilacién, como si no se conociera la verdad. Este tipo de
experimentos permite evaluar el error de la estimacién obtenida con el sistema de
asimilacion, ya que la verdad es conocida, y por ende se utiliza en experimentos
de evaluacion de técnicas, ya que en el marco operativo, el estado real no es
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conocido, por lo que no es posible determinar el error de la estimaciéon o si
existen problemas, i.e. sesgos, en la estimacion.

A continuacion se detalla el procedimiento seguido en este tipo de expe-
rimentos. A lo largo de la tesis sera utilizado este procedimiento, realizando
variaciones en algunos de los pasos.

1. Se genera el estado real del sistema:

Se asume que se conoce exactamente la evolucion del sistema. La evolucion
exacta se obtiene integrando un modelo numérico. Para las condiciones
iniciales, se requiere comenzar con algin estado que ya se encuentre en el
atractor del sistema. Para esto, se parte de un estado aleatorio, y a partir
de este se integra el modelo por un largo tiempo (spin-up), por ejemplo,
5000 tiempos, considerando que después de esta integracion el estado se
encuentra en el atractor del sistema, se utiliza el estado resultante final (a
los 5000 tiempos) como condicién inicial del estado real.

Luego, a partir de esta condicién inicial, se integra el modelo, y en ca-
da tiempo, antes de volver a integrar, se agrega un error aleatorio que
representa el error del modelo.

Sea:
— M; modelo que simula el avance real del estado
— ts tiempos de spin-up
— x1 una realizacion de N (0, Iy, n,)
Parai=1,...,ts se genera:

— Xiy1 = M(x;)
(x¢, se asume que pertenece al atractor del modelo)
Se define la condicién inicial:
—x! = x;_, simulacién del estado real (true, representado con supraindice t) en tiempo 0
Luego, se integra y simula el estado real
— X} = M(x})+m, k=1,...,K, donde i, ~N(0,Q"),
simulacion del estado real en el tiempo i + 1 donde Q¢ es la

covarianza del error de modelo.

2. Se generan observaciones sintéticas:

A partir la obtencion del estado real, se generan las observaciones sintéti-
cas, esto es, se toma el valor de algunas variables a tiempos determinados
de la evolucién exacta y estas son proyectadas al espacio de observaciones.
En sistemas espaciales se debe considerar que los puntos de observacién
pueden no coincidir con los puntos de grilla del modelo (ej. mediciones
satelitales). Luego, se adiciona un error aleatorio de una dada distribu-
cion. Este error representa tanto el error instrumental como el error de
representacion.
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Para k =1,..., K, se genera:
—¥r = H(xx) + e, donde ny ~ N(0,R).

3. Se genera un estado (o ensamble) inicial:

Existen al menos dos formas usuales de generar un ensamble de estados
iniciales requerido por el sistema de asimilacién. Una, la que se imple-
ment6 en esta tesis, y es analoga a la que se generd el estado inicial, es
realizando una integracion larga, de por ejemplo 5000 tiempos eliminando
los primeros tiempos del spinup. A partir de estos se computa la covarian-
za, climatolégica como la covarianza de estos estados, y ademas, se elige
alguno de los estados para usar como media. Se toma una muestra de n es-
tados a partir de la densidad Gaussiana dada por esta media y covarianza,
los cuales conformarén el ensamble inicial.

Se detalla a continuacién el procedimiento. En este se elige el dltimo estado
del spin-up como media, pero podria ser cualquiera:

Sea:
— x; una realizacion de N (0,In,, n,), independiente de la anterior.
—Xip1 = M(x;), i =1,... ;.
— X1 =Xy, serd la media del ensamble inicial
Luego, sea:
t
1 &
—Xm = g Z X
1
1
—-P,=— Z (xi — Xpm) (x; — xm)T , covarianza del ensamble inicial.
ts 7
Se define:
—x{ ;, realizacion j de N (%1,P1), conj=1,...,N..

Por ltimo:

a N. 2 e
—{x{;};=, serd el ensamble inicial.

Alternativamente, se realiza el spin-up a partir de un estado aleatorio, y
luego se contintia integrando el sistema por un plazo de tiempo relativa-
mente largo (10.000 tiempos). Toméandose los N, estados requeridos para
el ensamble en forma aleatorio del conjunto de 10.000 estados (se asume
que los miembros del ensamble no estén correlacionados temporalmente).

4. Se aplica el sistema de asimilacion:
Se aplica el sistema de asimilacién a estas observaciones sintéticas. Es
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decir, en cada tiempo se pasara el filtro combinando un modelo con las
observaciones dadas para ese tiempo.

Para cada tiempo k, k =1,...K:
Paso de pronostico (ec.(2.22)):

_Xi,j = M (x}_y ;) + i =1,..., Ne, con iy ~ N(0,Q)
- y,J;j =H (xij) +e€kj,j=1,...,Ne, conex j ~ N(0,R)
Paso de analisis (ec.(2.23)):

_X%,jzxﬁ,j"_Kﬁ (Yk_YQj),j:l,...,Ne

Donde M7 es el modelo con el que se realiza la asimilacion, yg’ ; es la
proyeccién al espacio de las observaciones, en el tiempo k, del miembro j
del ensamble y Kg es la matriz de peso del filtro de Kalman (Ec. (2.20)).

En muchos casos, cuando se quiere asimilar observaciones en sistemas com-
plejos y estimar el estado del sistema, solo es posible un modelo de predicciéon
simplificado, o subrogado. De acuerdo al tipo de modelo de prediccion, clasifica-
mos a los experimentos en asimilaciéon con modelo perfecto o modelo imperfecto.

Asimilacién con modelo perfecto:

Es el caso en que el modelo numérico en el sistema de asimilacién sea el mismo
que el utilizado para generar las observaciones sintéticas (M7 = M). En este
caso se esta cumpliendo la hipotesis de que no existen errores sistematicos en
el modelo, por lo cual, estos experimentos gemelos permiten evaluar la técnica
desarrollada en un ambiente ideal y controlado donde se satisfacen (parcialmen-
te) las hipotesis de la técnica (a excepcion de la gaussianidad y linealidad).

Asimilacién con modelo imperfecto:

En estos casos el modelo de prediccion en el sistema de asimilacion es una sim-
plificacién del sistema real. Para simular este tipo de entorno en experimentos de
prueba de concepto se puede utilizar un modelo de prediccion con modificacio-
nes al modelo real, por ejemplo, cambiando parametros del modelo o cambiando
la resolucién del modelo. De esta forma se puede evaluar el potencial de la téc-
nica bajo la presencia de error de modelo (aun cuando las observaciones sean
sintéticas). Cabe notar que en este caso existe un sesgo sistematico en las pre-
dicciones del modelo, por lo que se esta evaluando al sistema cuando una de
las hipotesis del filtro no se cumplen, simulando situaciones reales en la cual
el modelo de prediccion posee simplificaciones que conllevan a la presencia de
sesgos y/o errores aleatorios del modelo.

3.2.2. Descripcioén de los tipos de experimentos realizados

Para realizar evaluaciones del sistema de asimilacién en los entornos men-
cionados en la subseccion anterior, en esta tesis se realizaron experimentos que
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asimilan con modelo perfecto o imperfecto, y utilizando los sistemas de Lorenz
63 y de Lorenz 96, de esta manera definimos los experimentos por:

= L63-per: se generan las observaciones sintéticas, y se asimila, con el mo-
delo Lorenz 63 con los parametros usuales en simulaciones de sistemas
cadticos: o = 10, 8 = 8/3, p = 28 (utilizados tanto en el sistema real como
en el modelo de prediccion).

= L63-imper: se generan las observaciones sintéticas, y se asimila, con el
modelo Lorenz 63. En la generaciéon de observaciones se utilizan los pa-
rametros usuales, 0 = 10,8 = 8/3,p = 28, y en la asimilacién se cambia
por o = 11,5,8 = 2,87 y p = 32 (sistema de asimilaciéon con un modelo
predictivo con error paramétrico).

= L96-per: se generan las observaciones sintéticas, y se asimila, con el mo-
delo Lorenz 96 de 40 variables con el forzado usual: F' = 8.

= L96-imper: se generan las observaciones sintéticas, y se asimila, con el
modelo Lorenz 96 de 40 variables. En la generacién de observaciones se
utiliza el parametro usual, F' = 8, y en la asimilaciéon se lo cambia por
F =10.

En secciones siguiente se hara referencia a experimentos del tipo perfecto o
imperfecto, basandose en esta nomenclatura. Por otro lado, para representar el
error de modelo y el error de muestreo en esta tesis se trabajara con experimentos
que amplifiquen la incerteza del error de pronostico en el sistema de asimilacion.
Se propone una combinacion lineal de las matrices de covarianzas Q como P/.
Se utilizaran parametros 8 y « para amplificar estos errores, respectivamente,
como se describi6 en la Sec. 2.2.8.

El factor « se denomina cominmente factor de inflacién multiplicativo, y a
B factor de inflacion aditivo. Por ende, la matriz de covarianza de la prediccion
efectiva después de estas modificaciones viene dada por:

P/ = aP/ +8Q

donde P/ es la covarianza muestral determinada con los estados resultantes de
la prediccion por el modelo dindmico. Al introducir estos parametros se modifica
el sistema de asimilacién a utilizar:

Con inflacién multiplicativa:

Se introduce el factor o y se actualizan los miembros del ensamble del pronéstico,
como se detallo en la ec. (2.25), antes de aplicarse el paso de anélisis:

xf ;x| +va (x{, - x{)

Actualizandose asf la matriz de covarianza P/ a aP/.

Con inflacién aditiva:

Se introduce el factor § y se utiliza la matriz de error de modelo SQ en lugar
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de Q, en el caso de que se conozca o asuma una estimacion de Q. Si no se
conoce, se utilizard un multiplo de la identidad, quedando representado el error
de modelo como Q = BI. En los casos de sistemas estocasticos la verdad es
simulada usando un error de modelo parametrizado por un factor 3.

A base de esto, la nomenclatura de los experimentos descrita anteriormente
se le adiciona:

= sininfla: Sin inflaciéon. No se amplifica la incertidumbre. Se utilizan los
parametros por defecto a =1y 5 =0.

= infl-mult: Con inflacién multiplicativa. Se amplifica la matriz de cova-
rianza del ensamble. Se utiliza o mayor a 1 el cual debe ser definido. Se
prescribe 5 = 0.

= infl-add: Con inflacién aditiva. Se amplifica la matriz de error de modelo.
Se utiliza Q = 8Qy, pudiendo ser Q la matriz identidad. Se debe definir
este parametro 3, y se toma « = 1.

= infl-mult-y-add: Con inflaciéon multiplicativa y aditiva. Se amplifican
ambas matrices de covarianza. Se deben definir o estimar: a y 5.

El estado real es generado de manera deterministica (Q = 0) en los expe-
rimentos sininfla y infl-mult, y de manera estocastica (Q # 0) en los otros
casos. Esto se especifica en cada experimento.

3.3. Experimentos de referencia: motivacion para
el factor de inflacion

En esta seccion se realizan experimentos que motivan la introduccién de pa-
rametros de la covarianza en el sistema de asimilacién, en particular se muestra
como una sub representacion de la incerteza de la prediccién ocasiona en expe-
rimentos sencillos una divergencia del filtro, es decir el filtro termina estimando
valores cercanos a la prediccién y no incluye informacion observacional. Este
proceso de divergencia del filtro es un proceso de retroalimentacién, si en un
paso se subestima (con respecto al valor éptimo cualquiera sea la definicion de
este) la incerteza de la prediccion, la combinacion lineal de la observacion con
la predicciéon dard un valor relativamente méas cercano a la predicciéon, pero ade-
maés la incerteza del anélisis serd subestimada. Esto conlleva que al realizar la
prediccion en el proximo tiempo observacional, la incerteza de prediccion sea
doblemente subestimada, debido a la disminucién de la incerteza del paso an-
terior y de la propia predicciéon, por lo que la aplicacion en forma secuencial de
esto conlleva al colapso de la incerteza del estado, y, por lo tanto, la divergencia
del filtro.

Se realizan primero, experimentos de modelo perfecto (como se describe en
la Seccion 3.2.2), en los que se observa que el filtro converge. Luego se realizan
experimentos de modelo imperfecto en las mismas condiciones del filtro y se
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muestra la divergencia del filtro. Por ultimo, se incorpora un factor de inflacion
adecuado en este ultimo marco y se observa como al amplificar la incerteza del
modelo por medio de este factor, ahora, el filtro converge. Este impacto del error
del modelo en el filtro se muestra evaluando tanto la media de los ensambles
involucrados en los experimentos como la covarianza de los mismos. Estos ex-
perimentos van a ser usado como referencia para el resto de los experimentos en
la tesis.

La inclusién de este factor de inflacion multiplicativa es en principio ar-
bitrario e incluido ad-hoc. En este sentido, un factor de inflaciéon cercano a
uno conllevaria nuevamente a la divergencia del filtro (como sucede en el caso
estandar sin inflacién) mientras si el factor es demasiado elevado, se est4 menos-
preciando al modelo de predicciéon y, por lo tanto, la incerteza de la estimaciéon
es elevada, por lo que es necesario encontrar estadisticamente una covarianza de
la prediccion que sea la 6ptima. Como se ha mencionado este es el objetivo de
la tesis, desarrollar metodologias basadas en el principio de maximo verosimi-
litud, de un conjunto de observaciones distribuidas en el tiempo, que permitan
estimar los factores de la covarianza de prediccion y de la covarianza del error
de modelo que maximizan la verosimilitud y, por lo tanto, optimicen la esti-
macién. Es importante remarcar que nuestra propuesta para el objetivo asume
que las observaciones en cada tiempo son limitadas por lo que consideramos las
metodologias de maximo verosimilitud basadas en un batch de observaciones
de extrema relevancia. El batch debe ser lo suficientemente extenso como para
restringir a los parametros estadisticos, i.e. a las matrices de covarianza, més
alla de las variables de estado estimadas ciclo a ciclo.

Para los experimentos de esta subseccién se asumi6é que se cuenta con 1000
observaciones y se generan ensambles de 100 miembros (K=1000 y N.=100). Se
asumioé ademaés error de observaciones R = 1.5, y error de modelo Q = 0.

3.3.1. Experimentos con modelo perfecto

Experimento 3.1: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
modelo L63 en marco de modelo perfecto sin factor de inflacion.

Se realizo el experimento de modelo perfecto generando observaciones sinté-
ticas a partir del modelo Lorenz 63, y luego se utiliza este mismo modelo como
prondstico y se asimilan esas observaciones. En el sistema de asimilacién no se
usa inflacion. Es decir, un experimento del tipo L63-per-sininfla, como se des-
cribe en la Seccion 3.2.2. Se muestra en la Figura 3.4 el estado real (X;), las
observaciones simuladas (Y), y las medias de los ensambles de prondstico (X )
y asimilacion (X, ), obtenidos en este experimento. En cada panel se muestra la
evolucién temporal de cada una de las tres variables del modelo.

En este experimento se obtiene una muy buena performance del filtro, como
se muestra el filtro es capaz de converger al valor real y luego eliminar el ruido
observacional.

Experimento 3.2: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
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L63. alpha: 1.00, R:1.5
dtcy= 0.01, ncy= 1000
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Figura 3.4: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo L63
en marco de experimento perfecto sin factor de inflacién. Experimento 3.1.

modelo L96 en marco de modelo perfecto sin factor de inflacion.

De manera analoga se realiz6 un experimento de modelo perfecto con el
modelo Lorenz 96. Especificamente, se realizdé un experimento del tipo L96-per-
sininfla.

Se muestra en la Figura 3.5 las observaciones y el estado real simulados, y
las medias de los ensambles de prondstico y la estimacion dada por el sistema
de asimilacién, generados en este experimento, para las variables 0, 15 y 30.

Se obtiene una buena performance del filtro, el cual estima valores cercanos
a la verdad.

3.3.2. Experimentos con modelo imperfecto
Modelo L63

Experimento 3.3: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
modelo L63 en marco de modelo imperfecto sin factor de inflacion.

Se realiz6 el experimento de generar observaciones sintéticas a partir del
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L96 - Modelo Perfecto. alpha=1.00
R: 1.50, dtcy: 0.05, ncy: 1000
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Figura 3.5: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo 1L.96
en marco de modelo perfecto sin factor de inflacion. Experimento 3.2.

modelo Lorenz 63, configurado con los parametros clasicos, y luego en el sistema
de asimilacion se utiliza un modelo Lorenz 63 imperfecto el cual es configurado
con otros parametros. Es decir, un experimento del tipo L63-imper, como se
describe en la Seccion 3.2.2. Se asimilo sin inflacion.

Se muestra en la Figura 3.6 el estado real (X;), las observaciones simuladas
(Y5), y las medias de los ensambles de pronostico (Xf) y la estimacion del
analisis (X, ), obtenidos en este experimento.

En este experimento el filtro diverge, ya que se encuentran las observaciones
cerca del estado real, por un lado, y por otro, la media del ensamble de analisis
y la media del ensamble del pronostico que son casi idénticas. Es decir, el filtro
estima valores cercanos al pronoéstico, y termina ignorando las observaciones,
esto resulta de una subestimacion de la incerteza de prediccién por no considerar
el error de modelo que conlleva la presencia del sesgo sistematico (debido al error
paramétrico).

En un sistema de asimilaciéon se tienen los ensambles de pronéstico y de
analisis, y las medias de cada uno podria considerarse una estimaciéon del estado
real, esperando que la del andlisis sea una mejor estimacion. Si el sistema de
asimilacion funciona correctamente, es decir, si el filtro converge, se espera que
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L63. alpha: 1.00, R:1.5
dtcy= 0.01, ncy= 1000
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Figura 3.6: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo L63
en marco de modelo imperfecto sin factor de inflacién. Experimento 3.3.

la dispersion de los ensambles (que son la incerteza de las estimaciones) sean
del orden del error de estimacién de las medias de los mismos, por ende, se
espera que las dispersiones, cuantificadas de alguna manera, sean de una escala
comparable al RMSE entre la media de los ensambles y el estado real. Cabe
aclarar que este ultimo es factible de computar solo porque estamos en el marco
de un experimento gemelo, donde se conoce el estado real.

Para medir la dispersion de los ensambles, se basa en el anélisis multivariado,
en el cual una medida de dispersiéon utilizada cominmente es la traza de la
matriz de covarianza. En este caso, se consideraran las trazas normalizadas de
las matrices de covarianza de los ensambles del prondstico y del anélisis.

Por otro lado, para computar el RMSE entre la media del/los ensambles con
el estado real, se realiza para cada tiempo de la siguiente manera:

Para cada tiempo k, con k = 1,...,K, se tiene el estado real generado x|, y
la media del ensamble de prondstico )’(i (idem con X{), vectores de dimension
N,. Fijamos k y denominamos a estos vectores como v y ¥ respectivamente. El
RMSE entre los vectores v y ¥ se calcula de la siguiente manera:

rmse(v. ) — \/ S (0(1) — o(1)?

N
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En la Figura 3.7 se muestra, para este mismo experimento, en el panel de la
izquierda, para cada tiempo de asimilacion la traza de las matrices de covarianza
de los ensambles de pronéstico (tr(Py)) v analisis (¢r(F,)); v en el panel de la
derecha, se muestra para cada tiempo de asimilacion, el error cuadratico medio
(RMSE) entre la verdad generada, y la media de los ensambles de prondstico
(rmse_x¢(t)) y andlisis (rmse_x4(t)).

tr(Pa), tr(Pf), rmse en el tiempo. alpha: 1.00, R:1.5
dtcy= 0.01, ncy= 1000
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Figura 3.7: RMSE y trazas de matrices de covarianza en funcién del tiempo de
asimilacion a partir del modelo 163 sin factor de inflacién. Experimento 3.3.

Notas:

= Las trazas de las matrices de covarianzas involucradas fueron reescaladas
con la dimension del estado (se dividié por la dimension). Se obtuvo asi
el promedio de las varianzas muestrales de cada variable, y este valor se
lo compara con el RMSE. Por simplicidad nos referiremos directamente
como "Traza de matrices de covarianza".

= Por otro lado, cabe aclarar que al utilizar el RMSE en estos experimentos
se esta utilizando la verdad para estudiar el impacto del factor de inflacion.
Esto no es posible en un experimento real. Las técnicas que se describen
en los siguientes capitulos solo usan las observaciones para determinar el
factor de inflacion.

Se puede ver como la traza de las matrices de covarianza dan en el orden de
0.02 y el RMSE en el orden de 5. Las magnitudes que toman estas cantidades son
bien diferentes, entendiendo asi que la traza de las matrices de covarianza no esté
representando la incerteza de la estimacion (hay una importante subestimacion).
Se puede observar con esto que el ensamble estd colapsando, ya que la traza
tiendo a cero, mientras que el error de estimacién aumenta. Es decir, el ensamble
colapsa en un punto lejano al estado real: el filtro divergio.
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Viendo entonces que el ensamble esta colapsando, se decide agregar un fac-
tor multiplicativo (Sec. 2.2.8) en la matriz de covarianza del filtro para ver el
impacto en la asimilacién. Se busca evitar que el ensamble colapse, y por ende,
que el filtro diverja.

Experimento 3.4: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
modelo L63 en marco de modelo imperfecto con factor de inflacion.

Se realiz6é un experimento del tipo L63-imper-alpha, con un valor de o« = 1.78
(Sec. 3.2.2). Es decir, se infla la covarianza del ensamble del prondstico los
miembros del ensamble del prondstico con este factor, como se explicita en la ec.
(2.25), antes de ser combinados con las observaciones para calcular el ensamble
de analisis. Esto se realiza en cada tiempo de asimilacion.

Con la incorporacion de este factor se busca aumentar el error de la predic-
cién y que este represente el error generado por el modelo, y lograr asi que la
media del ensamble de asimilacién se aproxime mejor a las observaciones.

L63. alpha: 1.78, R:1.5
dtcy= 0.01, ncy= 1000
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Figura 3.8: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo L63
en marco de modelo imperfecto con factor de inflacién. Experimento 3.4.

Se muestra en la Figura 3.8 las series de tiempo resultantes de este experi-
mento. Se grafica nuevamente las series de tiempo para cada variable, el estado
real simulado (X3), las observaciones (Y,), y las medias de los ensambles de
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pronostico (Xy) y las medias de los analisis (X,).

Se observa como al incorporar el factor de inflaciéon, se pas6é de un escenario
donde el filtro divergia, como en el Experimento 3.3 representado en la Figura
3.6, en donde la media del analisis y pronostico se alejan de las observaciones; a
un escenario donde el filtro converge, como en el Experimento 3.1 representado
en la Figura 3.4, en donde la media de estos ensambles son buenos estimadores
del estado real X;.

Por ende, con la incorporacién del factor de inflacién logra representar mas
adecuadamente el error del modelo (error paramétrico en este caso), y corregir
la divergencia del filtro, logrando asi, con un modelo con error, una estimaciéon
del estado real cercana a las observaciones.

tr(Pa), tr(Pf), rmse en el tiempo. alpha: 1.78, R:1.5
dtcy= 0.01, ncy= 1000
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Figura 3.9: RMSE y trazas de matrices de covarianza en funciéon del tiempo de
asimilacion a partir del modelo L63 con factor de inflacién. Experimento 3.4.

Se muestra en la Figura 3.9 los RMSE y trazas de las matrices de covarianza
de este experimento. Se observa que si bien parecen ser mas variable los RMSE
que las trazas de las matrices de covarianzas, ya que toma valores en el rango
de 0.2 a 1.6 aproximadamente, y las trazas de las matrices entre 0.40 y 0.70,
la media de ambos se asemejan a valores cercanos a 0.50 en ambos casos. Se
muestra como el orden de estas variables ahora si son comparables, pudiendo
ser asi la traza de las matrices de covarianza un posible estimador del RMSE.

Esta Figura muestra otra evidencia de como el problema de la divergencia
del filtro puede ser subsanada al incorporar un factor de inflacién adecuado. Se
muestra modo resumen, para observar valores precisos, en la Tabla 3.1 la media
a lo largo de los ciclos de asimilacion tanto de la traza de las matrices como del
RMSE, en el marco de modelo imperfecto, con y sin inflacion.
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[R=15 [ T te(Cov) | RMSE |
Sin inflacion xf | 0.0150 6.750
xa | 0.0142 6.682

Con inflacién (1.46) | xf | 0.525 0.697
xa | 0.535 0.578

Tabla 3.1: Promedio a lo largo de los ciclos de asimilacién de las trazas de las
matrices de covarianza y del RMSE a partir del modelo .63 en marco de modelo
imperfecto, con y sin inflacion. Experimentos 3.3 y 3.4.

Modelo L96

Se muestra a continuaciéon experimentos y resultados anélogos a los anterio-
res, pero utilizando el modelo Lorenz 96 en vez de Lorenz 63.

Experimento 3.5: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
modelo L96 en marco de modelo imperfecto sin factor de inflacion.

Anélogo al experimento 3.2, se realiza un experimento para el modelo Lorenz
96 del tipo L96-imper sin inflaciéon. Se muestra en la Figura 3.10 los resultados
del mismo para los primeros 400 tiempos de asimilacién. Se muestra también
en este caso, la divergencia del filtro. La media del ensamble de analisis casi
coincide con la media del ensamble del pronédstico, ignorando la informacion
de las observaciones. Se observa como el filtro no logra representar de manera
adecuada el error del modelo, ya que le da mucho peso a este, y no logra estimar
adecuadamente el estado real.

Del mismo modo se grafican las trazas de las matrices de covarianza y el
RMSE. Se muestra en la Figura 3.11 estos resultados para cada tiempo. Se
observa que la traza de las covarianzas toman valores en el orden de 0.08 mientras
que el RMSE toma valores del orden de 5. Son valores del orden parecido a los
mostrados para el modelo L.63 en la Figura 3.7. Se puede deducir también que en
este caso la traza de las matrices de covarianza de los ensambles no son buenos
estimadores del RMSE cometidos.

Experimento 3.6: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del
modelo L96 en marco de modelo imperfecto con factor de inflacion.

Anélogo al experimento 3.4, se realiz6 con el modelo Lorenz 96 un experi-
mento del tipo imperfecto, pero con factor de inflacion, es decir, experimento
del tipo L96-imper-alpha (Sec. 3.2.2). Se utilizé6 como parametro multiplicativo
a = 1.67.

La Figura 3.12 muestra el resultado de este experimento, para las variables
0, 15 y 30 en los primeros 400 tiempos de asimilacién. Se observa como al
incorporar el factor de inflaciéon, se pasod del escenario de divergencia de filtro
del Experimento 3.5 representado en la Figura 3.10, al de convergencia del filtro

a0



L96 - Modelo Imperfecto. alpha=1.00
R: 1.50, dtcy: 0.05, ncy: 1000
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Figura 3.10: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo 1,96
en marco de modelo imperfecto sin factor de inflacién. Experimento 3.5.

similar al Experimento 3.2 representado en la Figura 3.5. El factor de inflaciéon
en este experimento representa de manera simplificada el error cometido por
asimilar con un modelo simplificado.

En la Figura 3.13 se grafican para este Experimento las trazas de las matrices
de covarianza y los RMSE para media de los ensambles. Se observa la similitud
de los valores tomados por estas cantidades, a diferencia de la Figura 3.11, en
donde tomaban valores de escalas distintas. Mostrando que la covarianza esté
representando (en orden de magnitud) la incerteza de la estimacion. Se muestra
en la Tabla 3.2, para poder comparar valores precisos, la media a lo largo de los
ciclos de asimilaciéon tanto de la traza de las matrices como del RMSE, con y
sin inflacion, para el modelo L96.

Es importante aclarar que es de gran influencia la magnitud de « que se
utilice, ya que una subestimacion conlleva a la divergencia del filtro que se men-
cioné mientras una sobreestimacion asigna una covarianza demasiado grande a
las predicciones resultando en un filtro con mayor incerteza. Se trabajara, por
tanto, en esta tesis en métodos para encontrar el valor 6ptimo de este factor
de inflacion, como asi también del factor 8 en el caso de trabajar con inflacion
aditiva, o utilizar un método hibrido, es decir, que trabaje con ambas fuentes
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tr(Cov), rmse en el tiempo, alpha: 1.00, R:1.5
dtcy= 0.05, ncy= 1000
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Figura 3.11: RMSE y trazas de matrices de covarianza en funcion del tiempo de
asimilacion a partir del modelo L96 sin factor de inflacién. Experimento 3.5.

[R=15 [ [ «(Cov) | RMSE |
Sin inflacién xf 0.097 4.772
xa | 0.078 4.682
Con inflacion (1.36) | xf | 0.458 0.672
xa | 0.391 0.593

Tabla 3.2: Promedio a lo largo de los ciclos de asimilacion de las trazas de las
matrices de covarianza y del RMSE a partir del modelo L96 en marco de modelo
imperfecto, con y sin inflacién. Experimentos 3.5 y 3.6.

de error a la vez.
Como resumen de esta seccion: se mostraron resultados de experimentos con

los modelos Lorenz 63 y Lorenz 96 en los que, al trabajar en presencia de error
de modelo, el filtro de manera pura subestima la covarianza, lo cual genera
que el filtro colapse y diverja. Se mostrd luego como con la incorporaciéon de
un factor de inflacion adecuado se puede representar el error de modelo, y asi
lograr la no divergencia y que la asimilacién lograda sea un mejor estimador
del estado real del sistema. Se concluye asi la relevancia de la incorporacion de
estos parametros multiplicativos de las covarianzas de error en los sistemas de
asimilacion.

Por otro lado, como motivaciéon adicional para estimar de manera 6ptima
el factor de inflacion, se remarca que a medida que se trabaje en dimensiones
mas grandes, la subestimacion de la covarianza del ensamble, ademas de estar
producida por el error de modelo, también va a estar generada por el error de
muestreo. De hecho, en problemas de alta dimensionalidad, es inevitable que
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L96 - Modelo Imperfecto. alpha=1.67
R: 1.50, dtcy: 0.05, ncy: 1000
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Figura 3.12: Series de tiempo y proceso de asimilacion a partir del modelo 1,96
en marco de modelo imperfecto con factor de inflacién. Experimento 3.6.

se cometa este error. Una de las maneras de subsanar este problema es con
localizacion (como se menciond en la introduccién), pero otra manera también,
es el uso de factores de inflacion, que va a estar representando entonces no solo
el error de modelo, sino también el error de muestreo.
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tr(Cov), rmse en el tiempo, alpha: 1.67, R:1.5
dtcy= 0.05, ncy= 1000
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Figura 3.13: RMSE y trazas de matrices de covarianza en funcion del tiempo de
asimilacion a partir del modelo L96 con factor de inflacién. Experimento 3.6.
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Capitulo 4

Estimacion por
maximo-verosimilitud
aproximada

En el capitulo anterior se demostré6 como en sistemas con error de modelo
o con relativamente alta dimensionalidad se requiere mejorar la representacion
de la matriz de covarianza de las predicciones. Para desarrollar un método de
estimacién de parametros de una representacion de la matriz de covarianza se
propone la utilizaciéon de la funcién verosimilitud en un intervalo relativamente
largo de observaciones que denominaremos batch de observaciones.

Uno de los desafios que existen en este tipo de problemas es que no conocemos
en forma exacta la funcion de verosimilitud (i.e. intractable likelihood function).
Para subsanar este inconveniente se propone trabajar con una verosimilitud
aproximada asumiendo Gaussianidad, la log-verosimilitud aproximada, como se
desarrolla en la Subseccién 2.3.1, la aproximacion resultante bajo esta hipotesis
es ec. (2.30):

K
=3 [ vi — Hx)"(HP{H” + R)™'(y), — Hx;) + In((HP{H” + R\)] +C
k=1

l\DM—l

La metodologia a seguir consiste en proponer una parametrizacién de la
matriz de covarianza de la predicciéon y buscar los estimadores que maximizan
la log-verosimilitud aproximada.

Esta aproximacion es estocastica, ya que depende de la muestra que se tie-
ne para realizar su estimacién. Una realizaciéon distinta de los miembros del
ensamble del pronéstico, en los distintos tiempos, dard una estimacién de la
log-verosimilitud aproximada diferente. Por ende, al ser estocastica, no es facti-
ble asegurar un valor 6ptimo sin depender de la muestra en el caso de muestras
finitas.
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Por otro lado, ademas de la estocasticidad, es necesario tener en cuenta que
los valores determinados por los métodos de optimizaciéon podrian ser puntos
extremos locales de la funcién de verosimilitud.

Para la determinacion de los parametros que maximizan la funcién verosimi-
litud aproximada, considerando la variabilidad resultante de la estocasticidad,
se utiliza en este capitulo dos métodos: el método Grid Search y el algoritmo
Nelder-Mead.

El método Grid Search permite obtener un estimador relativamente robusto.
Este es en esencia un método de evaluacion de la medida (la funcién verosimi-
litud) en experimentos para distintos hiperparametros ligados a la matriz de
covarianza, en el cual las variaciones de los hiperparametros estan representa-
das generalmente en una malla regular, asumiendo que no se conoce a priori la
geometria de la funcion verosimilitud. Este es un método caro, y que es factible
en el caso de unos pocos parametros (hasta 5 serfa razonable).

El algoritmo Nelder-Mead es un método numérico para minimizar una fun-
cibn objetivo en un espacio multidimensional que no requiere del gradiente,
optimiza basado solo en los valores de la funciéon objetivo (Subseccion 2.3.2). Es
independiente de una malla prefijada, pero si es dependiente de un valor inicial
para realizar las iteraciones del algoritmo. A priori con este método no se conoce
si el punto 6ptimo es un extremo global, local, o de inflexién. Sin embargo, es
més viable que el Grid Search para escalar la técnica a méas dimensiones (por
ejemplo, se podria pensar en optimizar en el orden de hasta 20-50 parametros).

En este capitulo se abordan tres problemas de estimacién, mediante los mé-
todos Grid Search y Nelder-Mead, de distintos parametros asociados a la cova-
rianza de la prediccion (Subseccion 2.2.8):

= Estimacion del parametro multiplicativo de la matriz de covarianza mues-
tral de la predicciéon: «. Con la estimaciéon de este pardmetro se busca la
estimaciéon de la inflacion multiplicativa 6ptima.

= Estimaciéon del pardmetro multiplicativo de la matriz de error de mode-
lo: 5. Con la estimaciéon de este pardmetro se busca la estimacion de la
inflacion aditiva optima.

» Estimacion de ambos parametros: (o, 3). Se busca la estimacion de la
combinaciéon 6ptima del error multiplicativo y aditivo a la vez.

En este capitulo primero se trabaja en un marco perfecto para estudiar la
asertividad de la técnica propuesta y la influencia del tamano muestral. Luego,
fijando un tamano muestral y conociendo la técnica, se la aplicara en un marco
imperfecto para abordar los tres problemas de interés. A base de esto, se sigue
el siguiente esquema:

1. Asertividad de la técnica: Dado un tamano de muestra, y para diferentes
errores de observacion, se trabaja en un marco de experimento perfec-
to en el cual se conoce el valor real de uno de los parametros. Luego
se realizan estimaciones del mismo utilizando los métodos Grid Search
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y Nelder-Mead. Al conocer el valor real, este experimento permite vali-
dar estos métodos de biisqueda de parametros 6ptimos, en el contexto de
interés. Esto se aborda en la Subseccion 4.1.1.

2. Influencia del tamano muestral: Dado varios tamanos de muestra, y para
un error de observacion fijo, se trabaja en un marco de experimento perfec-
to. Se analiza como varia la estimacién de uno de los parametros variando
el tamano de la muestra. Al ser un marco de modelo perfecto la fuente de
error proviene solo de una subrepresentacion de la covarianza por error de
muestreo, y por ende este es el error que el parametro de la covarianza
debe representar. Es esperable que aumentando el tamano de la muestra,
disminuya el requerimiento de una inflacién aditiva o multiplicativa de la
covarianza muestral, este experimento abordara estas sensibilidades de los
parametros. Esto se desarrolla en la Subseccion 4.1.2.

3. Estimacion de los pardametros: En el marco de un experimento imperfecto,
dado un tamano de muestra y para diferentes errores de observacion, se
trabaja con evaluaciones en grilla de la log-verosimilitud aproximada para
estudiar la geometria del problema y analizar la presencia de maximos lo-
cales/globales. Luego se realizan estimaciones de los parametros utilizando
el método de Grid Search y el algoritmo Nelder-Mead. Esto se desarrolla
en la Seccion 4.2.

4.1. Analisis en el marco de modelo perfecto

4.1.1. Validacion de la técnica

El objetivo de esta subseccion es poder validar que la maximizacion de la
log-verosimilitud aproximada por medio de los métodos Grid Search y Nelder-
Mead, es una técnica valida para la estimacién de parametros de la covarianza en
el marco de asimilacion de datos. Se evalia la estimacion del pardmetro aditivo
[ en experimentos controlados con el modelo L96.

Para validar esto, se disena el siguiente marco experimental: se genera la
verdad con un f true (8;) conocido y luego se busca estimar 8 6ptimo para el
proceso de asimilacién que se basa en asimilar con modelo perfecto. Se utili-
zan 1000 miembros (N.=1000), asi el pardmetro no debe representar el error
producido por la subestimacién por tener pocas muestras. Si la metodologia
es adecuada, la estimacién de 8 deberia converger a estimaciones con valores
cercanos a [.

Se realizaron dos experimentos con este diseno, en el primero se computa
la log-verosimilitud aproximada para diferentes valores de [, se estudia la geo-
metria del problema y se encuentra valores 6éptimos por medio de Grid Search.
En el segundo, se optimiza la log-verosimilitud con el método Nelder-Mead. En
ambos se espera recuperar el valor 8 true con el que se gener6 la verdad.

Experimento 4.1.1-a: Evaluacion de la log-verosimilitud aproximada en
funcién de 8 con L96 en marco perfecto.
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Se realizaron varios experimentos de asimilacién del tipo L63-per-infl-add
(Sec. 3.2.2). Se proponen distintos valores de 8 entre 1 a 2, de a 0.01 y se
conduce la asimilacion. El objetivo es estimar el valor de 8 6pitmo a través las
dependencias de la verosimilitud en una grilla, es decir basados en el método de
Grid Search.

Se asumié Qy = 0.01I y 8; =1.3. Este proceso se realiz6 tres veces, usando
diferentes valores de matriz de error de observaciéon. Se utiliz6 R = rI, con
r € {0.5, 1, 1.5}, se utilizaron 1000 miembros de ensamble (N.=1000) y 1000
observaciones (K =1000). Estos experimentos recorren los diferentes valores
para [3, y para cada uno realiza un experimento L96-per-infl-add, en el que, luego
de realizarse, se calcul6 el valor de log-verosimilitud aproximada, utilizando la
ecuacion (2.30), y el error cuadratico medio (RMSE).

Se muestra en la Figura 4.1 los valores de log-verosimilitud obtenidos como
resultado de los experimentos. Se muestra que para cada matriz de error de ob-
servacion asumida, la log-verosimilitud es concava, y alcanza valores maximos
cercanos a 1.30. Se encuentra como a medida que el error de observacion au-
menta, la estimacion de la funciéon de log-verosimilitud toma valores mas bajos,
es decir, las observaciones son menos verosimil, lo cual es esperable.

Los valores 3 de grilla para los cuales se realiza el maximo de la verosimilitud
y el minimo de la funcién de error se encuentran en la Tabla 4.1 junto a los
resultados del experimento 4.1.1-b.

Experimento 4.1.1-b: Optimizacion de la log-verosimilitud aproximada en
funcion de 8 con L96 en marco perfecto.

Se analiza también los resultados obtenidos por medio del método Nelder-
Mead. En el experimento 4.1.1-a se comput6 la log-verosimilitud aproximada en
funciéon de S, para diferentes valores de 5. Se define entonces la funciéon g(5),
que es la estimacion de la log-verosimilitud aproximada dado un valor de .

La funcién g depende de los otros parametros del experimento que quedaron
fijos: cantidad de observaciones (K =1000), cantidad de miembros del ensamble
(N.=1000), y matrices de error de modelo y observaciones (Qy = 0.05I y R =
rI). Para cada error de observacion (r € {0.5, 1, 1.5}) se tiene una funcion
distinta.

Por medio del Algoritmo Nelder-Mead se busca el valor de 5 que minimiza
f(B) = —g(B). Este algoritmo de optimizacion no depende de una grilla fija
predefinida, como es el caso del método Grid Search (detalles del algoritmo en
la subsecc. 2.3.2).

En la Tabla 4.1 se muestran los resultados de este experimento y del anterior,
es decir, los valores 6ptimos de S encontrados por medio del método Grid Search
y Nelder-Mead (este altimo redondeado a 3 cifras decimales) para diferentes
errores de observacion asumidos. Todos estos resultados son estimaciones de
ﬁt =1.3.

Se muestra similitud en los resultados obtenidos por ambos métodos, y se
muestra que las estimaciones obtenidas son cercanas al valor real. Se muestra
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Figura 4.1: Log-verosimilitud aproximada en funcién del factor de inflacién S

para diferentes errores de observacion usando Lorenz 96. Realizado en el marco
de un experimento perfecto con g; = 1,3. Experimento 4.1.1-a.

Grid Search
! Maximiza llik ‘ Minimiza RMSE Nelder-Mead
0.5 1.23 1.36 1.230
L9 | | 1.0 1.23 1.36 1.227
1.5 1.23 1.37 1.229
Tabla 4.1: Estimaciones del parametro multiplicativo del error de modelo

B¢ =1.3 en el marco de modelo perfecto, por medio de los métodos Grid Search
vy Nelder-Mead, con el modelo L.96. Experimentos 4.1.1-a y 4.1.1-b.
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ademaés los valores 6ptimos que minimizan el RMSE, y se puede ver que ambos
resultados (méxima verosimilitud, o minimo RMSE) distan en el mismo orden
del valor real 8; =1.3. Esto valida la estimacion de méaxima verosimilitud (apro-
ximada) obtenida. En el caso de la estimacion por minimo RMSE, ésta solo
puede calcularse en experimentos sintéticos, en los cuales la verdad es conocida.
Estos resultados dan indicios de que la técnica de maximizar la log-verosimilitud
aproximada, ya sea por el método Grid Search como o por Nelder-Mead, para la
estimacion de parametros de covarianza, converge a valores razonables del para-
metro 3. En la seccion 4.2. se prosigue con aplicarla en un marco de experimento
imperfecto, que es el marco de interés en la aplicacion.

4.1.2. Influencia del tamano muestral

En esta subseccién se analiza la influencia del tamano de la muestra en la
estimacion del parametro «. Se interpreta la cantidad de miembros del ensamble
como la cantidad de elementos de la muestra, ya que cada uno es una realizacion
distinta del estado del sistema. Por ende, a medida que se tiene menos miembros
de un ensamble, el error producido por error de muestreo aumenta.

Un tamano de ensamble pequeno conlleva a una subestimacién de la cova-
rianza de la prediccion muestral. La estimacion de « o § buscan representar esta
subestimacion para aliviar este problema. Por ende, los pardmetros 6ptimos de
a y/o B, van a depender del tamario del ensamble. Analizamos el caso de esti-
macion solo de «, asumiendo que no se agrega error de modelo aditivo, es decir,
asumiendo 5 = 0. Para estos experimentos, en el marco de experimento per-
fecto (sin error de modelo), las subestimaciones de la covarianza de prediccion
muestral van a deberse solo al error por tener pocas muestras en el ensamble.
Este es el error que debe representar el factor de inflacién, y se espera que a
medida que la cantidad de miembros de ensamble aumente, los valores 6ptimos
del factor de inflacion disminuyan.

Experimento 4.1.2: Estimaciéon de a con error de muestreo usando el
modelo L96.

Se realizd un experimento que consiste en realizar muchos experimentos del
tipo L96-per-infl-mult (Sec. 3.2.2). La diferencia entre ellos esta en el factor de
inflacién « que se utiliza para amplificar la matriz de covarianza de los miembros
del ensamble. Los factores de inflacion probados van desde 1 a 2, con diferencia
de 0.01.

Para evaluar las dependencias del factor de inflacién con el tamano del en-
samble se utilizaron N, € {50,100,1000} miembros del ensamble. No se utilizo
ningun tipo de restriccién sobre la covarianza (es decir, no se asumi6 ninguna
hipotesis de localizacion.)

Estos experimentos recorren los diferentes valores de «, y para cada uno se
realizé un experimento L96-per-infl-mult. Luego de realizarse, se calcula el valor
de log-verosimilitud aproximada, utilizando la ec. (2.30), y el error cuadrético
medio (RMSE). En todos los experimentos se asumi6 la matriz de covarianza
de error de observacion R = 1.51 fija y se asumen 1000 observaciones. Ademas,
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se asumio la matriz de error de modelo Q nula.
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Figura 4.2: Funcién log-verosimilitud y RMSE en funcion del factor de inflacion
« para diferentes cantidades de miembros del ensamble usando Lorenz 96 en el
marco de un modelo perfecto. Experimento 4.1.2.

Se muestran en la Figura 4.2 las funciones de log-verosimilitud y RMSE
en funciéon del factor de inflacion « para los diferentes tamanos muestrales.
Se muestra que al aumentar la cantidad de miembros del ensamble, disminuye
el factor o 6ptimo. Ademaés, en valores cercanos al 6ptimo, se observa que a
medida que aumentan los miembros del ensamble, la log-verosimilitud aumenta
y el RMSE disminuye.

Se muestra ademas que la log-verosimilitud aproximada sigue un compor-
tamiento céncavo y el RMSE convexo, lo que nos indica que, fijado el error
de observacion, habria un valor de factor de inflaciéon 6ptimo que maximiza la
log-verosimilitud, y otro que minimice el RMSE.

Ademas, se obtuvo que a mayor cantidad de muestras, estd méas marcada la
concavidad de la log-verosimilitud aproximada y la convexidad del RMSE. Esto
da nocién de la incerteza para la estimacion del parametro, y de la sensibilidad
del sistema, infiriendo que a mayor cantidad de miembros del ensamble, menor
es la incerteza de la estimacion y menor es la sensibilidad del sistema.

Se muestran en la Tabla 4.2 las estimaciones de « obtenidas al maximizar
la log-verosimilitud aproximada con ambos métodos. En dichos resultados se
muestra que, en este marco de modelo perfecto, con estado real de dimension
40 (y por ende matrices de covarianza de dimension 40x40), con 1000 muestras
la estimacion del factor de inflacion es practicamente 1. En esta dimension de
estado, para este tamano muestral, se puede despreciar el error producido por
el error de muestreo, es decir, la cantidad de muestras es suficiente. Se muestra
ademaés que se valida la hipoétesis de que al disminuir la cantidad de miembros
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Grid Search
Ne Maximiza llik | Minimiza RMSE Nelder-Mead
1000 1.00 1.00 1.001
L96 | « | 100 1.03 1.03 1.030
50 1.08 1.09 1.087

Tabla 4.2: Estimacion del factor de inflacién « en el marco de modelo perfecto
para diferentes tamanos muestrales, usando los métodos Grid Search y Nelder-
Mead, con el modelo L96. Experimento 4.1.2.

del ensamble, la estimacion del factor de inflacién aumenta. Esto se debe a que el
factor de inflacion busca compensar el error producido por la subrepresentacion
de la covarianza muestral. Con este experimento se deja evidencia de que la
estimaciéon depende del tamano muestral.

4.2. Estimaciéon de parametros en el marco de
Modelo Imperfecto

En el marco de modelo imperfecto, se realizan diversos experimentos sinté-
ticos. Dado un conjunto de observaciones y un modelo subrogado, se varian los
parametros de tal manera de estimar la covarianza de predicciéon que méxima la
verosimilitud. Estos experimentos son similares a los de la seccién anterior, pero
aqui tenemos la presencia de dos fuentes de subestimacion de la covarianza de
prediccion: por un lado, el error muestral y, por otro lado, el error de modelo.
Ambas fuentes conllevan una subestimaciéon de la covarianza de prediccion. El
valor verdadero de los parametros, si es que existe, no se conoce.

En las siguientes tres subsecciones se trabaja con la variaciéon de la log-
verosimilitud aproximada en funcién de los parametros «, 8y (o, ) respecti-
vamente. Se valia esta funciéon en una grilla y se grafica los resultados, para
poder estudiar la geometria del problema. Y luego, se realizan estimaciones de
los parametros 6ptimos por medio de los métodos Grid Search y Nelder-Mead.

Se utiliza el modelo Lorenz 96 en todos los casos, y en la estimacién de «
ademas se utiliza también el modelo Lorenz 63. Se mantiene fija la cantidad
de miembros del ensamble y observaciones, siendo estas ultimas K = 1000 en
todos los experimentos, y se varia el error de observacion, utilizando 3 valores
distintos (rI, con r = 0.5,1,1.5). Para la estimacion de a y (o, 8) se utilizan
ensambles de 100 miembros, y para la estimaciéon de [ se utilizan ensambles de
1000 miembros. Las grillas utilizadas para los parametros a y § son las mismas
que en los experimentos 4.1.1 y 4.1.2: varia entre 1 y 2 de a 0.01.

4.2.1. Estimacion del factor de inflacion o

Experimento 4.2.1-a: Optimizacion de la log-verosimilitud aproximada en
funcién de « con L63 en un marco imperfecto.
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Se realizé una serie de experimentos en los cuales en cada experimento, del
tipo L63-imper-infl-mult (Sec. 3.2.2), se utiliza un factor de inflacion « diferente,
variando desde 1 a 2, con un salto de 0.01. Se realizaron tres series de estos
experimentos para distintas covarianzas de observacion R = rI, con r € {0.5, 1,
1.5}. En cada experimento se calcula la log-verosimilitud aproximada y el error
cuadratico medio (RMSE). No se representa error de modelo explicitamente,
utilizando Q = 0.

La Figura 4.3 muestra los valores obtenidos de log-verosimilitud aproximada
(primer subfigura) y de RMSE (segunda subfigura) en funcion del factor de
inflacion «, para cada matriz de error de observacion.

—1000 -
1.2 1
—2000 -
1.0
—3000 -
x &
= E 08
—4000 A
0.6 -
=000 7 ||| — ROS5
||| — R:1.0
“ — R:15 0.4 1
_6000 T T T T T T T T T T
L.0o0 125 1.50 175 2.00 1.00 125 150 175 2.00
alpha alpha

Figura 4.3: Log-verosimilitud aproximada y RMSE en funcién del factor de
inflacién « para diferentes errores de observacion usando Lorenz 63, realizado
en el marco de un experimento imperfecto. Experimento 4.2.1-a

Como es esperable, se observa que mientras menor es el error de las obser-
vaciones, menor es el error de la estimacion. Por ende el filtro serd un mejor
estimador de la verdad, y consecuentemente, mas verosimil. Esto altimo se pue-
de observar al ver como la funcién de log-verosimilitud aproximada toma valores
maés altos, si el error de observaciéon es menor.

Se muestra ademés que la log-verosimilitud sigue un comportamiento con-
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cavo, y el RMSE convexo, lo que nos indica que, fijado el error de observacion,
habria un valor de factor de inflacién que maximice la log-verosimilitud, y uno
que minimice el RMSE.

Se obtuvo también que a mayor error de observaciéon, mas marcada es la
concavidad de la log-verosimilitud aproximada y la convexidad del RMSE. Como
se ha mencionado en la subseccién anterior, esto esta ligado a la incerteza de
la estimacion del parametro, y a la sensibilidad del sistema. Se obtiene como
resultado en este caso que a mayor error de observaciéon, menor es la incerteza
de la estimacion y menor es la sensibilidad del sistema, ya que el minimo y el
méaximo de las respectivas funciones resulta mejor definido.

Usando la misma configuracion en los experimentos se utiliza el algoritmo
Nelder-Mead para determinar el a que optimiza la verosimilitud. Se trabaja con
la log-verosimilitud aproximada como funciéon del pardmetro «, la llamamos
g(a), vy se optimiza con Nelder-Mead la funciéon f(a) = —g(«). Para cada error
de observacion fijado, se tiene una funcion distinta a optimizar.

Los valores de factor de inflaciéon a en donde se realiza el méximo de la
verosimilitud y el minimo de la funcién de error con el método Grid Search, y
los valores 6ptimos encontrados con Nelder-Mead, para este experimento, 4.2.1-
a, y para el siguiente, el 4.2.1-b, se encuentran en la Tabla 4.3.

Experimento 4.2.1-b: Optimizacion de la log-verosimilitud aproximada en
funcién de a con L96 en un marco imperfecto.

Este experimento es analogo al anterior, pero utilizando el Modelo Lorenz
96. Se realiz6 tres veces, asumiendo diferentes matrices de error de observacion.
En todos los casos se asumié matriz de error de modelo Q nula.

Se muestra en la Figura 4.4, para cada error de observacion, los valores de
log-verosimilitud (primer subfigura) y RMSE (segunda subfigura), en funcion
de los diferentes valores para el factor de inflaciéon «, obtenidos como resultado
en este experimento.

Se muestra, al igual que en la Figura 4.3, que mientras menor es el error de
las observaciones, menor es el RMSE, y mayor es la log-verosimilitud. Del mismo
modo, también se obtuvo que a mayor error de observacién, mas marcada es
la concavidad de la log-verosimilitud y la convexidad del RMSE, y por ende el
minimo y el méximo de las respectivas funciones resulta mejor definido, lo cual
implica que menor es la incerteza de la estimaciéon y la sensibilidad del sistema.

Luego, de manera anéloga al experimento anterior, se toma la log-verosimilitud
aproximada en funcion del parametro o como funcion g(«), y se optimiza con el
algoritmo Nelder-Mead la funcion f(a) = —g(a). Para cada error de observacion
fijado, se tiene una funcién distinta a optimizar.

Los valores en donde se realiza el méximo de la verosimilitud y el minimo de
la funcioén de error con el método Grid Search, y los valores 6ptimos encontrados
con Nelder-Mead, se encuentran en la Tabla 4.3.

Cabe recordar que la grilla utilizada tenia un maximo de 1.99, por lo que
los valores encontrados por el método Grid-Search para r = 0.5 estan diciendo
que el o éptimo es mayor o igual a 2 para ambos modelos. Podria generarse una
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Figura 4.4: Log-verosimilitud aproximada y RMSE en funcién del factor de
inflaciéon « para diferentes errores de observaciéon usando Lorenz 96, realizado
en el marco de un experimento imperfecto. Experimento 4.2.1-b.

Grid Search

" | Maximiza ik | Minimiza RMSE | \elder-Mead

0.5 1.99 1.92 2.219
163 | a | 1.0 1.86 1.75 1.862

1.5 1.74 1.68 1.744

0.5 1.99 1.99 2.185
L96 | | 1.0 1.84 1.75 1.836

15 1.69 1.64 1.694

Tabla 4.3: Estimaciones del factor de inflaciéon « en el marco de modelo imper-
fecto para distintos errores de observacion, usando los métodos Grid Search y
Nelder-Mead, con los modelos L63 y L96. Experimentos 4.2.1-a y 4.2.1-b.
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segunda iteracion para estos casos utilizando una grilla mas amplia.

Para los otros casos de r, se muestra que los valores encontrados con el mé-
todo Grid-Search son similares a los encontrados con Nelder-Mead. Por otro
lado, contrario a lo que sucedia en modelo perfecto, aqui las estimaciones con
maximo-verosimilitud dan parametros levemente superiores a los dados por mi-
nimizacion del RMSE.

4.2.2. Estimacion del parametro de la covarianza [

Experimento 4.2.2: Optimizacion de la log-verosimilitud aproximada en
funcion de 8 con L96 en un marco de modelo imperfecto.

Este experimento trabaja en el marco de modelo imperfecto utilizando Lo-
renz 96, similar al anterior, con la diferencia que se trabaja en optimizar las
funciones de log-verosimilitud y RMSE en funcién del factor multiplicativo de
la covarianza del error de modelo 3, en lugar del factor de inflacién «. Es decir,
se realizan experimentos del tipo L96-imper-infl-add (Sec. 3.2.2).

Se muestran los resultados obtenidos en la Figura 4.5. Nuevamente se en-
cuentra que mientras menor es el error de observacién méas verosimil es el filtro
y menor la funcién de error. Las funciones de log-verosimilitud y RMSE son
concava y convexa respectivamente, mostrando la existencia de un valor 6ptimo
para el parametro 3 en el rango definido. En particular se observa que es més
marcada la concavidad de la log-verosimilitud cuando R = 0.5I, en cambio, en
el RMSE no se observan diferencias en la convexidad en funcién del error de
observacion.

En la Tabla 4.4 se muestran los valores de 3 para los cuales se alcanza el
maximo de la log-verosimilitud, y el minimo del RMSE, con el método Grid
Search, y los valores 6ptimos encontrados con Nelder-Mead, para cada valor de
error de observacion.

QGrid Search
" Maximiza Tk | Minimiza RMSE || Nelder-Mead
0.5 0.07 0.07 0.072
L96 | B | 1.0 0.09 0.08 0.085
15 0.09 0.09 0.094

Tabla 4.4: Estimaciones del parametro multiplicativo de la covarianza (3 en el
marco de modelo imperfecto para distintos errores de observacion, usando los
métodos Grid Search y Nelder-Mead, con el modelo 1.96. Experimento 4.2.2.

Los respectivos méximos y minimos no siguen la misma légica que con la
estimaciéon de a. En este caso, a medida que el error de observaciéon es més
grande, las estimaciones de 8 son mayores. Esto resulta contradictorio, y no
queda claro en esta instancia cudl es la causa que hace que en este experimento
con error aditivo de opuesto al realizado con el parametro «, que maneja error
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Figura 4.5: Log-verosimilitud aproximada y RMSE en funcién del factor de
inflacion S para diferentes errores de observacion usando Lorenz 96, realizado
en el marco de un experimento imperfecto. Experimento 4.2.2.
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multiplicativo.

4.2.3. Estimacion de ambas fuentes de error a la vez: (o, f)
optimo
Continuando con el marco de modelo imperfecto, se busca en este caso re-
presentar el error producido por asimilar con un modelo subrogado, por medio
de amplificar las dos fuentes distintas con las que se trabajo hasta el momento:

la covarianza del ensamble P/ (utilizando un « > 1), y la matriz de error de
modelo Q (utilizando § > 0).

Experimento 4.2.3: Optimizaciéon de la log-verosimilitud aproximada en
funcién de («, 8) con L96 en un marco imperfecto.

Se realizaron la misma serie de experimentos pero considerando («, 8) como
parametros a determinar con el modelo Lorenz 96. Dado un conjunto de obser-
vaciones y un modelo subrogado, se varian los parametros («, ) de tal manera
de estimar la covarianza de prediccion que maxima la verosimilitud. Es decir,
se realizan experimentos del tipo L96-imper-infl-mult-y-add (Sec. 3.2.2).

=]
INNI00GoC
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llik rmse

o ©9900coooo
VIOooiNIe

—38006-37006-36006-35006-34000-33000 0.6 0.7 0.8

Figura 4.6: Log-verosimilitud aproximada y RMSE en funcién de («, ) con
R = 0.5I usando Lorenz 96. Realizado en el marco de modelo imperfecto. Ex-
perimento 4.2.3.

Se muestra en la Figura 4.6 las representaciones de log-verosimilitud y RMSE
generadas del experimento al evaluar la grilla descrita para r =0.5. En la Figura
no se grafica los valores de las funciones obtenidos para § = 0 ni § = 0.01, ya
que dan valores més extremos, lo cual perjudicaba la gréfica.

Se observa que la funciéon de log-verosimilitud aproximada y RMSE tienen
maximo y minimo globales respectivamente. Sin embargo, también se observa
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que no son concava y convexas, y que esos puntos 6ptimos son poco identifica-
bles, ya que para valores de 8 pequenos, se observa un valle en las funciones.

Se muestra también que al variar ambos parametros a la vez la log-verosimilitud
aproximada resulta mas sensible al parametro S que al a, y que los valores bajos
de B son los que resultan en valores mayores de la log-verosimilitud. Fijado un
parametro aditivo 6ptimo, se muestra que existe un pardmetro multiplicativo
optimo, sin embargo, al ser menos sensible la log-verosimilitud a este y al tener
un efecto de valle la funciéon, se puede notar que podria haber, en vez de un
valor 6ptimo, un set de valores éptimos que optimicen la log-verosimilitud.

En la Tabla 4.5 se observa los valores de (a, 3) para los cuales se alcanza
el maximo de la log-verosimilitud, y el minimo del RMSE, con el método Grid
Search, y los valores 6ptimos encontrados con Nelder-Mead para cada valor de
error de observacion. Se puede ver que en el caso de la Figura 4.6 el punto
encontrado que maximiza esta estimacion de la log-verosimilitud es (1.84,0.01).

También se observa que a medida que aumenta el error de observacion, el
par (a,f) que se estima tiene un valor de o menor y de S mayor, esto es
coherente con lo que se observoé con ambos pardmetros por separado. Por otro
lado, también se muestra que las estimaciones de valores 6ptimos encontradas
por el algoritmo Nelder-Mead no son tan similares a las del Grid-Search, a
excepcion del caso de r=1.5. Las estimaciones encontradas por estos métodos
fueron mas similares cuando se optimizaron cada parametro por separado.

QGrid Search
" | Maximiza ik | Minimiza RMSE || \elder-Mead
05 | (1.84,0.01) (1.70,0.01) (1.913, 0.006)
L96 | (a,B8) | 1.0 | (1.63,0.01) (1.45,0.02) (1.590, 0.014)
1.5 | (1.46,0.02) (1.34,0.03) (1.462, 0.020)

Tabla 4.5: Estimaciones del par de parametros («, 5) en el marco de modelo im-
perfecto para distintos errores de observacion, usando los métodos Grid Search
y Nelder-Mead, con el modelo L.96. Experimento 4.2.3.

Conclusiones parciales:
Para cerrar, en este capitulo se obtuvo como resultados:

= Utilizar log-verosimilitud aproximada, aunque sea una aproximacién, da
una buena estimacion de los parametros (Sec. 4.1.1.). Dicha estimacion
dependen de la muestra, y del tamaifio de la misma (Sec. 4.1.2.).

= El Algoritmo Nelder-Mead, en el marco de experimento imperfecto, con-
verge, y converge a los maximos globales de la log-verosimilitud, valores
para los que se obtuvo una estimacién previa con el método Grid Search.
(Sec. 4.2.)

= En presencia de error de modelo las estimaciones de « y 8 dependen del
error de observacion (Sec. 4.2.1 y 4.2.2). La relacion de dependencia es
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distinta para los dos pardmetros, en el caso de « disminuye la estimacion
de cuando aumenta el error de observacion, en el caso de 3 es a la inversa.
Por otro lado, cuando no hay presencia de error de modelo, la estimaciéon
de S es independiente del error de observacion (Sec. 4.1.1).

Con conclusion final, se obtiene que maximizando la log-verosimilitud apro-
ximada, o Innovation Likelihood, es factible encontrar estimaciones de parame-
tros de la covarianza que logren representar el error producido por asimilar con
modelos imperfectos. Esto se validoé con los Modelos Lorenz 63 y Lorenz 96.

70



Capitulo 5

Estimacion mediante el
algoritmo
expectation-maximization EM

Uno de los métodos que se propone utilizar para la estimacion de parametros
ligados a la covarianza del pronostico es el Expectation-Maximization, o EM.
Se utilizaran las estimaciones realizadas en el capitulo anterior como referencia.

El interés de extender este algoritmo a la estimacion de los pardametros de la
covarianza, es que este método estima la log-verosimilitud explicita; es aplicable
a la estimacion de multiples parametros a la vez, siendo més escalable en la
dimension de los parametros a estimar que el método Nelder-Mead (y por ende
que Grid Search); y ademés fue probado para estimar tanto parametros fisicos
como estadisticos, con sistemas cadticos no lineales, que maximicen la funcién
de verosimilitud en contexto de observaciones parciales y variables escondidas.

Para esta tesina se utilizan dos variantes de este algoritmo. Una esta basada
en la implementacion clésica de la combinacion EM-EnKS (subsec. 2.4.3) y otra,
es un desarrollo nobel realizado a partir del EM-secuencial.

Para la estimacion del pardametro 8 basta con la implementacion clasica, ya
que esta implementaciéon en Dreano et al. (2016)[18] se utilizé para estimar la
matriz de covarianza de error de modelo Q, y el parametro S es un factor mul-
tiplicativo de esta matriz. Por ende, este método puede modificarse levemente
y utilizarse para estimar 5 en vez de Q.

Para la estimacion del factor de inflaciéon a;, el cual influye en los miembros
del ensamble del pronéstico en cada paso de asimilacion, la implementacion
clasica no es adecuada porque no permite la estimacion de pardametros de la
matriz de prediccion. Para este caso, se desarrolla en esta tesina un algoritmo el
cual denominamos el EM-secuencial. Este no requiere de un paso de suavizado
y trabaja explicitamente en cada paso de asimilaciéon, lo que da la posibilidad
de incluir el factor de inflacion « en las cuentas, y deducir una optimizacion del
mismo.
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En las siguientes dos subsecciones se derivan ambas teorias. Se muestran
los experimentos desarrollados para la estimacion de estos parametros, y se
contrasta con los resultados obtenidos en las secciones anteriores.

5.1. Estimacién del parametro de la covarianza

5.1.1. EM y estimador de 3

El objetivo es proponer una forma predefinida de la matriz de covarianza del
error de modelo, y utilizar el algoritmo EM para encontrar el factor que maxi-
mice la funcién verosimilitud dado un conjunto de observaciones distribuidas en
el tiempo. Llamamos Qy a la matriz de covarianza de base, la cual consideramos
conocida, y Q a la matriz de covarianza en el sistema de asimilacion, que sera
de la forma Q = 3Qy, donde 3 es el factor que se quiere optimizar. La matriz
Qy puede venir dada para el sistema en estudio por restricciones fisicas, o ser
tomada como la matriz de covarianza climéatica. En este trabajo solo hemos
considerado formas diagonales de la Q.

Para la implementacion del estimador del factor 8 utilizando el algoritmo EM
tradicional, nos basamos en el estimador Q desarrollado para estimar la matriz
de error de modelo Q (ver Seccion 2.4). A partir del estimador Q, generamos el
estimador para el factor 3, de la siguiente manera:

B(i) _ Dkt Z;L:I(Q(i)(Qf)_l)k;j
o 2

Se considera ademés conocida la matriz de covarianza del error de obser-
vaciones (R), por lo que se reduce el algoritmo EM a la estimacién tunica del
parametro multiplicativo 8 de la matriz Q.

. (5.1)

5.1.2. Implementaciéon y experimentos

Basado en el Algoritmo 1 desarrollado en la subSeccion 2.4.3, se implement6
esta modificacion del algoritmo EM. Se agreg6 la deduccion de B(i) a partir de
la estimacion de Q).

Para los experimentos se asumi6 diagonal la matriz Qy, por lo que (5.2)
queda reducida al promedio de los elementos de la diagonal, en lugar de tomar
el promedio de todos los valores de la matriz Q(i)(Q #)71. Ademas, se fuerza
la busqueda de matriz 6ptima Q en el subespacio de las matrices diagonales,
anulando los elementos por fuera de la diagonal antes de la préxima iteracion.
Esta hipotesis es similar a la utilizada en Miyoshi [9] para el factor de inflacion.
De esta manera, la estimacion de 8 queda reducida a la siguiente ecuacion,
donde diag hace referencia a la proyecciéon de la matriz al subespacio de las
matrices diagonales:

B0 = < tr(diag(QV)(Qp) ) (52)

x
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Se muestra el pseudo-codigo en el Algoritmo 2, la implementacion se llevd
a cabo en python. En este Algoritmo se utiliz6 la misma notacién que en el
Algoritmo 1, y se llam6é W al subespacio de las matrices de dimension N, x N,
diagonales.

Algorithm 2 EM-beta
Input: x§1.x., Yo, M(:), Qf, Qo and filt(-)

X0:K,1: N » x(’;K’l:Ne — ﬁlt(XS,LNE,meo) > Filtro
X0.K,1:N, < Ssuav (XS,LNS’X(J)C;K,LNE) > Suavizado
for i =0, Niterl dok o
; T D ) > Estimacion de
85:3 «— 51&%{51(”1)) > Proyeccion de Q a V%
Bii+1) 1\%”’ (Q(i+1) * Q;l) > Estimacion de
XS:K,I:Nea X(j)c;KJ;Ne <« filt (XS,l:Ne7y07Qj)
X0:K,1:N, ¢ suav XS:KJ:NMX(};:KJ:NE) > Suavizado
end for
Output: Bi.n;,.,

En estos experimentos se asume que en el sistema de asimilaciéon posee un
modelo simplificado del sistema real. En este contexto el error de modelo, y en
particular su matriz de covarianza, deben representar las incertezas asociadas a
estas simplificaciones del modelo.

Se genera un experimento con el modelo Lorenz 96 del tipo perfecto analogo
al Experimento 4.1.1 con el fin de realizar una estimacién conociendo el verda-
dero valor del parametro. En cada uno de los experimentos que se realice, se
comparara con las estimaciones obtenidas por medio de Grid Search y Nelder-
Mead.

Experimento 5.1.0: Estimacion de S con EM utilizando el modelo L96 en
un marco Perfecto.

Este experimento es analogo al experimento 4.1.1 en el que se busco estimar
el pardmetro 3; dentro de un contexto de experimento perfecto con Lorenz 96.
La verdad fue generada asumiendo un error aditivo en cada paso por medio de
la matriz 3,Qy, y se prueba diferentes procesos de asimilacién, asumiendo como
matriz de error de modelo SQy.

Se comienza con un punto inicial, £y, y en cada iteracién i se tiene un nuevo
valor 3; dada por el algoritmo EM. El objetivo es que a medida que trascurran
las iteraciones, las estimaciones converjan al valor real. Para cada valor ;, se
realiza de fondo un experimento del tipo L96-per-inf-add (sec. 3.2.2), para el
cual se computa la log-verosimilitud estimada y el RMSE. El algoritmo EM se
realiz6 dos veces, inicializandolo en diferentes puntos. Se utilizaron como puntos
iniciales Bp = 1y Bo = 25, es decir, se inicializ6 el algoritmo con Qg = 25Q y
con Qo = Qy. Los resultados fueron similares.
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En la Figura 5.1 se muestra la estimacion del parametro 8 en cada iteracion
del algoritmo, y los valores de la log-verosimilitud aproximada y del RMSE para
cada caso. Se observa que el algoritmo converge: se estaciona las estimaciones
de f; el valor de log-verosimilitud aproximada se observa como en tendencia
se maximiza, y, por otro lado, en cada iteracion, se logra un valor menor del
RMSE.
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Figura 5.1: Experimento 5.1.0. Estimacion de §; =1.3. Log-verosimilitud apro-
ximada y RMSE, en funcién de cada iteracion del algoritmo EM, para dis-
tintos errores de observacion con un valor inicial del pardmetro 5y = 25, i.e.
Qo = 25Q)s. Realizado en el marco de modelo perfecto.

Una vez que se estaciona el algoritmo, cada valor podria considerarse una
estimacion de 3. Para cada error de observacion, se comput6 el promedio de las
ultimas 20 iteraciones para considerarlo como estimador final del parametro. Se
muestra estos resultados para ambos puntos iniciales en la Tabla 5.1 junto con
los resultados del Experimento 4.2.2.

Grid Search EM
" | Max Tk [ Min RMSE || Nelder-Mead |—p——=—2— -
05| 123 1.36 1.230 1374 | 1.445
96 | 8| 1.0 1.23 1.36 1.227 1.760 | 1.950
15 123 1.37 1.229 2.266 | 2.573

Tabla 5.1: Estimacién del parametro multiplicativo del error de modelo 5; =1.3
en el marco de modelo perfecto para distintos errores de observacion, usando
los métodos Grid Search, Nelder-Mead y EM, con el modelo L96. Experimento
5.1.0.

Se muestra que el algoritmo, para ambos puntos de inicio y para todos
los errores de observacion, converge, pero que sobreestima el valor real (1.3).
Mientras mayor es el error de observacion, mayor es la sobreestimacion del valor
del parametro. Se prosigue con aplicarlo en el caso de modelo imperfecto, tanto
con el modelo Lorenz 63 como Lorenz 96.
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Experimento 5.1.1: Estimaciéon de 8 con EM utilizando el modelo L63 en
un marco Imperfecto.

Este experimento es analogo al experimento 4.2.2 (sec. 4.2.2), pero con el
modelo Lorenz 63 y utiliza el algoritmo EM para estimar el parametro 5. Para
cada valor de 3, se realiza un experimento del tipo L63-imper-inf-add (sec. 3.2.2).
Al igual que para el exp. 4.2.2. se asumio Q = SI.

Se realizan 50 iteraciones del algoritmo EM. Se utiliza el promedio de los
ultimos 10 valores como estimacion del parametro beta. Se muestran los resul-
tados de este experimento en la Tabla 5.2, junto a las estimaciones realizadas
con los métodos Grid Search y Nelder-Mead.

Experimento 5.1.2: Estimaciéon de § con EM utilizando el modelo L96 en
un marco Imperfecto.

Este experimento es analogo al Experimento 4.2.2 (sec. 4.2.2) pero utiliza
el algoritmo EM para estimar el parametro 8. Se asumi6é Q = SI, y para cada
valor de 3 se realiza un experimento del tipo L96-imper-infl-add (Seccion 3.2.2).

Los resultados de convergencia de este experimento se muestran en Fig. 5.2
y en la Tabla 5.2.

5000 | 0.00119\ R0.5
0.6 0.0010 1 — RO
~10000 — Ril5
8000094
@ 4 Z —15000 2
_zoooo_g 0.0008 1
— R0
0.2 250001/ — Rl5 0.0007 7
0 20 0 20 0 20
Iteration Iteration Iteration

Figura 5.2: Estimacion de (3, log-verosimilitud aproximada y RMSE, con L96,
en funcion de cada iteracion del algoritmo EM, para distintos errores de ob-
servacion. Realizado en el marco de un experimento imperfecto. Experimento

5.1.2.

Tomando como valor de referencia los resultados encontrados con el método
Grid Search, se muestra que para el caso del modelo Lorenz 63 se subestiman
los valores, mientras que con el modelo Lorenz 96 se sobrestima. Las diferencias
que se observan son mayores, tanto en términos relativos como absolutos, que
en las observadas en la Tabla 5.1. Ademas, se observa que a medida que el error
de observaciéon es méas grande, el error por sobreestimaciéon del pardmetro 5 es
mayor, resultado anélogo al encontrado con los experimentos 5.1.0.
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Grid Search
T | Max ik | Min RMSE || Nelder-Mead || EM
0.5 0.2 0.18 0.196 0.152
L63 | 8| 1.0 0.24 0.22 0.238 0.186
1.5 0.26 0.25 0.264 0.211
0.5 0.07 0.07 0.072 0.124
L96 | 8| 1.0 0.09 0.08 0.085 0.217
15 0.09 0.09 0.094 0.306

Tabla 5.2: Estimacion del parametro multiplicativo del error de modelo S en el
marco de modelo imperfecto para distintos errores de observacion, usando los
métodos Grid Search, Nelder-Mead y EM, con los modelos L63 y L96. Experi-
mentos 5.1.1 y 5.1.2.

5.2. Estimacion del factor de inflacion o

Se busca en esta seccion extender el método EM (Sec. 2.4) para estimar
el pardmetro «. Se asume que en cada tiempo de asimilaciéon se inflaran los
miembros del ensamble del pronostico respecto a la media, y asi la matriz de
covarianza del ensamble para el tiempo k pasara a ser de P,f a ozP,gc . Esto se
realizard antes de la asimilacién de las observaciones.

Se busca manipular la verosimilitud completa de forma tal que aparezca la
probabilidad de cada observacion dependiendo de la observacion/es anterior/es.
De esta manera se espera que resulte explicita la presencia de la covarianza de
la prediccion en el paso de Expectation para luego poder maximizar la funcion
intermedia resultante en funcién del parametro «. Asi, se utiliza la deduccion
del EM secuencial, que no utiliza un suavizador, en lugar del EM tradicional.

5.2.1. EM secuencial y estimador de «

La log-verosimilitud completa puede ser expresada en una forma secuencial
usando probabilidades condicionales de la observacion previa, como se realiza
en [16].

K

po (yrx) = [ [ po (yrlyrn-1) (5.3)
k=1

Esta expresion puede ser naturalmente expresada en términos de la verosimi-
litud de las observaciones y la funciéon de densidad de la prediccion o prondstico.

K
po i) = T [ 0 ) o (o) (5.4)
k=1

Se puede usar la expresion secuencial de la log-verosimilitud, (5.4), para
derivar el algoritmo EM. Multiplicando y dividiendo por alguna funciéon q(xy)
(cuyo soporte debe incluir al de la prediccion py (xg|y1.6—1)) se tiene
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- (yu i) po (xuly1a—1)
1(8) =logpe (y1:x) zlogkI:[l/qof (Xk)pe Yk ’;fﬁxkf YIk=1 4xy, (5.5)

Usando la desigualdad de Jensen,

K
Z(O) > , (x )10 Do (Yk\Xk)pe (Xk|Y1;k—1) dx (5.6)
];/qé k g( > k

qo (Xk)

Se define la funcién intermedia para el algoritmo EM como

000 =3 [ a0 (1) log (PLOExOP Calyra)y oo
0.0)= 3 [ o Gxtos )ax

qo (Xk)

La funcién intermedia depende de la funcién ¢ y del parametro 6. Para
determinar la funcién ¢ que maximiza G con 6 fijo, usamos Bayes:

Po (Yr|Xk) Po (Xk|y1:k—1) = Po (Xk|y1:) Po (Yk|Y1:k-1) (5.8)

Reemplazando (5.8) en (5.6), se deduce que la funcion ¢ que maximiza la
funcién intermedia es la densidad posterior g; (xx) = pg (Xx|y1.x) para 8 = 6',
la cual, de hecho, satisface la igualdad. Con esto se tiene el paso E del algorit-
mo (expectation step). Para el paso de maximizacion, necesitamos encontrar el
parametro 6 que maximiza la funcion intermedia G(gx*, ), es decir, 6 tal que

0= V@G (q*, 9)

K
= Z/qé/ (x1) Vo log (po (Y&|%x) po (Xk|y1:6-1)) dxp (5:9)
k=1

Reemplazamos g} (x) por per (Xi|y1:x). Luego, en el caso de que 6 sea el
factor de inflacion «, esto solo afecta a la densidad de la prediccion, ya que
la log-verosimilitud observacional es independiente de 8, quedando la ecuacion
(5.9) de la siguiente manera:

K
Z/pef (xk|y1:6) Vo logpg (Xk|y1:k—1) dxi =0 (5.10)
=1

La densidad de la predicciéon es asumida como Gaussiana, en la cual la co-
varianza ha sido multiplicada por el factor de inflacion «,

1 1 N
Pa (Xk|y1-1) = i %P |3 ka - XkHan (5.11)

{det (aPD

[E—
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Luego, det (aP£> = oV det (Pi) Asi, reemplazando (5.11) en (5.9), y
despejando el factor de inflacion «, el paso de maximizaciéon del algoritmo queda
dado por

K
1
_ <f
o= . ;71: /pa/ (xk|y1:%) ka — kaP£ dxy. (5.12)

En el caso del filtro de Kalman por ensamble, en la i-esima iteracién del EM
dado «;, el paso E del algoritmo dado por la ec. (5.11) sera estimado con el
ensamble de analisis como muestra, y la funciéon delta de Dirac 4, de la siguiente
manera;

Do (Xkly1a) = Zé( 100~ ) (5.13)

donde xz(j’i) son los miembros del ensamble de analisis luego de aplicar
EnKF usando los miembros del pronoéstico con el factor «;.
Usando Monte Carlo, integrando (5.12), el paso de maximizacion es

(i+1) a(j,i) —f(Z)
a KN N, Z Z ’ IO (5.14)
N . . N T
b B0 = 1 %, (L9 5 (<9 -2
El estado del pronéstico usado para computar Pi(i) esta dado por
x] ) = M (Xk(_j ”) (5.15)

el cual se calcula con la evolucion, a través del modelo, de los miembros de
analisis del tiempo anterior (k — 1) sin aplicar el factor de inflacion en el tiempo
k.

La expresion (5.14) captura las diferencias que se producen entre el ensam-
ble de pronéstico y el ensamble de analisis, y cuantifica estas diferencias con
la covarianza muestral de predicciéon. De hecho, en el caso perfecto que no se
requiere un factor de inflacién, el ensamble de anélisis seria similar al del pronds-
tico, y por ende las diferencias computadas estarian estimando en cada tiempo
algo similar a la covarianza f’i(l), y la expresion (5.14) estimarfa un valor de «
cercano a 1.

En resumen, el algoritmo EM establece un método iterativo para encontrar
el maximo de la log-verosimilitud secuencial. En el primer paso se realiza el
proceso de asimilacién con un valor de ag inicial, el cual se utiliza en cada uno
de los ciclos de asimilacion. Al finalizar, se calcula la estimaciéon de «; como en
(5.14), y asi iterativamente.
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5.2.2. Implementacion y experimentos

Se implement6 en Python el estimador iterativo descrito del factor de infla-
cion «a basado en el algoritmo EM. El parametro a actualizar solo es «, se toma
Q v R conocidos, y para esta implementacion, se asume 5 = 0.

En cada iteracion se calcula la ecuacion (5.14) para estimar «;, y con este
factor se actualiza el filtro y se recalculan los ensambles de anélisis y prondstico,
a partir de los cuales, se calculara la estimacién de «;41, y asi sucesivamente
hasta que se realicen el nimero de iteraciones N, definido.

Se muestra en el Algoritmo 3 el pseudo-codigo del método propuesto. Notar
que en cada iteracion se estd haciendo un filtrado como en el caso convencional,
el tinico costo computacional extra es la estimacion del « en el algoritmo.

Algorithm 3 EM-alpha

Input: x§ 1., Yo, M(), @, filt(-) and aq
for i = 0, Njter do

X6k, N Xosre v, — A6 (X6 18,5 Y0, Q, i) > Filtro
Qi — est-alpha(xS:Kyl:NwxézK’l:NC) > Estimacion de a; (ec.(5.14))
end for

Output: ap.n

iter

Se realizaron experimentos con este algoritmo en el marco de modelo im-
perfecto usando L63 y 196, analogos a los Experimentos 4.2.1-a y 4.2.1-b del
capitulo anterior.

Experimentos con error paramétrico

Experimento 5.2.1: Estimaciéon de o con EM utilizando el modelo L63 en
un marco Imperfecto.

En este experimento se deja fijo el error de observacion, se asume R = 0.51,
y para cada valor de « se realiza un experimento del tipo L63-imper-infl-mult
(Seccion 3.2.2). Este es similar al Experimento 4.2.1-a, pero utiliza el algoritmo
EM para estimar el parametro a. Se recuerda con respecto a los parametros
que, en este marco de modelo imperfecto, se utilizan los parametros o = 10, 8 =
8/3 y p = 28, para generar la verdad, y los parametros o0 = 11.5, 5 =2.87y p =
32 para asimilar.

Se genera el estado real con el modelo L63 asumiendo At = 0.01, error
aditivo nulo (Q; = 0). Se asumen 1000 observaciones sintéticas (K = 1000), se
utilizan 100 miembros de ensamble (Ne= 100), se inicializa el algoritmo con un
valor inicial g = 5, y se realizan 30 iteraciones del algoritmo EM.

Se muestran el resultado del experimento en la figura 5.3. Se observa que
el algoritmo se estabiliza y converge a partir de aproximadamente la décima
iteracion. Se utiliza el promedio de los dltimos 10 valores como estimacion del
parametro «, y se muestran en la Tabla 5.3.
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Figura 5.3: Experimento 5.2.1: Estimacion de o con EM y modelo imperfecto
usando L63.

Experimento 5.2.2: Estimacion de o con EM utilizando el modelo L.96 en
un marco Imperfecto.

Este experimento es similar al anterior pero usando el modelo Lorenz 96. Se
deja fijo el error de observacion, se asume R = 0.51, y para cada valor de « se
realiza un experimento del tipo L96-imper-infl-mult (Seccion 3.2.2). Por ende,
en este marco de experimento con modelo imperfecto, se utiliza un parametro
de forzado F' = 8 para generar la verdad, y F' = 10 para realizar la asimilacion.

Se genera un estado real con el modelo L96 asumiendo At = 0.05, error
aditivo nulo (Q; = 0). Se asumen 1000 observaciones sintéticas (K = 1000), y
se utilizan 100 miembros de ensamble (N, = 100). Se inicializa el algoritmo con
un valor inicial ag = 1.

En figura 5.4 se observa que el algoritmo se estabiliza y converge a partir de
aproximadamente la quinta iteracion. Se utiliza el promedio de los tltimos 10
valores como estimacion del parametro «, y se muestra en la Tabla 5.3).

Grid Search
T | Max ik | Min RMSE || Nelder-Mead ||~ EM
163 | | 05 1.99 1.92 2.219 1.744
96 | o | 0.5 1.99 1.99 2.185 1.440

Tabla 5.3: Estimacion del factor de inflacion « en el marco de modelo imperfecto,
usando los métodos Grid Search, Nelder-Mead y EM, con los modelos L63 y L96.
Experimentos 5.2.1 y 5.2.2.

Como resultado de los experimentos en las figuras 5.3 y 5.4 se muestra que,
a pesar de que las estimaciones de « son siempre descendientes, en las log-
verosimilitudes se realiza un efecto de lomada y de manera analoga en el RMSE
un efecto de valle.

Por otro lado, si se toma como referencia los valores 6ptimos encontrados
con los métodos Grid Search y Nelder-Mead (cabe recordar que el método Grid
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(b) Resultado del experimento con zoom

Figura 5.4: Experimento 5.2.2: Estimacion de a con EM y modelo imperfecto
usando L96.
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Search se basé en una grilla con un minimo de 1 y maximo de 2) se muestra que
no hay convergencia en la técnica a los valores 6ptimos de RMSE y funciéon de
log-verosimilitud. El método EM subestima el valor 6ptimo del parametro a.

Viendo la subestimacion del algoritmo y los efectos de lomada y valle, podria
interpretarse que en esos picos se encuentra el 6ptimo, pero que el algoritmo no
pudo converger alli. Sin embargo, para los casos de comparaciéon de la Tabla, en
las iteraciones donde se realizan estos picos, el EM estima los valores & =1.887
y & =1.606 para L63 y 1L.96 respectivamente, por lo cual sigue estando alejado
de los valores 6ptimos segtin Nelder-Mead de 2.219 y 2.189.

Un punto a discutir, ademas de la subestimacién, es por qué se observa
este efecto de lomada. El Algoritmo EM en cada iteracion busca maximizar
la log-verosimilitud completa, y si bien la que se grafica la log-verosimilitud
aproximada, se esperaria que este grafico sea creciente. A continuacion la técnica
es evaluada en experimentos en diferentes marcos de modelos imperfectos. En
cada caso se varia el error de modelo a representar, y se varian las variables
del experimento. Se busca estudiar cuéles de estas variaciones influencian en
la estimacion /subestimacion del valor del pardmetro a estimar, y junto a esto,
si los efectos de lomada y valle varfan. Se busca asi caracterizar el efecto y la
interpretacion sobre los procesos que lo producen.

Experimento 5.2.3: Estimacion de « con EM utilizando .96 en diferentes
grados de error paramétrico.

Este experimento es similar al 5.2.2, pero se va a realizar el experimento 5
veces, donde en cada caso se varfa el error paramétrico que tiene el modelo de
prediccion de la asimilacion. El modelo L96 utiliza el parametro de forzado F'. El
parametro clasico es F' = 8, y el pardametro que se asumio para representar error
paramétrico en experimentos anteriores es F' = 10. Para el presente experimento,
se utilizan los siguientes valores de F": §, 8.1, 8.5, 9y 10. Con F' = 10 se reproduce
el resultado obtenido en el experimento 5.2.2.

Se utiliza EM para la estimacion de « con el modelo L96 en diferentes marcos
de experimento imperfecto. Se realiza el experimento 4 veces, en cada una se
usa un valor distinto de forzado F' del modelo con el que se asimila: 8.1, 8.5, 9,
10. Con F' = 10 se reproduce el resultado obtenido en el experimento 5.2.2.

En la Figura 5.5 y en la Tabla 5.4 se muestran los resultados obtenidos. En
dicha tabla se muestra con F' = 10 el valor del experimento anterior.

La Figura 5.5 muestra aun cuando « parece converger a valores 6ptimos
para los distintos valores de error paramétrico. A medida que aumenta el error
de modelo, la estimaciéon del factor de inflacién aumenta, y en ese contexto,
la log-verosimilitud disminuye y el RMSE aumenta. Se muestra que cuando el
modelo de asimilacion se acerca al real (F' se acerca a 8), las estimaciones de
«a se acercan a 1. Se muestra también que los efectos de lomada y de valle
disminuyen al disminuir el error de modelo, siendo este efecto practicamente
nulo en los casos F = 8.1.

Se utiliza el promedio de los ultimos 10 valores como estimacion del para-
metro «. Se muestran estas estimaciones en la Tabla 5.4. Se muestra que al
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disminuir el error de modelo, el algoritmo termina estimando valores cercanos
a 1, el cual (salvo error de muestreo) es el valor 6ptimo para el caso del expe-
rimento perfecto. Por ende, el método subestima los valores de o en contexto
de experimento imperfecto, pero al disminuir el error de modelo, realiza buenas
estimaciones.
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Figura 5.5: Experimento 5.2.3: Estimacién de « en distintos contextos de error
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paramétrico, usando L96.

T T T
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Iteration

L96
F &
10 | 1.440
9 | 1.274
8.5 | 1.172
8.1 | 1.062
8.0 | 1.032

10 20
Iteration

30

Tabla 5.4: Estimacion del factor de inflacion « en diferentes marcos de modelos
imperfectos, usando el algoritmo EM el modelo 1.96. Experimento 5.2.3.

Experimento 5.2.4: Variando los parametros de los experimentos imper-
fectos en la estimacién de o con EM.

Se realiza una serie de experimentos, con los que se busca variar los pardme-
tros involucrados en el diseno de los experimentos anteriores: valor de factor de
inflacion inicial, namero de miembros del ensamble, y nimero de observaciones.
Esto se realiza con dos objetivos: uno, es entender si estas variables influencian
el “efecto de lomada” que se observa, y, por otro lado, mostrar como varia la
estimacion final del factor de inflacion en funcion de estas variables, y por ende,
evaluar si con otros parametros mejora la subestimacion del factor de inflacion
« para el caso del modelo imperfecto clasico.

Se toma como experimento de referencia el modelo Lorenz’96, y la estimacion
del factor de inflacién « en el marco imperfecto con los pardmetros clésicos, es
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decir, utilizando como parametro de forzado F' = 8 para generar la verdad, y
F = 10 para asimilar. Esto corresponde al Experimento 5.2.2. cuyos resultado
de estimacion de « con L96 se muestra en la Tabla 5.3.

En este experimento se variaron la cantidad de observaciones sintéticas (K),
la cantidad de miembros del ensamble (Ne), y el valor donde se inicializa el
algoritmo (ag). Se tomaron las siguientes variaciones, y cada una fue realizada
de manera independiente, dejando fijas las otras variables con los parametros
del experimento de referencia. Se varia la cantidad de observaciones en
K € {100, 500, 1000, 1500, 2000, 2500, 5000}, la cantidad de miembros del ensam-
ble en N, € {50,100, 500, 1000, 1500} y el valor donde se inicializa el algoritmo
en ag € {0.5,0.8,1.0,3.0,5.0}.

Se muestra en la Fig. 5.6 los resultados obtenidos. Se busca analizar si estas
variables influencian para marcar este “efecto de lomada” que se observa en el
experimento de referencia, y, por otro lado, mostrar como varfa la estimaciéon
final del factor de inflacién en funcién de estas variables.

Con respecto a la influencia de estas variables en el “efecto lomada” que
se observa en la log-verosimilitud, y consecuente efecto en el RMSE, se puede
observar que no se modifica con la variacién del factor inicial, ni con la cantidad
de observaciones, pero si que disminuye a medida que aumenta la cantidad de
miembros del ensamble.

Se muestra en la Figura 5.6.a que al modificar el valor de inicializacion del
algoritmo, las estimaciones del factor de inflacién « no dan variaciones aprecia-
bles (éstas son menores o del orden de 0.01), y no se observa algtin patréon que
indique que un valor inicial es mejor que otro, siempre en cuanto, el algoritmo
converja.

Con respecto al nimero de miembros del ensamble, Fig. 5.6.b, se muestra
que a medida que aumenta la cantidad de miembros del ensamble, la estimaciéon
del factor de inflacién es menor. Es decir, al aumentar la cantidad de muestras,
disminuye el valor del factor de inflacion (en el orden de 0.2), ya que este no
debe representar el error por muestreo, sin embargo, al estar asimilando con
modelo imperfecto, necesita seguir siendo mayor a 1. Este comportamiento es el
esperable, aunque se observa que aumenta el efecto lomada cuando disminuye el
nimero de miembros del ensamble (por lo que la subestimacion por el algoritmo
es aun mayor en este caso).

Por dltimo, en la Fig. 5.6.b se muestra el experimento que varia la cantidad
de observaciones sintéticas: para este caso en particular se grafica normalizada la
log-verosimilitud. Se muestra que los valores de log-verisimilitud que se estiman
son cercanos entre si, para las distintas cantidades de observaciones y no hay
alguna correlaciéon entre aumentar la cantidad de observaciones y que aumente
o disminuya la log-verosimilitud; sin embargo, si se observa en el RMSE y en
la estimacion de a que el caso de 100 observaciones es diferente a los demas,
mostrando que hay un nimero de observaciones minimas para el método, ya
que con 100 observaciones no se cuenta con suficiente informacion para que el
modelo pueda optimizar. Por otro lado, a partir de 500 observaciones hasta las
5000 testeadas, se muestra que las diferencias de estimaciones del factor son del
orden del 0.01, similar a cuando se modifica la estimacién inicial, y los valores

84



1.54
1.52 1 j
0.00055 008
1.50 1 [ a0:1.0
s = 2 0.00050 A
1.48 A = E ®:3.0
a0:5.0
1.46 1 0.00045 1 °
1.44 1
0 10 20 30
Iteration Iteration Iteration
(a) Variando la inicializacién del algoritmo
0.0007
4 ~15000 A
1.6 —— Ne:50
. o \ g 0.0006 7 —— Ne:100
1.5 = -200004 ||\ —— Ne:500
- 0.0005 § —— N.:1000
144 —— Ne:1500
—25000 0.0004
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Iteration Iteration Iteration
(b) Variando cantidad de miembros del ensamble
-12
1.55 1 0.006 1 |
14 ‘ — K100
1.50 1 :
¥ -16 g 00041 ] —— K500
S 1.45 = £ —— K:1000
—181 0.002 4 — k1500
1.401 204 - —— K:2000
1354 0,000 4 e—————— k2500
. T T T T T T T . LU R E— .
0 10 20 30 0 10 20 30 0 0 20 9000
Iteration Iteration Iteration

(¢) Variando la cantidad de observaciones sintéticas

Figura 5.6: Experimento 5.2.4: Variando los parametros del experimento de
Estimacion de a con EM utilizando el modelo 196 en un marco Imperfecto.
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de log-verosimilitud y RMSE son similares. Esto muestra que estas diferencias
estan dentro de las variaciones del mismo error de estimacién, pero no habria
algiin patron al aumentar la cantidad de observaciones.

Como conclusion, en este capitulo se extendié el método EM para la esti-
macion de los parametros denominados 8 y «, se implementaron estas modi-
ficaciones y se testearon el rendimiento en diferentes marcos de experimentos
imperfectos. Si se toma como referencia las estimaciones obtenidas con los mé-
todos Grid Search y Nelder-Mead, se mostrd que existe error en la estimacion
de estos parametros con este método. En el caso del factor multiplicativo de la
covarianza () se tiende a sobreestimar, y en el caso del factor de inflacion («) se
tiende a subestimar. Se mostr6 que esta subestimacion disminuye, comenzando
a estimar mejor el algoritmo, cuando disminuye el error de modelo y error de
muestreo a representar.

Se especula que el error de modelo sistemaético, representado en los experi-
mentos a través del error paramétrico, es el que produce un problema de conver-
gencia en el algoritmo de EM secuencial. El error de modelo sistematico no es
considerado por los analisis x* cuando solo se utiliza el filtro, por lo que existe
una subestimacion en cada ciclo del factor de inflaciéon por no haber correcciones
del factor debidas puramente a las observaciones. Por el contrario, cuando se
utiliza el algoritmo EM tradicional con uso de observaciones futuras a través del
suavizador permite corregir el error de modelo sistematico.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se caracterizo a través de pruebas de concepto la subestima-
cion de la covarianza del pronoéstico en el filtro de Kalman por ensambles. Esta
subestimacién conlleva a la divergencia del filtro. Se mostré que en estos casos
la divergencia ocurre al no lograr las matrices de covarianzas de error involucra-
das representar el error de modelo que se comete al realizar la asimilacién con
un modelo subrogado. Se mostré luego como la incorporacién de pardmetros de
la covarianza adecuados en el sistema de asimilacién pueden representar este
error de modelo, y asi lograr la no divergencia, y, como consecuencia, que la
asimilacion lograda sea un mejor estimador del estado real del sistema.

Se propuso utilizar y desarrollar técnicas de optimizaciéon que maximicen la
verosimilitud para encontrar esos parametros de la covarianza 6ptimos. Se tra-
bajo, por un lado, con los algoritmos Grid Search y Nelder-Mead que optimizan
una aproximacion de la log-verosimilitud, y, por otro lado, se desarroll6 e imple-
ment6 extensiones del algoritmo EM, las cuales optimizan la log-verosimilitud
completa por medio de una funcién intermedia.

El método Grid Search es en esencia un método de evaluacion de la medida
y permite obtener un estimador relativamente robusto. Ademés, al realizar eva-
luaciones de la medida, permite estudiar la geometria del problema y asi evaluar
si el valor 6ptimo es un punto 6ptimo global o no. Por otro lado, el algoritmo
Nelder-Mead es un método numeérico para minimizar una funcién objetivo en un
espacio multidimensional que no requiere del gradiente, y optimiza basado solo
en los valores de la funcion objetivo. Nelder-Mead es independiente de una malla
prefijada a diferencia de Grid Search, pero si es dependiente de un valor inicial
para realizar las iteraciones del algoritmo, y no es factible conocer si se esta
estimando un valor 6ptimo local o global, sin embargo, el método Nelder-Mead
es mas viable que el Grid Search para escalar la técnica a mas dimensiones.

Por otro lado, el algoritmo EM es un método iterativo que utiliza una funcion
intermedia, la cual aproxima de manera local la funcién objetivo a optimizar.
De esta manera permite optimizar iterativamente la funcion log-verosimilitud
explicita sin necesidad de realizar aproximaciones de ella. Se trabajo en la exten-
sion de este método para los parametros de la covarianza, ya que fue probado
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en contextos de asimilacion, y ademas, tiene la posibilidad de ser escalable a
dimensiones altas de parametros, por ejemplo, se podria estimar los parametros
de la covarianza a la vez que se estima valores de las matrices de error de modelo
y/o de observacion.

Como resultado de este trabajo se logréo mostrar que es posible estimar pa-
rametros 6ptimos para las matrices de covariaza a partir de un conjunto de
observaciones distribuidas en el tiempo. Esto cobra relevancia al contrastar con
la bibliografia, ya que se encuentran trabajos como el de Miyoshi (2011) [9], en
el que se realizaron estimaciones del factor de inflacién, pero de manera online,
es decir, se realiza una estimacién para cada tiempo.

En este trabajo se mostré que en casos de estudio de pocas dimensiones,
la optimizacion de log-verosimilitud aproximada, por medio de los algoritmos
Grid Search y Nelder-Mead, da buenos estimadores para los parametros de la
covarianza. No obstante también se deja evidencia de que, cuando hay presencia
de error de modelo, el valor de la estimaciéon de los parametros de la covarianza,
y la incerteza en la estimacion de los mismos, depende de la muestra (miembros
del ensamble) y del error de las observaciones.

Por otro lado, como resultado, también en casos de estudio de pocas dimen-
siones, se obtuvo que la extension del algoritmo EM desarrollada e implementada
para estimar los parametros de la covarianza no logran buenas estimaciones de
dichos parametros en contextos de modelo imperfecto con error sisteméatico. Se
tiende a sobreestimar el factor multiplicativo de la covarianza, y subestimar el
factor de inflacion. Se obtuvo también que a medida que disminuye ese error de
modelo paramétrico, el algoritmo si logra converger a valores 6ptimos.

Con respecto al parametro multiplicativo «, como hipétesis de que la técnica
no estime los valores 6éptimos puede pensarse que, utilizando el EM secuencial
no fue factible incluir al smoother en la deduccion del estimador, el smoother
permite corregir las estimaciones basados en observaciones futuras lo cual acota
el efecto del error sistematico del modelo. Es decir que el estimador deducido
por medio del EM secuencial no incluye en si la informacién de las observaciones
futuras, por ende, esto implica que si se esté alejando de la realidad el estimador
no pueda captar esta divergencia. Una idea para deducir un estimador que in-
cluya las observaciones futuras es utilizar un esquema del estado anterior. Como
trabajo a futuro por ende puede trabajarse en que el estimador del parametro
multiplicativo incluya las observaciones.

Por dltimo, también como trabajo a futuro, se deja el trabajar con modelos
realistas de mayor dimensionalidad y con observaciones reales para validar o
evaluar las técnicas desarrolladas, ya que esta tesina utiliz6 los modelos Lorenz
63 y Lorenz 96, que son modelos de pocas variables que se utilizan solo para el
ambito de estudio.
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Capitulo 7

Anexo

7.1. Glosario

Se deja a continuacién un breve resmen de los términos més usados en el sis-
tema de asimilacion con Filtro de Kalman por ensamble (EnKF), junto con una
grafica para facilitar su comprension. Las ecuaciones y explicaciones detalladas
se encuentra en la seccion (2.2.6).

En la Fig. (7.1) se representa un ciclo de asimilacion, el que corresponde
entre el tiempo ¢t — 1 y t. Se observa como el conjunto de analisis en el tiempo
t—1 evoluciona al tiempo ¢ por medio de la funcién f, que representa un modelo
matematico de prediccion, o prondstico, y g, que representa una realizacién del
error aditivo del modelo, es decir, de una realizacion de una A(0, Q;).

Itemizamos a continuaciéon los términos més usados del sistema de asimila-
cién en esta tesis, y la notacion utilizada en cada caso.

= Analisis, ensamble de anélisis: un ensamle de analisis es un conjunto de
analisis. El analisis es el producto resultando de la asimilacion de datos.
Cada analisis es la combinacion estadistica de un prondstico y una obser-
vacion, donde cada fuente de informacion tiene su error.

Notacion: xi ; = es la particula j del ensamble de anélisis en el tiempo k.

» Covarianza del ensamble de analisis (o covarianza del analisis), error del
analisis: es la covarianza que se calcula a partir de los miembros del en-
samble de anélisis. Se utiliza el término error de anélisis para hablar de la
variabilidad de este conjunto, para un tiempo dado.

Notacion: P§ es la covarianza del ensamble de analisis en el tiempo & (o
covarianza del anélisis).

= Observacion, operador de observacion, covarianza de error de observacion,
error de observacion: Las observaciones en el tiempo t, yi, estan relacio-
nadas con las variables ocultas por medio del operador de observacion H,
tal que yr = H(xg) + €k.
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Forecast step Analysis step

X7 = f(x%) + qQn »— B¢
_ : 2
g 4 . ."
€
g 5 L]
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Figura 7.1: Representacion de un ciclo de asimilacion del filro de Kalman por
Ensambles. Se representacon azul los ensambles de anélisis, donde cada punto
representa un analisis, con naranja el ensamble de pronéstico, y con verde una
obseracion.

€ es un error aditivo aleatorio de observaciones, que se asume gaus-
siano, con media cero, y matriz de error de covarianza Ry, es decir,
Y ~ N(H(xk),Ri). Se utiliza el término error de observaciéon para ha-
blar de la matriz de covarianza del error de observacién. En esta tesis se
utiliz6 la matriz R fija, independiente del tiempo k.

Notacion: yj observacion en el tiempo k, H operador de observacion, R
covarianza de error de observacion.

= Pronoéstico, ensamble de prondstico, error de modelo, error aditivo del
modelo: el ensamble de pronéstico en el tiempo ¢ se genera a partir de
evolucionar cada uno de los miembros del ensamble de anélisis en el tiempo
t —1 con un modelo matematico de prediccion, fr_1 x, y anadirle un error

: )

aleatorio tal que xj ; = fr—1. (X%A,j) + N -
Mk,; es un error aditivo aleatorio del modelo, que se asume gaussiano
con media cero y matriz de error de covarianza Qg, es decir, X ~
N (fr—1,k(xk=1), Qx). En esta tesis se utilizo la matriz Q fija, indepen-
diente del tiempo k. También se la llama a esta matriz error aditivo del
modelo.

Notacion: xi ;es la particula j del ensamble de pronéstico en el tiempo k,
fr—1,1 es el modelo matematico de prediccion del tiempo k£ — 1 al tiempo
k, Q matriz de error de modelo.

» Covarianza del ensamble de pronostico (o covarianza del pronostico): es
la covarianza que se calcula a partir de los miembros del ensamble del
pronostico.
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7.2.

Notacion: PJ,: es la covarianza del ensamble de prondstico en el tiempo k
(o covarianza del pronostico).

Factor de inflacién aditivo: es el paramero multiplicativo de la covarianza
de error de modelo. Es decir, multiplica a la matriz de covarianza Q.

Notacion: 3 es el factor de inflacion aditivo, quedando la nueva matriz de
covarianza de error de modelo 5Q.

Factor de inflacién multiplicativo: es el pardmero multiplicativo de la co-
varianza del pronostico. Es decir, multiplica a la matriz de covarianza P£ ,
en cada tiempo k. Se aplica actualizando los miembros del ensamble (eq.
(2.25), sec. (2.2.8)).

Notacion: a es el factor de inflacion multiplicativo, quedando la nueva
matriz de covarianza del ensamble del pronostico aPi.

Error de pronéstico: el error de pronéstico involucrado en el ciclo de asi-
milacién k proviene de dos fuentes: la matriz aditiva de error de modelo
Q, v la matriz de covarianza del ensamble del pronéstico Py.

Notacion: aPy + SQ es la matriz de covarianza de la prediccion efectiva
después de estas modificaciones con ambos factores de inflacion.

Error sistemético: en general en estadistica se utiliza este término para
referirse a aquel error que se produce de igual modo en todas las medicio-
nes que se realizan de una magnitud. En esta tesis se utilizo para referirse
al error generado por asimilar con un modelo diferente al utilizado pa-
ra representar la realidad. Los experimentos denominados experimentos
imperfectos tienen presencia de error sistemaético.

Resumen de experimentos

Se deja a continuaciéon un resumen de los experimentos realizados en cada
capitulo, con sus objetivos, tipo de experimentos, modelo utilizado, y parametros
seteados tanto en la generaciéon de las observaciones sintéticas, como en el poceso
de asimilaciéon, y parametros utilizados.

Experimento Objetivo experimento | Modelo

Parametros en el proceso Parémetros en el
Tipo de de generacion proceso de generacion
de obs. sintéticas delfiltro

Q R K a Q Ne

3.1
3.2

Modelo L63
Perfecto L96 0 15 1000 1 0 100

3.3

3.4

del factor de L63 0 15 1000 1 0 100 1
inflacién Modelo

3.5

a
1
1
Validar relevancia 1
7i
1

Imperfecto

3.6

L96 0 15 1000 1 L] 100 167

Figura 7.2: Experimentos capitulo 3
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Parametros en el proceso Parametros en el
Tipo de Parametro de generacion proceso de generacién
Experimento | experimento Objetivo Modelo a estimar de obs. sintéticas del filtro
Q R K a Q Ne a
Bt = Qf 05 B = Qf
Validacion de B=13 1 B=[1:0.01:2]
4.1.1 Modelo la técnica B Qf=0.011 15 1000 1 Qf=0.011 1000 1
Perfecto L96 50
Influencia del 100
4.1.2 tamario muestral a 0 15 1000 0 0 1000 (a=[1:0.01:2]
05
1
4.21-a L63 a 0 15 1000 1 0 100 |a=[1:001:2]
05
1
42.1b Modelo [ Estimacién de a 0 1.5 | 1000 1 0 100 |a=[1:001:2]
Imperfecto paréametro 05
L96 B " Qf
1 B=01:001:2]
4.22 B 0 15 1000 1 Qf=1 1000 1
0s B ol
1 B=[1:0.01:2]
4.2.3 (a,B) 0 15 1000 1 Qf = 100 |a=[1:0.01:2]
Figura 7.3: Experimentos capitulo 4
Parametros en el proceso Parametros en el
de generacion proceso de generacion
Parametro Tipo de de obs. sintéticas del filtro
Experimento| a estimar | Modelo| experimento Objetivo
Q R K a Q Ne a
pt * Qf 05 B = af
5.1.0 Modelo Validacion de B=13 1 p=[1:001:2]
Perfecto la técnica Qf=0011| 15 | 1000 | 1 Qf =0.01 1000 1
B L96 05
B * af
51.2 Modelo Estimacion del 1 p=[1:001:2]
Imperfecto parémetro 0 15 1000 1 Qf=1 1000 1
5.2.1 »
L63 Modelo Estimacion del 0 05 1000 1 0 100 |a=[1:001:2]
a Imperfecto parametro
522
L96 0 0.5 1000 1 0 100 |a=[1:001:2]
Figura 7.4: Experimentos capitulo 5 - Parte I
Parametros en el Parametros en el
Parametroj Tipo de proceso de generacion proceso de

Experimento | a estimar| Modelo |experimento Objetivo de obs. sintéticas generacion del filtro
Q|R| K a| F| Q| Ne a F
8

Estimacion

3.1
en diferentes 85
Modelo | grados de error é
52.3 a L96 Imperfecto | paramétrico 0 |0.5(1000( 1 8§10 |100|a=[1:0.01:2]| 10

Figura 7.5: Experimentos capitulo 5 - Parte II
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Parametros en el Parametros en el
Parametrol Tipo de proceso de generacion| proceso de
Experimento | a estimar | Modelo |experimento) Objetivo de obs. sintéticas generacion del filtro
Q|R| K| a]|F Ne a F | ab
0.8
1
3
0 |05(1000[ 1 | 8 1p0 |@=[1:001:2]| 10 | 5
100
Resultados
Modelo variando 500
52.4 a L96 Imperfecto | los parametros del 1000
experimentos 0 |0.5(1000] 1 8 1500|a=[1:001:2] 10 | 1
100
500
1000
1500
2500
0 |0.5|5000| 1 8 100|a=[1:001:2]| 10 | 1

Figura 7.6: Experimentos capitulo 5 - Parte III

93




Capitulo 8

Bibliografia

1

2]

13l

[4]

5]

16]

7]

18]

19]

E. Kalnay, Atmospheric modeling, data assimilation and predictability.
Cambridge university press, 2003.

F. Bouttier and P. Courtier, “Data assimilation concepts and methods
march 1999,” Meteorological training course lecture series. ECMWF, p. 59,
2002.

A. C. Lorenc, “Modelling of error covariances by 4d-var data assimilation,”
Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society: A journal of the
atmospheric sciences, applied meteorology and physical oceanography, vol.
129, no. 595, pp. 3167-3182, 2003.

R. E. Kalman, “A new approach to linear filtering and prediction problems,”
1960.

G. Evensen, “Sequential data assimilation with a nonlinear quasi-
geostrophic model using monte carlo methods to forecast error statistics,”
Journal of Geophysical Research: Oceans, vol. 99, no. C5, pp. 10 143-10 162,
1994.

M. Katzfuss, J. R. Stroud, and C. K. Wikle, “Understanding the ensemble
kalman filter,” The American Statistician, vol. 70, no. 4, pp. 350-357, 2016.

J. L. Anderson, “Localization and sampling error correction in ensemble
kalman filter data assimilation,” Monthly Weather Review, vol. 140, no. 7,
pp- 2359-2371, 2012.

T. M. Hamill, J. S. Whitaker, and C. Snyder, “Distance-dependent filtering
of background error covariance estimates in an ensemble kalman filter,”
Monthly Weather Review, vol. 129, no. 11, pp. 2776-2790, 2001.

T. Miyoshi, “The gaussian approach to adaptive covariance inflation and its
implementation with the local ensemble transform kalman filter,” Monthly
Weather Review, vol. 139, no. 5, pp. 1519-1535, 2011.

94



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

G. Desroziers, L. Berre, B. Chapnik, and P. Poli, “Diagnosis of observation,
background and analysis-error statistics in observation space,” Quarterly
Journal of the Royal Meteorological Society: A journal of the atmospheric
sciences, applied meteorology and physical oceanography, vol. 131, no. 613,
pp. 3385-3396, 2005.

T. M. Hamill and C. Snyder, “A hybrid ensemble kalman filter—3d variatio-
nal analysis scheme,” Monthly Weather Review, vol. 128, no. 8, pp. 2905—
2919, 2000.

A. M. Clayton, A. C. Lorenc, and D. M. Barker, “Operational implemen-
tation of a hybrid ensemble/4d-var global data assimilation system at the
met office,” Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, vol. 139,
no. 675, pp. 1445-1461, 2013.

A. C. Lorenc, N. E. Bowler, A. M. Clayton, S. R. Pring, and D. Fair-
bairn, “Comparison of hybrid-4denvar and hybrid-4dvar data assimilation
methods for global nwp,” Monthly Weather Review, vol. 143, no. 1, pp.
212-229, 2015.

M. Bonavita, E. Holm, L. Isaksen, and M. Fisher, “The evolution of the
ecmwf hybrid data assimilation system,” Quarterly Journal of the Royal
Meteorological Society, vol. 142, no. 694, pp. 287-303, 2016.

D. T. Kleist and K. Ide, “An osse-based evaluation of hybrid variational-
ensemble data assimilation for the ncep gfs. part ii: 4denvar and hybrid
variants,” Monthly Weather Review, vol. 143, no. 2, pp. 452-470, 2015.

M. Pulido, P. Tandeo, M. Bocquet, A. Carrassi, and M. Lucini, “Stochastic
parameterization identification using ensemble kalman filtering combined
with expectation-maximization and newton-raphson maximum likelihood
methods,” arXiv preprint arXiv:1709.07328, 2017.

P. Tandeo, M. Pulido, and F. Lott, “Offline parameter estimation using
enkf and maximum likelihood error covariance estimates: Application to a
subgrid-scale orography parametrization,” Quarterly Journal of the Royal
Meteorological Society, vol. 141, no. 687, pp. 383-395, 2015.

D. Dreano, P. Tandeo, M. Pulido, B. Ait-El-Fquih, T. Chonavel, and I. Ho-
teit, “Estimating model-error covariances in nonlinear state-space models
using kalman smoothing and the expectation—maximization algorithm,”
Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, vol. 143, no. 705,
pp. 1877-1885, 2017.

O. Cappé, E. Moulines, and T. Rydén, “Inference in hidden markov models,”
in Proceedings of EUSFLAT conference, 2009, pp. 14-16.

D. Simon, Optimal state estimation: Kalman, H infinity, and nonlinear
approaches. John Wiley & Sons, 2006.

95



[21]

[22]

23]
[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]
[34]

[35]

R. Todling, “Estimation theory and foundations of atmospheric data assi-
milation,” DAO Office Note, vol. 1, p. 1999, 1999.

G. Burgers, P. Jan van Leeuwen, and G. Evensen, “Analysis scheme in
the ensemble kalman filter,” Monthly weather review, vol. 126, no. 6, pp.
1719-1724, 1998.

G. Evensen, “The ensemble kalman filter: Theoretical formulation and prac-
tical implementation,” Ocean dynamics, vol. 53, no. 4, pp. 343-367, 2003.

A. Doucet, N. De Freitas, N. J. Gordon et al., Sequential Monte Carlo
methods in practice. Springer, 2001, vol. 1, no. 2.

P. Del Moral, A. Doucet, and A. Jasra, “Sequential monte carlo samplers,”
Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical Methodology),
vol. 68, no. 3, pp. 411-436, 2006.

P. Raanes, “Introduction to data assimilation and the ensemble kalman
filter,” 2016.

J. S. Whitaker and T. M. Hamill, “Ensemble data assimilation without per-
turbed observations,” Monthly Weather Review, vol. 130, no. 7, pp. 1913—
1924, 2002.

E. Cosme, J. Verron, P. Brasseur, J. Blum, and D. Auroux, “Smoothing pro-
blems in a bayesian framework and their linear gaussian solutions,” Monthly
Weather Review, vol. 140, no. 2, pp. 683-695, 2012.

T. J. Sullivan, Introduction to uncertainty quantification. Springer, 2015,
vol. 63.

A. Carrassi, M. Bocquet, A. Hannart, and M. Ghil, “Estimating model
evidence using data assimilation,” Quarterly Journal of the Royal Meteo-
rological Society, vol. 143, no. 703, pp. 866-880, 2017.

J. A. Nelder and R. Mead, “A simplex method for function minimization,”
The computer journal, vol. 7, no. 4, pp. 308-313, 1965.

R. H. Shumway and D. S. Stoffer, “An approach to time series smoothing
and forecasting using the em algorithm,” Journal of time series analysis,
vol. 3, no. 4, pp. 253-264, 1982.

E. N. Lorenz, “Deterministic nonperiodic flow,” Journal of the atmospheric
sciences, vol. 20, no. 2, pp. 130-141, 1963.

——, “Predictability: A problem partly solved,” in Proc. Seminar on pre-
dictability, vol. 1, no. 1, 1996.

M. Pulido and O. A. Rosso, “Model selection: using information measures
from ordinal symbolic analysis to select model subgrid-scale parameteri-
zations,” Journal of Atmospheric Sciences, vol. 74, no. 10, pp. 3253-3269,
2017.

96



	LICENCIA
	Tesis_Maestria_Estegania-Nievas-Lio_Estimacion_parametros_covarianza_pronostico_usando_maxima_verosimilitud

