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Problemas de Equilibrio de Nash Generalizado con
Inconsciencia en las Restricciones

Vegetti Sara

Resumen

La Teoria de Juegos es una disciplina de la que escuchamos hablar cada vez
més en distintas areas. Esto se debe a que modela situaciones interactivas (llama-
das juegos) entre dos o mas participantes (llamados jugadores) que deben tomar
una decision que afectard a los involucrados. El presente trabajo tiene como ob-
jetivo estudiar dos conceptos recientes de este area de estudio, el de Equilibrio de
Nash Generalizado y el de inconsciencia en juegos estaticos. El primer concepto
modela las situaciones en las que el conjunto del que cada jugador puede elegir
sus estrategias depende de las elecciones de los demas. El segundo hace referencia
a modelos que reflejan la situaciéon en la cual los jugadores no tienen un cono-
cimiento acabado del juego donde participan, dando lugar a juegos subjetivos.
El principal objetivo de este trabajo es proponer nociones de equilibrio para esta
tltima situaciéon mencionada, asi como métodos numéricos para resolver la misma.
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Problemas de Equilibrio de Nash Generalizado con
Inconsciencia en las Restricciones

Vegetti Sara

Abstract

Game Theory is a discipline that we hear more and more about in different
areas. It models interactive situations (called games) between two or more agents
(called players) who has to make a decision that will affect those involved. This
survey aims to study two recent concepts in this discipline, Generalized Nash
Equilibrium and unawareness in static games. Generalized Nash Equilibrium pro-
blems models situations in which each player’s strategy space depends on the other
agents’ choices. While unawareness refers to models that represent the situation in
which players don’t have full knowledge of the game, leading to the emergence of
subjective games. The main goal of this paper is to propose notions of equilibrium
in games with unawareness, as well as numerical methods to solve them.
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Capitulo 1

Introduccion

En cada momento, quizés sin darnos cuenta, estamos involucrados en situacio-
nes que nos hacen interactuar con los deméas y en estas ocasiones estamos forzados
a tomar decisiones que los involucran. Por ejemplo, cuando se conduce un coche
en una calle urbana transitada; cuando se puja en una subasta; cuando un pro-
ductor decide el precio al que vendera sus productos o la cantidad que producira;
cuando una empresa y un sindicato deben decidir los salarios del ano préoximo de
los empleados; etc.

En estas situaciones necesitamos poder decidir racionalmente, buscando la me-
jor opcién que se adectie o mejor satisfaga nuestros intereses personales, lo que mas
adelante llamaremos “optimizar nuestra utilidad”. Sin embargo, no nos encontra-
mos solos en estas situaciones, sino que estamos constantemente en relaciéon con
otros entes (empresas competidoras por ejemplo) o personas, que también tienen
como objetivo hallar la mejor solucién que satisfaga sus propios intereses y cuyas
decisiones pueden afectar nuestro resultado, asi como las nuestras pueden afec-
tar el de ellos. Por esto es que para encontrar una solucién a estos problemas de
decision, necesitamos de algin criterio que nos indique cual es la opciéon 6ptima,
teniendo en cuenta todos los factores involucrados.

Para definir dicho criterio primero se requiere poder modelar la situacion de
manera sistematica, para poder generar algin algoritmo que nos facilite la toma
de decisiones. Es por esto que nace la Teoria de Juegos, teoria matematica que se
encarga de modelar este tipo de situaciones llamadas de “interdependencia estra-
tégica” (cuando las acciones de un jugador influyen tanto en los resultados propios
como en los de los demas agentes con los que esté interactuando).

La ventaja que tiene la teoria de juegos es que toma prestada su terminologia
de los juegos de saléon (como por ejemplo el ajedrez), puesto que a la situacion
interactiva la llama juego, los agentes involucrados son llamados jugadores, las
posibles decisiones que pueden tomar los participantes se conocen como estrategias.
Incluso una colecciéon de situaciones interactivas es llamada juego de salon.

Una vez que tenemos el modelo, debemos poder resolverlo, entonces nos pre-
guntamos, jcual es la mejor solucién cuando se tienen tantos factores a considerar?
Aqui es donde el famoso ganador del premio Nobel de Economia de 1994, John
F. Nash, hace su apariciéon, brindandonos uno de los conceptos de solucién de la
Teoria de Juegos mas importantes, el llamado Fquilibrio de Nash. Este equilibrio



es un perfil de estrategias (concepto que definiremos en el proximo capitulo), en el
cual todos los jugadores obtienen la maxima utilidad que pueden obtener, tal que
si alguno decide cambiar su estrategia unilateralmente, su utilidad disminuiré.

Este concepto es perfecto para brindar una solucién a situaciones en las cuales
las estrategias de cada jugador no dependen de las estrategias de los demés, como
por ejemplo en el famoso Dilema del Prisionero, donde dos prisioneros son inte-
rrogados y cada uno tiene que decidir si confesarse culpable del delito, permanecer
en silencio o delatar a su companero. En ese caso cada jugador tiene un conjunto
de opciones que no depende del conjunto de opciones del otro. Sin embargo, en la
vida real existen situaciones en las cuales las opciones de una persona dependen
de las opciones de otra, como por ejemplo cuando estamos transitando por una
calle urbana donde nuestras posibles elecciones de movimiento dependen de los
movimientos de los deméas para evitar choques. Para este ultimo tipo de situa-
ciones, Gerard Debreu introduce el concepto de Equilibrio de Nash Generalizado,
que es una generalizacion del concepto anteriormente mencionado, para juegos en
los cuales el espacio de estrategias de un jugador (concepto que definiremos en el
capitulo siguiente), depende de las estrategias de los demas.

Los conceptos de soluciéon mencionados hasta el momento nos permiten hallar
soluciones de juegos con informacion completa, donde se conocen todos los juga-
dores, los conjuntos de estrategias y las utilidades que cada resultado le brinda a
cada uno. Ademas se asume que todos los individuos participantes del juego cono-
cen todos estos datos. Pero en la vida real las situaciones interactivas no son tan
perfectas. Por ejemplo, cuando estamos manejando, conocemos a los otros autos
que vemos a nuestro alrededor, notamos las direcciones en las que les es factible
moverse y sabemos que existen movimientos por los que pueden optar que los
llevaran a producir o evitar un accidente; sin embargo no sabemos qué esta ocu-
rriendo dentro de los otros vehiculos (lo que puede generar otras estrategias para
los demés que nosotros desconocemos), o si estamos decidiendo qué rumbo tomar
en una esquina y algin auto ha conducido en sentido contrario encontrandonos
por sorpresa cuando decidamos avanzar (lo que puede generar que el conjunto de
jugadores sea méas amplio de lo que pensabamos), entre otros. Aqui es donde se
introduce un nuevo concepto que acerca los modelos a la realidad, la inconsciencia,
que supone la ignorancia sobre alguno (o todos) los elementos que constituyen el
juego.

Esto tltimo nos motiva a estudiar ciertos modelos y conceptos de solucién para
juegos con inconsciencia que se han desarrollado recientemente. Poniendo el foco
en juegos estaticos (concepto que desarrollaremos mas adelante), en este trabajo
estudiaremos los Problemas de Equilibrio de Nash Generalizado para juegos con
inconsciencia en las restricciones y resultados para probar la existencia de dichos
equilibrios.

Este trabajo estara estructurado de la siguiente manera: en el capitulo 2 es-
tudiaremos todos los conceptos tedricos basicos para el desarrollo, modelado y
resolucion de juegos. De esta manera introduciremos brevemente la teoria de deci-
sion, luego definiremos los juegos estratégicos junto con la definicién de equilibrio
de Nash para los mismos y continuaremos con la introduccion de los problemas de



equilibrio de Nash generalizado. Cuando modelamos situaciones de la vida real y
definimos conceptos de soluciéon para las mismas, la intencién detras de esto es in-
tentar resolver la situacion en la realidad también; para esto no siempre se pueden
tomar los problemas como son planteados en la teoria, sino que debemos realizar
una pequena reformulacién para poder llevarlos a un formato que algoritmos ya
desarrollados comprendan. Por esto es que en este capitulo presentaremos también
una reformulacion para poder asegurar la existencia de la soluciéon buscada.

En el capitulo 3 desarrollaremos la teoria de juegos con inconsciencia, junto
con ejemplos propiamente desarrollados para la mejor comprension de estos nue-
vos conceptos. En el capitulo 4 presentaremos métodos numéricos para resolver
este tipo de problemas. Aqui, haremos un breve repaso de la teoria basica de Opti-
mizacion; brindaremos una generalizacion de las condiciones KKT (concepto que
desarrollaremos en ese capitulo) a la Teoria de Juegos y finalizaremos con una
aplicacion de todo lo desarrollado en el trabajo.

En el capitulo 5 se podran encontrar las conclusiones de este trabajo y luego
un apéndice donde podran consultarse los codigos utilizados para la resolucion de
los problemas presentados en el capitulo de métodos numeéricos.

Antes de internarnos en el trabajo en si queremos presentar un breve repaso
histérico a modo informativo. Intentaremos aqui resumir un poco el desarrollo de
la Teorfa de Juegos actual, desde sus origenes oficiales hasta el descubrimiento de
su concepto mas importante, el equilibrio de Nash.

1.1. Algo de Historia

Cuando las matemaéticas son aplicadas en otras ciencias, es importante que
las situaciones de la vida real se modelicen a través de objetos matemaéticos cuyo
estudio teodrico facilite la resolucion del problema. En este sentido, la teoria de
juegos nace para modelar situaciones interactivas entre dos o méas entes o personas,
pues estudia la interdependencia estratégica. Este tiltimo hecho mencionado sucede
cuando los distintos agentes de un juego interactian entre ellos y las acciones de
uno influyen, ademés de en su propio resultado, en los resultados que los demaés
agentes involucrados obtienen. En este sentido, se puede ver como la necesidad
préactica del ser humano ha sido la causa necesaria para el surgimiento y posterior
desarrollo de la teoria de juegos.

Desde sus origenes, la teoria de juegos ha consistido en la modelizacion y el
analisis de situaciones de conflicto y cooperaciéon entre agentes racionales e inteli-
gentes, reduciendo la toma de decisiones a un comportamiento puramente racional
basado en cuéles serian las estrategias mas beneficiosas o menos perjudiciales para
afrontar la interaccion. Robert J. Aumann, un matematico israeli, galardonado
con el premio Nobel de Economia en 2005 por su trabajo en el analisis de la teoria
de juego, en una entrevista con Sergiu Hart{l] dijo que “la teoria de juegos es la
toma de decisiones 6ptima en presencia de otros con diferentes objetivos”.

!Center for the Study of Rationality, Department of Economics, and Department of Mathe-
matics, The Hebrew University of Jerusalem, Feldman Building, Givat Ram Campus, 91904
Jerusalem, Israel.



Desde el comienzo, la teoria de juegos se concibié como una herramienta que
permite alcanzar una mejor comprension del comportamiento existente en los feno-
menos sociales. Esta utilidad practica ha hecho que no sélo se desarrolle su estudio
puramente tedrico, sino que se ha vuelto esencial su aplicaciéon en casi todos los
ambitos de las ciencias sociales en lo relativo a la toma de decisiones.

Se considera que la teoria de juegos tal y como la conocemos en la actualidad
comienza con la publicacién de la obra Theory of Games and Economic Behavoir
[1] escrita por John Von Neumann y Oskar Morgenstern en 1944. Sin embargo, tal
como menciona [2], existen trabajos importantes que, sin ser parte de la teoria de
juegos, si pueden considerarse precursores de ella. En [2] se puede encontrar un
breve e interesante repaso por dichos trabajos.

Uno de los primeros aportes fue el de Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, en
un articulo de 1913 que establecia dos teoremas sobre el juego de ajedrez. Si bien
este juego se utiliza como ejemplo, también permite analizar cualquier juego con
dos jugadores sin movimientos de oportunidad y con intereses completamente en-
frentados (lo que hoy se conoce como juego no cooperativo de suma cero). Este
articulo fue complementado por dos trabajos realizados por dos mateméticos hin-
garos, Dénes Konig en [3] y Laszlo Kalmar que entre 1928 y 1929 public6 una
generalizacion de los modelos de los anteriores.

En esa misma década, entre 1921 y 1927, Félix E. J. E. Borel realizé una se-
rie de cinco articulos en los que establece los fundamentos de la teoria de juegos
psicologicos. En ellos estudia los juegos estratégicos dando la primera formula-
cion matematica moderna de una estrategia mixta y estudiando la bisqueda de
la solucion minimax para juegos simétricos para dos jugadores con intereses com-
pletamente opuestos, demostrandolo para jugadores con tres y cinco estrategias.
Ademas introduce la idea de estrategia pura.

En 1928 Von Newmann en [4] dio una demostracion del teorema minimax para
estos juegos independientemente del nimero de estrategias (que ha de ser una
cantidad finita) y asumiendo que los intereses son completamente opuestos. En
dicho trabajo aparece la definicion formal de estrategia utilizada actualmente y se
introduce la forma extensiva de un juego como un arbol légico enraizado.

Posteriormente se sucedieron una serie de trabajos en los cuales se demuestra,
desde distintas perspectivas, el teorema anteriormente mencionado. Llegando asi a
lo que se acepta como la obra clave y referencia basica de la teoria de juegos, el libro
Theory of Games and Economic Behavoir [1I] de Von Newmann y Morgenstern.
Esta obra fue el primer tratamiento riguroso y exhaustivo de los conceptos de
juego, estrategia y resolucion del mismo, asi como sobre la forma de representar
las preferencias de los jugadores. Todo desde una perspectiva puramente econémica
y con el objetivo de modelizar el comportamiento social en este area mediante la
teoria de juegos.

La obra de Von Newmann y Morgenstern caus6 tal impacto entre los matema-
ticos y economistas de su época que conllevd a que la teoria de juegos comenzase
a considerarse como una disciplina cientifica. En la década de 1950 junto con el
comienzo de la de 1960, empiezan a desarrollarse numerosos articulos tedricos so-
bre ella y sus aplicaciones a distintos problemas. Precisamente es en la década de



1950 en la que se da un hecho clave de la teoria de juegos y que sustenta toda la
investigacion posterior sobre los juegos no cooperativos, la presentacion de la tesis
doctoral del matemaético estadounidense John F. Nash Jr.

En este trabajo titulado Non-cooperative games [5] se establecen las bases ge-
nerales de este tipo de juegos, se introduce el concepto de punto de equilibrio, o
equilibrio de Nash como se conoce actualmente, y se prueba su existencia. Tras
introducir este concepto, Nash junto con John Patterson Mayberry y Martin Shu-
bic, publicaron un articulo en 1953 en el que demostraron que el equilibro de Nash
generalizaba el equilibrio clasico en un duopolio de Cournot.

Desde finales de la década de 1950 y durante toda la década de 1960 el desa-
rrollo de la teoria de juegos fue emparejado con aplicaciones de estos a distintos
campos de conocimientos y a la resolucion de problemas que surgen en el campo
real. Sin embargo, el reconocimiento mundial y publico de la gran relevancia de la
teoria de juegos no llego hasta 1994, fecha en que J. C. Harsanyi, R. J. R. Selten
y J. F. Nash se hicieron acreedores del premio Nobel de Economia.



Capitulo 2

Teoria de Juegos

La teoria de juegos es la teoria matematica que modela situaciones de decision
interactivas, es decir, con dos o mas agentes participantes. Estas situaciones se
caracterizan por contar con un conjunto de agentes que deben tomar una decision
sobre un conjunto de posibles acciones; un conjunto de resultados que serén funcion
de las decisiones tomadas por todos los participantes; y donde cada agente tiene
sus propias preferencias sobre los posibles resultados.

Esta tiene su base en la teoria de decision, que es la teorfa matematica que
modela situaciones de decisiéon unipersonales, es decir, aquellas en las que una
Unica persona debe tomar una decision. Esta teoria analiza como la persona elige
la accion que la conduce al mejor resultado posible, dadas sus preferencias.

La teoria de juegos clasica, que es la que se pretende introducir aqui, es una
teoria normativa ideal en el sentido que determina, para cada juego particular,
cuan racionales deben ser los jugadores. Entendiendo por jugador racional a aquel
que sabe lo que quiere, tiene el tnico objetivo de obtener lo que quiere y es capaz
de identificar las mejores estrategias que lo lleven a cumplirlo.

Las situaciones interactivas que estudiaremos principalmente en este trabajo
son los denominados juegos estratégicos, presentados en [6]. Estos modelan situa-
ciones interactivas entre miltiples participantes, considerandolos racionales, y son
considerados juegos estaticos pues se asume que cada participante debe tomar su
decision de forma simultédnea e independiente de los demas. Los juegos estratégicos
son modelos no cooperativos, es decir que asumen que todas las posibilidades de
cooperacion han sido incluidas como movimientos formales en el juego (como por
ejemplo en las funciones de utilidad y en los conjuntos factibles de estrategias de
cada jugador), por lo que sélo lidia con estrategias y funciones de utilidad. Por
esto asumiremos la no interaccién entre los jugadores al momento de escoger una
estrategia, pero contemplando la posibilidad de que, previo al comienzo del juego,
los participantes se comuniquen entre ellos estableciendo acuerdos no vinculan-
tes. Estos acuerdos pueden incluir, por ejemplo, el establecimiento de las reglas
del juego, de los conjuntos de estrategias, etc., pero no pueden hacerse acuerdos
que condicionen la eleccion de la estrategia a ningtun jugador. En este trabajo no
abordaremos temas como la generosidad, la solidaridad, las afinidades personales,
etc., que son elementos a considerar en los llamados juegos cooperativos.

El concepto de solucion para juegos estratégicos mas importante es el equilibrio



de Nash, introducido por John F. Nash en 1951, el cual es simplemente un perfil
de estrategias desde el cual ningtin agente se beneficia cambiando unilateralmente
su estrategia.

En la primera mitad de este capitulo desarrollaremos los conceptos mencio-
nados arriba. Mientras que en la segunda mitad estudiaremos los problemas de
equilibrio de Nash generalizado (GNEP por sus siglas en inglés), un concepto
introducido por Gerard Debreu en [7] y que en las ultimas décadas ha ganado im-
portancia para gran cantidad de aplicaciones préacticas, por ejemplo en economia,
ciencias de la computacion, ingenierias, etc.

Las reformulaciones de los problemas de equilibrio de Nash generalizado han
resultado ser muy tutiles a la hora de probar resultados teéricos, como por ejemplo,
existencia de soluciéon. Mas atn, a menudo son la clave para disenar algoritmos que
resuelvan numéricamente esta clase de problemas. Entonces al final de este capitulo
estudiaremos una reformulaciéon de GNEP’s basada en la funcion de Nikaido-Isoda
y resultados que nos aseguren la existencia de, al menos, una solucion.

2.1. Teoria de decision

La teoria de decision es la teoria matematica que modela la situacién en
la que una tnica persona debe tomar una decision, que analiza cémo ésta elige
aquella accion que le conduce al mejor resultado, dadas sus preferencias de entre
un conjunto de acciones posibles.

En esta rama se consideran problemas de decision en los cuales el agente debe
decidir entre posibles alternativas de un conjunto X y sobre el cual este agente
tiene preferencias.

Definiciéon 2.1.1 Una preferencia débil sobre el conjunto X, denotada por >,
es una relacion binaria sobre X completa y transitiva. Entonces para cada par
a,b € X, dectmos que a = b si el jugador prefiere a a sobre b o es indiferente ante
a yb, yloleemos como “a es preferido a b”.

Asi, podemos definir un problema de decisiéon de la siguiente manera:

Definicién 2.1.2 Un problema de decision es un par (X, >=) donde X es un
congunto de alternativas y = es una preferencia débil sobre X .

Trabajar con relaciones de preferencia asi definidas suele ser muy complicado,
por lo que cominmente se trabaja con representaciones de estas relaciones. Una
forma de representar una relacion de preferencias es utilizar una funcién, llamada

de utilidad.
Definicién 2.1.3 Dado un problema de decision (X, ), una funcion de utili-

dad que representa a = es una funcion u : X — R que satisface que para cada
par a,b € X, a = b siy sdlo si u(a) > u(b).
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Una pregunta que puede surgir naturalmente es: jbajo qué condiciones la pre-
ferencia débil de un problema de decision puede ser representada por una funcién
de utilidad? Una respuesta parcial a esta pregunta nos la presenta el siguiente
resultado:

Proposicion 2.1.4 Sea X un conjunto numerable y (X, =) un problema de deci-
sion, entonces existe una funcion de utilidad w que representa a .

Para obtener condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una
tnica funciéon de utilidad que represente la relaciéon binaria de un problema de
decision, presentaremos los siguientes conceptos y resultados:

Definiciéon 2.1.5 Sea (X, ») un problema de decision, definimos la preferencia
estricta, >, de la siguiente manera: para cada par a,b € X, a = b si y solo si

b ¥ a.

Definicién 2.1.6 Sea (X, >) un problema de decision, un conjunto Y C X se
dice un orden denso en X si, para cada par ai,as € X tales que ay > as, existe
un b €Y tal que ay = b > ao.

Definiciéon 2.1.7 Sean (X, >) un problema de decision y ay,as € X tales que
as > ay, entonces (a1, as) es una brecha si, para cada b € X, ocurre alguna de las
siguientes: b = ay 0 a; = b. Si (a1,a3) es una brecha, entonces ay y as se llaman
extremos de la brecha. Ademds definimos X* como el conjunto de extremos de
las brechas de X.

Lema 2.1.8 Sea (X, >) un problema de decision y asumamos que = es antisimé-
trica. Entonces:

= Si existe un subconjunto numerable Y C X que es un orden denso en X,
entonces X* es numerable.

» S existe una funcion de utilidad que representa a >, entonces X* es nume-
rable.

Teorema 2.1.9 Sea (X, >) un problema de decision y asumimos = antisimétrica.
Entonces = puede ser representada por una funcion de utilidad st y solo si existe
un subconjunto numerable Y C X que es un orden denso en X.

2.2. Juegos estratégicos

Un juego estratégico, también conocido como juego en forma normal, es un
objeto matematico simple, caracterizado por el conjunto de estrategias de cada
jugador, junto con las respectivas funciones de utilidad o costoE]. Ademés se con-
sidera que todos los jugadores son racionales y que para este tipo de jugador, no

'En la literatura se puede encontrar utilidad o costo indistintamente usado. La diferencia
radica en que los agentes siempre intentan maximizar su funcién de utilidad, pero minimizar su
funcién de costo.
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hay limites en la complejidad de los calculos que puede realizar o en la sofisticacion
de las estrategias que utilice para alcanzar su objetivoP]
De ahora en méas denotaremos el conjunto de jugadores de un juego por

N ={1,...,n}.

Definiciéon 2.2.1 Un juego estratégico con un conjunto N de jugadores es un
par G := (X, u) cuyos elementos son:

» Un conjunto factible o espacio de estrategias: Para cada i € N, X; es un

conjunto no vacio llamado de estrategias del jugador i y X := [[X; es el
i=1
conjunto de perfiles de estrategias.

» Funciones de utilidad: Para cada i € N, u; : X — R es la funcion de uti-
lidad del jugador i y u := [Ju;, donde u; asigna a cada perfil de estrategias

i=1
x € X, la utilidad que el jugador i obtiene al ser jugado x.

Notemos que, si bien cada jugador toma su decision de manera independiente,
su funciéon de utilidad depende de las decisiones de los otros participantes. Al
finalizar el juego cada jugador recibe un pago que depende de cual haya sido
el resultado del juego. El significado de dicho pago es la utilidad, es decir, es la
valoracion que el jugador hace de las consecuencias de alcanzar un cierto resultado,
no necesariamente es una remuneracion econémica.

En el tipo de situacién interactiva que modelan los juegos estratégicos estan
involucrados implicitamente los siguientes elementos:

= R, un conjunto de posibles respuestas o resultados del juego, que se traducen
en las distintas combinaciones de las utilidades que cada jugador obtiene.

= Una funcién f: X — R que asigna a cada perfil z € X, su correspondiente
resultado en R.

s {>=;}ien, las preferencias de los jugadores sobre las posibles respuestas en
R. Estas se asumen completas, transitivas y representables a través de las
funciones de utilidad.

Para comprender mejor estos conceptos presentaremos un ejemplo conocido,
el llamado Oligopolio de Cournot (Cournot 1838).

Ejemplo 2.2.2

En el oligopolio de Cournot el conjunto N de jugadores se corresponde con el con-
junto de productores de cierto producto y puede modelarse a través de un juego
estratégico G = (X, u). En G, cada productor i € N debe elegir una estrategia

2Esta ultima asuncién es estandar en la teoria de juegos clasica y en la mayoria de los campos
en los que se aplica, especialmente en economia.
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x; € X; = [0,00) que representa la cantidad de unidades que producira, conside-

rando la funcion de utilidad w;(x) =7 | > z; | z; — ¢;(x;) donde ¢;(z;) denota el
JEN

costo total que tiene que afrontar el jugador ¢ al elegir la estrategia x;. A su vez,

se asume que los productores colocan sus productos en el mismo mercado, por lo

que el precio de una unidad de producto depende de >  x; y lo denotamos por

1eEN
ieN

2.3. Equilibrio de Nash

El concepto mas importante de solucién para juegos estaticos es el equilibrio de
Nash, introducido por John F. Nash en su tesis de doctorado, en 1951. En Kohlberg
(1990), se dice que la idea mas importante detras del equilibrio de Nash es “una
audaz simplificacion y, en lugar de preguntarse como podria desarrollarse el proceso
de deduccioén, se pregunta donde podrian estar los puntos muertos del juego”. De
hecho, un equilibrio de Nash de un juego estratégico es simplemente un perfil de
estrategias en el cual ningtn jugador se beneficia desviandose unilateralmente de
él, es decir, el concepto del equilibrio de Nash busca estos puntos muertos de las
situaciones interactivas descriptas por los juegos estratégicos.

Dado un juego G = (X, u), con conjunto de jugadores A, y un perfil estra-
tégico x = (z1,...,x,) € X, definimos z_; 1= (z;)jen =i Sea (Z;,x_;) el perfil
(X1, ooy Tim1, Tiy Tig1y -ory Tp ), podemos definir:

Definicion 2.3.1 Un equilibrio de Nash del juego G es un perfil de estrategias
x* € X tal que, para cada i € N y cada 7; € X;,
ui(x) 2 ui(di, 22;)
Notemos que la notacion (z;,z_;) no afecta el orden del perfil de estrategias,

simplemente enfatiza al jugador del cual estamos hablando.
Ademas, denotando X_; := [[ X}, podemos definir:

J#i
Definicion 2.3.2 Sea G = (X, u) un juego estratégico tal que, para cada i € N,
eviste un m; € N tal que X; es un conjunto mo vacio y compacto de R™ y u;

es continua. Definimos entonces para cada v_; € X_; el conjunto de mejores
respuestas de 1 a x_; como

BRZ(JZ_Z) = {l’z € Xz | ui(mi,x_i) = mc&aj UZ(IZ‘Z,I'_Z)}
T;€EX;

=A{z; | para cada ; € X;, wi(x;, x_;) > ui(Ti,x )}

Asi, BR;(z_;) es el conjunto de estrategias del agente i tales que, dado que los
demés agentes jugaron las estrategias en x_;, le convienen jugar a ¢ para aumentar
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la utilidad percibida, i.e., el conjunto de las mejores respuestas que puede dar ¢
frente a los demés jugando z_;.
Denotaremos asi al conjunto de mejores respuestas para r € X por

BR(z) := | | BRi(z-s)
1eN
Para entender mejor este concepto, analicemos el equilibrio de Nash en el
oligopolio de Cournot.

Ejemplo 2.3.3
Retomaremos el ejemplo teniendo en cuenta lo siguiente:

» Analizaremos un duopolio de Cournot, es decir, n = 2.
» Para cada i € {1,2}, ¢;(x;) = cx;, con ¢ > 0.
= Sea d fijo con d > ¢. La funcién de costo viene dada por:

d—(iEl—i‘ng) r1+x9<d
(1 + x0) =
0 c.c.

Para cada i = 1,2 y cada z € X, las funciones de utilidad asociadas a este
juego son:
ri(d—x1—29—C) Ty +19<d
ui(w) =
—x;C c.c.

Por definicién, un equilibrio de Nash de este juego (a veces llamado equilibrio de
Cournot) es un par (z7,z3) € X; x X, tal que, para cada 71 € X; y cada 25 € Xo,
uy (27, 25) > ui (1, 05) y ug(w],x5) > ug(x}, &2). En este caso, el conjunto de
mejores respuestas para cada i € Ny cadax_; € X_; es

BRIL(CE,Z) = {ii'l | Y EZ € Xi, ul(:i'l,:c,l) Z uz(@,x,l)}
Sea, para cada i = 1,2 y cada x € X, fi(x) := z;(d — x1 — x5 — ¢). Luego,

aplicando herramientas del anélisis matematico para hallar solucién de un sistema
cuadratico, llegamos a que la tinica soluciéon de este sistema es

. . d—x9—c d—x —c
at = (21, 33) =

2 ’ 2

Los célculos correspondientes pueden encontrarse en [6].

Notemos que, por definiciéon, un equilibrio de Nash es un perfil x tal que z; €
BR;(x_;) Vi € Ny Vz_; € X_;. Entonces, podemos encontrarnos con juegos que
tengan un unico equilibrio de Nash, mas de un equilibrio o juegos que no tengan
ninguno. Por esta razén presentaremos un resultado conocido como el Teorema

14



de NashE] que nos asegura la existencia de, al menos, un equilibrio. Para esto
enunciaremos a continuacién algunos conceptos y motivaciones previas.

Un primer resultado que nos da condiciones suficientes para la existencia de,
al menos, un equilibrio de Nash es el siguiente:

Teorema 2.3.4 Sea G = (X,u) un juego estratégico tal que, para cada i € N,

1. X; es un subconjunto no vacio, convexo y compacto de R™:.
2. u; es continua.

3. Para cada x_;, u;(-,x_;) es cuasi-concava en X;.
Entonces, el juego G tiene, por lo menos, un equilibrio de Nash.
Ademés, podemos definir:

Definiciéon 2.3.5 Sea G = (X, u) un juego estdtico, decimos que G es un juego
finito si, para cada i € N, |X;| < 0.

Notemos que como los conjuntos de estrategias de los juegos finitos no son
conjuntos convexos, entonces no podemos aplicar el teorema [2.3.4] en estos casos.
Sin embargo existe un “truco teérico” que nos permite extender los juegos finitos
y garantizar la existencia de equilibrios de Nash en dicha extension. Este “truco”
consiste en aumentar las posibilidades de estrategias de los jugadores y permitirles
elegir no soélo las estrategias de las que disponen originalmente, llamadas estrate-
gias puras, sino también las loterias sobre sus conjuntos (finitos) de estrategias
puras. Esta extension del juego original se llama extension maixta y las estrate-
gias de los agentes en dicha extension son llamadas estrategias mizxtas. Aunque
nos referimos a ellas como “truco teoérico”, las estrategias mixtas son naturales en
muchas situaciones practicas. A continuacién daremos la definicion formal de estos
conceptos.

Definicion 2.3.6 Sea G = (X, u) un juego finito. La extension mixta de G es
el juego estratégico E(G) := (S,u), cuyos elementos son los siguientes:

» Un conjunto de estrategias miztas: para cadai € N, S; .= AX; y S =[] S;.
ieN
Para cada s € S y cada x € X, definimos s(x) = sy(x1) -+ - Sn(Ty).

N
» Funciones de utilidad: para cada s € S, w;(s) == > u;(x)s(z) yu = [[u.
reX i=1

3En este trabajo no se profundizara en la demostracién de dicho resultado, sino que nos
limitaremos a enunciarlo, sin embargo el lector puede encontrar la demostraciéon en la seccion
2.2 de [6].
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Donde AX; es el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre X;, para cada
i € Ny, dado que s;(z;) es la probabilidad del jugador ¢ de elegir la estrategia z;,
s(x) es la probabilidad de que el perfil z sea jugado.

La extension mixta de un juego finito s6lo tiene sentido si los jugadores tienen
preferencias sobre el conjunto de loterias en R. Ademas, E(G) es, de hecho, una
extension de G en el sentido que para cada jugador ¢ € N, cada elemento de X;
puede identificarse univocamente con un elemento de .S;. En este sentido, podemos
escribir que X; C 5;. Incluso, las funciones de utilidad en E(G) son realmente
extensiones de las funciones de utilidad en G.

Notemos ahora que la extension mixta de un juego finito satisface las condi-
ciones del teorema [2.3.4] por lo que podemos afirmar que la extension de un juego
finito siempre posee, al menos, un equilibrio de Nash. Esto fue lo demostrado por
J. F. Nash en su trabajo original, expresado formalmente como:

Teorema 2.3.7 (Teorema de Nash) Sea G = (X, u) un juego estratégico finito.
Entonces la extension mixzta de G, E(G), tiene, al menos, un equilibrio de Nash.

2.4. Problemas de Equilibrio de Nash Generaliza-
do

En 1952, Gerard Debreu publico el articulo [7] en el que introdujo los pro-
blemas de equilibrios de Nash generalizado y en el cual fue acunado el término
equilibrio social. En este trabajo, Debreu nos presenta estos problemas como eco-
nomia abstracta y es en el campo de la economia en el que mas energia se ha
invertido para estudiar este tipo de situaciones. Méas atn, éstos se han convertido
en un campo de investigacion importante desde los 90’s, debido a que surgen de
manera natural de los problemas de equilibrio de Nash clasicd] si los jugadores
comparten algin recurso (como los sistemas de comunicacion, de transporte, las
redes eléctricas, etc.) o comparten limitaciones (como el caso de la acumulacion
de toxicos en un rio que estudiaremos en este trabajo). En esta seccion intro-
duciremos breve y formalmente el concepto de Problemas de Equilibrio de Nash
Generalizado, basandonos en [§] y [9], asi como una reformulacion del mismo y la
notacion necesaria para desarrollar estas teorias.

Considerando un juego de n jugadores, N' = {1,...,n}, donde cada jugador i
controla su vector de estrategias ’ = (xf,...,2% )" € R™ donde n; es la canti-
dad de variables de decision involucradas en el problema, obtenemos el vector de

n
estrategias z = (z,...,2")T € RV, donde N = Y n;. Ademas, sabemos que cada
jugador ¢ intentara optimizar su funcién de utilildzid
U; © RN — R.

A diferencia de los problemas de equilibrio de Nash, en estos problemas de
equilibrios generalizados, las estrategias de un jugador pueden depender de las
estrategias de los rivales. Esto es, el conjunto factible del jugador ¢ es un conjunto

4Los definidos en la secciéon 2.3 del presente trabajo.
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X;(z_;) € R™. En muchas aplicaciones, este espacio suele estar definido por res-
tricciones de desigualdad, es decir, para cada i = 1,...,n, 3 ¢* : RV — R™ tal
que

Xi(x_;) = {z; e R™ | g'(ws,2_;) < 0}

Luego, para cada v € RY definimos

n

=1

Definicion 2.4.1 Un problema de equilibrio de Nash generalizado es el
problema de encontrar z* € X (x*) tal que, Vi=1,...,n

ui(zy, o) > wilzi, 2;)
Va; € X(z*,). Tal vector x* es llamado equilibrio de Nash generalizado.

Denotaremos por SOL(GNEP) el conjunto de soluciones de un GNEP y por
SOL(NEP) el conjunto de soluciones de un problema de equilibrio de Nash.
Notemos que si, para todo i« = 1,...,n, el conjunto factible del jugador 7 no
depende de las estrategias de los demas, el problema generalizado se reduce a un
problema de equilibrio de Nash clasico. Por lo tanto podemos ver que

SOL(NEP) C SOL(GNEP).

2.5. Reformulacién de problemas de equilibrio de
Nash generalizado

En esta seccion desarrollaremos una reformulaciéon basada en la funcién de
Nikaido-Isoda, presentada en [§] y [9], que utilizaremos mas adelante para corro-
borar la existencia o no de solucién de los casos practicos estudiados en el capitulo
4 de este trabajo.

Para esta reformulaciéon asumiremos que las funciones de utilidad u; son, al
menos, continuas Ve = 1,...,n.

Definicion 2.5.1 Sea el pardmetro a > 0 cualquiera, definimos la funcion
U, :RY xRV — R por

n

alw,y) = D [wilai 2-) = uilyss )] — Sl — yil*

=1

Tomando a = 0 obtenemos la funcion de Nikaido-Isoda clasica.

Notemos que el valor méximo que esta funciéon puede alcanzar es siempre no
negativo. Ademaés, si z* es un equilibrio de Nash del problema, Yy € X(z%),
U(x*,y) es no positiva. Entonces podriamos concluir que, cuando la funciéon de
Nikaido-Isoda no toma valores significativamente positivos, nos estamos acercando
a un equilibrio de Nash. Con esta conclusion se podria fijar una condiciéon de
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corte para un algoritmo de relajacion. Segtn expresa [9], muchos estudios han
demostrado que esta clase de algoritmos pueden ser usados para hallar soluciones
de juegos no cooperativos con funciones de utilidad no lineales y restricciones
acopladas, como se hace en dicho trabajo.

Con el objetivo de presentar los resultados de convergencia de [9], debemos
presentar primero una serie de definiciones y resultados.

Definicion 2.5.2 Un elemento z* € X (x*) se dice un equilibrio de Nash nor-
malizado si

max V(z*,y) =0

Jraz U@, y)
Lema 2.5.3 Un equilibrio de Nash normalizado es también un equilibrio de Nash.

Se desprende autométicamente del lema anterior que, encontrando un equilibrio
de Nash normalizado del problema, estaremos hallando un equilibrio de Nash de
nuestro problema.

Teniendo en cuenta que el objetivo de este desarrollo es obtener un algoritmo
que nos resuelva el problema numéricamente, tenemos que tener en cuenta que
en cada iteracion del mismo queremos movernos en una direcciéon que optimice la
iteracion actual. Para ello definimos:

Definicion 2.5.4 La funcion de respuesta optima en el punto x es

Z(x) = arg max V(x,y) Yz, Z(x) € X(Z(x))
yeX (Z(x))

Definiciéon 2.5.5 Sea X un subconjunto convero de R™, una funcion continua
f X — R se dice débilmente convexa en X si para todo x,y € X y para
todo 0 < a < 1 se satisface

af(z)+(1—-a)f(y) = flaz+ (1 - a)y) + ol —a)r(z y)
donde el residuo r : X x X — R satisface que cuando x — zyy — 1z,

T<X7 y) _) 0

|Ix = yl|
para todo z € X.

Definicién 2.5.6 Una funcion f(x) se dice débilmente concava en X si — f(x)
es débilmente convera en X.

Definiciéon 2.5.7 Una funcion V : X x X — R, donde X es un conjunto cerrado
y convero de R™, se dice que es débilmente convexa-concava si es débilmente
convezxa en X en la primera coordenada y débilmente concava en X en la sequnda,
i.e., siVa € [0,1], Va,y, z€ X se cumple que

a¥(z, 2) + (1 —a)¥(y,2) > V(az+ (1 — )y, 2) + a(l — a)r.(x, y)

a¥(zz) + (1 -a)¥(zy) < ¥(zaz+ (1-a)y) +a(l - a)u.(z,y)
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donde 7, y p, cumplen que, Vx,y € X,

xy) p=(x,y)

MciCap 24 LaciSa RSN
[Ix =yl [Ix =yl

para todo z € X, cuandox — zey — z.

Una vez definidos todos estos conceptos, queremos hallar un equilibrio de Nash
para nuestro problema a través de un algoritmo iterativo y partiendo de una
estimacion inicial x°. Considerando la funciéon Z(x) single-valued, el algoritmo de
relajacion presentado en [9] esta dado por la siguiente formula recursiva:

X = (1 — a)x® + a,Z(x)

Vs € N0E| y donde 0 < a, < 1. Asi, el paso s 4+ 1 se construye como un promedio
pesado entre el punto 6ptimo Z(x*) y el punto x°.

El siguiente teorema establece condiciones de convergencia del algoritmo de
relajacion de [9).

Teorema 2.5.8 Existe un unico equilibrio de Nash normalizado para el cual el
algoritmo de relajacion converge si se satisface que:

1. X es un subconjunto compacto y convezo de RY.

2. La funcion de Nikaido-Isoda ¥ : X x X — R es una funcion débilmente
conveza-concava y V(x, x) =0, Ve € X.

3. La funcion de respuesta dptima Z(x) es single-valued y continua en X .

4. El residuo r,(x,y) es uniformemente continuo en X con respecto a z, para
todo x,y € X.

5. Los residuos satisfacen:

ry(, y) — pa(z, y) = B(l|2— yll)

para todo x,y € X, donde [ es una funcion estrictamente creciente y 5(0) =

0.
6. La sucesion de términos de relajacion {a,} satisface que:

a) as > 0.
b) > as = .
s=0

c) as — 0 cuando s — oc.

°El conjunto de los niimeros naturales més el 0 (cero).
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Capitulo 3

Inconsciencia en Juegos Estratégicos

En la teoria de juegos presentada hasta el momento, siempre se ha asumido
pleno conocimiento de la situaciéon por parte de los agentes. Esto es, cada jugador
conoce al resto de los participantes y conoce las estrategias y funciones de utilidad
tanto ajenas como propias. Pero esto no siempre es asi en general, si el lector alguna
vez ha jugado un juego de cartas, sabra que en esos casos no se sabe a ciencia cierta
con qué cartas cuentan los rivales, simplemente se sabe que son elementos de un
mazo conocido menos las que él mismo tiene en sus manos. Ademas existen casos
en los que los jugadores ni siquiera cuentan con esa informaciéon. Por ejemplo,
un productor puede conocer la informacién publica de sus competidores (como
precios, mercado en el cual actian), pero existe informacion privada (como costos,
infraestructura disponible) que ocasiona que el productor no sea consciente en su
totalidad de la situacion.

Estos y una amplia variedad de ejemplos motivan la inclusién de cierta in-
certeza e inconsciencia en el analisis de la toma de decisiones, dando lugar asi a
juegos con incerteza y con inconsciencia respectivamente. Los dos tipos de jue-
gos se diferencian entre si en que, bajo el concepto de incerteza los jugadores si
conocen el juego y pueden concebir todos los estados relevantes del mismo a los
cuales les pueden asignar probabilidad de ocurrencia (como en el ejemplo de las
cartas), pero bajo la inconsciencia los jugadores pueden no concebir siquiera todos
los estados (como en el ejemplo del productor). En las situaciones estratégicas que
modelan los juegos, el tltimo caso puede ser muy complejo debido a la asimetria
de la inconsciencia de los jugadores, pues no solo se considera la posibilidad de que
un agente no sea consciente de algo, sino también la posibilidad de que un jugador
crea que otro agente no es consciente de algo, la posibilidad de que un jugador crea
que otro agente cree que él no es consciente de algo, y asi siguiendo, lo que hace que
se consideren, ademaés, jerarquias de percepciones. Incluir este ultimo concepto es
muy complejo, por lo que, por simplicidad, hemos decidido no abordar el anélisis
de jerarquias y creencias en este trabajo. Sin embargo consideramos importante
mencionarlo para comprender mejor el concepto, y la complejidad, de los juegos
con inconsciencia.

En el presente trabajo, como su titulo indica, estudiaremos los juegos con in-
consciencia. En este sentido, en las dltimas décadas se han desarrollado modelos
y conceptos de soluciéon para este tipo de juegos. En particular, Halpern y Régo
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[10] han desarrollado el concepto de equilibrio de Nash generalizado para juegos
con inconsciencia como una generalizacion del equilibrio de Nash presentado en la
seccion anterior. Este concepto serd el que analizaremos en este capitulo, basan-
donos principalmente en el trabajo de Yasuo Sasaki en [11]. En ambos trabajos,
un juego con inconsciencia consiste en una coleccion de juegos estandar que repre-
sentan al “verdadero” juego y a las distintas percepciones del mismo que tengan
los jugadores, junto con un conjunto de funciones que representan las creencias de
los agentes sobre las versiones que cada uno percibe. Ademés, aunque el equilibrio
de Nash generalizado ha sido definido en general para juegos con inconsciencia
dindmicos (o en forma extensiva), tanto en [IT] como en este trabajo el foco estara
puesto en juegos estaticos.

Como se ha mencionado, un jugador puede no conocer cualquier elemento del
juego, esto incluye otros jugadores, estrategias (propias o ajenas), funciones de
utilidad (propias o ajenas), etc. Por simplicidad, en este trabajo no considerare-
mos la inconsciencia de agentes o la incerteza de un jugador sobre los niveles de
inconsciencia de los demas, sino que sb6lo analizaremos la inconsciencia en las ac-
ciones, es decir que los participantes del juego conoceran a los demas jugadores y
sus utilidades, pero podrian no conocer los conjuntos de estrategias tanto propios
como ajenos.

Como vimos en capitulos anteriores, el conjunto factible de estrategias de un
jugador es un conjunto de entre el cual cada agente escoge su estrategia tal que
optimiza su funcion de utilidad. Més adelante veremos que esto se traduce a un
problema de optimizacion en el cual el espacio de estrategias de un jugador se
transformara en la region factible de un problema, la cual representa las restric-
ctones del problema de optimizaciéon que cada jugador debe resolver, de aqui el
nombre “inconsciencia en las restricciones”.

3.1. Juegos estaticos con inconsciencia

Aqui definiremos los juegos estaticos con inconsciencia basados en [I1], que
es basicamente una restriccion del modelo dindmico de Halpern y Régo en [10] a
juegos estaticos.

Para definir un juego estatico con inconsciencia necesitamos primero una co-
leccion de juegos estratégicos, G, ..., G", de entre los cuales G° es el llamado
juego objetivo, es decir el juego que percibe el modelador como el “verdadero”
juego. Como asumimos inconsciencia, esta la posibilidad de que los agentes perci-
ban distintos juegos entonces necesitamos otros juegos estratégicos G, ..., G" que
describan los puntos de vista de los agentes, llamados juegos subjetivos.

Las percepciones y creencias de los agentes estaran descriptas por las llamadas
correspondencias de conocimiento. La correspondencia de conocimiento del
jugador i es una funcion f; : {G°,...,G"} — {G°,...,G"} vy se interpreta del
siguiente modo: si f;(G¥) = G! esto significa “en G*, el agente i cree que se esté
jugando G*. Un uso mas ttil de esto serfa cuando f;(G°) = G*, pues se interpreta
como “el jugador ¢ cree que el verdadero juego es G¥”. Ademés, con composiciones
de estas funciones podemos describir percepciones de mayor orden, por ejemplo
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fiofi(G*) = G' que se interpreta como “en G* el jugador i cree que el jugador j cree
que se esta jugando G'”, lo cual nos puede servir para representar f;o f;(G°) = G,
que significa “el jugador i cree que el agente j cree que G' es el verdadero juego”. De
esta manera podemos ir describiendo todas las percepciones y cadenas de creencias
de los participantes. También decimos que G! es alcanzable desde G* si G = G
03i,j,...,p € N tal que f;o fjo---0o f,(GF) = G

Para visualizar estos 6rdenes de percepciones descriptos, podemos representar-
los graficamente por medio de drboles de percepciones. Para cada uno tendremos
los siguientes elementos respresentados en la Figura [3.1

= Hy: la raiz del arbol que contiene al juego G* del cual va a partir nuestra
jerarquia de percepciones.

= H,: primer nivel que contiene los juegos que cada jugador cree que esté
jugando en G*. Para simplificar la notacién dentro de los nodos del arbol
llamaremos G¥ := f;(G*)

= [, nivel que contiene los juegos que cada jugador cree que los demas creen
que estan jugando en G*. Aqui también, Gﬁj = f; o fi(GF)

y asi siguiendo.

Hl

HZ

Figura 3.1: Arbol de percepciones

Introducidos estos conceptos, podemos definir formalmente lo siguiente:

Definicién 3.1.1 Un juego estdtico con inconsciencia es un par I'V = (G, F)
donde:

» G={G° ... ,G"} es un conjunto de juegos estdticos, donde, para cada
=1,...,r, GF = (N, A% u¥) es un juego estratégico de los definidos en la
seccion anterior dados por:

e N, el conjunto finito de jugadores, es comiin para todo G* € G.

o AF = TJ A¥, donde A¥ es un conjunto finito de estrategias para el
ieN
agente 1.
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o uF = (uF)icn, donde uf : A¥ — R* es la funcion de utilidad de i y R”
es el conjunto de posibles respuestas del juego G*.

» F = (fi)iex es una coleccion de correspondencias de conocimiento, donde

fi:Gg—=g.

Definimos ademés, para cada i € N, N_; = N'— {i}, y a un elemento a € A*
lo llamamos perfil de accion.

Utilizando la notacién de esta definicién, podemos definir un juego estético
clasico como un caso particular de un juego con inconsciencia como: G = (A, u)
con conjunto de agentes N, y estaria compuesto por G = {G} v F = (fi)ien,
donde, para cada i € N, f;(G) = G. Luego, para todo i, 7,...,p € N, f;(G) = G,
fio filG) =G, fio fjo-- 0o f,(G) = G, se interpretan como “i percibe que esta
jugando G”, “i cree que j cree estar jugando G” y asi siguiendo.

En un juego con inconsciencia los jugadores pueden no conocer todos los juegos
en G o las correspondencias en F, sin embargo, si f;(G*) = G! en algin punto del
modelo, tiene sentido que ¢ sea consciente de todos los juegos alcanzables desde
G' y todas las correspondencias involucradas. Esto podemos describirlo definien-
do, para cada i € N, V;(G*) = (v} (G*),v2(GF), ..., v(G*), ...), la jerarquia de
percepciones de i en G*, donde v} (G*) = G*, v}(G*) = (f;(G*))jens»- - -
o(GR) = (WH(f(GR))jen,s 0 sea, v} (G*) es el juego que percibe i en G,
v2(G*) es el vector que contiene los juegos que cree i que perciben los deméas
jugadores en G*, y asi siguiendo.

Notemos que s6lo tiene sentido considerar esta jerarquia de percepciones de ¢
en G* si existe G! € G tal que f;(G') = G*. Entonces, para cada i € N definimos

G :={G'€G|Iktalque G € G A f;(GF) =G}

Luego, la jerarquia de percepciones de i tiene sentido solo sobre los juegos en G;.
Intuitivamente, G; esta formado por todos los juegos estaticos que i cree que son
el verdadero juego en alguna parte del modelo.

Decimos que dos juegos son equivalentes si poseen los mismos elementos
(conjuntos de estrategias y funciones de utilidad), a pesar de ser juegos distintos.
También decimos que V;(G*) y Vi(G') son equivalentes si V;(G*) puede reformu-
larse como V;(G') reemplazando apropiadamente cada juego en V;(G*) por algtin
juego equivalente en V;(G'). Entonces, si V;(G*) y Vi(G') son equivalentes, esto
significa que cada juego en V;(G*) es equivalente a cada juego en V;(G') en cada
orden de percepcion del agente 7.

En este trabajo asumiremos las siguientes condiciones respecto a la estructura
de los juegos con inconsciencia.

» C1: Para cada G*,G' € G, si G' es alcanzable desde G*, para cada i € N,
Al C AF.

» C2: Para cada a € A°, en cada G* € G, si a € A*, entonces
uk(a) = ul(a), Vi e N.

)

» C3: Para cada G* € G y cada i € N, si fi(G*) = G, entonces f;(G') = G'.
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» C4: Para cada i € Ny cada G*,G', € G, si V;(GF) es equivalente a V;(G'),
entonces G* = G,

s C5: Todo G* € G es alcanzable desde G°.

Notemos que las condiciones C1 a C3 son esenciales para dar sentido a la
definicion [3.1.1] mientras que las condiciones C4 y C5 son requerimientos técnicos
para simplificar y hacer funcional el modelo. Esto es claro pues:

= C1 establece que, si G! es alcanzable desde G*, entonces cada jugador i que
percibe G*, es consciente de todas las posibles acciones en G'. Esta condicion
nos indica también que el jugador ¢ no puede percibir que el jugador j percibe
un juego que contenga estrategias que ¢ desconozca, puesto que, de ser asi, ¢
estarfa percibiendo otro juego y no el que percibe j, dejando asi sin sentido
la composicién de correspondencias f; o f;(G*) = G'.

» C2 nos dice que si, para algtin juego G*¥ € G, un agente es consciente de
una estrategia del juego objetivo, entonces la utilidad de los jugadores en
dicha estrategia serd la misma que en el juego objetivo. Esto nos indica
que no estamos considerando la inconsciencia de los jugadores acerca de
las utilidades de los demas o las propias, s6lo inconsciencia de acciones,
que se ve reflejada en la percepcion de distintos juegos por parte de los
agentes. Ademéas nos brinda consistencia de la definiciéon pues si no se
cumple C2, podemos encontrarnos ante la situacion de que, jugar un perfil
estratégico en GY nos brinda una respuesta distinta a jugar el mismo perfil
en otro juego G*, lo cual indicaria que, en G*, los que perciben G° no son
conscientes verdaderamente de todos los elementos del juego, contradiciendo
asi la definicion de juegos estaticos.

= C3 nos indica que si G! es alcanzable desde G* por algtin mapeo, digamos
fiofjo---o0 f,(G*) = G', entonces los jugadores i, j, ..., p en G' creeran que
perciben completamente el juego que se esta jugando. Esto es equivalente a
decir que fi(G*) = f; o fi(GF), para cualquier G* € G;, esto se asume para
evitar lidiar con situaciones en las cuales los agentes duden de sus propias
percepciones, lo cual hace razonable definir el primer orden de percepciones
de 7, que es el juego que ¢ percibe estar jugando.

» C4 establece que, si la jerarquia de percepciones de i en G¥ es equivalente
a la jerarquia en G', entonces G* y G son el mismo juego. Esto no permite
que un jugador tenga jerarquias de percepciones equivalentes en dos juegos
distintos, puesto que si esto ocurriera, entonces el equilibrio que estamos
tratando de hallar dependeria no sélo de la situacién que se analiza, sino
también de como se genera, lo cual anade complejidad al analisis y nos quita
el caracter genérico de la definicion.

= C5 establece que todos los juegos subjetivos son alcanzables desde G. Esto
nos permite preguntarnos “; cual juego creen los jugadores que es el verdade-
ro?”, ademéas de darle sentido al analisis, puesto que el modelador pretende
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analizar como se comportan los jugadores en el juego objetivo, a través de
sus acciones en los juegos subjetivos percibidos.

En los juegos con inconsciencia, el modelador sabe que el “verdadero” juego que
se esta jugando es G y, por las condiciones C1, C2 y C5, tenemos que los juegos
G',...,G" “estan contenidos” en G°, lo que nos indica que, bajo estas condiciones,
podemos asegurar que cualquier resultado de los juegos subjetivos se encuentra en
el conjunto de posibles resultados de G°.

3.2. Equilibrio de Nash generalizado en juegos con
inconsciencia

En los juegos con inconsciencia nos interesa analizar cémo acttian los agentes
en el juego objetivo, pero esto viene acompanado del analisis de como actiia cada
uno a la luz de su propia percepcion, como cree cada agente que los demas actuaran
en pos de sus percepciones, y asi siguiendo. Por esto, para definir una soluciéon a
un juego con inconsciencia necesitamos capturar no sélo el comportamiento de los
agentes en el juego objetivo, sino también en los juegos subjetivos.

Teniendo esto en cuenta, para poder definir un equilibrio de Nash generaliza-
do para juegos con inconsciencia debemos introducir algunos conceptos previos.
En esta seccion trabajaremos con estrategias mixtas para reflejar la generalidad
de los conceptos, asi que denotaremos por AA¥ al conjunto de distribuciones de

probabilidad en A¥. Sea AA* := []AAF, §; € AA¥ y 6 € AA* son las acciones
ieN
mixtas de ¢ y un perfil de estrategias mixtas en G*, respectivamente.

Definicién 3.2.1 Sea I'V = (G, F) un juego estratégico con inconsciencia, para
cada i € N y para cada G* € G;, 0, € AAY es llamado accion local de i en G*.

Esta ultima definicion debe interpretarse de la siguiente manera: o, es la
eleccion de i en G* cuando, en algiin punto del modelo, algiin jugador percibe
que 7 cree que G* es el “verdadero” juego, por lo tanto, las acciones locales de un
jugador son interpretadas como la creencia de algin agente acerca de su eleccion, y
no exactamente la eleccion del jugador. La tinica excepcion es el caso de las acciones
locales usadas en el juego objetivo, esto es, las acciones locales de los jugadores
en los juegos que ellos creen que son el “verdadero” juego. Este concepto no es
necesario cuando tenemos pleno conocimiento del juego, puesto que las acciones
locales serfan las decisiones que efectivamente toma cada jugador en el juego. Esto
se puede ver més claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2
Si f;(G°) = G, entonces una acciéon local de i en G' es realmente su eleccion.

Mientras que si f; o f;(G®) = G?, entonces una accién local de i en G? es lo que el
jugador j cree que i elegira, que puede diferir de la elecciéon real de 7.
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Nota: Usaremos o cuando queramos enfatizar que es una acciéon local y o
cuando nos queramos referir a acciones mixtas generales. Por conveniencia, cuando
0 Sea una estrategia pura, asigndndole probabilidad 1 a a; € A¥, simplemente
denotaremos o; = a;.

Definicion 3.2.3 Sea o; la combinacion de las acciones locales del jugador i en
todos los juegos en G; y denotemos el conjunto de tales combinaciones por ;.

Entonces o; € 3; es llamado una estrategia del jugador i. Definiendo 3 := [ %,
ieN
o € X es llamado perfil de estrategias.

Usualmente, el modelador busca conocer el resultado que surge cuando los
jugadores actian de acuerdo a una estrategia, es decir, cuando se juega un perfil
o € Y. En vistas de representar esto definimos:

Definicion 3.2.4 Sea el perfil estratégico o € 3, llamamos (6;)ien € AA® su
resultado objetivo, cuando (6;)ieny € AAY es tal que, para cada i € N, 0; es
equivalente a o;y, si fi(G°) = G*.

Cuando hablamos de equivalencia de estrategias mixtas nos referimos a que,
sean AF y Al los conjuntos de acciones para i en G* y G! respectivamente, si
oix € A¥ y 0, € Al se dice que 0, es equivalente a o;; si y solo si tienen
el mismo soporte y, ademés, las probabilidades en cada una son equivalentes. Lo
denotaremos por o; ; = 0.

Dado un perfil estratégico o € X, su resultado objetivo es un vector de resulta-
dos (6;)ien € AA°, tal que, cada vez que el jugador i cree que el verdadero juego
es G| la eleccion del jugador i es la accion local o; ;. Intuitivamente, un resultado
objetivo de un perfil estratégico se interpreta como el resultado realmente obtenido
cuando la estrategia es jugada.

Ademés, dada la naturaleza de la inconsciencia debemos introducir la nocién
de utilidad esperada. Cuando un jugador i juega o, puede que un jugador j
juegue 0, # 0j 1 si
[i(G*) # G*, es decir, si j percibe un juego distinto a i en G*. Generalmente, un
jugador j juega o, si f;(G*) = G'y, por lo visto en la seccién anterior, en virtud
de C1, Ag- - A;? , por lo que al jugar oj;, j estd tomando una decision equivalente
a ;. Por lo tanto, la utilidad esperada por el jugador i en G¥ € G; cuando se
juega la estrategia o € 3, denotada por Euf(c), se interpreta como la utilidad que
el jugador 7 calcula que percibira en G* al jugar o;; dado que los demés jugadores
J # i juegan una accién equivalente a ;.

Dado un perfil estratégico o € X, denotamos por o_(; ;) a todas las acciones
locales que componen o, salvo ;. Entonces el concepto de equilibrio esta definido
como:

Definicién 3.2.5 En un juego estdtico con inconsciencia, TV = (G, F), 0* € &
es un equilibrio de Nash generalizado si y solo si, para cada i € N, cada
G* € G, y cada 0, € AAF,

Euf(0") > Euj(0ik, 0" (i)
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Al igual que en la definicion [2.3.1] la idea del equilibrio de Nash generalizado
para juegos con inconsciencia es un perfil estratégico tal que, si algtin jugador se
desvia unilateralmente de él, no puede incrementar su utilidad. En este sentido,
la Gltima definicién es una generalizacion del equilibrio de Nash tradicional, para
juegos con inconsciencia. La diferencia entre ambos conceptos radica en que el pri-
mero esté calculado usando el pleno conocimiento con el que se cuenta, mientras
que el ultimo esta definido basado en acciones locales, las cuales pueden ser inter-
pretadas como creencias, més que como acciones reales. Con esto podemos decir
que la primera definiciéon es un equilibrio de estrategias, mientras que la segunda
es mas bien un equilibrio de creencias, pues cada agente escoge la mejor respuesta
a su creencia en todas las circunstancias.

Recordemos que cada equilibrio de Nash clasico es un perfil a tal que Vi € N,
a; € BR;(a_;). Para esta generalizacion podemos sacar una conclusion analoga,
definiendo

EBRf(a_(M)) = {0ix | Euf(&i,k,o_(i,k)) > Euf(&i,k,a_(i,k)),para cada o7}

el conjunto de mejores respuestas del jugador ¢ dado que los demas juegan (acciones
equivalentes a) o_; ). Entonces si 0* es un equilibrio de Nash generalizado,

Vi € N, Vk tal que GF € Gy Vo_(i ), 0" € EBRf(ai(M)); es decir que las acciones
locales de cada jugador 7 seran las mejores respuestas que ¢ puede ofrecer dadas
las elecciones que cree que los demas jugadores realizaran.

3.3. Ejemplos

Con el objetivo de ilustrar la inconsciencia en juegos estratégicos, presentare-
mos dos ejemplos simples. Queremos aqui que el lector note como dependen los
equilibrios de Nash generalizados de las jerarquias de percepciéon de cada jugador.
Veremos cémo las creencias de cada agente pueden afectar la soluciéon y generar
una desviacion de los equilibrios de Nash del juego objetivo que el modelador
percibe, provocando resultados inesperados. De esta manera pretendemos hacer
explicita la diferencia entre un juego con informacién completa y un juego con
inconsciencia.

3.3.1. Ejemplo 1

Consideraremos un juego de dos jugadores, Alice y Bob, denotados por A y B
respectivamente, representado en la Tabla (1.1), donde las estrategias de Alice en
el juego objetivo estan representadas en las filas, mientras que las de Bob, en las
columnas. Este sera el juego que el modelador perciba como “verdadero”, es decir,
el juego objetivo G°. Asumiremos aqui que Alice ve este juego, mientras que cree
que Bob no conoce una de sus acciones, az, y por lo tanto, cree que percibe el
juego, al que llamaremos G2, representado en la Tabla (1.2). Alice cree que G? es
de conocimiento comun.

Por otro lado, Bob es consciente de a3 y ve el juego G°. Mas atin, él cree que
Alice cree que él cree que G2 es de conocimiento comin.
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En este trabajo, modelaremos la situacion con el juego estético con inconscien-
cia TV = (G, F), con G = {G°, G, G?} v F = {fa, f}, donde G' = G°. Ademas,
dadas las creencias de los jugadores, tenemos que G4 = {G', G*} y G = {G°, G*}.
fa:Ga— Ga, fB:Gp — G se comportan de la siguiente manera:

Para el arbol con raiz H = G°:

» El nivel H' contiene el juego que cada jugador cree estar jugando.

e Alice cree que el verdadero juego es G', entonces f4(G°) = G.

e Bob cree que el verdadero juego es G°, entonces fz(G°) = G°.
» El nivel H? contiene los juegos que cada jugador cree que el otro esta jugando.

e Alice cree que Bob cree que estan jugando G2, entonces
fr o fa(G%) = G*.
e Bob cree que Alice cree estar jugando G, entonces f o f5(G°) = G'.

e En virtud de la condicion C3, las siguientes composiciones son:

fao fa(G°) =Gy fpo f3(G°) = G°.

En HY = G?, ambos jugadores creen que este juego es de conocimiento comin,
por lo que fA(GQ) = G27 fB(G2) = G27 fA © fA(G2) = G27 fB © fB(GZ) = sz
fao fB(G*) = G?, fpo fa(G?) = G?, y asi siguiendo.

Entonces, por lo visto en la Seccion 2.2, los drboles que representan las jerar-
quias de percepcion de cada jugador son:

HO
HO
Hl
Hl
HQ
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So6lo hemos graficado estos niveles de los arboles por simplicidad, pues ya re-
presentamos todas las distintas creencias de los jugadores, los demas niveles sélo
seran copias de los que estan alli representados.

Busquemos entonces los equilibrios de Nash generalizados de I'V. Para esto,
primero debemos determinar las acciones locales. En este caso trabajaremos con
estrategias puras, es decir que 0;; € A¥ es una accién pura que asigna probabilidad
laa; € AF (siguiendo la notacion de las secciones anteriores), por lo que en nuestro
caso tenemos que las acciones locales de Alice en el juego G' son {ay, as, a3} y en
G? son {ay,as} y las acciones locales de Bob son {by, bs, b3} en G° y G*.

Ahora, cada juego estatico G¥ podemos analizarlo por separado y encontrar
asi sus equilibrios de Nash. En virtud de esto tenemos que, G° y G' son clara-
mente juegos con un tnico equilibrio de Nash, (ag,b;), mientras que G* tiene dos
equilibrios de Nash, (ag,b1) v (a1, b2). Esperariamos entonces que los equilibrios
de Nash generalizados se encuentren entre estos equilibrios.

Sabemos que estamos buscando un perfil de estrategias tal que la utilidad
esperada no aumente si nos desviamos unilateralmente de él, entonces debemos
analizar las utilidades que cada participante cree que obtendra con cada estrategia
que juegue en cada juego y siguiendo su jerarquia de percepciones. Aqui realiza-
remos un procedimiento parecido a la inducciéon hacia atras realizada en juegos
iteradosﬂ pero sobre las jerarquias de percepcion: primero analizaremos los equi-
librios de Nash de G? y en virtud de las creencias de los jugadores iremos “hacia
atras” en los juegos estaticos (o “hacia arriba” en los arboles) para analizar las
estrategias que utilizaran en los demés juegos. Esto quedara méas claro una vez
que hayamos encontrado los equilibrios generalizados.

Primero analizaremos las elecciones en G2. Como dijimos antes, este juego tiene
dos equilibrios de Nash, pero (as, b;) es un equilibrio de Nash compartido con G°
y G, por lo que, al momento de considerar las estrategias jugadas en G2, siempre
consideraremos esta, puesto que los participantes no se desviaran unilateralmente
de esta decision, en la “inducciéon hacia atras”.

Ahora, para analizar las elecciones en G° y G, tendremos que tener en cuenta
las percepciones y creencias de cada jugador. Como Alice cree que Bob sélo ve G2,
entonces considera que Bob tiene dos opciones para elegir, by o by, puesto que son
las acciones locales de B en los equilibrios encontrados.

Si Bob elige by, entonces a Alice, que ve G*, le convendré escoger as, puesto
que es la accién que méas utilidades le genera dado que Bob eligio b;. Asi te-
nemos que Eu%(ag,b1) = 2, que es mayor o igual a Fu?(ay,b;) = 0y ademas
Euli(ay, b)) = 2 > Eul\(ay,b1), Eul(as, by). Para Bob tenemos que Fu%(as,bi) =
2 > Fu%(ag, be) = 1 = Eu¥(ag, b3), al igual que en G°.

Sean asi, o7y' = (02’711,0212) = (ag,a2) y 0 = (02}0,02}2) = (b1, by). Por defi-

nicion, oF = (o', 05") es un equilibrio de Nash generalizado de 'V, con equilibrio
de Nash objetivo (as,b;) en G°.

Ahora, si Bob no juega by, entonces Alice espera que juegue by. Entonces como
Alice ve G' y cree que Bob jugard by, entonces elegira as, para maximizar su

ganancia (siguiendo el razonamiento anterior). Como Bob ve G° y cree que Alice

!También llamados juegos en forma extensiva o dinamicos.
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cree que ve G2, asume que Alice elegira as, en virtud de que cree que él escogera
b, entonces la mejor respuesta de Bob ante esto es escoger b3, que le proporciona
mayor utilidad dado que Alice elige a3. En este caso, Alice espera conseguir una
utilidad de 4, que es la mayor utilidad que puede conseguir segiin sus creencias,
en ambos juegos, G' y G?; asi mismo, Bob espera conseguir una utilidad de 1, que
es mayor que una ganancia de 0, que conseguiria eligiendo b; # bs.

Sean o> = (ajﬁ, 02?2) = (a3,a2) y o’ = ( 320, ag?z) = (b3, by). Por definicion,

oy = (02’2, agz) es un equilibrio de Nash generalizado de I'Y, cuyo equilibrio de
Nash objetivo es (a3, bs3) en G°.

Notemos que el conjunto de equilibrios de Nash del “verdadero” juego esta
contenido en el conjunto de equilibrios de Nash generalizados objetivo del juego con
inconsciencia. En este ejemplo se pudo observar claramente que el nuevo concepto
introducido en la definicion no es un equilibrio de Nash clasico, puesto que
si Alice desviaba su eleccion y escogia la estrategia aq, entonces hubiera obtenido
una utilidad de 1, mayor a la que consigue jugando a3, dada la eleccion del jugador
B, pero condicionada por sus creencias sobre la inconsciencia de Bob, finalmente
escoge as. Esta es una clara diferencia con los equilibrios de Nash de la definicion
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3.3.2. Ejemplo 2

Consideremos nuevamente la situacién planteada en el Ejemplo 1, con los
mismos jugadores, las mismas creencias y las mismas jerarquias de percepcion.
Consideremos que el juego objetivo es el representado en la Tabla (2.1), que
G° = G' y G? el juego representado en la Tabla (2.2).

b] E}Q 53
bi o by b
o [0.213.310.2 T
s [2. 212 1121 ap 2,212 11321
e [T 01T 001 as [LOJ40]0. 1
(2.1) (2.2)

Luego, el juego que modela esta situacion es 'V = (G, F'), donde
G = {G° G',G?} y F' analoga a F del Ejemplo 1.

En este caso tenemos que los juegos G y G' son los mismos que el ejemplo
anterior, mientras que el juego G? es un juego estético cuyo tnico equilibrio de
Nash es (a9, b1). Entonces, tanto en G°, como en G! y G?, el perfil estratégico que
satisface la definicion [3.2.5] es (ag, b1). Es decir que el equilibrio generalizado de
'Y es o* = (0%, 0%), donde oy, = (ag,as) y 0% = (b1,b1), cuyo resultado objetivo
es (ag, by).

Por lo tanto, en este ejemplo, el conjunto de equilibrios de Nash del juego
estatico GV coincide con el conjunto de equilibrios de Nash generalizados objetivo
de TV".
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Capitulo 4

Métodos numéricos

En el fondo, en un juego estético, el problema que cada jugador debe resolver se
reduce a minimizar una funcién f(x) con x en un conjunto factible X, que esta de-
finido por ciertas condiciones de la forma g(x) < 0. Estos son los tipicos elementos
de un problema de optimizacion. Entonces daremos una breve introducciéon a con-
ceptos basicos de optimizacion donde definiremos dos tipos de problemas clasicos
de este area, junto con requerimientos necesarios y suficientes para que las solucio-
nes sean Optimas, las llamadas condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Luego,
generalizaremos estos conceptos a problemas de equilibrio de Nash generalizado
y estudiaremos una reformulacion del problema de optimizaciéon con restricciones
para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones resultante de plantear las
mencionadas condiciones.

Por ultimo, presentaremos y resolveremos un juego conocido como River Basin
Pollution Game, sacado de [12] y [9]. En ambos trabajos se lo resuelve utilizando
dos métodos distintos desarrollados en los mismos, en este trabajo también utili-
zaremos un algoritmo propio para resolverlo. Luego, presentaremos 4 reversiones
de dicho juego y trataremos de resolverlas numéricamente a través de los métodos
presentados en este capitulo. Esto es, para cada version desarrollaremos la refor-
mulacién del problema correspondiente y presentaremos los resultados numeéricos
obtenidos junto con las conclusiones correspondientes.

4.1. Preliminares de Optimizacién

Aqui introduciremos brevemente conceptos bésicos de optimizacion y la nota-
cion correspondiente, para una mejor comprension de los métodos utilizados mas
adelante en este capitulo.

Definicion 4.1.1 Dada una funcion f : R® — R, al problema de hallar un
punto z* € R" tal que f(z*) < f(x) Yo € R"™ se lo conoce como problema de
optimizacion sin restricciones y se lo denota por:

minimizar  f(x)
s.a r e R"
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donde “s. a” es la abreviacion de “sujeto a”.
De manera analoga, sea €2 C R", definimos:

Definicién 4.1.2 Un problema de optimizacion con restricciones es el pro-
blema de encontrar un punto x* € Q tal que f(z*) < f(z) Vx € Q y se lo denota
por:

minimizar  f(x)
s.a x €}

En estos problemas, a ) se lo conoce como conjunto factible y para todo
r € R™, los puntos que cumplen = € €) se llaman puntos factibles del problema.

Definiciéon 4.1.3 Para ambos tipos de problemas, la funcion f se conoce como
funcion objetivo y el mencionado punto x*, como minimo global. Si, en cam-
bio, existe un numero real € > 0 tal que el punto x* satisface que

f(z*) < f(z) Vo € R™ tal que ||z — x*|| < € para el problema sin restricciones, y
f(z*) < f(z) Vo € Q tal que ||z — x*|| < € para el problema con restricciones, se
dice que x* es un minimo local. En este caso, || - || denota la norma euclidea en
R™.

En los problemas con restricciones en los que éstas son de la forma g(x) < 0,
donde
g:R" — RP oseaque g;(xr) <0Vi=1,...,p,diremos que g; es una restriccion
activa en x si g;(x) = 0 y diremos que esta inactiva en  si g;(x) < 0. En pos
de esto, definiendo I(z) = {i € {1,...,p}|g:(z) = 0}, diremos que Z es un punto
regular del problema

minimizar f(z)
s.a gi(x) =0,Vx € QeicI(x)

sil(x)={ie{l,...,p}gi(z) =0} y {Vg:i(2),...,Vg,(Z)} es un conjunto lineal-
mente independiente (L.I.).

En este capitulo analizaremos un problema particular, por lo que sélo introdu-
ciremos las condiciones KK'T para asegurar que nuestra soluciéon es 6ptima. Estas
condiciones son relaciones entre las derivadas de la funcién objetivo y las derivadas
de las funciones que definen las restricciones, por lo que el primer requisito para
poder aplicarlas es que todas las funciones involucradas en nuestro problema sean,
al menos, C*.

Consideramos entonces el siguiente problema de optimizacion:

minimizar f(x)
s.a g(x) <0

donde g : R® — RP y tanto f como ¢ son, al menos, C*.

Teorema 4.1.4 Si z* es un minimizador local reqular del problemal[{.1], entonces
existen unicos ' € R Vi € I(x*) tales que:
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LV + Y wVg ) =0.

iel(z*)
2. pigi(x*) =0 Vie I(z¥).
3. pt>0Viel(xr).

Aqui, V£ denota el gradiente de f y a los coeficientes u', ..., uP se los llama
multiplicadores de Lagrange. A las condiciones 1 - 3 del teorema se las llama con-
diciones de optimalidad KKT, o condiciones necesarias de optimalidad de primer
orden.

Ademas podemos definir:

Definicién 4.1.5 Dado el problema de minimizacion y llamando v al vector
que contiene a los multiplicadores de Lagrange del mismo, llamamos Lagrangiano
del problema a

Lz, p) == f(x) + Y p'gi(x)

i€l(x)

4.2. Condiciones KKT para Equilibrios de Nash
Generalizados

Para resolver los problemas de equilibrio de Nash generalizado, en este trabajo
utilizaremos una version mas general de las condiciones KKT vistas en la seccion
de optimizacion, extraida de [13].

Recordemos el problema de equilibrio de Nash generalizado para n jugadores,
es decir NV = {1,...,n}, donde el jugador i controla el vector z* € R™ y quiere
resolver el siguiente problema de optimizacion:

minimizar wi(wi, x_;)

| (4.2)
s.a g (v, x-3) <0

donde u; : R* — Ry ¢ : RY — R™, con N = nq + - - - + n,, denotando el total
de variables y m = my + - - - +m,, el total de restricciones del problema.

Sea x* una solucion del problema [4.2] es sabido que entonces las siguientes
condiciones KKT se satisfacen para cada jugador ¢ =1,... n:

Vziul(x;kv X*—z) + Z/’L;vwzg‘; (X;'kv X*—z) =0

=1

g;‘ (x;,x%;) <0,

phgh(x5,x%,) =0,
Vj=1,...,my donde p' = (pui,...,pi, )" es el vector de multiplicadores de La-
grange del jugador i. Ademés, como estamos ante un problema convexo (las fun-
ciones u;(,z_;) y g]i-(-,x_i) paratodoi=1,....,nyj=1,...,m;), sabemos que si
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un perfil estratégico x* satisface dichas condiciones para todo jugador: =1,...,n
junto con un vector p = (ut, ..., u™)?, entonces es una solucién del problema gene-
ralizado. Por lo tanto, lo més natural es tratar de resolver el problema resolviendo
simultaneamente los sistemas KKT de los jugadores involucrados.

Para cadai=1,...,n, sea L(x, p*) := w;(z;, x_;) + E/L;g;(azl, x_;) el Lagran-
j—1
giano para el jugador . Para simplificar la notaciéon introduciremos el siguiente

concepto.

Definicion 4.2.1 Sean F(z,p) = (V,L'(z, '), v g(z) = (¢'(x))",, el sis-
tema KKT concatenado puede ser reescrito como:

F(z,p) =0, p>0, g(x) <0, p'g(x)=0

Para resolver este problema utilizaremos el método desarrollado en [13], el cual
es un acercamiento muy utilizado que consiste en reducir nuestro sistema de ecua-
ciones mediante la inclusion de una funcion complementaria, transformando
asi nuestro problema en uno de optimizacién sin restricciones.

Sea ¢ : R* — R una funcion tal que ¢(a,b) = 0siysolosia >0y b > 0.
Entonces el sistema KK'T concatenado puede reescribirse como:

F(x,p) =0, &(x,u)=0
donde:

Oty =0, (X)) | o

O(Hr,s — G, (X))

Existen muchas posibles funciones complementarias ¢ y en este trabajo usare-
mos una de las més destacadas, la funcion de Fischer-Burmeister, que esta dada
por:

$(a,b) == Va2 + 02 — (a +b)

Una vez reformulado el sistema KKT concatenado como un nuevo sistema
de ecuaciones, podemos resolverlo hallando un minimo (global) de la siguiente

funcion de mérito:
L (Feem)|]
00 =3 | (atam)|

La ventaja de utilizar la funciéon de Fischer-Burmeister es que nos brinda una
funcion de mérito continuamente diferenciable. Por lo tanto podemos usar paquetes
de optimizacion estandar para intentar hallar la soluciéon numérica del problema
sin restricciones

minimaizar O(x, 1)
s.a xeR" upeR™
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Para intentar resolver el sistema KKT concatenado, primero debemos asegu-
rarnos que se satisfagan dos condiciones:

= Una condicién que garantice que los puntos estacionarios de ® son soluciones
globales del problema de equilibrio de Nash generalizado.

= Una condicién bajo la cual © sea coercitiva.

Introduciremos ahora notacion y definiciones que nos simplificaran el enunciado
de dos resultados que nos definiran estas condiciones. Tenemos asi:

Vag'(x) - 0

E(x) = : . :

Jxf serd la matriz Jacobiana respecto de x de la funcion f.

D, (x, u) := diag(a'(x, pu'), ..., a"(x, u")) € RN

Dy (x, pt) := diag(b' (x, p'), ..., b"(x, ")) € RN

Donde a’(x, u*) y b*(x, u*) son vectores cuyas coordenadas estan dadas por:

(4,—9(x) (g
= B (1,1) si (i, —gi(x)) # (0,0)
P VD2 (%))
(aj (x, Mj)a bj (x, Hj))

cc(B0.1) ~ (L1)  si (4 —g)(x) = (0.0)

Vi=1,...,nyV¥j=1,...,n; donde cl(B(0,1)) es la clausura de la bola cerrada
de centro 0 y radio 1.
Asi, [13] nos muestra que el gradiente de © viene dado por:

B JF(x, 1) E(x) F(x, 1)
VO(x,u) = —D,(x, 11)Jxg(x) Du(x,u)} [‘I)(qu)}

Definicion 4.2.2 Una matiz cuadrada A se dice P-matriz si cada menor princi-
pal es positivo. Una Py—matriz es la clausura de la clase de las P-matriz, es decir,
el conjunto de matrices cuadradas tales que sus menores principales son no nega-
tivos. Los menores principales de una matriz cuadrada A € C™*™ son los deter-
minantes de las submatrices cuadradas B € C™*™ de A, para todo m =1,...,n.

El siguiente resultado, demostrado en [13], nos brinda condiciones suficientes
para que un punto estacionario de u sea soluciéon del problema generalizado.

Teorema 4.2.3 Sea (T,71) € RY x R™ un punto estacionario de © y supongamos
que JLF(Z, 1) es no singular y

M(@,7i) := Jo9(2)JF(z, 1) E(T)

es una Py-matriz. Entonces T es una solucion del problema de equilibrio de Nash
generalizado.
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Nota: En [9] se asegura que este resultado es simple de verificar cuando el
problema de optimizacién tiene una funcién objetivo cuadratica y restricciones
lineales (como ocurre en los problemas analizados al final del capitulo), pues en
esos casos, M (x, i) es independiente de (x, p).

Para la coercitividad, consideraremos un problema de equilibrio de Nash ge-
neralizado més general, pero tal que los que nosotros estamos estudiando son un
caso particular de este, definido a través del siguiente problema de optimizacion:

minimizar wi(wi, x_;)
A A (4.3)
5.a g'(zyr) <0, h'(z;) <0
Vi =1,...,n, donde las funciones ¢* son las mismas de antes, hj- :R™ — Ry las

asumimos convexas en ;. Entonces definimos el conjunto
Xo:={zeR"| h'(z;) <0Vi=1,...,n}
que resulta ser cerrado y convexo.

Proposicion 4.2.4 Supongamos que h; : R" — R es convexa para todo i =
1,...,nytodoj=1,...,n;. Supongamos que el conjunto Xy es no vacio y acotado.
Mds aiin, sea {(z%, u*)} cualquier sucesion tal que u(z*, u*) < u(2®, u°), Vk € N.
Entonces la sucesion {z*} es acotada.

La demostracion de esta proposicion también podemos encontrarla en [13].
Este resultado nos asegura que cualquier método de descenso razonable tendra un
punto de acumulacién, que se sabe, es un punto estacionario de u y, por lo tanto,
una solucion al problema [4.3]

Si bien el primer resultado es facil de probar, la reformulaciéon del problema por
la funcién de Nikaido-Isoda presentada en el capitulo 3 nos asegura de forma mas
directa la existencia de solucion. Por eso dicha reformulacion es la que utilizaremos
para probar el siguiente resultado:

Proposicion 4.2.5 Los juegos con inconsciencia presentados en la seccion 4.3 de
este capitulo tienen solucion.

Demostracion:

Todas las versiones presentadas comparten, junto con el juego original o base, la
funcion objetivo wu;, pero varian sus restricciones. Sin embargo, estas variaciones
comparten una caracteristica, que los conjuntos factibles X resultantes son de
la forma X = {ax < b, con a,b € R}. Entonces nuestro problema se reduce
a demostrar que las hipotesis del teorema [2.5.8] se satisfacen para el siguiente
problema:

minimaizar wi(wi, ;)

s.a a1r1 < by, agwy < by, azxrz < bs

con a; y b; € R, a; # 0, para todo i = 1,2, 3.
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Asi nos queda X = [0, 2—11] x [0, Z—z] x [0, Z—z], que es un subconjunto convexo y
cerrado de R3. Por otro lado, la funcién de Nikaido-Isoda en este caso nos queda:

U(x,y) =(do + c21) (2] — y7) + [do(w2 + 3) + c11 — da(z1 — y1)
+ (dQ + CQQ)(ZU% — yg) + [dg(l‘l + Ig) + C1o2 — dl](ZEQ — yg)
+ (da + c23) (23 — 43) + [do(21 + 22) + €15 — di] (23 — y3)

Llamando A; = ds + co; vy B; = do) xj + ¢1; — dy, con ¢ = 1,2, 3, obtenemos:
J#i

3 3

U(x,y) = A2} —y})+ ) Bilai — ;)

i=1 i=1

Es claro entonces que ¥ es débilmente convexa en X en la primera coordenada
y débilmente concava en X, en la segunda. Por lo tanto, la funcion de Nikaido-
Isoda de nuestro problema es débilmente convexa-concava.

Por otro lado, notemos que las funciones Z(x) y ,(x, y) representan las mismas
formulas que para el juego base, debido a que las formulas s6lo dependen de la
funcion objetivo. Ademaés, la continuidad de Z(x) depende principalmente de la
estructura de la formula de ¥. Entonces, como en [9] se ha demostrado que las
hipotesis del teorema 2.5.8| que involucran sé6lo a estas funciones valen para el juego
original, también valen en este caso.

Ahora, por [9] sabemos que:

ry(xy) = 5 (A x)(x —y),x —y) + o1(|x - y[I*)

1

2

1
Ly (x,y) = B (B(x,x)(x —y),x —y) +os(][x — y|]*)
donde A(x,x) = Uux(X,¥)|y = x ¥ B(X,%) = Uyy (X,¥)]y = x

Asi tenemos:

-2(d2 + 621) 2d2 2d2
A(x,x) = 2ds 2(dy + ¢92) 2ds
| 24, 2d, 2(dy + ca3)
-—2(d2 + 621) 0 0
B(X, X) = 0 —2(d2 + 022) 0
L O 0 —2(d2 + 623)

Entonces es claro que se satisfacen las condiciones 4 y 5 del teorema [2.5.8] en
X también.

Por 1ultimo, la condicion 6 hace referencia al paso 6ptimo usado en el algoritmo
que nos presenta el trabajo citado. Como nosotros no utilizaremos el algoritmo en
este trabajo y las formulas de todas las funciones involucradas en la eleccion del
paso son las mismas aqui que en el juego original, adoptaremos el paso usado en
[9] y para el cual sabemos que se cumple la condicion 6.
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Por lo tanto podemos decir que el problema general planteado tiene solucion.
Como los juegos analizados en la siguiente seccion son casos particulares de éste,

entonces dichos problemas tienen solucion.
O

4.3. Aplicacién numérica

En este capitulo analizaremos un ejemplo sacado de [12] y estudiado también
en [9]. Esta situacion es un problema de equilibrio de Nash generalizado clasico,
sin inconsciencia. En el presente trabajo utilizaremos el planteo de la situacion y
reversionaremos las restricciones para transformarlo en un problema de nuestro
interés, tomando como juego objetivo el juego original presentado en los trabajos
citados.

La situacién que se plantea en todos los casos es la de tres empresas dedi-
cadas a la produccion de un bien determinado, digamos producciéon de celulosa
de papel. Consideraremos que todas colocan sus productos en el mismo mercado,
por lo tanto N' = {1,2,3}. Las tres compaiifas tienen sus fabricas situadas en la
ribera de un rio, al cual echan los residuos de sus procesos de fabricacion. Para
monitorear los niveles de concentracion de toxicos en el agua, la autoridad local
dispone dos estaciones de monitoreo a lo largo del rio y establece que los niveles
de contaminacién totales no pueden superar un cierto limite K; en la estacion [,
con [ = 1, 2. Consideraremos por simplicidad que estas tres empresas son la tinica
fuente de contaminacion del rio.

Ahora, cada empresa ¢ debera decidir el nivel de producciéon x; que minimice
su funciéon de costo u; que viene dada por:

ui(x) = (do(x1 + 29 + x3) + €15 + coix; — dy)

Al momento de minimizar esta funcién objetivo, en el juego original, se consideran
las restricciones ambientales impuestas por el limite permitido en cada estacion
de monitoreo:

3
a(@) =) haeiw; < K, 1=1,2
i=1
Como las restricciones nos definen el conjunto factible de estrategias para cada
jugador, con las definiciones de ¢; y ¢2 queda més que claro que se trata de un
problema de equilibrio de Nash generalizado. Las constantes involucradas en las
formulas anteriores vienen dadas por la tabla [1.1] tomada de [12]:

Jugador i | ¢y Co; e;  hi hio dy dy | K1 Ko
1 0.10 0.01 0.50 6.5 4.583 3.0 0.01| 100 100
2 0.12 0.05 0.25 5.0 6.250
3 0.15 0.01 0.75 5.5 3.750

Tabla 4.1: Constantes
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Si bien este juego fue resuelto en mas de un trabajo, nosotros aqui hemos optado
por utilizar un procedimiento propio para resolverlo y decidimos utilizar la funcién
“least squares” del paquete “scipy.optimize” en Python 3.10.6 para la resolucion
computacional, por lo que al principio del analisis plantearemos nuevamente y
resolveremos con nuestros métodos el juego objetivo. Utilizaremos los resultados de
los trabajos citados para corroborar que nuestro método funcione correctamente.

Una vez resuelto esto, analizaremos 4 versiones del problema presentado. En
una primera instancia contemplaremos la situacion en la cual las tres empresas
desconocen las restricciones ambientales. Naturalmente, si las tres empresas fabri-
can una cantidad infinita de productos no lograran vender todo e incurriran en
pérdidas innecesarias. Por esta razon se plantean limites razonables de produccion,
My, My y M;, respectivamente, dependiendo de la infraestructura de cada una.
Como no tienen el monopolio del mercado, deben contemplar la produccion de
la competencia en sus céalculos y en el planteo de sus limites, asi como su propia
infraestructura. Sin embargo, los recursos de cada empresa no son de conocimiento
comun, so6lo consideraremos de piiblico conocimiento la relaciéon entre las capaci-
dades productivas de cada una. Basados en los resultados del articulo [9], estas
relaciones son las siguientes: La empresa 1 tiene 8 veces la capacidad productiva
de la empresa 3 y la empresa 2, 6 veces la de la empresa 3.

En una segunda versién del problema, asumiremos que la empresa 1 ve el juego
base y las otras dos perciben lo mismo que en la version anterior. Entonces en este
caso, la empresa 1 sera consciente de la existencia de las estaciones de control, en
cambio los otros dos jugadores consideraran como sus restricciones, los limites M,
y Mj definidos anteriormente. En esta version no s6lo analizaremos a qué solucion
llegamos, sino que también queremos saber si el conocimiento de la empresa 1 se
transmite a las demas. En caso de ser asi esto ultimo, nos preguntaremos si su
tamano respecto a las demés tiene alguna influencia en este comportamiento o no.

Luego plantearemos una tercera version en la cual dos empresas conocen las
restricciones ambientales y una no. Aqui estudiaremos dos casos: uno en el que
la empresa 3 serd la que no conozca la existencia de las estaciones y otro en el
que la empresa 1 sea la que desconoce esta informacién. En esta version, al igual
que en la anterior, queremos analizar si la informacién de las empresas que ven
un juego equivalente al juego objetivo, se transmite a la que no lo es o no. En
caso de cumplirse esto tultimo, queremos ver también si esto se debe al tamano de
las empresas o a la cantidad de empresas conscientes respecto de la cantidad de
empresas que no lo son.

Por dltimo tomaremos nuevamente la primera version en la cual las empresas
no conocen las restricciones ambientales y se plantean los limites razonables M,
M, y Ms. A diferencia de la primera version, agregaremos un cuarto jugador, el
estado, que participara en el juego como un ente regulador activo, es decir, si las
empresas superan los limites de contaminaciéon permitidos, aplicard una multa,
aumentando asf los costos de los productores y reduciendo sus ganancias. Como
consideramos que los jugadores son seres razonables, al momento de recibir la
multa, la naturaleza del juego cambiara, presentando asi un ejemplo de que la
linea entre los tipos de juego es muy delgada.
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En todas las versiones, por simplicidad en los célculos, asumiremos que cada
jugador cree que los demés estan viendo el mismo juego; que los demés creen que él
esta viendo el mismo juego; y asi siguiendo. Por lo tanto en todas las definiciones de
los juegos a continuacion, F = (id, id,id), con id : R® — R3 la funcién identidad
dada por id(y) =y.

En el analisis de los juegos con inconsciencia, a continuacién, esperamos corro-
borar la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados:

= Las soluciones de los juegos con inconsciencia de las versiones presentadas
no son solucién del juego base.

= Las soluciones de las versiones 1 y 2 no satisfacen las restricciones ambien-
tales.

s Las soluciones de los dos casos analizados en la versién 3 satisfacen las res-
tricciones ambientales.

El codigo de los calculos realizados en cada iteracion de las versiones con in-
consciencia puede encontrarse en el apéndice A, en el apartado de Soluciones.

Version 0: Juego base
En este caso, para cada agente 1 = 1,2, 3 el problema a resolver es:

minimizar (i, ;)

s.a g (zi,r_;) <0

donde u;(x;, z_;) es la funcion de costo del jugador ¢ mencionada en la introduccion
vy g (x5, w_3) = (g1 (@3, 2-3), gh (3, 2_;))", con g} y g5 dadas por

gi(%,flki) = Q1(9€i,x7i) - K y Qé(mi,xfi) = Q2(«’L’i,1’7¢) - K,

Asfi las condiciones KKT para el jugador ¢ seran:

(

Vi, ) + Zujv i@ w) =0
7j=1

pi =0

gj(xi, ) <0

L M;g;(xmﬂﬁ—i) =0

Vj = 1,2, donde pi = (ui, ui)? es el vector de multiplicadores de Lagrange para
el jugador 1.

Denotando ahora L*°(x, u*) := w;(x;, x_;) + Zu]gj (x;,x_;), definimos

FO(Xa :u) = (VI1L1’O(X7 :ul)> szLz’O(Xa 12 )a V:C3L3 O(X> 2 )) y pOdemOS escribir el
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sistema KKT concatenado como:

|

PR

©
X =
N IA IV

=

AN

>

S~—

o o o o

Luego, para cada par (i,7), con i = 1,2,3 y j = 1,2, calculando la funcion
complementaria evaluada en (p%, —gi(x)) obtenemos:

(13)? + (=91 (%)) = (11 — g1 (x))

(11)? + (K1 — 1(x))? — g — K1 + qu(x)

¢° (1, —91(x))

(13)? + (—93(x))2 — (g — 92(x))

(13)? + (K3 — q2(x))? — py — Ky + ¢2(x)

¢° (13, —95(x))

()2 + (=97 (x))* = (47 — gi(x))
(12 + (K1 — q1(x))? = pi — K1+ qu(x)
(13)? + (—g3(x))? = (13 — g3(x))
(13)? + (K> — g2(%))? — 3 — Ko + 2(x)
()2 + (=g (x))? = (4} — gi(x))

(13)? + (K1 — q1(x))? = g1} — K1+ q1(x)

¢ (1, —gi (x))

¢° (13, —95(x))

(13, — g3 (x))

Il
P e A e e e

¢ (3, —g5(x)) = \/ (13)% + (—g3(x))? — (u3 — g5(x))
—\/ug + (K3 — 2(x))% — 3 — Ks + q2(x)

Quedando asi la funciéon complementaria para el caso base:

(ML —g1(x))
A
0 o :ula —01\X 6
i) = | Gk T | <R
szﬁo(ui —gi(x))
gbo(:u% SX)

Asi obtenemos que la funcién de mérito para este problema es:
0 2

LI (F (1)

2 [|\2%(x, 1)
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Resolviendo esta formulacion con el coédigo presentado en el anexo A, obtene-
mos que la solucién a nuestro problema es x = (21,119; 16,068; 2,733).

Por tltimo, la solucién dada en [9] es x = (21,14; 16,03; 2,728)%, por lo que el
error relativo de nuestra aproximacion es F, = 0,0016, mucho menor a media uni-
dad. Podemos entonces decir que nuestro algoritmo nos brinda una buena solucion
del juego.

Version 1: Todos inconscientes

En este caso consideraremos que todos los jugadores desconocen las restriccio-
nes ambientales. Asumiremos que las empresas tienen la infraestructura necesaria
para producir la cantidad que se propongan, pero debido a que no es conveniente
que produzcan al maximo de su capacidad, se plantearan limites razonables de
produccion. Estos limites seran cotas superiores para los niveles de producciéon de
cada uno y estaran motivados por la capacidad productiva de cada uno, mas la
consideracion de la competencia en el mercado que le quitara algunos clientes, es
decir, x; < M;, Vi = 1,2, 3, donde los M; no necesariamente son todos iguales.

Ademés mencionamos antes que la relacion entre las capacidades productivas
de las empresas es de conocimiento comun, por lo que, una vez planteado el limite
de produccion para si mismo, cada jugador utilizara esta relacion para establecer
el limite de produccién para los deméas. Entonces las restricciones consideradas
por cada agente son las siguientes:

JUGADOR 1: JUGADOR 2: JUGADOR 3:

r1 < M, T < %Mz 71 < 8M;3
Ty < %M1 9 < My x9 < 6M3
x3 < § M x5 < $ Mo x3 < M;

También asumiremos que cada jugador cree que los demas estan jugando el
mismo juego. De esta manera, para cada ¢ = 1,2, 3 el problema a resolver es:

minimizar (i, ;)
s.a g' (i, w_;) <0
donde ¢'(z;, ;) = (9} (x5, 2-;), g (i, x_;), gi(xs, w—;))T y éstas estan dadas por:

3 1
gl($1,$2;$3) = (1’1 — My, x9 — ZM17$3 - §M1)T

4 1
92($1,$2;1¢3) = (56’1 - §M2,372 — My, x3 — éMz)T

G (w1, 19, 73) = (11 — 8Ms3, T9 — 6 M3, 13 — M3)T

Definimos asi los juegos G° como el juego base enunciado en la versién 0 y
G' = (AN ul), G? = (A% u?), G® = (A3 u?), donde para cada j = 1,2, 3:

» AV ={zeR3| ¢ (z) <0}
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. uj = (u17u27u3)'

Entonces, formalmente el juego definido en este caso es I'' =

G' = (G, G CA.GPY,

(G, F), donde

Asi, las condiciones KKT para el jugador i seran:

/

j=1

Vi=1,2,3.

3
Vmiui<$i> $7i) + Zu;vmﬂ; (%‘7 915—1') =

=0

pi =0
g;'(xhxfl) <0
1595(xi, 2-5) = 0

3
Denotando L (x, p*) := u;(xi, ;) + > pbgi(zi, v_;) y definiendo
j=1

F'(x, 1) = (Vg LM (x, ), Vo, L2 (x, 1i2), Vo, L3 (x, %)) el sistema de condi-

ciones KKT concatenadas queda:

Entonces, para cada par (i,7), con ¢,j = 1,2, 3, calculando la funciéon comple-
mentaria evaluada en (%, —g%(x)) obtenemos:

0"k 01 () = /()2 + (9} ()2 — (] — g} ()

= (b2 + (M) — ) — b — My +

O (b, —95(x)) = \/ (13)? + (g

3 3
= \/(M%)Z + (S My — m9)2 — b — ZMI + T

4

0 (11h, ~05(x)) = \/ (1u)? + (~g




(13)? + (—g3(x))? = (13 — g>(x))

6" (15, —g3(%)) =/ (4)? + (~g3 ()2 — (1 — g3(x))

= ) + (My — 23)? — i — My +

Luego, la funcién complementaria de este problema es un elemento de RY dado
por:

¢1(:U%7 _g% (X))
¢ (b, —g3(x))
o' (13, —g5(x))
o' (13, —gi(x))
¢1<X7 :LL) = ¢1(:u%a —g%(X))
o' (13, —g3(x))
o' (1}, =g} (%))
o' (13, —g5(x))
o' (13, —g3(x))

Quedando asi la funciéon de mérito de este problema:

=3[ GEl

En este caso, tomaremos inicialmente los limites M; = 30, My = 22 y M3 = 4,
que sabemos que son cotas superiores de los resultados del juego objetivo. Ade-
mas nuestro algoritmo nos exige una aproximacion inicial de (21,9, 23)7 y de
(!, 12, 1®)T, que tomaremos como (20,16,2)7 v (0,0,0)7 respectivamente. Resol-
viendo esto obtenemos los siguientes resultados:

JucADpOR 1: ™! = (30;21,20;3,6)7
JUGADOR 2: 22 ( 9,26;21,27;3,52)7
JUGADOR 3: »3 = (32;21;4)T

Esto representa los siguientes costos para las empresas: 61.55 para la empresa
1, 27.14 para la empresa 2 y 8.95 para la empresa 3.

Pero realmente se jugara el perfil 2t = (2, 28 2T = (30,22,4)". Con los
siguientes costos para las empresas: 61.41 para la empresa 1, 26.88 para la empresa

2y 9.03 para la empresa 3.
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Una vez jugado este perfil, los jugadores se encuentran con que los demés no
han jugado lo esperado. Entonces deben decidir como actuar para la segunda ronda
del juego, en base a la nueva informaciéon que ahora poseen. Como el costo para
las dos primeras empresas es menor del esperado, entonces creyendo que pueden
aumentar su produccién sin incurrir en costos extras, recalcularan su equilibrio.
En cambio la tercera empresa debe recalcular su equilibrio porque ha incurrido en
un costo mayor al esperado.

Como no hay restricciones en la complejidad de los calculos para elegir una
estrategia, cada productor ¢ modificara su eleccion del nivel de producciéon x; como
se explica a continuacion.

Definimos f; : R — R por

fi(z) = wi(z™) — u; (=)

donde 2™ = (2, (2f)_;). Esta funcién nos brinda la diferencia de costos entre el
afrontado al jugar zf y 2™V, Entonces, en cada iteracion del juego, los agentes
buscaran el V¥ que minimice la funcién f.

Sea m; el minimo de f;, definimos M, ,yevo = m;. Como bajar la producciéon ob-
viamente llevara a minimizar los costos, pero también a la reducciéon de ganancias,
consideraremos que los productores modifican sus limites s6lo si M; yuevo > M;.
Si el limite cambia, las empresas vuelven a calcular su equilibrio replanteando el
sistema KK'T concatenado, teniendo en cuenta en cada paso y para cadai = 1,2, 3
que el participante i cree que los demés agentes se comportaran segin lo espera-
do. Esto es, si segtn el jugador 7 algtn jugador j # i debe bajar su produccion
para aumentar su ganancia, entonces lo hara. Esto tiene sentido pues al aumentar
la producciéon z;, debido a la funcién de utilidad considerada, los costos para los
demas participantes aumentaran si no disminuyen su producciéon. Asi, para poder
recalcular el equilibrio, primero deben actualizar los limites M;, obteniendo asi:

Ml - 66, M2 == 22, M3 = 59
Recalculando entonces los equilibrios se obtiene:

= (66,21,27,4)"
o+ = (30,21,27,4)"
o3 = (30,21,27,53,68)"
Entonces el resultado de la segunda iteracion es xf* = (66;21,27;53,68) .
Haciendo un analisis de costo, al aumentar las producciones es claro que los
costos serdn mayores, sin embargo los reales son bajos en comparacién con los
esperados, por lo que las empresas no tendran esto en cuenta al momento de
decidir y aumentaran su produccion. Sin embargo, nuevamente los competidores

jugaron estrategias inesperadas, por lo que se deberan recalcular los equilibrios.
Obteniendo asi:

ot = (66;21;54)"
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™% = (66;21,27;54)"
™ = (66;21;53,68)"

La empresa 3 ha obtenido que debe bajar su producciéon y establecimos que
eso no es una actitud aceptable, entonces el resultado de la tercera iteraciéon es
ot = (66;21,27; 54)T.

En esta tdltima iteracion, las tres empresas han llegado al perfil efectivamente
jugado. Si bien la producciéon real de la segunda empresa no es estrictamente
la misma esperada por sus competidores, contemplamos una tolerancia de 40,5
unidades debido a que al mercado se sacan unidades enteras, no fraccionadas.
Entonces ningtn jugador recalculara sus equilibrios, ya que sus creencias no fueron
refutadas.

Llegamos asi al resultado de este juego, x = (66;21,27;54)7. Claramente este
no es el resultado del juego base. Mas atn, ¢(x) = 462,53 > K; y ¢(x) =
335,46 > K,. Entonces podemos concluir que, si ningin jugador es consciente de
la existencia de las estaciones de control y no existe algiin agente externo que
induzca de alguna manera esta informacion, no se lograra llegar a una soluciéon del
juego original.

Version 2: Uno consciente

En esta version consideraremos que la empresa 1 conoce las restricciones am-
bientales, por lo que ve un juego equivalente al juego base, es decir, G' = G°.
Por otro lado, asumimos que los jugadores 2 y 3 desconocen dichas restricciones
y ven los juegos G? y G* definidos en la seccién anterior. Supondremos también
que cada jugador cree que los deméas ven el mismo juego, que cree que ellos creen
que él percibe el mismo juego, y asi siguiendo.

Puesto que dos jugadores no conocen el juego original, se jugaran perfiles de
estrategias inesperados. Ante esta situacion asumiremos que los jugadores 2 y 3
siguen el mismo curso de accidon que en la version 1 para actualizar sus limites My
y M3 y recalcular sus equilibrios. En cambio, el jugador 1, que esta totalmente
convencido de que ve el verdadero juego, no modifica su eleccién, incluso si sus
competidores escogen estrategias muy distintas a las esperadas.

Las funciones ¢° que definen las restricciones para el jugador i deben estar
definidas de R? en R. Como sabemos, las restricciones del juego objetivo vienen
dadas por dos férmulas, por lo que definiremos g'(x) = (g1(x), g2(x), g3(x))7,
donde gi (x) = q1(x) — K1, 93(x) = g2(x) — K3 y g3(x) = 0. Mientras que para los
jugadores 2 y 3, las funciones ¢ y ¢° seran las mismas que en la versiéon anterior.

Formalmente, el juego con inconsciencia que modela esta situacion es ['? =
(G2, F), donde G* = {G°, G',G?,G3} con G' = (A, u?) dado por
A'={z eR®| ¢ <0}y u' = (u, ug, u3).

A continuacion desarrollaremos en detalle las cuentas para el jugador 1, pues
son las que cambian con respecto a la situaciéon anterior.
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Las condiciones KKT para el jugador 1 quedan:

p

3

Vet (21, o) + Zu}vxlg}(xl, r_1)=0
j=1

ps >0

gj(z1,21) <0

\ lu’jg](xlax 1) 0

Vi=1,2,3.

Como la tercera funcion coordenada de g es constantemente cero, no importa
el valor que pongamos a p3, en particular podemos tomar p3 > 0 y las funciones
complementarias para este jugador resultan:

G (b, g1 (x)) = (., —g1 (0)) = 1/ (u)? + (K — 01(x))? = i} — Ky + 1)

¢2(M%a —g%(x)) = ¢0(H%7 —9%<X)) = \/(M%)z + (K2 — q2(x))? — M% — Ky + ¢2(x)
& (113, —95(x)) = |pz] — pg = pz — p3 = 0
Luego, definiendo L'?(x, ut) = L0(x, ut), y para cadai =2,3y j =1,2,3,

L¥(x,pt) = L (x,p1'), ¢°(15, —g5(x)) = ¢'(k5, —g;(x)), las funciones comple-
mentaria y de mérito de este problema son:

& (1, ag% (x))
¢* (13, —g7 (%))
®*(x, 1) == | ¢* (13, —g3(x)) | € R
¢ (13, —g3(x))
O (13, —gi(x))
¢2(M§7 —gg(X))
(b?(:ugv _gi:’,)) (X))

=3 Gl

Inicialmente tomaremos My = 22, M3 = 4, Tipicias = (20;16;2)T
Winiciar = (0;0; O)T. Resolviendo este problema, obtenemos los siguientes resulta-
dos:

JUGADOR 1: 2! = (21,119;16,068;2,733)"
JUGADOR 2: % = (29,26;21,27; 3,52)"
JUGADOR 3: ™3 = (32;21;4)7
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Entonces realmente se jugaré el perfil ¥ = (28 28 28T = (21,119;21,27;4)7.

Como ninguno de los jugadores juega lo que el otro espera de ellos, se recal-
culardn nuevamente los equilibrios, respetando los supuestos mencionados ante-
riormente. Procediendo iterativamente como en la versiéon 1, llegamos a que el
resultado de este juego es el pertil

x = (21,119;21,27; 53,68)"

Nuevamente nos encontramos con que la solucién de esta situacion no es el
resultado del juego base. Més aun, ¢;(x) = 316,66 > K; y g2(x) = 232,61 > K.

Notemos sin embargo, que esta vez se redujo la concentraciéon de toxicos en el
rio. Entonces cabe preguntarnos si el hecho de que més empresas sean conscientes
de las restricciones ambientales nos conducira a satisfacer dichas cotas o no. Esto
motiva el planteo del siguiente juego.

Version 3: Dos conscientes

En esta version consideraremos que dos empresas conocen las restricciones
ambientales y una no. Entonces, en términos de cuentas, dos empresas obtendran
los resultados de la misma forma que en el juego base y la otra, de la misma
forma que lo hacia en la version 1. Por lo tanto no presentaremos aqui los detalles
de las cuentas, sino que nos enfocaremos en cambio, en analizar los resultados
obtenidos intentando responder preguntas como ;se propaga el conocimiento del
juego base de los jugadores conscientes a los demés?; Tiene alguna influencia en
esta propagacion el tamano de las empresas conscientes?; Tiene alguna influencia
en este resultado la cantidad de empresas conscientes respecto de la cantidad de
las que no lo son?

Para responder algunos interrogantes consideraremos dos casos. Primero su-
pondremos que la empresa inconsciente es la més pequena y en una segunda
instancia, asumiremos que la empresa mas grande es la que no conoce el juego
base.

Empresa 3 inconsciente Supongamos que la empresa 3 no conoce la existencia
de las estaciones de control. Sabemos de las versiones anteriores que en la segunda
iteracion cuando el jugador 3 aumenta considerablemente su produccion. En esta
iteracion, si este jugador cambia su estrategia de 4 a 54 unidades, entonces los
costos reales estaran muy por encima de los calculados (costo esperado 57,64 y
costo real 75,40). Entonces, al jugador 3 no le conviene moverse de su estrategia
original, por lo que siempre escogera x§’3 =4.

Entonces obtenemos la siguiente solucion al problema: x* = (21,119; 16,068; 4)7.
Claramente x* no es solucion del juego original, sin embargo, ¢; (x*) = 105,22 > K;
y qa(x*) = 84,75 < K.

Si bien los niveles de concentracion de téxicos en el rio no cumplen con las nor-
mas de la primera estaciéon de control, el valor es mas cercano al limite permitido
que en las versiones anteriores. Ademas se ha propagado suficiente informacion
como para alcanzar niveles de contaminaciéon permitidos en la segunda estacion.
Entonces podemos decir que hay informacién que ha logrado propagarse.
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Empresa 1 inconsciente Si suponemos ahora que el jugador 1 desconoce las
restricciones ambientales, obtenemos que la solucién del problema es
x* = (30;16,068;2,733)7. Con este resultado obtenemos que ¢ (x*) = 128,86 > K
y g2(x*) = 101,54 > K. En este caso no s6lo no obtuvimos una solucion del juego
objetivo, sino que ademas el resultado no satisface las restricciones ambientales.
En el apéndice A, en el apartado de soluciones, podemos ver que este resultado
fue obtenido pues, cuando el jugador 1 actualiza su limite M, e intenta aumentar su
produccion, el algoritmo nos dice que la empresa 3 deberia producir una cantidad
negativa de producto. Debido a que el obtenido no es un perfil factible, la empresa
mas grande no modifica nunca su eleccion.

Version 4: El estado se involucra

En este caso asumiremos que nuestros jugadores ven la version 1 en la cual no
conocen las restricciones ambientales, pero agregaremos un jugador 0, el estado,
que actuara como agente regulador. En este caso el estado ve el juego base y
los deméas no. Asumiremos que las empresas se comportan como hemos descripto
en la primera version y el jugador cero interviene de la siguiente manera: si los
niveles de produccion de los agentes satisfacen las restricciones ¢ < Kj, para
[l = 1,2, entonces no se involucra, pero si los niveles de producciéon superan los
limites permitidos de contaminacion, entonces el estado cobra una multa a las tres
empresas.

En este caso, una vez que se cobra la primera multa, la accién mas razonable
por parte de las empresas seria averiguar en concepto de qué. Alli se les notificaré
acerca de estas restricciones ambientales y el juego pasara a ser un juego con
incerteza en lugar de con inconsciencia. Puesto que los agentes seran conscientes
de todos los estados posibles y asignaran una probabilidad de ocurrencia a la
activacion (o no) de la multa.

Este trabajo se enfoca en estudiar juegos con inconsciencia, por lo que no
indagaremos més en el desarrollo de este ejemplo, pero queremos dejar asentado
esto para notar que la linea que separa estos dos tipos de juegos es muy delgada.

Por lo tanto hemos logrado probar el siguiente resultado:
Proposicion 4.3.1 Las soluciones de los juegos con inconsciencia presentados

en esta seccion no son soluciones del juego objetivo. Mds aun, estas soluciones no
satisfacen las restricciones ambientales.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado problemas de equilibrio de Nash generalizado
con inconsciencia, que nos han permitido modelar situaciones de la vida real mas
complejas que las modelables a través de problemas generalizados tradicionales.
Esto ha agregado informacion a dichos problemas pues ahora se pueden tener en
cuenta los distintos niveles de informaciéon incompleta que pueden manejar los
agentes al momento de enfrentarse a un problema de decision.

En el estudio de estos conceptos hemos descubierto que actualmente hay una
amplia variedad de métodos para resolver esta clase de problemas, mencionados
aqui y en los trabajos citados. Aqui mismo incluso hemos presentado dos maneras
distintas (pero utilizando en ambas la reformulacion por la funcién de Nikaido-
Isoda) de probar la existencia del equilibrio deseado. También hemos desarrollado
dos reformulaciones para problemas de equilibrio de Nash generalizado que nos
permiten resolverlos de forma numérica.

Ademés el método mostrado que utiliza una version generalizada de las condi-
ciones KKT, nos permite transformar un problema de equilibrio de Nash genera-
lizado en un problema simple de optimizacién sin restricciones. Para atacar esta
clase de problemas, existen gran variedad de algoritmos ya optimizados en distin-
tos lenguajes de programacion. Podemos concluir asi que, si bien unos métodos de
resolucion son mas simples de utilizar que otros dependiendo de las caracteristicas
de nuestro problema, si vemos que existe solucién tenemos disponibles formas de
hallar una solucion.

En el estudio de los ejemplos presentados a lo largo del trabajo hemos podido
corroborar también que hay situaciones méas faciles de modelar a través de estos
nuevos conceptos, que otras. En los ejemplos del capitulo 3 resulté muy simple mo-
delar una situaciéon con inconsciencia genérica, pero cuando intentamos plantear
y resolver las distintas versiones del problema de contaminaciéon del rio, nos en-
contramos con que debiamos agregar cada vez mas supuestos para poder plantear
el modelo. Por esto es que no hemos tenido en cuenta las jerarquias de creencias
en esta ultima parte. Un posible trabajo a futuro podria ser agregar esta nocion
a nuestro andlisis y ver cémo se modifica el resultado, en especial, en la tercera
reversion del problema.

Cada vez que intentamos resolver una situaciéon interactiva con inconsciencia,
estamos tratando de hallar un equilibrio de Nash (o un equilibrio generalizado
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dependiendo del caso), independientemente del nombre que el resultado tome al
finalizar el juego. Cuando no contamos con toda la informacién, la solucion del
juego no es llamada propiamente “equilibrio de Nash”, pero los jugadores siempre
intentan escoger la estrategia que maximice sus utilidades tal que si se desvian
unilateralmente del perfil de equilibrio, éstas disminuyen. Entonces es apropiado
decir que la informacion adicional que insertan estos juegos con inconsciencia en el
modelo no esté en los calculos propiamente dichos, sino en el analisis de las deci-
siones que los jugadores toman entre cada iteracion del juego. Pudiéndose concluir
que, si bien subjetivamente resolvemos problemas anélogos, el hecho mencionado
es la razon por la cual este tipo de situaciones no puede ser modelable a través
de problemas de equilibrio de Nash clasicos y su generalizacion (con informacion
completa).

Esto tltimo queda claro si observamos que una constante, en casi todos los
ejemplos, es que los resultados de los juegos subjetivos, no han coincidido con
las soluciones del juego base. Sin embargo, las soluciones obtenidas en la terce-
ra version del ejemplo del rio nos llevan a pensar que, bajo ciertas condiciones,
podriamos llegar a obtener un equilibrio de Nash generalizado en un juego con
inconsciencia. Lo cual motiva el planteo de los siguientes interrogantes: si tenemos
n empresas, jcuantos jugadores deben conocer el juego base para que el cono-
cimiento se propague? El valor de n, ;influye en la convergencia del algoritmo?
., Cual es el minimo de empresas que deben conocer las restricciones para que en
una cantidad finita de pasos lleguemos a un equilibrio que cumple las condiciones
del juego original?

o1



Capitulo 6

Apéndices

6.1. Apéndice A

6.1.1. Funciones generales

Las siguientes son las funciones utilizadas para computar los costos y con-
centracion de contaminacion en el rio, presentadas en el planteo del Riwer Basin
Pollution Game:

import numpy as np
from settings import cl, c2, di, d2, ul, u2, e
# Funciones del problema original

# Funcion de costo
def funcion_de_costo(x: np.array, player: int):

sumandol = x.sum()

sumandol = sumandol*d2

sumando2 = c2[player] * x[player]

factorl = sumandol + cil[player] + sumando2 - di
res = factorl * x[player]

return res

# Restricciones ambientales

def ql(x):
terminol = ul[0] * e[0] * x[O]
termino2 = ul[1] * e[1] * x[1]
termino3 = ul[2] * e[2] * x[2]

return (terminol + termino2 + termino3)

def qg2(x):
terminol = u2[0] * e[0] * x[O0]
termino?2 u2[1] * e[1] * x[1]
termino3 = u2[2] * e[2] * x[2]

return (terminol + termino2 + termino3)
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# Funciones para la reformulacci n del problema
def funcion_complementaria(a, b):

minuendo = a**2 + bx*x*2

minuendo = np.sqrt(minuendo)

sustraendo = a + b

return minuendo - sustraendo

6.1.2. Versiones

El codigo a continuacion muestra las clases utilizadas para resolver cada version
planteada en el capitulo 5.

from scipy.optimize import least_squares

class VersionO():

def __init__(self) -> None:
pass

# Restricciones ambientales
def q_1(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (ull[ilxel[il*x[il)

return suma

def q_2(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (u2[ilxel[il*x[il)

return suma
# Restricciones para los jugadores
def g_1(self, x):

return self.q_1(x) - K1

def g_2(self, x):
return self.q_2(x) - K2

def F(self, x, multiplicadores):

f1 = funcion_de_costo_der(x, 0) + (multiplicadores[0]=*ul
[0] + multiplicadores[1]1*u2[0]) * e[O0]

f2 = funcion_de_costo_der(x, 1) + (multiplicadores[2]*ul
[1] + multiplicadores [3]*u2[1]) * e[1]

f3 = funcion_de_costo_der(x, 2) + (multiplicadores[4]*ul

[2] + multiplicadores[5]*u2[2]) * e[2]

return [f1, f2, £3]
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def Phi(self, x, multiplicadores):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0],
g_1(x)))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1],
g_2(x)))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2],
g_1(x)))

phi_4 = funcion_complementaria(multiplicadores[3],
g_2(x)))

phi_5 = funcion_complementaria(multiplicadores [4],
g_1(x)))

phi_6 = funcion_complementaria(multiplicadores [5],
g_2(x)))

return [phi_1, phi_2, phi_3, phi_4, phi_5, phi_6]

def fun(self, x):
x_vect = [x[0], x[1], x[2]]
multiplicadores = [x[3], x[4], x[5], x[6], x[7],
X1 = self.F(x_vect, multiplicadores)
X2 = self.Phi(x_vect,multiplicadores)

-(self.

-(self.

-(self.

-(self.

-(self.

-(self.

x [8]]

X = [X1([o], X1[1], X1[2], X2[0], X2[1], X2[2], X2[3], X2

[4], X2[5]]
return X

def solucion(self, x0):

sol = least_squares(self.fun, x0=x0, method=’1m’,

linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
return sol
class Versionl ():
def __init__(self, M1, M2, M3):
self .M1 = M1

self .M2 M2
self .M3 M3

# Restricciones para el Jugador 1
def gl_1(self, x):
return x - self .Ml

def gl_2(self, x):
return x - (0.75 * self.M1)

def gl1_3(self, x):
return x - (0.12 * self.M1)

# Restricciones para el Jugador 2
def g2_1(self, x):
return x - (1.33 * self.M2)

def g2_2(self, x):
return x - self.M2
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def g2_3(self, x):
return x - (0.16 * self.M2)

# Restricciones para el Jugador 3
def g3_1(self, x):
return x - (8 * self.M3)

def g3_2(self, x):
return x - (6 * self.M3)

def g3_3(self, x):
return x - self.M3

# Funciones para resolver elproblema
def Phil(self, x, multiplicadores, gl, g2, g3):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0], -gl(x
[01))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1], -g2(x
[(11))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2], -g3(x
[21))

return [phi_1, phi_2, phi_3]

def F1(self, x, multiplicadores):
f1 = funcion_de_costo_der(x, 0) + multiplicadores [0]
f2 = funcion_de_costo_der(x, 1) + multiplicadores[1]
£3 funcion_de_costo_der(x, 2) + multiplicadores [2]
return [f1,f2,f3]

def funil(self, x):

x_vect = [x[0], =x[1], x[2]1]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]]

X1 = self.Fl(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phil(x_vect, multiplicadores, self.gl_ 1, self.
gl_2, self.gl_3)

X = [X1[0], X1[1], X1[2], x2[0], X2[1], X2[2]]

return X

def fun2(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]1]

X1 = self.F1(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phil(x_vect,multiplicadores, self.g2_1, self.
g2_2, self.g2_3)

X = [X1[0], X1[1]1, X1([2], X2[0], X2[1], X2[2]]

return X

def fun3(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]]

X1 = self.Fl(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phil(x_vect,multiplicadores, self.g3_1, self.
g3_2, self.g3_3)

X = [X1[0], X1[1], X1([2], X2[0], X2[1], X2[2]]

return X
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def solucion(self, x0, player):
if player==1:

sol = least_squares(self.funl, x0=x0, method=’1m’,
loss=’linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
elif player == 2:
sol = least_squares(self.fun2, x0=x0, method=’1m’,
loss=’linear’, ftol=1le-15, xtol=1e-15)
elif player == 3:
sol = least_squares(self.fun3, x0=x0, method=’1m’,

loss=’linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
return sol

class Version2():
def __init__(self, M2, M3) -> None:

self .M2 = M2
self . M3 M3

# Restricciones ambientales
def q_1(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (ull[ilxel[il*x[il)

return suma

def q_2(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (u2[il=*el[il*x[il)

return suma

# Restricciones para el Jugador 1
def gl_1(self, x):
return self.q_1(x) - K1

def gl_2(self, x):
return self.q_2(x) - K2

def gl_3(self, x):
return O

# Restricciones para el Jugador 2
def g2_1(self, x):
return x - (1.33 * self.M2)

def g2_2(self, x):
return x - self.M2

def g2_3(self, x):
return x - (0.16 * self.M2)

# Restricciones para el Jugador 3

def g3_1(self, x):
return x - (8 * self.M3)

56



def g3_2(self, x):
return x - (6 * self.M3)

def g3_3(self, x):
return x - self.M3

# Funciones para resolver elproblema
def Phi2_1(self, x, multiplicadores):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0], -(self.
gl_1(x)))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1], -(self.
gl_2(x)))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2], -(self.
g1_3(x)))

return [phi_1, phi_2, phi_3]
def Phi2_2(self, x, multiplicadores, gl, g2, g3):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0], -gl(x
[01))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1], -g2(x
[(11))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2], -g3(x
[21))

return [phi_1, phi_2, phi_3]
def F2(self, x, multiplicadores):

f1 = funcion_de_costo_der(x, 0) + multiplicadores [0]

f2 = funcion_de_costo_der(x, 1) + multiplicadores[1]

f3 = funcion_de_costo_der(x, 2) + multiplicadores [2]

return [f1,f2,f3]
def funil(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[56]1]

X1 = self.F2(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phi2_1(x_vect, multiplicadores)

X = [X1[0], X1[1], X1[2], X2[0]l, X2[1], X2[2]]

return X
def fun2(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], =x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]]

X1 = self.F2(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phi2_2(x_vect ,multiplicadores, self.g2_1, self.
g2_2, self.g2_3)

X = [X1[o], X1[1], X1[2], X2[0], X2[1], X2[2]]

return X
def fun3(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], =x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]]

X1 = self.F2(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phi2_2(x_vect ,multiplicadores, self.g3_1, self.
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g3_2, self.g3_3)
X = [X1[0], X1[1]1, X1([2], X2[0], X2[1], X2[2]]
return X

def solucion(self, x0, player):
if player==1:

sol = least_squares(self.funl, x0=x0, method=’1m’,
loss=’linear’, ftol=1le-15, xtol=1e-15)
elif player == 2:
sol = least_squares(self.fun2, x0=x0, method=’1m’,
loss=’linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
elif player == 3:
sol = least_squares(self.fun3, x0=x0, method=’1m’,

loss=’linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
return sol

class Version3Inconsciente () :

def init__(self, M3) -> None:

self .M3 = M3

# Restricciones ambientales
def q_1(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (ul[il*e[il*x[i])

return suma

def q_2(self, x):

suma = 0
for i in range(3):
suma = suma + (u2[il*e[i]l*x[i])

return suma
# Restricciones para Jugador 1 y Jugador 2
def gi_1(self, x):

return self.q_1(x) - K1

def gi_2(self, x):
return self.q_2(x) - K2

def gi_3(self, x):
return O

# Restricciones para el Jugador 3
def g3_1(self, x):
return x - (8 * self.M3)

def g3_2(self, x):
return x - (6 *x self.M3)

def g3_3(self, x):
return x - self.M3

# Funciones para resolver elproblema
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def Phi3_1(self, x, multiplicadores):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0], -(self.
gi_1(x)))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1], -(self.
gi_2(x)))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2], -(self.
gi_3(x)))

return [phi_1, phi_2, phi_3]

def Phi3_2(self, x, multiplicadores, gl, g2, g3):

phi_1 = funcion_complementaria(multiplicadores[0], -gl(x
[01))

phi_2 = funcion_complementaria(multiplicadores[1], -g2(x
[(11))

phi_3 = funcion_complementaria(multiplicadores[2], -g3(x
[21))

return [phi_1, phi_2, phi_3]

def F3(self, x, multiplicadores):
f1 = funcion_de_costo_der(x, 0) + multiplicadores [0]

f2 = funcion_de_costo_der(x, 1) + multiplicadores[1]
f3 = funcion_de_costo_der(x, 2) + multiplicadores [2]

return [f1,f2,f3]

def fun(self, x):
x_vect = [x[0], x[1], x[2]]
multiplicadores = [x[3], x[4], x[5]]
X1 = self.F3(x_vect, multiplicadores)
X2 = self.Phi3_1(x_vect, multiplicadores)
X = [X1[0], X1[1], X1[2], X2[0], X2[1], Xx2[2]]
return X

def fun3(self, x):

x_vect = [x[0], x[1], x[2]]

multiplicadores = [x[3], x[4], x[56]1]

X1 = self.F3(x_vect, multiplicadores)

X2 = self.Phi3_2(x_vect ,multiplicadores, self.g3_1, self.
g3_2, self.g3_3)

X = [Xx1([0], X1[1], X1[2], X2[0], X2[1], X2[2]]

return X

def solucion(self, x0, player):
if player==1:

sol = least_squares(self.fun, x0=x0, method=’1m’, loss
=’]linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
elif player == 2:
sol = least_squares(self.fun, x0=x0, method=’1m’, loss
=’]linear’, ftol=le-15, xtol=1e-15)
elif player == 3:
sol = least_squares(self.fun3, x0=x0, method=’1m’,

loss=’linear’, ftol=1e-15, xtol=1e-15)
return sol

99



6.1.3. Soluciones

Solucion de la version 1:
import numpy as np
from versiones import Versionl
from nuevo_limite import f_i
from funcionesgenerales import funcion_de_costo, ql, g2

# SOLUCIONES DE LA VERSION 1

# Primera iteracion

M1 = 30
M2 = 22
M3 = 4
max_iter = 100

tol = 1le-4
versl = Versioni1 (M1, M2, M3)

x1_inicial = np.array([20, 16, 2, 0, 0, 0])
x2_inicial = np.array([20, 16, 2, 0, 0, 0])
x3_inicial = np.array([20, 16, 2, O, 0, 01)

x1_sol = versl.solucion(xl_inicial, 1).x

x1_mult = np.array([x1_sol[3], x1_sol[4], x1_sol([5]])
x1_sol = np.array([x1_sol[0], x1_sol[1], =x1_sol[2]])
x2_sol = versl.solucion(x2_inicial, 2).x

x2_mult = np.array([x2_sol[3], x2_sol[4], x2_sol[5]])
x2_sol = np.array([x2_sol[0], x2_sol[1], x2_sol[2]])
x3_sol = versl.solucion(x3_inicial, 3).x

x3_mult = np.array([x3_sol[3], x3_sol[4], x3_sol([5]])
x3_so0l = np.array([x3_sol[0], x3_sol[1], x3_sol[2]1])
print(xl_sol, x2_sol, x3_sol)

x_nash_real = np.array([xl1_sol[0], x2_sol[1], x3_sol[2]])

print (x_nash_real)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_sol, 0),

Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 0))

print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_sol, 1),

Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 1))

print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_sol, 2),

Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 2))

# Segunda iteracion

M1_nuevo
M2_nuevo
M3_nuevo

f_i(x2_sol[1], x3_sol[2], jugador=0)
f_i(x1_so0l[0], x3_so0l[2], jugador=1)
f_i(x1_so0l[0], x2_sol[1], jugador=2)

Il

print (M1_nuevo, M1, M2_nuevo, M2, M3_nuevo, M3)
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M1_nuevo = int(round(M1_nuevo, 0))
M2_nuevo int (round (M2_nuevo, 0)) + 1
M3_nuevo int (round (M3_nuevo, 0)) + 1

print (M1_nuevo, M2_nuevo, M3_nuevo)

vers_1_1 = Versionl1l (M1_nuevo, M2, M3)

x1 = vers_1_1.solucion([x1_s0l[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x1_mult
[0], x1_mult[1], x1_mult[2]], 1).x

x1_nuevo = np.array([x1[0], x2_sol[1], x3_sol[2]])

vers_1_1 = Versioni1 (M1, M2_nuevo, M3)

x2 = vers_1_1.solucion([x1_s0l[0], x2_sol[1], x3_sol[2], x2_mult
[0], x2_mult[1], x2_mult[2]], 2).x

x2_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2[1], x3_so0l[2]])

vers_1_1 = Versioni1 (M1, M2, M3_nuevo)

x3 = vers_1_1.solucion([x1_so0l[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x3_mult
[0], x3_mult[1], x3_mult[2]], 3).x

x3_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2_sol[1], x3[2]]1)

print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

x_nash_real_nuevo = np.array([x1l_nuevo[0], x2_nuevo[1], x3_nuevo

[(211)
print (x_nash_real_nuevo)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_nuevo, 0), ’
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 0))
print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_nuevo, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 1))
print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_nuevo, 2), ’
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 2))

# Tercera iteracion

M1 = M1l_nuevo

M2 = M2_nuevo

M3 = M3_nuevo

x1_sol = np.array([int (round(xl1l_nuevo[0], 0)), int(round(xl_nuevo
[1], 0)), int(round(xl1l_nuevo[2], 0))1)

x2_so0l = np.array([int (round (x2_nuevo[0], 0)), int(round(x2_nuevo
[1]1, 0)), int(round(x2_nuevol[2], 0))1)

x3_so0l = np.array([int(round(x3_nuevo[0], 0)), int(round(x3_nuevo
[1], 0)), int(round(x3_nuevo[2], 0))1)

M1_nuevo = f_i(x2_sol[1], x3_sol[2], jugador=0)

M2_nuevo = f_i(x1_so0l[0], x3_sol[2], jugador=1)

M3_nuevo = f_i(x1_so0l[0], x2_sol[1], jugador=2)

M1_nuevo = int(round (M1_nuevo, 0))

Il

M2_nuevo int (round (M2_nuevo, 0))
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M3_nuevo = int(round (M3_nuevo, 0))
print (M1_nuevo, M1, M2_nuevo, M2, M3_nuevo, M3)

# Los valores de las constantes han disminuido, por lo que no las
actualizaremos

M1 _nuevo = M1
M2_nuevo = M2
M3

M3_nuevo

vers_1_1 = Versionl1l(M1_nuevo, M2, M3)

x1 = vers_1_1.solucion([x1_so0l[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x1_mult
[0], x1_mult[1], x1_mult[2]], 1).x

x1_nuevo = np.array ([x1[0], x2_sol[1], x3_sol[2]])

vers_1_1 = Versionl1l (M1, M2_nuevo, M3)

x2 = vers_1_1.solucion([x1_so0l[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x2_mult
[0], x2_mult([1], x2_mult[2]], 2).x

x2_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2[1], x3_sol[2]])

vers_1_1 = Versionl1 (M1, M2, M3_nuevo)

x3 = vers_1_1.solucion([x1_so0l[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x3_mult
[0], x3_mult([1], x3_mult[2]], 3).x

x3_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2_sol[1], x3[2]1)

print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

x_nash_real_nuevo = np.array([xl_nuevo[0], x2_nuevo[1], x3_nuevo

[(211)
print (x_nash_real_nuevo)
print (gl (x_nash_real_nuevo))

print (q2(x_nash_real_nuevo))

Solucién de la version 2:

import numpy as np

from versiones import Versionl, Version2, Version3Inconsciente,
VersionlInconsciente

from nuevo_limite import f_i

from funcionesgenerales import funcion_de_costo, ql, q2

# SOLUCIONES VERSION 2

# Primera iteracion

M2 = 22
M3 = 4
max_iter = 100

tol = le-4
vers2 = Version2 (M2, M3)

62



# E1 primer jugador ve el juego original, definimos su vector
solucion y no lo modificamos
x1_sol = np.array([21.119, 16.068, 2.733])

np.array ([20, 16, 2, 0, 0, 0])
np.array ([20, 16, 2, 0, 0, 0])

x2_inicial

x3_inicial

x2_sol = vers2.solucion(x2_inicial, 2).x
x2_mult = np.array([x2_sol[3], x2_sol[4], x2_sol[5]])
x2_sol = np.array([x2_sol[0], x2_sol[1], x2_sol[2]])

x3_sol vers?2.solucion(x3_inicial, 3).x
x3_mult = np.array([x3_sol[3], x3_so0l[4], x3_sol[5]])
x3_so0l = np.array([x3_sol[0], x3_sol[1], x3_sol[2]])

print (xl_sol, x2_sol, x3_sol)
x_nash_real = np.array([xl_sol[0], x2_sol[1], x3_sol[2]])

print (x_nash_real)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_sol, 0), °?
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 0))

print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_sol, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 1))

print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_sol, 2),
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 2))

)

# Segunda iteracion

M2_nuevo f_i(x_nash_real [0], x_nash_real[2], jugador=1)
M3_nuevo = f_i(x_nash_real[0], x_nash_real[1], jugador=2)

print (M2_nuevo, M3_nuevo)

M2_nuevo = 22
M3_nuevo 61

Il

vers_2_1 = Version2(M2_nuevo, M3)

x2 = vers_2_1.solucion([x1_s0l1[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x2_mult
[0], x2_mult[1], x2_mult[2]], 2).x

x2_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2[1], x3_sol[2]])

vers_2_1 = Version2 (M2, M3_nuevo)

x3 = vers_2_1.solucion([x1_s0l1[0], x2_sol[1], x3_so0l[2], x3_mult
[0], x3_mult[1], x3_mult[2]], 3).x

x3_nuevo = np.array([x1_sol[0], x2_sol[1], x3[2]])

x1_nuevo x1_sol
print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

x_nash_real_nuevo = np.array([xl_nuevo[0], x2_nuevo[1], x3_nuevo
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print (x_nash_real_nuevo)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_nuevo, 0), °
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 0))
print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_nuevo, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 1))
print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_nuevo, 2), ’
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 2))

#Tercera iteracion

M2 = M2_nuevo

x2_sol = x_nash_real_nuevo
M2_nuevo = f_i(x_nash_real_nuevo[0], x_nash_real_nuevo[2], jugador
=1)

print (M2, M2_nuevo)

# M2 disminuye y bajar la produccion no era una actitud aceptable,
por lo que no actualizamos la constante

vers_2_1 = Version2 (M2, M3)

x2 = vers_2_1.solucion([x_nash_real_nuevo[0], x_nash_real_nuevo
[1], x_nash_real_nuevo[2], x2_mult[0], x2_mult[1], x2_mult[2]],
3).x

x1_nuevo = x1_sol

x2_nuevo = x2_sol

print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

x_nash_real_nuevo = np.array([x1l_nuevo[0], x2_nuevo[1], x3_nuevo

[211)
print (x_nash_real_nuevo)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_nuevo, 0), ’
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 0))
print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_nuevo, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 1))
print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_nuevo, 2), ’
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 2))

# Veamos si cumplen las restricciones ambientales
print (gl (x_nash_real_nuevo))

print (q2(x_nash_real_nuevo))

Solucién de la version 3, con la empresa 3 inconsciente:

import numpy as np
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from versiones import
from nuevo_limite

# Primera iteracion

Version3Inconsciente

import f_i
from funcionesgenerales import funcion_de_costo,

ql, q2

M3 = 4

max_iter = 100

tol = 1le-4

vers3 = Version3Inconsciente (M3)

x1_sol np.array ([21.119, 16.068, 2.733])

x2_sol = np.array([21.119, 16.068, 2.733])
x3_inicial = np.array([20, 16, 2, 0, 0, 0])

x3_so0ol = vers3.solucion(x3_inicial, 3).x

x3_mult = np.array([x3_sol[3], x3_sol[4], x3_sol([5]])
x3_so0l = np.array([x3_sol[0], x3_sol[1], x3_sol[2]])
print (x1_sol, x2_sol, x3_sol)

x_nash_real =
print (x_nash_real)
print (’Costo esperado

Costo real para 1:
print (’Costo esperado

Costo real para 2:
print (’Costo esperado

Costo real para 3:
# Segunda iteracion

M3_nuevo =

print (M3_nuevo)

M3_nuevo
vers_3_1 =

x_nash_real [2],
x3_nuevo =

x1_sol
x2_sol

x1_nuevo =
X2_nuevo =

print (x1_nuevo,

Xx_nash_real_nuevo =

[211)

np.array ([x1_sol[0],

f_i(x_nash_

int (round (M3_nuevo ,

np.array ([x3[0],

X2_nuevo ,

np.array ([x1_nuevo [0],

x2_sol[1],

por 1: ?, -funcion_de_costo(xl_sol,
>, -funcion_de_costo(x_nash_real,
por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_sol,

>, -funcion_de_costo(x_nash_real,
por 3: 7,
>, -funcion_de_costo(x_nash_real,

real [0],

x_nash_real[1],

0))

Version3Inconsciente (M3_nuevo)
x3 = vers_3_1.solucion([x_nash_real [0],

x_nash_real [1],
x3_mult[0], x3_mult[1], x3_mult[2]],
x3[1], x3[2]11])

x3_nuevo)

x2_nuevo [1],
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0), ’
0))
1),
1))
2), ’
2))

jugador=2)

3) .x

x3_nuevo



print (x_nash_real_nuevo)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_nuevo, 0), °
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 0))
print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_nuevo, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 1))
print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_nuevo, 2), ’
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 2))

# Tercera iteracion

M3_nuevo = f_i(x_nash_real_nuevo[0], x_nash_real_nuevo[1], jugador
=2)

print (M3_nuevo)

M3_nuevo = int(round (M3_nuevo, 0))

x3_sol = x3_nuevo

vers_3_1 = Version3Inconsciente (M3_nuevo)

x3 = vers_3_1.solucion([x_nash_real_nuevo[0], x_nash_real_nuevo
[1], x_nash_real_nuevo[2], x3_mult[0], x3_mult[1], x3_multl[2]],
3).x

x3_nuevo = np.array([x3[0], x3[1], x3[2]])

x1_sol
x2_sol

x1_nuevo
X2_nuevo

print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

x_nash_real_nuevo = np.array([xl_nuevo[0], x2_nuevo[1], x3_nuevo

[211)
print (x_nash_real_nuevo)
print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_nuevo, 0), ’
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 0))
print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_nuevo, 1), ’
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 1))
print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_nuevo, 2), ’
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real_nuevo, 2))
x_nash = np.array([21.119, 16.068, 4.])
# Veamos si cumplen las condiciones ambientales

print (g1 (x_nash))

print (g2 (x_nash))

Solucion de la version 3, con la empresa 1 inconsciente:

import numpy as np

from versiones import VersionlInconsciente
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from nuevo_limite import f_i
from funcionesgenerales import funcion_de_costo, ql, q2

# Primera iteracion

M1 = 30

max_iter = 100

tol = le-4

versl_inc = VersionlInconsciente (M1)

x3_so0ol = np.array([21.119, 16.068, 2.733])
x2_sol np.array ([21.119, 16.068, 2.733])

x1_inicial = np.array([20, 16, 2, 0, 0, 0])

x1_sol = versl_inc.solucion(x1l_inicial, 1) .x

x1_mult = np.array([x1_sol[3], x1_sol[4], x1_sol([5]1])

x1_sol = np.array([x1_sol[0], x1_sol[1], x1_sol[2]])

print(x1_sol, x2_sol, x3_sol)

x_nash_real = np.array([x1_sol[0], x2_sol[1], x3_sol[2]])

print (x_nash_real)

print (’Costo esperado por 1: ’, -funcion_de_costo(xl_sol, 0), ’
Costo real para 1: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 0))

print (’Costo esperado por 2: ’, -funcion_de_costo(x2_sol, 1), °?
Costo real para 2: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 1))

print (’Costo esperado por 3: ’, -funcion_de_costo(x3_sol, 2), °?
Costo real para 3: ’, -funcion_de_costo(x_nash_real, 2))

# Segunda iteraccion

M1_nuevo = f_i(x_nash_real[1], x_nash_real[2], jugador=0)

print (M1_nuevo)

M1_nuevo = int (round(M1_nuevo, 0))
vers_1_inc_1 = VersionlInconsciente(M1_nuevo)
x1 = vers_1_inc_1.solucion([x_nash_real[0], x_nash_reall[1],

x_nash_real[2], x1_mult[0], x1_mult[1], x1_mult([2]], 3).x
x1_nuevo = np.array([x1[0], x1[1]1, x1[2]1])

x3_nuevo = x3_sol
Xx2_nuevo = x2_sol

print (x1_nuevo, x2_nuevo, x3_nuevo)

# E1 nuevo equilibrio implica que la empresa 3 produzca una
cantidad negativa, por lo que no actualizaremos el equilibrio

x_nash_final = np.array([30., 16.068, 2.733])
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# Veamos si cumplen las restricciones ambientales

print (ql (x_nash_final))

print (q2(x_nash_final))

6.2.

Apéndice B

6.2.1. Glosario

Conceptos

Agente, jugador o participante: persona involucrada en una situacion
interactiva (juego) y que debe tomar una decision.

Funcién CX: Para k € N, las funciones C* son funciones tales que existen
sus derivadas parciales hasta el orden k y las derivadas parciales de orden k
son también continuas.

Juego de suma cero: juego no cooperativo que modela una situacion en
la que la ganancia o la pérdida de un jugador se equilibra con exactitud con
las pérdidas o ganancias de los otros participantes.

Juego en forma extensiva: Situacion interactiva donde las decisiones se
toman en distintos momentos en el tiempo, no en simultdneo como en los
juegos estaticos. Por ejemplo juegos de mesa donde cada participante de-
be esperar su turno para jugar. El lector puede encontrar informacion al
respecto en el capitulo 3 de [§].

Juego o problema generalizado: En el contexto de este trabajo, un juego
o un problema generalizado se utilizan como sinénimos de un problema de
equilibrio de Nash generalizado.

Minimax: algoritmo recursivo para minimizar la pérdida mdxima esperada
en juegos con adversarios y con informacioén perfecta (o completa). Puede
resumirse en “como elegir el mejor movimiento para uno mismo, suponiendo
que el contrincante escogeré el peor para uno”.

Soporte de una estrategia mixta: dado un juego estratégico con incons-
ciencia

'Y = (G, F) con conjunto comtn de N jugadores, y para cada i € Ny cada
k € |G| son probabilidades, se entiende por soporte el conjunto de acciones
para el cual la probabilidad de ocurrencia es no nula.
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Notacion

Aqui se presenta una guia de la notacién mas utilizada a lo largo del trabajo,
en orden de aparicion:

= X, X;: Conjunto de estrategias y estrategias para el jugador i respectiva-
mente, para juegos sin inconsciencia.

= 7z, x;: Elementos de los conjuntos X y X; respectivamente.

= u, u;: Funciéon de utilidad o costo y utilidad o costo para el jugador i, res-
pectivamente.

» N: Conjunto de jugadores de un juego.

» n: Cantidad de jugadores de un juego estratégico.

= N: Cantidad total de variables de decisién en un juego estratégico.
w2 (45)jen i

» (z;,x_;): Perfil de estrategias de un juego.

= z*: Punto de equilibrio de un juego.

» |Y|: Cardinal del conjunto Y.

» (: Juego estratégico.

» F(G): Extension mixta de un juego estratégico.

» X(x) y Xi(x_;): Conjunto de estrategias de un problema de equilibrio de
Nash generalizado.

» I'V: Juego estratégico con inconsciencia.
= G: Conjunto de juegos en un juego estratégico con inconsciencia.

= F: Conjunto de correspondencias de conocimiento en un juego estético con
inconsciencia.

= G;: Conjunto de juegos estratégicos que percibe el jugador ¢ en algiin punto
del juego con inconsciencia.

» G*: Juegos estratégicos en G.
» A* AF: Conjunto de acciones en un juego subjetivo G*.

» u* y u¥: Funciones de utilidad general y para cada jugador i en los juegos

en G.

= 0,1 0 0;x: Accion local del agente i en el juego G*.
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Y y Y;: Conjunto de estrategias y estrategias del jugador ¢ en un juego
estatico con inconsciencia.

AY: Conjunto de distribuciones de probabilidad sobre el conjunto Y.
Eu¥: Utilidad esperada por el jugador i en el juego G*.
w: Vector de multiplicadores de Lagrange de un problema de optimizacion.

i Multiplicadores de Lagrange del jugador ¢ en la resolucién numérica de
problemas con inconsciencia.

V. f: Gradiente de la funcion f respecto de la variable z.
g: Restricciones de un problema de optimizacion.

¢': Restricciones del problema de optimizacion que debe resolver el jugador
1.

L(x, pt): Lagrangiano del problema de optimizacion [1.2]
¢: Funciéon de Fischer-Burmeister.

®: Funciéon complementaria en la reformulacion de un problema de equilibrio
de Nash generalizado.

®: Funcién de mérito en la reformulacion de un problema generalizado.

|| - ||: Norma euclidea del espacio R™ correspondiente.
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