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RESUMEN

Se introduce en esta monografia la teoria clasica de los bimédulos de Soer-
gel. Comenzamos trabajando arreglos de hiperplanos y grupos de reflexiones
en primer lugar. Se motiva de esta forma la definicién de los grupos de Coxe-
ter que estudiaremos después. Mas adelante presentamos las adlgebras de Hecke
junto con su base de Kazhdan—Lusztig. Se definen por ltimo los bimédulos de
Soergel para concluir con el enunciado de la Conjetura de Soergel.

ABSTRACT

This article serves as an introduction to the classical theory of Soergel bi-
modules. We commence by delving into hyperplane arrangements and reflection
groups as our starting point. This provides the groundwork for the definition and
subsequent study of Coxeter groups. The presentation then moves on to the in-
troduction of Hecke algebras and their Kazhdan—Lusztig basis. Lastly we define
Soergel bimodules and culminate with the statement of Soergel Conjecture.
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Nothing is more fruitful-all mathematicians know it—
than those obscure analogies,

those disturbing reflections of one theory on another;
those furtive caresses,

those inexplicable discords;

nothing also gives more pleasure to the researcher.
The day comes when this illusion dissolves:

the presentiment turns into certainty;

the yoked theories reveal their common source
before disappearing.

As the Gita teaches, one achieves

knowledge and indifference at the same time.

André Weil, De la Métaphysique aux Mathématiques






Introduccion

Se pretende en este trabajo ofrecer una introduccién a la teoria cldsica de
bimddulos de Soergel. Son estos ciertos bimédulos sobre un anillo de polinomios
con una muy rica estructura interna. Siendo atin de naturaleza elemental, guar-
dan profundas conexiones con diversas ramas de la Matemaética. Comenzamos
con un breve recorrido de los origenes de estos objetos.

Marca el inicio de esta historia la publicacién de la Conjetura de Kazhdan—
Lusztig (1979). Se afirmaba en la misma que importantes invariantes en teoria
de Lie pueden obtenerse como el valor en uno de ciertos polinomios. Precisa-
mente que las multiplicidades de Jordan—Hélder de un médulo de Verma simple
pueden calcularse mediante los polinomios de Kazhdan—Lusztig. Solo unos anos
més tarde Beilinson y Bernstein (1981), Brylinski y Kashiwara (1981) ademds
de Kazhdan y Lusztig (1980) probaron la Conjetura. Sin embargo todas estas
pruebas hacfan uso de un extraordinario abanico de técnicas de la geometria
algebraica. Mas atn la mayorfa de estas técnicas habian sido desarrolladas solo
la década previa a la formulacién de la Conjetura.

Resulté llamativo entonces que un problema basico, puramente algebraico,
requiriera de tan sofisticadas herramientas geométricas. Como tal era solo natu-
ral buscar una prueba algebraica mas elemental que las anteriores. Con esto en
mente Wolfgang Soergel reformula la Conjetura de Kazhdan—Lusztig en térmi-
nos de los hoy llamados médulos de Soergel (1990). Vagamente la Conjetura
equivale a que los médulos de Soergel simples “no son muy grandes”. Soer-
gel deduce esta propiedad de un poderoso Teorema sobre la descomposicién de
haces constructibles. Aunque la prueba de Soergel era més elemental que las
anteriores, todavia requeria profundos resultados geométricos.

Solo unos anos mas tarde Soergel desarrolla la teoria de los hoy llamados
bimédulos de Soergel (1992). Observa en este articulo que ciertos bimédulos
cumplen las relaciones del algebra de Hecke para un grupo de Weyl. Con un
lenguaje moderno los bimédulos de Soergel categorifican el dlgebra de Hecke
y los mdédulos de Soergel su representacion regular. Soergel consigue asi una
nueva reformulacion de la Conjetura de Kazhdan—Lusztig: Los bimédulos de
Soergel simples categorifican la base de Kazhdan-Lusztig del algebra de Hecke.
Mas tarde Soergel nota que su teoria es valida para todo sistema de Coxeter,
surja este o no de un grupo de Weyl (2006). De esta forma Soergel postula
un andlogo mas general de la Conjetura de Kazhdan—Lusztig extendiendo su
trabajo previo. Sin embargo, al carecer de un Teorema de descomposicién, es
incapaz de probarlo: Con el tiempo este nuevo postulado pasard a conocerse
como la Conjetura de Soergel.

Mas recientemente Elias y Williamson desarrollaron un enfoque diagramati-
co a la teorfa de bimddulos de Soergel (2016). Concierne presentar la categoria
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de bimddulos de Soergel por generadores y relaciones usando graficos para re-
presentar morfismos. Consiguen de esta forma pasar de complicados calculos en
bimddulos de Soergel a manipular diagramas planares. Con el nuevo enfoque
Elias y Williamson obtienen una prueba puramente algebraica de la Conjetura
de Soergel. Muchas de las ideas en este articulo han producido un profundo
impacto en la Teoria de Representaciones en los dltimos anos.

Son pertinentes algunas palabras sobre la organizaciéon de la monografia.
Como muestra la pagina siguiente, la misma consta de cinco Capitulos. Se ha
optado por hacer la exposicién autocontenida en la medida de lo posible. Con
esto en mente es que al final fueron adjuntos dos Apéndices. Indicamos durante
la exposicién cuando es oportuno que el lector recurra a ellos. Se introduce
ademds en ambos notaciéon que luego es usada sin aclaracion. Asi la lectura de
los Apéndices es integral para lectura de la monografia.
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Capitulo 1

Arreglos de Hiperplanos

1.1. Hiperplanos

Comenzamos precisando la nocién de hiperplano junto con algo de termino-
logia. Veremos aqui también algunos resultados topoldgicos que nos seran ttiles
en lo que sigue.

Se denota por (E,(—,—)) un espacio vectorial Euclideo por el resto de la
monografia. Recordemos esto es un espacio producto interno real de dimension
finita. Si el lector asi lo prefiere, puede suponer que este es el espacio coordenado
real sin pérdida alguna.

Un hiperplano afin en E es un subespacio afin de codimensién uno. Quiere
decir un subespacio afin de dimensién menor en uno a la del espacio ambiente.
Usualmente nos referiremos a estos como hiperplanos, omitiendo la palabra afin.

Se define 7, : E — E para w en E como la traslacién x — = — w para = en
E. Usaremos esta notacién a lo largo de la monografia.

Proposicion 1.1.1. Si H en E es un hiperplano E ~ H posee dos componentes
Converas.

Demostracion. Se tiene que 7, (H) para h en H es un subespacio lineal de co-
dimensién uno. Dado v en 74 (H)* no nulo tenemos que

E~nH)={zcE: (z,v)>0tU{zeE: (z,v) <0}.

Se comprueba ficilmente que ambos conjuntos en la unién son convexos.
Trasladando nuevamente encontramos que

E~H={2€E: (m(x),v)>0U{z € E: (r(x),v) <0}.

Notemos que las traslaciones preservan la convexidad. Por tanto estos conjuntos
también resultan convexos. O

Se llama semiespacios acotados por H a estas componentes convexas. Siendo
E localmente convexo, resultan subconjuntos abiertos. Se puede también ver esto
de la descripcion obtenida en la Proposicién anterior.

Se dice que dos puntos en E ~ H yacen en el mismo lado del hiperplano
de pertenecer al mismo semiespacio que este acota. Equivalentemente cuando el



hiperplano no corta al segmento que los une. Se dice ademés que dos puntos en
E ~ H yacen en lados opuestos del hiperplano en caso contrario.

Sea A en E ~ H un subconjunto conexo. Observar estda contenido en uno
de los semiespacios acotados por este hiperplano. Se denota por Dy (A) a dicho
semiespacio, ademds de Dy (A) a su clausura. Observar que Dy (A) es la unién
de Dy (A) con el hiperplano que lo acota.

Antes de concluir esta Seccién recordemos una nocién topolégica. Un sub-
conjunto de E se dice denso en ninguna parte si el interior de su clausura es
vacio. Particularmente los hiperplanos son densos en ninguna parte: Son cerra-
dos de interior vacio. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.2. Sean A y B en E subconjuntos densos en ninguna parte.
Su union es también densa en ninguna parte.

Demostracion. Si U en E es un abierto no vacio, tenemos que U ~ cl(A) es
no vacfo. Puesto que U ~ cl(A) es también abierto (U ~ cl(A)) ~ cl(B) es no
vacio. Se tiene ademads que

(U ~ cl(A)) ~ cl(B) = U ~ (cl(A) Ucl(B)) = U ~ cl(AU B).

Asf para cada abierto U tenemos que U ~ cl(A U B) es no vacio. Se concluye
por tanto que AU B es denso en ninguna parte. O

Se deduce inmediatamente el siguiente resultado.
Corolario. Una union finita de hiperplanos tiene interior vacio.

Demostracion. Sigue por induccién de la Proposicién anterior. O

1.2. Arreglos de Hiperplanos

Un arreglo de hiperplanos afines en E es una coleccién localmente finita de
hiperplanos afines. Quiere decir que todo punto en E posee un entorno abierto
que interseca a lo sumo finitos hiperplanos en esta coleccién. Usualmente nos
referiremos a estos como arreglos de hiperplanos, omitiendo la palabra afin.
Denotaremos en adelante por H a un arreglo de hiperplanos fijo.

Se ilustran en la Figura dos arreglos de hiperplanos en un espacio bidi-
mensional. Se aconseja visualizar en estos arreglos los resultados que probemos.

Sea A en E un subconjunto cualquiera. Denotamos por H(A) la familia de hi-
perplanos en ‘H que lo contienen. Denotamos ademés por H*(A) al complemento
H ~ H(A). Particularmente para H en H la familia H*(H) iguala H ~ {H}.

Supongamos que A en E es conexo. Sea ademads K en H una subfamilia cuyos
hiperplanos no lo intersecan. Denotamos por Dy (A) la interseccién

() Dy(A).

HeKk

Similarmente por Dx(A) denotamos a la interseccién de sus clausuras.



Figura 1.1

1.3. Facetas

Definiremos ahora una relacién de equivalencia en E como sigue:

Se dicen relacionados dos puntos en E cuando: Cada H en H contiene ambos
puntos o bien estos yacen al mismo lado del hiperplano.

Fécilmente puede verse que esto define una relaciéon de equivalencia. Se lla-
man facetas de E relativas a H sus clases de equivalencia. Cuando no haya
ambigiliedad, las llamaremos sencillamente facetas.

Se ilustran en la Figura las facetas de un arreglo formado por dos hi-
perplanos no paralelos en un espacio bidimensional. Tenemos aqui: (i) Cuatro
sectores abiertos; (ii) Cuatro semirectas abiertas; (iii) Un punto.

Figura 1.2

Notar que un hiperplano en H corta a una faceta solo de contenerla. Por
tanto para F en E una faceta H(F') consta de aquellos hiperplanos que la
cortan. Siendo H localmente finito, tenemos que H(F') es de cardinal finito.

Sea F' una faceta de E relativa a ‘H dada. Se llama soporte de F a la inter-
secciénﬂ sobre H(F') de todos sus hiperplanos. Observar este es un subespacio
afin al ser H(F) finito. Notaremos al soporte por sop(F') en adelante. Se define
la dimension de una faceta como la dimensién de su soporte.

1Se conviene que E es la interseccién sobre una familia vacia.



Obtendremos ahora una descripcién alternativa de las facetas.

Proposicién 1.3.1. Si F' es una faceta de E relativa a H entonces
F =Dy (F) Msop(F).
Mds atin se tiene que
cl(F) = Dy (py(F) Nsop(F).

Demostracion. Dijimos un hiperplano en H corta a una faceta solo de conte-
nerla. Por lo tanto, es claro que

F C Dy (py(F) Msop(F) .

Observar que dos puntos cualesquiera en el lado derecho estdn relacionados.
Sigue entonces la contencién reciproca.
Veamos ahora que la segunda igualdad vale. Por el resultado recién obtenido

cl(F) € Dy () (F) Nsop(F) .

Sea z en fﬂ*(F)(F) M sop(F') un punto cualquiera. Se cumple para y en F' que
sop(F') contiene el segmento [z, y] al ser un subespacio afin. Notar ademads los
hiperplanos en H*(F') no separan a estos puntos en lados opuestos. Por tanto
Dy (F) contiene (z,y] para todo H en H*(F). Se deduce asi que F contiene
(z,y] con lo que = en cl(F). O

De esta caracterizacion se obtienen los siguientes resultados.
Corolario. Toda faceta es convexa y abierta en su propio soporte.

Demostracion. Sea F' de E una faceta fija. Por la Proposiciéon anterior esta es
una interseccién de conjuntos convexos. Por lo tanto la misma también resulta
convexa. Para probar que F' es en sop([) abierta basta ver que Dy -(p)(F) es
abierto.

Puesto que H es localmente finito también H*(F') lo es. Por tanto el conjunto
E ~ Upey-(p)H resulta abierto. Observar ademds que Dy« (py(F) estd conte-
nido en este. Siendo E localmente convexo, todo punto de Dy« () (F') posee en
E ~ Ugey-(r)H un entorno convexo. Por ser este entorno convexo Dy« () (F)
lo contiene. Se deduce asi que Dy« (F) es abierto. O

Corolario. Sean F' y G dos facetas de E relativas a H dadas. Si vale que
cl(F) NG es no vacio entonces cl(F) contiene a G.

Demostracion. Observar que G interseca a sop(F') por la Proposicién anterior.
Ya que cada hiperplano en H(F') contiene a sop(F') tenemos que H(G) contiene
a H(F). Se obtiene asf la contencién de los soportes

sop(G) C sop(F).

Observar ademéds que H*(F') contiene a H*(G) tomando complementos. Se
tiene por hipétesis que Dy (G) NDy (F) es no vacio para cada H en H*(G). Por
tanto Dy (F') contiene a Dy (G) para cada H en H*(G). Se obtiene asi que

Dyy+(7)(F) = Da(c)(F) N Dy (ryrae(c) (F) 2 D) (G) Msop(G) .

Combinando esta con la contencién de los soportes, tenemos el resultado. [



Se obtiene en la Proposiciéon que sigue provee una 1til caracterizacién de
facetas contiguas.

Proposicion 1.3.2. Sea F' una faceta de E relativa a H fija. Se denota L la
interseccion de una subfamilia de hiperplanos del arreglo. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

i. Existe una faceta G con sop(QG) igual a L tal que cl(F) NG es no vacio.
it. Eziste una faceta G con sop(G) igual a L contenida en cl(F).

iii. Existe un punto en cl(F) N L tal que L estd contenido en cada H en H al
que este punto pertenezca.

Demostracion. Precisamente (i — i) es el Corolario anterior.

Para (ii — iii) basta tomar en G un punto cualquiera: Todo hiperplano en H
que lo contenga, contiene G en particular. Por tanto estos hiperplanos también
deben contener a su soporte.

Finalmente para (ii¢ — i) consideremos la faceta G que contiene al punto
aludido en la hipétesis. Claramente cl(F) NG es no vacio, con lo que resta ver la
afirmacién sobre su soporte. Basta para ello comprobar que H(G) y H(L) son
iguales. Notar que todo hiperplano en H(G) debe contener a L por hipédtesis.
Ya que cada hiperplano en H (L) corta G también debe contenerlo. Se deduce
asf la igualdad

sop(G) = (N BH= () H=L. O
HEeH(G) HeM(L)

1.4. Camaras

Pondremos ahora el foco en una clase particular de facetas. Serd esencial-
mente el estudio de estas lo que nos ocupe por el resto de este Capitulo.

Se define una cdmara de E relativa a H a ser una faceta de E relativa a H de
dimensién igual a la del espacio ambiente. Equivalentemente estas son facetas
que ningin hiperplano en H contiene. Si no hay ambigiiedad respecto a H las
llamaremos sencillamente camaras.

Sea G el subconjunto abierto formado por los puntos en E que ningtin hi-
perplano de H contiene. Observemos que cada faceta contenida en G es una
camara: Una faceta corta a un hiperplano en H solo cuando este la contiene. Se
tiene de esta forma que G queda particionado en camaras. Siendo las cdmaras
conexas, estas son exactamente sus componentes conexas.

Si C' es una cdmara E relativa a H entonces la Proposicion implica que

C=Du(C), cl(C)=Dy(C). (1.1)

Obtendremos en la Proposicién[I.5.2]una descripcién més precisa de las cdmaras.
Serd esta términos de los hiperplanos que las cifien, sus muros.

En la Figura las camaras consisten del interior de los tridngulos que
teselan el espacio. Su clausura estd a la vez formada por el interior y el borde
del tridngulo. Observar asi que todo punto del plano cae en la clausura de alguna
camara. Como muestra la siguiente Proposicion, este es un hecho general.

Proposicion 1.4.1. Cada punto en E pertenece a la clausura de alguna cdmara.



Demostracion. Consideremos un punto en E junto con una base local F del
mismo. Basta ver que existe una cadmara que corta cada entorno en esta base.
Se puede asumir que los entornos de F forman un orden total respecto a la
inclusion: Efectivamente E cumple el Primer Axioma de Numerabilidad como
espacio topoldgico.

Sea ahora K la coleccién en H de hiperplanos que cortan algin entorno de
la base. Siendo H localmente finito podemos suponer que K es finito. Por el
Corolario de la Proposicién [1.1.2| para cada U en F tenemos

veg Un. (¥)
Asi todo entorno U en F interseca a alguna cdmara: Se afirma en que existen
puntos del entorno que ningin hiperplano en H contiene. Denotemos por Cy; al
conjunto de camaras a las que U en F interseca.
Se puede asumir al ser E localmente convexo que los entornos en F son
convexos. Observemos que asi para cada U en F el conjunto Cy es finito: Dada
C en Cy tenemos para cada H en H ~ K que

Du(C)=Du(U).

Por tanto para C'y D en Cy ambos Dy (C) y Dy (D) difieren solo para H en
K. Se deduce de que Cy es finito al ser K finito.

Observar que la hipétesis inicial sobre F implica que {Cy : U € F} es un
orden total respecto a la inclusién. Se tiene que esta familia posee un minimo
al ser los conjuntos que la conforman finitos. Si C' es una cdmara en el minimo,
para cada U en F la interseccion C' M U es no vacia. Obtenemos asi lo que
queriamos mostrar. O

1.5. Muros y Caras

Sea C' es una camara de E relativa a ‘H dada. Se define una cara de C' como
una faceta de E relativa a H contenida en cl(C) cuyo soporte es un hiperplano.
Ademés un muro de C es un hiperplano que es el soporte de una de sus caras.

Para F' una cara de C tenemos por la Proposicién que

donde H en H es su soporte. Ya que cl(C') contiene a F sigue que CM Dy« () (F')
es no vacfo. Por tanto F'y C yacen al mismo lado de cada hiperplano en H*(H).
Podemos asi reescribir la expresién anterior como

F =Dy (C) N H. (1.2)

Claramente cada muro de C pertenece a ‘H por definicién. Observar de la
anterior igualdad que cada muro es el soporte de solo una de sus caras. Se
cumple ademds una afirmacién reciproca.

Proposicién 1.5.1. Todo hiperplano en H es el muro de al menos una cdmara.

Demostracion. Sea H en H un hiperplano fijo. Se puede suponer que este con-
tiene al origen trasladando el arreglo de ser necesario. Observar que entonces



este hiperplano es un espacio Euclideo en si mismo. Serd denotado por F mo-
mentaneamente.

Si K en H*(F) es tal que K NF es no vacio, entonces K M F es en F un
hiperplano. Se denota por K a la colecciéon de estos hiperplanos. Observar que
K forma en F un arreglo de hiperplanos: Se tiene que K es localmente finito en
F puesto que H es localmente finito en E.

Sea V en F entorno abierto no vacio. Por ser /C localmente finito, el Corolario
de la Proposicién [1.1.2] implica

ve UK.
KeK

Por tanto este entorno contiene un punto que ningin hiperplano del arreglo
contiene. Se ha probado, con la notacién inicial, lo siguiente: Cada abierto no
vacfo V' en H contiene un punto que ningin hiperplano en H*(H) contiene.

Consideremos un punto cualquiera con la mencionada propiedad. Por la
Proposicién anterior este ha de estar contenido en la clausura de alguna camara.
Finalmente la Proposicién implica (747 — i) que el hiperplano fijado debe
ser un muro de esta camara. O

Se obtuvo en el curso de la prueba el siguiente resultado.

Corolario. Cada abierto no vacio de H en H contiene un punto que ningun
hiperplano en H*(H) contiene.

Se dijo es posible describir una cdmara como en (|1.1)) mediante sus muros.
Maés atn esta descripcion es minima en el sentido que precisamos luego. Para
ello son necesarios los dos Lemas que siguen.

Lema 1.5.1. Sea C' una camara de E relativa a H dada. Un hiperplano H en
H es un muro C de si y solo si cl(C) N H tiene en H interior no vacio.

Demostracion. Si H en H es un muro de C entonces (|1.2)) implica que

Siendo el lado izquierdo abierto cl(C) N H tiene en H interior no vacio.
Supongamos ahora que cl(C) N H tiene en H interior no vacio. Por el Coro-

lario anterior, existe un punto en cl(C') N H que ningdn hiperplano en H*(H)

contiene. Asi la Proposiciénimplica (7t — ii) que H esun murode C. O

Observar que el Lema anterior caracteriza los muros de una cdmara en forma
independiente del arreglo de hiperplanos. Veremos que esto juega en la Propo-
siciéon que sigue un papel importante.

Lema 1.5.2. Sea C' una camara de E relativa a H dada. Un hiperplano H en
H es un muro de C si y solo si

Demostracion. Observar en primer lugar que (1.1]) implica

C C Dy-)(C) . (%)



Supongamos que H es un muro de C para comenzar. Por la Proposicion
existe un punto en cl(C) N H al que nadie en H*(H) contiene. Veremos
que Dy g)(C) ~ C contiene a este punto. Observar el mismo no yace en la
cdmara por pertenecer al hiperplano. Por otro lado implica que

c(C) € Dy (0),

de donde Dy (1) (C) contiene a este punto. Ya que nadie en H*(H) lo contiene,
cae en Dy-g)(C) necesariamente.

Supongamos reciprocamente que vale en la igualdad. Se tiene asi que
Dy- iy (C) N H debe de ser vacio. Por lo tanto de deducimos que H no es
un muro de C. O

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado adelantado.

Proposicién 1.5.2. Sea C una cdmara de E relativa a H con M la coleccion
de sus muros. Se tiene entonces que

C=Dum(C).
Mads aiun M estd contenido en toda subfamilia de H con esta propiedad.

Demostracion. Sea L una subfamilia de H tal que
C=D.(C). (%)

Veamos que M estd contenido en esta coleccién. Si H en H ~ L entonces H*(H)
contiene a £ con lo que

C C Dy (C) € De(C).

Se sigue de que todas estas contenciones son igualdades. Por lo tanto H no
es un muro de C en virtud del Lema anterior. Se cumple asi que £ contiene a
M como queriamos.

Veamos que efectivamente M cumple la igualdad enunciada. Supongamos
que L es alguna subfamilia de H tal que vale. Observar que C es una cdmara
de E relativa a £ en primer lugar: Sigue de (1.1]) aplicado a este subarreglo. Se
tiene para H en £ ~ M del Lema que cl(C) N H tiene en H interior vacio.
Vemos aplicando a £ el mismo resultado junto con Lema anterior que

Se pueden asi quitar de £ hiperplanos en £ ~ M de uno a la vez. Inductivamente
toda coleccién finita F en £ ~ M cumple

C=Drr(C) ()

Consideremos entre C'y Da(C) un segmento cerrado fijo. Observar que
solo una coleccién finita F en H corta este segmento: Puede este ser recubierto
por un numero finito de entornos abiertos. Siendo H localmente finito sigue la
afirmacién. Se tiene que cada hiperplano en F separa los extremos del segmento.
Como ningun muro en M separa estos puntos H ~ M contiene a F. Por tanto
implica que

C =Dyu~7(C).



Observar que ningun hiperplano en H ~ F separa los extremos del segmento.
Por tanto ambos pertenecen al miembro derecho de la anterior igualdad. Siendo
nuestro segmento arbitrario tenemos

Dm(C)CC.
Por otro lado (1.1]) implica la contencién reciproca. O

Se han discutido en extension los atributos de los muros. Probaremos ahora
un ultimo resultado sobre las caras.

Proposicién 1.5.3. Sea F' una faceta de E relativa a H de codimension uno.
Se tiene que esta es la cara de exactamente dos cdmaras.

Demostracion. Supongamos que H en H es el hiperplano que soporta esta fa-
ceta. Se denota por Dy uno de los semiespacios que este hiperplano acota.
Observar en primer lugar que Dy« (g (F) N Dy es no vacio: Por la Proposicién
tenemos que Dy- gy (F) N H es no vacio. Puesto que cl(Dy) contiene a H
sigue la afirmacion.

Se denota por C' la interseccion Dy« gy (F) N Dy en adelante. Observar que
C es una faceta de E relativa a H por definicién. Puesto que ningtn hiperplano
en H la corta, debe ser una cdmara. Mas aun la Proposicién implica que

Por tanto cl(C') contiene a F con lo que C tiene a esta por cara. Se puede inter-
cambiar Dy por su semiespacio complementario. Obtenemos asi una segunda
camara con la propiedad buscada.

Sea D otra cdmara de E relativa a H con F por cara. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos asumir que Dy y Dy (D) son iguales. Como notamos en la

deduccién de vale que
Dy« (11)(D) = Dy () (F) -
Usando la definicién de C' tenemos
D = Dy (1y(D) N Dy = Dyye () (F) N Dy = C.

Por tanto exactamente dos cimaras comparten una misma cara. Quedando estas
determinadas por el lado de su soporte en el que yacen. O

1.6. Galerias

Se introduce en esta Seccion el concepto de galeria. Son estas un andlogo
discreto de las curvas estudiadas en geometria. Se vera que en este contexto las
geodésicas cumplen un importante papel.

Fijamos H un arreglo de hiperplanos. Sean C'y D dos cdmaras de E relativas
a este arreglo. Se dice que C'y D son adyacentes a través de H en H cuando
comparten una cara con soporte este hiperplano. Se denota como sigue:

C|D.
H



Se dird también que son adyacentes a secas sin especificar algiun hiperplano.
Usamos en acuerdo la notaciéon:

C|D.

Observar que toda cédmara es adyacente a si misma. Por la Proposicién [1.5.3|
exactamente dos cdmaras comparten una cara. Mas atun estas yacen en lados
opuestos del soporte de esta cara.

Una galeria T" es upla (Cy, ...,Cy) de cAmaras de E relativas a ‘H tales que

Ci—1 | Ci, 1<i<n,

donde n en Ny. Se denota por I'®) a la i-ésima cdmara (0 < i < n) de esta upla.
Referimos por ¢(T") al subindice de la dltima cdmara. Se llama a esta la longitud
de T en adelante. Observar este es el niimero de veces que la galeria atraviesa
algtin hiperplano. Se dird ademas que la galeria conecta a las cdmaras en sus
extremos.

Tlustramos en la Figura [I.3] dos galerfas en un arreglo de hiperplanos. Se
aconseja referir a estas para visualizar los resultados tedricos.

Figura 1.3

Queremos probar que dos camaras cualesquiera pueden conectarse por una
galeria. Introducimos para ello algo de terminologia que nos sera de utilidad.
Veremos que ahora reapareceran algunas ideas de la Seccién anterior.

Sean C'y D dos camaras de E relativas a ‘H dadas. Se dird que un hiperplano
en H las separa cuando yacen en lados opuestos de este. Notar prima facie el
conjunto de hiperplanos en H que separan C'y D no tiene por qué ser finito. Se
denotard por d(C, D) al cardinal de este conjunto. Suele referirse d(C, D) como
la distancia combinatoria entre C'y D en la literatura.

Proposicién 1.6.1. Sean C y D dos cdmaras de E relativas a ‘H dadas. Se
tiene que el cardinal d(C, D) es finito.

Demostracion. Consideremos entre C''y D un segmento cerrado fijo. Observar
que solo una coleccién finita F en H corta este segmento: Siendo compacto este
puede ser recubierto por finitos entornos abiertos. Puesto que H es localmente
finito sigue la afirmacién.
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Unicamente los hiperplanos en F separan los extremos del segmento. Por
tanto C' y D son separadas solamente por estos hiperplanos. Siendo F una
coleccién finita obtenemos lo deseado. O

Se deduce de la prueba un resultado adicional: Un segmento entre C' 'y D
corta exactamente d(C, D) hiperplanos en H. Se puede ver en la Figura esta
situacién: Un segmento entre C'y D corta solo aquellos hiperplanos que separan

ambas cdmaras.

AN

Figura 1.4

Se necesita para probar el resultado que adelantamos un Lema adicional.
Obtenemos con este Lema una caracterizacion de la adyacencia mas sencilla.

Lema 1.6.1. Sean C y D dos camaras de E relativas a H distintas. Ambas son
adyacentes si y solo si un unico hiperplano en H las separa.

Demostracion. Supongamos que C'y D son cdmaras adyacentes. Sea H en H el
soporte de la cara que comparten. Vimos en la prueba de la Proposicién [1.5.3]
que
Dy (1) (C) = Dy a1y (D) -

Por tanto ningdn hiperplano en H*(H) separa estas cdmaras. Siendo estas dis-
tintas el hiperplano restante las separa.

Supongamos que a C'y D las separa H en H tinico. Observar este hiperplano
es un muro de ambas cdmaras: Se cumple que

Dyy+(11)(C) = Dyy= a1y (D) - (%)

Sigue del Lema [I.5.2] la afirmacién al ser estas cdmaras disyuntas. Se tiene por
que Dy« gy (C)NH y Dy« gy (D) N H son caras de C'y D respectivamente.
Por tanto implica que ambas caras son iguales. Obtuvimos entonces que C'
vy D son adyacentes. O

Procedemos ahora a probar el resultado que adelantamos.

Proposicién 1.6.2. Sean C y D dos cdmaras de E relativas a ‘H dadas. Se
tiene entre ambas una galeria de longitud d(C, D) que las conecta.

11



Demostracion. Haremos induccién en d(C, D) el nimero de hiperplanos que
separan ambas cdmaras. Observar que el caso inicial es trivial.

Supongamos ahora que d(C, D) es positivo. Se tiene en particular que ambas
cdmaras son distintas. Observar la Proposicién implica existe un muro H
en H de C que las separa. Por la Proposiciénexiste C' camara de E relativa
a H distinta de C tal que

C | c.
H

Se tiene para todo K en H*(H) que ambos Dk (C) y Dx(C’) son iguales.
Puesto que Dy (C) y Dy (C’) son distintos, ambos Dy (C') y Dy (D) son iguales.
Sigue de aqui que

d(C',D)=d(C,D) —1

Via hipétesis inductiva existe una galerfa entre C’ y D de longitud d(C’, D).
Se obtiene una galerfa entre C'y D de longitud d(C, D) sumando la primera
camara. O

Veamos que ninguna galeria conectando C' y D es de menor longitud. Sea
una galeria I' conectando ambas cdmaras. Sea ademéas H en H un hiperplano
que I' no atraviesa. Observar que C' y D no son separadas por este hiperplano:
Usando el Lema |1.6.1] en las caAmaras de la galeria

Dy (C) =Dy (TO) =... = Dy (D) = Dy(D).

Sigue que I cruza todo hiperplano en H que separa ambas camaras. Por lo tanto
d(C, D) es menor o igual a ¢(T") como querfamos. Se tiene asi que la galerfa en la
Proposicién anterior es de longitud minima. Se llamara minimal a una galeria
de este tipo: Quiere decir de longitud minima entre las galerias que conectan a
sus extremos.

Observar que la galerfa en la derecha de la Figura es minimal. Vimos
en la Figura [I.4] los hiperplanos que separan ambas cdmaras. Cotejando estos
encontramos que son los mismos que la galeria cruza. Ilustramos en la Figura
[LHl esta situacién.

/

44)®

Figura 1.5
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Se debe pensar en una galerfa minimal como el andlogo discreto de una
geodésica. Una tal galeria cruza solo aquellos hiperplanos en H que cortan cual-
quier segmento que una a sus extremos.

Proposicién 1.6.3. Una galeria I' es minimal si y solo no cruza ningun hiper-
plano en H mds de una vez.

Demostracion. Vimos que I' cruza cada hiperplano en H que separa I'(Q) y T4(I)
al menos una vez. Si esta galerfa es minimal tiene d(I'(®), T*(")) como longitud.
Sigue asi que cruza solo estos hiperplanos exactamente una vez.

Supongamos que I' cruza un hiperplano H en H solo una vez. Quiere decir
existe un dnico 1 < ¢ < (") tal que

ré=u | @
H

Observar que a I'© y T(0) las separa este hiperplano: Usando el Lema en
las camaras de la galeria

Du(lV) =...=Dp(T0V) # Dy(TV) =... = Du(I'D).

Cuando T cruza ningtin hiperplano en H més de una vez £(T) iguala d(I'(®), 1¢(1),
Sigue por tanto que esta galeria es minimal. O

Observar que la galeria en la izquierdo de la Figura|[l.3|no es minimal. Como
puede verse en la Figura[l1.6] atraviesa un hiperplano dos veces.

4_>®

Figura 1.6

Observar que las camaras adyacentes en una galeria minimal son distintas. Se
dird que una galeria es no vacilante cuando cumpla esta propiedad. Claramente
no toda galeria no vacilante es minimal: Tenemos en la Figura anterior una tal
caso.

Introducimos para concluir notacién que serd de uso méas adelante. Conside-
remos I' una galeria dada. Se define n(T', H) para H en H como el niimero de
veces tal que
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Quiere decir n(I", H) es el nimero de veces que la galeria cruza este hiperplano.
Vale la siguiente Proposicion.

Proposicién 1.6.4. Sea T' una galeria dada. Ambas T© y T las separa H

en H si y solo si
nT,H)=1 (méd 2).

Demostracion. Sigue razonando de igual forma que en la Proposicién anterior.
Analizamos la igualdad o desigualdad de Dy (T¢~1) y Dy (T®) para 1 < i <
¢(T"). Observar que n(I", H) prescribe el nimero de desigualdades que habra. Asf
la paridad de n(T', H) indica cuando H separa T'®) y T4, O
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Capitulo 2

Grupos de Reflexiones

2.1. Reflexiones

Introducimos en esta Seccién la nocién basica de reflexion. Se denota en lo
que sigue Z(E) al grupo de isometrias de E en si{ mismo. Recordamos que una
isometria es ademds una transformacién afin.

Una reflexion en E es una isometria en Z(E) cuyos puntos fijos conforman
un hiperplano. Se llama a este el hiperplano de reflexion o hiperplano reflectante
de esta reflexién. Denotamos R(E) al conjunto de todas las reflexiones en E.

Se dard en lo que sigue una férmula cerrada describiendo una reflexién.
Mediante esta algunos resultados son derivados hacia el final. Se obtendra tal
descripcién en dos etapas.

Sea p en R(E) una reflexién dada. Supongamos primero que su hiperplano
reflectante contiene al origen. Sigue asi que esta reflexién es una transformacion
ortogonal. Se denota por x,(X) a su polinomio caracteristico.

Sobre los complejos x,(X) es un producto de factores lineales. Siendo Fix(p)

es un hiperplan _
(X = 1)@=y, (X))

Se tiene asi que x,(X) no posee raices complejas. Sabemos los autovalores de
una transformacién ortogonal son de médulo uno. Por tanto X + 1 | x,(X) ya
que p no es la identidad. Observar ademas que Fix(p)l es el autoespacio de este
autovalor. Se tiene asi que dado v en Fix(p)* un vector unitario

plx) =z —2(z,v)v, z€E. (2.1)

Notese que esta reflexion estd determinada por su hiperplano reflectante. Se
puede proceder en la direccién inversa: Cada hiperplano en E que contenga el
origen es el hiperplano reflectante de alguna reflexién. Simplemente debemos
usar la férmula anterior para definirla.

Sea ahora p en R(E) una reflexién cualquiera. Sea ademds f en Fix(p) un
punto fijo de esta. Observar que 75 0 po7_y es una reflexién con 7¢(Fix(p)) por
hiperplano reflectante. Se tiene ademds que 7,(Fix(p)) contiene al origen. Sigue
por que dado v en 74(Fix(p))* un vector unitario

plx) =a —21_¢({1¢(z),v)v), xz€E. (2.2)

ISe denota Fix(p) a los puntos fijos de esta funcién.
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Observar que 7¢(Fix(p)) no depende del f en Fix(p) elegido. Por lo tanto
esta reflexion estd determinada por su hiperplano reflectante. Se puede como
antes podemos ir en direccién inversa: Cada hiperplano en E es el hiperplano
reflectante de alguna reflexion. Usamos igualmente la férmula anterior para
definirla. Se denotard py en R(E) la reflexién por H en E un hiperplano.

Nétese que toda reflexién es una involucién: Se comprueba facilmente via
(2.1) para reflexiones del tipo alli discutido. Siendo toda reflexién conjugada
de una de estas, sigue la afirmacién. Concluimos esta Seccién con el siguiente
resultado.

Proposicién 2.1.1. Cada reflexion en R(E) permuta los semiespacios acotados
por su hiperplano reflectante.

Demostracion. Recordar la descripcién en la Proposicion de los semiespa-
cios. Mediante un cédlculo con la férmula (2.2)) obtenemos lo deseado. O

2.2. Grupos de Reflexiones

Introducimos en este Capitulo los grupos de reflexiones. Asociado a estos
estd un arreglo de hiperplanos como los del Capitulo anterior. Serdn asi de
uso las herramientas previamente desarrolladas para el estudio de estos grupos.
Obtendremos hacia el final una presentacién por generadores y relaciones de los
mismos. Marca esta el puntapié historico de la nocién de grupo de Coxeter.

Se recomienda al lector revisar las Secciones A.1 y A.2 del Apéndice antes
de continuar: Introducimos alli notacién que serd aqui usada sin aclaracién.

Sea una coleccién H de hiperplanos en E dada. Sea ademés W el subgrupo
de Z(E) generado por las reflexiones a través de estos. Observar que W actia
en E de forma natural. Se dird que W es un grupo de reflexiones cuando:

R1. Bajo la accion de W la coleccién H es estable.

R2. Siendo K y L en E compactos, finitos o en W cumplen o (K) ML no vacio.
Se tiene que la condicién (R2) equivale a la siguiente:

R2’. Cada ¢rbita de W en E es un subconjunto discreto.

Observar que por esta las “operaciones infinitesimales” no son posibles. Se anima
al lector a probar la mencionada equivalencia. Sin embargo esta no sera necesaria
en desarrollos posteriores.

Supéngase dado W un subgrupo de Z(E) generado por reflexiones. Observar
podemos elegir una coleccién H tal que (R1) valga: Tomamos H en H siy solo
si pg en W. Cuando H en H vale para o en W que

Po(H) —cgopyoo L. (2.3)

Sigue asf que o(H) en H con lo que (R1) vale. Observar que W también cumple
(R2) de ser finito. Se tiene entonces un grupo de reflexiones en tal caso. Veamos
algunas instancias concretas.

Ejemplo 2.2.1. Sean p y 7 en Z(R?) dos reflexiones no paralelas: Quiere decir
que sus hiperplanos de reflexién no son paralelos. Supongamos que estos forman
un dngulo 6 en (0,7) al cortarse. Observar la composicién p o 7 es una rotacién
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en el doble de este dngulo. Por lo tanto cuando 6 en Q - 7 el orden de po T
es finito. Sigue asi que en tal caso el grupo generado por p y 7 es un grupo
de reflexiones. Se conoce a estos como los grupos dihedrales. Tlustramos en la
Figura [2.1] esta construccion.

Figura 2.1

Observar que cuando 6 en Q°- 7 el orden de po T es infinito. Se tiene asi que
las érbitas de la accién no son discretas: Cada una de estas esta contenida en una
circunferencia. Siendo que poseen infinitos puntos, estos deben de acumularse.
Sigue asi que en este caso el grupo obtenido no es un grupo de reflexiones.

Ejemplo 2.2.2. Considerar la accién de S,, en R™ via permutar coordenadas:
Se define o en Z(R™) para cada f en S, por

Uf(il’l, cee ,{En) = (xf—l(l), . ,.’Ef—l(n))

para todo (z1,...,z,) en R™. Observar las transposiciones en S,, son reflexiones
via esta accién. Se recuerda que estas transposiciones ademéas generan al grupo
simétrico. Asi la imagen en Z(R™) de esta accién es un grupo de reflexiones.
Siendo la accién fiel, ademas el grupo es isomorfo a S,,.

Se han considerado hasta ahora grupos de reflexiones de orden finito. Como
muestra el siguiente Ejemplo estos también pueden ser infinitos.

Ejemplo 2.2.3. Sean p y 7 en Z(R) dos reflexiones distintas. Observar que sus
hiperplanos de reflexién son dos puntos. Se tiene ademas que la composiciéon
p o T es una traslacion no trivial. Sigue asi que el grupo generado por estas
reflexiones es de orden infinito.

Se ve en la Figura la forma general de las reflexiones en este grupo: Son
estas traslaciones de alguno de los dos generadores. Observar que asi las 6rbitas
de la accién de grupo son discretas. Se tiene por lo tanto que (R2’) también
vale. Obtenemos asi un grupo de reflexiones.

pTRTP PTP P T TPT TPTPT

Figura 2.2
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2.3. Accion de Grupo

Se denota el resto del Capitulo por W un grupo de reflexiones. Veamos que
‘H es un arreglo de hiperplanos: Cada punto admite un entorno compacto K en
E que lo contiene. Observar que H N K no vacio implica pg(K) M K no vacio
para H en H. Sigue de (R2) que esto ocurre solo un nimero finito de veces.
Quiere decir que H es localmente finito.

Asf es posible aplicar a H todas las nociones del Capitulo anterior. Se llaman
facetas de E relativas a W las asociadas a este arreglo. Observar que W también
actia en el conjunto de facetas.

Proposicién 2.3.1. Sea F' una faceta de E relativa a W dada. Se tiene que
o(F) para o en W es otra faceta de igual dimension.

Demostracion. Observar que H en H corta a o(F) solo cuando lo contiene: Si
H N o(F) es no vacio, también o~ (H) N F es no vacio. Ya que o' (H) en H
sigue que o~ !(H) contiene a esta faceta. Se tiene asf la afirmacién buscada.
Siendo imagen continua de un conexo o(F') también lo es. Sigue asi que todos
los puntos en o(F') estdn relacionados: Yacen al mismo lado de todo hiperplano
en H que no corta este conjunto. Se tiene luego una faceta F’ relativa a W que
lo contiene. Con el mismo argumento, existe otra faceta F' relativa a W tal que

FCo Y(F)CF".

Se recuerda que dos facetas distintas son disyuntas. Sigue asi que todas las con-
tenciones anteriores deben ser igualdades. Particularmente o(F') es una faceta
de E relativa a W.

Observar que H en H(o(F)) si y solo si 071 (H) en H(F) por definicién. Se
deduce asi que sop(c(F')) y o(sop(F')) son iguales. Por lo tanto ambas F'y o(F')
son de igual dimensién. O

Se tiene en particular que W actda en el conjunto de cdmaras. Siguen de
esta Proposicién los siguientes dos resultados.

Corolario. Sea C una cadmara de E relativa a W dada. Si H en H es un muro
de esta camara entonces

¢ | pu(C).
H

Demostracion. Sea F la cara de C que tiene H como soporte. Observar que cl(C')
y cl(pg (C)) contienen esta cara: Sigue al estar esta contenida en el hiperplano
de reflexién. Por la Proposicién anterior pg (C') es también una cdmara. Se tiene
asi que ambas C'y py(C) comparten una cara. O

Nétese que la Proposicién implica que C'y pg(C) son distintas. Sigue
de esta que ambas cdmaras yacen en lados opuestos de un hiperplano.

Corolario. Sean C' y D dos camaras de E relativas a W tales que

C|D.
H

Se tiene para cada 0 en W que



Demostracion. Sea F' la cara de C'y D que tiene H como soporte. Se tiene que
sop(c(F)) es igual a o(H) por la Proposicién anterior. Mds ain las clausuras
cl(o(C)) y cl(o(D)) contienen a esta faceta. Sigue al ser ambas o(C) y o(D)
camaras, que estas comparten una cara. L]

2.4. Propiedades Fundamentales

Fijemos una camara C* de E relativa a W en forma arbitraria. Se llamara
la cdmara fundamental a esta en adelante. Se denota por S al conjunto de
reflexiones a través de sus muros.

Sentaremos en lo que sigue las bases de este Capitulo. Serd necesario para
ello usar todos los instrumentos hasta ahora desarrollados. Se introduce antes
de continuar algo de terminologia.

Un elemento o en (S) admite una expresién g en S* de la forma

(leaszw-wPHn)'

Observemos que el primer Corolario de la Proposicién [2.3.1] implica

Cc* | pu,(C*), 1<i<n. (2.4)
H;

Si por o; denotamos pgr, o - -- o py, vale del segundo Corolario que

oi-1(C*) | @(CF), 1<i<n. (2.5)
oi—1(H:)

Obtenemos asi una galerfa I', asociada a nuestra expresion:
(C*,01(C"),...,0n(CY))
Se tiene que esta conecta C* y o(C*) por definicién. Vale ademds que
o) ={(T,). (2.6)

Asociamos a la expresién vacia la galeria con solo la camara fundamental. Co-
menzamos ahora a cimentar este Capitulo.

Proposicion 2.4.1. Cada camara C' de E relativa a W admite o en W tal que
o(C*)=C.
Quiere decir que la accion del grupo en las cdmaras es transitiva.

Demostracion. Se vera que vale mas atin con o en (S) la igualdad anterior. Sea
I" una galeria no vacilante que comienza por la cimara fundamental. Veamos
que esta es de la forma I', para algin o en S*. Se procede por induccién en
¢(T) para ello.

Cuando £(T") es cero esto es trivial. Observar la galerfa asociada a la expresién
vacia cumple lo deseado.

Supongamos ahora que la longitud ¢(I") es positiva. Se obtiene la galeria
r: (I‘(O), . ,F(Z(F)*l)) eliminando de T' la dltima cdmara. Sigue por induccién
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que T es de la forma I's para algin & en S*. Observar que 6(C*) es la dltima
camara de esta galeria.
Gracias a esto existe H en H tal que

g(C*) | i,
H

Se tiene del segundo Corolario de la Proposicién [2:3.1] que

cr | eTHrtm)y.
61 (H)

Sigue asi que ps-1(4) en S al ser 6~ Y(H) de C* un muro. Vale por 1) que
G0 po-1()(C*) = prr 0 6(C*) =10

Observar usamos el Lema y la Proposicién en la tltima igualdad?}
Vemos asi que I' es de la forma I', para un ¢ en S*: Basta tomar el producto

G(ps-1(m)) como expresion.

Sea ahora C una cdmara de E relativa a W dada. Se tiene de la Proposicién
[[.6.2] entre C' y C* una galerfa no vacilante. Sigue de lo recién visto que existe
o en (S) tal que

o(C*)y=C. O

Se deduce el siguiente Corolario de forma inmediata.
Corolario. Como grupo S genera a W.

Demostracion. Consideremos H en H un hiperplano dado. Por la Proposicién
una camara C de E relativa a W lo tiene por muro. Vimos en la Proposicién
anterior existe o en (S) tal que

o(C*)=C.
Sigue asf que C* tiene a o ~!(H) por uno de sus muros. Como en (2.3 tenemos
pH =00 ps-r(gyco .

Se deduce que pg en (S) en consecuencia. Observar que esto es valido para H en
‘H arbitrario. Siendo que estas reflexiones generan al grupo sigue el resultado. [

Obtuvimos en el curso de la prueba un resultado adicional: Cada reflexién
por un hiperplano en H es el conjugado de un generador. Se verd més adelante
que toda reflexion en el grupo es de esta forma.

Vimos recién que S es de W un conjunto de generadores. Asi la notacion del
Apéndice A.2 puede aplicarse a este par. Se adopta entonces esta terminologia
por el resto del Capitulo.

Se probara a continuacion que la accién del grupo es libre. Sigue asi que esta
es simplemente transitiva. Serd necesario a este propdsito el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.2. Una galeria I'y para o en S* es minimal si y solo si la
expresion es reducida. Se tiene mds aun la igualdad

o) = d(C*,a(C*)).

2Usamos ademéas que ambas cAmaras son distintas: Aquf la necesidad de tomar una galerfa
no vacilante.
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Demostracidn. Supongamos que I', para g en S* es minimal. Sea ¢’ en S* otra
expresién del mismo elemento. Siendo que I'y/ conecta C* y o(C*) vale

() <U(Ty).

Se tiene por que £(g) < ¢(g’) de donde la primera es reducida.

Asumamos que I', para ¢ en S* no es minimal. Usaremos la notacién en
para esta expresion. Se denota ademads por ¢ a la identidad de momento.
Vimos en que I', atraviesa los hiperplanos

00(H1)701(H2)7 cee 7Jn71(Hn) .
Sabemos de la Proposicién |1.6.3|existen 1 < ¢ < j < n tales que
oi—1(H;) = 0j-1(H;).

Se ilustra en la Figura [2.9] esta situacion.

Figura 2.3

Vale por lo tanto que
. -1 _ — — . -1
0i—1°PH; ©0;_1 = Po;_1(H;) = Poj_1(H;) = 9j—1°PH; ©0;_7 -
Reescribiendo esta expresion encontramos
Oi—1 00;1 =0; 00';,11 .
Se puede asi expresar a o como
— -1 —1 _ —1 -1
U—O’i_loo'i OO'j_loch 00'70'1'_100'1» OO'j_lon+1.
Si expandimos o; ' 0 o;_; obtenemos que
-1 _ _
0; ©0j—1=PH; O " "OPH, OPH, © " CPH; = PH;11 © " CPH; -
Combinando con la igualdad anterior tenemos que
0 =pPH,©" " OPH; 1 ©PH;11 © """ OPH; 1 °PH;1; O " °PH, - (2.7)

Sigue asi que ¢(0) < £(g) de donde esta expresién no es reducida: Observar
en (2.5) obtuvimos una expresién de menor longitud. Hlustramos en la Figura

la galeria asociada a esta expresién. Se obtiene reflejando entre I‘g ) y I‘g -b
la galeria anterior. O
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Figura 2.4

Observar asi que I', para g en S* reducida es no vacilante. Se tiene como
adelantamos el siguiente resultado.

Corolario. Sea C' una cimara de E relativa a W dada. Solo para o en W
trivial ambas C y o(C') son iguales. Quiere decir que la accidn de grupo es libre.

Demostracion. Observar que £(o) es cero cuando d(C*,o(C*)) lo es. O

Sigue por tanto que la accién es simplemente transitiva. Se tiene asi una
biyeccién del grupo con el conjunto de cdmaras: Hay ord(W) cdmaras de E
relativas a W.

Corolario. Cada hiperplano H en E tal que pyg en W pertenece a H.

Demostracion. Supéngase un hiperplano H en E no cumple con esto. Sigue que
este contiene un punto que ningin otro en H contiene: Ver el Corolario de la
Proposicion Se tiene asi que una camara C de E relativa a W corta este
hiperplano. Siendo que C M py(C) es no vacio, ambas cdmaras son iguales. Sin
embargo esto contradice el Corolario anterior. O

Obtenemos asi que H en H si y solo si pg en W. Sigue luego que toda
reflexién en W es de S un conjugado: Vimos que una reflexién por un hiperplano
en H es el conjugado de un generador.

Se presentan en los préximos Corolarios dos propiedades fundamentales.
Veremos estas imponen fuertes restricciones en la estructura del grupo.

Corolario (Propiedad de Supresién). Siendo (p1,...,pn) en S* no reducida,
existen 1 <14 < j <n tales que‘EI

(pla"'7pi7"'apj7"'7pn)
es otra expresion del mismo elemento.

Demostracion. Supdéngase que (p1,...,pn) en S* es no reducida. Se vio en la
Proposicién que su galerfa asociada no es minimal. Siguiendo la prueba
existen 1 <14 < j7 < n que otorgan una expresion:

(pl?"'?@""’ﬁj)""pn)'

Se tiene por (2.7) que esta representa el mismo elemento que la primera. O

3Se indica por ® que omitimos este elemento.
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Veremos que la Propiedad de Supresién es equivalente a la que sigue. Se
presenta de momento solo una de las implicaciones.

Corolario (Propiedad de Intercambio). Sea o en W con expresion (p1, ..., pn)
en S* reducida. Si p en S es tal que (po o) < (o) existe 1 <i < n tal que

(p17~~~api7"'7pn)
es una expresion de p o o reducida.

Demostracion. Observar (p, p1,...,pn) s de p o o una expresién no reducida.
Sigue asi que existen 1 < i < j < n tales que alguna de

(p7p17"'7ﬁ7;7"'7p/\j?"'7p71) (p17"'7[);7"'?p71)

es para p o o otra expresién. Si la primera lo fuese, niega que (p1,...,pn) €s
reducida. Se tiene asi que debe de darse el segundo caso. Mds aun al ser £(poo) >
¢(0) — 1 la segunda expresién es reducida. O

Supongamos que o en W es dado. Si p en S ambos £(poc) y £(c) son distintos:
Sigue de la Propiedad de Intercambio en forma directa. Consecuentemente la

Proposicién implica que
lpoo)=Lo)£1.
Sigue ademas para ¢ en S* de la Propiedad de Supresién que
Lo)=tL(c) (mdd2).
Se puede asi definir el signo de o en W como
sgn(o) = (=1)4@) ge s

Observar esta nocién generaliza la misma del grupo simétrico. Viendo el Ejemplo
alli los generadores son las transposiciones.

2.5. Un Camino Alternativo

Se explora aqui una derivacién de la Propiedad de Supresién alternativa.
Siendo este enfoque combinatérico, carece de sabor geométrico. Sin embargo
motiva algunas ideas clave del Capitulo siguiente. Tan es asi que aqui solo plan-
teamos la base de este enfoque: Se continia la derivacion luego en un contexto
més general.

Se denota por SSy al grupo de permutaciones signadas: Quiere decir 5SSy
consiste de f: H x {+1,—1} = H x {+1, —1} biyectivas tales que

FUH,41) = —f(H, 1), He#H.

Vimos que cada hiperplano en H parte E en dos convexos. Se piensa asi a
H x {+1,—1} como la familia £ de estos convexos. Seran los pares positivos
aquellos que contienen la cdmara fundamental. Mostramos ahora que W actia
en H x {+1,—1} de forma natural.
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Sabemos que W actia en H por definicién. Vale asi que W actia en &
ademds. Se define de forma provisoria ¢ : W x H — {+1,—1} como

s {1 D€ =DaantoC)

—1 Do) (C7) # Do) (a(C7))
para (o, H) en W x H. Observar que ambos o(Dg(C*)) ¥y Dy(m)(o(C*)) son
iguales. Sigue asi que (o, H) es positivo solo cuando o(Dg (C*)) contiene a C*.

Igualmente e(o, H) es negativo solo cuando esto no ocurre.
Se traduce asi la acciéon de W en £ en un morfismo ® : W — S5y tal que

®(0)((H,1)) = (o(H),e(0, H)),  (w,H) € W xH.

Observar ademés que este es un monomorfismo: Si o en ker ® todo H en H
cumple

Dr(0(C")) =Du(C7),

Sigue de (1.1) que ambas o(C*) y C* son iguales. Ver ahora el primer Corolario
de la Proposicion [2.4.2
Veamos con algo mas de detalle la funcién definida antes. Sigue de la Pro-

posicién que para ¢ en S* vale
(o, H) = (1)1 ) e gy,

Usamos para ¢ en S* la notacién en ([2.5)) de momento. Se tiene que I', para o
en S* cruza tUnicamente los hiperplanos

O'Q(Hl),O'l(HQ), e 7Un—1(Hn) .

Sigue asi que o(H) figura n(I'y, o (H)) veces en esta lista. Mds atin o(H) es igual
a 0 (Hgy+1) cuando y solo cuando

—1 —1
PH =0 00RO pPRy100, OO0 =pPp 0 "0 Pr120Pri10Pki20° "0 pPp.

Vemos entonces de estas observaciones que
NTe,0(H)) = |{k € In: pr =pno-+ 0 pPrs20prt10prr20 -0 pn}| (2.8)
Si por &(g, H) denotamos al lado derecho tenemos
®(0)((H,1)) = (o(H), (—1)5(£’H)) , (w,H)e W xH.

Se definira en la Seccién 3.2 un andlogo més general de este morfismo. Vere-
mos luego que posee las propiedades aqui demostradas. Usando esto probaremos
que la Propiedad de Supresion es valida.

2.6. Region Fundamental

Surgen al estudiar una accién de grupo algunas preguntas naturales. Se tra-
bajan en esta Seccién dos particulares: ;Cémo son sus orbitas?;Cuédles son los
estabilizadores en un punto tipico? Veremos que ambas admiten respuestas muy
sencillas en nuestro caso.

Se examina la accion de W en E en esta Seccién. Se llama region fundamental
a un conjunto de representantes de sus 6rbitas: Un subconjunto de E que corta
cada 6rbita en solo un punto.
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Proposicién 2.6.1. Una region fundamental es cl(C*).

Demostracion. Observar primero que cl(C*) corta cada érbita: Sea C una cdma-
ra de E relativa a W arbitraria. Por la Proposicion [2.4.1| existe o en W tal que

o l(CcH =C.
Siendo que la accién es continua vale
o(cl(C)) = cl(o(C)) = cl(C).

Se tiene asi por la Proposicién que cl(C*) corta cada drbita.
Mostremos que cada dérbita corta cl(C*) en solo un punto. Serd suficiente
que vale
c(C*)No(cl(C*)) C Fix(o), occW.

Se procede por induccién en la longitud. Trivialmente el resultado vale para la
identidad: Cualquier punto es fijado por esta transformacién.

Sea o en W de longitud positiva. Sea ademds p en S tal que {(po o) < {(o).
Siendo esta una reflexién vale

Fix(p) NFix(p o o) C Fix(o). (1)

Se tiene g en S* reducida que comienza por esta reflexién: Sigue en forma directa
de la Propiedad de Intercambio. Observar que de la galeria asociada cruza
Fix(p). Siendo la galeria minimal C* y o(C*) son por este hiperplano separadas.
Se cumple en particular que

c(C*)Nel(a(C*)) C Fix(p) . (2)
Observar que vale la contencién
l(C*) N el(o(C7) € plel((po a)(C))

Solo ha sido reescrito el segundo conjunto en la interseccién. Siendo por el
lado derecho invariante tenemos que

c(C*)Nel(a(CY) Cel((poa)(CH)).
Obtenemos al aplicar la hipdtesis inductiva que
cl(C*) Nel(a(C*)) Ccl(C*)Nel((poo)(C*)) CFix(poo). (3)
Sigue ahora de , y que vale el paso inductivo. O

Se tiene de la prueba el siguiente resultado.

Corolario. Siz en cl(C*) entonces
Stabw (z) = (p € S : z € Fix(p)) .

Demostracion. Sea o en W de longitud positiva. Se vio existe p en .S con £(p o
o) < (o) tal que

c(C*)Ne(cl(C*)) C Fix(p) NFix(poo).

Un argumento inductivo en la longitud completa la prueba. O
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2.7. Presentacion de Coxeter

Se obtiene en esta Seccién una presentacién de los grupos de reflexiones. Serd
esta el punto de partida del Capitulo siguiente. Introducimos en primer lugar
algo de notacion.

Serd denotada por II(p, 7;n) para p,7 en S la n-upla alternada

H(p,7;n) = (p, T, p; - - )

para cada n en N. Se denotard ademds por m, » en N°° el orden del producto
de estas reflexiones. Observar que cuando este es finito

pOTOp---=TOpPOT--- (2.9)

Mp, 7 Mp,r

Obtenemos asi que II(p, 7;m, ) y II(T, p;m, ) expresan el mismo elemento. Se
llaman relaciones de trenzas las de este tipo.

Considerar la matriz (m, ;) rcs en Mg(N>°) de 6rdenes. Observar que esta
cumple: (1) Ser simétrica; (2) Solo los coeficientes diagonales son uno. Se llamara
a (mp,r)p,res una matriz de Cozeter en adelante. Se dird asf ademads toda matriz
en N* que cumpla (1) y (2).

Serd ahora enunciada la presentacién antes mencionada. Constituye esta el
resultado fundamental de los grupos de reflexiones.

Teorema 2.7.1. Se cumple de W la presentacidn por generadores y Telacioneﬁ:
(peS|Vp, el (pr)"r =id).

Se probara antes un resultado auxiliar: Cualesquiera dos expresiones redu-
cidas de un elemento estan ligadas por relaciones de trenzas. Quiere decir que
relaciones permiten llevar una expresién a la otra. Se enuncia formalmente
este resultado como sigue.

Lema 2.7.1 (Lema de Matsumoto). Sea un morfismo ¢ : S* — M de monoides.
Supdngase que para p,T en S cuando m,  es finito vale

¢(H(p, 75 mpﬂ')) = ¢(H(Ta 12 mp,T))
Se tiene que ¢ es constante en las expresiones reducidas de un mismo elemento.

Demostracion. Sean (p1,...,pn), (T1,...,7) en S* reducidas tales que

o((p1,--50n)) # 6115+, Tn)) -

Supéngase ademds que ambas expresan el mismo elemento. Sean méas ain de
longitud minimal entre las que cumplen esta condicién. Se verd que vale el
contra-reciproco del enunciado.

Obtenemos de la Propiedad de Intercambio una nueva expresion: Se tiene
1 <i < ntal que (11,p1,-.-,Pis.-.,Pn) €xpresa el mismo elemento. Sigue asf
que (12, ..., Tn) Y (P1,-- -, Pis- -, Pn) €Xpresan un mismo elemento. Siendo estas
reducidas de menor longitud que las anteriores vale

¢((Tl7~-an)):¢((717,01>~'-;ﬁz‘7-~-7/)n))- (*)

4Se fija (pT)™e> como la identidad de ser el exponente infinito.
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Observar que i < n no puede darse: Caso contrario ambas (p1,...,pn-1) ¥
(T1, 1y Diy- -5 Pn—1) €Xpresan un mismo elemento. Sigue como antes que

(z)((plv"'apn)) = ¢((7—17p17"'7ﬁia""pn))'

Sin embargo por esto contradice nuestra hipotesis inicial. Se tiene més ain
de misma ecuacién que

¢((p1a e 7pn)) 7é ¢((T17pla .. '7pn—1)) .

Sintetizemos nuestro trabajo hasta ahora: Se partié de dos expresiones redu-
cidas de un mismo elemento cuya imagen difiere. Obtuvimos de estas una nueva
expresion reducida del mismo elemento. Vimos que la imagen de esta nueva di-
fiere con una de las anteriores. Condensamos con diagramas este razonamiento:

(P15 pn) N (71,015 Pn—1)
(Tlﬂ""Tn) (p15p27"'7p7l)

Se tienen en cada columna expresiones cuya imagen difiere. Mas atin todas ellas
expresan el mismo elemento. Observar que podemos iterar este proceso:

(P15 Pn)

(Tlvpla o ,pn71) N (pllevpla cee ,pn72)
(T1y-,Tn)

—
(phpz,-..,pn) (7—17p17p2"~apn71)

Obtenemos asi expresiones II(p1, 71;n) v II(71, p1;n) reducidas tales que

d(Il(p1,71;n)) # G(II(T1, p157)) -

Observar que n < ord(p; o 71) al ser ambas expresiones reducidas. Vale ademds
que ord(p; o 71) < n al expresar el mismo elemento. Se cumple asi la igualdad,
con lo que

¢(H<p1’7-1;mp1,71)) 7é ¢(H(Tlvp1;mpl,‘r1))' O

Se procede ahora la prueba del Teorema antes enunciado.

Demostracion del Teorema [2.7.1. Sea W' el grupo con la presentacién del enun-
ciado. Se tiene un morfismo ¢ : S* — W’ de monoides que hace conmutar:

Observar que para p,7 en S cuando m, - es finito vale

o(I(p, T3mp 7)) = S(IL(T, p;mp, ) -

Sigue asi que este es constante en las expresiones reducidas de un elemento. Se
define ahora ® : W — W’ para ¢ en S* reducida como

®(0) = (). (%)



Observar este es tal que hace conmutar el diagrama:

W
5 |
\V[‘;/

Mostremos ahora que ® es un morfismo de grupos. Sabemos que ¢ es un
morfismo de monoides. Seria asi suficiente que valga para toda expresion.
Veamos para o en W y p en S que

D(pooa)=o((p)®(0).

Sigue luego por induccién la afirmacién anterior. Observar que si (o) < ¢(poo)
entonces

P(poa) = o((p)a) = o((p))(a) = 6((p))2(0),

para toda g en S* reducida. Si £(po o) < £(o) entonces £(poad) < l(po(poo))
de donde por el caso anterior

(0) = B(po (po)) = () B(po o).

Siendo ¢((p)) una involucién obtenemos la afirmacién.
Claramente W cumple las relaciones en el enunciado del Teorema. Se tiene
asf un morfismo ¥ : W’ — W de grupos que hace conmutar:

Observar que ® o U y ¥ o & actian en S como la identidad: Sigue de la con-
mutatividad de los dos anteriores diagramas. Siendo que S genera a W y W’
ambas composiciones son la identidad. Se tiene luego que W es isomorfo a W'
como buscabamos. O

Se estudiaran motivados por este Teorema los grupos de Coxeter en el proxi-
mo Capitulo. Son estos aquellos grupos que cumplen una presentacién anédloga
a la anterior. Sera basados en estos que apoyaremos la teoria de Soergel.

Veamos el Teorema anterior en un Ejemplo antes de concluir.

Ejemplo 2.7.1. Consideremos la situacién en el Ejemplo descrita. Obser-
var que conjugar una transposicién otorga nuevamente una transposicién. Sigue
asi que las reflexiones en S,, son exactamente las transposiciones.

Observar que el hiperplano de reflexién de (ij) para 1 <i < j <nes

H’i,j :{(mlv"wxn) GR":CEinj}.
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Asi un punto en una cdmara tiene todas sus coordenadas distintas. Se puede
elegir asi la cdmara fundamental como

C*:{(wla7xn)€Rn$1<x2<<xn}

Observar que C* tiene H1 2, Hy 3, . .., Hy—1 5, POr muros. Supongamos que p1, p2,
., pn—1 denotan las reflexiones en estos. Se tienen para 1 < ¢ < n las relaciones

pi =id,
(pipi+1)® =id,
(pipj)® =id Ji—j| > 1.

Se referird como presentacion estindar de S,, a esta en adelante.
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Capitulo 3

Grupos de Coxeter

3.1. Grupos de Coxeter

Sea W un grupo junto con S un conjunto de generadores. Diremos que el
par (W, S) es un sistema de Coxeter si existe una matriz M en Mg(N*) de

Coxeter tal que
W={(se€S§|Vs,teS (st)"* =id). (3.1)

Se define |S| a ser el rango del sistema (W, S). Una matriz M € Mg(N*>°) de
Coxeter es compatible con (W, S) de cumplirse (3.1)).

Se llama grupo de Cozeter a un grupo que forme parte de un sistema de
Coxeter. Observar que un mismo grupo podria conformar un sistema de Coxeter
de distintas formas. Incluso es posible que el rango de estos sistemas no sea igual.

Se llaman reflexiones a los conjugados de elementos en el conjunto de gene-
radores. Motiva esta terminologia la observacion que sigue al segundo Corolario
de la Proposicién [2.4.2] Se denotan ademads por R al conjunto de todas estas.

Podria prima facie parecer que todo grupo de Coxeter es de reflexiones.
Sin embargo para estos ultimos [2, Teorema V.3.3] el conjunto de generadores
es finito. Como muestra el siguiente Ejemplo esto no vale para todo grupo de
Coxeter[l]

Ejemplo 3.1.1. Si S un conjunto cualquiera J] g Zo es de Coxeter. Sus gene-
radores son los naturales de cada coordenada.

Continuamos extendiendo terminologia previa. Si s,t¢ en S denotamos por
II(s,¢;n) a la n-upla alternada

(s, t;n) = (s,t,8,...)

para cada n en N. Observar que cuando my ; es finito vale

Sts---=1st---
N—— N~
Ms,t Ms,t

Sigue asi que II(s, t;mg ) v II(t, s; mg ) son expresiones de un mismo elemento.
' by s 99y s
Como antes llamamos relaciones de trenzas a relaciones en W de este tipo.

Hay grupos de Coxeter con conjunto de generadores finito que no son grupos de reflexiones:
https://www.math.uzh.ch/sepp/magma-2.25.2-ds/html/text1098.htm
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Cabria preguntarse en primera instancia si (3.1)) define el grupo trivial o
no. Se ve rapidamente que este tiene orden al menos dos: Observar existe un
homomorfismo sgn : W — {—1,1} tal que

sgu(w) = (1))

para todo w en W. Se tiene que esta nocién de signo generaliza aquella para
grupos de reflexiones. Si w en W de aqui tenemos que ¢(w) y £(sw) son distintos
para cada s en S. Sigue entonces de la Proposicién que

L(sw) =L(w) £ 1. (3.2)

3.2. Propiedades Combinatorias

Generalmente es dificil extraer informacién de un grupo a través de su pre-
sentacién por generadores y relaciones. Asi para continuar nuestro estudio debe-
remos encontrar una representacion adecuada. Como adelantamos en la Seccion
2.5 extenderemos algunas nociones por analogia.

Sea H un conjunto en biyeccién con R el conjunto de reflexiones. Se denotara
H — sy para H en H a esta correspondencia. Se llamaran ademas hiperplanos
a los elementos del conjunto H. Asi esta correspondencia diremos asigna su hi-
perplano reflectante a cada reflexion. Siendo que W actia en R por conjugacion,
tenemos una accién de W en H tal que

-1
Sw(H)==’WS}1u

paraw en Wy H en H.
Un elemento w en W tiene una expresiéon w en S* como

(81,82,.-+,8n) -
Se define como en (2.8) el valor
§(w,H)={k €Ly : 55 = sp - Skt2Sk+18k+2 " Sn}

para cada H en H. Veremos que su paridad no depende de la expresién elegida.
Se puede entender este valor como en grupos de reflexiones: Seria el niimero de
veces que la galeria asociada a una expresién cruza un hiperplano.

Sea H**1(w) en H el hiperplano reflectante de

Sn v Sk+28k+1Sk+2 " Sn

para k € I,. Observar estos corresponden a los hiperplanos que atraviesa la
galerfa. Sigue entonces que {(w, H) puede reescribirse como

§w, H)=|{k €l : H=H""(w)}| (3.3)

para cada H en H.
Como en la Seccién 2.5 vale el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1. Se tiene un morfismo de grupos ® : W — SS3 dado por
O(w)((H,1)) = (w(H), (~1)*=D) . (w,H) € W x H.

Ast el lado derecho es independiente de la expresion elegida.
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Demostracion. Sea ¢s en SSy para s en S la permutacién dada pOIEI
s((H, 1) = (s(H),(=1)°*2)) . HeH.

Observar esta es una involucion pues su cuadrado es la identidad. Se tiene que
estas inducen un unico morfismo de monoides ¢ : S* — 553 tal que

es conmutativo. Veamos por induccién en ¢(w) para w en S* que vale
¢(w)((H,1)) = (w(H), (~1)*@D), HeH.

Se tiene que el caso inicial es inmediato de las definiciones.

Sea w en S* de longitud mayor a uno. Supongamos que el resultado vale
para expresiones de menor longitud. Observar existe v en S* tal que w iguala
(s)v para algun s en S. Usando la hipétesis inductiva

$(w)((H,1)) = ¢ ((v(H), (=1)*M)) = (w(H), (=1) D Hseam))
para todo H en H. Se comprueba facilmente que &(w, H) es igual a (v, H) +
(s, sy(mr)) lo que prueba el paso inductivo.
Sean s,t en S tales que my ¢ es finito. Observar que tenemos
E(I(s, t;2ms ), H) = {k € Loy, , : s = (ts)"t}
para todo H en H. Se cumple ademaés la igualdad
(ts)Ft = (ts)™=tFht, 0<k<mg,.
Ast E(TI(s,¢;2my ), H) es par, con lo que ¢(II(s, ¢;2my ) es la identidad.

Sea m: S* — F(S) es el morfismo candnico de monoides. Se tiene un mor-
fismo de grupos ¢ : F(S) — SSy que hace conmutar el diagrama:

S*

L
b

SSy

Se deduce asi que ¢ es idéntico a 1 o m por unicidad. Siendo que cumple las
relaciones, induce ® : W — S5 pasando al cociente. Se tiene que este morfismo

2Se denota por §(—,—) la funcién delta de Kronecker.
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hace conmutar el diagrama:
S*
| ™
F(S5) SSu
| A
w
Sigue por lo tanto que este es de la forma

(w)((H,1)) = (w(H), (-1)5@D)  (w,H)e W xH. O

Veremos ademads que este morfismo es inyectivo. Serd necesario para ello un
resultado adicional. Antes introducimos algo de notacién.

Sea w en S* una expresién no vacfa. Indicamos por H(w) al conjunto de
hiperplanos (H*(w) : 1 < k < n) en adelante. Se define el conjunto H(w)
formado por los H en H tales que

E(w,H)=1 (méd 2).

Sigue de la Proposicién [3.2.1] esto no depende de la expresion elegida. Observar
que H(w) contiene a H(w) para cualquier w en S*. Se tiene asi que |H(w)| <
¢(w) tomando una expresién reducida.

Lema 3.2.1. Una expresion w en S* no vacia es reducida si y solo si
Hw) = f(w).
En particular H(w) y H(w) son iguales si esta expresion es reducida.

Se demostrara ahora la parte “solo si” que necesitamos enseguida. Nos ocu-
paremos de la reciproca luego de probar algunos resultados.

Demostracion del Lema[Z 21l Supéngase que (s, ..., S,) define a esta expre-
sién. Si existen 1 < k < I < n tales que H*(w) y H'(w) son iguales entonces

Sp ot Sk 1SkShal Sn = Sp - SI4181S141 - Sn
Manipulando esta igualdad obtenemos
Skt 81-1 = Skt1° " Sl
Multiplicando a derecha e izquierda apropiadamente
S1cv Sp =81 Sp_1Sktl- - SI_1S1 " Sn -
Por lo tanto nuestra expresion original no es reducida. O

Corolario. Se tiene que el morfismo ® : W — S5y es inyectivo.

Demostracion. Sea w en W un elemento no nulo. Sea ademés w en S* una
expresion reducida de este. Por el Lema anterior los hiperplanos que definen
H(w) son todos distintos. Se tiene entonces que (3.3]) implica

@ (w)(H"(w),1) = (w(H*(w)), -1).

Sigue asi que esta permutacion no es la identidad. O
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Se vera ahora una Proposicién técnica que serd de utilidad més adelante.
Sin embargo para ello necesitamos el siguiente Lema.

Lema 3.2.2. Vale que H en H(sg) para todo H en H.

Demostracion. Sea K en H tal que s(K) iguala H para algin s en S. Se tiene
entonces la igualdad

D(su)((H,1))

D (s) (2(s1)((5) ((H, 1))

2(s) ((s) (K, (1))

D (s) (K, (1) (—1)0m))
= (H,(-1)°*
=&

)

( 1)5 s SK)( )g(sK K)( )S(S,SH))
(- l)E(SK,K)) )
Hemos usado en el tdltimo paso que §(s,sgy) y (s, skx) son iguales. Sabemos

existe K en H con sk en S tal que w(K) y H son iguales para algin w en W.
Un argumento inductivo en la longitud prueba el resultado. O

Con esto estamos en condiciones de probar la Proposicién recién mencionada.

Proposicién 3.2.2. Vale que H en H(w) si y solo si H en H ~ H(wsp) para
wen W.

Demostracion. Observar que por el Lema anterior
P(wsm)((H,1)) = ®(w)(®(sm)((H,1)))
®(w)((H,-1))
w(H), (_1)£(y,H)+1) )

w

Se tiene asi que &(w(sy), H) = &(w, H) + 1 (mdd 2) de donde se sigue el resul-
tado. O

Completamos ahora la direccién del Lema que quedd pendiente.

Demostracién del Lema[3.2.l Supongamos los hiperplanos que definen H(w)
son todos distintos. Por (3.3) tenemos que &(w, H) es impar si y solo si H en
H(w). Esto implica que H(w) y H(w) son iguales de donde

L(w) < Ll(w).
Sigue entonces que esta expresién es reducida. O

Veremos que la Propiedad de Supresion del Capitulo anterior vale en el
actual contexto. Seguird de esta una version mas general de la Propiedad de
Intercambio.

Proposicién 3.2.3 (Propiedad de Supresién). Siendo (si,...,Sn) en S* no
reducida, existen 1 <1 < j <n tales que

(317"‘7‘?1'7"';‘;]""'7871)

es otra expresion del mismo elemento.
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Demostracion. Observar que del Lema [3.2.1] existen 1 < i < j < n tales que
Hi((s1,...,81)) vy H?((s1,...,8,)) son iguales. Sigue del cdlculo en la parte
“solo si” de este Lema que vale el resultado. O

Se obtiene inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.4 (Propiedad de Intercambio). Sea w en W con expresion
(81y..-,8n) en S* reducida. Si s en S es tal que (sw) < £(w) existe 1 <i<n
tal que

(31,~~~,§§a~~78n)

es una expresion de sw reducida.
Demostracion. Ver la prueba del Capitulo anterior. O

Se podria llamar a esta Propiedad de Intercambio a Izquierda en alusién
al producto a izquierda por el generador. Si asi lo hiciésemos, una Propiedad
de Intercambio a Derecha es igualmente valida: Se deriva esta de la primera
tomando inversos.

3.3. Elemento Maximo

Cuando W es finito posee un elemento de longitud méaxima. Se estudian en
esta Seccién algunas de sus propiedades. Introducimos antes algunos conceptos
que seran de uso en lo que sigue.

Se define el descenso a derecha de un elemento w en W al conjunto

R(w) ={s €S :l(ws) < l(w)}.

Similarmente definimos £(w) el descenso a izquierda del mismo elemento. Obser-
var que para cada w en W ambos R(w) y L(w™!) son iguales. Cada afirmacién
sobre alguno de estos conjuntos tiene una “dual” sobre el otro. Se trabajard por
tanto con uno solo de estos conjuntos.

Sigue de la Propiedad de Intercambio a Derecha el siguiente resultado.

Corolario. Un elemento en S pertenece a R(w) si y solo si existe w en S*
reductda que termina por dicho elemento.

Obtenemos de este Corolario el Lema que sigue facilmente.

Lema 3.3.1. Siw en W cada reflexion en R(w) tiene hiperplano reflectante
en H(w). Sigue ast que R(w) es un conjunto finito.

Demostracion. Suponiendo H en H es tal que sy en R(w) probemos que H(w)
lo contiene. Por el Corolario anterior existe w en S* reducida que termina por
dicha reflexién. Asi H en H(w) de donde el Lema prueba el resultado. Se
tiene luego una inyeccién de R(w) en H(w) en particular. Mds ain esto implica
que

R(w)| < €(w). 0

Un elemento en W se dird mdzimo si es de longitud maxima. Cuando W
es finito un tal elemento claramente existe. Como muestra la Proposicion que
sigue esta condicién es también necesaria.
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Proposicién 3.3.1. Un mdzimo en W existe si y solo si W es finito. Mds ain,
de existir este es unico.

Demostracion. Supongamos que wy en W es un méximo. Notemos que R(wp)
contiene a S con lo que W es finitamente generado. Puesto que la longitud de
los elementos es acotada W es finito.

Veamos por induccién en la longitud que

Uwow™ ) = £(wo) — L(w), weW.

Sigue en forma trivial para la identidad. Sea ahora w en W con s en R(w).
Tenemos por induccién que

U(wo) = L(wo(ws) ") + L(ws) (%)

Como £((wo(ws)™1)(ws)s) < £((wo(ws)~1)(ws)) la Propiedad de Intercam-
bio aplica. Asf existe v en W con £(v) < L (wo(ws)™t) o £(v) < (ws) tal
que (wo(ws)~1)(ws)s iguala v(ws) o bien (wo(ws)~1)v respectivamente. Como
l(ws) < £(w) el dltimo caso no puede darse. Se tiene entonces que

wy = (wo(ws) ™) (ws) = vw
para algin v en W con £(v) < £(wo(ws)~1). Observar que () puede reescribirse:
U(wo) = Ulwo(ws) ™) — 1+ £(w)
Siendo que £(wg) < £(v) + ¢(w) tenemos de aqui que
Lwow™") = L(v) = L(wo(ws) 1) = 1 = L(wy) — £(w).

Completando asi la prueba inductiva. Sigue ahora inmediatamente la unicidad
del méaximo. O

3.4. Caracterizaciones

Se ha dicho que la Propiedad de Supresién y la Propiedad de Intercambio
rigen la estructura del grupo. Son por esta razon descritas a menudo como
fundamentales en la literatura. Veremos ahora cémo estas determinan a los
grupos de Coxeter univocamente. Introducimos antes algunas definiciones.

Sea un grupo W con S un conjunto de generadores de orden dos. Se dira
que (W, S) cumple la Propiedad de Supresion cuando la Proposicién vale
para este grupo. Se dird de igual forma que (W,S) cumple la Propiedad de
Intercambio cuando la Proposicién vale del mismo.

Teorema 3.4.1. Sea un grupo W con S un conjunto de generadores de orden
dos. Son equivalentes sobre (W, S) las siguiente afirmaciones:

i. Conforma un sistema de Coxeter.
1. Satisface la Propiedad de Supresion.

115 Satisface la Propiedad de Intercambio.

Se necesita para la demostraciéon un Lema preliminar. Como algunos de los
resultados previos, este ha aparecido en el Capitulo anterior.
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Lema 3.4.1 (Lema de Matsumoto). Supdngase que (W, S) satisface la Propie-
dad de Intercambio. Sea un morfismo ¢ : S* — M de monoides tal que para s,t
en S cuando ord(st) es finito vale

¢(Il(s, t; ord(st))) = ¢(IL(t, s; ord(st)))
Se tiene que ¢ es constante en las expresiones reducidas de un mismo elemento.

Demostracion. Ver la prueba del Capitulo anterior. Sélo ha sido usada la Pro-
piedad de Intercambio. O

Consideremos un par (W, S) como en el enunciado del Teorema. Se define
Ow en Mg(N®) con ord(st) por su entrada (s,t)-ésima. Observemos esta es
una matriz de Coxeter: Sigue al ser los elementos en S involuciones. Se llama a
esta la matriz de orden de (W, S).

Veamos ahora la caracterizacién del Teorema anterior.

Demostracion del Teorema[3.4.1} Observar que (i — i%) y (it — #ii) ya han sido
vistas: Son la Proposicién y la Proposicién respectivamente.

Con la Propiedad de Intercambio vale el Lema de Matsumoto. Sigue (7ii — )
replicando la prueba del Teorema Se comprueba que (W, .S) cumple (3.1)
con su matriz de orden. O

Se denota (W, S) un sistema de Coxeter en adelante. Observar que la prueba
el implica un resultado adicional.

Corolario. Todo sistema de Coxeter es compatible con su matriz de orden.

Concluimos con otro Corolario del Teorema recién demostrado. Supongamos
que I es de S un subconjunto dado. Se denota por W; al subgrupo de W que I
genera en adelante. Se llamara al mismo el subgrupo parabdlico que I genera.

Corolario. Conforma el par (Wi, I) un sistema de Cozeter.

Demostracion. Sea {1 : W; — Ny la longitud en I de W;. Observemos esta
coincide con la longitud en S de W. Claramente ¢(w) < ¢;(w) para cada w
en W; por definicién. Més atn la Propiedad de Supresién en (W, S) implica la
desigualdad opuesta.

Sigue entonces que (Wy, I) cumple la Propiedad de Intercambio. Se tiene del
Teorema anterior que este es un sistema de Coxeter. O

3.5. Orden de Bruhat

Sean v,w en W dos elementos. Si vale £(v) < £(w) y v~ tw en R escribiremos
v w.

Asf en particular ws — w para cada s en R(w). Observar que — define un grafo
dirigido By con W por conjunto de vértices. Se llama a este el grafo de Bruhat
de W en la literatura. Mostramos en la Figura [3.] el grafo de Bruhat de Ss.

Se denota (W, <) la clausura transitiva de la relacién — en adelante. Si v, w
en W cumplen v < w estos son iguales o existen uq,...,u, en W tales que

VUL e > Uy W (3.4)

37



321

231 312

132 213

123

Figura 3.1

Se llama orden de Bruhat de W a este orden en adelante. Veremos luego algunas
propiedades importantes de este orden. Se necesitan antes ciertos resultados
preliminares.

Proposicién 3.5.1. Sea w en W con (s1,...,8,) en S* por expresion. Si H
en H(w) entonces existe 1 <1i <n tal que

(81, 84y 8n)
es una expresion de WS .

Demostracion. Si H en H(w) existe en particular 1 < i < n tal que
SH = Sp---8i415iSi41 -+ - Sn -
Sigue ahora el resultado multiplicando por s; - - - s, a izquierda. O
Se obtiene ahora una generalizacién de la Propiedad de Intercambio.

Corolario (Propiedad de Intercambio Fuerte). Sea w en W con (s1,...,8n) en
S* por expresion. Si H en H es tal que l(wsy) < l(w) existe 1 < i < n tal que

(817"'58ia"'a5n)
es una expresion de wS.

Demostracion. Basta ver que H en H(w) por la Proposicién anterior. Caso con-
trario H en H(wsg) por la Proposicién Aplicando la Proposicién anterior
a una expresién reducida deducimos

lw) =L((wsg)sa) < L(wsp).
Queda asi probado el contrareciproco del resultado. 0

Con esto obtenemos la siguiente ttil propiedad del orden de Bruhat.

Proposicién 3.5.2. Siv,w en W cumplen v < w entonces vs < w o vs < ws
para cada s en S.
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Demostracion. Solo el caso v — w basta probarse. Sea s en S fijo, con lo que
podemos asumir que v~!w no lo iguala. Si ¢(vs) < £(v) tenemos sv — v — w
de donde sv < w.

Veamos que vs < ws cuando ¢(v) < £(vs) para completar la prueba. Ob-
servar que (vs) 'ws en R en primer lugar. Basta asi que £(vs) < {(ws) para
concluir. Supongamos lo contrario, procediendo por el absurdo.

Sea v en S* una expresién reducida. Se tiene v(s) en S* es también reducida.
Siendo que £(vs(sv~tws)) < £(vs) podemos aplicar la Propiedad de Intercambio
Fuerte. Como v~ 1w y s son distintos existe © en W con £(9) < £(v) tal que

ws = s
Sigue en particular £(w) < ¢(v) produciendo una contradiccién. O

Corolario. Sea w en W con s en R(w). Vale para cada v en W conv < w que
vs < w.

Demostracion. De la Proposiciéon anterior vs < w o bien vs < ws. Cuando vale
el segundo caso vs < ws < w. O

Se puede caracterizar el orden de Bruhat en términos de subexpresiones.

Proposicién 3.5.3 (Propiedad de la Subexpresién). Sea w en W con w en S*
reducida. Vale para v en W que v < w si y solo si v < w para alguna v en S*
reducida.

Demostracion. Supongamos que v < w en primer lugar. Obtenemos v en S* tal
que v < w usando en la Propiedad de Intercambio Fuerte reiteradamente.
Sigue de la Propiedad de Supresiéon que podemos tomar a esta reducida.

Supongamos ahora v < w para alguna v en S* reducida. Sean estas de la
forma (s1,...,8n) ¥ (Siys---,8i,) con 1 <iy < --- < iy < n respectivamente. Se
procede por induccién en £(w) donde el caso inicial trivial.

Cuando i, < n vale que v < w(s,) de donde v < ws,, < w por hipéte-
sis inductiva. Caso contrario vale que vs, < ws, de igual forma. Sigue de la
Proposiciéon anterior que v < ws,, < w o bien v < w. O

Se podria haber usado esta caracterizacion del orden de Bruhat para definir-
lo. Sin embargo la aparente dependencia en las expresiones hubiese dificultado
este camino. Con este enfoque por ejemplo la transitividad no es nada trivial.

Exploramos ahora algunos Corolarios de la Proposicién anterior. Se define
para w en S* el subconjunto x(w) de S formado por los generadores que esta
expresion contiene.

Corolario. Siw en W para cualquier w en S* reducida x(w) es idéntico.

Demostracion. Se procede por induccion en la longitud. Claramente esto vale
para los generadores. Sea w en W tal que ¢(w) > 1 con w,w’ en S* dos expre-
siones reducidas. Sabemos existen s,t en S tales que £(sw),{(wt) < £(w) con
expresiones sw,wt en S* tales que

x(w) = x(sw) U x(wt) .

Siendo que sw < w existe sw’ en S* reducida con sw’ < w’ de la Proposicién
previa. As{ ambas y(sw) y x(sw’) son iguales por hipétesis inductiva. Sigue de
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aqui que x(w’) contiene x(sw) ademds de x(wt) en forma similar. Se tiene
que x(w') contiene a x(w) de esta forma. Vale también x(w) contiene a x(w’)
intercambiando los roles. O

Se define x(w) para w en W como x(w) con w en S* cualquier expresién
reducida. Gracias al Corolario esto esta bien definido.

Corolario. Se tiene para I,J contenidos en S que
Wi NWy=Winy.

Demostracion. Si w en Wy M Wy entonces I M J contiene x(w) del Corolario
anterior. Asi w en Wyn; de forma que

WiNWy CWiny.

Vale trivialmente la contencién reciproca. O

3.6. Representacion Geométrica

Supongamos que (W, S) es tal que |S| es finito. Sea E el espacio lineal real
con (vs : s € S) por base. Equipamos E con (—,—) : E x E — R una forma
bilineal simétrica: Actia en la base como

T
(vs,v1) = —cos ——, s,teS.
s,t

Cuando m,; no es finito el cociente se toma cero. Observar esta no es necesa-
riamente un producto interno: No hay garantia de que sea positiva definida. Asi
el par (E, {(—,—)) no puede llamarse un espacio Euclideo.

Se define p; en GL(E) para cada s en S como sigue

ps(x) =2 — 2(x,v5)vs, x€E.

Observar que en el sentido de la Seccién 1.2.1 esta no es una reflexién. Co-
mo mencionamos, ni siquiera tenemos un producto interno. Sin embargo esta
comparte algunas de sus propiedades.

Proposiciéon 3.6.1. Se cumple para cada s en S que:

i. ps preserva la forma.
1. ps es una involucion.

iti. Fix(ps) es de codimension uno.

Demostracion. Siguen ambas (i) y (i7) de un célculo directo. Notar que Fix(p;)
es el ortogonal a Sp(vs) por la forma. Siendo este vector no-isotrépico, su subes-
pacio ortogonal lo complementa. Se deduce la afirmacién (iii) de aqui. O

Se vera que el mapa S — GL(E) define una representacién W — GL(E).
Sera para ello suficiente comprobar las relaciones

(psopy)™t =Idg, s,te€s.
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Si s,t en S denotemos E; ; al subespacio Sp(vs, v;) por un momento. Notar

que (—,—) es en E;; x E;,; semidefinida positiva: Se tiene para a,b en R que
2 T
(avs + bug, avg + buy) = (a — bcos > + b% sin? .
mst Mgt

Claramente el lado derecho es no negativo. Mas atin de ser m; ; finito, es estric-
tamente positivo. Observar ademds que p, o p; deja a E;; estable. Calculemos
ahora el orden de p, o p; en Eg ;.

Se tiene que la matriz de ps o p; |g, , en la base (vs,v;) es

s,t

—1 —2cos
ms,t Mgt

4 cos?

[ps o pt] =

2 cos

Mgt

Sigue que esta es de determinante uno. Consideremos ahora dos casos:

Supongamos que ms; es finito. Observar que (—,—) define en E;; un pro-
ducto interno. Vale asi que ps; o p; [g,, es una transformacién ortogonal. Siendo
de determinante uno, es ademés una rotacién. Se tiene calculando que

2
Tr(psopt [B.,) =2 (20082 T 1) = 2cos —— .
’ ms,t ms,t

Sigue asf que psop; [, , es una rotacion en 27 /m ;. radianes. Cualquiera sea
el caso my; es su orden.
Supongamos que mg; es infinito. Se comprueba por induccién que

(ps o pt)"(vs) = 2n(vs +v:) +vs, mEN.

Vale asi que ps o py [E,, es de orden infinito.
Cuando m, es finito (—,—) es en E;; X Ez; no degenerada. Se cumple asf

E=E,,®E,,.

Observar que p; o p; FE-% es la identidad. Sigue de aqui que ps o p; es de orden
mg ;. Claramente en el segundo caso ps o p; es de orden infinito. Hemos probado
la primera parte del siguiente resultado.

Proposicién 3.6.2. Se tiene una tnica representacion o : W — GL(E) tal que
o(s)=ps, s€S.
Mads aun esta representacion es fiel.

Se llamard a esta la representacion geométrica del par (W, S) en adelante.
Consultar [7, Corolario 5.4] para una prueba de la fidelidad. Sigue de la primera
parte de esta Proposicién lo siguiente.

Corolario. Sis,t en S entonces ord(st) es igual a mg .

Asf la tinica matriz compatible con (W, S) es la de orden. Se recuerda que el
conjunto de generadores fue asumido finito.
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Capitulo 4

Algebra de Hecke

4.1. Algebra de Hecke

Se denota (W, S) un sistema de Coxeter fijo en adelante. Sea (mst)stes la
matriz de orden de este sistema. Se denota ademas Z[v,v 1] a la localizacién
Z[v](yy del anillo Z[v]. Sus elementos son llamados polinomios de Laurent en lo
que sigue. Sugerimos antes de continuar leer la tltima Seccién del Apéndice A.

Consideremos el Z[v,v!]-4lgebra asociativa unitaria (Z[v,v~1])[S*]. Nota-
remos § : S — (Z[v,v™1])[S*] a la inclusién canénica. Se define H(W) como
(Z[v,v~1])[S*] médulo las siguientes relaciones{l]

Z2=w'-uv)d,+1, s€8. (4.1)
535)5(55"' = 5t586t"'7 S,t €s. (42)
———— N———

Se llama a H(W) el dlgebra de Hecke de W.

Se refiere usualmente como algebra de Hecke monoparamétrica a esta defini-
cion. Gran parte de este Capitulo puede extenderse al contexto multiparamétrico
més general. Para tal enfoque [9] puede consultarse.

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un morfismo ¢ : Z[v,v™!] — A
otorga estructura de Z[v,v~!]-dlgebra a este anillo. Se puede formar entonces
H(W), la especializacion de H(W) por

H(W)SD =A ®Z[v,v*1] H(W) .

Observar que ¢ : Zv,v~1] — A estd prescrito por el valor en la indeterminada.
Si v : Zlv,v™!] = Z cumple v — 1 tenemos que H (W), es isomorfo a Z[W]. Se
dice por esta razén que el dlgebra de Hecke es una deformacion del algebra de
grupo.

1Siendo la segunda vélida cuando ms ; es finito.
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4.2. Base Estandar

Denotaremos § : S — H(W) a la inclusién candnica en abuso de notacién.
Observar existe un morfismo A : S* — H(W) tal que el diagrama conmuta

S*

Por el Lema de Matsumoto este es constante en las expresiones reducidas de
un elemento. Denotamos J, en H(W) entonces a A(z) para cualquier z en S*
reducida.

Se llama a (d, : © € W) la base estdndar de H(W). Se justifica en el Teorema
m esta terminologfa. Se verd allf que H(W) es libre como Z[v,v~1]-médulo
sobre este conjunto.

Sea z en W con g en S* reducida. Dado s en S tal que ¢(x) < ¢(zs) tenemos

0205 = A(z(8)) = ps -

Para s en S tal que £(xs) < {(z) aplicamos la Propiedad de Intercambio. Asi
existe y en S* tal que x es igual a y(s). Usando la relaciéon (4.1)) tenemos

5.8, = AW)A((5)* = A@)((v7 — 0)A(s) + 1) = (71— )3, + 6y

Juntando ambos resultados

0505 = {('U_l _ v)éw + 0z €($3) < Z(l‘) . (43)

De igual forma multiplicando a izquierda

050, = {('U_l — U)ax + sz é(sx) < é(l’) : (44)

Procedemos ahora a demostrar el resultado que adelantamos.

Teorema 4.2.1. El conjunto (6, : x € W) es base de H(W) como Z[v,v™1]-
modulo.

Demostracion. Veamos que (d, : © € W) genera H (W) en primer lugar. Se tiene
que A(S*) genera H(W) por definicién. Basta asi que (J, : x € W) contenga
A(S*) para esta primera parte. Por induccién en la longitud de expresiones se
ve que este es el caso. Para el paso inductivo o) han de usarse.

Seguimos ahora con la independencia lineal. Esta parte requiere considera-
blemente més trabajo. Denotemos E al Z[v, v~!]-médulo libre con (e, : x € W)
por base. Definimos en Endy, ,-1) E' familias (As : s € S) y (ps : s € ) que
imiten la multiplicacién de H(W).
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Sean A\; : £ — E y ps : E — F dados en la base por

) és (x) < L(sx)
Aslez) = {(v_l —v)ep +€gp L(sx) < l(2) (4.5)

pelen) = {ezs lx) < L(xs) . (4.6)

(vl —v)ep +€ps L(xs) < ()

Notar la similitud con las reglas de multiplicacién a izquierda y derecha. Se
tiene para estos operadores el siguiente resultado. Daremos la prueba de este al
concluir la presente.

Lema 4.2.1. Ambos morfismos As y py conmutan para todo s,t en S.

Definamos la subdlgebra unitaria A de Endgy, ,-1) £ que (As : s € S) genera.
Sea n: A — F la evaluacién 7 — 7(erq) para 7 en A. Veamos que esta es un
isomorfismo de Z[v, v~1]-médulos.

Denotemos ¢ : S* — A al morfismo de monoides universal. Notar que si x
en S* es reducida

nod(z) =e;.
Se sigue esto de aplicar (4.5)) repetidamente. En particular tenemos que la eva-
luaciéon es sobreyectiva.
Dado 7 en kern se tiene que 7(erq) es nulo. Supongamos x en W es tal que
7(€,) también se anula. Para s en S con £(z) < ¢(xs) se cumple

7(€xs) = T(ps(€z)) = ps((ez)) = 0.

Se ha usado el Lema [£.2.1] para la conmutatividad. Induccién en la longitud
muestra que este morfismo es idénticamente cero. Por tanto se sigue la evaluacion
es un isomorfismo.

Veamos que ambas relaciones y son por A satisfechas. Tomemos
dos generadores s,t en S. Se tiene que I1(s, t; my ¢) v IL(¢, s; ms,;) son expresiones
reducidas del mismo elemento. Por lo tanto

no ¢(I(s, t;ms 1)) = 1o (It 8;ms 1)) -

Por la inyectividad de la evaluacién entonces

AsAids - = d(IL(s, t;ms ) = d(IL(E, $3ms0)) = MAshp - - - .
S—— S——

Sea s en S un generador fijo. Dado x en W tal que £(z) < £(sx) se tiene
M(ep) = Aslese) = (01 —v)esn + e = (01 —v)A(ep) +1d(ey) -
Siz en W es tal que £(sz) < {(x) se cumple
M(ep) = As((v =v)ep Fese) = (0 =) Ns(€) +ep = (01 =) As(€z) +1d(ey) -

Juntando ambos casos se tiene que



Existe por tanto ¢ : H(W) — S morfismo de algebras tal que

es conmutativo. Obtenemos una surjeccién de H(W) en E componiendo este
con la evaluacién. Mds ain (d, : © € W) es enviado a (e, : € W) por la
composicién. Asf la base estdndar de H(W) es efectivamente una base. O

Probar el Lema consiste en una tediosa verificacién por casos. Para
simplificar esta tarea usaremos el siguiente resultado.

Lema 4.2.2. Sean s,t en S dos generadores fijos. Sea ademds v en W tal que
L(sx) = L(xt) y L(x) = l(sxt) se cumplen. Entonces ambos sz y xt son iguales.

Demostracion. Supongamos £(zt) < £(x) en primer lugar. Tenemos existe £ en
S* tal que z es y(s) para algin y en S*. Notar que ¢(y) < ¢(sy) pues £(z) y
{(sxt) coinciden. Dado que £(sx) < £(z) se tiene que = y szt son iguales.
Supongamos que {(x) < {(xt) ahora. Observar que {(s(xzt)) = ¢((xt)t) y
l(xt) = L(s(xt)t) se cumplen. Como £((xt)t) < ¢(xt) podemos aplicar el caso
anterior. De esta forma s(xt) y («t)t son iguales. O

Procedemos ahora a dar la prueba del Lema pendiente.

Demostracion del Lema[{.2-1] Sean s,ten S dos generadores. Para z en W vale
alguna de las siguientes posibilidades:

A(sx) < b(x) = L(sxt)

l(xt) < l(x) = L(sat)

A(z) = l(sxt) < l(sx) = L(xt
w. l(x) < L(sx) = L(xt) < L

£

(

sr) = L(xt) < l(z) =1L
sxt) < l(sx) = l(xt) < {(z

.
V1.
Analizamos la conmutatividad para cada caso. Es suficiente en general solo
aplicar las definiciones. Cuando el Lema anterior sea necesario serd mencionado.

Caso i. Un célculo directo muestra que:

)\s © Pt(%) = )\s(ewt>
-1
- (U - U)Ezt + €sxt

=pi((v™ —v)ep + €5p)
Pt © )\s(ez) =
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Caso ii. Se comprueba facilmente que:

As 0 pr(ex) = As((v7! = v)eq + €xt)
= (v —v)esy + €sar
= Pt(esz)

Pt o As(e) =

Caso iii. Usando el Lema anterior tenemos:

As 0 pi(er) = As(€xt)
= (07" = v)ear + €sar
= (07! = v)ess + €at
= pt(ﬁsx)

pt o As(es) =

Caso . Un calculo directo muestra que:

)\s o Pt(ﬁz) = )\s(ea:t)
= €Esxt
= pt(esm)
Pt © /\s(ew) =

Caso v. Usando el Lema anterior tenemos:

Xs 0 pr(er) = A (V71 = v)ep + €ar)
= (' =) (v —v)ep + €5z) F €sar
=@ =) (v —v)ep + €nt) F €sar
= (v —v)ep + €z)

Pt © )‘s(ew) =

Caso vi. Se comprueba facilmente que:

s 0 pi(€x) = As (v = v)ey + €4¢)
=@ =) (v = v)ep +€er) + (VT = V)ews + €sar
=@ =) (v —v)ep + €nr) F (VT = 0)esn + €sar
= pe((v7!
proAs(ez) =

— )€z + €sz)

Se ha probado que estos operadores conmutan en una base. Se sigue entonces
que conmutan en todo el espacio. O

Podemos introducir en H(W) una graduacién (H, (W) : n € Ny) de médulos.
Esta viene inducida por la funcién longitud. Es decir 0, en Hy,) (W) para
cada x en W. Siendo estos elementos los generadores de cada submoédulo en la
graduacién. Tenemos de esta forma que

HW)= P H.(W).

n€Ny

46



Se la llama graduacion estindar en lo que sigue. Observar que no es una gra-
duacién de algebras. En efecto y (4.4)) muestran que este no es el caso.
Observemos que los elementos en la base estdndar son invertibles. Se tiene
para s en S que
;=6 +@w—vt). (4.7

Esta expresién se obtiene de facilmente. Cada elemento en (0, : x € W)
es producto de estos invertibles. Se deduce asi nuestra afirmacion.

Serd 1til conocer la forma de estos inversos expandidos en la base estandar.
Concerniente a esta cuestién tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.2.3. Para cada x en W existen ciertos (q, : y < x) en Zv,v™"] tales

que
0L =0+ gy,
y<x
Demostracion. Sea x en W con expresién (ti,...,t,) reducida. Sea ademds
(s1,-..,Sm) una subexpresién propia de esta. Veamos que se cumple
651 '.'65771 € ZZ[U7U_1]6y' (*)
y<x

Si esta subexpresion es reducida es claro. Caso contrario tomemos 1 < k < m

méximo tal que (s1,...,sk) es reducida. De esta forma (si, ..., Sk, Sk+1) NO €8
reducida. Por la Propiedad de Supresién existen 1 < i < j < k tales que
(s1,-.-,8i,...,55,...,8K41) representa al mismo elemento. Més atn esta tltima

expresion es necesariamente reducida. Usando (4.3]) tenemos que

Sy -+ 0s

Gar.nsy Oup s - O
(U_l - U)(Ssl"'sk + 651“'5k+1)65k+2 o 65771
vt 5y

_0)551...5;...557”_,_581...g;...(gsb...

J

m m

(
= ( 5

m

Se cumple asi por induccién en la longitud de las subexpresiones.
Concluimos ahora con ayuda de (4.7) la prueba. Observemos que se tiene

Ot =08t = B+ (0 —0Th) - (B, (0 =0T,
Expandiendo el producto, encontramos que

R A I O

y<z

4.3. Base de Kazhdan—Lusztig

Construiremos para H(W) una nueva base en esta Seccién. Serd necesario
para ello introducir una involucién. Esta nueva base resultard invariante por la
misma.

Existe un tnico morfismo wy : Z[v,v~!] — H(W) dado por v — v~ 1d1.
Existe ademds wo : S* — H(W) tinico tal que (s) — ;! para todo s en S. Por
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la Proposicién inducen w : (Z[v,v")[S*] — H(W) tal que

(Z[v,v1])[S"] (Z[v,v1])[S7]
Y2fv,0=1) | Lg* |
Z[v,v™] i“’ 5 \ iw

Recordamos que este es un morfismo de anillos. Observar que la relacién (4.1)
se cumple:

w(d3) =

También la relacion (4.2) se satisface:

M,

w(Fi0s ) = 6
= (-+-050:05) "
- (...5t555t)—1
=57t et

w(5t5s5t R ) =
——

Mt

Por tanto este morfismo pasa al cociente. Denotaremos = a su accién en H(W).
Se la llama involucion barra usualmente en la literatura.

Notemos que 4, iguala 6;_11 para todo x en W. Solo basta descomponer este
elemento mediante una expresién reducida. Por tanto = es efectivamente una
involucién.

Podemos caracterizar la base de H (W) antes mencionada. Una base (3, :
x € W) de HW) se dice de Kazhdan-Lusztig si satisface:

KL1. Para todo x en W ambos B, y 3, son iguales.

KL2. Para cada x en W existen (hy, : y < x) en vZ[v] tales que

y<z
Veremos en seguida que una tal base es Unica. Son llamados de Kazhdan—

Lusztig los polinomios en (4.8]). Resulta que estos son en Teor{a de Representa-
ciones fundamentales. Se tiene una famosa Conjetura de Kazhdan—Lusztig.
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Conjetura (Conjetura de Positividad de Kazhdan—Lusztig). Cada polinomio
de Kazhdan—Lusztig tiene coeficientes no negativos.

Volveremos sobre esta hacia el final de la monografia. Seguimos ahora con
algunas observaciones.

Cualquier conjunto (8, : * € W) en H(W) que cumple (KL2) es una base.
En efecto 0, en (B, : € W) para y en W por induccién en la longitud. Verificar
independencia lineal es igualmente sencillo. Para ello es posible hacer uso del
orden de Bruhat.

Lema 4.3.1. Una base de Kazhdan—Lusztig para H(W') es tnica.

Demostracion. Supongamos (B, : © € W)y (v, : © € W) son dos bases de
Kazhdan-Lusztig. Asi para x en W existen (hy, 1y < 2)y (kys 1y < ) en
vZ[v] tales que

y<z y<e

Supongamos existe x en W tal que 5, y 7, difieren. Sea z en W méximo tal
que h, 5 — k. 5 es no nulo. Observemos de (KL2) que

> (hyw —kya) 0y =Be — %o =Bo — Yo = 3 (hyw — k) 0y -

y<x y<w
Recordemos que §, y (5;11 son ambos iguales. Por el Lema tenemos
0, =6, méd (6, :y<z).
Por maximalidad ambos h. , — k., ¥ hs . — k.., son iguales. Puesto este ele-

mento yace en vZ[v] N v~ 1Z[v~!] no puede ser no nulo. O

Se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario. Si una base (B, : x € W) de H(W) es de Kazhdan—Lusztig se tiene
Bs=0s+v, seS.

Demostracion. Claramente se satisface (KL2) de estos elementos. Por otro lado
notar que

5s—|—v:6;1—|—v71 =ds+v.
Por tanto también (KLI1) se satisface. De la unicidad se deduce la igualdad
deseada. O

Notemos que se tiene la regla de multiplicacién

Ops + V0 T <xs
O0ufBs = . 4.9
p {515 +o716, as<z (4.9)

Se deduce esto de junto con el Corolario anterior. Multiplicacién por S
mueve a (§, : x € W) respecto a la graduacién estdndar. Aumenta o disminuye
el grado de sus elementos dejando una copia de ellos mismos detras. Segun el
caso v o v~ ! acompafian a esta copia. Observar que la multiplicacién siempre
resulta en una combinacién lineal de (6, : y < z).

Probaremos en seguida que una base de Kazhdan—Lusztig existe. Implicito
en la prueba estard un algoritmo que permite construirla. Ilustremos antes en
un Ejemplo como funciona.
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Ejemplo 4.3.1. Calculemos para Sz la base de Kazhdan—Lusztig. Recordar
usamos la presentacién estandar introducida al final del Capitulo 2. Conocemos
los elementos de la base para los generadores. Con ellos calculemos ahora

BB = (05 +v) (0 +v)
= 8,0 + v0s + VO + v
= 04 + V05 + v0; + V2

Notar este elemento satisface (KL1) y (KL2) al mismo tiempo. Cumple (KL1)
siendo producto de elementos que la satisfacen. Se sigue por unicidad que

Bst = 5st + ’0(53 + /Uét + ,02 .
Similarmente para el producto inverso
ﬁts = 6ts + U(Ss + 'U(St + U2 .

Repetimos el mismo proceso para hallar el iltimo elemento. Calculando en-
contramos que
Bsﬁts = (65 + U)((Sts + U(Ss + U(St —+ '1}2)

= 04015 + v§§ + 0056, + 1205 + VO + V205 + V20 + 03

= Outs + V05t 4+ V0s5 + 20205 + 020, + v +v((v™! —v)ds + 1)

= Ggps + V05t + V015 + (V2 + 1)8s + 026, +v° + 0.
Notar este elemento satisface (KL1) aunque (KL2) no: Uno de los coeficientes
no yace en vZ[v]. Para solventar esto no podemos simplemente restar el fac-

tor problematico. Corremos el riesgo de que (KL1) no valga del resultado. Sin
embargo podemos restar por un elemento que cumpla esta propiedad:

BsBts — Bs = Osts + V85t + 0015 + 265 + 126, + 03
Puesto que este satisface (KL1) y (KL2) tenemos que
bsts = Osts + V0 + V05 + 0205 + 020 + 07
Se tiene entonces la base de Kazhdan—Lusztig para Ss.
Tratemos ahora el caso general. Seguimos las mismas ideas que en el Ejemplo.

Teorema 4.3.1. Una base de Kazhdan—Lusztig para H(W') existe.

Demostracion. Fijemos x en W no nulo. Asumamos existen (5, : y < z) tal que
(KL1) y (KL2) se cumplen. Dado s en R(z) existen (hy s : y < xs) en vZ[v]
tales que

ﬂxs = 63?8 + Z hy,acs(sy .

y<zs

Por (4.9) existen (ky o : y < x) en Z[v] tales que

6&:565 = 61 + Z ky,m(sy .

y<zx
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Para que (KL2) se cumpla debemos corregir los coeficientes. En efecto alguno
de ellos podria tener término constante no nulo.

Sea €(y,x;s) en Z tal que ky , — €(y,z;s) en vZ[v] para cada uno de estos.
Se define entonces

ﬂm = ﬂmsﬂs - Z 6(3/7 €Z; 5)5@; . (410)

y<z

Observar que (K L1) se cumple para este elemento. En efecto es una combinacién
lineal entera de auto-duales. Por otro lado

By = g + Z ky,xéy - e(y,z; S)ﬂy :

y<z

Los sumandos del segundo término son de la forma

ky,m§y - €(y7 T3 5)5@/ = (ky,z - €(y7 T3 5))511 - Z G(y, T3 S)hz,y(;z .

z<y

Notar que vZ[v] contiene los coeficientes en esta expresién. De aqui (KL2) tam-
bién se satisface. O

Ocasionalmente es 1til extender la notacién en (KL2) como sigue. Para cada
x en W existen (hy 5 : y € W) en Z[v] tales que

ﬂx = Z hy,x(Sy (411)

yeWw

Particularmente y £ = implica que el coeficiente es nulo. Més atn hy, , en vZ[v]
excepto para los polinomios en la diagonal.
Dado s en R(z) sean (ky , : y < x) en Z[v] tales que

Bmsﬂs = 6w + Z ky,a:(sy .

y<z

Como se menciond estos polinomios podrian tener término constante no nulo.
Aplicando (4.9) para y < z se deduce que

k)y@ _ {hfys,xs + Uhy,ws y<ys (4-12)

hys,ms + ’Uflhy,zs ys <y .
Particularmente €(y, x; s) es nulo en el primer caso.

Lema 4.3.2. Sean x,y en W cualesquiera. Dado s en S tal que xs < x eys <y
se tiene que
hys,e = Vhy o . (4.13)

Demostracion. Notar que y £ z implica ys £ x en primer lugar. Esto es inme-
diato del Corolario de la Proposicién [3.5.2] En este caso la igualdad se satisface
trivialmente. Por tanto podemos asumir y < x en adelante.

Continuamos usando la notacién del Teoremald.3.1] Siy < z entonces ys < y
implica que ky, » ¥ vky , son iguales. Esto sigue de en forma directa. Mas

ain ([4.10) implica que

hysz = kysz — Z €(z,@;8)hys. - -

z<x
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Notar que esta suma contiene términos redundantes. En efecto €(z, x; s) es nulo
cuando z < zs como vimos. Haciendo estas simplificaciones

hys,e = Kys,o — E (2, @5 8)hys,- -
z<x
zs8<z

Induccién permite aplicar (4.13)) a los términos en la sumatoria. De esta forma
obtenemos que

hysz = kys,c — g €(z,x;8)hys » = Vky 5 — E €(z, x; s)vhy , = Vhy 4 .
z<w z<x
zs<z zs<z

Por tltimo asumamos z e y son iguales. Notar que de (4.10) se tiene
hys,m = kys,ac - 6(1/57 €T3 5) = h’y,zs + Uhys,xs = Uhy,rc .
Esto completa el paso inductivo concluyendo la prueba. O

Para z,y en W denotemos por u(y,z) al coeficiente de v en hy .. Recoda-
mos que estamos usando (4.11]) por notacién. Tenemos la siguiente importante
férmula de multiplicacion.

Teorema 4.3.2. Para x en W se cumple

B (v+v1)B, xs < T
BzBs = Bus + Z;giwy ’u,(y’m),@y r<xs ' (4.14)

Demostracion. El primer caso es consecuencia del Lema anterior. Calculemos
el coeficiente de 0, en 3,35 para y en W arbitrario. De darse que y < ys este es

Vhy o + hys,e = Vhy o + v_lhy,r =(v+ “_l)hy,z .
Por otro lado, si ys < y se tiene
U_lhy,x + hysa = U_lhy,m + vhye = (v + U_l)hy,w ‘

De aqui se deduce (4.14) en el primer caso.
De darse el segundo caso, existen (ky s : y < zs) en Z[v] tales que

ﬂxﬁs = 59cs + Z kyﬂcsay .

y<zs

Si e(y,zs;s) en Z es tal que ky 55 — €(y, xs; s) en vZ[v] se tiene

5mﬂs = Bus + Z e(yax53 S)ﬁy .

y<xs
Por (4.12) se deduce para y < xs que
0 y < sy
e(y, xs;s) = :
ply,x) ys<y
Puesto que p(y, z) es nulo cuando y £ x se tiene
y<x
ys<y
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4.4. Formula de Deodhar

Dada (s1,...,5,) en S* se denota S, .. ) al producto B, --- 35, en ade-
lante. Para cerrar este Capitulo se dard una expansion explicita de este producto
en la base estandar. Se conoce como formula de Deodhar a esta expresion.

Fijemos ($1,...,5y) en S* para comenzar. Cada subexpresion (s;,, ..., S, )
de (s1,...,sy,) tiene una n-upla asociada (eg,...,e,) en {0,1}* de forma que
e €n __
Sllno.sn 781;1..081-/)6.

Una coordenada tiene exponente no nulo si y solo si esta figura en la subexpre-
sién. Se define ahora S;((s;,, ..., 8;,)) en W como

Si((Siys--vy84,)) =Tt 85, 0<i<mn.

En el paso de S;((Siys---,8i,)) & Sit1((Siy,.-.,8i,)) el orden de Bruhat puede
modificarse en cualquier forma. Podria subir en uno o bajar en uno, asi también
como no cambiar en absoluto.

Se define una n-upla ahora D((s;,, ..., s:,)) en {Uo, U1, Doy, D1}* como

Uei, Si—l((sil sy slk))sl > Si—l((Sila ey Szk))

Dei Sifl((sil sy sik))si < Sifl((sil N Szk)) ’
donde 1 < i < n. Esta informa sobre como podriamos habernos movido en el
orden de Bruhat de un paso al siguiente. Mas atn el subindice indica si este

movimiento se hizo o no.
Finalmente se define el defecto de (si,,...,s;,) por

def((Siyy---58i.)) = {i € Ly : Di((Siy5- -+, 84,)) = Uo}|—
|{Z S ]In : Di((sil, AN 781k)) = Do}‘ .
Asi el defecto cuenta cuantas veces pudimos subir pero no lo hicimos, menos

cuantas veces pudimos bajar pero no lo hicimos. Este es el estadistico combina-
torio necesario para describir los productos antes mencionados.

Di((sil,...,sik)) = {

Lema 4.4.1 (Férmula de Deodhar). Sea x en W con z en S* fija. Entonces se
tiene que
5;1: = Z Udef(é) 6z .

z<z

Demostracion. Procedemos por induccion en la longitud de las expresiones. El
caso inicial es trivial. Supongamos entonces que ¢(z) es positiva. Sea & en S*
tal que z iguala Z(s). Por induccién debemos probar que

Z pdef(2) 5, = Z pdef(@) 5, | Bs.

z<z 2<%
Para z < & tenemos dos subexpresiones z,,z; < z tales que
Si(z) = Si(z;), 1<i<t(z).

Maés atn asi recorremos todas las subexpresiones de nuestra expresiéon original.
Notar ahora que (4.9) implica

pdef(@) 5,8 = vdef(zo)(gzo + vdef(zl)(gzl )

De aqui se sigue la igualdad buscada, completando el paso inductivo. O
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Capitulo 5

Bimodédulos de Soergel

5.1. Polinomios

Se recomienda a quien lea revisar el Apéndice B antes de continuar con este
Capitulo: Introducimos alli notaciéon que serd aqui usada sin aclaracién.

Fijemos (W, S) un sistema de Coxeter. Supongamos que el conjunto de ge-
neradores es finito. Sea E el espacio lineal real con (vs : s € S) por base. Previa-
mente definimos (—,—) : E x E — R una forma bilineal simétrica. Recordemos
que estaba dada por

™
(vs, V) = —cos ——, s,tes.
s,t

Definimos después una accién 7 : W — GL(E) tal que
T(s)(z) =z — 2(x,vs)vs, z€E.

Consideremos ahora Sym(E) el dlgebra simétrica. Podemos extender esta
accién de W en E a Sym(E) naturalmente. Se define o : W — GL(Sym(E)) de
forma que

ow)or=ro7(w), wewW.

Aqui v : E — Sym(E) es la inclusién candnica. Dotamos Sym(E) de la gradua-
cién de dlgebras con +(E) en grado dos. De esta manera Sym™ (E) ocupa el grado
que dobla su indice. Denotaremos por R a Sym(E) con esta graduacién. Notar
que la accién de W en R preserva la graduacién.

Se tiene que R es isomorfa a Rvs : s € S] el dlgebra de polinomios. Notar
esta correspondencia no es candnica, depende de la base elegida. Sin embargo
permite hacer uso de resultados que simplificaran nuestro analisis.

Para I en S sea Wy el subgrupo parabdlico que I genera. Recordemos que
estos fueron tratados al final de la Seccién 3.5. Diremos que I es finitario si Wy
es finito. Sea ahora R! el anillo de W;-invariantes de R:

RI={feR:w-f=f YweW;}

El siguiente Teorema constituye la fundacién algebraica de los desarrollos en
este Capitulo.
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Teorema 5.1.1 (Chevalley). Para I en S finitario R! es un anillo de polino-
mios. Posee |S| generadores homogéneos algebraicamente independientes.

Para una prueba de este resultado [7, Teorema 3.5] puede consultarse.
Corolario. Si I en S es finitario R! es graduado.

Demostracion. Se sigue al ser el anillo de invariantes generado por homogéneos.
O

Generalmente la presentacién del Teorema no es sencilla de explicitar. El
siguiente criterio simplifica considerablemente esta tarea. Puede consultarse [7]
Proposicién 3.12] para su demostracion.

Proposicién 5.1.1. Sea I en S finitario. Supongamos (fs : s € S) en R! son
homogéneos algebraicamente independientes. Asumamos ademds estos satisfa-

ce
[T dea(rs) = 215w (5.1)
seS

Entonces (fs : s € S) es para RY un conjunto de generadores.

Asi se reduce nuestra tarea a la verificacion de independencia algebraica.
Para ello dispondremos del siguiente criterio.

Proposicién 5.1.2. Un conjunto (fs : s € S) en Rlvs : s € S] es algebraica-
mente independiente de cumplir

df's
det ( {dvt} Sms) #0 (5.2)

En el Ejemplo que sigue, pondremos a prueba estos resultados.

Ejemplo 5.1.1. Tenemos que s en S actiia en R como

o(s)(vy) = vy + 2cos

vg, tE€S.
mst

Claramente se satisface

a(s)(v2) = o(s)(vs)* = v .

Para ¢t en S ~ {s} se cumple también

Vs .

o(s) (vt + cos

o(vs) = vy + cos

T
vs | = o(v) + cos
Mgt Mgt

Ms,t

Por la Proposicion [5.1.2] estos invariantes son algebraicamente independientes.
Cumplen ademads (5.1]) con lo que generan R®.

Con esto es sencillo comprobar la descomposicién
R=R°® R°vs. (5.3)

Asi los o(s)-invariantes y o(s)-antiinvariantes suman el dlgebra. Luego tenemos
un isomorfismo de R — R* @ R*(—2) como R°-bimédulos graduados.
Una reformulacion equivalente del Teorema de Chevalley es la siguiente.

1Considerando en Sym(E) la graduacién usual, la potencia en el lado derecho puede omi-
tirse.
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Teorema 5.1.2. Sea I en S finitario. Entonces R es un R'-mddulo libre gra-
duado. Mds ain se tiene tkrr R igual a |W]|.

Este resultado serd de uso en la Seccién siguiente. Puede consultarse [7]
Proposicién 3.6] para la prueba de la equivalencia.

5.2. Bimoddulos de Bott—Samelson

Se denota B, para s en S al R-bimédulo graduado R ®ps R(1) en adelan-
te. Observar este no es el producto tensorial de bimédulos. Dados f,g en R
denotamos a f ®gs g como sigue:

flg.

S

Unicamente los o(s)-invariantes pueden “atravesar” este muro. Notar que asi
fls liguala 1 |5 f siy solo si este es invariante. Considerar para ello el morfismo
fls g o(s)(f)g donde f,g en R. Omitiremos el subindice cuando s en S sea
claro.

Se tiene un morfismo de monoides BS : S* — [rGBim] tal que

BS(s)=[Bs], s€S.

Sea w en S* una expresién. Se llama a BS(w) el bimddulo de Bott—Samelson
asociado a esta expresién. Usualmente por BS(w) referiremos a un representante
de la clase.

Observar que para (s1,S2,...,5,) en S* tenemos
BS((Sl, S0y ..y Sn)) ~R ®Rs1 R RRs2 *+* QRsn R(n) . (54)
Esto sigue por induccién en la longitud. Dados f1, fo,. .., fn+1 en R denotaremos

a fi ®ps1 fo Qprs2 *+ - QRon frny1 por:

Sol fo b | fra
S1 52 Sn
Claramente esto va en linea con la notacién introducida previamente.
Veamos que BS(w) yace en pGBim¢,. Notar que basta ver B, en rGBimyg,
para todo s en S. Como R*-mddulos a izquierda vale:

R®pe R(1) ~ R(1) 95 (R* & R*(~2))
~ (R(1) ®gs R*) @ (R(1) ®g- R*(—2))
~ (R(1) ®r: B*) & (R(~1) @r: R*) = R(1) & R(~1)

Usamos el Teorema [5.1.2| para la conclusién. De alli By, como R°-moédulo a
izquierda, es finitamente generado. Un resultado similar vale para la accién a
derecha. En particular B, en rGBimg, como queriamos.

Tenemos un isomorfismo R ®gs: R(1) — R(1) ® R(—1) de R*-mddulos a
izquierda. Observar que este es de R-médulos a izquierda realmente. Por lo
tanto Bs; como R-mddulo a izquierda es graduado libre de rango finito. Vale
para Bs como R-médulo a derecha el mismo resultado. Se tiene asi el siguiente
resultado.
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Lema 5.2.1. Cada bimddulo de Bott-Samelson es libre graduado de rango finito
como modulo a izquierda o derecha.

Demostracion. Tenemos que el producto tensorial de médulos a izquierda libres
graduados de rango finito también lo es. Vale ademds el mismo resultado para
modulos a derecha. Se sigue ahora de la observacién anterior el resultado. [

Denotamos BSBim la clase de bimédulos de Bott—Samelson. Observar que
BSBim no es estable por sumas directas finitas. Tampoco lo es por desplaza-
mientos de graduacion. Sea entonces BSBim su clausura bajo estas operaciones.
Notar que también BSBim es estable por productos tensoriales.

Podemos precisar la nocién de bimddulo de Soergel finalmente. Se definen
estos a ser sumandos directos de objetos en BSBim. Denotaremos SBim la sub-
categoria estrictamente completa que ellos conforman. Se refiere por “estricta-
mente” que SBim es cerrada por isomorfismos: Todo objeto en gGBim isomorfo
a uno en SBim también yace en SBim.

Claramente SBim es cerrada por sumas directas finitas. Ademads es esta-
ble por desplazamientos de graduaciones. Veremos en seguida que también es
cerrada por productos tensoriales. Se tiene que SBim es la clausura en gpBim
estrictamente completa de (Bs : s € S) bajo estas tres operaciones.

Veamos que SBim es cerrada por productos tensoriales. Dados B, B’ en SBim
existen A, A’ en BSBim tales que

A~BaC,
A~Bac,

donde C,C’" en gGBim. Por la Proposicién tenemos
A A ~(BeB)o(BeC)o(CeB)a(Cal).

Puesto que A ® A’ pertenece a BSBim se deduce lo deseado.
Se tiene que R GBimy, contiene a BSBim. De hecho podemos ser mas precisos.

Lema 5.2.2. Cada bimddulo de Soergel es libre graduado de rango finito como
maddulo a izquierda o derecha.

Demostracion. Sigue del Lema [B:21]y el Lema [5.2.1] inmediatamente. O

Por definicién, en SBim los morfismos son de grado cero. Aun asi pueden
estudiarse en SBim morfismos de grado no nulo. En efecto SBim es cerrado por
desplazamientos de graduacién. Sin embargo, este en BSBim no es el caso. Por
ello dotamos a BSBim de estructura de categoria como sigue. Se definen para
A, B en BSBim sus morfismos:

HomBSBim (A, B) = @ HomRGBim (A, B(k)) .
kEZ

Notamos que este es el Hom graduado definido en el Apéndice.

Ejemplo 5.2.1. Calcularemos para S3; algunos bimddulos indescomponibles.
Recordamos que se usa en este la presentacién estandar.

Por el Lema[B.2.2] tenemos que B, y By son indescomponibles: Son generados
por 1|51y 1|1 respectivamente.
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Afirmacién. B; ® By ~ B,(1) ® Bs(—1)
Demostracion. Usando (5.3) y (5.4) tenemos que

B; ® Bs ~ R®ps R®ps R(2)
~ R®ps (R°® R°(—2)) ®ps R(2)
~ R®ps R° ®ps R(2) ® R ®pr: R°(—2) Qp= R(2)
~ R®ps R(2) ® R®gs R
~ B,(1) ® By(—1). O
Observacién. Comparar esta con la relacién Bs8; = v3s +v 185 en H(S3).
Puede verse en el Ejemplo que R* y R! generan a R como algebra. Se

tiene ademéds que
B8®Bt ~ R@Rs R®Rt R

Por el Lema[B.2.2|ambos B,® B, y B;® B, son indescomponibles: Son generados
por 1 |s 1|t 1y 1] 1]s 1 respectivamente. Denotaremos By y Bis a estos
productos.

Afirmacién. B; ® By ~ Bgs(1) ® Bo(—1)
Demostracion. Usando la Afirmacién anterior tenemos que

Bs ® Bst ~ Bs ® Bs ® By
~ (B.(1) ® B.(~1)) & B,
~ B, ® Bi(1) ® B; ® By(—1)
~ Bg.(1) & Bgr(—1). O

Observacién. Comparar esta con la relacion BsBs = vBst + v~ Bs en H(S3).
Como muestran estos cdlculos SBim y H (W) parecen estar relacionadas.
Para el final del Capitulo veremos explicitamente cudl es esta relacion.

5.3. Bimoédulos Estandar
Se define -, : R x R — R para x en W como

fag=folx)9), fgeR.

Notar que esta es una accién de R en R a derecha. Consideramos el produc-
to usual como accién de R en R a izquierda. Denotaremos R, al R-bimdédulo
conformado por estas. Observar que se obtiene al “torcer” la accién a derecha
usual. Se llaman a (R, : x € W) los bimddulos estindar graduados.

Se tiene que (R, : © € W) no es cerrada por sumas directas finitas. Tampoco
lo es por desplazamientos de graduaciones. Se define asi StdBim su clausura en
rGBim estrictamente completa bajo estas operaciones.

Notar que todo bimédulo estandar es libre como médulo a izquierda y de-
recha. Efectivamente la identidad conforma una base en ambos casos. De esto
sigue que StdBim yace en pBimygg.

Lema 5.3.1. Dados z,y en W tenemos que
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Demostracion. Existe ¢ : Ry ® Ry — Rgy de R-bimddulos dado por

d(fRg)=fw9, f.9g€ER.

En efecto la Proposicién [B.T.T] otorga tal morfismo. Se tiene ademds 1 : Ry, —
R, ® Ry de R-bimédulos dado por

(f)=fel, feR.
Claramente estos morfismos son inversos. O

Asf el tensor en StdBim opera como en W la multiplicacién. Tenemos ademés
el siguiente resultado de ortogonalidad.

Lema 5.3.2. Dados z,y en W tenemos que
Hom®(R,, Ry) ~ 6, ,R.

Demostracion. Notar que ¢ : R, — R, estd determinado por su accién en la
unidad. Supongamos que este es no nulo. Se tiene para f en R que

o)) = (1) f =d(1 - [) =o(z)(fo(1).
Siendo R un dominio tenemos que

oy)(f)=o(x)(f), [E€R.

Puesto que la representacién geométrica es fiel ambos elementos en W son igua-
les. O

Notemos que (StdBim) es isomorfo a (Z[v,v~1])[W] el dlgebra de grupo. Se
tiene el morfismo ¢ : (Z[v,v!])[W] — (StdBim) dado por

d(x) =[Ry], zeW.

Aqui la Propiedad Universal del dlgebra de grupo es usada. Su inverso v :
(StdBim) — (Z[v,v™1])[W] es dado por

Y(Ry]) =2, zeW.

Se comprueba sencillamente la buena definicién. Decimos que (StdBim) es una
categorificacién de (Z[v,v~1])[W]. Como veremos més adelante esta nocién re-
aparecerd con (SBim).

5.4. Filtraciones Estandar
Sean para s en S los elementos 7, s en Bs dados por
1 1
77s=§(as|1+1|04s)7 stg(a8‘1_1|0‘8)’

Observar ambos yacen en grado uno. Se tiene de estos el siguiente resultado.

Lema 5.4.1. Para f en R tenemos

fns=mns-f, f'ﬂs:Ms'U(S)(f)'
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Demostracion. Sigue de (5.3)) facilmente calculando. O
Definamos los morfismos ¢ : R(—1) = Bs y ¥s : Rs(—1) — By como
¢s(f)=fns, Vs(f) = f - s

para f en R. Por el Lema anterior estos preservan los productos. Siendo R
un dominio ambos son inyectivos. Definamos ademds @5 : By, — Rs(—1) y
¥ : By — R(—1) como

O (flg)=fals)lg), W(flg)=fg

para f,g en R. Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0 —— Ry(—1) %5 B, —%% R(1) —— 0 (A)
0 —— R(-1) -2 B, 224 R, (1) —— 0 (V)

Se comprueba mediante célculo sencillo la exactitud. Para el mismo es
usado en la tnica parte no trivial. Esta es que Im(t),) v Im(¢s) contienen Ker(¥)
y Ker(®;) respectivamente.
Observar que @ provee una filtracién B2 C B! C BY descendente. Ademés
cumple que
Bl/BY ~ R,(-1), B?/B! ~ R(1). (5.5)

Puede filtrarse BS(w) para w en S* tensorando @ repetidamente. Para
esta filtracién los subcocientes yacen en StdBim como recién. Veamos en un
Ejemplo cémo funciona el proceso.

Ejemplo 5.4.1. Calculemos para Bs ® B, con s en S esta filtracién. Se tiene
por la Proposicién [B.1.4 una sucesién exacta corta

0 — (Rs®Bs)(—1) —— B;® B; —— (R® B,)(1) —— 0 (%)
Tensorando con Rs(—1) y R(1) obtenemos las siguientes

0 —— R(-2) —— (Rs® Bs)(-1) —— R; —— 0

0 —— Ry, —— (R® B,)(1) R(2) 0

Notar estas proveen filtraciones de (R;®B;)(—1) y (R® B;)(1) respectivamente.
Usando obtenemos para Bs ® B una filtracién descendente

(Bs ® By)* C (Bs @ B,)* C (Bs ® Bs)? € (Bs ® By)' € (Bs ® By)°.

Se cumple para esta la propiedad en los subcocientes:

(Bs ® B,)*/(Bs ® B,)* ~ R(—2)
(Bs ® B)?/(Bs ® B,)* ~ R,
(Bs ® By)'/(Bs ® By)? ~ R,
(Bs ® B,)°/(Bs ® Bs)" ~ R(2)



Podemos obtener otras filtraciones distintas con subcocientes en StdBim.
Podriamos usar @ en vez de @ en el proceso anterior. Podriamos también
combinar ambas para obtener nuevas filtraciones. Dada la falta de unicidad no
es claro cudl filtracion deberia de ser elegida. Para enmendar este problema
introducimos algo de terminologia.

Sea (W, <) un orden tal que: Para z,y en W vale x < y cuando = < y en el
orden de Bruhat. Quiere decir que (W, <) refina al orden de Bruhat. Se llama
a (W, <) una enumeracion de W en este caso. Un tal orden es el dado por la
longitud de las expresiones.

Sea (W, <) una enumeracién. Sea ademés B en SBim con (B : 0 < i < n)
una filtracién descendente. Supongamos que existe (z; : 0 < i < n) en W una
cadena descendente tal que

BB+ ~ g2 B b (B) € Zsolv,v7Y]. (5.6)

i

Se llama en tal caso una A-filtracion de B a la misma. Con el orden dado
por la longitud el término filtracion estdindar suele usarse. Se tiene el siguiente
resultado de Soergel.

Teorema 5.4.1. Fijemos (W, <) una enumeracion. Cada bimddulo en SBim
admite una A-filtracion unica.

Asi para B en SBim la familia (h;(B) : © € W) de multiplicidades (5.6 esta
bien definida. Sin embargo esta a priori depende de la enumeracion elegida.
Como se afirma a continuacién este no es el caso.

Teorema 5.4.2. Para todo B en SBim la familia (h,(B) : @ € W) es indepen-
diente de la enumeracion.

Puede encontrarse en [10, Lema 6.3] la prueba de ambos Teoremas. Se con-
sidera allf a bimédulos en gBim como haces cuasi-coherentes en QCho(E x E).
Consecuentemente son tratados desde una perspectiva geométrica.

Podemos ahora hacer la siguiente definicién: Para B en SBim denotamos
cha(B) en H(W) el elemento

cha(B) = Y v* @ h,(B)s, . (5.7)

zeW
Se llama a este el A-cardcter de B en adelante.

Ejemplo 5.4.2. Podemos reescribir como sigue
BY/BY =R,  BI/Bl=Ry.
Notar que esta es la filtracion estandar de By para s en S. Con esto se tiene
cha(Bs) =v+ 65 = s .
Se cumplen de cha lo siguiente.

Proposicién 5.4.1. Dados B, B’ en SBim tenemos

i. cha(B @ B/) =cha(B) + ChA(B/) .
ii. cha(B(1)) = vcha(B).
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Demostracion. Se siguen ambos facilmente de las definiciones. Considerar para
(i) la filtracién estdndar de ambos bimédulos. Se obtiene la de su suma directa
a partir de estas. O

De la primera afirmacién el cardcter puede extenderse a (SBim). Se tiene
un morfismo cha : (SBim) — H (W) de grupos, denotado de igual forma. De la
segunda afirmacién este es Z[v, v—!]-lineal.

Usando V en lugar de A obtenemos analogos de los conceptos previos. Puede
consultarse [5, Seccién 5.3] para mds informacién sobre esto.

5.5. Teorema de Categorificaciéon de Soergel

Finalmente estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Categorifica-
cién de Soergel. Se concretan en este algunas de nuestras previas observaciones.

Teorema 5.5.1 (Teorema de Categorificacion de Soergel). Ewiste un isomor-
fismo ¢ : HW) — (SBim) de Z[v,v~!]-dlgebras dado por

c(Bs)=Bs, se€S.
Su inverso resulta cha : (SBim) — H(W) antes definido.

Notar que esto explica las relaciones en el Ejemplo[5.4.1] Hay de este Teorema
una segunda parte. Denotemos Indec(SBim) el conjunto en SBim de bimédulos
indescomponibles.

Teorema 5.5.2. Existe una biyeccion de W con Indec(SBim) mddulo despla-
zamientos de grado:

w € W <— B, € Indec(SBim).

Para w en S* reducida By, es en BS(w) un sumando directo. Demds sumandos
de BS(w) son B, para x < w posiblemente desplazados.

Soergel probd en [I0] estos resultados, aunque no para la representacién
geométrica. Probé que valen para ciertas representaciones que no la incluyen.
Sin embargo Libedinsky en [8] muestra que también son vélidos para esta.

Dada w en S* reducida el Teorema junto con la férmula de Deodhar
implican

cha(BS(w)) = Z pdef@g,

z<w

Sabemos que los sumandos de BS(w) son (B, : ¢ < w) médulo desplazamientos.
Por tanto esta férmula permite inferir informacién de la filtracién estandar de
estos.

También en [10] Soergel formula su famosa Conjetura.

Conjetura (Conjetura de Soergel). Para todo x en W wvale

ChA(Bm) = ﬂT .
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Equivalentemente los polinomios (hs,, : z,y € W) de Kazhdan-Lusztig son
exactamente (hy(By) : x,y € W). Notar que esto implica la Conjetura de Posi-
tividad de Kazhdan-Lusztig. Efectivamente los segundos yacen en Zsq[v,v™!]
expresamente.

Celebradamente la Conjetura de Soergel fue probada en [6] por Elias y Wi-
lliamson. Alli los autores exponen un novedoso enfoque diagramatico a la teoria
de Soergel. Concretamente presentan SBim por generadores y relaciones usando
graficos planares para representar morfismos.
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Apéndice A

Monoides

A.1. Monoide Libre

Serdn en esta Seccién provistas las nociones basicas de monoides libres. Se
denota I,, para n en Ny al conjunto de enteros en Ny menores a este. Observar
en particular que Iy es vacio.

Sea S un conjunto dado. Se denota por S} la familia de funciones f : I, — S
para cada n en Ng. Con esta notacion S* es definido a ser

s* = U gr.
n€eNg
Se define en S* la operacién - : §* x S* — S* como sigue: Si fen S; y gen S},

tenemos f-gen S, dada por

f(k) 0<k<n
glk—n) n<k<n+m

(f - 9) (k) ={

Claramente esta operacién otorga a S* estructura de monoide. Observar aqui
el dnico elemento en S§ es la identidad. Se llama a (S*,-) el monoide libre en S
en adelante. Se llaman ademaés palabras en S a sus elementos.

Siendo S* una unién disyunta, tenemos ¢ : S* — Ny tal que

fesg(f), fes*.

Sigue de su definicién que £ es un morfismo de monoides. Se dice para f en S*
que £(f) es la longitud de f en adelante.

Usualmente escribimos los elementos en S} como n-uplas en S. Quiere decir
que f en S} es denotado como

Maés ain el dnico elemento en S§ es denotado () como la upla vacia.

Sean f en S} y g en S}, dos palabras. Sea o : I, — L, estrictamente creciente
tal que goa y f son iguales. Se dice que f es una subpalabra de g en este caso.
Usamos la notacién f < g en adelante. Quiere decir que la primera puede
obtenerse de la segunda descartando algunos elementos.

Observar la aplicacién canénica ¢ : § — S* es inyectiva. Podemos asi identi-
ficar a S con su imagen en S* mediante esta. Veamos que S* es un objeto libre
sobre S en la categoria de monoides.

64



Proposicién A.1.1. Sea M un monoide junto con ¢ : S — M una funcion.
Se tiene un unico morfismo de monoides ® : S* — M que hace conmutar:

S*

S P
X i
M

Demostracion. Sabemos que S genera a S* por definicién. Supongamos que
® : S* - M es como en el enunciado. Observar que la accién de este en S
estd dada por el diagrama. Sigue asi que existe a lo sumo un morfismo como en
el enunciado. Mds atn la existencia también estd implicita en el diagrama. Se
define @ : S* — M por extension de su definicién en los generadores. O

A.2. Funcién Longitud

Considerar un grupo W con S un conjunto de generadores. Observar que la
inclusion ¢ : S — W induce 7 : S* — W de monoides que hace conmutar:

Se dice que la 7-fibra sobre un punto en W son las expresiones en S del mismo.
Observar estas representan al punto en cuestién: Se tiene que el producto de sus
coordenadas iguala a este punto. Si el conjunto de generadores es claro, omitimos
la referencia al mismo. Se acostumbra denotar por w en S* una expresién de
w en W en general: Indica el elemento en W junto con una expresiéon en S del
mismo. Se llaman adema&s subexpresiones a las subpalabras en este contexto.

Observar puede trasladarse la longitud del monoide libre al grupo. Se define
una funcién £ : W — Ny como

{(w) = mi{l(w) : w € 7 ({w})}, weWw.

Se llama para w en W a £(w) la longitud en S de w en adelante. Si el conjunto
de generadores es claro, omitimos la referencia al mismo. Se dice reducida una
expresion que realiza el minimo en la igualdad anterior.

Siguen inmediatamente de la definicién las siguientes propiedades.

Proposicion A.2.1. Sea un grupo W con S un conjunto de generadores. Ob-
servar que entonces

i. Cada elemento en W de longitud uno pertenece a S.
ii. Siw,v en W entonces £(wv) < L(w) + £(v).
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Se pondri el foco en grupos generados por involuciones en esta monografia.
Vale para estos un complemento de la Proposicién anterior.

Proposiciéon A.2.2. Sea un grupo W generado por un conjunto S de involu-
ciones. Observar que entonces
i. Cada elemento w en W tiene igual longitud que su inverso.
it. Siw,v en W entonces £(wv) > L(w) — £(v).
iii. Siw en W para cada s en S tenemos L(w) — 1 < l(ws) < b(w) + 1.
Demostracion. Hay una biyeccion entre las expresiones de un elemento y su
inverso: Simplemente invertir el orden de las coordenadas. Siendo que esta bi-

yeccién preserva la longitud (i) es vélido.
Observar que si w,v en W entonces

L(w) = Lwov™h) < L(wv) + (v~ = L(wv) + £(v).

Sigue asi la validez de (ii). Por dltimo (iiz) es inmediata de (i) junto con la
Proposiciéon anterior. O

A.3. Algebra de Monoide

Se define ahora un analogo al dlgebra de grupo para un monoide. Veremos
que este andlogo cumple también una Propiedad Universal.

Sea A un anillo conmutativo con unidad ademés de M un monoide. Dota-
remos al A-médulo libre AM) de estructura multiplicativa. Para cada m en M
sea fm : M — AM) dada por

fmn)=mn, neM.

Existe un dnico morfismo F,,, : AM) — AM) ta] que el diagrama conmuta

M fm A(M)

Observar que para m,n en M ambas fn, v fmm © fn son iguales. Por unicidad
también F,,, y F,, o F, son iguales.
Sea ahora f : M — End A 1a aplicacién dada por

flm)=F,, meM.

Existe de igual forma un tnico morfismo F : AM) — End AM) tal que el
diagrama conmuta

M — s End A

-7
L -7
P

AM)

Se ve para x,y en AM) que ambas F(F(z)(y)) y F(x) o F(y) son iguales. En
efecto basta comprobarlo para el conjunto de generadores.
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Definimos asi una operacién binaria - : AXM) x A 5 AMM) como

Esta operacién dota AM) de estructura de A-algebra asociativa unitaria. Cla-
ramente esta es una forma bilineal. Por otro lado si z,y, z en AM) se tiene

(x-y)-z=F(F(2)y)(2) = F)(F(y)(2) =z (y-2).

Finalmente via la inclusién ¢ : M — A) la identidad en M es la unidad.
Denotamos A[M] a la A-dlgebra asociativa unitaria construida. Tenemos un
morfismo de anillos ¢4 : A — A[M] dado por

tala) =alypg, a€A.
Contamos ademds con un morfismo de monoides ¢y : M — A[M] dado por
tp(m)=m, meM.
Observar estos satisfacen las relaciones
ta(a)epr(m) = tpr(m)eala), (a,m) € Ax M.
La terna (A[M],ta,tpr) satisface en Ring la siguiente propiedad universal.

Proposiciéon A.3.1. Sea K un anillo con unidad. Sean ademds ¢1: A — K y
¢o 1 M — K morfismos tales qud]

d1(a)pa(m) = dpa(m)p1(a), (a,m) e Ax M.

Se tiene un uinico morfismo ¢ : A[M] — K tal que los diagramas conmutan

A[M] A[M]

¢ M ¢

>

K K

Demostracion. Sea (ay, : m € M) en A[M]Y el dual de la base M en A[M]. Se
define ¢ : A[M] — K como

d(x) = D dilam(@)da(m), = e AM].

Es claro que esta aplicacion respeta la adicién. Dado m en M se denota F,, a
la fibra de este elemento bajo el producto. Se cumple asf para x,y en A[M] que

am(z-y)= > an(@)a(y).

(k,1)EFy,

1Se toma la estructura multiplicativa en el codominio del segundo morfismo.
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Luego si z,y en A[M] se tiene

$a-y) = Y dilam(@-y))pa(m)

meM

= ¢1< > ak(x)az(y)>¢2(m)

meM (k,)eF,

=Y Y @) (@) ()6:0)

meM (k,1)€Fp,

= Z Z ¢1(an(x))p2(k)d1(cu(y))d2(1)

meM (k,l)EF,,

- ( ) ¢1<ak<x>>¢z<k>> (Z 051(041(3/))(%52(5))

kEM leM

= o(x)d(y) -
Esta aplicacion respeta asi la multiplicacién también. La unicidad es inmediata
de la conmutatividad de los diagramas. O
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Apéndice B

Bimoddulos

B.1. Bimoddulos

Fijemos un anillo A conmutativo con unidad. Sea ademdas M un grupo abe-
lianocon -y, : AXM — My g : MxA— M dos acciones bilineales. Asumamos
para m en M satisfacen

(a-zm) gb=a-L(m-gb), a,be A. (B.1)

Se llama a M un A-bimddulo en este caso. Observar que permite escribir
productos sin necesidad de paréntesis. Frecuentemente se omitiran los subindices
en los productos.
Sea M un A-bimdédulo dado. Sea ademas N en M un subgrupo aditivo tal
que
a-n-beN, a,be A

para todo n en N. Se llama a N un subbimddulo de M en este caso. Este forma
un A-bimédulo con la estructura heredada.

Sean M y N dos A-bimédulos. Un morfismo de A-bimoédulos es una funcién
f:+M — N tal que

fm+n)=f(m+n), m,n € M.
fla-m-b)=a-f(m)-b, a,be A.

Es facil ver que tanto imagen como preimagen de submddulos es un submaédulo.
Con esta nocién los A-bimédulos forman una categoria. Denotaremos a esta
por 4Bim en adelante. Distinguimos 4Bimy, una subcategoria completa: Sus
objetos son finitamente generados como moédulos a izquierda y derecha.
Se comprueba facilmente que 4Bim admite tanto productos como copro-
ductos. Puede verificarse méas aun que es una categoria abeliana. Por otro lado
ABim posee objetos libres: Dado X es un conjunto, definimos

AN =P A A. (B.2)

rzeX

Se ve ficilmente que A(X) es libre sobre X. Més atin un objeto es libre si y sélo
si admite una base: Aqui independencia lineal refiere a sumas de productos a
izquierda y derecha.
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Veamos que 4Bim admite productos tensoriales. Consideramos M y N dos
A-bimédulos. Notemos M ® N al cociente de M ®z N por las relaciones

(m-a)®zn—m®z(a-n), meM, neN,acA.
Dotamos a M ® N de dos acciones bilineales

L AX(M®N) - MeN,
i (M®N)x A= M&N.

Para m ® n en M ® N estan dadas por

a-L(m®n)=(a-m)®@n

(m®n) ra=m® (n-a)
para todo a en A. Se comprueba ficilmente que estas estéan bien definidas. Cla-
ramente (B.1) es satisfecha por estas acciones. Otorgan asi a M ® N estructura
de A-bimédulo. Se llama a M ® N el producto tensorial de M y N.

Tomemos P un A-bimédulo. Sea B : M x N — P una aplicacién bilineal.
Supongamos para (m,n) en M x N se cumplen

B(a-m,n-b)=a-B(m,n)-b,
B(m-a,n) = B(m,a-n),
para todo a,b en A. Se adjetiva entonces (A, A)-bilineal a esta aplicacién. Notar

que el mapa ® : M x N — M ®N candnico es (A, A)-bilineal. El par (M @ N, ®)
satisface la siguiente Propiedad Universal.

Proposicién B.1.1. Sean M y N dos A-bimddulos. Sea ademds B : M x N —
P una aplicacion (A, A)-bilineal. Eziste un unico morfismo f: M @ N — P de
A-bimddulos tal que

M ®

>
T

Demostracion. Se tiene que existe f : M ®z N — P de grupos que hace con-
mutar el diagrama. M&s ain este induce f : M ® N — P pasando al cociente.
Resta ver que este morfismo es de A-bimédulos. Dado m ®n en M ® N se tiene

fla-(men)-b) = f((a-m)®(n-b))
=B(a-m,n-b)
=a-B(m,n) b
=a-f(lm®n)-b

!

P

es conmutativo.

Se tiene asi el morfismo de A-bimdédulos buscado. La unicidad es inmediata. [

Se satisfacen ademads las siguientes propiedades
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Proposicién B.1.2. Supongamos M, N, P son A-bimddulos. Se cumplen:
. AQM~M~M®A.
.  MN)@P~M® (N®P).
iii. M(N®&P)~(M®N)® (M®P).

Demostracion. Siguen facilmente (i) y (i7i) de la Proposicién previa.
Veamos que vale (i) ahora. Se tiene f, : M @z N — M ® (N @ P) para cada
p en P dado por

fpm@zn)=m® (n®p), mezneMezN.

Este induce f, : M ® N - M ® (N ® P) pasando al cociente. Observar este
morfismo no es de A-bimédulos. Se tiene via la Proposicién previa f : (M ®
N)® P — M ® (N ® P) tal que

f((mon)@p)=fp(men), (men)@pe(MN)®P.

Ahora este es un morfismo de A-bimddulos. Su inverso se construye andloga-
mente. O

Como para moédulos, el producto tensorial es exacto a derecha.
Proposicion B.1.3. Se tiene M ® — para M en 4Bim es exacto a derecha.

Demostracion. Consideremos en 4Bim la sucesion exacta

Nt p 20 0

Claramente Idy; ® g : M ® P - M ® @Q es un epimorfismo. En efecto todo
tensor elemental yace en su imagen.

Puesto que go f es nulo, también (Idy; ®g)o(Idp & f) lo es. Asi Ker(Idp ®g)
contiene Im(Idy; ® f) en particular. Veamos la contencién reciproca.

Denotemos 7 : M @ P — (M ® P)/Im(Idy ® f) a la proyeccién candnica.
Por lo anterior existe a: (M ® P)/Im(Idy ® f) = M ® @Q tal que oo 7 iguala
Idjs ® g. Basta ver que este es un isomorfismo.

Definamos B : M x Q — (M ® P)/Im(Idy; ® f) tal que

B(m,g(p)) =m(m®p), (m,p)e M xP.

Observar estd bien definida: Sean p, g en P tales que ¢g(p) v g(q) son iguales. As{
p—qenIm(f) de donde m®@p —m & q en Im(Idy, ® f) para m en M.

Se ve ficilmente que esta aplicacién es (A, A)-bilineal. Luego induce f :
M®Q— (M® P)/Im(Idy ® f) tal que

Bo(ldy®g)=m.
Puede verse facilmente que « y 8 son inversos. O

Vale el mismo resultado tensorando a derecha. Se dice que F' un A-bimddulo
es playo si FF® — y — ® F son exactos.

Proposicién B.1.4. Todo bimddulo en 4Bimy, es playo.

71



Demostracion. Consideremos en 4Bim la sucesién exacta

M-t N_2yp__ 9

Dado F en 4Bimg, basta ver que Idrp ® f y f ® Idr son inyectivas. Siendo F'
como R-modulo a derecha libre Idg ® f es inyectiva. Igualmente para el otro
morfismo. O

B.2. Bimddulos Graduados

Supongamos A admite (A* : k € Z) una graduacic’) Sea M un A-bimédulo
con una coleccién (MP* : k € Z) de subbimédulos. Se dice a esta una graduacion
de M si valen

M= M*, (B.3)

kEZ
AV MR AT C MR ke Z. (B.4)

Decimos que M es un A-bimédulo graduado en este caso. Se llama homogéneos
a los elementos en los sumandos de . Denotaremos a estos M}, en adelante.

Sea M un A-bimdédulo graduado. Un subbimédulo N de M se dice graduado
si

N=@NNM".
keZ

Se tiene que un subbimoédulo es graduado si y solo si estd generado por elementos
homogéneos.

Sean M y N dos A-bimédulos graduados. Sea f : M — N un morfismo
A-bimédulos tal que

f(MMCNF kez.

Se dice en tal caso que es un morfismo de A-bimédulos graduados. Tanto imagen
como preimagen de submédulos graduados es un submédulo graduado.

De esta forma los A-bimdédulos graduados forman una categoria. Denotamos
a esta 4GBim en adelante. Distinguimos 4GBimg, una subcategoria completa
de esta: Sus objetos son finitamente generados como médulos a izquierda y
derecha.

Se tiene que 4 GBim admite coproductos pero no productos. Tampoco posee
AGBim objetos libres esta vez. Sin embargo, usaremos una nocién alternati-
va: Un objeto en 4GBim es libre graduado de ser en 4Bim libre con base de
homogéneos.

Sea M y N dos A-bimédulos graduados. Supongamos existe P otro A-
bimédulo graduado tal que

M~NoP. (B.5)

Diremos que N es un sumando directo de M en tal caso. Notemos que aqui el
isomorfismo se toma graduado. Se cumple el siguiente resultado.

Lema B.2.1. Sea M un A-bimddulo libre graduado. Cuando N es un sumando
directo de M este también es libre graduado.

1Salvo mencién explicita, toda graduacién es sobre los enteros.
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Demostracion. Sabemos existe P un A-bimédulo graduado tal que
M~N®P. (B.6)

Descomponiendo una base de M conseguimos una de cada sumando. Siendo el
isomorfismo graduado, estas bases constan de homogéneos. O

Sea M un A-bimédulo graduado. Se dird que este es indescomponible si no
admite un sumando directo no trivial. Tenemos el siguiente 1til resultado.

Lema B.2.2. Sea M un A-bimdédulo graduado. Si M es generado por m en M,
entonces es indescomponible.

Demostracion. Notar que M9°8(™) iguala Spg (m) siendo los escalares de grado
cero. De cumplirse entonces m en N9&(™) o m en N&8(m) Siendo este
un generador, alguno debe contener a M. O

Sean M y N dos A-bimédulos graduados. Veamos que M ® N admite una
graduacién. Denotemos ¢(; ;) : M!® N7 — M ® N la inclusién canénica. Se
define entonces

(MeNk= @ )M @N), kel.
i+j=k
Observar que (M @ N)¥ : k € Z) define en M ® N una graduacién. Se com-
prueba facilmente que (B.4)) vale en tensores elementales. De aqui se extiende el

resultado por linealidad. Notar que la Proposicién es también valida para
A-bimddulos graduados.

Proposicién B.2.1. Supongamos M, N, P son A-bimddulos graduados. Se cum-
plen:
. AQM~M~M®A.
i. MON)@ P~M® (N®P).
iii. M (N®P)~(M®N)® (M P).
Demostracion. Basta ver que los isomorfismos en la Proposicién [B1.2] son gra-
duados. O

Existe un functor Sh; : 4GBim — 4GBim para cada j € Z. Este acttia en
Obj(4GBim) como sigue: Sea M un A-bimddulo graduado. Entonces Sh; (M)
iguala M pero

Sh; (M) = M*7 | keZ.
Esto es Sh; desplaza la graduacién. Por otro lado, actia en Mor(4GBim) como
la identidad. Se llama j-shift a este functor. Denotamos también M (j) a Sh; (M)
en ocasiones.

Observemos que j-shift conmuta con el producto tensorial. Esto es, canéni-
camente se tiene

Shj(—) ® — ~ Shj(— ® —) ~—-Q Shj(—) .

Notar que en 4GBim los morfismos son de grado cero. Es decir que no
desplazan la graduacién. Aun asi en 4GBim podemos estudiar morfismos de
grado no nulo. Desplazando la graduacién del codominio, equivalen a uno de
grado cero. Se define para M, N en 4GBim el espacio Hom graduado por

Hom® (M, N) = @) Hom,, gpim (M, N (k))
keZ
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B.3. Grupo de Grothendieck

Denotemos [ GBim)] la clase Obj(zGBim) mdédulo isomorfismos. El producto
tensorial hace de [gGBim| un monoide. Se tiene - : [gGBim] x [gGBim|] —
[RGBim] dada por

[M]-[N]=[M®N], [M],[N]€[rGBim].

Por la Proposicién efectivamente [rGBim]| es un monoide. Observar que
[rGBimg,] es un submonoide.

Observar que el coproducto no provee [rkGBim]| de estructura aditiva. Tie-
ne el defecto de carecer de inversos. Podemos enmendar esto via la siguiente
construccién: Sea (RkGBim) el grupo abeliano con [rGBim] por generadores.
Imponemos en (rGBim) las relaciones

M @ N] = [M] + [N]

donde [M],[N] en [gGBim]. Se llama grupo de Grothendieck de rGBim en
adelante. Observar que (rGBimg,) es un subgrupo.

Se puede extender a (rGBim) el producto en [rGBim]. Via la Proposicién
esta extensién estd bien definida. Con este producto (rGBim) conforma
un anillo. Se tiene una accién de Z[v,v~!] en (gGBim) dada por

o[M] = [M(1)], [M] € [rGBim].

Por tanto (rGBim) es una Z[v,v~!]-dlgebra. Denotaremos M®7 la accién de f
en Zsg[v,v~!] sobre M en pGBim. Por ejemplo tenemos

M® 2 N9y g M e M(1) & M(1).
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