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Resumen

En este trabajo especial, presentamos una solucion exacta de las ecuaciones de la relatividad
general que ajusta correctamente datos observacionales del cimulo de Coma, correspondientes
a estimaciones dindmicas de la materia contenida en el mismo, y observaciones del shear (defor-
macién 6ptica) producido por efecto de lente gravitacional débil. Hemos demostrado también
que es posible mediante esta solucion, satisfacer las condiciones de energia usuales.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion al trabajo

Un tema de gran interés en astrofisica es el estudio de las grandes distribuciones de masa
en el Universo. Cuando se realizan estos estudios, se detectan una serie de manifestaciones que
indicarian la existencia de materia extra a la que se observa por medio de la luz visible. Esta
problematica da origen al llamado fenémeno de la materia oscura.

Una peculiaridad que tienen los sistemas que presentan fenomenologia asociada a materia
oscura, es que cuando se estudia alguno de ellos por distintos métodos, no existe concordancia
en la estimacion de la cantidad materia. Este aspecto no ha recibido mucha atenciéon dentro de
la comunidad de astrofisicos, interpretandose usualmente que dicha discordancia es debida a
problema de errores sistematicos. Aqui presentaremos una vision distinta a dicha problematica
con una nueva solucién a la misma.

En este trabajo vamos a proponer componentes para un tensor energia-momento que re-
spete ciertos comportamientos observables del cimulo de Coma, tratando de ajustar los datos
obtenidos por técnicas de lente débil (weak lensing), y que a su vez representen el contenido
de materia estimada dinamicamente que genera dicha geometria. Para esto utilizaremos un
modelo de distribucién de materia muy usado que es el llamado modelo isotérmico. Ademas,
necesitaremos herramientas como la teoria de lentes gravitacionales, a la cual haremos una
introduccién a continuacion.

Los tensores de energia-momento que encontremos seran contrastados con los criterios
usuales, en el sentido de condiciones de energia, y comparacion con otros resultados ya conocidos
dentro del tema.

En forma sintética, queremos encontrar soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein
que representen materia estimada dindmicamente y que ajusten la geometria determinada por
objetos como el cimulo de Coma, tomando como referencia los datos obtenidos utilizando
técnicas de la teoria de lente débil.
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Capitulo 2

Marco tedrico y antecedentes

Aqui trataremos brevemente los estudios previos requeridos para el entendimiento de la
hipétesis propuesta. Los conocimientos teéricos previos son importantes para el desarrollo de
las posteriores cuentas y aproximaciones que haremos para tratar los modelos de interés.

2.1. Preliminares sobre relatividad general

Luego del éxito de la teoria de la relatividad especial como marco tedrico que incluye la
teoria electromagnética, y que explica los fenémenos que ocurren cuando los cuerpos se mueven
a velocidades cercanas a las de la luz, Einstein se dio cuenta de que deberia ser posible re-
formular las leyes de la fisica en el marco de la nueva estructura del espaciotiempo que surge
de la relatividad especial. Su intento principal fue tratar de reformular la ley de la gravedad
newtoniana, para lo cual se motivé por dos principios ya conocidos en la épocal3]:

= Principio de equivalencia: Muy sucintamente, el principio dice que no es posible por obser-
vaciones locales, distinguir entre los efectos de un campo gravitatorio, con los efectos que
uno veria en un sistema. En particular, esto implica que todos los cuerpos son influencia-
dos por la gravedad. Es maés, todos caen de la misma manera en un campo gravitacional.
Esto lleva a pensar que dicho movimiento es independiente de la naturaleza del cuer-
po, con lo que cuerpos en caida libre definen un conjunto preferencial de curvas en el
espaciotiempo. Estas son las geodésicas.

Ademas, Einstein fue influenciado por el Principio de Mach,que afirma que a diferencia
de lo que sucede en relatividad especial o en fisica pre-relativista, se acepta la idea de que
todo el contenido de materia del universo afecta a la definicién local de “no acelerado” o “no
rotante”. De esta forma propuso su nueva teoria de la gravedad, en la cual todas las propiedades
independientes del observador, e intrinsecas del espaciotiempo son descriptas por una métrica
no necesariamente plana como en relatividad especial. Justamente, la curvatura de la métrica
toma en cuenta los efectos fisicos gravitacionales, y esta curvatura viene dada por el contenido
de materia del espaciotiempo, i.e. esta relacionada con el tensor de energia-momento. El marco
mas simple de la relatividad general puede escribirse de la siguiente forma:

El espaciotiempo es una variedad M sobre la que se define una métrica lorentziana gq., que
no es plana como asumida en relatividad especial. Las lineas mundo de cuerpos pequenos en
caida libre son simplemente las geodésicas de dicha métrica.

En lo que sigue, haremos uso de la notacion de indice abstracto, a menos que se explicite
que no lo haremos.

Si ademés tomamos en cuenta la nocién bésica de covarianza que dice que con el tensor
métrico g, v cantidades derivables de el, podemos escribir las ecuaciones de la fisica, tomando
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en cuenta ademas los campos tensoriales que describan la distribucién de materia. En particular,
la ecuacién que presenta Einstein, como ecuacién de campo de la relatividad general, es la

siguiente:
1
Gab - Rab - §gabR = _87TTab 5 (21)

en donde:
n R, es el tensor de Ricci.

R es el escalar de Ricci.

Jap €s el tensor métrico.

T,y es el tensor energia-momento.

G es el tensor de Einstein.

Dicha ecuacién relaciona la curvatura de la métrica con el contenido de materia, es de
segundo orden y altamente no lineal en g,,. Por otro lado, g, no puede calcularse de la ecuacién
dando Ty, pues no sabemos como darle sentido fisico a este 1ltimo si no conocemos gq, v €s
aqui donde radica la mayor dificultad de resolver las ecuaciones de Einstein como las conocemos.

2.2. (Geometria del espaciotiempo esféricamente
simétrico

En relatividad general, las simetrias vienen dadas por los llamados vectores de Killing &,
que satisfacen que
Legay =0, (2.2)

i.e. la derivada de Lie de la métrica en la direccién del Killing es nula. Decimos entonces que un
espaciotiempo es estacionario si tiene un vector de Killing temporal. Si este vector es ortogonal
a hipersuperficies, decimos que el espaciotiempo es estatico. Por otro lado, si la métrica es
invariante ante rotaciones, i.e. tiene un subgrupo de su grupo de isometrias (transformaciones
que dejan invariante la métrica) que es isomorfo a SO(3), decimos que el espaciotiempo es
esféricamente simétrico.

Sabemos que el elemento de linea mas general de un espaciotiempo esféricamente simétrico
y estatico esta dado de la forma:

ds®> = a(r)dt* — b(r)dr® — r*(d6” + sin(0)d¢?) ; (2.3)

expresion de la cual podemos leer las componentes de la métrica con la que vamos a trabajar.
Conviene definir

b(r) = ( ! (2.4)

1 — 2m(7’)> ’

T

Las ecuaciones que satisfacen las componentes de esta métrica son las conocidas ecuaciones de
Einstein . Resolver dichas ecuaciones para encontrar las componentes libres que aparecen,
es mas complicado de lo que parece; como senalamos antes, sin embargo en ocasiones, como
la presencia de simetria que estamos considerando, se puede proponer una forma funcional del
tensor de energia-momento y de la métrica y resolver simultaneamente. Mas especificamente,
en nuestro caso, intentaremos encontrar las componentes del tensor de energia-momento Ty,
que pueda describir los efectos de lente débil y la distribuciéon de materia observada.
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2.3. Tensor energia-momento y condiciones de energia

En relatividad general la descripciéon mas completa de la materia es por medio del llamando
tensor de energia-momento, siendo un caso particular el que la materia consista de un fluido
perfecto. Considerando un conjunto de observadores seleccionados, con este objeto, podemos
obtener toda la informacién que deseemos del fluido que estemos tratando, como por ejemplo la
densidad de energia, o densidad de masa por unidad de volumen, la densidad de 4-momento en
una dada direccidén, el stress del fluido, etc. Sea u® el vector temporal unitario que representa
la 4-velocidad del fluido perfecto; luego su tensor energia-momento se expresa por:

Tab = pUgUp + P(uaub - gab) ) (25>

siendo P la presion del fluido de p su densidad de masa-energia.

Nosotros usaremos un tensor de energia-momento mas general, tomando en cuenta que
los campos, que en el caso perfecto se asocian a la presion del fluido, no sean isotrépicos.
Utilizaremos las componentes del tensor métrico esféricamente simétrico, de forma que:

Ty = pgu (2.6)
Ty = —Prgy, (2.7)
Tog = —Pigoo (2.8)
Tsp = —Figss (2.9)

en donde P, y P, toman en cuenta la anisotropia mencionada anteriormente y p es la densidad
de energia.

Consideremos un observador con cuadrivelocidad v®. Luego, T,,v%’ es la densidad de energia
que mide ese observador. La condicién débil de energia(weak energy condition) es la condicién
Topv®0® > 0 para todo v°.

Reescribiendo las ecuaciones de Einstein de la forma

1
Rab = —8r (Tab - §Tgab) 5 (210)

con T = T,,g%, podemos contraer:

1
Ry v’ = —87 <Tab v — §T) . (2.11)

La condicién fuerte de energia (strong energy condition) es casualmente pedir que el lado
izquierdo de esta ecuacién sea negativo. Pedimos en este caso que T,v%0® > %T para todo v°.

Se suele utilizar una tercer condicion de energia que expresa que, si tenemos un vector
que da la orientacién futura en nuestra variedad, para todo vector v* temporal y futuro, la
contraccién T%v® que representa la 4-densidad de corriente de momento, debe ser un vector
temporal futuro, o ser nulo, lo que equivale a decir que el flujo de energia tiene velocidad igual o
menor que la de la luz. Esta es la condicién dominante de energia (dominant energy condition,).

Para el caso del tensor T}, que usaremos, las condiciones de energia se escriben de la forma:

» Condicién de energia debil: p >0y p+p; > 0,7 =r,t.
= Condicién de energia fuerte: p+ P, +2P, >0y p+p; > 0,1 =r,t.

» Condicién de energia dominante: p > |p;|, i = r,t.
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2.4. Ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo generales para el caso de una geometria esféricamente simétrica,
pueden escribirse de una forma compacta proponiendo que la componente a(r) de (2.3)) sea de

la forma:
a(r) = 2®™) (2.12)

Asi, nuestro tensor de energia-momento toma la forma:

Ty = pe®™) (2.13)
b,

T = m (2.14)

Tyo = Pir? (2.15)

Tys = Pr*sin®(0) . (2.16)

Mirando la ecuacién (2.1]), podemos inferir que, para la componente [¢, ],

dm(r)
dr

= dmrp(r) . (2.17)

Si ahora definimos my(r) de la forma

d®(r) _ my(r)

dr 72

, (2.18)

de la componente [r,r] tenemos que:

m(r) — 4nr3P.(r)
mg(r) = T . (2.19)

Finalmente la ecuacién para [0, 0] y para [¢, ¢| es la misma, y esta dada por:

d 2 2 2
dr r r r T r (2.20)

4rr®p +m = 8ariP, .

Estas ecuaciones son generales para el caso esféricamente simétrico con un tensor de energia-
momento del tipo que vamos a utilizar. Se pueden reemplazar las derivadas de ®(r) por las de
a(r) mediante la sustitucién adecuada, para obtener el equivalente a las ecuaciones de campo
que vamos a utilizar para trabajar.

2.5. Lentes gravitacionales

2.5.1. Introduccion a las lentes gravitacionales débiles

Una de las consecuencias de la teoria de la relatividad general de Einstein, es que los rayos
de luz cambian su trayectoria en presencia de gravedad. Una de las pruebas realizadas a la
teoria fue en 1919, cuando se midié la desviacién angular aparente de las estrellas cerca del
sol durante un eclipse solar total (Dyson, Eddington y Davidson 1920). Incluso Eddington
notd que bajo ciertas condiciones, puede haber multiples rayos de luz conectando una fuente
con un observador. Finalmente fue Zwicky [4] el que llevo la teoria de lentes gravitacionales de
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una simple curiosidad a un campo con gran potencial cuando apunté que las galaxias pueden
dividir imagenes de fuentes de fondo un angulo suficientemente grande como para ser observado.
Es asi que hoy en dia, las determinaciones maés precisas de la masa de las regiones centrales de
las galaxias se deben a mediciones de los efectos de lente gravitacional. Las aplicaciones de la
teoria pueden clasificarse a grandes rasgos en tres grupos:

= Kl efecto de magnificacién nos permite observar objetos que estan muy lejos como para ser
observados sin la lente, i.e. los objetos que consideramos “lentes” nos sirven de “telescopios
césmicos”.

s El efecto de lente depende tinicamente de la distribucion de masa de la lente, pero proyec-
tada en dos dimensiones, y es independiente de la luminosidad o composicién de la misma.
Esto provee de una herramienta ideal para detectar y estudiar la materia oscura, y ex-
plorar el tamano y estructura de condensaciones de masa en el universo.

» Muchas propiedades de sistemas de lentes individuales dependen de la edad y escala del
universo en su totalidad. La constante de Hubble, la constante cosmologica, y el pardmetro
de densidad del universo pueden determinarse a través del efecto de lente.

Ver [B] para mds informacién sobre el desarrollo historico de la teorfa de lentes gravita-
cionales.

Antes de introducir la teoria de lentes, vamos a definir las distancias angulares. Dado que
el efecto de lente ocurre generalmente en un universo en expansion, que puede tener curvatura
espacial, requerimos una definicién para que nuestras expresiones se mantengan validas. Vamos
entonces a definir distancias inferidas de los angulos y de las distancias transversales que ten-
emos. Si R es el tamano propio de un objeto, y # es el angulo diametral observado, definimos

la distancia angular como: d4 = %

4

Figura 2.1: Definicién de distancia angular

Relacion valida evidentemente si 6 ~ 0, i.e. si d4 es grande comparado con R.

Veamos entonces una descripcion mdas general de la situacién de lente gravitacional [5],
esquematizada en el siguiente grafico:
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Ss

Sq

Figura 2.2: Esquema de la situacién de lente gravitacional

en donde:

» S, esfera fuente de radio Dy (source sphere).
» Sy esfera deflectora de radio D, (deflector sphere).

= S,: esfera observador (observer sphere).

Aqui S, cumple el rol de “cielo” aparente, regién que es capaz de ver el observador. Es segin
esta esfera que la fuente tiene posiciéon angular 5 siempre y cuando no esté afectada por el
campo gravitacional de la lente o deflector. Como en general hay desviacién, la linea punteada
OS es simplemente la distancia fisica del observador a la fuente. Luego tenemos el camino real
seguido por el rayo, cuyas asintotas forman la linea OIS. El dngulo entre ellas, i.e. & es el
angulo de deflexién, y es causado por la distribucion de materia L. Esto produce que en S, la
imagen de la fuente esté en realidad en la posicién 0. Para todas las lentes que se tratan con
teoria de lente débil, este angulo de deflexién es pequeno, con lo que es valido aproximar estas
esferas por sus planos tangentes. La separacién entre el llamado eje éptico (linea ON) y el
camino real del rayo se designa con el vector 5, llamado también parametro de impacto. Todos
estos vectores que designan angulos que hemos presentado, son de dos dimensiones, estando E
en el plano de la lente y los otros en el plano tangente a .S,.

Dado que estamos trabajando en la aproximacion de gravedad débil, tenemos como siem-
pre un background que es plano, i.e. Minkowski. Los tamarfios caracteristicos estdn dados en
este fondo espacial estatico por lo que dada la definicién de distancia angular que dimos, no
necesariamente D, = Dy, + D,.

Ahora, incluso en la deflexion producida por un objeto esféricamente simétrico, el campo
gravitacional esta distorsionado, ya sea porque el objeto forma parte de una galaxia que le
provee de campo gravitacional tidal, o porque hay otras galaxias cercanas a la linea de vision.
En general, otras lentes distintas a la lente de Schwarzschild, cuyo angulo de deflexién es el de

Einstein,
AGM D44
Op = | ——— 2.21
=NV " Dup, (2.21)

u otras lentes esféricamente simétricas, y que proveen una imagen anular de la fuente, no tienen
esta ultima propiedad. Esta expresién para el angulo de Einstein se deduce de la ecuacion de

lente D
D‘fd(g) : (2.22)

-
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Esta ultima nos dice que, dados 5 y la distribucién de materia del deflector, tenemos més
de una solucion 5 , i.e. la misma fuente tiene varias iméagenes en el cielo. Interpretada de otra
manera, si tenemos la posicion de la i imagen 0 y es conocida la ley de deflexion a(f ), podemos
conocer la posicién original de la fuente B. La forma de conocer esta ley de deflexion es la
siguiente: para la lente de Schwarzschild, que representa una masa puntual M, uno encuentra

que el dngulo de deflexién es:
= 4MG >
a(§) = : —<. (2.23)

Pensamos entonces en un conjunto de masas puntuales M; cuyos pardametros de impacto
son & — &; donde &; es la posicién de cada masa en el plano de la lente. Proponemos entonces
que el angulo de deflexion es en este caso:

= 4M,; Gé &' (2.24)

Pasar a la distribucién continua es como siempre, cambio M; por dM = (€)d2¢ donde d2¢
es el elemento de superficie en el plano de la lente y Z(g) la densidad de masa superficial en el
mismo plano en la posicién 5 que resulta de la densidad volumétrica proyectada al plano de la
lente. Con todo esto, podemos expresar [5]:

—

&
- 2.25
P (2.25)

€= ¢

donde integramos en todo el plano de la lente, asumiendo que E(g) tendra soporte compacto.
Tengamos en cuenta las condiciones de validez de esta tltima ecuacion:

a6 =46 | @

= Campo gravitacional débil, i.e. angulo de deflexién pequeno.
» Distribucién de materia con |v] < 1 i.e. casi estacionaria.
= No estudiar trayectorias en las vecindades de agujeros negros.

Recientemente, se realizé un trabajo [6] en el cual se encuentra que el dngulo de deflexion
(2.25) en términos de las componentes del tensor de energia-momento para una distribucién
estacionaria, esféricamente simétrica y anisotrépica queda:

a@-¢ [ [ﬁ (M“") - 4—“p<r>) am (o) + )| dy (2.26)

_ay LT r3 3

con r = /&2 +y? y donde £ es el pardmetro de impacto del rayo. Se ve claramente la de-
pendencia con la componente radial P, del tensor de energia-momento. Es por esta razon que
estudiamos soluciones exactas de las ecuaciones de campo incluyendo estas componentes espa-
ciales en el tensor de energia-momento.

2.5.2. [Escalares 6pticos

Los escalares épticos, no son mas que los nimeros que describen la dindmica de una con-
gruencia de geodésicas nulas (e.g. trayectorias de fotones). Podemos ver en [3] que, si £ es
tangente a las geodésicas nulas, y [* un vector satisface que (*l, = 0, £*l, = 1, podemos definir
el proyector

Pab = Gab T galb + la&? > (227)



12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

de forma que si B, = p&,, se puede descomponer:

Bab = Wab + Oab —|— Qpab s (228)
siendo
Wap = Blay (2.29)
la torsién o twist,
1
0= chchd (2.30)
la expansion o Convergencia, y
Oab = B(ab) — 0Py (231)

el shear.

La torsién generalmente no nos interesa pues es nula si £* es ortogonal a hipersuperficies
(satisface el teorema de Frobenius). Si la congruencia de geodésicas nulas se asocia a las trayec-
torias de los fotones como dijimos, cada una de estas cantidades tiene un significado fisico
preciso, como la distorsién de las mismas (lo que provoca distorsién de la imagen en el caso de
lente gravitacional), etc. Para cada distribucién de materia, podemos calcular estos escalares y
determinar los cambios producidos por el campo gravitacional en la imagen de algiin objeto.

2.5.3. Notacién usada en el estudio de lentes gravitacionales

Dado que la ecuacién de lente (2.22)) se refiere a vectores de dos dimensiones, podemos
entonces reescribirla utilizando la notacién de indice abstracto [6], de forma que queda:

_ Dds

pe=40 D.

a’(0) . (2.32)
Podemos entonces diferenciar dicha ecuaciéon para obtener:
6B = A%50" . (2.33)

Tenemos entonces la matriz jacobiana A, que puede escribirse en términos de los llamados
escalares épticos, i.e. la convergencia x y las componentes del shear 71,7, de la forma:

%Z(l_ﬁ_% " ) (2.34)

—2 l—r+m

y contiene informacién sobre la distorsién y el brillo de la imagen. Aqui puede verse bien como
es que estos escalares dpticos nos hablan de la distorsion de la imagen, pues esta explicita
la relacién entre imagen sin distorsién () e imagen distorsionada (6). Notar que cambiamos
el nombre de los escalares respecto de la seccion anterior, para evitar confusiones con otros
simbolos utilizados en la teoria de lentes gravitacionales.

2.6. Solucién previa sin contenido de materia
Nos basaremos para este trabajo en una geometria ya encontrada [7], que no tiene contenido

de materia, pero que se demostré que ajusta adecuadamente los aspectos principales de la
materia oscura.
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La solucién de las ecuaciones de campo esféricamente simétricas encontradas en [7], esta
determinada por las ecuaciones de estado:

p(r) =0 (2.35)

Py(r)=0, (2.36)
con lo que las componentes de (2.3]) son entonces:

In(Z ?
a(r) = (hl((io))) (2.37)

m(r) =0, (2.38)

en donde p y 7o son constantes. Resulta entonces que la componente radial del tensor de

energia-momento toma la forma
1

Er(r) = drr?In()

(2.39)
La geometria tiene una singularidad de curvatura logaritmica en el radio interno r = pu. La
meétrica alcanza asintoticamente el valor minkowskiano en el radio externo r = ry. Para una
discusién de las condiciones de energia en este tensor de energia-momento, ver [7]

En este trabajo, extenderemos los resultados de [7] para el caso no vacio, i.e. vamos a
introducir materia a la geometria anterior. Haremos uso de los datos estimados dinamicamente
en [I] para la distribucién de materia del cimulo de Coma, ajustando con un modelo bien
conocido: el isotérmico.
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Capitulo 3

Distribucion isotérmica de masa

En este capitulo, vamos a desarrollar el primer modelo de objeto con masa estimada dinami-
camente que represente al ciumulo de Coma, partiendo de la suposicion de que este puede
representarse por un fluido esféricamente simétrico que responde a una distribuciéon de masa
isotérmica. Vamos a dar forma al tensor de energia-momento y sacaremos conclusiones respecto
de las propiedades fisicas del resultado, como por ejemplo analizar las condiciones de energia.

3.1. Introduccion al modelo isotérmico

Uno de las representaciones de la materia que se usa con mucha frecuencia para modelar la
distribucién de masa en diversos sistemas astrofisicos son los llamados fluidos isotérmicos. Estos
son fluidos simples representados por un gas ideal [§], cuya ecuacién de estado termodindmica
en el contexto de la fisica newtoniana, esta dada por:

T
p=til, (3.1)

donde k; es la constante de Boltzmann y m es la masa molecular. Ademads, sabemos que existe
una relacion entre la presion y la velocidad promedio de cada uno de los elementos consti-
tuyentes. En condiciones ideales la velocidad promedio de dispersién de cada elemento debe
satisfacer para este modelo la siguiente estadistica sencilla:

2

_ 2
Uy =0,

I
S

2= 4%, (3.2)

Esta es la condicién de isotropia, pues estamos diciendo que en promedio, la distribucion de
velocidades tiene el mismo peso en todas las direcciones. Con esto obtenemos que P = pv? =
pﬂg = pv2. Si mantenemos entonces la temperatura del gas constante 7' = T}, en todos lados,
obtenemos una ecuacién de estado del tipo:

Kp =10 (3.4)
m

P=-vp. (3.5)



16 CAPITULO 3. DISTRIBUCION ISOTERMICA DE MASA

De los estudios de estos sistemas autogravitantes[§] se tiene que la distribucién de masa
toma la forma

m(r) = { Eﬂ : ; g : (3.6)

Este modelo asume que las estrellas u otros objetos masivos que conforman una galaxia, o las
galaxias que conforman un cimulo, se comportan como las particulas presentes en un gas ideal.

3.2. Calculo geométrico del modelo isotérmico

La guia para el cdlculo de la geometria del modelo es generalizar el resultado previo[7],
sin contenido de masa, para el caso en que la masa coincida con la atribuida a un sistema
isotérmico. Para ello se introduce una funcién auxiliar f(r) en la componente temporal de la
métrica; con el objeto de tomar en cuenta los necesarios nuevos grados de libertad del sistema.
En vez, la funcién m(r) que aparece en la componente radial de la métrica, se tomara la forma
funcional dictada por el modelo isotérmico; esto es, la dada por la expresiéon . Es de esperar
entonces que la componente tangencial del tensor de energia-momento sea no nula en este caso,
a diferencia de [7].

Proponemos entonces una métrica de la forma:

e f(r) ln(ﬁ) 2 e d—rz _ 2407 — r2sin(9)2d¢2 7 (37)
In(%2) (1 - 2me>

en donde p y ro son constantes.

La idea ahora es determinar la funcién f(r). La manera en que hacemos esto es pedir que
la componente radial P, coincida con aquella encontrada en el trabajo [7]. La justificacién
para fijar la geometria bajo esta condicion, es que ya se ha visto que la geometria sin masa
representa adecuadamente fenémenos de materia oscura; por lo que se busca introducir los
minimos cambios posibles que puedan representar la masa inferida por técnicas dinamicas.

Se observa que permanece la singularidad logaritmica en el radio interno u; como en el caso
anterior, pero esto no es un problema dado que uno no intenta describir la distribuciéon de masa
en esa region.

El tensor de energia-momento que escribimos para este fluido tiene la siguiente forma:

In(z)\?
Ty = p(r) f(r) (ln((£>)> , (3.8)
o P,,(T)
T = —(1 - zm_()) , (3.9)
Tyo = r*Py(r) , (3.10)
Ty = r*sin(0)*Py(r) . (3.11)

Usando las ecuaciones de Einstein ([2.1]) se obtienen las ecuaciones de campo para cada compo-
nente. La componente [t,?] nos da la ecuacién 2.17], lo cual es esperable dada la simetria. De la
componente [r,r]:

P (7”) B _i —r? ln(ﬁ)dj;(:)(l — 2771(1”)) o 2f(r)'r(1 . ZW:‘(T)) + 2f(7”) ln(ﬁ)m(r)
T P f() ()

12
8 ) (3 )
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y de la [0, 6]:

Alr) == (20T 0y 4 250y L

2d2f(7")

— Af(r)In(S)m(r) + 41n(£) Fr)r

df(r) ,
o

) (3.13)

—4f(r)

No mencionamos la ecuacién para [¢, ¢] pues es idéntica a la que se obtiene para [0, 0]. Como
podemos observar, la ecuacién para [t, t] es la misma que habiamos discutido anteriormente para
una geometria esféricamente simétrica. La ecuacién (3.12)) constituye la ecuacién para f(r) que
se puede expresar en forma compacta por:

d(In(f(r)) _ G +2

=K—— .14
dr rln(:—t) ’ (3.14)

en donde K es una constante cuyo valor esta dado por

M 1
K=2————": 3.15
RU-2)° (319)

y ademds hemos reemplazado m(r) y P, por sus valores en la regién r < R.
La ecuacién (3.14)) es integrable, y su solucién es de la forma:

fry=C <r (m <£))Q>K , (3.16)

en donde C es una constante que serd ajustada luego, pidiendo que la f(r) sea unitaria para
algin radio determinado por el sistema con el cual estemos trabajando.

La ecuacién restante puede entenderse como el calculo de P, en término de las otras
funciones ya calculadas. En este caso, a diferencia de los resultado obtenidos en [7], esperamos
que sea distinta de cero. Simplemente sustituimos los valores que tenemos de f(r) ,m(r) , Py,
obteniendo:

1
 32r2(In(%)27R)

r
I

- K(ln(i))QR 4K 1n(£)R +8MK — 4KR) .

P(r) = K(—4R 1n(£) +8M 1n(£) +8M + 2MK(1H(£))2 +SMK 1n(£) 4R

(3.17)

Esto puede mejorarse con un pequeno trabajo algebraico de forma que nos queda:

T T In(%))?
Pr) = 473#%(111(1 o <1+ln(—)+K<1+ln(—)+( (f)) >) L (318

m K H
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Podemos reemplazar en la anterior expresion el valor de la densidad de masa

o) = 1 dn(r) 1 M

= = — 3.19
Anr?  dr Anr?2 R’ ( )

con lo que obtenemos:

P(r) = p(z) (1 +1n (f> + K <1 + 1n(£) + @)) . (3.20)

(In(3))? p

En la seccién que sigue aplicaremos esta geometria a un caso astrofisico de interés como es
el cimulo de Coma.

3.3. Modelando el caimulo de Coma con densidad
isotérmica de masa

3.3.1. Ajustando con los datos observacionales

La idea es tomar datos observacionales del cimulo de Coma para ajustar la geometria
encontrada anteriormente. Para esto vamos a utilizar informacion obtenida del ctimulo pensado
como sistema dindmico [1], y datos obtenidos del estudio de lente gravitacional débil del mismo
[91, [10].

Vamos a introducir un parametro que permita que las distancias que utilicemos estén en
megaparsecs y las masas en masas solares al momento de hacer los graficos pertinentes, ademas
de tomar en cuenta todos los factores de unidades que hacen falta, i.e.

F_ GM,
2 Mpe

= 4,786568 x 1072 | (3.21)

Siendo G = 6,693 x 10~ k’g”; la constante de gravitacion universal, ¢ = 2,99792 x 108% la

velocidad de la luz en vacio y Mg = 1,9891 x 103°kg una masa solar. Este factor se introduce
de la forma % = FT—: Vamos a utilizar los datos obtenidos de [I], segin los cuales, si

m(r)=T"r, (3.22)
T
entonces:
T 95 x 10%; (3.23)

e
donde r se asume es el valor de la coordenada radial en unidades de Mpc.

Esta relacion entre la masa y el radio lo obtenemos del siguiente gréafico [1]:
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Figura 3.1: Estimacién del contenido de materia del ctiimulo de Coma segun [1].

Notar que los autores de [I] usaron unidades en término del pardmetro hjg; que en nuestros
calculos usamos como 0,72.

Todas estas estimaciones se obtienen de los datos observacionales obtenidos mediante técni-
cas dindmicas, las cuales pueden leerse en [11]. Tenemos por ejemplo la llamada técnica de
Causticas, que permite estimar velocidades de escape de las galaxias del cumulo, que luego
sirven para dar una estimacién de la masa del mismo. Ademas, el mismo método presentado
por [I1], sugiere la posibilidad de medir la masa del cimulo utilizando solo informacién de
corrimientos al rojo y coordenadas celestes de las galaxias que lo componen.

Con estos datos podemos calcular la funciéon masa, que tiene el siguiente comportamiento
para el caso isotérmico:
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1l.1e+15 T T T

T

le+15

9e+14 - B

Be+14 - B

Je+l4 - B

6e+14 - B

S5e+14 - B

de+14 - B

3e+14 - B

2e+14 - B

le+l4 B
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Figura 3.2: Distribucién de masa isotérmica para el cimulo de Coma

donde estamos asumiendo que la densidad es nula para valores r > r*.

Para poder ver que forma tienen nuestras soluciones P,, f, y P; necesitamos ajustar el valor
del pardmetro libre p que aparece por todos lados como — In(u). Para esto vamos a usar los
datos en [10] y [9]. Ajustando el shear del cimulo de Coma, mediante estos datos observados,
se obtiene:

1 o ' ' T observacional '»—e—cl S
F calculo numérico de la geometria ————
gamaGeometrica(x) ———
gamalDinamica(x) ——
R (gamaGeometrica(x)+gamaDinamica(x))
0.1 E
0.01 }
0.001
0.0001
le-05 .
le-06 TR . T . TR
0.1 1 10
r [(Mpc]

Figura 3.3: Nuevo ajuste para describir las observaciones de lentes gravitacionales (shear) del
cumulo de Coma, compatibles con los estudios dindmicos de galaxias en el mismo.

De donde estimamos que — In(p) = 54381,2. Este valor se obtiene de ajustar en el grafico
anterior para obtener una adecuada descripcion del shear observado para el cimulo de Coma,
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m*
r*

dados el valor de inferido de los estudios dinamicos de las galaxias en el cimulo.

De esta manera demostramos que es posible describir los dos tipos de observaciones por
medio de esta construccién geométrica, reemplazando los datos que tenemos en las expresiones
para f, P, y P.. Para ajustar el valor de C en f, pedimos que f(r*) = 1, i.e. queremos volver a
tener la componente temporal de la métrica obtenida en [7] cuando llegamos a la regién donde
la masa es constante (r > r*). De esta forma, obtenemos:

1-00002 T T T T T T T

f(r:] I—

0.99998 - 4

0.99996 - 4

0.99994 4

0.99992 4

0.9999 | 4

0.99988 |- 4

0.99986 |- 4

r [Mpc]

Figura 3.4: Factor de la componente temporal de la métrica que ajustamos.

En el préximo gréfico se muestra el comportamiento de las componentes del tensor de
energia-momento.
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rho(r) A
Prir) —— |
pe(r) ——
0.01 F e

0.0001

le-06

le-08

le-10

le-12

le_l4 1 1 1 1 1
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Figura 3.5: Densidad de masa-energia y componentes tangencial y radial del tensor de energia-
momento para el cumulo de Coma, ajustadas para el modelo isotérmico de masa.

Se observa aqui que la componente radial P,, aunque del mismo orden de magnitud de la
densidad p; se mantiene consistentemente por encima de la misma. Es por esto que esta version
del modelo no satisface la condicion dominante de la energia, pero comentaremos mas sobre
este problema y su posible solucién luego.

3.3.2. Comparacion con la componente estimada dinaAmicamente de
la presién

Sabemos que el modelo isotérmico tiene de por si un valor de presion intrinseco asociado
a la materia estimada dinamicamente presente, que ya vimos en la parte tedrica, dada por
la ecuacién . Necesitamos entonces conocer la velocidad cuadratica media de las galaxias
presentes en el cimulo de Coma. Del trabajo de la referencia [2] podemos inferir un valor
aproximado de la velocidad radial de las galaxias, asumiendo que cerca del centro del cimulo,
las velocidades tangenciales y las radiales promedio tienen el mismo peso, de forma que v? = 302,
i.e. estamos asumiendo una distribucién esférica de velocidades [3.2] Vamos a graficar de esta
forma P = v2p. Dado que el grafico de [2], mostrado en la figura tiene informacién sobre
la velocidad heliocéntrica o de recesion de las galaxias, tomamos el valor medio vy = 7000’%m
correspondiente a la mayor cantidad de galaxias cerca del centro de cimulo, como origen para
medir las velocidades de separacion entre galaxias.
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v [10° km/s]

R [arcmin]

Figura 3.6: Galaxias del cimulo de Coma segtin su velocidad heliocéntrica [2].

De aqui inferimos que v, ~ 1000’%”’. Notemos que este valor es aproximado al utilizado por
[] v, ~ 707,10652.

Usando esta estimacion, ponemos en el mismo grafico la componente geométrica tangencial
y la newtoniana para compararlas, dado que la geométrica tangencial es la que aparece como
consecuencia de tomar en cuenta el tensor de energia-momento con contenido de masa estimada
dindmicamente.

le-06 T T T T T

Kp*rho(r)
P(r)

le-07 | E
le-08 | E
le-09 |
le-10 |
le-11
le-12
le-13 | E
le-14 L L L L L

r[Mpc]

Figura 3.7: Presion estimada dindmicamente y componente tangencial geométrica

Como se puede apreciar, estas dos cantidades coinciden dentro del mismo orden de magnitud;
lo que argumenta a favor de la consistencia al modelo.
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Notar que estamos diciendo que, con sélo pensar al cimulo de Coma como un sistema de
materia dinamica, es posible ajustar una geometria que tome en cuenta los efectos de lente
gravitacional débil.

3.3.3. Propiedades de la solucion respecto de las condiciones de
energia

Vamos a chequear la consistencia de las condiciones de energia mas usuales en el tensor
de energia-momento que encontramos anteriormente, con el objeto de verificar algunas de las
propiedades fisicas esperables de un tensor de este tipo. Como vimos, estas condiciones son
para nuestro 1g:

= Condicion de energia débil: p > 0y p+p; > 0, i = r,t. La primera parte de la
condicién débil se satisface autométicamente como puede verse en la Figura [3.5] No hace
falta verificar las otras partes, dado que por construccién p, P,, y P; son siempre positivas
en el rango de la variable » donde estamos estudiando las soluciones. De aqui es evidente
que se satisface la condicion de energia débil.

= Condicion de energia fuerte: p+ P, + 2P, > 0y p+p; > 0, i = r,t. No hace falta
probar nada en este caso por positividad de los campos.

» Condicién de energia dominante: p > |p;|, i = r,t, podemos ver de la figura que
la condicién dominante no se cumple, pues P,(r) > |p(r)|, Vr

Esta iltima observacién, sin embargo, no parece representar ningin escollo para este trabajo.
Se debe notar aqui que el grafico muestra que p y P, son del mismo orden de magnitud
dentro de todo el rango de interés de la variable radial. También se debe remarcar que el
comportamiento de p(r) es determinado por el estudio dindmico de la distribucién de galaxias;
mientras que el comportamiento de P,.(r) es fijado por el ajuste de la geometria para que
puede representar con mucha precision las observaciones de lente débil. En ambos estudios
observacionales existen errores, debido a las mediciones, y a los modelos tedricos utilizados.

Vemos entonces que pareceria posible realizar ajustes a nuestra geometria para forzarla
a satisfacer la condicion dominante de energia y que todavia la curva de ajuste esté entre
los valores de las barras de error de las mediciones del shear [10], [9]. Reajustamos entonces
proponiendo que nuestro valor del pardmetro u sea tal que —In(u) = —21In(p;) = 2x54381,2 =
108762,5, en donde — In(u;) es el valor que dimos inicialmente para hacer el ajuste. Eso hace
que la curva de ajuste cambie de posicién en el grafico [3.3] sin salirnos de la barra de error
de la medicién con incerteza menor, i.e. la ubicada en r = 0,6757, segun datos de [10], [9]. El
grafico que se obtiene es el siguiente:
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1 - ' ' T observacional 'n—e—ql Y
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Figura 3.8: Reajuste para describir las observaciones de lentes gravitacionales (shear) del ctimulo
de Coma, compatibles con los estudios dindmicos de galaxias en el mismo, y con intencién de
forzar la geometria a satisfacer la condiciéon de energia dominante. La curva de color amarillo
representa el nuevo ajuste.

Finalmente, si utilizamos este de valor —In(u) para ajustar nuestros campos, podemos
verificar como se acerca p a P, considerablemente, logrando que se satisfaga la condiciéon de
energia dominante, situacién representada en el siguiente grafico:
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Figura 3.9: Densidad de energia-materia y componente radial del tensor de energia-momento
satisfaciendo la condicién de energia dominante.

Es posible entonces, dentro de las barras de error de las mediciones observacionales del cimu-
lo de Coma de [10], [9], ajustar nuestra geometria satisfactoriamente, representando ademaés
mediciones de materia dindmica [1].

Acabamos de demostrar que es posible satisfacer la condicién dominante de energia de esta
forma.



Capitulo 4

Comentarios finales y conclusiones

4.1. Modelo Navarro-Frenk-White para la funcion masa

El modelo isotérmico usado en el presente trabajo es muy exitoso para un gran nimero de
situaciones astrofisicas; sin embargo es muy sencillo y es deseable estudiar si se puede hacer
uso de perfiles mas complejos para representar la distribucion de materia determinada dinami-
camente.

En este sentido el modelo de NFW aparece como la alternativa natural a ser estudiada. El
modelo de NFW introduce una parametro mas en la descripcién de la funcién que describe
la masa, como funcién del radio; y tiene mucha aceptacion en la comunidad astrofisica como
modelo universal para grandes concentraciones de materia. Es por esto que es interesante ver
si las ideas geométricas aplicadas en este trabajo, se pueden ajustar al modelado de NFW.

Nuevamente, el objetivo es calcular la geometria requiriendo una descripcion adecuada de
las observaciones y estimaciones dindmicas de la distribuciéon de materia para el cimulo de
Coma.

4.1.1. Introduccién al modelo

El modelo NFW [12] describe la posible densidad de los halos de materia oscura de la forma
de la densidad dada por:

Po

W= 2R @)
donde 7y y po son constantes ajustadas en cada caso. Notar que al igual que en el modelo
isotérmico, tenemos que ajustar parametros libres, con lo que vamos a necesitar de informacién
experimental sobre el cimulo del Coma al momento de aplicar nuestro modelo. Varios de estos
datos los podemos tomar de las mismas fuentes que antes, en el caso isotérmico ([I],[10], [9]).
La version integrada de esta densidad nos da la masa hasta determinado radio r, de la forma:

m(r) = Mypw(r) = 4713 pg (hl(l + 7%) 7 :L> : (4.2)

Esta es la funcién de masa que usaremos mas adelante, encontrada por el ajuste de calculos
numéricos por Navarro, Frenk y White [12].

4.1.2. Calculo geométrico del modelo NFW

Como se comenté anteriormente, la idea es calcular los factores libres de la métrica (3.7)),
intentando otra vez mantenernos cerca de la geometria resultado de [7]. Inicialmente, todo es de
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la misma forma que en el capitulo 3, con lo que podemos valernos de las ecuaciones de Einstein
(2.17),(3.12)) y (3.13)). La ecuacion es una de las ecuaciones de campo que describimos en
la parte tedrica, y ya se utilizo para conocer la funcion de masa . Notemos ademas que esta
ecuacion es exactamente igual a la de la teoria newtoniana, pero por las simetrias de nuestra
geometria, es consistente utilizarla en calculos geométricos.

Nuevamente la idea es tomar P,(r) = m para ajustar adecuadamente las mediciones
observacionales del shear, donde reemplazando m(r) por Mypw () en podemos obtener
luego de trabajar algebraicamente, la siguiente ecuacion diferencial para f(r):

d(in(f(r))) _rin(r/p) (r(1+F) —2C[(1+F)In(1+ %) — £])
dr 20 <1n (;) +2) (1+ ) (1+2) - 2]

donde r, = Ry C = 4nr?p, para poder manipular méas ficilmente. Notar que esta ecuacién es
bastante mas complicada para su resolucion que ((3.14)).

4.1.3. Ajuste el modelo NFW utilizando datos del cimulo de Coma

El ajuste de la funcién masa de NFW, dada por (4.2), para py y 7s estd mostrado en el
grafico siguiente.
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Figura 4.1: Estimacién del contenido de materia del cimulo de Coma segin [I] y ajuste con
modelo NFW.

Los valores obtenidos por el ajuste son py = 4,84096 y r, = 0,203242.
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Se puede ver que podemos proseguir con el programa anterior, donde deberiamos concen-
trarnos en el ajuste de la geometria para poder describir los datos observacionales de lente
débil; pero ahora haciendo uso de la geometria que tiene tanto la componente m(r) dada por el
perfil NFW y contribucién de la componente espacial del tensor energia-momento. Esperamos
completar este estudio en breve.

4.2. Conclusiones y resultados de este trabajo

En este trabajo se han extendido las ideas geométricas de trabajos anteriores a la descripcion
de dos fuentes de estimacién de la distribucién de materia en un sistema astrofisico real, el
cumulo de galaxias de Coma.

Hemos demostrado que es posible ajustar con esta geometria las estimaciones de la dis-
tribucién de materia debido a estudios dinamicos de la distribucién de galaxias, y al mismo
tiempo es posible describir las observaciones de lente gravitacional débil que provoca la ge-
ometria del sistema. Esto se ha hecho asumiendo un tensor energia-momento que tiene una
peculiar componente espacial en la direccion radial, respecto del centro de simetria asumido.

Hemos visto que incluso es posible ajustar los parametros para satisfacer todas las condi-
ciones de energia; incluyendo la condicién dominante de energia; que no era satisfecha por el
trabajo previo.

En este trabajo no se ha estudiado las razones para la apariciéon de las componentes espa-
ciales del tensor energia-momento; sélo nos hemos concentrado en la posibilidad de construir
un modelo de espaciotiempo completo que esté de acuerdo en las observaciones que involucran
materia oscura, sin recurrir a la introduccion de artificios extras.

4.3. Expectativas a futuro

Entendemos a este estudio como un estimulo para trabajos futuros. Por un lado, es intere-
sante continuar proponiendo modelos que ajusten de mejor manera los datos observacionales,
como por ejemplo completar los detalles del modelo NF'W antes propuesto, utilizar otros perfiles
de masa, y comparar los resultados con el modelo isotérmico de este trabajo.

Por otro lado, deseamos hacer una relacion entre las estimaciones dinamicas de la distribu-
cién de masa con la cantidad de materia promedio calculada por medio de nucleosintesis en
el Universo temprano. Esto es para completar la imagen que se tiene de la llamada materia
oscura; dado que se pretende describir cuanto de esta corresponde a la componente bariénica
y cuanto a otro tipo de materia.
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