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Resumen

Los sistemas complejos representan un amplio campo de estudio, no solo en Fisica, sino
también en otros campos cientificos, que abarcan desde la Quimica y la Biologia, hasta la
Sociologia y la Economia. La Fisica Estadistica aporta tanto conceptos como técnicas ne-
cesarias para poder analizar y describir la fenomenologia de los sistemas complejos. En
particular, las sociedades son un ejemplo de sistemas complejos, dado que estan conforma-
das por un grupo de individuos y la interaccién de los miembros que la componen. Muchos
aspectos del comportamiento colectivo de los sistemas sociales no dependen de las atribu-
ciones individuales, sino que son caracteristicas emergentes de la interacciéon de todas sus
partes. Los vinculos sociales le conceden a estos sistemas, un grado de organizacién que
conforman estructuras jerarquicas. La respuesta en el proceso de formacion de opinién en
una dada comunidad presenta propiedades y comportamientos no mondénotos que a menu-
do son consecuencia de la organizacién jerdarquica en dicho sistema. En el presente trabajo
se analiza un modelo de formacién de opinién ampliamente estudiado en la literatura, el
denominado Modelo de Sznajd. Por medio de la implementacién de simulaciones numéri-
cas y calculos tedricos, se muestra el cambio en la respuesta del sistema al considerar, por
un lado, condiciones iniciales aleatorias y por el otro condiciones iniciales estructuradas.
Ademas, se busca validar o complementar los modelos propuestos y los resultados obte-
nidos con diferentes teorias y técnicas provenientes de la teoria de la informacion y los
procesos estocasticos.

Palabras Clave: Sociofisica, Dinamica Social, Dindmica de Opinidn, Procesos Estocdsticos,
Fractales, Complejidad, Entropia.






Abstract

Complex systems represent a wide field of study, which are present not only in Physics, but
in other scientific disciplines as well, from Chemistry and Biology to Sociology and Eco-
nomy. Statistical Physics has contributed to analyze and describe the phenomenology of
complex systems, using the concepts and techniques it developed. In particular, societies
are an example of complex systems, since they are made up of a group of individuals and
their interactions. Many aspects of the collective behavior of social systems do not depend
on the particular characteristics of the individuals, but rather are emergent characteristics
of the interaction of all their parts. Social bonds give these systems a degree of organization
that make up hierarchical structures. The response in the opinion formation process, in a
given community, presents non-mononotous properties and behaviors that are often a con-
sequence of the hierarchical organization in said system. This paper analyzes an opinion
formation model widely studied in the literature, the so-called Sznajd Model. Through the
implementation of numerical simulations and theoretical calculations, the change in the
response of the system is shown when considering, on the one hand, random initial con-
ditions and on the other structured initial conditions. We also validate and complement
these analysis by implementing techniques coming from information theory and stochastic
processes.

Keywords: Sociophysics, Social Dynamics, Opinion Dynamics, Stochastic Processes, Frac-
tals, Complexity, Entropy.
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1. Introduccion

1.1. Modelando la Dinamica Social: Una Introduccion

La idea de que las opiniones que tenemos, y las acciones que realizamos, son producto de nuestro juicio
y no estdn determinadas por el ambiente que nos rodea, es muy habitual. Sin embargo, diferentes estudios
demuestran que nuestra toma de decisiones estd mas condicionada de lo que nos gustaria creer, debido a la
presién de grupo [1] o a la autoridad, incluso cuando esas decisiones contradicen nuestras creencias [2]. Para
profundizar en los trabajos paradigmaticos de cientificos sociales en el topico, se remite al lector al trabajo
Opinion Dynamics: A Multidisciplinary Review and Perspective on Future Research [3] (en particular la seccion
The Disciplinary Origin of Opinion Dynamics).

Si bien la independencia individual en la toma de decisiones es un debate abierto, no se puede negar que
al considerar grupos de individuos numerosos, y cdmo se relacionan, se encuentran patrones que dan indicios
de su comportamiento. Cuando se estudian estadisticamente, las sociedades revelan estructuras y tendencias,
que pueden ser modeladas exitosamente.

Cuando conforman grandes agrupaciones, los individuos tienden a organizarse, y los fenémenos que emer-
gen de esa organizacidon pueden llegar a tener un comportamiento de naturaleza completamente distinta al
de un individuo. Este cardcter macroscopico de los comportamientos colectivos hace posible su estudio esta-
distico, incluso si no se puede predecir cémo actiia cada individuo en particular.

Sin embargo, uno debe abordar la capacidad predictiva de estos modelos con expectativas realistas. En las
ciencias naturales, son usuales los sistemas deterministas, en los cuales los modelos son validados si logran
predecir su comportamiento con gran precision. No es apropiado considerar los modelos sociales bajo el
mismo estdndar. El valor de los modelos sociales estadisticos suele recaer en su utilidad para comprobar y
explicar relaciones de causa y efecto, en lugar de su poder predictivo [4]. Cuando se construyen modelos con
el propdsito de realizar predicciones, éstas son mas cercanas a las predicciones de los procesos estocasticos,
como la probabilidad de ocurrencia de un escenario frente a otro.

Modelar la dindmica social es importante porque nos ayuda a entender mejor la interacciéon de grupos
de individuos y el proceso de toma de decisiones. Este entendimiento tiene aplicaciones, como mejorar la
eficiencia para organizar una multitud, disefiar espacios de discusion mas efectivos y reducir la transmision
de la desinformacién. Estos modelos son una herramienta poderosa para entender la complejidad del com-
portamiento humano y cdmo se relaciona con sus pares. Aun asi, no son perfectos y no pueden capturar
completamente la complejidad de la dinamica social, por lo que es importante usarlos como una herramienta
para complementar el entendimiento social estdndar.

1.2. Una Introduccion a la Sociofisica

Un concepto muy familiar para investigadores en casi cualquier drea de la Fisica (y quizas en las Ciencias
Naturales), es que existen leyes de origen estadistico que merecen ser estudiadas. El éxito de la Fisica Estadis-
tica para estudiar dichas leyes, y su marco conceptual general, condujo a una tendencia de aplicacion de esta
disciplina en un diverso nimero de campos interdisciplinarios, como la Biologia, la Medicina, la Economia,
la Ciencia Computacional, y la Sociologia.

Ademads, impulsada por el desarrollo de las simulaciones computacionales en las ultimas décadas, la Fisica
avanzo también en el estudio de sistemas caracterizados por tener multiples componentes y una interaccion
entre ellas que dan lugar a fendmenos emergentes colectivos. Las sociedades y su unidad fundamental, el
individuo, son un ejemplo de tales sistemas, denominados Sistemas Complejos.

Estos avances dieron lugar al surgimiento de una rama de la Fisica Interdisciplinaria, la Sociofisica [3,
5], enfocada en el estudio y la descripcién cuantitativa de la dindmica de los sistemas sociales, empleando
generalmente, las herramientas y métodos que brinda la Fisica Estadistica.

Es importante destacar que, en la Fisica y en las Ciencias Naturales, se valora la formulacién matematica
cuantitativa de las teorias y sélo se considera la formulacién cualitativa para argumentar en una etapa preli-
minar, la explicacion tedrica del fendmeno. Por el contrario, la mayoria de la Ciencias Sociales, a excepcidon
de la Economia, se concentra y prefiere la descripcién cualitativa de los sistemas sociales, muchas veces ar-
gumentando que son muy complejos para la descripcién cuantitativa (punto que se discutird mas adelante).
Sin embargo, ambas perspectivas pueden enriquecerse mutuamente con la cooperacion interdisciplinaria.

En sus comienzos, las descripciones de sistemas sociales en términos de «fisica social» solian ser analogias
directas y comparaciones de modelos fisicos con comportamientos sociales, a menudo incluyendo interpreta-
ciones de cantidades fisicas como la presién y la temperatura a fenémenos del comportamiento humano, las
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cuales fueron criticadas por revelar poco acerca de la dindmica social que intentaban explicar [6]. El enfoque
actual reside en formular los modelos a estudiar, teniendo en cuenta los conceptos principales de los sistemas
sociales como fundamento [7].

La Sociofisica usualmente enfrenta dos grandes criticas, que suelen estar bien fundadas. Por parte de las
Ciencias Sociales, se argumenta que los modelos usados por los fisicos para describir sistemas sociales son
muy reduccionistas y simplificados para explicar cualquier situacion social real. Esta critica también se aplica a
modelos exitosos introducidos por cientificos sociales como el modelo de Axelrod para la diseminacién cultural
[8] v el modelo de Schelling para la segregacion social [9]. Pero en este sentido, la Fisica Estadistica provee
una perspectiva valiosa. En la mayoria de las situaciones, las propiedades cualitativas (y a veces cuantitativas)
a gran escala de los fendmenos colectivos no depende de los detalles microscopicos del proceso, y sélo algunos
parametros y caracteristicas son relevantes para entender el comportamiento global del sistema.

Los modelos simples no buscan replicar la realidad en gran detalle, si no dar indicios de cuales son los
mecanismos principales que impulsan el comportamiento del sistema. La simplicidad de los modelos permite
sacar conclusiones mds certeras acerca de la causa principal de los fenémenos observados.

Por parte de las Ciencias Naturales, se critica la falta de verificacién empirica de los modelos. La compro-
bacion empirica ha sido un gran problema para los estudios sociales en general, debido a la imposibilidad de
estudiar fenémenos que involucran grupos muy numerosos de individuos. Sin embargo, la reciente disponibi-
lidad de grandes conjuntos de datos, recopilados y manipulados por la creciente capacidad de computo de los
ordenadores, ha logrado que estos estudios empiricos sean posibles. Como un ejemplo, para modelos de dina-
mica de opinidn, el fendémeno mds conveniente del cual se pueden extraer datos empiricos son las elecciones.
Simulaciones realizadas con el modelo de Sznajd (que serd explicado mas adelante) cumplen caracteristicas
encontradas en elecciones reales [10].

Entre las dreas de estudio de la Sociofisica se encuentra la dindmica cultural, la dindmica de las multitudes,
el tréfico, las comunidades y redes sociales, la formacién de jerarquias, la propagacion de rumores, la dindmica
del lenguaje, la migracidn, el crimen, la propagacién del pénico, la dindmica urbana y la dindmica de opinién
(que serd el objeto de estudio de este trabajo) [5] [11].

1.3. Modelos de Dindmica de Opinién

Dentro de la Sociofisica, una de las herramientas mds exitosas es el Modelado Basado en Agentes (ABM
Agent Based Modelling), debido a que proporciona un banco de pruebas ideal para derivar implicaciones com-
probables para la dindmica macroscépica social [12]. La idea consiste en simular las partes individuales del
sistema (denominadas agentes) y sus interacciones en paralelo, para extraer informacion acerca del compor-
tamiento del sistema como un todo.

Los modelos de dindmica de opinién son un ejemplo de ABM, que tratan de definir los estados de opinién
de la poblacidn y los procesos elementales que producen transiciones entre estos estados. La opinidn pasa a
ser una variable o conjunto de variables matematicas y los agentes poseen una interaccion entre ellos que
define la evolucién del estado de opinidn.

En la mayoria de los casos, se estudian modelos de opinién binaria, en los cuales la opinién es discreta
y s6lo puede adoptar dos valores. Este enfoque puede parecer reduccionista, dada lo compleja que puede
ser la posicion ideoldgica de una persona. Sin embargo, en la practica, esta restriccion puede ser establecida
de todos modos, debido a la necesidad de formar un consenso para aceptar o rechazar una propuesta o la
necesidad de elegir entre dos opciones presentadas [13]. No obstante, los modelos de dindmica de opinién
continua también son estudiados [14].

La interaccion entre agentes en estos modelos suele cambiar su estado de opinidn para hacerlos mas
parecidos. Esta efecto suele ser denominado influencia social (también validacién social) [15], aunque podrian
haber mas mecanismos sociales incorporados en la interaccion.

Estos modelos suelen tener mecanismos estocasticos, como la probabilidad de interaccion entre agentes,
o la probabilidad de que un agente dado cambie su opinién. Esto produce que la evolucion del sistema sea
distinta en cada realizacién incluso con la misma condicidn inicial. También es usual agregar ruido externo al
sistema, para considerar cualquier posible interaccién social de menor impacto, pero presente, que no haya
sido considerada, ademas de la propia idiosincrasia de los agentes [16].

Ademas, el modelo podria contener parametros propios, como el tamafio del sistema, la probabilidad de
la interaccion o su intensidad, y pueden ser ajustados para estudiar diferentes escenarios.

Existen diversos fendmenos que se pueden estudiar en dindmica de opinidn, algunos de ellos son: la toma
de decisiones colectiva, la propagacidn y supervivencia de las opiniones minoritarias, la emergencia de modas
y tendencias, la posibilidad y formacién del consenso, la emergencia de partidos politicos y la emergencia del
extremismo politico.
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2. El Modelo de Sznajd

En esta seccion discutimos el modelo de dindmica de opinién que se utiliza en este trabajo, el modelo
de Sznajd. El modelo describe cdmo los agentes interactiian entre si, y como cambian sus opiniones como
consecuencia de esas interacciones. Se basa en un mecanismo de influencia social [17] en el que los individuos
son mas propensos a adoptar una posicion si ésta esta presente en sus vecinos inmediatos.

2.1. El Mapa Ideoldgico

Consideremos una comunidad en la que tiene lugar una competencia entre dos posiciones ideoldgicas, u
opciones distintas. Una descripcién de este escenario se puede llevar a cabo a través de un mapa ideoldgico,
que puede tener diversas formas topolégicas, como redes complejas, redes cibicas, o en nuestro caso una red
cuadrada, que consiste en una grilla en la que cada punto representa una posiciéon o una opcién asociada a
un agente o a un grupo de personas.

Matematicamente este mapa se expresa mediante una matriz cuadrada M de N = L x L elementos, en
la que el elemento M;; representa la opini6n o posicién ideoldgica del agente situado en (i, j). Cabe destacar
que esta matriz no representa un espacio geografico o fisico.

Suponemos que inicialmente, cada uno de estos agentes puede tener una de tres posiciones ideoldgicas
diferentes: adherentes a alguna de las dos posiciones, que podriamos denotar «Celeste» y «Amarilla», y una
tercera posicién neutral, constituida por agentes que nunca cambian su opinién. Los agentes con posicion
neutral no cambian el estado del sistema, esto es, no evolucionan dindmicamente, y representan la apatia
social de la comunidad, por lo que se denominan agentes apdticos. Por otro lado, el resto de agentes tiene
una participacién activa en el mapa ideoldgico, por lo que los denominamos agentes activos. También se
denomina apatia (A) a la proporcién de agentes apaticos respecto a la cantidad total de agentes. La apatia es
un parametro que puede tomar valores en el rango 0 < A < 1, donde A = 0 indica una participacién completa
de la comunidad. Un valor de A cercano a 1 representa una fuerte apatia del sistema.

En una primera parte de este trabajo, suponemos condiciones iniciales aleatorias, esto es, las posiciones
ideoldgicas estan distribuidas al azar en el mapa ideoldgico, como se muestra en la figura 2.1. Mds adelante
consideraremos condiciones iniciales estructuradas en patrones jerarquicamente organizados.

Figura 2.1: A: Mapa ideoldgico de tamaiio L = 64 para una distribucion inicial aleatoria, con igual proporcion
de adherentes a ambas posiciones ideoldgicas y apatia nula. B: Mapa ideoldgico L = 64 para una distribucién
inicial aleatoria, con igual proporcién de adherentes a ambas posiciones y apatia igual a 0,5.
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2.2. Ley de Interaccion: Modelo de Sznajd Bidimensional

Hasta ahora no mencionamos la interaccion entre agentes, que busca captar o modelar como se debaten
las ideas en una comunidad. Proponemos una interaccién considerando el modelo de Sznajd [18] que fue
originalmente propuesto para una cadena unidimensional de agentes, y existen varias formas de extenderlo
a dos dimensiones [19].

En este trabajo se considera la siguiente generalizacion al modelo:

Al tiempo t + At un sitio (i, j) al azar es seleccionado para actualizar su posicion. Si el agente en ese sitio es
activo, su posicion ideoldgica cambiard de acuerdo a:

M;;(t + At)) = M;5(t) (E2.1)

Donde (i, j) es un segundo vecino aleatorio de (i,) y M;; es activo.
Definimos el segundo vecino de la siguiente manera: para un agente en el sitio (i, j), habra un sitio primer
vecino activo (n, m), cuya distancia euclidea es la minima posible.

Vn—i2+m—j)2=1 (E 2.2)
El sitio (n, m) también tendrd primeros vecinos activos, en particular si uno de ellos (i, j) cumple:
) # G0 (E2.3)

Entonces (i, j) es un segundo vecino de (i, ).

Consideramos ademads, condiciones de contorno cerradas, es decir que las opiniones en la frontera no
tienen interaccion con medios externos de la red. Recordamos una vez mas que el mapa ideolégico no es un
espacio fisico sino que representa una manera de caracterizar la posicidn o criterio en torno a un debate, y
determina cudles agentes interactian entre si y cudles no.

2.3. Emergencia de la Tercera Posicion

A medida que transcurre el tiempo, el sistema evoluciona hacia un estado estacionario. Dicho estado
consiste en una combinacién de tres patrones de equilibrio que son localmente invariantes ante la aplicacion
de la regla de Sznajd. La figura 2.2 ilustra un ejemplo de esta situacién. Dos de los patrones representan el
consenso local de alguna de las posiciones inicialmente presentadas. El tercer patrdn, estd formado por agentes
de ambas posiciones intercalados (como en un tablero de ajedrez) que puede ser visto alternativamente como
una nueva, tercera posicion, que emerge de la presencia de las otras dos. Denotamos esta tiltima posicién como
«Verde», la figura 2.3 muestra los tres patrones de equilibrio. En el Apéndice A se puede ver una definicién
detallada de la posicién Verde y del estado estacionario, con énfasis en la implementacién numérica.
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Figura 2.2: Evolucién temporal del mapa ideolégico L = 64. A: Condicién inicial, apatia igual a 0,2. B:
Mismo mapa ideoldgico, luego de 10° iteraciones. C: Mapa ideoldgico, luego de 5 x 10° iteraciones. D: Mapa
ideoldgico en el equilibrio, luego de 10° iteraciones.
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En el modelo de Sznajd, los patrones que representan el consenso se forman porque los agentes copian el
estado de sus vecinos, imitando el mecanismo de influencia social, mientras que la emergencia de una tercera
posicién puede ser el resultado de una disconformidad con las dos posiciones preestablecidas. Es importante
destacar que la emergencia de la tercera posicion resulta pura y exclusivamente de la dindmica de interaccién
propuesta, la cual es a segundos vecinos. En otras palabras, la identificacion del patron emergente es resultado
de ley de interaccion y su conformacion topoldgica en el mapa ideoldgico. En este trabajo no consideramos
una identidad propia de la posicién emergente, esto es, la interaccién de cada agente dentro de la estructura
de tablero de ajedrez en la dindmica del sistema sigue siendo la inicial, es decir, interactiia como Celeste o
Amarillo. La caracteristica dindmica propia de la posicién emergente como tal quedard para otra etapa de
estudio y no fue abordada en el presente trabajo.

A B C

Figura 2.3: Patrones invariantes ante la aplicacién de la regla de Sznajd. A: Consenso de la posicién Celeste.
B: Consenso de la posicion Amarilla. C: Posicion emergente Verde.
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3. Condiciones Iniciales Aleatorias

En el estado estacionario, una de las tres posiciones activas termina con una mayor cantidad de adherentes,
es decir si realizamos un conteo o una eleccion, una de estas posiciones gana. Consideremos condiciones
iniciales aleatorias para las posiciones Celeste y Amarilla (con igual adherencia, es decir, la cantidad de agentes
que inicialmente tienen la posicion celeste es igual a la cantidad de agentes con posicién amarilla) y también
para la apatia. Esto significa que se distribuyen aleatoriamente los sitios activos para llegar a la proporcion
de apatia fijada, y en éstos se distribuye la posicién Celeste o Amarillo con probabilidad 1/2.

3.1. Respuesta del Sistema en Funcion de la Apatia

Con el propdsito de estudiar la evolucion del sistema, hemos llevado adelante distintas simulaciones nu-
méricas, cuyos resultados se exponen en distintas graficas.

Estamos interesados en estudiar la probabilidad de que una idea dentro del debate se imponga sobre las
demas. Nos interesa saber como se impone una dada idea en funcion de la cantidad de participantes o agentes
activos en el mapa ideoldgico. Por lo tanto, elegimos la apatia A como parametro de control del sistema.

Por razones que quedaran mas claras mas adelante en este trabajo (Seccién 5.3), el tamaiio elegido del

sistema es L = 64 (A menos que se indique lo contrario). Ademads, los observables mostrados son el resultado
de promediar sobre 2000 realizaciones.
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Figura 3.1: Probabilidad de ganar en funciéon de la apatia para cada posicién. Las curvas son ajustes no
lineales de los datos.

La figura 3.1 muestra las probabilidades de ganar de las tres posiciones activas, Celeste, Amarilla y Verde,

en funcién de la apatia. De esta figura se observa que el sistema tiene dos regimenes bien definidos: para
apatias menores a un valor critico', en donde las posiciones Amarilla y Celeste ganan con probabilidad 1/4
y la posicién Verde gana con de probabilidad 1/2, mientras que para apatias mayores al valor critico, las
posiciones Amarilla y Celeste ganan con un probabilidad 1/2 y la posicién Verde no gana. Existe ademds una
region de transicion entre los regimenes, en donde el sistema muestra el mayor cambio de respuesta frente a
un cambio de apatia.

Ademas de la figura se infiere que las probabilidades de ganar para las posiciones Amarillas y Celestes
coinciden para cualquier apatia. Esto es esperable, dado que inicialmente las adhesiones a ambas posiciones

son iguales y el modelo de Sznajd es simétrico ante la inversidon de estas posiciones (no favorece una por
sobre la otra).

LEste valor es de 0,58(3) y se determiné con el ajuste.
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Los datos obtenidos por las simulaciones fueron ajustados con las siguiente férmula:

Po—P1

PO=Pt T a, oy

(E3.9)
Este resultado reproduce lo encontrado por Gaudiano et al. (2019) [20].
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Figura 3.2: Tiempo medio al estacionario (medido en tiempo de Monte Carlo) en funcién de la apatia. Las
barras de error son mds pequeiias que los simbolos.

En la figura 3.2 se muestra el tiempo medio de convergencia al estado estacionario en funcién de la apatia,
en tiempo de Monte Carlo (MCT Monte Carlo Time) que se define como N = L? iteraciones. Poniendo el tiempo
en escala logaritmica, se puede observar un cambio de comportamiento alrededor de A = 0,5, caracterizado
por la diferencia de la pendiente con la que decrece el tiempo medio al estacionario con la apatia. Esto indica
que, si bien el tiempo al estacionario escala exponencialmente con el nimero de sitios activos, no lo hace
siempre al mismo ritmo.

Para apatias mayores al valor critico el tiempo al estacionario crece mas rapido que para apatias menores
a tal valor.

3.2. Escala de Tamaiio y Transicion de Fase

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran fuertes indicios de que la dinamica del sistema presenta dos tipos de
comportamiento distintos. Para valores de apatia menores a A = 0,5 aproximadamente, el posicién emergente
Verde tiene la mayor probabilidad de ganar, mientras que los otras dos posiciones poseen una probabilidad
de ganar menor. Por el contrario, para valores de apatia mayores a A = 0,5 la probabilidad de ganar de la
posicion emergente se desvanece, repartiéndose en partes iguales a las posiciones Celeste y Amarilla. Este
hecho de algtin modo define dos regimenes, uno de baja apatia (valores de A menor a 0,5) y otro régimen de
altas apatias (valores de A mayor a 0,5). Por otro lado, también se observa cambio abrupto en la respuesta
del sistema, es decir, existe un cambio en las probabilidades de ganar significativo.

Uno podria sin embargo preguntarse cuan abrupta es esta transicion, es decir si hay discontinuidades, o
si la transicion es suave. Para ser mas precisos, queremos saber si el sistema sufre una transicién de fase de
primer orden en un valor critico de la apatia.

Es necesario, por lo tanto, investigar como se comporta el sistema cuando escala su tamafio. Esto se debe
a que los sistemas que presentan transiciones de fase de primer orden (como el Modelo de Ising, o Teoria de
Percolacién), en el que sus observables deberian presentar discontinuidades caracteristicas de estas transicio-
nes, en su lugar, varian continuamente en las simulaciones computacionales. Asimismo, sus susceptibilidades
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deberian mostrar una divergencia en la region critica, pero solo muestran picos de cierta altura. Esto se debe
a efectos de tamafio finito [21], dado que el sistema que se simula tiene un tamafio mucho menor que el
sistema de tamafio termodindmico (orden de magnitud cercano a N ~ 102%9).

X

Probabilidad de Ganar
=
w
-

0.05 e Posicion Verde
e Posicion Celeste
0.00 Posicién Amarillo

0.40 043  0.46 049 052 055  0.58 061 064  0.67
Apatia

Figura 3.3: Probabilidad de ganar en funcién de la apatia para cada posicidn, para apatias cercanas a la apatia
critica. Las curvas son ajustes no lineales de los datos.
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Figura 3.4: Probabilidad de ganar de la posicién Verde vs. (A—A,,;.) para distintos tamafios del sistema. Las

curvas son ajustes no lineales de los datos. Por claridad, en la figura no se muestran las barras de error en los
datos.
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La figura 3.3 muestra que cerca de la apatia critica (A.,;; = 0,58(3)) la probabilidad varia continuamente.
Esto podria ser un efecto de tamafio finito.

Para ver si el sistema tiene una transicion de fase de primer orden para L — oo, estudiamos cémo escala
el sistema con el tamafio L.

Como se observa en la figura 3.4 la curva de la probabilidad de ganar de la posicién Verde en funcién de
la apatia, tiene comportamientos distintos para distintos tamarios del sistema. La transicion entre el régimen
de baja apatia y el régimen de alta apatia es mas abrupta para tamafios mas grandes. Para cuantificar esta
tendencia, realizamos un colapso de los datos a una tinica curva, que vemos en la figura 3.5
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Figura 3.5: Abajo: Colapso de los datos de la Figura 3.4: probabilidad de ganar de la posicion Verde vs.
(A—A.,i)L° cons = 0,78(5). Arriba: Curvas de ajuste para los datos colapsados. Por claridad, en la figura no
se muestran las barras de error en los datos

En el Apéndice B se muestra que, como consecuencia de este colapso, la derivada de la curva de probabili-
dad para la posicién verde P’(A) crece en valor con el tamafio proporcionalmente a L° y el ancho caracteristico
de la transicién decrece con el tamafio proporcionalmente a L.

Esto significa que en el limite termodindmico L — ©0, la probabilidad presenta una discontinuidad en
la apatia critica, por lo que el sistema presenta una transicién de fase de primer orden. Sin embargo, uno
debe ser cauteloso interpretando este resultado; los sistemas sociales tienen tamafios mucho menores que
los sistemas tipicos de estudio de la termodindmica y la mecanica estadistica. Los efectos de tamaifio finito
podrian estar presentes incluso modelando grandes poblaciones.

No obstante, muchos sistemas sociales muestran una respuesta muy grande a pequefios eventos o cambios
en sus parametros [22]. Este modelo muestra grandes cambios para la probabilidad de ganar de la posicion
Verde cerca de la regidn critica. Otros trabajos encontraron transiciones de fase similares (entre dos regimenes
determinados) en el modelo de Sznajd [23] [24].
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Figura 3.6: Tiempo medio al estacionario (MCT) en funcidén de la apatia, para distintos tamafios del sistema.
Se muestra el tiempo de Monte Carlo propio de cada tamafio.
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El tiempo de convergencia al estado estacionario también depende del tamafio del sistema. La figura 3.6
muestra esta dependencia, medida en tiempo de Monte Carlo®. Para todos los tamafios se ven dos regimenes
(baja y alta apatia), con pendientes caracteristicas distintas, pero ademads la figura 3.7 muestra que esas
pendientes escalan de manera diferente para distintos tamafios del sistema. Las pendientes para baja apatia
decrecen al aumentar el tamafio del sistema, mientras que las pendientes para alta apatia crecen con el tamafio
del sistema. Esto refuerza la idea de que el sistema posee dos comportamientos completamente distintos en
los regimenes de baja apatia y alta apatia.

3.3. Régimen de Alta Apatia

En la figura 3.1 se observa que la probabilidad de ganar para la posiciéon Verde va a cero en la regién
de alta apatia. Esto sucede porque la apatia modela la topologia de la red cuadrada y determina con cudles
agentes puede interactuar un dado individuo. La emergencia de la posicidn Verde es consecuencia del patrén
organizado de sitios con estados individuales Celeste y Amarillo (figura 2.3) que se genera por la interaccion
a segundos vecinos del modelo. Asi, al variar la topologia de la red, se puede llegar a restringir la interaccién
y en casos extremos, anularla.

B

Figura 3.8: A: Mapa ideoldgico de tamafio L = 64 para una distribucion inicial aleatoria, con igual proporcion
de adherentes a ambas posiciones y apatia igual a 0,75. B: Una seccién del mapa ideoldgico en A. En esta
configuracién en particular de agentes activos, es imposible que se forme el patrén Verde.

Para que la posicién Verde obtenga una cantidad mayoritaria de adherentes en el estado estacionario,
es necesario que la red tenga una gran cantidad de conexiones. En la figura 3.8 se muestra un ejemplo de
mapa ideoldgico con apatia igual a 0,75, y se observa que tiene muchas configuraciones de agentes activos
desconectadas entre si. En muchas de estas configuraciones no puede generarse el patréon que define a la
posicion Verde.

En este sentido, el mapa ideoldgico tiene una conectividad critica, a partir de la cual, la emergencia de la
posicién Verde se ve tan limitada, que nunca adquiere adhesiéon mayoritaria. Por estar razén, la probabilidad de
ganar de dicha posicidn decae a cero para apatias altas. Ademas, cuando la apatia es alta, el sistema evoluciona
por un corto periodo de tiempo y el estado estacionario es muy similar a la condicién inicial. Al aumentar la
apatia aumenta la probabilidad de que se generen configuraciones que sean incapaces de evolucionar con la
regla de interaccién. Por lo que el sistema se congela y su estado estd practicamente dictado por la condiciéon
inicial.

Este tipo de condiciones iniciales y su evolucién no representan una situacion realista. Los individuos en
una sociedad, tienden a agruparse de una manera particular y no aleatoria. Estudiaremos esta forma particular
de conectarse al considerar condiciones iniciales estructuradas en la Seccion 5.

2Se refiere al tiempo de Monte Carlo propio de cada tamafio, es decir, N = L? aplicaciones de la regla de Sznajd.
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3.4. Desigualdad en la Adhesion Inicial

Hasta ahora consideramos adhesiones iguales para la posicidn Celeste y Amarilla en las condiciones inicia-
les aleatorias. Una inmediata generalizacion a este estado de cosas es considerar distintas adhesiones iniciales
a dichas posiciones ideoldgicas. En tal caso, la simetria del sistema bajo la inversién de estas posiciones se
rompe, y sus curvas de probabilidad de ganar en funcién de la apatia ya no coinciden.
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Figura 3.9: Probabilidad de ganar en funcién de la apatia para cada posicidn, para un porcentaje inicial
Celeste del 40% y del 60 % para el Amarillo. Las curvas sélo son guias y no son ajustes.
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Figura 3.10: Probabilidad de ganar en funcién de la apatia para cada posicidén, para un porcentaje inicial
Celeste del 30% y del 70% para el Amarillo. Las curvas sélo son guias y no son ajustes.
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Las figuras 3.9 y 3.10 muestran la probabilidad de ganar de todas las posiciones en funcién de la apatia,
para un porcentaje inicial de la posicion Celeste del 40 % y el 30 % respectivamente. Nuevamente, se observan
comportamientos muy distintos en los dos regimenes del sistema.

Para bajas apatias, la probabilidad de ganar de la posicién Amarilla es ligeramente mayor que en el caso
de adhesiones iguales, mientras que esta probabilidad disminuye ligeramente para la posiciéon Celeste. Esto
es esperable porque estamos beneficiando a la posicion Amarilla con mas adherentes iniciales. Para el caso
de 30% de adhesion inicial a la posicion Celeste, la posicion Amarilla gana con mayor probabilidad incluso
que la posicién Verde, sobrepasando el 50 %.

La probabilidad de ganar de la posicién Verde también disminuye respecto al caso de adhesiones iguales,
pero en menor medida. Como muestra la figura 3.11 la probabilidad de ganar de la posicion verde disminuye
si una de las posiciones tiene mayor adhesion inicialmente, por lo que es maxima en el caso de adhesiones
iguales. Para el caso extremo en el que la adhesion inicial de una posicidn es cercana al 100 %, la probabilidad
de ganar de la posicion verde decae a cero. Esta disminucién se debe a que la emergencia de la posicién Verde
requiere la presencia e interaccion de las otras dos posiciones. Si una tiene mdas adherentes que la otra, es
mas probable que la interaccién entre ambas termine en el consenso de la posicién de mayor adhesidn.

Para altas apatias, la probabilidad de ganar de la posicion Amarilla es muy cercana a 1 y la probabilidad
de ganar de la posicion Celeste es muy cercana a 0. Como mencionamos en la seccidn anterior, en el régimen
de alta apatia, el sistema evoluciona por corto tiempo y el estado estacionario esta practicamente dictado por
la condicién inicial, por lo que incluso una pequefia ventaja en ésta ocasiona que la posicién beneficiada gane
casi siempre.

En las figuras 3.12 y 3.13 se observa la diferencia entre los dos regimenes con claridad: para bajas apatias,
la probabilidad de ganar de las posiciones Celeste y Amarillas muestran un cambio gradual ante un cambio
en la adhesidn inicial, mientras que para altas apatias, el cambio es stbito.

0.4

0.3

0.2

Probabilidad de Ganar |

0.1

Figura 3.11: Probabilidad de ganar para la posicién Verde en funcién de la apatia y la adhesién inicial de
agentes celestes.
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Figura 3.12: Probabilidad de ganar para la posicion Celeste en funcién de la apatia y la adhesion inicial de
agentes celestes.
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Figura 3.13: Probabilidad de ganar para la posiciéon Amarilla en funcién de la apatia y la adhesién inicial de
agentes celestes.
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3.5. Analisis de Adhesion

Cuando en un grupo de personas existen posiciones en conflicto, pero se necesita tomar una decisién o
llegar a un consenso, usualmente se elige la posicion con mds cantidad de adherentes. En ese sentido, la
probabilidad de tener la mayor adhesién (ganar) de una posicién es una informacién muy util, pero no es
lo Unico que importa. También puede ser valioso estudiar por cudnto gana una posicién, es decir con qué
adhesiones terminan todas las posiciones. Consideraremos solo el caso de igual adhesién inicial entre las
posiciones Amarilla y Celeste.
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Figura 3.14: Adhesién media para las distintas posiciones, respecto al nimero total de agentes activos, para
distintas apatias.

La cantidad total de agentes activos N, depende de la apatia. Debido a esto, la cantidad de adherentes a
cualquier posicién serd menor para apatias mayores. Para poder comparar distintos valores de apatia, habla-
remos de adhesion n definida como el cociente de la cantidad de adherentes de alguna posicién Ny, y nimero
total de agentes activos.

Npos = NPos/Na

La figura 3.14 muestra las adhesiones de cada posicién en el estado estacionario. Observamos que la
adhesion para las posiciones Amarilla y Celeste son iguales para toda apatia, lo cual es esperable porque el
sistema es simétrico ante su intercambio. Si lo comparamos con la figura 3.1, se ve que si bien la probabilidad
de ganar de la posicién Verde decae rapidamente después del valor critico de apatia, su adhesion no es nula,
sino que deja de ser mayoritaria. Sin embargo, uno debe ser cuidadoso al interpretar la figura en términos
estadisticos (por ejemplo, para apatia nula y en una dada realizacién en la que gana la posicién Verde, ésta
no necesariamente lo hara con adhesién ny,,.4, = 0,5)

La figura 3.15 muestra qué adhesion media tiene la posiciéon ganadora, la posicién en segundo lugar y
la posicién en tercer lugar®, en funcién de la apatia. Se observa que, para apatia nula, en una realizacién se
esperaria que la posicion que gane, lo haga con adhesién n = 0,9, es decir, el ganador domina la eleccién.

3En una dada realizacién, la posicién ganadora, en segundo lugar y en tercer lugar, estdn determinadas por sus adhesiones, sin
importar si es Celeste, Verde, o Amarilla.
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Figura 3.15: Adhesion media para la posicion ganadora, la posicidn en segundo lugar y la posicién en tercer
lugar, respecto al nimero total de agentes activos, para distintas apatias.

Ademas, para apatias cercanas a la apatia critica, la adhesién a la posiciéon que ocupa el tercer lugar
es maxima, y las adhesiones a las tres posiciones son muy parecidas. Esto coincide con el hecho de que la
probabilidad de ganar de las tres posiciones coincide en la apatia critica como vimos en la figura 3.3.

Finalmente, para apatias altas, la posicién ganadora y la posicién en segundo lugar, pasan a tener adhesio-
nes iguales, mientras que la posicion en tercer lugar tiene adhesién pequefia en comparacion a las otras. Esto
es esperable, dado que para apatias altas, la tercera posicion es casi siempre la posicion Verde, y las posiciones
Amarilla y Celeste tienen la misma probabilidad de ser ganadora o segundo lugar.

Consideremos la adhesién a la posicion en el lugar i-ésimo (i = 1 es la posicién ganadora), y las diferencias
de adhesiones:

N; —N,
N,

a

b —
An; =n;—n; =

, 1=2,3, j<i

En particular, An% es la diferencia de adhesion entre el ganador y el segundo lugar, y es de especial interés
porque es un parametro entre cero y uno, que indica que tan cercana es la elecciéon. Cuando este parametro
estd cerca de uno, la posicién ganadora tiene mucha mds adhesién que el segundo lugar, entonces en el mapa
ideolégico domina el consenso sobre esa posicién, mientras que si el pardmetro estd cerca de cero, la posicién
ganadora y el segundo lugar tienen adhesiones parecidas y coexisten en el mapa ideoldgico.

Es sencillo ver que hay sdlo 3 posibles diferencias de adhesiones, las cuales se muestran en la figura 3.16.
Alli se observan las tres diferencias de adhesiones en funcion de la apatia, y se observa que para apatias bajas,
Ané es cercano a uno, y disminuye al aumentar la apatia. Para apatias altas, Ané es cercano a cero, y se
debe (como vimos anteriormente) a que la posicion en primer y segundo lugar son las posiciones Amarilla y
Celeste.
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Figura 3.16: Diferencia entre las adhesiones Anf en funcion de la apatia. Las barras de error son mas pequeiias
que los simbolos, las curvas sélo son guias y no son ajustes.
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4. Complejidad Estadistica

Por medio del concepto de entropia, se pueden definir medidas generales para caracterizar la incertidum-
bre e imprevisibilidad de procesos probabilisticos. Sin embargo, estas medidas fallan en describir adecuada-
mente la estructura de correlacién del sistema. Es generalmente aceptado que los sistemas completamente
deterministas y completamente aleatorios, no muestran estructuras complejas [25]. La complejidad estadisti-
ca brinda una medida de las regularidades y correlaciones presentes en sistemas estocdsticos, que es de gran
utilidad para su estudio.

Hemos trabajado hasta ahora con los valores medios de los observables, o cantidades medidas en las simu-
laciones. Sin embargo, estas cantidades tienen asociadas distribuciones de probabilidad, que también cambian
con la apatia (esto se vera mds adelante en este capitulo). Para estudiar esto, introducimos la idea de Distancia
entre distribuciones de probabilidad 1o que nos permite caracterizar estos cambios y cémo estan relacionados
con la descripcion del sistema. Ademads esta distancia nos ayudara a definir la complejidad Estadistica.

4.1. Introduccion a la Entropia y las Divergencias

Sea una variable aleatoria X con espacio muestral 2y y distribucién de probabilidad py(x), que por ra-
zones de claridad, denotaremos por p(x)?. Si la variable aleatoria X tiene un espacio muestral numerable, la
distribucién de probabilidad p(x) cumple:

Z p(x)=1 (E 4.5)

XEQx

Definimos la entropia de informacién (o entropia de Shannon) H de la variable aleatoria X como:

H(X)=— Y p(x)log, p(x) (E 4.6)

XEQy

Es una cantidad que se mide en bits y que también denotamos por H(p). Es convencién suponer que para
p(x) =0, el término p(x)log, p(x) se anula como sucede al tomar limite p — 0.

La entropia de informacion puede adoptar diferentes interpretaciones segin los contextos en los que se
utilice [26]. Para una variable aleatoria, nos da una idea de la incertidumbre de predecir el resultado de la
variable aleatoria X. Si sélo hay un resultado posible, p(x) = 1 para algin x € Qy, habrd incertidumbre
minima y la entropia serd igual a cero. Si la distribucién es uniforme (para espacio muestral finito y de N
elementos), p(x) = 1/N Vx esto es, tengo incertidumbre méxima y la entropia alcanza su valor maximo
H =log,N.

Nos interesa introducir la idea de Distancia entre distribuciones. Una distancia entre dos elementos p y q
es un ndmero real D(p,q) que cumple:

» D(p,q) =0 Yq,p, y laigualdad sélo vale cuando p = q (no negativa)
» D(p,q) =D(q,p) VYq,p (simétrica)
= D(p,q) <D(p,r)+D(r,q) Yq,p,r, (desigualdad triangular)

Es por esto que, dadas dos variables aleatorias con distribuciones p y q sobre el mismo espacio muestral Qy,
definimos la divergencia de Kullback-Leibler (también: distancia de Kullback-Leibler, entropia relativa) entre

las distribuciones: )
p(x

Dy (pllg) = Z p(x)logy, —— (E4.7)

o q(x)

‘X
Es convencién suponer que para p(x) = g(x) = 0, el término p(x)log, p(x)/q(x) se anula. La divergencia de
Kullback-Leibler es no negativa, y se anula sélo si p(x) = q(x), Sin embargo no es una verdadera distancia,
dado que no es simétrica y no satisface la desigualdad triangular. Ademds sélo esta definida para q(x) =0 si
p(x)=0.

Definamos entonces la divergencia (o distancia) de Jensen-Shannon. Sean dos distribuciones de probabi-

lidad pyq,yseam=(p+q)/2:

D;s(pllg) = H(m) — Iw

Esta divergencia es no negativa, se anula sélo si p(x) = q(x), es simétrica, estd acotada entre 0 y 1, y su raiz
cuadrada verifica la desigualdad triangular.

(E 4.8)

“4Esto significa que p(x) y q(y) hacen referencia a las distribuciones de probabilidad de dos variables aleatorias X e Y en principio
distintas.
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4.2. Complejidad Estadistica: Definicion

Definir qué caracteristicas hacen a un sistema complejo es dificil, sin embargo, una nocién de complejidad
comienza considerando dos sistemas: el cristal perfecto y el gas ideal que son dos sistemas muy simples y por
lo tanto tienen complejidad baja.

El cristal perfecto estd determinado por un ntimero reducido de variables, como las distancias y simetrias
caracteristicas de la celda unidad, y por lo tanto es necesaria poca informacién para describir el sistema. El gas
ideal, por otro lado, puede encontrarse en cualquier estado accesible para el sistema con igual probabilidad,
por lo que contiene maxima informacion.

Estos sistemas son ejemplos extremos en una escala de orden o informacién pero tienen complejidad muy
baja, por lo que la complejidad no puede ser factor sdlo de la entropia. Cualquier nocién de complejidad
razonable deberfa ser minima para sistemas muy ordenados, y para sistemas completamente aleatorios y
desordenados. Ademds deberia ser mdxima para sistemas que poseen algiin grado de estructura entre estos
dos extremos.

Motivados por estas razones, se puede definir la complejidad estadistica C(p) como el producto entre
la entropia H(p) y algun término de desequilibrio D(p,p,), que inicialmente se propuso como la distancia
euclidea al cuadrado entre la distribucién p y una distribucién de equilibrio uniforme p, [27]:

N N
C(p)=H(p)D(p,p.) =— (Zpi logzpi) (Z (pi - %)2) (E 4.9)
i=1 i=1

Donde N es la cantidad de valores posibles que puede tomar la variable X.

Eventualmente esta distancia euclidea fue reemplazada por la divergencia de Kullback-Leibler para obte-
ner una complejidad extensiva [28]. Siguiendo la propuesta de Lamberti et. al (2004) [29], en este trabajo
se utilizara como distancia la divergencia de Jensen-Shannon, y definimos la complejidad estadistica como:

C(p) =H(p)D,s(pllp.) (E 4.10)

Donde la distribucién de probabilidad de equilibrio p, no serd uniforme, sino una distribucién de referen-
cia, donde inferimos que la complejidad es baja. Con esta definicidn, la complejidad estadistica tiene unidades
de bits al cuadrado.

4.3. Complejidad en las Diferencias de Adhesion

Como vimos en la seccién 3.5, el parametro Ané es de especial interés. La figura 4.1 muestra la media
de esta cantidad para distintas apatias, y las distribuciones para los regimenes de alta apatia, baja apatia y el
régimen de transicidn. Se observa que no solo el valor medio cambia con la apatia si no que también cambia
la forma de la distribucién.

La figura 4.2 muestra la entropia normalizada para las distribuciones de An%, en funcién de la apatia. Se
normaliza respecto a la entropia maxima (distribucién uniforme) para hacerla independiente de la eleccion del
ancho de barras de la distribucién®. Se observa que el régimen de transicién es el que posee mayor entropia,
mientras que el régimen de alta apatia esta caracterizado por tener la minima entropia.

5La entropia puede crecer indefinidamente al reducir el ancho de las barras de la distribucién.
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Figura 4.1: Arriba: Ané media para distintas apatias. Las barras de error son mas pequeilas que los simbolos.
Abajo: Distribuciones de An; para una apatia baja, apatia media y apatia alta.
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Figura 4.2: Entropia (normalizada) para las distribuciones de An% en funcién de la apatia.
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En el régimen de alta apatia, el sistema se encuentra extremadamente ligado. La dinamica de evolucion es
minima y localizada, el sistema aparenta estar congelado. Por otro lado, en el régimen de baja apatia, casi todos
los sitios del sistema son libres de interactuar, lo que provee una dindmica extensa, pero que eventualmente
llega al equilibrio. Estas caracteristicas son similares (al menos en el contexto de complejidad estadistica) a
los dos extremos de nivel de estructura del sistema, el cristal perfecto y el gas ideal.

Inspirados por esta correspondencia, se propone que la distribucién de probabilidad de referencia sea la
distribucién de probabilidad con apatia nula, donde sabemos que la complejidad debe ser baja. Esto permite
ademads, cuantificar el cambio de la distribucién con la apatia, calculando la Distancia de Jensen-Shannon
entre la distribucion con apatia A y la distribucién con apatia nula. La figura 4.3 muestra esta distancia en
funcidn de la apatia, y se observa que es creciente. Esta distancia se anula para apatia cero, lo cual es esperable
de cualquier distancia.

1.0 s = o ©® o ® »

0.8

0.6

0.4

Distancia JS [bits]

0.2

0.0 | S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Apatia

Figura 4.3: Distancia de Jensen-Shannon para las distribuciones de Ané en funcién de la apatia. La distribu-
cion de referencia es la distribuciéon con apatia nula. Las barras de error son mds pequeilas que los simbolos.
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Figura 4.4: Complejidad estadistica para las distribuciones de An} en funcién de la apatia.
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Con la eleccion de distribucion de probabilidad de referencia, podemos calcular la complejidad estadistica
para cada valor de apatia la cual se muestra en la figura 4.4. La complejidad maxima se encuentra en el
régimen de transicion. Todos estos resultados pueden resumirse en la figura 4.5, que muestra la curva en el
plano complejidad-entropia, parametrizada por la apatia, de la distribuciones de probabilidad de Ané.

En general, se puede concluir que los regimenes de baja y alta apatia, no son complejos. Se puede asociar
el régimen de baja apatia a un régimen de mucha participacién, en donde el sistema se encuentra libre de
restricciones y por lo tanto su complejidad estructural es baja. Por otro lado el régimen de alta apatia estd
demasiado restringido en su interaccion, por lo que la dinamica no tiene demasiada complejidad estructural.
Sin embargo, entre estos regimenes hay una regién de transicién que muestra la mayor complejidad, donde el
sistema estd restringido pero aun puede exhibir una dindmica amplia de interacciones entre sus componentes.

La complejidad estadistica es una herramienta de amplia aplicaciéon que nos permite cuantificar esta idea, y
se puede aplicar de manera general a cualquier observable con una distribucién de probabilidad. La aplicacion
de esta técnica a otros observables del modelo quedara para futuros trabajos.
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5. Condiciones Iniciales Estructuradas

Hasta ahora sdélo hemos considerado condiciones iniciales aleatorias para el mapa ideoldgico. Este tipo de
condiciones iniciales son usuales en los modelos de dindmica de opinidn, debido a que no presentan sesgo
hacia una de las posiciones, y permiten que la dinamica de interaccién sea el tinico mecanismo que conduzca
al sistema a su estado final. Esto permite sacar conclusiones del modelo asociadas tinicamente a la interaccion.

Sin embargo, las condiciones iniciales aleatorias son artificiales y poco realistas. En general, uno no en-
cuentra que la opinion esta distribuida homogéneamente en las sociedades, sino que forma algin tipo de
estructura jerdrquica.

Esto significa que el mapa ideoldgico inicialmente estard formado por patrones con cierto grado de es-
tructura u organizacion que idealmente pueda ser parametrizado por una variable D. De modo que, para una
posicion especifica, un bajo grado de organizacién conforma patrones dispersos y desconectados de agentes
con esa posicion, mientras que un mayor grado de organizacién conforma patrones compactos con mayor
aglomeracion.

Este tipo de patrones, en los que los agentes que comparten la misma opinidn estdn inicialmente conecta-
dos entre si (al menos mas conectados que si la distribuciéon fuera aleatoria), se basa en la exposicion selectiva,
un mecanismo estudiado por el cual las personas prefieren asociarse a individuos que compartan sus ideas,
valores y opiniones, en lugar de asociarse a individuos que las contradigan [30, 31].

5.1. Dimension Fractal

Una variable que puede cuantificar el grado de estructura jerarquica inicial del mapa ideoldgico es la
dimension fractal del patrén formado por agentes con la misma opinién. Existen muchas definiciones formales
posibles de dimensién fractal, pero la idea general es considerar la forma en la que escalan las propiedades
extensivas de cierto conjunto.

Supongamos por ejemplo que quisiera determinar la masa de una barra de longitud L, y densidad lineal
de masa uniforme A. La masa de esa barra serd M = AL,. Ahora si consideramos una barra escalada en un
valor s, su masa escala también en un factor s, M = AsL,. Similarmente, si tuviera una superficie de area A,
y densidad superficial de masa o, su masa escala con un factor s, M = os?A,. Un objeto de volumen V, y
densidad volumétrica de masa p, tiene una masa que escala de la forma M = ps3Vj,.

La tnica diferencia entre esos casos, es el exponente con el que escala la masa, que coincide con la dimen-
sién de cada conjunto. En general, la dimensién de un conjunto F es el exponente escalan las propiedades
extensivas de F (ver figura 5.1 A, By C), lo cual se puede expresar de la siguiente manera:

u(sF) =sPu(F) (E5.11)

Donde u es la medida (o tamafio) del conjunto F, un concepto que generaliza las nociones de longitud, area
y volumen [32]. Atn asf la ecuacién E 5.11 podria escribirse con cualquier propiedad extensiva del conjunto.

A B C D

Figura 5.1: Diversos conjuntos y sus respectivos conjuntos escalados por un factor 2. A: Linea, su medida
escala en factor 2 = 2'. B: Cuadrado, su medida escala en factor 4 = 22. C: Cubo, su medida escala en factor
8 = 23. D: Tridngulo de Sierpiriski, su medida escala en factor 3 = 2°, D = log,(3).

Ahora bien, existen conjuntos denominados fractales que tienen una dimensién no entera. Un ejemplo
de fractal es el tridngulo de Sierpinski, el cual es un conjunto al cual si se duplica su escala, se generan 3
copias idénticas de éste, como se muestra en la figura 5.1 D. De este hecho se concluye que tiene dimensién
D =1og,(3).
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El calculo de la dimension del triangulo de Sierpinski resulta facil debido a su propiedad de autosimilari-
dad, sin embargo no es cierto que todos los conjuntos fractales son autosimilares. Los conjuntos fractales sin
esta propiedad son mas complicados de estudiar, debido a que no sélo es dificil calcular su dimension fractal
de manera exacta, sino que las diferentes definiciones de dimensién fractal pueden no coincidir entre si®. Atn
asi, existen muchas definiciones de dimension fractal que admiten una implementacién numérica sencilla y
directa, que permite estimar el valor de la dimension fractal, como es el caso de la dimension de Box-Counting
(también llamada dimension de Minkowski—Bouligand).

5.2. Dimension de Box-Counting

La dimension de Box-Counting es un tipo de dimension fractal que se le puede asociar a cualquier conjunto
acotado. Formalicemos algunos conceptos para definirla.

Sea F un subconjunto acotado de R". Consideremos una malla o grilla de lado & de R" . Esta malla consiste
en cajas U de lado 6.

N5(F) es el nimero minimo de estas cajas U de lado & que necesito para cubrir al conjunto F. Més
precisamente:

Ns(F) = rm'n{n eEN|FC U U;(8) , U;(8) cajas de lado & } (E5.12)
i=1

Este nimero crece cuando reducimos &, en otras palabras, aumenta con la definicion de la grilla [32]. En
la figura 5.2 se observa un ejemplo. Este crecimiento estara caracterizado de forma aproximada por una ley
de potencia, con exponente D, el cual es basicamente la dimensién fractal que buscamos.

Ns(F)~N,(F) 5P (E 5.13)

Para ser mas precisos, se define la dimensién de Box-Counting como:

dimge(F) = lim log(N5(F))

)] (E 5.14)

Figura 5.2: Triangulo de Sierpinski en grillas cuadradas de lados de distintos tamafios. En cada grilla sucesiva
el tamafio del lado se divide en dos. Se muestra en cada caso, el respectivo cubrimiento.

5.3. Generacién de Patrones de Dimensién y Area Definida

Cuando consideramos condiciones iniciales jerarquicamente estructuradas, el mapa ideoldgico inicial con-
siste en dos patrones, formados por las posiciones Celeste y Amarilla.

Consideremos por ahora sélo una de las posiciones. El patrén que forma tendrd una dimensién fractal D,
lo que significa que la ley de potencias E 5.13 se debe cumplir al menos aproximadamente. Consideramos que
el mapa ideoldgico tiene tamafio L = 64, esto permite analizar el patrén en seis escalas distintas con &, = 2k,
k=0,1,2,3,4,5. En general, para un tamafio arbitrario L, tenemos k = 0,1,2,...,m = |log,(L/2)]. Habra
entonces, seis nimeros de cajas minimas que cubren el patrén Nj.

Para k = 0, N, es el drea total que ocupa el patrén (la cantidad de adherentes de esa posicién) que estd
definida por la apatia del sistema. Para una dada apatia del sistema, habrd una cantidad de agentes activos
N, v si consideramos igual cantidad de adherentes para cada posicién, entonces N, = N, /2.

Si reescribimos la ecuacion E 5.13 con estas consideraciones, obtenemos:

N ~ N, 27kP (E 5.15)

®Incluso existen conjuntos denominados multifractales, que no pueden ser descriptos por una tnica dimensién fractal, sino que
exhiben un espectro de exponentes de escala.
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Si se cumple esto, entonces la definicién E 5.14 queda’:

log,(Ny)—kD _p

- (E5.16)

dimgc ~ lim
pc 1M
En general, los niimeros N, tienen que cumplir ciertas restricciones légicas para que el patrén sea posible:

NkSNk_1§4Nk,k=1,2,...,m (E517)

Y ademas:
1<N, <(L2™)? (E 5.18)

Reemplazando la expresién E 5.15 en la ecuacién E 5.18 obtenemos:
2mP < N, < 12 2m(P—2) (E 5.19)

La ecuacién E 5.19 indica que, los patrones de dimensiéon D no pueden tener cualquier area, sino que tiene
que estar entre dos limites. Similarmente, si fijamos el drea del patrén, no cualquier dimensién es posible,
sino que hay un rango de dimensiones posibles D € [D,,;,(Ng), Dipax (Ny)]. En la figura 5.3 se puede observar
la regién permitida para la generacién de patrones para un sistema de tamafio L = 64.

2.0

1.8

=
[=3}

»

Dimension
=
.

=
(]

1.0
I Dmin

Dm ax

0.8
0 1000 2000 3000 4000
Area Ny

Figura 5.3: Regidn permitida para la generacién de patrones con drea N, y dimensién D, para un sistema de
tamafio L = 64.

7Como en la definicién hay un cociente de logaritmos se puede calcular en cualquier base, aqui es mas cémodo usar logaritmo en
base 2.
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Figura 5.4: Izquierda: Patrdn fractal de dimensién D = 1,58(2) y drea N, = 614. Se muestran sus respectivos
numeros N;. Derecha: log,(Ny) vs k y su ajuste lineal, la pendiente coincide con la dimensién del patrén
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Figura 5.5: A: Patrén de dimensién D = 1,46(2) y area N, = 614. B: Patrén de dimensién D = 1,60(2) y drea
Ny = 614. C: Patrén de dimensién D = 1,75(2) y area Ny = 614.

En resumen, podemos generar un patron con dimensién aproximada D y N, cantidad de adherentes, siem-
pre que se cumplan las ecuaciones E 5.15 y E 5.19. En el Apéndice C se puede ver un esquema del algoritmo
que genera estos patrones. En la figura 5.4 se muestra un ejemplo de un patrén fractal con dimension y area
definida, la grilla permite verificar los valores de Ny =3 y N, = 6.

Debido a que los nimeros N;. deben ser enteros, siempre hay un pequefio error en la dimensién del patrén.
El error en las dimensiones fractales calculadas en este trabajo no es mayor a 0,02.

La figura 5.5 muestra patrones de igual area y diferente dimension. Se puede observar que para dimensio-
nes altas (cercanas a D,,,,), el patrén es compacto, mientras que para dimensiones bajas (cercanas a D,,;,,), el
patrén es disperso. En cierto modo, la dimensidn de patrén puede modelar el grado de sesgo a la exposicion
selectiva de los adherentes a cierta posicion.

Los patrones fractales de este tipo, y su caracterizacion entrépica fueron estudiados extensivamente en
diversos trabajos de sociofisica [33-37].

Para construir la condicion inicial jerarquicamente estructurada, simplemente consideramos el mapa ideo-
16gico constituido por dos patrones distintos, correspondientes a cada posicién (Celeste y Amarilla). Los pa-
trones tendrdn su respectiva drea, o cantidad de adherentes Né‘m y NOC ¢, que podrian en principio ser distintas,
sin embargo, si consideramos condiciones iniciales con igual adherencia, N, estd determinado por la apatia
A, pues:

N(1-A)

2

Ademas cada patrén tendra su respectiva dimensién Dy, v Dc,.. La figura 5.6 muestra ejemplos de estas

Am __ p7Ce _
NO _NO -
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condiciones iniciales.

C

Figura 5.6: Condiciones iniciales estructuradas para una apatia A = 0,70. Las areas de cada posicién son
iguales, con valor Ny = 614. A: D,,, = 1,55(2), D¢, = 1,55(2). B: Dy, = 1,65(2), D¢, = 1,50(2). A: Dy, =
1,75(2), D¢, = 1,46(2).

5.4. Respuesta del Sistema en Funcion de la Dimension

Cuando la condicién inicial estd estructurada jerdrquicamente, el sistema tiene una evolucién temporal
mads dindmica que en el caso aleatorio, incluso para apatias altas. La figura 5.7 muestra la evolucién de una
condicién inicial estructurada particular. Una caracteristica fundamental de este tipo de condiciones iniciales,
es que proveen una conectividad alta entre agentes incluso para apatias altas, lo que permite la aparicion
de la posicién Verde. Este comportamiento es muy distinto al caso de condiciones iniciales aleatorias, que se
discuti6 en la seccién 3.3. En ese caso, la probabilidad de ganar de la posicién Verde se anula (ver figura 3.1).

Figura 5.7: Evolucién del mapa ideoldgico. A: Condicién inicial estructurada para una apatia A = 0,70. Las
dreas y dimensiones de cada posicién son iguales, con valor Ny = 614 y D,,, = D, = 1,55(2). B: Mapa
ideoldgico, luego de 5 x 10° iteraciones. Se observa la presencia de la posicién verde.
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Figura 5.8: Probabilidad de ganar para cada posicién en funcién de la dimensién inicial. En cada punto N, =
614 (A=0,7) y Dy, = D¢, +0,1, se muestra en el eje de las abscisas la dimensién media D,, = (D,,,, + D¢.)/2.
Cada punto es el resultado de promediar sobre 200 realizaciones, las curvas sélo son guias y no son ajustes.

En la figura 5.8 se observa la probabilidad de ganar de las tres posiciones en funcién de la dimensién de
los patrones estructurados iniciales, para una apatia A = 0,70. La cantidad de adherentes iniciales es igual
para ambas posiciones, es decir Né‘m = Noce = 614. En cada punto, la dimension correspondiente al patrén
inicial de la posiciéon Amarilla es ligeramente mayor que para el patrdn inicial de la posicion Celeste, mas
especificamente: D,,, = D, + 0,1.

Se observa que la probabilidad de ganar de la posicién Verde no se anula para este tipo de condiciones
estructuradas, de hecho es comparable a la probabilidad de ganar de las otras posiciones. Esto se debe a que la
estructura en las condiciones iniciales le otorga al mapa ideolégico una topologia con muchas mas conexiones
entre sitios activos que permite la formacion de la posicién Verde, incluso considerando que la apatia es alta
(comparar con la figura 3.1).

A pesar de que la dimensioén inicial de la posiciéon Amarilla es mayor que la dimensién de la posicién
Celeste, no se encontrd una diferencia significativa en la probabilidad de ganar para la posicién de mayor
dimension. Esto estd en desacuerdo con los resultados de Gaudiano et. al (2019) [20] en donde se encuentra
una mayor probabilidad de ganar para la posiciéon mas estructurada. El origen de esta discrepancia podria
estar en la implementacién de la simulacién. En particular, podria deberse a una diferencia en la generaciéon
de los patrones fractales, o en la implementacion de la interaccién a segundos vecinos del modelo de Sznajd.

Es poco probable que el origen esté en la generacion de los patrones fractales. De hecho con el mismo
procedimiento descrito en el Apéndice C, se pudieron verificar varios resultados mencionados en Gaudiano et.
al (2022) [37], en el cual, también se estudiaron condiciones iniciales estructuradas pero para el modelo de
Segregacién Social de Schelling. Por lo tanto, la diferencia probablemente se encuentre en la implementacién
de la interaccién en el Modelo de Sznajd. Aun asi, se pudieron replicar los resultados en condiciones iniciales
aleatorias, por lo que la diferencia debe ser muy sutil.

Sin embargo, la emergencia de la posiciéon Verde en el régimen de apatias altas, debido a las condiciones
iniciales estructuradas, es un resultado que coincide con este trabajo previo.
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Figura 5.9: Probabilidad de ganar para cada posicién en funcién de la dimensién inicial para un porcentaje
inicial Celeste del 40% y 60 % Amarillo (A = 0,7). En cada punto Dy, = D¢, + 0,1, se muestra en el eje de
las abscisas la dimensién media D,, = (D4, + D¢.)/2. Cada punto es el resultado de promediar sobre 200
realizaciones, las curvas s6lo son guias y no son ajustes.

También se estudid el caso en el que la adhesién inicial de la posicién Celeste y Amarilla no es igual. La
figura 5.9 muestra la probabilidad de ganar de las tres posiciones en funcién de la dimensién de los patrones
estructurados iniciales, para una apatia A = 0,70. La cantidad de adherentes iniciales son N(‘)“m =737y
N(fe = 491, lo que equivale a adhesiones de n,,, = 0,6 y n;, = 0,4 respectivamente. En cada punto, la
dimension correspondiente al patrén inicial de la posicién Amarilla es ligeramente mayor que para el patrén
inicial de la posicién Celeste, mas especificamente: Dy,, = D¢, + 0,1.

Se observa una mayor probabilidad de ganar para la posiciéon Amarilla, y una menor probabilidad de ganar
para la posicién Celeste, que en la figura 5.8. Esto es esperable dado a que una mayor adhesion es una ventaja
clara para una posicién. Sin embargo, si comparamos con el caso de condiciones iniciales aleatorias, vemos
que la ventaja no tiene un impacto tan grande para condiciones iniciales estructuradas.

Para condiciones iniciales aleatorias, y una apatia A = 0,70, la diferencia de adhesién n,,, = 0,6 y nc, = 0,4
provoca que la posiciéon Amarilla gane casi siempre (ver figura 3.9). En las mismas condiciones pero con
condiciones iniciales estructuradas, éste ya no es el caso, la probabilidad de ganar de la posicién Celeste
disminuye, pero esta lejos de ser nula.

Una vez mads, esto se debe a que, en el régimen de altas apatias, la dindmica en el caso aleatorio esta
practicamente congelada, por lo que una ventaja inicial, puede determinar el estado final facilmente. Por su
parte en las condiciones iniciales estructuradas, la dindmica es rica en interacciones entre agentes, por lo que
el estado estacionario no esta tan directamente condicionado por la condicién inicial.

Debido a esto, se considera que, en general, las condiciones iniciales estructuradas son mas realistas y mas
apropiadas para el modelado de la dinamica de opiniones en este régimen.
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6. Modelo Teorico: Ecuacion Maestra

El estado de la matriz de posiciones ideoldgicas M al tiempo t + At depende solamente del estado que
tenia al tiempo t, y no de tiempos anteriores, lo cual hace que la ley de interaccién propuesta por el modelo
(en la seccion 2.2) sea un Proceso de Markov.

Un proceso de Markov es un tipo de proceso estocdstico que cumple con la propiedad de dependencia
del futuro solamente del presente. En otras palabras, la probabilidad de que el sistema se encuentre en un
estado determinado en el futuro solo depende del estado actual y no del historial previo del sistema. Por
lo tanto, el modelo admite una ecuacién maestra, que describe la evolucién temporal de la probabilidad de
que un sistema se encuentre en un estado determinado en cualquier momento dado. Es importante destacar
que para que un proceso sea descrito por una Ecuacién Maestra, debe ser un proceso de Markov, es decir, la
probabilidad futura del sistema debe depender inicamente del estado actual y no de su historial previo [38].

6.1. Derivacion

En cada paso temporal At se aplican las siguientes reglas:

= Se elige un sitio activo al azar i.%

= Se elige un segundo sitio j, del conjunto de segundos vecinos activos de i.
= Se asigna la posicion del sitio j al sitio i

Partiendo de estas reglas, consideremos la probabilidad de que un sitio i tenga la posicién Amarilla al tiempo
t, P(M; = Am)[t] la cual denotamos por simplicidad como PiAm(t).

El cambio de esta probabilidad APl.Am en un paso temporal dado se da s6lo por dos motivos: si el sitio i
tiene la posicidén Celeste y un segundo vecino j tiene la posiciéon Amarilla y ambos son seleccionados por las
reglas de interaccidn, o similarmente si el sitio i tiene la posicién Amarilla y un segundo vecino j tiene la
posicion Celeste y ambos son seleccionados por las reglas de interaccién.

Sean y(i) el conjunto de segundos vecinos del sitio i, v7,(i) el conjunto de segundos vecinos activos del sitio i
y N, la cantidad de sitios activos.

La probabilidad de elegir el sitio i al azar es 1/N,, y la probabilidad de elegir el sitio j de entre sus segundos
vecinos al azar es 1/|y,(i)|. Entonces la ecuacién maestra es:

11
APY" = T > P(M;=Am,M;=Ce)— »_ P(M;=Ce,M; =Am) (E 6.20)
o @I, E70 =0)

Donde P(M; = Am, M; = Ce) es la probabilidad conjunta de que el sitio j tenga la posicién Amarilla y el
sitio i tenga la posicion Celeste. El segundo término es negativo porque reduce la probabilidad de que el sitio
i tenga la posicion Amarilla.

6.2. Aproximacion de Campo Medio

Si consideramos apatias bajas (A < 1) distribuidas aleatoriamente, entonces podemos realizar las siguien-
tes aproximaciones:

N, ~ (1—AN (E 6.21)
Iy~ (1 =A)y(@)|=(1-A)8 (E 6.22)
PIEICENDY (E 6.23)

ISAO) jer(@)

Donde N = L2, es la cantidad total de sitios. Ademds usamos la aproximacién:

P(M; = Am,M; = Ce) = P(M; = Am)P(M; = Ce) = P]Ampfe = pJAm(1 —PAm)

o e (E 6.24)
P(M; = Ce, M; =Am) = P(M; = Ce)P(M; = Am) = PC*P/™ = (1 — PAm)pim

8Los sitios en el mapa logistico tienen dos coordenadas (m, n), pero para mejorar la claridad denotamos el sitio i como el i-ésimo sitio
para algun ordenamiento del conjunto de los sitios activos.
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Con estas aproximaciones y manipulacion algebraica, la ecuacién E 6.20 queda:

1 1 1
AP = — —pAm 4 — pam E 6.25
i T N(1-A4) ( i g Z j ( )
jer(®)
Y por definicién del tiempo de Monte Carlo At = 1/N, obtenemos la aproximacion a la ecuacién maestra:
pam— L [ _pam 1 > pim (E 6.26)
Coa-al 8 '

La ecuacion E 6.26 puede ser interpretada de varias formas. Podemos definir una especie de promedio
sobre los segundos vecinos de i:
1
Am\ — = Am
REFDW

jer@

Entonces:

b= o iA) (=pAm 4 (pAm)) (E 6.27)

Con lo cual es claro que en el estado estacionario se debe cumplir:

Am _ /pA

Otra forma de ver la ecuacién E 6.26 es considerar la definicién del operador laplaciano en una grilla
cuadrada bidimensional:

9, _ 1
Vfi=—fi+zrzfj (E 6.28)
JEr(i)

Donde I'(i) es el conjunto de primeros vecinos de i.
En nuestro caso, definimos un operador equivalente para segundos vecinos.

- 1
V2 =—f + 5 > (E 6.29)
jer@@)
Con esta definicién obtenemos: 1
pAm __ =2 pAm
b= VR (E 6.30)

Una ecuacion difusiva para la probabilidad, con coeficiente de difusién 1/(1 —A)
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6.3. Comprobaciéon Numérica

Para comprobar la ecuacién E 6.30 consideramos una condicién inicial que consiste de un circulo en el
centro del mapa ideoldgico, dentro del cual la posicion es Celeste. Fuera del circulo, la posicion es Amarilla.
Ademas consideramos la apatia aleatoriamente.

Definimos el radio del circulo:

r =méx{ J—L/22+(—L/2)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Probabilidad de Sitio Amarillo

Figura 6.1: Probabilidad de encontrar un sitio Amarillo a distintos tiempos de evolucién, para apatia nula.
A:t=0.B: t =1.C: t =5. Promedio sobre 600 realizaciones

El radio inicial es r = 8. Al evolucionar la condicidn inicial, en general el radio aumenta. Podemos en-
contrar la probabilidad de encontrar un sitio Amarillo PA™(t) promediando sobre muchas realizaciones. La
figura 6.1 muestra esta probabilidad a distintos tiempos (tiempo de Monte Carlo), la cual muestra un com-
portamiento difusivo esperado: un flujo de probabilidad desde los sitios donde es alta hacia sitios donde es
baja.

220
— MSD(t), A=0.0
— MSD(t), A=0.1
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Figura 6.2: Desplazamiento cuadratico medio en funcién del tiempo, para dos valores de apatia bajos. Pen-
diente para apatia nula: 19,40(9), pendiente para apatia 0,1: 20,0(1).
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El desplazamiento cuadratico medio (MSD por sus siglas en inglés) (r2(t)) crece linealmente con el tiempo
en procesos difusivos. En la figura 6.2 se observa que el MSD tiene una dependencia lineal con el tiempo,
para apatias A=0,0yA=0,1.

Se realizaron ajustes lineales, con lo que se obtuvieron las pendientes 19,40(9) y 20,0(1) respectivamente.
Estas pendientes tienen una relacién con el coeficiente de difusién D. La relacién usual es (r?(t)) = 4Dt. Sin
embargo esto no se cumple, porque la ecuacién E 6.30 no es exactamente una ecuacion de difusién, sino que
es una ecuacion de comportamiento similar, pero que no tiene el operador laplaciano (ecuacién E 6.28).

Sin embargo, se observa que la pendiente decrece con la apatia, lo cual es esperable debido a la depen-
dencia del coeficiente de difusiéon D(A) = 1/(1 —A).

La determinacion de la relacién entre el MSD vy el coeficiente de difusién D, y la comprobacién precisa
de la dependencia del coeficiente de difusion con la apatia son temas de estudio que quedaran a futuro y no
fueron abordados en este trabajo.
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Conclusiones

En este trabajo se estudi6 la modelizacién de la dindmica de opinién de una poblacién, con la aplica-
cién de formalismos y técnicas provenientes de la fisica y la matematica, para ayudar a establecer algunas
caracteristicas fundamentales de este proceso complejo.

Se utilizé una generalizacién a un modelo de formacién de opinién ampliamente establecido en la litera-
tura cientifica [5, 10, 17, 19, 23, 24], el modelo de Sznajd, cuya interaccién modela la forma en la que, en
una sociedad, se debaten dos posiciones ideoldgicas. Inicialmente propuesto para una cadena unidimensional
de agentes [18], se generalizé el modelo a dos dimensiones. Ademds se propuso también la adicién de una
fraccién de individuos neutrales al debate.

Esto da lugar a un espacio de configuracién, denominado mapa ideoldgico, en el que se distribuyen las
opiniones. Este mapa fue considerado como una grilla cuadrada, en donde inicialmente, cada celda del mapa
representa la opinién o posicién ideoldgica asociada a un agente. Se supuso, ademads, que inicialmente ha-
bia dos ideas activas y una neutral. Se verificé que de la dindmica del modelo emerge una tercera posicion
ideoldgica. Esta respuesta se debe principalmente a la interaccién a segundos vecinos del modelo.

Ademas, se estudié cémo las condiciones iniciales afectan la respuesta que puede dar el sistema. Se han
propuesto dos tipos de condiciones iniciales, las condiciones iniciales aleatorias y las condiciones iniciales
estructuradas.

Se mostré y estudid el caso en el que las condiciones iniciales son aleatorias y la adhesién de ambas
posiciones es igual. Se replicaron los resultados encontrados por Gaudiano et. al (2019) [20], referidos a la
probabilidad de ganar de cada posicion. Existe una transicion de fase correspondiente a un reacomodamiento
topoldgico de la red que impide la formacion de la tercera posicion, y se determinaron dos regimenes, uno de
bajas apatias y otro de altas apatias. Se realizé ademads, un anélisis extensivo de la adhesién de cada posicién,
mostrando que la posicién ganadora, domina el mapa ideoldgico en el régimen de baja apatia, mientras que
en el régimen de alta apatia ambas posiciones coexisten con adhesiones comparables.

Se generalizé ademads para adhesiones iniciales distintas, en el cual se encontrd que la emergencia de la
tercera posicion también es susceptible a estas adhesiones iniciales. En particular, la probabilidad de ganar
de esta posicion es maxima cuando las adhesiones iniciales de las otras dos posiciones son iguales.

Se estudid el caso de condiciones iniciales estructuradas en la cual el régimen de alta apatia cambia
completamente, permitiendo la emergencia de la tercera posicién. La transicion de fase desaparece, lo que
muestra como las condiciones topoldgicas iniciales provocan un serio reacomodamiento en la estructura de
la red. Esto replica parcialmente los resultados encontrados por Gaudiano et. al (2019) [20], sin embargo,
una diferencia es que no se encontr6 una ventaja significativa para la posicién mas estructurada.

Se estudié también, el sistema desde la complejidad estadistica, utilizando las distribuciones de proba-
bilidad de un pardmetro importante en la eleccidn, que indica por cudnto gana el primer lugar respecto al
segundo lugar. A partir del cambio de comportamiento de las distribuciones se puede inferir la transiciéon de
fase. Ademas, esto condujo a la implementacion de otra técnica de estudio, el plano complejidad-entropia, y
las distancias entre distribuciones. Se confirmé que la maxima complejidad tiene lugar alrededor de la tran-
sicién de fase. Por lo tanto, la transicién de fase puede ser el resultado de un fuerte cambio en la topologia
de la red y también de la consecuencia en la complejidad propia que desarrolla el sistema.

Por ultimo, se propuso un modelo tedrico para explicar la dindmica del sistema. Este modelo se basé
en la construcciéon de una ecuacién maestra y usando aproximaciones de campo medio, se encontrd que la
probabilidad de que un sitio dado tenga una dada opinién fluye siguiendo una ley de difusién.
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Trabajos Futuros

El trabajo realizado, por un lado representa una revision, validacién y generalizacién de trabajos anteriores
[20, 36]. Por otro lado, las hipdtesis impuestas y resultados obtenidos pueden dar lugar a nuevas lineas de
investigacion.

En cuanto al modelo:

= En este trabajo sélo se considera la geometria del mapa ideolégico como una grilla cuadrada simple. Un
paso natural seria generalizar esta geometria a redes complejas y estudiar su impacto en los resultados.

» La interaccién proporcionada por el modelo es siempre de la misma manera y no evoluciona con el
tiempo. Es asi que aqui se abren diferentes modelos y situaciones a tener en cuenta. Por ejemplo, consi-
derar interacciones a primeros y a segundos vecinos, o considerar que los neutrales pueden interactuar
con los activos y por lo tanto cambiar su apatia. Del mismo modo, un activo puede cambiar de opinién
y pasar a ser neutro. En otras palabras, hacer que la apatia deje de ser un parametro constante y se
transforme en una variable.

= Hasta el momento solo se ha considerado la interaccién entre individuos para el cambio de opinién
del sistema, pero existen entidades externas al sistema que pueden influenciarlo, como la propaganda,
los medios masivos de comunicacidon y las redes sociales. Estas influencias son caracteristicas por tener
largo alcance y se podria considerar modelarlas.

En cuanto a los resultados:

= Calcular los exponentes criticos caracteristicos de la transicion de fase, encontrando asi la clase de
universalidad del modelo.

= Realizar un analisis de adhesidn en el caso en que las condiciones iniciales son estructuradas.

» Estudiar mas observables y su complejidad estadistica para determinar bajo qué condiciones el sistema
muestra mayor correlacion y estructura interna.

= Encontrar una relacion entre el desplazamiento cuadratico medio y el coeficiente de difusién, en el
contexto de la aproximacién de campo medio del modelo.
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A. Apéndice: Detalles de la Implementacion

La implementacién numérica del modelo de Sznajd tiene detalles de ejecucién o desarrollo, que pue-
den ser de importancia si uno desea reproducirlo. En particular, se tomaron criterios a la hora de definir la
convergencia y el conteo de adherentes a cada posicion.

En general, uno define el estado estacionario a partir de la convergencia de los observables a un valor
constante. En nuestro caso, el mismo mapa ideoldgico converge a un estado estacionario, que deja de evolu-
cionar en el tiempo. Para condiciones iniciales aleatorias, se utiliza el siguiente criterio para afirmar que se
lleg6 al estado estacionario:

Sea la matriz de posiciones ideolégicas M a un tiempo determinado t, y a otro tiempo, posterior, t'°,
entonces se define el cambio C en At =t’—t como:

can=>c;

i,j

Con:
o = 1 My;(t) # M;(t)
Y 0 M;(t) =Mij(t/)

Se define ademds un umbral { tal que si C(At) < ¢, entonces afirmamos haber llegado al estado estacio-
nario. Es decir, requerimos que se realicen menos cambios al mapa ideolégico que los tolerados, en el dltimo
intervalo de tiempo At.

Como ejemplo, para el sistema de tamafio L = 64y condiciones iniciales aleatorias, se utilizaron los valores
At = 0,1 (400 iteraciones), ¢ = 3. Sin embargo estos valores deben ser ajustados para distintos tamafios del
sistema. Cabe destacar que este criterio de convergencia no se utiliz6 para condiciones iniciales estructuradas.

En el caso de condiciones iniciales estructuradas, se construye una lista con todos los agentes M;; activos
que pueden evolucionar con una iteracion de Sznajd. Es decir que tienen al menos un segundo vecino activo
con opinioén distinta. Luego de realizar una iteracidn, se actualiza esta lista. Se considera que se llegé al estado
estacionario cuando la cantidad de elementos en esta lista es menor que una cantidad umbral &.

El conteo de adherentes a cada posicién tampoco es trivial. La posicion Verde esta presente sélo a través
de un patrdn sobre la red, es decir que si bien la matriz M sélo posee dos valores (activos) posibles, no es
correcto asociarlos de manera directa a las dos posiciones: Amarillo y Celeste.

Hay diversos criterios para contabilizar la adherencia de la posicién Verde. Varios fueron considerados,
y los resultados difieren s6lo levemente. El criterio con el que se muestran todos los resultados del presente
trabajo es el siguiente:

M;; serd considerado Verde si tiene 2 0 menos primeros vecinos apdticos, y los que son activos tienen un
valor distinto, es decir, M;; # M,,, (m,n) € T, (i, j) (el conjunto de primeros vecinos activos del sitio (i, j)).
De lo contrario, serd considerado Amarillo o Celeste dependiendo del valor de M;;.

En la practica uno comprueba si se cumple la condicién cada cierto ntimero de iteraciones realizadas.
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B. Apéndice: Consecuencias del Colapso de las
Curvas

Para un dado tamario del sistema L, se encontré una curva de probabilidad de ganar de la posicion Verde
P en funcién de la apatia A, la cual fue ajustada por una funcion:

Po—P1
1+ (A/Acrit)q
Donde p, es el limite para A — 1, p, es el limite para A — 0, que para el caso de la posicién Verde son p, = 0,5
y p; = 0. A, es la apatia critica (donde la funcién tiene pendiente méxima), g estd asociado al valor de la
pendiente maxima, es decir que tan bruscamente cambia la funcién en la apatia critica. Cabe notar que cada
curva tiene su valor de apatia critica, pero todas son muy similares.

Para cada valor del tamafio L obtenemos una curva de probabilidad de ganar distinta, por lo que tiene
dependencia con L. Sea A* = A—A,,;, entonces la probabilidad es funcién de estas dos variables:

P(A)=p; +

P=P(A% L) (E B.31)

Si en lugar de graficar P vs A*, graficamos P vs A* L® con un valor de s = 0,78, todas las curvas colapsan en
una sola. Esto indica que P es funcién de A* y L a través del producto:

P(A*,L) =P (A*L*) = f(a) (E B.32)

Para una funcién f de una sola variable: a = A*L*, entonces estamos graficando los pares (a, f (a)) y se perdi6
cualquier dependencia explicita con el tamafio. Derivando la ecuacién E B.32:

ap * sp/ 7S s/

E(A,L)ZLP(AL)EL)‘(OL) (E B.33)

Como consecuencia, graficar L™° 5 f; vs A*L* deberia colapsar las derivadas, dado que:

Lﬂ% @A, L)=L""Lf'(a) = f'(a) (EB.34)

Una vez maés la dependencia explicita con L se pierde, porque estamos graficando los pares (a, f'(a)).

—=10

—-12

+ m & F 4

0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75
Apatia

Figura B.1: Derivadas de las curvas de probabilidad de ganar de la posicién verde en funcién de la apatia
para distintos tamafios del sistema. Cada punto se promedi6 sobre 2000 realizaciones.
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Figura B.2: Colapso de las curvas derivadas de la figura anterior: L™° g /i vs A*LS.

Efectivamente, la figura B.2 muestra que las derivadas colapsan en el grafico L™° g Ii vs A*L®. Esto quiere

decir que cuando L crece, la derivada de la curva respecto a la apatia también crece.

De hecho, de la ecuacién E B.33 se puede ver que la derivada crece con el tamafio proporcionalmente a
L*, y el ancho caracteristico (FWHM) de la curva derivada decrece con el tamafio proporcionalmente a L™°.
Simplemente hay que reconstruir la derivada que explicitamente depende del tamafio a partir de la funcién

I

op

(A*, %) (a, L f'(aL?)) (E B.35)

El valor maximo de la derivada (valor absoluto) para cualquier tamafio es: f'(0)L* ~ 0,31 L%78
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C. Apéndice: Algoritmo de Generacion de Patro-
nes Fractales

El mapa ideoldgico se representa como una matriz M de tamafo L x L, la cual inicializamos en cero. Para
construir un patrén de dimensién D y drea A (que cumplan la ecuacién E 5.19) se debe cumplir:

N, ~A27KD (E C.36)

Donde N, es un arreglo de niimeros enteros de largo m = |log,(L/2)] que indica la cantidad de celdas ocupadas
de tamafio k de la matriz M.
Una celda de tamafio k es una sub-matriz de dimensiones k x k de M, y esta ocupada, si tiene al menos un
elemento no nulo (en nuestro caso, de valor igual a 1).

Para generar estos numeros, consideramos una tolerancia o error en la dimension &, y seguimos los si-
guientes pasos:

= Se genera N, a partir de la parte entera una distribucién de Poisson con pardmetro A =A 277,

= Se confirma que este arreglo cumple N; < N;_; < 4 Ny (y en particular 1 < N,, < 4). De lo contrario,
se vuelven a generar hasta que se satisfaga esta condicién.

= Se calcula la pendiente D’ de la recta —log,(N;) vs k. Si se cumple que estd dentro del error, es decir
|D’—D| < &, entonces se contintia con el algoritmo. De lo contrario, se vuelve a generar el arreglo hasta
que se satisfaga esta condicion.

Una vez generado este arreglo, procedemos a llenar la matriz M con elementos iguales a 1 que forman
el patrén. Para esto construimos una lista con todos elementos de la matriz y un contador R, y repetimos el
siguiente proceso hasta que el contador R llega a poner A puntos o fallar en construir el patrén:

= Se elije un elemento (i, j) al azar de la lista. El elemento se remueve de la lista.

= Vamos a proponer cambiar el valor de la matriz en este sitio a 1, es decir M;; = 1. Se realiza dicho
cambio.

= Calculamos los nimeros de ocupacién S, actuales de la matriz. Para esto debemos descomponer M
sub-matrices de tamafio k x k y determinar cudntas tienen algtn elemento no nulo.

= SiS, > N, para algun k, entonces revertimos el cambio, de lo contrario lo conservamos y aumentamos
el valor del contador R=R+ 1.

= Detenemos el proceso cuando colocamos todos los puntos, es decir, R = A

Al completar el proceso obtenemos un patron fractal que cumple que posee ntimeros de ocupacion N, (en
particular N, = A) y por lo tanto tiene dimensidn fractal D’ que difiere de la dimensién propuesta D a lo sumo
en €.

Si en su lugar, se recorren todos los elementos de la lista y atin no se obtiene el patrén, entonces se debe
empezar el proceso de llenado de la matriz desde cero.

Para generar dos patrones fractales de dos dimensiones D; y D, a la vez, usamos un proceso similar. Donde
generamos dos arreglos Ny; y Ny, independientemente, y luego el proceso de llenado de la matriz es similar,
pero se debe tener en cuenta dos valores de llenado (por ejemplo M;; =1y M;; = 2). Ademas se debe tener
dos contadores independientes, y hay que ser cuidadoso de no sobreescribir elementos de una patrén para
generar el otro.
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