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Abstract

In this work we develop algorithms to decide definability of relations
over finite families of finite first order structures. We present algorithms
for the following kinds of formulas: open, positive open, existential,
positive existential and without restrictions. The starting point to these
algorithms is a series of theoretical results characterizing definability in
terms of preservation of morphisms. We also present procedures to
generate the algebras of definable relations for each of the above listed
formats.

Additionally, we introduce a package for SageMath, Definability, where
the algorithms are implemented. The testing of this package inspired a
theorem characterizing the binary relations definable by positive exis-
tential formulas over distributive lattices.

Classification: F.4.1 - Model theory.

Keywords: Finite model theory, definability, relations, algo-
rithms, morphisms, fragments of first order.

Resumen

En este trabajo desarrollamos algoritmos para decidir definibilidad de
relaciones sobre familias finitas de estructuras finitas de primer orden.
Presentamos algoritmos para los siguientes tipos de férmulas: abiertas,
abiertas positivas, existenciales, existenciales positivas y formulas sin
restricciones. El punto de partida para estos algoritmos es una serie
de resultados tedricos que caracterizan la definibilidad en términos de
la preservacién de morfismos. Presentamos ademaés procedimientos pa-
ra generar las algebras de relaciones definibles en los formatos arriba
enumerados.

Adicionalmente, introducimos el paquete Definability desarrollado pa-
ra SageMath, en el cual se implementan los algoritmos desarrollados.
Las pruebas de este paquete inspiraron un teorema que caracteriza las
relaciones binarias definibles por existenciales positivas en reticulados
distributivos.

Clasificaciéon: F.4.1 - Model theory.

Palabras clave: Teoria de modelos finitos, definibilidad, relacio-
nes, algoritmos, morfismos, fragmentos de primer orden.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Al definir un objeto entre otros es fundamental la capacidad expresiva del
lenguaje con el que contamos. Para ilustrar la idea, veamos el siguiente esquema
con figuras geométricas. Cada figura tiene una forma y una ubicacién propia.

/\

O

O

Figura 1.1.1: Figuras geométricas

Supongamos que queremos definir el circulo. Para lograrlo necesitamos una
propiedad que solo se cumpla en él. Un ejemplo trivial podria ser «Soy un
circuloy. Es claro que esta oracién solo se cumple cuando ponemos como hablante
al circulo. Esto seria haber definido al circulo en nuestro dibujo.

El problema se vuelve mas interesante si restringimos un poco el lenguaje.
Supongamos ahora que queremos definir al circulo, pero ya no podemos usar
los nombres de las figuras geométricas. Tenemos la alternativa de definirlo como
«Soy el que estd a la izquierda de todos los demésy y todavia podemos afirmar
que efectivamente la oracion es solo verdad cuando el circulo es quién la dice.

Ahora restrinjamos aun mas el lenguaje, esta vez utilizando solo expresiones
del tipo «estd arriba o a la misma altura que» y «estd abajo o a la misma altura
quey. Es facil definir al triangulo como «Tengo a todos abajo o a la misma altura
que yo» y también al hexdgono como «Tengo a todos arriba o a la misma altura

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

que yo».

Pero si intentamos definir el circulo, esta vez nuestro lenguaje ha perdido la
capacidad de distinguir entre derecha e izquierda. Todo lo que podemos decir
sobre él es que «Tengo alguien arriba o a la misma altura que yo, que no soy yo
y tengo alguien abajo o a la misma altura que yo, que yo soy yo». Finalmente
estamos ante un problema, ya que el cuadrado cumple esa misma propiedad.
Ahora ya no podemos definir al circulo, ya que todo lo que podemos decir de él
en nuestro nuevo lenguaje, lo cumple también el cuadrado.

Esto se debe a que reflejar nuestro dibujo como en la figura siguiente, man-
tiene el orden respecto de quién estaba abajo de quién (i.e preserva las propie-
dades expresables en nuestro lenguaje), pero invierte derecha e izquierda. Esto
representa un automorfismo de nuestro dibujo, que en particular, no preserva

la ubicacién del circulo.

O

O

Figura 1.1.2: Figuras geométricas reflejadas

Es interesante notar que en cambio, para aquellas figuras geométricas sobre
las que si se preserva la ubicacion, pudimos encontrar definiciones a pesar de lo
restringido de nuestro lenguaje.

1.2. El problema

El problema sobre el que trabajamos, no trata sobre decidir definibilidad en
el lenguaje natural sino en el lenguaje formal llamado Légica de Primer Orden.
Sean £ un lenguaje de primer orden y K una clase de L-estructuras. Dado
un simbolo de relacion n-ario R € £ diremos que la formula ¢ (21, ..., x,) define
a Ren I si
KEVYZ R(Z) + ¢ (T).

El problema computacional estudiado en esta monografia es el siguiente.
Problema 1. Dados:

= £ un lenguaje de primer orden finito,

= /C un conjunto finito de estructuras finitas de L,

= R € L un simbolo de relacion, y
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» ¥ uno de los siguientes subconjuntos de £ — { R}-formulas:

e abiertas,

e abiertas positivas,

e existenciales,

e existenciales positivas,

e formulas sin restricciones

decidir si hay una férmula de ¥ que define a R en K.

La tipologia de este problema sugiere que su complejidad computacional
en el caso general serd muy elevada. Una solucién por «fuerza brutay requiere
la construcciéon de todas las relaciones Y-definibles en K para poder dar una
respuesta negativa. Nuestro enfoque es evitar este costo explotando propiedades
de preservaciéon que pueda tener el conjunto X.

En el trabajo [Campercholi y Vaggione 2015| se presentan condiciones se-
ménticas equivalentes a la existencia de una L-féormula ¢ (Z) que define a R
en K, donde ¢ pertenece a un fragmento de primer orden especifico, como las
formulas abiertas, las abiertas positivas, las existenciales, etc.

Por ejemplo, en el caso de la definibilidad por una férmula abierta (i.e.,
formulas sin cuantificadores) el trabajo establece que (cf. Teorema dado £
un lenguaje de primer orden, R € £ un simbolo de relacién n-ario y A una
L-estructura finita, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una férmula abierta que define R en A.

2. Todo isomorfismo o : Ag — By con Ag y By £ — {R}-subestructuras de
A, preserva R (i.e. si (a1,...,a,) € R, entonces (o (a1),...,0(ay)) € R).

Al utilizar este resultado teorico, decidir definibilidad se convierte en un proble-
ma de busqueda y chequeo de morfismos entre estructuras, potencialmente més
tratable en su costo computacional.

1.2.1. Ejemplo

Consideremos en el reticulado 2 x 2 la relaciéon unaria P = {2,3} repre-
sentada en el siguiente diagrama. ;Es P definible por una formula abierta en
2 x 27

Figura 1.2.1: Reticulado 2 x 2 con una relacién unaria P
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Notar que entre el subreticulado con universo {1} y el subreticulado con
universo {2} hay un isomorfismo o que no preserva R, ya que 1 € R pero
o (1) =2 ¢ R. Alaluz del resultado mencionado anteriormente esto nos permite
asegurar que no existe una férmula abierta (del lenguaje de los reticulados) que
defina la relacién P en 2 x 2.

1.3. La solucion desarrollada

En vista de lo expuesto anteriormente nuestro enfoque consiste en cambiar
el costo computacional de construir las relaciones definibles sobre una clase
de estructuras por el costo de computar una familia adecuada de morfismos
y verificar que estos preservan la relacion a definir. Sin dudas el mayor peso
computacional de este enfoque estd en encontrar la familia de morfismos. Por
esta razén nuestra investigacion se centrd en estudiar el problema de cémo
reducir el ntmero de morfismos a construir. Los resultados obtenidos en esta
direccion, como los Teoremas 2§ y [B1] se basan en encontrar un subconjunto
generador de la familia de morfismos a calcular.

Otra caracteristica importante de los algoritmos desarrollados, en este caso
en relaciéon a su implementacién, es que la construccion de morfismos se lleva a
cabo como una instancia del Constraint Satisfaction Problem (CSP) (ver, e.g.,
[Russell y Norvig 2010, Capitulo 6]). Esto nos permite usufructuar la eficiencia
alcanzada por los resolvedores de CSP, y hace muy promisoria la especializaciéon
del Problema [I] a clases de estructuras en las cuales el CSP para cémputo de
morfismos estd bien condicionado como explicamos en la Seccion (6.2

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo [2| se prueban algunos lemas fundamentales para luego pro-
bar los teoremas de definibilidad de relaciones por férmulas de primer orden,
abiertas, abiertas positivas, existenciales, existenciales positivas, conjuncién de
atémicas y formulas primitivas positivas.

En el Capitulo[3] se encuentran los algoritmos para chequeo de definibilidad
y los resultados tedricos que fundamentan sobre el subconjunto de morfismos
que genera por composicién a todo el conjunto de morfismos a chequear. Luego
de los algoritmos mostramos cémo modelizar la busqueda de homomorfismos
mediante un CSP, y finalizamos el capitulo con la generaciéon de subestructuras.

En el Capitulo [ presentamos los algoritmos para generar el élgebra de
relaciones definibles de una estructura. Luego mostramos algunos ejemplos me-
diante el uso de nuestro paquete Definability sobre reticulados. Finalizamos el
capitulo con un teorema que caracteriza las relaciones binarias definibles por
existenciales positivas en los reticulados distributivos, inspirado en los ejemplos
probados sobre el paquete.

En el Capitulo [5] presentamos nuestro paquete Definability para el software
matematico SageMath, documentando su instalacién y su uso.

En el Capitulo 6] se exponen nuestras conclusiones y las posibles continua-
ciones a este trabajo.



Capitulo 2

Teoremas de definibilidad

En este capitulo presentamos resultados que caracterizan la definibilidad, en
diferentes fragmentos de primer orden, de relaciones sobre familias de estructu-
ras. Estas caracterizaciones reducen la pregunta de si una relacién es definible a
la pregunta de si dicha relacién es preservada por una coleccién de morfismos que
depende del fragmento de primer orden considerado. Por ejemplo, (cf. Teorema
dados £ un lenguaje de primer orden, R € £ un simbolo de relacién n-ario
y A una L-estructura, entonces hay una férmula abierta que define R en A, sii
todo isomorfismo o : Ag — By donde A( y By son subestructuras en £ — {R}
de A, preserva R (i.e. si (a1,...,a,) € R, entonces (o (a1),...,0(ay)) € R).

Estos resultados, expuestos originalmente en [Campercholi y Vaggione [2015],
constituyen el punto de partida para nuestro estudio del chequeo computacional
de la definibilidad.

2.1. Preliminares

Presentamos a continuacién los resultados béasicos de teoria de modelos que
seran necesarios para demostrar los teoremas de definibilidad en la seccién si-
guiente. Si bien la intencion ha sido la de escribir un trabajo autocontenido,
suponemos que el lector esta familiarizado con los conceptos basicos de la logica
de primer orden y su teoria de modelos elemental. Textos clésicos de referencia
en estos temas son por ejemplo [Ebbinghaus, Flum y Thomas 1996] y [Hodges
1993].

Una formula es abierta si no tiene ocurrencias de V, 3. Es positiva si no tiene
ocurrencias de =, —, <». Una férmula es ezistencial si es de la forma 3z ¢ (Z, 3),
con ¢ (Z,y) una formula abierta, mientras que es ezistencial positiva si ¢ (Z,7)
es abierta y positiva. Una férmula es conjuncion de atomicas si es de la forma
©1(Z) A+ Ao, (T), donde cada @; es una L-formula atémica. Una férmula
es primitiva positiva si es de la forma 3% ¢ (Z,7), con ¢ (Z,y) conjuncion de
atomicas.

A continuacién introducimos dos nociones centrales del presente trabajo:
«definibilidady y «preservaciony.

Definicién 2. Sean £ un lenguaje de primer orden y X una clase de L-
estructuras. Si R € £ es un simbolo de relacién n-ario, diremos que la férmula

13



14 CAPITULO 2. TEOREMAS DE DEFINIBILIDAD

p(x1,...,2,) define a R en K si para todo A € K y todo ay,...,a, € A vale
que
(a1,...,a,) €E R® <= AFEg(a,...,a,).

Definicion 3. Sean £ un lenguaje de primer orden, R € £ un simbolo de
relacion n-ario y A, B dos L-estructuras. Diremos que una funcién f: A — B
preserva a R si para toda tupla (ai,...,a,) € A tenemos que si (aq,...,a,) €
RA implica que (f(ay),..., f(an)) € RB. Es decir, f es un homomorfismo de
(A,R*) en (B, RP).

Dado un conjunto de férmulas A, escribiremos A (Z) para anunciar que cada
una de las férmulas en A tiene sus variables libres contenidas en la tupla Z. Si
A es una estructura y @ es una tupla de elementos de A, escribiremos A F A [g]
cuando A E § [a] para cada 6 € A(ZT).

Dados £ C L’ lenguajes de primer orden y A una L’-estructura, usaremos
A para indicar el reducto de A al lenguaje £. Dada una clase de estructuras
IC, usaremos K, para indicar la clase formada por cada A, con A € K.Si A, B
son L-estructuras, escribimos A < B para expresar que A es subestructura de
B. Dada una estructura A y a = ay, ..., a, € A utilizaremos <d>A para denotar
la subestructura de A generada por a.

Definicién 4. Dos formulas « (Z) y 8 (Z) se dicen equivalentes sobre una familia
de estructuras K si para cada A € K y cada a de A vale que

AFalal <= AF3[al.

El siguiente teorema serd utilizado para demostrar todas las caracterizacio-
nes de definibilidad; es la herramienta que nos permitird transformar un dia-
grama infinitario (i.e el conjunto infinito de formulas que se satisfacen para una
tupla de elementos, que se definira formalmente méas adelante) en una formula.

Teorema 5. Sea K un conjunto finito de estructuras finitas. Hay un conjunto
finito de formulas ¥ (x1,...,x,) tal que para toda formula ¢ (T) hay o (T) €
Y (T) tal que p(T) y o (T) son equivalentes sobre KC.

Demostracion. Supongamos K = {A1,...,A,,}. Para un férmula ¢ (%) sea
[o (@) ={ac A [ArFpa} x - x{ac Ay | AnFolal}.

Notar que o(z) es equivalente () en K sii [p (7)]* = [1(z)]*. Luego el nimero
de clases de equivalencia es finito ya que esta acotado por |P(A} x --- x A™)]|.
O

Recordamos que una funciéon v : A — B es un embedding de A en B si y es
un isomorfismo de A en Im(v).

Lema 6 (Los embeddings preservan formulas abiertas). Sean A,B estructuras
yv:A— B una funcion. Son equivalentes:

1. v es un embedding de A en B.

2. Para toda formula abierta ¢ (Z) y para cada a de A vale que

AFylal & BF ply(a).
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Demostracion. 1=2) Sea v un embedding de A en B, sea ¢(z1,...,z,) una
formula abierta y @ € A™. Lo probaremos por induccion en las formulas. El
caso base es directo ya que los homomorfismos preservan términos y relaciones.
Veamos los casos inductivos:

Sea ¢(z) = —¢1(Z):
A F —pifa] sit A @i[a] sii B o1[y(a)] sii B F —p1[y(a)].
Sea p(7) = (p1109p2)(Z):

A (p1np2)[al sii A F pia] “n” A psfal
sit A F p1[v(a)] “n” B E ¢2[y(a)] sii BF (o1n¢2)[y(a)]-

2=-1) Supongamos que para toda férmula abierta ¢(Z) y cada a € A™ vale
que:
AF pla] < BEply(a)].

Es de rutina ver que  es homomorfismo.

= Veamos que 7 es inyectiva:

~(a) = y(a')
sii BF (.’El = 1’2)[7(@)3’7(0’/)]
sii AF (21 = 29)[a,d]

siia=d.

= Veamos que 7 es embedding:

Sear e R,

(v(ar), .., v(an)) € P
sii BE (21, ...,z0)[v(a1),...,v(an)]
siit AEr(zy,...,x0)[a1,. .., ¢,

sit (ay,...,a,) € .

O

El siguiente lema muestra que las subestructuras preservan férmulas abiertas.

Lema 7. Si A es una subestructura de B y ¢ (Z) es una formula abierta, en-
tonces para cada a € A™ vale que

AkFplaleBFplal.

Demostracion. Notar que la inclusion ¢ : A — B, definida por ¢(a) = a, es un
embedding de A en B. Luego una aplicacion directa del Lema [6 produce el
resultado deseado. O

Definimos a continuacién el diagrama abierto, que seré utilizado en la cons-
trucciéon de formulas abiertas que definen relaciones.
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Definicion 8. Sea A una estructura y sean aq,...,a, € A. Definimos el dia-
grama abierto para ai,...,a, en A como:
Apg(z1,...,2n) = {a(Z) | @ una L-formula abierta y A F «[a]}.

El siguiente lema establece una relacién muy interesante entre elementos de
dos estructuras al mostrar que si dos secuencias de elementos tienen las mismas
propiedades abiertas (i.e., el mismo diagrama abierto) significa que generan
subestructuras isomorfas.

Lema 9. Sea A una estructura y by, ..., b, € B, son equivalentes:

1. BE Ay [b],
2. Hay un isomorfismo v de (@)™ en <B>B tal que y(a) = b.

Demostracion. 1=2) Supongamos que B F Ay 5 [b]. Es decir que si o(Z) es
una formula abierta y A F « [a], luego B F « [5] Notar que

i@ = )
y(tAar, ... an]) = tBb1, ..., by

es un funcién bien definida que cumple (@) = b. Ademas, por hip6tesis preserva
formulas abiertas. Asi, por el Lema [f] sabemos que 7 es un embedding. Por
iltimo, es evidente de la definicién que v es sobreyectiva.

2=-1) Consecuencia directa del Lema @ O

En el lema siguiente se determina que los homomorfismos preservan férmulas
atémicas, y también férmulas abiertas positivas.

Lema 10. Sean A,B estructuras y h: A — B una funcidn, son equivalentes:
1. h es un homomorfismo de A en B.

2. Para toda formula atémica ¢ (Z) y para cada a de A vale que

AFylal = BFplh(a)l.

3. Para toda formula abierta positiva ¢ (T) y para cada a de A vale que

AEyplal=BEylh(a).

Demostracion. Rutina. O

Ahora definimos el diagrama atémico positivo. Este se utilizara para la cons-
truccion de formulas positivas (i.e. férmulas sin ocurrencias de =, —, ).

Definicion 11. Sea A una estructura y sean ai,...,a, € A. Definimos el
diagrama atémico positivo de @ en A como

AR o (@1, ) = {o | o Lformula atémica y A F o [a]}.

De manera analoga al Lema[0] si dos secuencias de elementos en dos estructu-
ras satisfacen las mismas propiedades atémicas positivas, hay un homomorfismo
entre las subestructuras generadas.
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Teorema 12. Sean B una estructura y by, ...,b, € B, son equivalentes:
L BEAL, [D].

2. Hay un homomorfismo h de (@)™ en <l_)>B tal que h(a) = b.

Demostracion. Esta prueba es muy similar a la del Lema [9] O

2.2. Definibilidad por féormulas abiertas

Presentamos a continuacién el primero de los teoremas de definibilidad, en
este caso por formulas abiertas. Antes necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 13. Sean A, B estructuras finita y ay,...,a, € A. Eziste una formula
abierta ¢ (T) tal que para todo b € B™ son equivalentes:
L BEylD.

2. Hay un isomorfismo v de <&>A en <B>B tal que v(a) = b.

Demostracion. Por el Teorema[5|hay una férmula ¢(Z) equivalente sobre {A, B}
al diagrama abierto Aa ;(Z). Luego por el Lema |§| es inmediata la equivalencia,
del enunciado. O

Estamos listos para demostrar el primer resultado de definibilidad.

Teorema 14 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 1]). Sean £ C L' len-
guajes de primer orden, sea R € L — L un simbolo de relacion n-ario. Para una
clase finita K de L'-estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una formula abierta que define a R en K.

2. Para todas A,B € K, todas Ag < Ay, By < B, se tiene que todo
isomorfismo o : Ag — By preserva R.

Demostracion. 1=2) Sea ¢ (z) la formula que define R en K. Sean A, B € K,
sean Ag < Az, By < B, y o : Ay — By un isomorfismo. Fijamos a € RA;
veremos que o (@) € RB°. Como @ € R* = a € R* & A F ¢|a), por Lema
Ay E plal. Ademas como Ay y By son isomorfos por o, By F ¢[o (a)].
Nuevamente por Lema (7}, B F ¢ [0 (a)], y ya que por hip6tesis ¢ define a R en
K, tenemos que o (a) € RB.

2=1) Por el Teorema [5, para cada A € K y cada @ € R® hay una férmula
da (%) equivalente sobre K al diagrama abierto Aa z(Z). Definimos

p(T) = \/ \/ 5A,a(53)a

AcKaeRA

Probamos ahora que ¢(Z) define a R en K. Fijamos B € K y b € B". Suponga-

mos primero que B F ¢ [b]. Entonces hay A € K y a € R* tales que
BFEdaa[b].

Por Lema [13| hay un isomorfismo v : (@)* — <E>B tal que 7 (a) = b. Ya que
por hipétesis  preserva Ry a € R, se sigue que b = v (a) € RB. Para probar
la implicacién restante, supongamos que b € RB. Como B F 0B b [5] es evidente
que BF ¢ [5] O
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2.3. Definibilidad por férmulas abiertas positivas

En esta seccién, probamos la caracterizacién seméntica para la definibilidad
abierta positiva. Al igual que en el caso abierto necesitaremos construir formulas
equivalentes a diagramas.

Lema 15. Sean A, B estructuras finitas y a1, ...,a, € A, entonces existe una
formula abierta positiva ¢ (Z) tal que para todo b € B™ son equivalentes:

L BE[D].

2. Hay un homomorfismo h de (@)™ en <B>B tal que h(a) = b.
Demostracion. Muy similar a la del Lema O

Teorema 16 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 1]). Sean £ C L’ len-
guajes de primer orden, sea R € L' — L un simbolo de relacion n-ario. Para una
clase finita K de L'-estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una formula abierta positiva que define a R en K.

2. Para todas A, B € IC, todas Ag < A;,By < B, se tiene que todo homo-
morfismo h : Ay — By preserva R.

Demostracion. Analoga a la prueba del Teoremal[l4] solo que usando el diagrama
atémico positivo, y los Lemas [10] y [T5] O

2.4. Definibilidad por férmulas existenciales

El siguiente resultado se construye sobre la idea de los Lemas [9] y [13] incor-
porando cuantificadores existenciales.

Lema 17. Sea A una estructura finita y a,...,a, € A. Entonces hay una
formula existencial ¢ (v1,...,7,) tal que para toda estructura B y para todo
b € B" los sigutentes son equivalentes:

1. BFyp [l_)]
2. Hay un embedding v : A — B tal que v (a) = b

!

.. A
Demostracion. Sean aj,...,ay, tales que (ai,...,an,a,...,a,)" = A. Por

el Lema hay una formula « (z,y) tal que B F « [b, b’] si y solo si hay un
isomorfismo v : <a,d’>A — <E,l§’>B tal que y(a) = by v(a/) = b'. Ahora
definimos

So(j> = 3y17"'ayma(j7:lj);

por lo que es claro que ¢ es la formula buscada. O

Teorema 18 (cf. |[Campercholi y Vaggione [2015, Thm. 22|). Sean £ C L'
lenguagjes de primer orden, sea R € L' — L un simbolo de relacion n-ario. Para
una clase finita K de L' -estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-formula existencial que define R en K.
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2. Para todas A,B € IC, se tiene que todo embedding v : Ay — B, preserva
R.

Demostracion. 1=2) Sea ¢ (Z) existencial que definea Ren IC,yseay: A — B
un embedding. Entonces v : A — S < B es un isomorfismo. Supongamos
A E pla] entonces S E ¢ [y(a)]. Como ¢ es de la forma ¢ = 35 (Z, ) con @
abierta, existe un 3 tal que S F ¢ [y(a),3]. Como 9 es abierta y S < B, por
el Lema[7] B F ¢ [y(a),3]. Entonces B F o[y (a)] y como ¢ define a R en K,
entonces v (a) € RB.

2=1) Para cada A € K y cada @ € R® tomamos o’ tal que <d,d’>A = A.
Por el Teorema |5}, hay una férmula 0 (5 o) (%) equivalente sobre K al diagrama
abierto Ay (5 4(Z). Ahora tomamos

p(z) = \/ ( \/ (390a,a,ar) @?7)))

AcK \aeRA
Sea (by,...,b,) € RB. Entonces como
o =---VIyog g (T,9)V
y como

BF Elg 6B,(5,b7) (‘fa Zj) [Ev b/} )

luego B F ¢ [b].
SeaBFE ¢[by,...,b,]. Entonces para algin A € K, y algtin @ € R* tales que
BE 3504 @) (T, ) [b]. Entonces por el Lema [L7 hay v : A — B embedding

tal que v (@) = 5 Finalmente como a € RA, b= v (a) € RB.
Finalmente, notar que como ¢ es disyuncién de existenciales, por teorema
puede ser convertida en una férmula existencial. O

2.5. Definibilidad por férmulas existenciales po-
sitivas

Anélogamente al Lema el siguiente resultado se basa en los resultados

de los Lemas [12] y [T

Lema 19. Sea A una estructura finita y ay,...,a, € A. Entonces hay una
formula existencial positiva ¢ (z1,...,2y) tal que para toda estructura B y para
todo b € B™ los siguientes son equivalentes:

L BE[b].

2. Hay un homomorfismo h: A — B tal que h(a) =b
Demostracion. Sean ay, ..., ay,, tales que (ai,...,an,al,
el Lema (15| hay una formula a(Z,y) tal que B F « [b v

b

homomorfismo ~ : <ZL,CZ/>A — <B,5’>B tal que v (a) =
definimos

a, ) = A. Por

Y m
si y solo si hay un

I's
vy (_) = b'. Ahora

(,O(IE) :Elyla"wyma(:f,g);

por lo que es claro que ¢ es la férmula buscada. O
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Teorema 20 (cf. [Campercholi y Vaggione [2015, Thm. 22|). Sean £ C L'
lenguagjes de primer orden, sea R € L — L un simbolo de relacidn n-ario. Para
una clase finita K de L' -estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-formula existencial positiva que define R en K.

2. Para todas A,B € K, se tiene que todo homomorfismo v : A, — Bp
preserva R.

Demostracion. Igual a la prueba del Teorema [I8] pero utilizando las férmulas
dadas por el Lema O

2.6. Definibilidad por conjuncién de atémicas y
primitivas positivas

En estos tipos de definibilidad se determina una relacién con el producto de
estructuras en K. Lo primero es definir nuevamente el concepto de preservacion
pero esta vez para un morfismo que parte de un producto de estructuras.

Definicién 21. Sean Ay, ..., A,,, B conjuntos, R4 C A? para cada i € [1,m)],
RBCB"yh:DC A x---x A,, — B una funcién. Diremos que h preserva
R si dados

a1 = (@11, Q1m) -y ap = (Ap1, ..o Anm) € D

tales que
(ats, ..., an;) € R para cada i € {1,...,m}

se tiene que (h (@1),...,h(a,)) € R5.

El siguiente lema determina que el producto entre estructuras preserva las
formulas atémicas.

Lema 22. Sean A4,...,A,, estructuras y ¢ (z) = 3g¢ (Z,y) con 1 una con-
juncion de formulas atdmicas. Entonces son equivalentes:

1. Para todoi=1,...,m se da que A; F v[ay;,...,an)
2. A1 Xoeee XAm':gO[(_ll,...,C_Ln], CO’HC_LJ' = (ajl,...,ajm)
Demostracion. Rutina. O]

Teorema 23 (cf. [Campercholi y Vaggione [2015, Thm. 11]). Sean £ C [’
lenguagjes de primer orden, sea R € L — L un simbolo de relacion n-ario. Para
una clase finita K de L' -estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Para cada m > 1, para todas A4,...,A,,,B € K, para cada
S S (Al Ko XAHL)ﬁv
se tiene que todo homomorfismo h : S — B, preserva R.

2. Hay una conjuncion finita de L-formulas atomicas que define R en K.
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Demostracion. 2=1) Sea ¢ (Z) conjuncién de atoémicas que define a R en K.
Sean m > 1, Ay,...,A,,Be K, S < (A x--xXAy), yh:S— Bz un
homomorfismo. Sean

S1 :(5117~-~731m)7~--a§n:(Snlv--~75nm) cs

tales que
(814y- .., 5n;) € R para cada i € {1,...,m}.

Veamos que (h(51),...,h(5,)) € RB. Como (s1i,...,5n;) € R4 y ¢ define a
R en K, tenemos que

A, Eplsi,...,sni| parai € {1,...,m}.
Luego, por el Lema [22]
Ay X - xAnFEels,...,58)].

Como ¢ es abierta y S < (A X --- X A,,),, entonces el Lema [7| implica que
SE ¢[51,...,3x], y aplicando luego el Lema obtenemos que

BEy[h(31),...,h(5,)].
Luego, como ¢ define a R en K y B € K, concluimos que
(h(51),...,h(5,)) € RE.
1=2) Supongamos K = {A4,...,A,,}, R n-aria. Sea P = A‘lRAl‘ w .

A
Alf | , sean

T1y.0.,Tn €P
tales que
= 1 1 m m
€Ty = Ii17"'7Ii|RA1|""7xi17"'7zi|RAm‘

para cada i € {1,...,m} con

R; = {(xju,,xﬁw) con i € {1,...,|RAJ'|}}

para cada j € {1,...,m} . Por el Teorema |5, hay una formula ¢(Z) equivalente
sobre IC al diagrama atéomico positivo

A;,(il,.i.,in)@)'
Supongamos B F ¢ [by,...,b,] y veamos que (by,...,b,) € RB. Como

BEAS oo bl

por Lema hay h homomorfismo de (Zi,... ,£n>P en (by,.. .,bn>B tal que
h (z;) = b;. Por hipétesis h preserva R, luego como (wjh, . ,xf”) € RA4, se da
que (blv"'vbn) = (h(fl)vvh(jn)) € RB'
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Ahora supongamos (by,...,b,) € RB y veamos que B F ¢ [b1,...,b,], luego
hay algin j tal que A; = B y hay algtn % y algin j tal que

(x{k,...,xik) = (by,...,bp).

Entonces como

A Am
A‘lRl‘x~~~><B|RB|><-~><AT§’ EolZ,...,Tn
por LemaB Eoe [scjlk,,xflk}, por lo tanto B F ¢ [by,...,by]. O

Teorema 24 (cf. [Campercholi y Vaggione [2015, Thm. 22]). Sean £ C [’
lenguagjes de primer orden, sea R € L — L un simbolo de relacion n-ario. Para
una clase finita K de L' -estructuras finitas, los siguientes son equivalentes:

1. Para cada m > 1, para todas Aq,...,A,,,B € K, se tiene que todo ho-
momorfismo h: (A; x --- x Ay,) . — By preserva R.

2. Hay una L-formula primitiva positiva que define R en K.

Demostracion. 2=1) Sea ¢ (Z) = 3y (Z,y) primitiva positiva que define a R
en . Sean m > 1, Ay,...,A,,Be Kyh: (A x---xA,), - Bz un
homomorfismo. Sean

dl:(a117-~-;a1m)7~-~7an:(anly-“aanm)es

tales que
(a1iy- - -, an;) € R para cadai € {1,...,m}.

Veamos que (h(@1),...,h(a,)) € RE. Como (aii,...,an;) € R4 y ¢ define a
R en K, tenemos que

A, Eplal,...,an;] parai e {1,...,m}.
Luego, por el Lema
A x---x A, EFEoela,...,a,].
Entonces hay by,...,bx € Ay X -+ X Ay, tales que
Ay x--x A EYay, ... an,b1,..., bk .
Como 1) es abierta positiva, aplicando el Lema [I0] obtenemos que
BEy[h(a),...,h(a,)].
Luego, como ¢ define a R en K y B € K, concluimos que
(h(a),...,h(an)) € RB.
1=2) Supongamos K = {A,...,A,,}, R n-aria. Sea

R
1 X ..

ATTL
P=A x A
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y sean
T1y...,Zn €EP
tales que
T; = (m}l,...,x3|RA1|,...,x;’f,...,x;?RAmO
para cada i € {1,...,m} con

R; = {(xjh,,xf”) con i € {1,...,|RAJ'|}}

para cada j € {1,...,m}. Sean

1,2, €P,

tales que

_ _ - - \P
1y "1y @') =P
<x ,Tp, T ac’> =P

Por el Teorema [5| hay una férmula ¢ (Z,§) equivalente sobre K al diagrama
atémico positivo
AL (z,9).

,(3617-<~79?n,796’17~--,3¢'k)

Sea
¢ () =3y (2,9).

Supongamos B F ¢ [by,...,b,] y veamos que (by,...,b,) € RB. Entonces hay
b, ..., b tal que

BF A} bi, ... b, bl b

(j17"'7i7L7£/17"'7i/k> [
por Lema [12| hay h homomorfismo de

|RA1| |RAm,|
_ 5 - \Aj XX Ay
<.’131,...,$n7$ 1ye-ey Xk

en B
(Bryee b By 1Y)
tal que h(.i‘z) =by h(.l?/l) =

19

claramente h es homomorfismo de P en

B. Por hipoétesis h preserva R, luego como (x]h, e ,xfw) € RA se da que
(h(Z1),...,h(Z,)) € RB, que es exactamente (by,...,b,) € RB.

Ahora supongamos (b1, ...,b,) € RB y veamos que B F ¢ [by,...,b,], luego
hay algin j tal que A; = B y hay algtn £ y algin j tal que

J J _
(w1k7...,xnk) =(b1,...,bn).
Entonces como

A Am
A|1R 1|><...><B|RB|><---><A|75 ":@[fl,--wi'n]

por LemaB Eo {x{k, .. ,mik}, por lo tanto BE ¢ [by,...,by]. O
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2.7. Definibilidad de primer orden

Teorema 25. Sean L C L' lenguajes de primer orden, sea R € L' — L un
stmbolo de relacién n-ario. Para una clase finita K de L'-estructuras finitas, los
siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-formula que define R en K.
2. Para todas A,B € K, todo isomorfismo v : Ay — B, preserva R.

Demostracion. 1=2) Sea ¢ (Z) una L-formula que define a R en K, y sea un
isomorfismo v : A — B. Si A F ¢ [a], entonces B F ¢ [y (@)], y como ¢ define a
R en K, tenemos que v (a) € RB.

2=1) Para cada A € K, cada @ € R?, fijamos a’ tal que <Ez,d’>A = A. Por
el Teorema |5, para cada A € K y cada @ € R? hay una féormula oA (a,a) (T, 7)
equivalente sobre K al diagrama abierto A(a,a"), a- Definimos

o(zZ) = \/ ( \/ (HgéA,(a’av) (x,y))) AN Vo, A \/ T =x;

Ack aceRA i#j

Veremos que ¢(Z) define a R en K. Fijamos Ben Ky by,...,b, € B. Suponga-
mos que (by,...,b,) € RB. Entonces, como

o=V (3;}537(57,;,) (f,g)v...) A vxl,...,xmm\/xi =x; V...,
i#j

y como B F Jyég ;) (z,79) [3, 5’] y BFEVzy,...,oB141 \/#j T = T [b, b’},
tenemos que entonces B F ¢ [b].
Entonces hay algin A € K, y algin @ € R® tales que

BE (E'g(sA’((—La’/) ("f,y)) N V.’ﬂl,...,l"AH_l \/l’izl'j [E] .
i#]

Se sigue que hay un Z en B tal que
B F da 2. (7, 9) [0, 2]

Como B E A(aﬁ,)’A b, z], por Lema@ hay v : (@, ‘/>A — (b, 6’>B isomorfismo

a
tal que (’y (@), (d’)) = (B, 2) con <(i,d’>A =Ay <B,5’>B < B, lo que implica

que |A| < |BJ. Pero como

B ':Vxl,...,I‘AH_l \/I7 =Ty [bl,...,bn]
i#£]
tenemos que |B| < |A[, y asi |B| = |A[. Luego v : A — B es un isomorfismo que
cumple (v (@), (a’)) = (b, 2), y sabemos que los isomorfismos entre estructuras
de K preservan R. Entonces, ya que a € R, tenemos que v (a) =b € RB. O



Capitulo 3

Algoritmos para decidir
definibilidad

En este capitulo exponemos los algoritmos para el chequeo de definibilidad
de relaciones. La exposicion se centra en los algoritmos para definibilidad abier-
ta y abierta positiva, ya que consideramos que estos capturan las principales
ideas desarrolladas. Luego se exponen, pero con menos detalle, algoritmos para
definibilidad existencial, existencial positiva y de primer orden.

3.1. Definiciones e ideas preliminares

Una clase de estructuras K serd normal si es finita y cada una de las estruc-
turas en KC es finita. Supondremos en lo que sigue que las clases son siempre
normales.

Dada una clase de estructuras K escribiremos S (K) para denotar la clase
formada por las subestructuras de miembros de .

A la hora de reducir la complejidad de nuestros algoritmos en la bisqueda
de homomorfismos utilizaremos conjuntos reducidos de morfismos, que generan
al resto. Dados Fy y F dos conjuntos de funciones, diremos que Fy genera a
F si para toda f € F hay fi1,..., fn € Fo (posiblemente repetidas) tales que
f=fio o fa

Dado un conjunto K de estructuras, para referirnos a los morfismos nombra-
dos en los Teoremas definimos los siguientes conjuntos:

subiso (K) = {7 : 7y isomorfismo de Ay en By con Ay, By € S(K)},

sub hom (K) = {v : v homomorfismo de A en By con Ay, By € S(K)}.

3.2. Preprocesamiento

Una vez que tenemos una clase normal K en la que chequear definibilidad
tratamos de reducir su redundancia basandonos en el siguiente resultado.

25
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/N \.

O O

(a) K antes del preprocesamiento (b) K luego del preprocesamiento

Figura 3.2.1

Lema 26. Sean £ C L' lenguajes de primer orden, K una clase normal de L'-
estructuras y A, A € IC, con A # A, tales que hay un L-isomorfismo~y : A — A.
Entonces para toda R € L' — L y toda L-férmula ¢ (T) son equivalentes:

1. ¢ define a R en K.
2. v es un LU {R}-isomorfismo y o define a R en K — {A}.

Demostracion. 1=2) Trivial. B
2=1) AFR[a]sii AFR[y™ ' (a)] sii AF ¢ [y ! (a)] sii AF plal. O

Independientemente del tipo de definibilidad que uno quiera chequear el
Lema [26] sugiere que uno puede comenzar por reducir K eliminando copias de
estructuras £ U { R}-isomorfas. El algoritmo siguiente aprovecha este resultado.

Algoritmo 3.1 Preprocesamiento

1: for A € K do

2 for Be K- {A} do

3 if hay v: A — B L-isomorfismo then

4: if v es un £ U {R}-isomorfismo then

5: K=K- {B}

6: else

7 return y > R no es definible y v es contraejemplo
8 end if

9 end if
10: end for
11: end for
12: return > KC sin estructuras L-isomorfas

Notar que los isomorfismos revisados por este algoritmo deben ser necesa-
riamente revisados para comprobar definibilidad en cualquiera de los formatos,
con la ventaja de que al chequear estos en primer lugar, podria reducirse la clase
KC en el proceso.

Observar ademas que para poder aplicar los Teoremas del Capitulo [2] ha-
bria que verificar que cada uno de los L-isomorfismos entre estructuras de K
preserven R. Vemos que basta con chequear solo uno gracias al Lema

Para ejemplificar el funcionamiento del algoritmo, supongamos que K esta
dado por la Figura donde cada tipo de isomorfismo esta representado
por una forma geométrica.
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El algoritmo de preprocesamiento detecta el L-isomorfismo entre los dos
octagonos y revisa que sea también un £ U {R}-isomorfismo, dando lugar a la
Figura donde la flecha es el isomorfismo a chequear.

3.3. Definibilidad abierta

A partir del Teorema[I4] habria que chequear todo isomorfismo entre subes-
tructuras de estructuras de I, como en el siguiente lema.

Lema 27. Sean L C L' lenguajes de primer orden tales que R € L — L es un
simbolo de relacion n-ario y K un conjunto normal de L'-estructuras. Entonces
si cada y € subiso (Kz) preserva R, R es definible por una L-férmula abierta
en IC.

Demostracion. Directo del Teorema [I4l O

En el teorema enunciado a continuaciéon describimos un conjunto suficiente
de morfismos para generar subiso (z). Notar que al tomar K como un conjun-
to normal de L-estructuras sin estructuras isomorfas estamos pensando en la
aplicacion previa del Algoritmo [3.1]

Teorema 28. Sea KC un conjunto normal de L-estructuras donde no hay estruc-
turas isomorfas. Sea S C S (K) tal que contiene exactamente un representante
por cada tipo de isomorfismo en S (KC). Sea F C subiso (K) tal que:

1. para cada S € S se tiene que aut (S) C F,

2. para cada A € S(K) —S hay A’ € S yvy,yv 1 € F tal quey: A — A es
un isomorfismo.

Entonces F genera subiso (K).

Demostracion. Sea v € subiso (K); es decir hay Ag,Bg € S(K) y v: Ag — By
es un isomorfismo. Queremos ver que -y se puede obtener componiendo miembros
de F. Consideramos tres casos. Si Ay, By € S, como no hay estructuras isomor-
fasen S, Ay = By, por lo tanto v € aut (Ag) C F. Por otro lado, si Ag € S pero
By ¢ S, luego Ay es el representante de By en S, y por lo tanto hay un isomor-
fismo § : By — Ay tal que 6,6~ € F. Claramente §y = \ € aut (Ag) C F, por
lo tanto v = §~'\. Por tltimo supongamos Ag, By ¢ S. Entonces hay Cy € S
que es representante de Ag y Bg. Luego hay § : Ag — Cq y &' : Bg — Cj tales
que 8,671,861 € F. Claramente 6'v5~! = X € aut (Cy) C F, por lo tanto
v =¥8"1)N. O

Corolario 29. Sean £ C L' lenguajes de primer orden tales que R € L' — L
es un simbolo de relacién n-ario y K un conjunto normal de L'-estructuras.
Supongamos F es como en el Teorema[28 para la familia K. Entonces si cada
v € F preserva R, se tiene que R es definible por una L-formula abierta en IKC.

Demostracion. Directa ya que la composiciéon de funciones que preservan R,
trivialmente también preserva R. Luego aplicando el Teorema 28]y el Lema [27]
queda probado. O
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El Teorema [2§ sugiere un subconjunto de isomorfismos que bastan para
revisar definibilidad abierta a través del Corolario 29l

Algoritmo 3.2 Chequeo de definibilidad abierta

1: S=10

2: for A € K, desde la mayor a la menor cardinalidad do

3: Sub=[C:CeS(Az), dela mayor a menor cardinalidad]

4: for B € Sub do

5: (iso, ce) = CHEQUEARIS0S(B, S) > hay un L-isode Ben Se€ S
6: if ce # Null then

7 return ce > ce es contraejemplo
8: else if iso then

9: Sub = [C: C € Sub tal que C ¢ B|

10: else

11: S=SU{B}

12: for o € Aut(B.) do

13: if o no preserva R then

14: return « > « es contraejemplo
15: end if

16: end for

17: end if

18: end for

19: end for
20: return > R es abierta-definible

21: function CHEQUEARISOS(B, S)
22: for S€ S, con B| =S| do

23: if hay v: B — S L-isomorfismo then

24: if v no es un £ U { R}-isomorfismo then

25: return (True,~) > 7y es contraejemplo
26: else

27: return (True,Null) > 7 es iso que preserva
28: end if

29: end if

30: end for

31: return (False,Null) > No tiene representante

32: end function

En el Algoritmo se construye S a la vez que se van revisando los iso-
morfismos en F. Para esto recorremos las estructuras en I de mayor a menor
tamafio. Al momento de procesar una A € K lo primero que se hace es buscar
un L-isomorfismo 7 entre A y un miembro de S. Si un tal v existe, tanto
como su inversa son revisados (miembros de F correspondientes al punto (2)
del Teorema . Si no hay un tal v, la estructura A es agregada a S y sus
L-automorfismos son revisados (miembros de F correspondientes al punto (1)
del Teorema . A continuacion las subestructuras de A son procesadas de la
misma manera.

La subrutina chequearIsos es la encargada de encontrar y revisar la pre-
servacion de los isomorfismos entre cada A € K y su representante en S. Esta
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funcion toma la estructura A y el conjunto de representantes S. Busca un iso-
morfismo entre A y algin S € K, y revisa su preservacion. En el caso de que
no encuentre un isomorfismo devuelve (False, Null), mientras que si encuen-
tra uno devuelve True en la primer coordenada y en la segunda devuelve el
mismo isomorfismo solo en el caso de que este no preserve, a la manera de un
contraejemplo.

Notar que en la linea [I3] basta con revisar solamente si los automorfismos
preservan R. Esto se fundamenta en que al recorrer todos, su inversa también
es revisada por preservacion.

Ademés, una vez que una subestructura resulta ser LU{R}-isomorfa a un re-
presentante en S, sabemos que todas sus subestructuras ya tienen representante
en S. Esto permite disminuir la cantidad de subestructuras a revisar, como se
ve en la linea

Para esquematizar la ganancia obtenida en cuanto al chequeo de una menor
cantidad de morfismos podemos observar en la Figura el conjunto C
junto con todas los morfismos que deberian ser revisados segin el Teorema [T4]
Mientras que en la Figura [3.3.1b] se puede ver los morfismos que bastan para
comprobar definibilidad abierta segin el Corolario [29) a la manera del algoritmo
anterior.

Notar que en la Figura la aplicacién del Algoritmo [3.1] (Preprocesa-
miento) genera que uno de los octagonos aparezca como sombra del otro y baste
solo revisar el isomorfismo entre ellos por el Lema [26]

A

7
{7 ok

(a) Morfismos a revisar segin el Teorema (b) Morfismos que bastan segin el Corola-
rio [29]

Figura 3.3.1

3.4. Definibilidad abierta-positiva

Segtin el Teorema [16] habria que chequear todo homomorfismo entre subes-
tructuras de estructuras de X, como en el siguiente lema.

Lema 30. Sean L C L' lenguajes de primer orden tales que R € L' — L es un
simbolo de relacion n-ario y K un conjunto normal de L'-estructuras. Entonces
si cada v € subhom (K ) preserva R, R es definible por una L-férmula abierta
positiva en K.

Demostracion. Directo del Teorema O

En el siguiente teorema describimos un conjunto suficiente de morfismos
para generar subhom (K.). Notar que, nuevamente, al tomar X como un con-
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junto normal de L-estructuras sin estructuras isomorfas estamos pensando en
la aplicacién previa del Algoritmo [3.1

Teorema 31. Sea K un conjunto normal de L-estructuras donde no hay estruc-
turas isomorfas. Sea S C S(K) tal que contiene exactamente un representante
por cada tipo de isomorfismo en S (K). Sea H C subhom (K) tal que:

» F CH con F como en el Teorema[28,

= para cada A,B € S todo h : A — B homomorfismo sobreyectivo estd en
H.

Entonces H genera subhom (KC).

Demostracion. Sea h € subhom (K), entonces h : Ag < A — By < B homo-
morfismo, con A, B € K. Esto da lugar a tres casos. Primero, si Ag, h (Ay) € S,
entonces h es homomorfismo sobreyectivo entre estructuras de S, por lo que
h € H. El siguiente caso se da si Ay € S pero h(Ag) ¢ S, entonces hay
S representante de h(Ag) en S y un isomorfismo 6 : h(Ag) — S tal que
0,671 € F C H. Luego 6~ 'h = f donde f es un homomorfismo claramen-
te sobreyectivo de Ay en S, por lo que f € H y entonces h = §f. El ultimo
caso se da cuando Ag,h(Ag) ¢ S, entonces hay respectivos S,S" € S repre-
sentantes de Ag y h(Ap). Luego hay 6 : Ag = Sy & : h(Ap) — S tales
que 6,671,8 .61 € F C H. Luego §’'hé~! = f donde f es un homomorfismo
claramente sobreyectivo de S en S, por lo que f € H, luego h = §' 1 f4. O

Corolario 32. Sean L C L' lenguajes de primer orden tales que R € L — L
es un simbolo de relacion n-ario y K un conjunto normal de L'-estructuras.
Supongamos H es como en el Teorema [31] para la familia K. Entonces si cada
h € H preserva R, se tiene que R es definible por una L-formula abierta positiva
en K.

Demostracion. Directa ya que la composiciéon de funciones que preservan R,
trivialmente también preserva R. Luego aplicando el Teorema [31]y el Lema [30]
queda probado. O

El Teorema [31] sugiere un subconjunto de homomorfismos que bastan para
revisar definibilidad abierta positiva a través del Corolario[32] A su vez, a la hora
de buscar homomorfismos entre estructuras aprovechamos el siguiente resultado,
que nos permite organizar la busqueda de homomorfismos biyectivos entre dos
subestructuras en un tnico sentido.

Teorema 33 (Las estructuras finitas cumplen la propiedad de Cantor-Berns-
tein). Dadas A y B estructuras finitas, si hay f : A - Byg: B — A
homomorfismos inyectivos entonces hay un v : A — B isomorfismo.

Demostracion. Sean A,B estructuras finitasy f : A = Byg: B — A
homomorfismos inyectivos. Notar que gf es una permutacion de A, y como A
es finito hay k > 1 tal que (¢f)* = Ida. Luego como ¢! = f(gf)*~! vemos
que ¢! es homomorfismo. O

En el Algoritmo [3.3] se construye S a la vez que se van revisando los homo-
morfismos en H. Estos homomorfismos son chequeados en dos etapas, primero
los biyectivos y luego los sobreyectivos no inyectivos. La primera etapa es muy
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similar al Algoritmo [3.2] solo que en este caso en lugar de chequear isomorfismos
se chequean homomorfismos biyectivos. Al concluir con esta tarea, S ya ha sido
construido y todos los homomorfismos biyectivos entre miembros de S han sido
revisados. Asi es que en la segunda etapa solo resta revisar los homomorfismos
sobreyectivos y no inyectivos entre miembros de S.

La funciéon chequearBihomos toma como entradas A y S, y devuelve un
par (haylso, Contraejemplo). La variable haylso serd True cuando haya un
L-isomorfismo de A en un miembro de S. Hay cuatro resultados posibles.

s (True,Null) cuando hay un L-isomorfismo que preserva.

» (True,y) cuando hay un L-isomorfismo v que no preserva.

(False,Null) cuando no hay L-isomorfismos y todo homomorfismo biyec-
tivo preserva.

» (False,h) cuando no hay L-isomorfismos pero hay un homomorfismo bi-
yectivo h que no preserva.

Notar que si hay homomorfismos biyectivos de A enun S € S, y ninguno de éstos
es un isomorfismo, el Teorema [33| garantiza que no puede haber homomorfismos
biyectivos de S en A.

Para esquematizar la ganancia obtenida en cuanto al chequeo de una menor
cantidad de morfismos podemos observar en la Figura[3.4.1a]el conjunto K junto
con todas los morfismos que deberian ser revisados segun el Teorema donde
las flechas punteadas son los homomorfismos. Mientras que en la Figura
se puede ver los morfismos que bastan para comprobar definibilidad abierta
positiva.

(a) Morfismos a revisar segtn el Teorema (b) Morfismos que bastan segtn el Teore-

malgzl

Figura 3.4.1
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Algoritmo 3.3 Chequeo de definibilidad abierta-positiva

NN N N = = e e e e e e e e
P A v A U LR AR el > sul 4

NN N NN
© x> o

30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:

N

S=0
for A € K, desde la mayor a la menor cardinalidad do
Sub=[C:CeS(Az), dela mayor a menor cardinalidad]
for B € Sub do
(iso, ce) = CHEQUEARBIHOMOS(B,S) > hay un L-isode Ben Se€ S
if ce # Null then
return ce > ce es contragjemplo
else if iso then
Sub = [C : C € Sub tal que C ¢ B|
else
S=8SU{B}
for a € Aut(B.) do
if o no preserva R then
return o > « es contraejemplo
end if
end for
end if
end for
: end for
: for A € S do
for B€ S, con |B| < |A| do > para que 7 no sea inyectiva
for v: A — B con vy £L-homomorfismo sobreyectivo do
if v no preserva R then
return y > v es contraejemplo
end if
end for
end for
: end for
: return > R es definible por una abierta positiva
function CHEQUEARBIHOMOS(B, S)

for S € S, con B| =S| do
bihomos = [y : con v L-homomorfismo biyectivo de B en S]
for h € bihomos do

if h es un L-isomorfismo then
if h no es un £ U {R}-isomorfismo then
return (True, h) > hay iso h y es contraejemplo
else
return (True, Null) > h esisocon S € Sy preserva
end if
else if h no preserva R then
return (False, h) > h es un bihomo contraejemplo
end if
end for
if bihomos = [] then
for h: S — B con h L-homomorfismo biyectivo do
if h no preserva R then
return (False, h) > h es un bihomo contraejemplo
end if
end for
end if
end for
return (False,Null) > No tiene representante

end function
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3.5. Definibilidad existencial

Por el Teorema luego de aplicar el Algoritmo de preprocesamiento,
solo basta con revisar los embeddings entre A,B € K, como hacemos en el
Algoritmo [3.4]

Algoritmo 3.4 Chequeo de definibilidad existencial

1: for A € K do

2 for B € K do

3: for v € [y: cony: Ay — B, L-embedding] do

4: if v no es un £ U {R}-embedding then

5 return vy > v es contraejemplo
6 end if

7 end for

8: end for

9: end for

10: return > R es existencial definible

3.6. Definibilidad existencial-positiva

Por el Teorema luego de aplicar el Algoritmo de preprocesamiento,
solo basta con revisar los homomorfismos cada par A, B € K, como hacemos en
el Algoritmo [3.5

Algoritmo 3.5 Chequeo de definibilidad existencial-positiva
1: for A € K do

2 for B € K do

3 for a € Hom(A.,B.) do

4 if h no preserva R then

5: return h > h es contraejemplo
6 end if

7 end for

8: end for

9: end for

10: return > R es existencial positiva definible

3.7. Definibilidad de primer orden

Por el Teorema luego de haber aplicado el Algoritmo para preproce-
samiento, solo basta con revisar los automorfismos para A € K, como hacemos
en el Algoritmo [3.6

3.8. Deteccion de homomorfismos

Para la deteccion de homomorfismos modelizamos el problema como un CSP,
y utilizamos Minion [Gent, Jefferson y Miguel 2006] como solucionador.
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Algoritmo 3.6 Chequeo de definibilidad de primer orden

1: for A € K do

2 for o € Aut(A,) do

3 if a no es un £ U {R}-automorfismo then

4: return o > « es contraejemplo
5

6

end if
end for
7: end for
8: return > R es definible en primer orden

3.8.1. CSP

Un CSP (Constraint Satisfaction Problem) (ver, e.g., [Russell y Norvig|2010,
Capitulo 6]) es definido como una terna (X, D, C), donde

X ={Xy,...,X,} es un conjunto de variables
D ={D,...,D,} es un conjunto con los respectivos dominios de los valores
C ={C1,...,Cp} es un conjunto de restricciones

Cada variable X; se mueve en los valores del respectivo dominio no vacio D;.
Cada restriccion C; € C es un par (t;, R;), donde ¢; es una k-upla de variables
y R; es una relacién k-aria en el correspondiente dominio de cada variable.
Una valuacion sobre las variables es una funcion desde un subconjunto de las
variables a un particular conjunto de valores en los correspondientes dominios de
valores. Una valuacién v satisface la restriccion (t;, R;) si los valores asignados
a las variables t; satisfacen la relacién R;.

Una valuacién es consistente si no viola ninguna de las restricciones. Una
valuacion es completa si incluye todas las variables. Una valuacién es solucién

si es consistente y completa. En ese caso diremos que la valuaciéon resuelve el
CSP.

3.8.2. CSP para calcular homomorfismos

Sean A,B L-estructuras, queremos encontrar homomorfismos de A en B
resolviendo una instancia de CSP. Tomamos

D, =B

c=chtuc/

donde C® es tal que para cada R € £ n-aria, para cada (ay,...,a,) € R*, se da
que ((Xa,,...,Xa,), RB) € C%y C7 es tal que para cada f € £ n-aria, para ca-
da (a,...,an,a’) € graph (f*), se da que ((Xq,, ..., Xa,,Xa),graph (fB)) €
c/t.

Supongamos que V : X — B es una valuacién soluciéon de (X, D, C), enton-
ces el homomorfismo v determinado por V sera v(a) = V(X,).
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Si ademés quisiéramos que el homomorfismo fuera inyectivo, bastaria con
agregar una restriccion:

((X1,...,Xm),para todo (4,5) coni#jyi,je{l,...,m} sedaX; #X;)

donde X,...,X,, son todas las variables en X.
Para que fuera sobreyectivo bastaria agregar la siguiente restriccién:

((Xl,...,Xm),U{Xi}:B>

En el caso particular de la busqueda de automorfismos, el lema [34] nos per-
mite simplificar la bisqueda, encontrando endomorfismos inyectivos.

Lema 34. Sea A una estructura finita, entonces todo endomorfismo inyectivo
de A es un automorfismo de A.

Demostracion. Sea -y un endomorfismo inyectivo de A. Como A es finito tenemos
que 7 es sobre y ademéas v~ = 4* para algin k > 1. O

3.9. Generacion de subestructuras

Dada una L-estructura A, generamos sus subestructuras recorriendo P (A),
desde la mayor a la menor cardinalidad filtrando aquellos Ag € P (A) que no
son cerrados bajo L.

Ademas cuando detectamos que una subestructura A ya tiene representante
en S durante nuestros algoritmos, disminuimos los subconjuntos a chequear,
revisando solo P (A) — P (Ap), ya que si A tiene representante en S, entonces
cada subestructura de A tiene representante en S.
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Capitulo 4

Algebras de Lindenbaum

En este capitulo desarrollamos algoritmos para generar el algebra de rela-
ciones definibles para una estructura dada. Esto nos permite calcular todas las
relaciones definibles sobre una estructura, para una cierta aridad y en un cierto
fragmento de primer orden.

4.1. Definiciones e ideas basicas

Primero introducimos la notacién que utilizaremos para referirnos a cada
fragmento de primer orden.

Fo (L) = {p: ¢ es una L-formula},
Op (£) = {¢ : ¢ es una L-formula abierta},
Op™ (£) = {¢ : ¢ es una L-formula abierta positiva},
E (L) = {p: ¢ es una L-formula existencial},
ET (£) = {¢ : ¢ es una L-férmula existencial positiva}.

Sea A una L-estructura, y sea

5 e {Fo(L),E(L), B (£),0p(L),0p" (L)}

Notar que la coleccion de relaciones n-arias definibles en A por formulas en X es
cerrada bajo uniones e intersecciones (y también bajo complementacion cuando
¥ € {Fo(£),0p(£)}). Llamaremos Algebra de Lindenbaum (de relaciones n-
arias definibles por X en A) al reticulado distributivo (o algebra de Boole)
resultante. Utilizaremos la siguiente notacion:

= Fo,(A) = Algebra de Boole de relaciones n-arias definibles en A,

» E, (A) = Reticulado de relaciones n-arias definibles por existenciales en
A

)

» E(A) = Reticulado de relaciones n-arias definibles por existenciales po-
sitivas en A,

37
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= Op,(A) = Algebra de Boole de relaciones n-arias definibles por abiertas
en A,

= Op, (A) = Reticulado de relaciones n-arias definibles por abiertas positi-
vas en A

Definimos:
subhom (A) = {7 : v homomorfismo de Ay en By con Ay, By € S(A)}

subiso (A) = {~ : v isomorfismo de Ay en By con Ay,By € S(A)}

Dado que estas algebras podrian ser muy grandes utilizamos los siguientes
resultados para representarlas mediante un subconjunto de sus elementos.

Teorema 35 (Teorema de representacion de Stone). Toda dlgebra de Boole
finita A es isomorfa al dlgebra definida por P (At) donde At C A es el conjunto
de dtomos en A.

Teorema 36 (Teorema de representacion de Birkhoff). Todo reticulado distri-
butivo finito L es isomorfo al reticulado de conjuntos descendientes del poset de
elementos join-irreducibles en L.

Lema 37. Dada un dlgebra de Boole finita A, un elemento es un dtomo sii es
join-irreducible.

Los resultados anteriores nos permiten centrarnos tnicamente en los ele-
mentos join-irreducibles de estas algebras. Mientras que los Lemas 38 y [39}
presentados a continuacién, sugieren una manera clara de calcularlos.

Lema 38. Una relacion r C A™ es join-irreducible en Op(A) sii hay a € A™
tal que r = {h(a) : h € subiso (A)}.

Demostracion. Supongamos que r C A™ es join-irreducible en Op(A). Como r
es cerrado bajo subiso (A) por pertenecer a Op(A), es claro que

- U {h(Z) : h € subiso (A)},

zer

pero como 7 es join-irreducible hay una @ € r tal que r = {h (@) : h € subiso (A)}.
Supongamos que r = {h(a): h € subiso (A)} para algin a € A™. Sean
r1,...,Tm € Op(A) tales que

r=riU---Urp,

es claro que hay un r; tal que a € r;. Ademas como 7; es cerrado bajo subiso (A)
por pertenecer a Op(A), luego r = r;. O

Lema 39. Una relacion r C A" es join-irreducible en Op™ (A) sii hay a € A"
tal que r = {h(a) : h € subhom (A)}.

Demostracion. Igual a la del Lema O
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4.2. Algoritmos

Con la intencién de simplificar la exposicion, supondremos que X tiene una
unica estructura A. La generalizaciéon es facilmente deducible ya que los algo-
ritmos son casi iguales a los presentados en el Capitulo

Como un algebra de Lindenbaum de relaciones definibles puede llegar a ser
un objeto muy grande y dificil de manipular, nos basta generar los elementos
join-irreducibles del algebra segin los Teoremas [35] y [B6] ya que por el Lema
los 4tomos de un algebra de Boole son exactamente los elementos join-
irreducibles.

Para generar los elementos join-irreducibles del algebra de Lindenbaum de
relaciones de ancho n definibles por abiertas en A, basta con obtener el conjunto
F de morfismos que se chequean por preservacion en los algoritmos del Capitulo
Como F genera subiso (A) por el Teorema 28] basta calcular {h(a) : h € F}
para cada a € A", ya que por el Lema [38] todos los elementos join-irreducibles
son de esta forma. De la misma manera podemos construir el algebra de Linden-
baum de relaciones de ancho n definibles por abiertas positivas en A, basandonos
en el Teorema[31]y en el Lema [39]

Los algoritmos [£.2] y [£.3] generan los conjuntos F y H definidos por los Teo-
remas y Notar que los algoritmos son modificaciones de los algoritmos
para chequeo vistos en el Capitulo 3| solo que ahora devuelven el conjunto de
morfismos que antes chequeaban. Las subrutinas buscarIsos y buscarBihomos
son anélogas a las funciones chequearIsos y chequearBihomos de los Algo-
ritmos [3.2 y 35} La funcién buscarIsos devuelve el isomorfismo que hubiera
chequeado la funcién chequearIsos y si no hay isomorfismo devuelve Null. La
funcién buscarBihomos devuelve el isomorfismo y una lista de homomorfis-
mos biyectivos que son los que hubiera chequeado por preservacion la funcién
chequearBihomos.

Algoritmo 4.1 Saturacién por un conjunto de morfismos £

A=10

: for a € A" do

A= AU{cLAUSURA(aG, &)}

: end for

: return A > devuelve el algebra

: function CLAUSURA(a, &)
e ={a}
while e crezca do
for a € e do
10: for v € £ do
11: ezeU{’y(B)}
12: end for
13: end for
14: end while
15: return e
16: end function

© % e

Una vez calculado el conjunto de morfismos £ basta con calcular {h(a) :
h € &} para cada @ € A", ya que & genera al conjunto correspondiente al
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Algoritmo 4.2 Construccion de F como en el Teorema

S=10
F=0
Sub=[C:CeS(Ag), dela mayor a menor cardinalidad]
for B € Sub do
iso = BUSCARIS0s(B, S)
if iso # Null then
F =F U {iso}
Sub=[C: C e Sub tal que C ¢ B]
else
S=Su{B}
for o € Aut(B.) do
F=FU{a}
end for
end if
: end for
: return F

e e e
@ gy T2

17: function BUSCARISOS(B,S)
18: for Se€ S, con |B| =S| do

19: if hay v : B — S isomorfismo then

20: return -y > v es isomorfismo con el representante
21: end if

22: end for

23: return Null > No tiene representante

24: end function

tipo de definibilidad. Esto lo hacemos con el Algoritmo lo cual ya nos da
los elementos join-irreducibles o los dtomos, segin el tipo de definibilidad en
cuestion.

Para los demas tipos de definibilidad, el procedimiento seria analogo. Generar
el conjunto de morfismos £ basados en los algoritmos del capitulo 3| y saturar
segun el Algoritmo (4.1

4.3. Ejemplos y aplicacién

En esta seccién mostramos cémo la utilizacion del paquete permitié conje-
turar una caracterizacion de las relaciones binarias definibles por existenciales
positivas en reticulados distributivos.

4.3.1. Utilizando el paquete Definability para SageMath

A manera de prueba de las herramientas utilizamos Definability para recorrer
todas las relaciones binarias definibles en el reticulado 2 x 2, representado en la

figura 131
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Algoritmo 4.3 Construccién de H como en el Teorema

NN N NN o e e e e e e e e
RN Q9 X wy 9

25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:

44

S LU ~E i A

S=10
H=0
: Sub=[C:CeS(A.), de la mayor a menor cardinalidad]
: for B € Sub do
(iso, Ho) = BUSCARBIHOMOS(B, S)
H=HUH
if iso # Null then

H =H U {iso}

Sub=[C: C € Sub tal que C ¢ B
else

S=SU{B}

for oo € Aut(B.) do

H=HU{a}

end for
end if
: end for
: for A € S do
for B € S, con |B| < |A| do

for v: A — B con v homomorfismo sobreyectivo do

H=HU{~}

end for
end for
: end for
: return H

function BuscarRBiHOMOS(B, S)
7‘[0 = (Z)
for S € S, con |B| =S| do
bihomo = False
for v: B — S con v homomorfismo biyectivo do
bihomo = True
if v es un L-isomorfismo then
return (v, () > v es isomorfismo con el representante
else
Ho = Ho U {7}
end if
end for
if —bihomo then
for v: S — B con v homomorfismo biyectivo do
Ho=HoU{~}
end for
end if
return (Null, H,) > No tiene representante
end for
: end function
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Figura 4.3.1: Reticulado 2 x 2

Al correr el algoritmo de generacion de los elementos join-irreducibles de
Es (2 x 2), Definability nos devolvio las siguientes relaciones:

= {(0,0)}
= {(0,1)}
= {(0,2),(0,3)}
= {(1,0)}
= {(1,D}
= {(1,2),(1,3)}
= {(2,0),(3,0)}
= {2,1D),3,1D}
= {(2,2),(3,3)}
= {(2,3).(3,2)}

Aqui se puede notar las ventajas de utilizar el Teorema va que el reticulado

descripto por estos 10 elementos (representado en la figura tiene cardina-

lidad 219 = 1024, ya que son todas las uniones entre elementos join-irreducibles.
En cuanto a los elementos join-irreducibles de EJ (2 x 2) nos devolvio:

= {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}

= {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3)}
= {(0,0),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(3,0),(3,3)}
= {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),...,(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)}

Las cuales pueden ser interpretadas respectivamente como:
= A
= {(z,y): 2z <y}
= {(z,y) x>y}
s A2



4.3. EJEMPLOS Y APLICACION 43

0

Figura 4.3.2: Reticulado E; (2 x 2)

Lo que mediante el Teorema define un subreticulado de E5 (2 X 2) anterior,
mucho més pequeno, como se puede ver en la Figura |4.3.3] donde los nodos sin
rellenar son los elementos join-irreducibles devueltos por el paquete.

A2

IA
(@
\%

IN
\%

Figura 4.3.3: Reticulado de relaciones binarias definibles por existenciales posi-
tivas en 2 x 2

Luego probamos en el reticulado 3 x 3 representado en la figura [£.3.4]
Al interpretar los elementos join-irreducibles de EJ (3 x 3) calculados por
el paquete, nos dio nuevamente:

s A

Lo que representa un reticulado isomorfo al presentado en £.3.3] Esto nos llevo
a conjeturar el Teorema que probamos a continuacién.
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Figura 4.3.4: Reticulado 3 x 3

4.3.2. Caracterizacion de las relaciones binarias definibles
por existenciales positivas en reticulados distributi-
vOs

Lema 40. Sea L un reticulado y R una relacion binaria no vacia sobre L
preservada por endomorfismos en L. Entonces vale que A" C R.

Demostracion. Esto es una consecuencia directa de que para cada a € L la
funcién de L en L que vale constantemente a es un endomorfismo. O

Teorema 41 (Teorema del filtro primo). Sea (L,V,A) un reticulado distributivo
y F un filtro. Supongamos x € L — F. Entonces hay un filtro primo P tal que
t¢PyFCP.

Lema 42. Sea L un reticulado distributivo y R # 0 una relacion binaria so-
bre L preservada por endomorfismos en L. Si hay (a,b) € R tal que a £ b
(respectivamente b £ a), entonces {(x,y) : © > y} C R (respectivamente

{(z,y) :2 <y} CR).

Demostracion. Fijamos (a,b) € R tal que a £ b, y sean ¢,d € L tales que ¢ > d.
Veremos que (¢,d) € R. Por el Teorema |41 hay un filtro primo P que contiene
al filtro generado por a y ademas b ¢ P. Definimos h : L — L por

i P,
h(m): c STxE s
d sixz ¢ P.

Es facil ver que h es un endomorfismo. Finalmente como (a,b) € R y h preserva
R, (h(a),h (b)) = (c,d) € R. O

Teorema 43. Sea L un reticulado distributivo y R una relacion binaria sobre
L definible por un formula existencial positiva en L. Se da una de las siguientes:

= R=A,
= R={(z,y):z <y},
= R={(z,y) 2 >y},
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u R:{(x,y)mﬁy}U{(%y)xzy};
s R=L x L.

Demostracion. Si R C A, por el Lema[d0] R = A.
Si R C {(z,y) : x <y}, pero R ¢ A, hay (a,b) € R tales que a < b, luego
a? by porel LemaR = {(z,y) : ¢ < y}. Anélogo para R C {(z,y) : © > y}.
SiRE {(z,y):xz<y}y RZ{(z,y): x>y}, aplicando dos veces el Lema
{(z,y) : 2 <y} U{(z,y) : 2 >y} C R. Si ademés (a,b) € Rperoa £ by
a # b, tomamos (c,d) € R, si son comparables ya estan en R por lo anterior. Si
son incomparables aplico dos veces el Teorema 1]y tomamos dos filtros primos
Py Q tales que a € Pperob ¢ Py b e Q pero a ¢ Q. Ahora definimos la
siguiente funcién
cVd sizrePUQ
c size P—Q
d sire@—P
chNd sizc¢Pyxé¢Q

h(z) =

que facilmente puede verse que es un endomorfismo. Por lo tanto como (a,b) € R
y h preserva R, (h(a),h (b)) = (¢,d) € R. Por lo tanto R =L x L. O
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Capitulo 5

Documentacion de
Definability

En este capitulo, exponemos la herramienta que desarrollamos que imple-
menta los algoritmos de los Capitulos 3] y [}

5.1. Introduccion

Definability es un paquete que desarrollamos para SageMath, un software
matematico licenciado bajo la GPL. Nuestro paquete implementa los algorit-
mos vistos en las secciones anteriores, permitiendo, dada una clase de estruc-
turas, decidir definibilidad o generar las algebras de Lindenbaum de relaciones
definibles.

5.2. Arquitectura del paquete

Nuestro paquete se basa en parte en las librerias desarrolladas por Peter
Jipsen para utilizar Minion, Universal Algebra Calculator, Mace4 y Prover9
desde SageMath disponibles en |http://math.chapman.edu/~jipsen/sagepkg/|

El paquete se desarrolla en |https://github.com /pablogventura/definabilityl

5.2.1. Programas externos necesarios

Definability, asi como SageMath han sido desarrollados en Python 2.7, por
lo que necesitan del interprete instalado. El paquete se desarrolla en un repo-
sitorio Git, por lo que se necesita una instalacién de éste para poder descargar
el paquete. Como Definability es un paquete desarrollado para SageMath, se
necesita de una version funcional de éste sobre la cual instalar el paquete. Ade-
maés, utiliza interfaces con otros programas. Particularmente utiliza Minion, y
LADR (interfaz de linea de comandos de Prover9, Mace4, y otros programas).
Definability ha sido probado en versiones particulares de estos programas y no
se sabe si funcionara en otras. Las versiones utilizadas son las siguientes:

w Git 2.1.4
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Python 2.7.9,

SageMath 6.7,

Minion 1.8,
= LADR versiéon de noviembre de 2009.

En la siguiente seccién explicaremos nuestra motivaciéon detras de desarrollar
un paquete para SageMath y en las siguientes dos secciones explicaremos bre-
vemente qué hacen los programas Minion y LADR.

5.2.1.1. SageMath

SageMath [Developers |2016] es un software matemaético libre licenciado bajo
la GPL, con el objetivo de ser una alternativa libre a Magma, Maple, Mathe-
matica y Matlab.

Se trata de un software en pleno desarrollo que incluye herramientas para
trabajar con reticulados y muchas otras estructuras algebraicas por lo que nos
parecio6 interesante utilizarlo como base para nuestra herramienta.

5.2.1.2. Minion

Minion [Gent, Jefferson y Miguel 2006] es un solucionador de CSP, rapido
y escalable respecto del incremento del tamano del problema. Es un soluciona-
dor de proposito general con un lenguaje de entrada muy expresivo. Minion es
software libre, licenciado bajo la GPL 2.

En nuestro caso utilizamos la interfaz con Minion a la hora de resolver nues-
tros CSP para buscar morfismos.

5.2.1.3. LADR

LADR es la interfaz de linea de comandos para Prober9 y Mace4[McCune
2005-2010]. Prover9 es un probador automatico de teoremas para primer orden
y logica ecuacional y Mace4 es un software capaz de encontrar modelos finitos
y contraejemplos, licenciados bajo la GPL 2.

En nuestra herramienta solo se utiliza la interfaz con Mace4. Esto es para
generar automaticamente modelos de teorias de primer orden.

5.2.2. Moédulos y organizaciéon del cédigo fuente

Cada archivo .py en la carpeta src implementa los siguientes médulos:
config Maneja las rutas para acceder a Minion y a LADR.
minion Implementa la interfaz con Minion.
mace4 Implementa la interfaz con LADR, para utilizar Mace4.
fotype Implementa los tipos de primer orden

model Implementa la clase FO_Model que representa las estructuras de primer
orden.
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fotheory Implementa las teorias de primer orden.

functions Implementa la clase general de las funciones, de las que heredan los
morfismos y las funciones y relaciones de primer orden.

fofunctions Implementa las funciones y relaciones de primer orden.
morphisms Implementa los morfismos.

constellation Implementa la clase Constellation que representa a la clase
de estructuras /C, y contiene las implementaciones de los algoritmos vistos
en el Capitulo

lindenbaum Implementa los algoritmos de generacién de algebras de Linden-
baum presentados en el Capitulo [

examples Incluye algunos ejemplos de estructuras, y de tipos de primer orden
utilizados fundamentalmente para testing.

fotheories Incluye varias teorias de primer orden, para generar estructuras
automéaticamente mediante Mace4.

sage_to Implementa entre conversion de estructuras algebraicas de Sage a nues-
tra clase FO_Model.

5.3. Instalacion

5.3.1. Instalacién del paquete en SageMath

Ahora mostraremos los pasos para la instalacién de nuestro paquete a través
de comandos por consola en Linux, ya que SageMath no ha sido portado a otros
sistemas operativos.

Suponiendo que tenemos instalado SageMath en la ruta absoluta SAGEDIR,
nos movemos al directorio donde se quiere descargar el paquete Definability,
seguimos los siguientes comandos para instalar el paquete en nuestra instalacién
de SageMath:

$ git clone --branch v0.5.0-alpha https://github.com/
pablogventura/definability.git

cd definability/package

./make_spkg.sh

mv definability-hash.spkg SAGEDIR

cd SAGEDIR

./sage -i definability-hash.spkg

©h €H H H LD

5.4. Uso del paquete

Una vez instalado el paquete basta con arrancar Sage con el comando:
$ ./sage
y una vez en la consola de Sage, importamos el paquete con el comando:

import definability
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5.5. Generacion y entrada de estructuras

Al momento de ingresar estructuras para su chequeo puede optar por la
generacién automatica de estructuras a partir de una teoria de primer orden
mediante la interfaz a Mace4, o la entrada de una estructura en particular
manualmente.

5.5.1. Generacion de estructuras a partir de una teoria de
primer orden

Para definir un objeto del tipo FO_Theory que implementa a una teoria de
primer orden basta con un nombre, una descripcién, y una lista de axiomas en
la sintaxis propia de Mace4. Por ejemplo para definir la teoria de reticulados
bastaria con la siguiente linea:

Lat = definability.FO_Theory("Lat",
"Lattices",
[’(xvy)vzs=xv(yv

z)’,
’x vy =y vzx’,
(x7y)~z = x(yTz) 7,
X7y = y°x?,
(x v y)©x = x7,
(x7y) v x = x°])

Ahora para recorrer los reticulados (filtrando isomorfismos) basta con lla-
mar al método find_models con la cardinalidad buscada, el cual devuelve un
generador. Por ejemplo para recorrer los reticulados de 5 elementos basta con

list (Lat.find_models (5))

que devolverd una lista con todos los reticulados de 5 elementos filtrando iso-
morfismos.

Nuestro paquete incluye una gran variedad de teorias de primer orden ya
cargadas en el modulo fotheories. Por ejemplo: Lat para reticulados, Graph
para grafos, Grp para grupos, etc. La lista completa se puede revisar mediante
listar el modulo fotheories de nuestro paquete con el siguiente comando:

dir(definability.fotheories)

5.5.2. Entrada manual de una estructura

Supongamos que queremos ingresar manualmente el reticulado 2 x 2. Lo pri-
mero es definir el tipo de primer orden al que pertenece. Para crear un objeto de
la clase FO_Type basta con pasar dos diccionarios, el primero para las funciones
y el segundo para las relaciones. Los diccionarios contienen las aridades y se
indexan por los simbolos correspondientes. Por ejemplo, para definir el tipo de
los reticulados, junto con una relacién unaria P para chequear:

tlat = definability.FO_Type({’v’: 2, ?>~7: 2},{"P":1})
Luego se debe definir un universo para la estructura, como por ejemplo

universe = [0,1,2,3]
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Luego se necesitan definir las funciones supremo e infimo, y una relaciéon
unaria P para su chequeo.

Una funciéon, implementada por la clase FO_Operation se puede definir me-
diante un diccionario con claves de tuplas que apuntan al valor de la funcién, o
en el caso de funciones binarias, una matriz A donde el valor A; ; se correspon-
de a la funcion evaluada en (i, j). Para definir una relacién utilizando la clase
FO_Relation basta con una lista de las tuplas que pertenecen a la relacién y el
universo sobre el que la relacion esta definida.

Como ejemplo, definimos el infimo y el supremo utilizando cada una de las
maneras para definir funciones, y definimos la relacion P:

meet = definability.FO_Operation({(0, 0): O,
(0, 1): 0,
(0, 2): 0,
(0, 3): 0,
(1, 0): 0,
(1, 1): 1,
(1, 2): 2,
(1, 3): 3,
(2, 0): 0,
2, 1): 2,
2, 2): 2,
(2, 3): 0,
(3, 0): 0,
(3, 1): 3,
(3, 2): 0,
(3, 3): 3}

join = definability.FO_Operation([[0,1,2,3],
[1,1,1,1],
[2,1,2,11,
[3,1,1,311)

rP = definability.FO0_Relation([(2,), (3,)], universe)

Notar que al definir rP estamos pasando una lista de 1-tuplas que definen a la
relacion y ademas el universo sobre el que estd definida.
Finalmente, para definir el reticulado basta con hacer:

lat2x2 = definability.F0_Model(tlat,
universe,
{’"?: meet,
’v?’: join},

{’P’: rP})

5.6. Chequeo de definibilidad

Una vez definidas las estructuras, para chequear definibilidad se utiliza un
objeto de la clase Constellation, pasando una lista de las estructuras en K. Es-
ta clase implementa los algoritmos vistos en el Capitulo[3} Por ejemplo siguiendo
con el ejemplo anterior:

¢ = definability.Constellation([lat2x2])
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Para chequear definibilidad estén los siguientes métodos:
= is_existential_definable

= is_existential_positive_definable

= is_open_definable

m is_positive_open_definable

los cuales toman dos tipos £ C L para decidir definibilidad de las relaciones del
tipo £/ — L en L, y devuelven una tupla con un booleano y un contraejemplo,
si es que lo hay.

Los tipos de primer orden implementados por FO_Type, tienen implementada
la operacion «+» como la unién de tipos. Esto permite definir mas comodamente
el tipo £’.

Por ejemplo para chequear definibilidad abierta de la relacion P:

c.is_open_definable(tlat,tlat + definability.FO_Type
{3, {"P":1}))

Lo cual en particular es falso, por lo que el paquete devuelve la tupla:

(False, Embedding([0] -> 2,
FO_Type({’v’: 2, *~’: 2},{}),
antitype= [’P’],
Injective, ))

Donde devuelve un contraejemplo, ya que el embedding del subreticulado
formado por el elemento 0 en el subreticulado formado por el elemento 2 (un
isomorfismo entre subestructuras de 2 x 2) no preserva P, negando el Teorema

el

5.7. Generacion de algebras de Lindenbaum

Para la generacion de las algebras de Lindenbaum desarrolladas en el capitulo
M el paquete dispone del modulo lindenbaum.
Este modulo contiene las siguientes funciones:

ji_of_existencial_definable_algebra genera los elementos join-irreducibles
de E, (K) .

ji_of_existencial_positive_definable_algebra genera los elementos join-

irreducibles de Ef (K).
atoms_of __open_definable_algebra genera los dtomos de Op,, (K).

ji_of _open_positive_definable_algebra genera los elementos de Op; (K)
que son join-irreducibles.

Estas funciones toman un objeto del tipo Constellation que determina K, un
tipo para los morfismos en cuestién y una aridad.

Por ejemplo para obtener los elementos join-irreducibles del reticulado de
relaciones ternarias definibles en 2 x 2 bastaria con la siguiente linea:
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definability.lindenbaum.
ji_of _existencial_positive_definable_algebra (c,
definability.examples.tiporet ,3)

Lo cual devuelve una lista de 22 relaciones join-irreducibles, que acortamos
como ejemplo:

[Relation ([0, O, O],
(1, 1, 17,
[2, 2, 2],
[3, 3, 31,

Relation ([0, 0, 0],

o, 1, 11,
o, 2, 21,
o, 3, 31,
(1, o, o1,
1, 1, 11,
[1, 2, 21,
(1, 3, 31,
(2, o, o1,
2, 1, 11,
(2, 2, 21,
(2, 3, 31,
[3, o, ol,
3, 1, 11,
[3, 2, 21,
[3, 3, 31)1]
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo se hicieron los siguientes aportes:

= Se probaron resultados para la construcciéon de un conjunto generador del
conjunto de morfismos a revisar para definibilidad abierta y definibilidad
abierta positiva.

= Se desarrollaron algoritmos para decidir definibilidad de relaciones en pri-
mer orden, en féormulas abiertas, abiertas positivas, existenciales y exis-
tenciales positivas.

= Se desarrollaron los respectivos algoritmos para obtener el dlgebra de re-
laciones definibles en cada fragmento de primer orden mencionado ante-
riormente.

= Se desarrollé una herramienta que implementa dichos algoritmos.

= Al probar la herramienta, se conjetur6é y luego se probd una caracteri-
zacion de las relaciones binarias definibles por existenciales positivas en
reticulados distributivos (Teorema |43).

Dado lo inicial de la investigacién, las conclusiones tienen que ver con la direccién
futura de la investigacion y las preguntas interesantes que han surgido durante
este trabajo, que se encuentran en la siguiente seccién.

Por otra parte, resulta muy alentador que el primer ejemplo visto seriamente
haya permitido conjeturar el Teorema [£3] Esperamos que sea una herramienta
muy util como asistente de investigacion para problemas de definibilidad.

6.2. Trabajo futuro

La experiencia durante el desarrollo nos ha hecho notar que la gran parte
de los calculos provienen del calculo de morfismos. En relacién a la incidencia
que puedan tener propiedades de K en la complejidad de decidir definibilidad
es interesante destacar el extenso trabajo existente acerca de la complejidad
computacional del CSP (ver, e.g., [Creignou, Kolaitis y Vollmer 2008]). Es de

35
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esperar que si el problema de calcular morfismos para la clase K (y estructuras
derivadas) estd bien condicionado, esto tendréd un efecto positivo sobre el costo
computacional de nuestro problema. Un articulo que merece menciéon especial es
[Idziak y col.|2010], en donde se demuestra que el célculo de morfismos se puede
resolver en tiempo polinomial si se cuenta con la existencia de términos con
ciertas propiedades ecuacionales (cube terms). Una situacion particular donde
se cuenta con cube terms es bajo la presencia de un Near-Unanimy term, como
por ejemplo en el caso de estructuras que tienen un reducto de reticulado. Debido
a esto resulta interesante el desarrollo de algoritmos que decidan definibilidad
para este tipo de estructuras. Recientemente se ha demostrado que la presencia
de cube terms es decidible [Horowitz 2015|, aunque, dada la naturaleza teérica
de este resultado, no esta claro si el algoritmo descubierto tiene la eficiencia
suficiente para que resulte relevante a nuestros propositos.

Esperamos desarrollar los algoritmos para decidir definibilidad por conjun-
cién de atémicas y por primitivas positivas, que nos quedaron pendientes.

También, queda pendiente explorar y aprovechar en la implementacion, la
interaccion entre los diferentes tipos de definibilidad. Queda muy claro que hay
una jerarquia entre ellas que podria ser aprovechada, al calcular diferentes tipos
de definibilidad sobre la misma clase K.

También esperamos explorar mejores implementaciones para la generacién de
subestructuras, por ejemplo estudiando los algoritmos utilizados por el Universal
Algebra Calculator [Freese, Kiss y Valeriote 2011].

Esperamos también continuar el estudio de la definibilidad existencial posi-
tiva en reticulados distributivos, investigando los casos de mayor aridad.
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