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Marzo 2016

Director: Dr. Damián Fernandez Ferreyra.

c©FaMAF-UNC 2016



ii

Modelo de dinámica y control de epidemia de dengue con información a gran escala por
Gabriel Eduardo Moyano se distribuye bajo una Licencia Creative Commons Atribución-
NoComercialCompartirIgual 2.5 Argentina

http://www.creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ar/
http://www.creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ar/


A mis padres, mis hermanos,
mis directores y a los docentes de la facultad

por su apoyo, consejos y buena predisposición para ayudarme.

iii



iv

Resumen
En esta tesis se presentará un modelo para el control de una epidemia de fiebre den-

gue, que requiere de el uso de distintas herramientas matemáticas presentado como un
problema de optimización sujeto a una dinámica espacio–temporal de la enfermedad. En
una primera parte se describirá un modelo con poblaciones de huéspedes y vectores dividi-
das en compartimientos de acuerdo a su estado de enfermedad. Luego la relaciones entre
vectores y huéspedes se modelará mediante un sistema de ecuaciones diferenciales y final-
mente se procederá a plantear un problema de control al agregar un parámetro adicional
que representa las posibles fumigaciones. En la segunda parte de este trabajo se llevará
a cabo la resolución de este problema propuesto mediante técnicas numéricas basadas en
métodos de optimización no lineal, ya que el problema representado es un problema de
optimización cuadrática con restricciones que pueden ser linealizadas.

Los modelos matemáticos son de gran utilidad para el estudio, análisis y comprensión
de diferentes fenómenos que surgen en ciencias tales como la medicina y la mioloǵıa. A
partir de los resultados y simulaciones obtenidas basadas en estos modelos, es posible
tener un mejor entendimiento del fenómeno analizado y también estos resultados pueden
ser utilizados para estimar parámetros correspondientes al proceso en estudio, dando aśı
una herramienta para su uso como método de representación de un brote epidémico como
también su uso para la prevención y método de control para un posible brote.

Aqúı se propone realizar un primer enfoque del problema donde se describe el sistema
de ecuaciones diferenciales que representan la dinámica espacio–temporal de un brote de
fiebre dengue con parámetros obtenidos mediante información de los sensores de gran
escala. La dinámica propuesta para los vectores es derivada de una ecuación de reacción–
difusión no homogénea basada en los parámetros ya mencionados. Luego esta ecuación es
propuesta como representación de las poblaciones de insectos en un modelo epidemiológico
para una enfermedad trasmitida por vectores descripto en compartimientos, donde además
se agregan las ecuaciones que representan la población de los huéspedes también separados
en compartimientos respecto a su estado frente a la enfermedad, obteniendo aśı un modelo
que en la bibliograf́ıa clásica se conoce como S − E − I para los vectores y S − E − I −
R para los huéspedes. Esto será modelizado mediante una simulación numérica de las
ecuaciones diferenciales en diferencia finitas. A continuación se planteará un problema
de optimización donde se introduce una variable de control que representa una posible
estrategia de fumigación, de tal forma que el objetivo del problema es encontrar una
estrategia óptima en el sentido que se minimiza la cantidad de huéspedes expuestos al
virus de la enfermedad y la cantidad de insecticida en las fumigaciones, esto además
sujeto a un conjunto de restricciones que se derivan del modelo f́ısico.

En la segunda parte del trabajo, el objetivo es desarrollar y mostrar un algoritmo
eficiente para la resolución del problema de optimización ya discretizado resultante de la
primer parte de la tesis. Para esto se presentará un algoritmo de programación cuadrática
secuencial basado en el método de Lagrangiano aumentado y el método del Lagrangiano
con restricciones lineales.

Cabe señalar que las herramientas e ideas utilizadas en la primer parte del trabajo
pueden ser aplicadas para la modelización de distintos insectos, principalmente volado-
res, adaptando los parámetros correspondientes para la representación de la evolución
espacio–temporal de las densidades de poblaciones, sin la necesidad de que sea un modelo
epidemiológico o adaptando los parámetros biológicos derivados de las propiedades del vi-
rus del dengue para representar la evolución de otro brote epidémico para una enfermedad
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transmitida por un vector.

Palabras claves: epidemioloǵıa, optimización, control optimal, ecuaciones diferencia-
les parciales, método de diferencias finintas, simulaciones numéricas, método del gradiente
proyectado, lagrangiano aumentado.
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xii ÍNDICE DE CUADROS



Caṕıtulo 1

Introducción

La interacción entre la matemática y ciencias como la bioloǵıa y medicina no es recien-
te, sino que ha existido desde hace varios años atrás. Esta interacción resulta beneficiosa
para ambas partes; para el matemático tratar de resolver los problemas que surgen en
bioloǵıa puede implicar el desarrollo de nuevas ideas, aplicaciones y teoŕıas, mientras que
para los biólogos o médicos el modelado matemático puede convertirse en una nueva he-
rramienta y poderosa técnica de experimentación en casos muy dif́ıciles o imposibles de
llevar a cabo o como herramienta para la verificación de resultados. Además el desarrollo
de modelos matemáticos de enfermedades tiene diversas motivaciones. Por un lado, me-
diante el modelado matemático se espera poder estimar el número total de afectados por
una enfermedad para poder tomar medidas de prevención. Por otro lado se desea saber
por qué algunas enfermedades aparecen de repente, se propagan rápidamente, y luego des-
aparecen igualmente rápido afectando solamente una pequeña parte de la población. Para
el control de epidemias es muy importante poder evaluar la eficiencia de las vacunacio-
nes con la finalidad de controlar, o a lo mejor totalmente extinguir, la enfermedad. Entre
los acontecimientos que muestran los beneficios de esta interacción podemos destacar, sin
ánimo de ser exhaustivos, los siguientes:

El primer modelo matemático de una enfermedad fue propuesto por Daniel Ber-
noulli aproximadamente en 1760. Bernoulli trató de fundamentar la utilidad de la
vacunación contra la viruela. En 1760 entregó a la Academia de Ciencias en Paŕıs
un trabajo titulado Un intento de un nuevo análisis de la mortalidad causada por
la viruela y las ventajas de la vacunación para prevenirla. La pregunta era si la va-
cunación deb́ıa ser alentada a pesar de que algunas veces causaba la muerte. Más
precisamente, el desaf́ıo era encontrar una manera de comparar el beneficio a largo
plazo de la vacunación contra su riesgo inmediato de muerte.

Uno de los pioneros en utilizar modelos matemáticos para describir el comportamien-
to de las epidemias fue el matemático, médico, naturalista y zoólogo escocés Ronald
Ross, quien además en 1902 fue galardonado con el Premio Nobel de Fisioloǵıa y
Medicina por demostrar que la malaria era contagiada por los mosquitos. Ross, en el
año 1911, formuló un modelo matemático sencillo como apoyo de su argumentación
que para erradicar el paludismo era suficiente con disminuir la población de mosqui-
tos a un nivel bajo, sin necesariamente extinguirla. Este modelo se basó en la hoy
denominada ley de masas, la cual establece que el número de contactos infecciosos
por unidad de tiempo, es decir que producen enfermedad, es proporcional al número
total de contactos entre individuos infecciosos y sanos.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En 1926 McKendrick publicó un art́ıculo sobre aplicaciones matemáticas a proble-
mas médicos, que conteńıa varias ideas nuevas. En particular introdujo un modelo
matemático para epidemias con un tiempo continuo que tomaba en consideración el
aspecto estocástico de la infección y la recuperación. En el modelo de McKendrick
las personas pueden pasar sucesivamente por tres estados, susceptibles, infectados y
recuperados. Siguiendo el trabajo de Ross para la malaria supuso que durante un in-
tervalo de tiempo infinitesimal dt, la probabilidad de que ocurra una nueva infección
es proporcional a la cantidad de susceptibles y a la cantidad de infectados, y que la
probabilidad de una nueva recuperación es proporcional a los infectados. Además fue
uno de los primeros que representaron una buena aproximación a datos reales, por
ejemplo de la plaga de Bombay de 1905/1906 y definiendo el concepto del llamado
valor umbral fue posible por primera vez pronosticar la dimensión de una epidemia.

Tal como dijimos, la interacción entre la matemática y la bioloǵıa o la medicina no
es reciente. No obstante, esta interacción se ha incrementado notoriamente en los últi-
mos años. No seŕıa sino hasta entrado el siglo XX cuando la modelización matemática
en epidemioloǵıa cobraŕıa un real impulso, vislumbrándose sus enormes potencialidades.
Son varios los factores que han contribuido a que esto se lleve a cabo, entre los cuales se
pueden nombrar por ejemplo el alto grado de desarrollo tecnológico que hace que hoy sea
posible realizar experimentos y mediciones antes inaccesibles y por lo tanto poder contar
con grandes bases de datos e información, información que resulta dif́ıcil de entender sin
el uso de herramientas matemáticas adecuadas. Otro factor, también ligado al anterior,
es el desarrollo computacional actual que permite hacer cálculos y simulaciones que años
atrás no eran posibles. Por último, también hay que destacar el desarrollo de herramientas
y teoŕıas matemáticas que resultan de gran utilidad a la hora de analizar y estudiar este
tipo de fenómenos. Más allá de que el objetivo de cualquier modelización matemática sea
contribuir a la resolución y el entendimiento de un problema mediante el aporte interdis-
ciplinario que pueda hacer la Matemática, la modelización matemática de enfermedades
contagiosas tiene además variadas virtudes que van desde proveer un marco teórico, brin-
dar valiosas herramientas para combatir a las epidemias, contribuir a predecir futuros
brotes y dar pautas de cómo actuar al respecto, hasta cuestiones de ı́ndole pragmáticas y
económicas. Además otro importante contribución en la experimentación (por ejemplo por
su implementación relativamente sencilla y de bajo costo) e incluso llega a ser indispensa-
ble cuando se trata de modelizaciones que involucra a humanos, pues la experimentación
puede llegar a ser imposible o no ética. Los modelos matemáticos son de gran utilidad para
el estudio, análisis y comprensión de diferentes procesos y fenómenos que surgen en las
ciencias médicas y biológicas. A partir de los resultados y simulaciones obtenidas basadas
en modelos matemáticos es posible tener un mejor entendimiento del fenómeno analiza-
do. Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, el modelado a partir de éstas, su
resolución numérica y la creación de algoritmos son herramientas muy útiles, entre las va-
rias existentes, para realizar lo mencionado anteriormente o con la finalidad de que estos
modelos lleven tal vez a realizar alguna predicción sobre su comportamiento futuro.

En este trabajo se proponen principalmente dos áreas de estudio, por lo cual el trabajo
está dividido en dos partes y cada una de las cuales describiremos brevemente a continua-
ción. También relacionado a esto, el desarrollo de los temas tiene como objetivo que este
trabajo pueda ser interpretado por personas con formación en distintas disciplinas como
matemática, f́ısica o bioloǵıa.

La primera parte está relacionada con un problema de control en la dinámica de un
brote de fiebre dengue, enfermedad trasmitida por el mosquito de la especie Aedes Aegypti
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como vector. El objetivo es el desarrollo de un modelo basado en un problema de opti-
mización que permita representar una estrategia de control por insecticida con el fin de
minimizar los costos que involucra la compra/producción y distribución de insecticidas
como también la cantidad de humanos afectados por la enfermedad, usando como infor-
mación una variedad de datos obtenidos por sensores de gran escala sobre el terreno, datos
meteorológicos y parámetros obtenidos mediante mediciones del terreno, datos conocidos
de la especie de los mosquitos Aedes Aegypti y estad́ısticas sobre los huéspedes.

Mencionadas ya las ventajas de contar con un modelo matemático es relevante aclarar
que la difusión geográfica de una epidemia es menos comprendida y mucho menos estu-
diada que la evolución y control temporal de enfermedades y epidemias. Sin embargo, el
modelado de una forma que incluya suficiente realismo la dinámica espacio–temporal de
una enfermedad puede ser de particular relevancia para el control de una epidemia o para
comprender el proceso de trasmisión de la infección. La complicación radica en la mane-
ra de modelar la evolución de la enfermedad. De la bibliograf́ıa se destacan, entre otros,
principalmente, tres enfoques para el modelado de una epidemia. En un primer enfoque,
se emplea un modelo de “cajas” y consiste en dividir la poblaciones en compartimientos
donde dentro de una de estas cajas se supone la población distribuida uniformemente
y las relaciones y traspasos entre cajas están definidas de acuerdo a los parámetros da-
dos y algunas probabilidades. En un segundo modelo, la propagación de una epidemia es
descripta como un modelo continuo mediante el uso de una ecuación de difusión. Y más
recientemente se han propuesto modelos de redes con el fin de representar las posibles
transmisiones de la enfermedad mediante los contactos internos en la población.

Para modelar la densidad de la población de los vectores transmisores de la enfermedad
en este trabajo nos basamos en el modelo dado por [20] donde se plantea a la evolución
de las poblaciones de insectos, independientemente de si están o no infectados, como una
ecuación de difusión en un terreno no homogéneo más un término de transporte que re-
presenta los efectos del viento sobre los insectos y un término adicional que representa
la atracción de los humanos, o mamı́feros, sobre los mosquitos. En el Caṕıtulo 2 presen-
taremos en detalle esta ecuación, además de incluir términos de nacimientos y muertes.
Además, considerando condiciones de frontera de Robin para aśı considerar que el flujo
tanto de entrada como de salida de los insectos en el área de estudio es proporcional a la
densidad de población en la frontera.

En cuanto a la cantidad de trabajos relacionados con la difusión espacio temporal de
insectos modelada mediante un término de difusión, podemos decir que no es tan signi-
ficativa y entre algunos de los trabajos en los que nuestro modelo está basado podemos
citar a [25, 26]. Desde el punto de vista matemático, deseamos resolver un problema de
control cuyo objetivo es en un horizonte de tiempo finito, minimizar la cantidad humanos
que tienen contacto con la enfermedad y minimizar el uso de una herramienta para con-
trolar la epidemia, en nuestro caso será una estrategia de fumigaciones, aunque de manera
similar según se muestra en [8, 24] se puede emplear otra técnica como la introducción de
mosquitos estériles.

En el Caṕıtulo 3 se presentará con más detalle la definición de problema de control
y también serán explicados de manera detallada los problemas que son de interés en
este trabajo. Luego de analizar brevemente la existencia y estabilidad de las soluciones del
problema de optimización, nos enfocaremos en nuestro objetivo principal de desarrollar una
metodoloǵıa para resolver tales problemas. En el mismo caṕıtulo se procederá a mostrar
la discretización utilizada para llevar a este problema de minimización continua a un
problema de minimización en el discreto, el cual resultará ser un problema cuadrático.
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En esta primera etapa se resolverá este problema mediante un algoritmo de optimización
basado en el método adjunto con el fin de encontrar un minimizador.

La segunda parte del trabajo está orientada al desarrollo de un algoritmo capaz de
resolver de manera eficiente el problema descripto en la primer parte, haciendo uso de la
estructura cuadrática que éste tiene. Para esto se utilizará un método de optimización no
lineal basado principalmente en el método del Lagrangiano aumentado en particular para
problemas cuadráticos. En el Caṕıtulo 4 se comenzará con un breve desarrollo de los deta-
lles en que consisten los métodos de barrera y principalmente el método del Lagrangiano
aumentado, continuando con la presentación del formato y de las caracteŕısticas de éste
método que usa la particular forma del problema a trabajar.

En el Caṕıtulo 5 se definirá el algoritmo principal a implementar junto con los métodos
que se utilizarán internamente para resolver subproblemas asociados. Luego en este mismo
caṕıtulo se darán las justificaciones teóricas de la buena definición y convergencia de este
algoritmo. Aqúı se darán los Lemas y Teoremas que garantizan la convergencia del método
en forma teórica y se desarrollará con más detalles como es el método funciona mediante
la resolución reiterada de un conjunto de subproblemas.



Parte I

Control en la dinámica de un
brote de fiebre dengue.
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Caṕıtulo 2

Dinámica del brote de dengue

2.1. Motivación del problema

El objetivo de este trabajo es el de presentar un modelo matemático para llevar a
cabo un control en la propagación espacio–temporal de una epidemia de dengue median-
te poblaciones de mosquitos, los que serán los vectores, y de humanos, los cuales serán
los huéspedes, en terrenos heterogéneos con datos de información a gran escala aplicando
técnicas de optimización. Los datos ambientales a gran escala, tales como humedad, tem-
peraturas, vientos y superficie del terreno son indicadores fundamentales en la distribución
geográfica de insectos, importante en nuestro caso por ser el vector de la enfermedad y
el uso de datos de sensores remotos se ha convertido más y más frecuente en la últimas
décadas.

La fiebre dengue es una enfermedad viral, la cual es transmitida a humanos por las
hembras del mosquito Aedes Aegypti cuando se alimentan. Existen diferentes formas de
infección por dengue. De éste virus se conocen cuatro serotipos [13], en un paciente las
manifestaciones, de más leves a severas, pueden ser algunas de las siguientes. Una infección
asintomática. Presentar un cuadro benigno de fiebre o sensación de alza térmica, inespećıfi-
co y limitado asociado a malestar general o un cuadro más intenso de tipo febril conocido
como dengue clásico (DC) el cual puede o no presentar manifestaciones hemorrágicas me-
nores. Y finalmente en el otro extremo del espectro cĺınico las manifestaciones severas del
dengue hemorrágico (DH) y de śındrome de shock por dengue o śındrome de choque por
dengue (SCD) (Figura (2.1)). La infección por unos de los serotipos de dengue produce
inmunidad permanente para éste tipo, pero solo una inmunidad cruzada temporal a los
otros tipos [25]. Por lo cual individuos que vivan en zonas endémicas de dengue donde
convivan distintos serotipos del virus pueden sufrir la enfermedad más de una vez.

Su proceso epidemiológico está dado de la siguiente manera. Los mosquitos hembras se
infectan al momento de alimentarse de la sangre de un humano infectado durante el periodo
infeccioso de la enfermedad que dura entre cuatro o cinco d́ıas. Un mosquito luego de que
se infecta tiene un periodo mı́nimo de incubación extŕınseca del virus de ocho a catorce
d́ıas antes de que sea infeccioso. Cuando un mosquito en éste último estado pica a un
humanos susceptible, el virus es inyectado a su torrente sangúıneo y comienza un periodo
de incubación intŕınseco en el huésped que toma de cinco a siete d́ıas, con un promedio
más cercano a los cinco d́ıas. Luego de este periodo comienza el periodo infeccioso del
huésped comenzando de nuevo el proceso. Además existe una pequeña probabilidad de
que el virus se trasmita de forma vertical, esto es, un mosquito hembra infectado puede
trasmitirle el virus a su descendencia. En resumen, la figura (2.1) representa el flujo de los

7
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Figura 2.1: Manifestaciones del śındrome del dengue.

huéspedes y vectores entre las distintas clases respecto de la enfermedad.

Huéspedes Susceptibles // Expuestos // Infecciosos //
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Figura 2.2: Esquema de la dinámica de la enfermedad por compartimientos de huéspedes
y vectores. Las flechas continuas representan la evolución de la población y las flechas
punteadas representan las trasmisión del virus.

Al d́ıa de hoy, como no existe vacuna o un tratamiento espećıfico disponible, la única
solución para un control del dengue es una estrategia de control sobre los vectores, es decir,
evitar la proliferación de los mosquitos. Los mecanismos de control incluyen,

Control qúımico de la población de mosquitos adultos mediante pulverización de
insecticida.

Control qúımico de las larvas mediante larvicidas.

Reducción de los lugares de criaderos mediante la eliminación de agua residual y
contenedores.

Control biológico mediante el uso de parásitos y/o depredadores de los mosquitos.

Manipulación genética de los mosquitos para producir mosquitos “refractarios” a la
transmisión de la infección o insectos estériles.
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Actualmente, dengue amenaza hasta un 40 % de la población mundial y hay entre 50-
100 millones de infecciones anualmente (según World Health Organization, [1]) y a pesar de
los esfuerzos para la erradicación y control a nivel global, la enfermedad vuelve a emerger
en zonas donde anteriormente controles fueron alguna vez efectivos y emergiendo en otras
áreas donde no estaba la enfermedad. Algunos de los primeros modelos propuestos para
el control de la malaria, otra enfermedad trasmitida por vector, propuesto por Ross [22] y
luego modificado por Macdonald [12], han tenido mucha influencia tanto en el modelado
como en la aplicación de un control para las enfermedades transmitidas por vectores.

Con la idea que la teoŕıa de control optimal es una poderosa herramienta matemática
para la toma de decisiones que involucran la dinámica de sistema complejos, consideramos
que los modelos matemáticos pueden proveer una herramienta muy útil para el entendi-
miento y para mejorar la eficiencia en las estrategias para el control de la población de los
vectores.

2.2. Modelo matemático

Una manera “natural”de modelar una enfermedad trasmitida por un vector, como la
fiebre del dengue, es dividir tanto las poblaciones de los vectores como la de los huéspedes
en distintos compartimientos correspondientes a cada situación respecto a la enfermedad,
en general, individuos susceptibles, expuestos o latentes, infecciosos y recuperados o remo-
vidos (ver en [15]). Luego, un sistema de ecuaciones diferenciales describe las relaciones
entre los distintos compartimientos. Éstos tipos de modelos por compartimientos son ge-
neralmente utilizados para representar la trasmisión de la infección, para determinar las
condiciones de equilibrios [7, 26], el estudio del impacto de técnicas de control de los
insectos [16, 8, 24], entre otros posibles estudios.

En nuestro enfoque, proponemos modelar tanto las dinámicas espaciales como tempo-
rales para los movimientos de los insectos y una evolución temporal de las poblaciones de
humanos, considerando que estos permanecen en comunidades fijas. Consideraremos solo
como vector de la enfermedad a la especie de mosquitos Ae. Aegypti. El modelo se basa en
el propuesto en [20], el cual utiliza los parámetros determinados por los datos de sensores
remotos (en nuestro caso información obtenida por medio de satélites) a fin de describir
de una manera realista la propagación de la enfermedad. Datos de sensores remotos a gran
escala se pueden adaptar para la descripción de la difusión de insectos según lo dado en
[20].

2.2.1. Dinámica de los insectos

Para el modelado de la dinámica de la densidad de la población de los mosquitos
respecto al tiempo y el espacio utilizaremos la siguiente ecuación de reacción–difusión,
basada en la ecuación ya propuesta en [25],

∂v

∂t
= div (DR∇v)− 〈DWW,∇v〉+ div (Kv∇h) + α− β, (2.1)

para todo para (x, t) en un dominio Ω× (0, T ] con condiciones de frontera e iniciales de la
siguiente manera

∂v

∂η
= a v en Γ× (0, T ],

v = v0 en Ω× {0},
(2.2)
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donde los términos de esta ecuación son los siguientes:

La densidad de los mosquitos está dada por la función v : R2 ×R→ R, con v(x, t)
representando la densidad de mosquitos en el punto espacial x y en el instante
temporal t.

∇f denota el vector gradiente de una función f : R2×R→ R respecto a la variable
espacial x ∈ R2.

La función DR : R2 × R → R
2×2 está dada por el efecto del suelo en la difusión

de los insectos. Esto es, un factor que muestra como vaŕıa el desplazamiento de los
mosquitos dependiendo del tipo de suelo.

Los datos del viento están representados en el campo vectorial W : R2 ×R→ R2 y
DW : R2×R→ R2×2 es una función que toma en cuenta los efectos del suelo sobre
el viento. El campo vectorial W representa los datos de la dirección y velocidad del
viento, la función DW es una representación de los efectos locales del terreno sobre
el flujo de los vientos.

La densidad de la población humana es la función h : R2 ×R→ R.

La intensidad de la fuerza de atracción de los humanos sobre los mosquitos es K :
R

2 ×R→ R2×2.

Las funciones de natalidad y mortalidad de los mosquitos son α : R2 × R → R y
β : R2 ×R→ R respectivamente.

La condición inicial del problema es la función v0 : R2 → R.

Ω ∈ R2 es la región espacial de estudio, Γ es la frontera de Ω y T ∈ R es el horizonte
de tiempo.

η es el vector normal exterior a Γ.

a es un escalar con a ∈ [0, 1] que representa la cantidad de flujo de los insectos en la
frontera de Ω.

A continuación daremos una breve descripción de estos términos.

Por lo visto en [20] y en [25] podemos decir que para el caso de que la velocidad
promedio de los insectos es menor a 1 m/s (un metro por segundo), como es el caso
del mosquito del A. Aegypti y considerando un área de estudio mayor a 20 m × 20 m
o 30 m × 30 m es suficiente para utilizar el proceso de reacción–difusión como un buen
representante de la dinámica de la población de los mosquitos para su modelado. Esta
resolución en una imagen satelital que corresponde a los datos que se pueden obtener de
un satélite tipo SPOT.

La función DR evaluada en un punto (x, t) corresponde a una matriz de dimensión
2 × 2 que consta de la información del área Ω separada en clases mediante los datos
obtenidos por los canales de ondas visibles e infrarrojas de los satélites. La clasificación
que utilizaremos será en bosques, campos, suelos secos, suelos húmedos y urbano. Con
estos datos junto con datos topológicos se construye la función DR.

Los datos de vientos para generar el campo vectorial W se obtienen de estaciones
meteorológicas juntos con técnicas de interpolación para tener los datos en cada punto
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x. Luego, en relación a DR(x, t), se obtiene DW (x, t) que es otra matriz 2 × 2 tal que
al multiplicar el vector W (x, t) por la matriz DW (x, t) a izquierda refleja los efectos del
terreno sobre los vientos.

La función h causa sobre el flujo de los mosquitos una fuerza de atracción. La orien-
tación de esta fuerza está dada por el vector ∇h(x, t) que indica la dirección de máximo
crecimiento de la población humana en el punto x y en el instante t y la intensidad está
dada por la función K(x, t) de tal forma que esta función refleja el rango y deformación
de la fuerza definida por ∇h(x, t).

La natalidad α(x, t) indica la aparición de mosquitos adultos, este parámetro está
relacionado con la bioloǵıa de vector y se puede estimar usando datos estad́ısticos del
ambiente como temperatura, lluvias y disponibilidad de sitios de nacimiento. Para esto se
pueden obtener algunos datos de media escala, como temperatura y lluvias por ejemplo,
mediante sensores en el lugar o de centros metereológicos, otros mediante la información
de los sensores a gran escala de los satélites y algunos a pequeña escala, como los sitios de
puesta de huevos, se pueden determinar mediante los censos y campañas de relevamientos
en las casas de las ciudades. Luego para la implementación del modelo se tomará en cuenta
la variación de insectos alrededor de los lugares de nacimientos. Aśı basado en lo propuesto
por [26, 2], diremos que el parámetro de nacimientos estará determinado por

α(x, t) = re−mAτAv(x, t− τA) máx

{
0, 1− v(x, t− τA)

ξ

}
,

donde r es el parámetro de reproducción de los mosquitos, mA y τA son los parámetros
de mortalidad acuática y el tiempo de desarrollo acuático, respectivamente, que incluyen
todas las etapas acuáticas (huevos, larvas y pupas) y ξ la capacidad de carga del ambiente,
luego con el fin de simplificar los cálculos consideraremos que la densidad de población
es mucho menor a la capacidad de carga de tal forma que representaremos el crecimiento
loǵıstico por un crecimiento exponencial en su lugar, entonces los nacimientos de mosquitos
resulta de la siguiente forma,

α(x, t) = r(x, t)e−mAτAv(x, t− τA). (2.3)

Finalmente el término de mortalidad β(x, t) es un término que incluye tanto la mor-
talidad natural de los mosquitos y la mortalidad debido a los efectos del insecticida. Este
término entonces depende de un parámetro de mortalidad m(x, t) y de la densidad de la
población de vectores.

β(x, t) = m(x, t)v(x, t), ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (2.4)

donde el parámetro m(x, t) lo consideramos como la suma de dos términos m1 y m2

con m1(x, t) representando la mortalidad natural de los insectos y está dada por factores
climáticos como temperatura y humedad y m2(x, t) representando la eficiencia del insecti-
cida, para esto proponemos que esta eficiencia es proporcional a la cantidad de insecticida
utilizada, esto es

m2(x, t) = cf κ(x, t), (2.5)

para κ la cantidad utilizada. Para nuestro modelo consideraremos que el insecticida afecta
solo la mortalidad del mosquito en su etapa adulta y no en su etapa acuática. Por lo tanto,
podemos expresar a m(x, t) como

m(x, t) = m1(x, t) +m2(x, t). (2.6)
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2.2.2. Dinámica de la enfermedad

La población de vectores será divida en tres clases, las cuales dependerán del estado
del vector respecto de la infección. Entonces llamaremos mosquitos susceptibles a la en-
fermedad a la subpoblación que no ha sido expuesta al virus, denotándolos por vS(x, t),
vectores expuestos a la subpoblación de vectores infectados con el virus durante el pe-
riodo extŕınseco de incubación, es decir, la población de mosquitos que han contráıdo el
virus pero no son capaces de trasmitirlo a un humano, cuya subpoblación denotaremos
por vE(x, t) y finalmente llamaremos vectores infecciosos, a la población de mosquitos
portadores del virus capaces de trasmitirlo y los denotaremos por vI(x, t). Para nuestro
modelo consideraremos que una vez infectado un mosquito permanece en dicho estado el
resto de su vida. Entonces tenemos que

v(x, t) = vS(x, t) + vE(x, t) + vI(x, t), ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (2.7)

Para cada una de estas poblaciones vS , vE y vI en nuestro modelo propondremos
que están sujetas a la misma dinámica que la población total, en principio suponiendo
que el contagio con el virus no influye sobre la conducta de los mosquitos, junto con
las transiciones de clases correspondientes. Con esto podemos deducir las dinámicas de las
subpoblaciones vS , vE y vI de la ecuación (2.1) modificando los términos de “nacimientos”
y “muertes” y luego deducir la densidad de población total v de (2.7).

Respecto a la población de humanos, a esta la separaremos en cuatro subclases de tal
manera que se verifique

h(x, t) = hS(x, t) + hE(x, t) + hI(x, t) + hR(x, t), ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (2.8)

Primero denotaremos como hS(x, t) a la población de humanos susceptibles, hE(x, t)
a la población de humanos expuestos a la enfermedad en el periodo intŕınseco de incu-
bación, es decir, humanos portadores del virus pero sin la capacidad de trasmitirlo hacia
los mosquitos que los piquen, hI(x, t) a los humanos infecciosos y finalmente hR(x, t) a la
subpoblación de humanos recuperados de la infección. Para simplificar el modelado se con-
siderará que la población total de humanos solo vaŕıa respecto de las muertes ocasionadas
por la infección, es decir, no consideramos términos de nacimientos ni de muertes ocasio-
nadas por otros factores y además consideraremos que una vez recuperado un individuo
este permanece inmune al dengue.

Entonces de (2.1), para la clase vS , podemos escribir la siguiente ecuación

∂vS
∂t

= div (DR∇vS)− 〈DWW,∇vS〉+ div (KvS∇h) + αS − βS , (2.9)

para todo (x, t) ∈ Ω × (0, T ], junto con condiciones de frontera análogas a las dadas en
(2.2)

∂vS
∂η

= aS vS en Γ× (0, T ],

vS = vS0 en Ω× {0},
(2.10)

donde aS es una constante y vS0 es una función definida para todo x ∈ Ω y para este caso
el término αS representa el número de mosquitos que nacen susceptibles a la enfermedad
(nosotros consideramos que existe una posibilidad de trasmisión vertical del virus, es decir,
de una hembra infectada a su descendencia y por esto no todos los nuevos mosquitos
adultos son susceptibles) y βS representa ahora tanto la mortalidad de esta subpoblación
de mosquitos más el número de mosquitos susceptibles que contraen el virus por picar a un
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humano infectado. Con más detalles podemos modelar el término αS como los nacimientos
totales de mosquitos menos la cantidad de mosquitos que nacen ya con el virus, lo cual
es, la cantidad total de nacimientos α multiplicado por la tasa de transmisión vertical del
virus cvv y por la razón de mosquitos infectados en el instante t− τA, esto es,

αS(x, t) = α(x, t)− cvv α(x, t)
vI(x, t− τA)

v(x, t− τA)
, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (2.11)

La función de “mortalidad” βS en este caso la suma de dos términos, uno que representa
la mortalidad de los insectos en la clase de los susceptibles

βS1(x, t) = β(x, t)
vS(x, t)

v(x, t)
, (2.12)

y un segundo término que denota el cambio de clase de mosquitos susceptibles a expuestos,

βS2(x, t) = chv nB vS(x, t)
hI(x, t)

h(x, t)
, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (2.13)

donde chv es la tasa de trasmisión del virus de humano a mosquito y nB representa la
cantidad de picaduras por d́ıa de un mosquito. Por lo tanto tenemos que

βS(x, t) = βS1(x, t) + βS2(x, t). (2.14)

Es posible asumir que el número de picaduras de un mosquito depende de la densidad
de la población humana, para esto proponemos como en [26, 10] para el caso del dengue
y [10] en el caso de malaria, que la elección para nB(h(x, t)) sea de la forma

nB(h(x, t)) =
ρ h(x, t)

c+ s h(x, t)
, (2.15)

con ρ el rango de búsqueda de un mosquito, un parámetro de rescaldado tal que cuando
h(x, t) es pequeño la tasa de crecimiento de la población de mosquitos expuestos se apro-
xima a chv hI(x, t) y s = u ρ donde u es el tiempo que tarda un mosquito en consumir la
sangre de “una picada”.

En el caso de la subpoblación de los mosquitos expuestos, con un razonamiento análogo
al ya hecho para la población vS , podemos plantear las ecuaciones

∂vE
∂t

= div (DR∇vE)− 〈DWW,∇vE〉+ div (KvE∇h) + αE − βE , (2.16)

para todo (x, t) ∈ Ω×(0, T ], junto con condiciones de frontera análogas a la ya mencionadas

∂vE
∂η

= aE vE en Γ× (0, T ],

vE = vE0 en Ω× {0}.
(2.17)

Para la función de natalidad, en este caso representa no los nacimientos sino los nuevos
individuos en esta clase. Entonces se cumple que αE(x, t) = βS2(x, t). Por otro lado, el
término de mortalidad aqúı representa la muerte de los mosquitos en esta clase más los que
cambian de estado frente a la enfermedad. Además podemos asumir que la mortalidad de
los mosquitos es siempre la misma sin importar en qué clase de población se encuentra. Por
lo tanto βE puede ser visto como la suma de dos términos. Por un lado mortalidad común a
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los insectos por la probabilidad de que el insecto esté infectado. Y por otro un término que
representa los mosquitos que terminan su periodo de incubación y pasan a la clase vI en el
punto x. Esto es, si denotamos por τE el tiempo de incubación extŕınseco, los mosquitos
que en el instante t pasan de la clase vE a vI son los que en el instante t− τE ingresaban a
la clase de los expuestos. Adicionalmente, dado los movimientos de los insectos, debemos
estimar cual es la densidad de los insectos en un punto x. Para esto calcularemos la suma
sobre el total de la población de los mosquitos que ingresaron en la clase de expuestos sobre
todo el dominio Ω en el instante t − τE y redistribuyendo la población total sobre todos
los puntos donde la población de mosquitos expuestos no es nula. Todo esto lo podemos
escribir de la siguiente manera, en el caso de que

∫
Ω vE(x, t)dx > 0

βE(x, t) = β(x, t)
vE(x, t)

v(x, t)
+

(∫
Ω
αE(x, t− τE)dx

)
vE(x, t)∫

Ω vE(x, t)dx

= βE1(x, t) + βE2(x, t), ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (2.18)

y βE(x, t) = 0, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], en caso de que
∫

Ω vE(x, t)dx = 0.
Ahora, respecto a la población de mosquitos vI , de igual manera que antes la dinámica

viene dada por la misma ecuación (2.1) con términos αI y βI en lugar de los términos de
nacimientos y muertes respectivamente. El término αI está dado por los mosquitos qué
pasan de la clase vE a la clase vI más un término que representa la transmisión vertical del
virus de mosquitos adultos a su descendencia dado por los nacimientos totales multiplicado
por la razón de mosquitos infectados y por la tasa de transmisión vertical, esto es

αI(x, t) = βE2(x, t) + cvv α(x, t)
vI(x, t− τA)

v(x, t− τA)
, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (2.19)

El término de mortalidad está dado solo por la tasa de mortalidad natural de los
insectos,

βI(x, t) = β(x, t)
vI(x, t)

v(x, t)
, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (2.20)

Por otro lado, respecto de la dinámica de la población de huéspedes, tendremos las
siguientes ecuaciones para todo x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. En primer lugar para la variación de
los humanos susceptibles ∂hS/∂t, será una disminución que corresponde a la cantidad de
personas que se convierten en infectados por una picadura de mosquito. Esto es, el pro-
ducto entre el número de humanos susceptibles, la probabilidad de encontrar un mosquito
virósico, la cantidad de picadura diarias que recibe un humano y la tasa de trasmisión del
virus del mosquito hacia el huésped. Luego la ecuación que modela esto resulta,

∂hS
∂t

(x, t) = −cvh ñB hS(x, t)
vI(x, t)

v(x, t)
. (2.21)

Además, usando el hecho de que el total de picaduras hechas por mosquitos tiene que ser
igual al total de picaduras recibidas por humano se tiene que

nB v(x, t) = ñB h(x, t),

o equivalentemente cuando h(x, t) 6= 0

ñB = nB
v(x, t)

h(x, t)
,
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entonces la ecuación (2.21) queda de la forma,

∂hS
∂t

(x, t) = −cvh nB(h(x, t)) hS(x, t)
vI(x, t)

h(x, t)
. (2.22)

Con el fin de simplificar notación denotaremos

p(x, t) = cvh nB(h(x, t)) hS(x, t)
vI(x, t)

h(x, t)
,

aśı podemos reescribir (2.21) de manera más compacta como

∂hS
∂t

(x, t) = −p(x, t). (2.23)

Para la población de humanos expuestos su variación estará dada por la introducción a
esta clase de todos los individuos que dejan la clase de susceptibles menos el número de
personas que se convierten en infecciosas luego del periodo de incubación intŕınseco, al
que denotaremos por τI . Esto es,

∂hE
∂t

(x, t) = p(x, t)− p(x, t− τI). (2.24)

De manera análoga se puede pensar que la variación en la clase de humanos infecciosos
está dada por los humanos que pasan de la etapa de expuestos a infecciosos menos el
número de personas que se convierten en recuperados luego de un periodo de tiempo τR
y menos la cantidad de personas que fallecen por la enfermedad, esto lo representaŕıamos
con una tasa de mortalidad de los humanos por la infección mh. De esto proponemos la
siguiente ecuación,

∂hI
∂t

(x, t) = p(x, t− τI)− p(x, t− τI − τR)−mh ·
hI(x, t)

h(x, t)
. (2.25)

Finalmente la variación en la población de humanos recuperados viene dada por la
suposición de que la única variación en la población total es la dada por las muertes
causadas por la enfermedad, entonces tenemos que,

∂hR
∂t

(x, t) = p(x, t− τI − τR). (2.26)

Aśı podemos llegar a un modelo del sistema que representa la dinámica de la enfer-
medad donde los términos y parámetros que aparecen en las ecuaciones (2.9)-(2.26) están
dados por los que se describen en el cuadro (2.1). Los valores aqúı presentados son valores
obtenidos de distintos art́ıculos [4, 25, 24, 18, 21, 11] y son representativos como paráme-
tros generales, ya que dado sus oŕıgenes su estimación puede variar mucho de una fuente a
otra. En resumen y haciendo de un abuso de notación no escribiendo las variables, resulta
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el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

∂vS
∂t

= div (DR∇vS)− 〈(DWW ),∇vS〉+ div (KvS∇h) + αS − βS ,

∂vE
∂t

= div (DR∇vE)− 〈(DWW ),∇vE〉+ div (KvE∇h) + αE − βE ,

∂vI
∂t

= div (DR∇vI)− 〈(DWW ),∇vI〉+ div (KvI∇h) + αI − βI ,

v = vS + vE + vI ,

∂hS
∂t

= −p(x, t),

∂hE
∂t

= p(x, t)− p(x, t− τI),

∂hI
∂t

= p(x, t− τI)− p(x, t− τI − τR)−mh
hI
h
,

∂hR
∂t

= p(x, t− τI − τR),

h = hS + hE + hI + hR,

CΓ = (aS , aE , aI , bS , bE , bI , bR),

C0 = (v0, vE0, vI0, hS0, hE0, hI0, hR0) ,

(2.27)

donde imponemos la condición de frontera de Robin de tal manera que resulta

CΓ(x, t) =

(
∂vS
∂η

(x, t),
∂vE
∂η

(x, t),
∂vI
∂η

(x, t),
∂hS
∂η

(x, t),
∂hE
∂η

(x, t),
∂hI
∂η

(x, t),
∂hR
∂η

(x, t)

)
con η el vector normal exterior a la frontera Γ y las condiciones iniciales son

C0(x) = (vS(x, 0), vE(x, 0), vI(x, 0), hS(x, 0), hE(x, 0), hI(x, 0), hR(x, 0)) .

2.3. Discretización del modelo

Para llevar a cabo cualquier análisis de las ecuaciones del modelo propuesto, excepto
en el caso de un modelo muy simplificado, el método más conveniente es llevar a cabo una
discretización de las ecuaciones. En esta sección presentamos y describimos brevemente el
método de diferencias finitas, método numérico que emplearemos para resolver el problema
planteado en la sección previa.

El método de diferencias finitas (MDF) se basa en aproximar una ecuación diferencial o
más precisamente la derivada de una función por una fórmula algebraica. Esta fórmula al-
gebraica representa una discretización del cociente incremental por medio de una ecuación
en diferencias.
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Definición Unidad Valores

v Densidad de los vectores [I][L]−2 –
vS Densidad de los vectores susceptibles [I][L]−2 –
vE Densidad de los vectores expuestos [I][L]−2 –
vI Densidad de los vectores infecciosos [I][L]−2 –
hS Densidad de personas susceptibles [H][L]−2 –
hE Densidad de personas expuestas [H][L]−2 –
hI Densidad de personas infecciosas [H][L]−2 –
hR Densidad de personas recuperadas [H][L]−2 –
ρ Distancia de búsqueda de alimento de un mosquito [L] –
u Tiempo del consumo del alimento de un mosquito [T ] –
c Parámetro de rescaldado [T ][H][L]−1 –
mA Mortalidad de los mosquitos en estado acuático [I][L]−2[T ]−1 –
m1 Mortalidad natural de los mosquitos [I][L]−2[T ]−1 –
m2 Mortalidad por insecticida de los mosquitos [I][L]−2[T ]−1 –
mh Mortalidad de los humanos por el virus [H][L]−2[T ]−1 –
r Parámetro de reproducción de los mosquitos [ ] variable
chv Tasa de transmisión del virus de humanos a mosquitos [ ] 0,9
cvh Tasa de transmisión del virus de mosquitos a humanos [ ] 0,9
cvv Tasa de transmisión del virus de mosquitos a mosquitos [ ] 0,003
τA Tiempo de desarrollo de etapa acuática de los mosquitos [T ] 7-12 d́ıas
τE Tiempo de incubación extŕınseco del virus [T ] 7-12 d́ıas
τI Tiempo de incubación intŕınseco del virus [T ] 4-6 d́ıas
τR Tiempo de recuperación de la enfermedad en humanos [T ] 4-7 d́ıas

[I] Cantidad de insectos
[H] Cantidad de humanos
[T ] Tiempo
[L] Longitud

Cuadro 2.1: Definicion de parámetros de las ecuaciones, su representación f́ısica y algunos
valores estimados.
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Para ser más claro, consideremos f(x) una función n+1 veces derivable en el intervalo
(a, b). Por el Teorema de Taylor tenemos que para todo x ∈ (a, b) y ∆x suficientemente
pequeño de manera tal que x+ ∆x ∈ (a, b)

f(x+ ∆x) = f(x) +
f ′(x)

1!
∆x+

f ′′(x)

2!
(∆x)2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
(∆x)n +Rn(x+ ∆x),

donde n! denota el factorial de n y Rn(x) es el resto o residuo, el cual representa la
diferencia entre el polinomio de Taylor de grado n y el valor original de la función. Ahora,
si nos restringimos sólo a la derivada de primer orden de la función tenemos

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)∆x+R1(x+ ∆x),

lo cual es equivalente a

f ′(x) =
f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
− R1(x+ ∆x)

∆x
.

Por lo tanto, para ∆x suficientemente pequeño, obtenemos

f ′(x) ≈ f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Esta última ecuación nos servirá como base para definir los distintos tipos de diferencias.
Primero, discretizamos el intervalo donde está definida la función obteniendo aśı una grilla
determinada por los puntos o nodos xi, con i = 1, . . . ,M y donde x1 = a y xM = b.
Asumimos además que xi − xi−1 = ∆x, es decir, una grilla igualmente espaciada o
equiespaciada. Luego obtenemos, para i = 2, . . . ,M − 1, la diferencia hacia adelante o
forward difference mediante la ecuación

D+f(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

∆x
= f ′(xi) +

1

2
f ′′(ξ)∆x, (2.28)

donde ξ es un punto perteneciente al intervalo (xi, xi+1). Del mismo modo tenemos la
diferencia hacia atrás o backward difference como:

D−f(xi) =
f(xi)− f(xi−1)

∆x
= f ′(xi)−

1

2
f ′′(ξ)∆x, (2.29)

en este caso con ξ ∈ (xi−1, xi). Por último, la diferencia central o simétrica se obtiene
mediante la ecuación:

D0f(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2∆x
= f ′(xi) +

∆x2

6
f ′′′(ξ). (2.30)

El error cometido al utilizar un método numérico puede definirse como la diferencia
que existe entre el valor exacto de la solución de la ecuación y el valor obtenido utilizando
la aproximación numérica. Hay dos fuentes de generación de errores en el método de
diferencias finitas y en general en todo método numérico. La primera es la relacionada a los
errores de redondeo debido a la pérdida o falta de precisión causada por la representación
decimal finita realizada por la computadora. La otra fuente está asociada con el error de
truncamiento o discretización, el cual se puede definir como la diferencia entre al valor
exacto y el valor obtenido utilizando diferencias finitas asumiendo aritmética perfecta,
es decir asumiendo que no existen errores de redondeo. Para ser más precisos si f ′(xi)
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denota el valor exacto de la derivada en el punto xi y Df(xi) representa el valor calculado
utilizando diferencias finitas, el error de truncamiento es f ′(xi)−Df(xi). Por lo tanto, de
acuerdo a las ecuaciones (2.28) y (2.29) tenemos que el error de truncamiento cometido
usando diferencias hacia adelante o hacia atrás es proporcional al paso ∆x. En este caso
se dice que el error es de primer orden y se denota por O(∆x). Por su parte para el caso
de diferencia central el error de truncamiento resulta ser proporcional a ∆x2, o sea que
para ∆x pequeño se comete un error menor que en los casos anteriores. En este caso se
dice que el error es de segundo orden y se denota por O(∆x2).

Las fórmulas de diferencias finitas para aproximar derivadas de mayor orden pueden
ser obtenidas usando las fórmulas para derivadas de menor orden. Por ejemplo, la fórmula
de diferencia central para aproximar una derivada de segundo orden f ′′ está dada por la
siguiente expresión:

D2
0f(xi) = D+D−f(xi) = D+

f(xi)− f(xi−1)

∆x

=
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

∆x2
= f ′′(xi) +

∆x2

12
f (iv)(ξ).

Notemos que nuevamente la diferencia central resulta ser una aproximación de segundo
orden.

En el caso en que estemos tratando con una función de n variables, las discretizaciones
de las derivadas parciales se definen de manera análoga. Para nuestra caso particular,
tenemos n = 3, dadas dos variables espaciales y una temporal.

Ahora desarrollaremos con más detalle cómo es la discretización que utilizaremos en
nuestro problema.

Llamemos Ω al dominio, tomaremos un grupo de puntos espaciales (xj , yi) que serán
los nodos de nuestra discretización.

Supongamos que el dominio Ω, es un dominio rectangular tal que

Ω = {(x, y)| x ∈ [0, N ], y ∈ [0,M ]} , (2.31)

entonces con el fin de resolver numéricamente las ecuaciones mediante el método de dife-
rencias finitas los nodos serán

(xj , yi) =

(
(j − 1)∆L+

∆L

2
, (m− i)∆L+

∆L

2

)
,

donde i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} y n,m ∈ N, asumiendo que xj − xj−1 = yi − yi−1 =
∆L ∈ R son tales que n ·∆L = N y m ·∆L = M .

Esta es una transformación lineal que lleva las coordenadas cartesianas usuales a las
coordenadas matriciales.

Respecto a la variable temporal, teniendo en cuenta que el horizonte de tiempo es T ,
tomaremos l intervalos tales que l ·∆t = T . Aśı consideraremos los instantes de tiempos
tk = (k− 1)∆t con k = 1, . . . , l+ 1 y representaremos cada intervalo de la forma [tk, tk+1)
por el instante tk para k = 1, . . . , l.

Entonces, suponiendo que f : R2×R→ R y F = (F1, F2) : R2×R→ R2, utilizaremos
la notación,

fki j = f(xj , yi, tk) (2.32)

y la discretización de las ecuaciones diferenciales que proponemos usando un esquema de
diferencia finitas centradas con paso ∆L/2 resultan de la siguiente manera.
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La discretización de las primeras derivadas espaciales resultan

∂f

∂x
(xj , yi, tk) ≈

f
(
xj + ∆L

2 , yi, tk
)
− f

(
xj − ∆L

2 , yi, tk
)

∆L

=
fki j+1/2 − f

k
i j−1/2

∆L
, (2.33)

∂f

∂y
(xj , yi, tk) ≈

f
(
xj , yi + ∆L

2 , tk
)
− f

(
xj , yi − ∆L

2 , tk
)

∆L

=
fki+1/2 j − f

k
i+1/2 j

∆L
, (2.34)

y la discretización de la divergencia resulta

div (F (xj , yi, tk)) ≈
F1

(
x+ ∆L

2 , y, tk
)
− F1

(
x− ∆L

2 , y, tk
)

∆L

+
F2

(
x, y + ∆L

2 , tk
)
− F2

(
x, y − ∆L

2 , tk
)

∆L

=
F1

k
i j+1/2 − F1

k
i j−1/2

∆L
+
F2

k
i+1/2 j − F2

k
i+1/2 j

∆L
, (2.35)

donde fi j+1/2 =
fi j+1+fi j

2 , fi j−1/2 =
fi j+fi j−1

2 , fi+1/2 j =
fi+1 j+fi j

2 , fi−1/2 j =
fi−1 j+fi j

2 .

Esta discretización la proponemos aśı para la simplificación en el momento de apro-
ximar las derivadas de segundo orden con el fin de solo utilizar los nodos adyacentes al
punto donde se evalúa la derivada.

Y para la discretización de la derivada temporal utilizaremos un esquema impĺıcito, es
decir, diferencia finita hacia adelante,

∂f

∂t
(xj , yi, tk) ≈

fk+1
i j − fki j

∆t
. (2.36)

Como nota importante a tener en cuenta es que, mediante el esquema de diferen-
cias finitas elegido, el hecho que la discretización centrada en nodos correspondientes
a elementos de la frontera del nuevo dominio discretizado, la cual llamaremos ΓD =
{(i, j) | i ∈ {1,m} ∨ j ∈ {1, n}}, involucra nodos que no pertenecen a la discretización del
dominio Ω, con el objetivo resolver este problema definiremos un nuevo conjunto de ṕıxe-
les ΓE = {(i, j) | i ∈ {0,m+ 1} ∨ j ∈ {0, n+ 1}}, que llamaremos “frontera exterior” para
poder definir las funciones en todos los ṕıxeles de Ω. En este caso como nulas todas las
densidades de poblaciones (tanto vectores como huéspedes) cuando el nodo (i, j) cumple
que pertenece a la frontera exterior ΓE .

2.3.1. Ecuaciones discretizadas

Luego de todas las consideraciones dadas en la subsecciones previas, pretendemos uti-
lizar un esquema como el método de Crank-Nicolson de diferencia finitas para aplicarlo
sobre el sistema de ecuaciones (2.27). Como observación aqúı podemos aclarar sin mucha
precisión que el método de Crank-Nicolson se basa en diferencias centrales en espacio y en
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la regla del trapecio en tiempo, resultando aśı en un método con convergencia de segun-
do orden en tiempo. Para llevar a cabo este método asumiremos que valen los siguientes
puntos. Sea ϕ definida de la siguiente manera,

ϕki j(v, h, α, β) = divD

(
DR

k
i j∇Dvki j

)
−
〈(
DW

k
i jW

k
i j

)
,∇Dvki j

〉
+ divD

(
Kk
i jv

k
i j∇Dhki j

)
+ αki j − βki j ,

donde ∇D y divD representan discretizaciones de las funciones gradiente y divergencia
respectivamente, como se definieron previamente según los esquemas planteados en (2.33)-
(2.34) para el gradiente y (2.35) para la divergencia. Los valores de DR

k
i j , DW

k
i j , K

k
i j , W

k
i j ,

hki j , v
k
i j , α

k
i j y βki j son obtenidos de evaluar las funciones correspondientes en los nodos de

la grilla según la notación definida en (2.32).
Entonces la discretización de las ecuaciones de (2.27) resulta, mediante el esquema

deseado, de la siguiente manera,

vS
k+1
i j − vSki j

∆t
=

1

2

[
ϕk+1
i j (vS , h, αS , βS) + ϕki j(vS , h, αS , βS)

]
,

vE
k+1
i j − vEki j

∆t
=

1

2

[
ϕk+1
i j (vE , h, αE , βE) + ϕki j(vE , h, αE , βE)

]
,

vI
k+1
i j − vIki j

∆t
=

1

2

[
ϕk+1
i j (vI , h, αI , βI) + ϕki j(vI , h, αI , βI)

]
,

vki j = vS
k
i j + vE

k
i j + vI

k
i j ,

hS
k+1
i j − hS

k
i j

∆t
= −1

2

[
pk+1
i j + pki j

]
,

hE
k+1
i j − hE

k
i j

∆t
=

1

2

[
pk+1
i j + pki j

]
− 1

2

[
pk+1−τI
i j + pk−τIi j

]
,

hI
k+1
i j − hI

k
i j

∆t
=

1

2

[
pk+1−τI
i j + pk−τIi j

]
− 1

2

[
pk+1−τI−τR
i j + pk−τI−τRi j

]
− mh

2

[
hI

k+1
i j

hk+1
i j

+
hI

k
i j

hki j

]
,

hR
k+1
i j − hR

k
i j

∆t
= −1

2

[
pk+1−τI−τR
i j + pk−τI−τRi j

]
,

hki j = hS
k
i j + hE

k
i j + hI

k
i j + hR

k
i j .

(2.37)
Sobre las condiciones de frontera y la condición inicial podemos hacer la siguiente

observación, como en la frontera tenemos una condición del tipo de Robin la discretización
propuesta es de la forma

vk0 j − vk1 j
∆L

,
vkn+1 j − vkn j

∆L
,
vki 0 − vki 1

∆L
,
vkim+1 − vkim

∆L
, (2.38)

para i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} y k ∈ {1, . . . , l} y análogamente para el resto de las
funciones.
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Clase de suelo Coeficiente asociado µC/900

Área residencial 1
Suelos abiertos 0,5
Bosque 0,8
Agua 0

Cuadro 2.2: Definición de parámetros de difusión.

Clase de suelo Coeficiente asociado µWC

Área residencial 0,7
Suelos abiertos 1
Bosque 0,5
Agua 1

Cuadro 2.3: Definición de parámetros de vientos.

Para la condición inicial definiremos las matrices V0, VE0, VI0, HS0, HE0, HI0, HR0,
donde los elementos de la fila i columna j son respectivamente v0

i j , vE
0
i j , vI

0
i j , hS

0
i j , hE

0
i j ,

hI
0
i j , hR

0
i j .

2.4. Simulaciones numéricas

Para mostrar el funcionamiento del método numérico propuesto en la sección previa
presentamos aqúı algunas soluciones numéricas de la ecuación (2.37) con sus correspondien-
tes condiciones de borde. En las próximas subsecciones presentaremos con mayor detalle
los parámetros elegidos para llevar a cabo las simulaciones numéricas.

2.4.1. Parámetros de difusión

Para los parámetros de difusión basados en los modelos propuestos en [25, 20], pro-
ponemos que la matriz de difusión sea una matriz constante, múltiplo de la identidad
D0 ∈ R2×2 multiplicada por un coeficiente µki j que dependerá de la clasificación del suelo
que se le asigne al nodo (i, j, k), esto representa como afecta la rugosidad del suelo al
desplazamiento de los insectos. Para el coeficiente de desplazamiento puro tomamos un
valor de aproximadamente 900[m2/d́ıa] y para simplificaciones del modelo consideramos
solo 4 clases posibles de suelos como se puede ver en el cuadro (2.2).

Respecto a la fuerza de atracción dada por la presencia de humanos, elegimos la fun-
ción Kk

i j en cada nodo de tal manera que represente el flujo causado por la densidad de

la población humana hki j . La intensidad de esta fuerza está dada de tal forma que sea
decreciente respecto a la distancia a la mayor concentración de humanos y la dirección
dada por la discretización del gradiente ∇h.

2.4.2. Parámetros de transporte

Análogamente que en el caso de la matriz de difusión para el término de transporte
consideramos la función ya discretizada DW

k
i j como una matriz 2 × 2 múltiplo de la

identidad DW
k
i j = µW

k
i j I ∈ R2×2. De igual manera que antes, el parámetro µW representa

el efecto de la rugosidad del suelo sobre los vientos. Aśı el campo vectorial W k
i j es obtenido
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Clase de suelo Coeficiente asociado r

Área residencial 1
Suelos abiertos 0,1
Bosque 0,1
Agua 0

Cuadro 2.4: Definición de parámetros de difusión.

o estimado mediante información a gran escala de por ejemplo estaciones meteorológicas
mientras que el término DW

k
i j representa el efecto local del suelo aplicado al campo W k

i j .
En vista de los parámetros propuestos en [25], en nuestro modelo utilizaremos los valores
que aparecen en el cuadro (2.3).

2.4.3. Parámetros biológicos

Los valores elegidos para este conjunto de parámetros están basados en los dados en el
cuadro (2.1), además por lo visto en [13, 10, 11, 26]. Este conjunto de parámetros estará
formado por algunos obtenidos de parámetros biológicos conocidos o estimados y otros
serán elegidos arbitrariamente con el fin de simplificar las simulaciones. Por esto elegimos
los siguientes valores, τA = 6, τE = 14, τI = 7 y τr = 7. Además, con el propósito ilustrar la
simulación tomamos mA = 0,1, los valores de ρ, c y s en la ecuación (2.15), son tales que
nB = 0,5 según los art́ıculos ya nombrados. Por otro lado, bajo la hipótesis que el mosquito
Aedes Aegypti se reproduce mayormente en zonas urbanas, el parámetro de reproducción
será definido como en el cuadro (2.4), y para simplificación del modelo computacional se
tomó mh = 0 considerando que el horizonte temporal no es muy extenso y la mortalidad
causada por el virus es pequeña. Respecto a la mortalidad dada por la fumigación, en estas
primeras simulaciones la consideraremos nula también como simplificación del modelo y
ya que este parámetro será de mayor importancia en el problema de control a desarrollar
en el próximo caṕıtulo.

2.4.4. Simulación de la dinámica en un terreno heterogéneo

En está subsección mostraremos los resultados obtenidos al simular un brote epidémico
dadas una población de huéspedes susceptibles y una población de insectos con algunos
miembros infecciosos. Los parámetros utilizados son los descriptos con anterioridad. La
simulación representa un área de un terreno heterogéneo con un tamaño de 300m× 300m
discretizado por una malla de 10 × 10 elementos y un horizonte temporal de 90 d́ıas.
Estos valores en el tamaño del terreno y la cantidad de d́ıas se eligieron aśı solamente con
el objetivo de ser representativos y dado a que el uso de dimensiones mayores llevaba a
problemas relacionados al tiempo de cómputo y a los ĺımites de memoria donde se hicieron
las simulaciones. Estos inconvenientes los desarrollaremos más adelante cuando hablemos
de las dificultades del problema de control en la siguiente sección.

Claramente el ejemplo que damos a continuación no es un escenario real, pero el
objetivo de esto es mostrar el funcionamiento del método numérico y algunos resultados
posibles en una simulación con el modelo propuesto.

La población de humanos susceptibles en un comienzo está dada por la imagen (2.3)
y la clasificación del terreno está dada por la imagen (2.4), donde el color azul representa
una parte del terreno donde hay agua (abajo a la derecha en la imagen), el color gris
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representa ciudad (en la parte más central hacia la izquierda de la imagen) y el verde
representa campo. El objetivo para realizar la clasificación del terreno en los tipos de suelos
ya mencionados es utilizar un algoritmo que lo pueda llevar a cabo de manera automática
mediante la información obtenida por las imágenes satelitales, ya sea canales de espectro
visibles o infrarrojos como se sugiere en [20]. Se plantea también la posibilidad de que
los datos utilizados en la clasificación del terreno puedan ser obtenidos o completados
mediante relevamientos en el área. En este ejemplo esta etapa de obtención de datos es
salteada y simplemente se diseño una imagen del terreno artificial. Luego de obtenida la
imagen se clasificaron los tipos de suelos en función de los valores de la luminosidad del
ṕıxel. Esto es, analizar la representación de la imagen en formato matricial donde cada
entrada de la matriz obtenida es un número entero entre 0 y 255 que indica la intensidad
de la luz en ese ṕıxel, siendo 0 negro y el 255 blanco.
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Figura 2.3: Población inicial de humanos susceptibles.

A continuación damos una pequeña descripción de la evolución de las poblaciones de
mosquitos y de humanos que representamos en las próximas imágenes.

En las figuras (2.5) y (2.10) se muestran las poblaciones iniciales de los mosquitos y de
los humanos. En nuestra simulación se puede observar en la figura (2.5) una población de
los vectores mayoritariamente susceptible y una pequeña cantidad infecciosos. En la figura
(2.10) se observa que comenzamos con una población total de humanos completamente
susceptibles.

En la figura (2.6) se muestra ya la difusión de los insectos alrededor de la zona a los
10 d́ıas de evolución en la simulación, se observa una pequeña concentración mayor en el
área donde se encuentran los humanos. También se puede observar una pequeña cantidad
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Figura 2.4: Clasificación de suelos para la simulación numérica.

de individuos en la clase de mosquitos expuestos y en la clase de mosquitos infecciosos se
ve un aumento en la cantidad total y la difusión en un área mayor. En la figura (2.11)
se puede observar las poblaciones de humanos a 10 d́ıas. En ésta última figura se puede
observar que ya hay humanos en las clases de expuestos e infecciosos.

En la figura (2.7) se muestra la evolución de las poblaciones de los mosquitos a 30 d́ıas
en la simulación. Se puede ver que la concentración de mosquitos totales permanece en
mayor medida en el área de la población de humanos y fuera de ella una mayor difusión.
Continua la evolución de las poblaciones de mosquitos expuestos e infecciosos sin mayores
cambios. En la figura (2.12) se observan las poblaciones de humanos, donde continúa la
evolución de las transiciones de susceptibles a expuestos y de expuestos a infecciosos,
además en ésta figura se observa ya individuos en la población de humanos recuperados.

En las figuras (2.8) y (2.9) se muestra la evolución de las poblaciones de los mosquitos
a 60 y a 90 d́ıas en la simulación. Se puede notar que la concentración de mosquitos totales
permanece, igual que en la figura anterior, en mayor medida en el área de la población de
humanos y fuera de ella una mayor difusión. Se observa también que la mayor concentración
de mosquitos susceptibles se encuentra en el área donde no hay población de humanos.
Continua la evolución de las poblaciones de mosquitos expuestos e infecciosos, donde estos
últimos se concentran en un área donde están los humanos. Finalmente en las figuras (2.13)
y (2.14) se observan las poblaciones de humanos también a 60 y 90 d́ıas respectivamente,
donde continúa la evolución de las transiciones de susceptibles a expuestos, de expuestos a
infecciosos y de infecciosos a recuperados. Se puede observar como la cantidad de individuos
susceptibles disminuye respecto de las imágenes anteriores y como al final de la simulación
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Población inicial de mosquitos infecciosos.

Figura 2.5: Poblaciones iniciales de los vectores totales y separados por clases

la cantidad se ve notablemente disminuida respecto a la condición inicial. Se puede notar
también que la mayor cantidad de individuos que no fueron afectados por el virus son
los que se encuentran a mayor distancia de donde se encontraban los vectores infecciosos
iniciales ya que nuestro modelo no incluye la movilidad de los humanos en el terreno.

Otro resultado interesante para mostrar es la suma total de las poblaciones a lo largo
del tiempo. En la imagen (2.15), vemos como evolucionan las poblaciones de los vectores
en proporción a las cantidades en el tiempo inicial. Se puede observar que la cantidad
total de insectos en el periodo de 30 d́ıas crece más de un 30 % pero la población de
mosquitos susceptibles disminuye, esto se debe a que a partir del d́ıas 30 aproximadamente
se comienza a observar un incremento en la población de mosquitos infecciosos. En la
imagen (2.16) observamos como en el periodo de 90 d́ıas aproximadamente el 50 % de los
humanos inicialmente susceptibles fueron expuestos al virus. Se puede ver que la cantidad
de humanos expuestos e infecciosos aproximadamente llega a ser una 10 % de la población
total al fin de éste periodo de tiempo.

2.4.5. Conclusiones de la simulación

Como algunas conclusiones que podemos extraer de la simulación que realizamos son
que efectivamente creemos que este sistema de ecuaciones puede dar un buen modelo para
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Figura 2.6: Evolución de las poblaciones de los vectores a 10 d́ıas
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Figura 2.7: Evolución de las poblaciones de los vectores a 30 d́ıas
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Figura 2.8: Evolución de las poblaciones de los vectores a 60 d́ıas
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2.4. SIMULACIONES NUMÉRICAS 31

Hum susceptibles

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

Población de humanos susceptibles iniciales.

Hum expuestos

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Población de humanos expuestos iniciales.
Hum infecciosos

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Población de humanos infecciosos iniciales.

Hum recuperados

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Población de humanos recuperados iniciales.

Figura 2.10: Poblaciones iniciales de los huéspedes divididos respecto a su condición frente
a la enfermedad
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Figura 2.11: Evolución de las poblaciones de los huéspedes a 10 d́ıas
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Figura 2.12: Evolución de las poblaciones de los huéspedes a 30 d́ıas
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Figura 2.13: Evolución de las poblaciones de los huéspedes a 60 d́ıas
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Figura 2.14: Evolución de las poblaciones de los huéspedes a 90 d́ıas
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Figura 2.15: Evolución de las cantidades poblaciones de mosquitos en el tiempo.

la representación espacio–temporal de la desarrollo de la epidemia. Respecto a la dinámica
de los insectos se logró modelar los efectos que se deseaban para nuestras consideraciones
como ser las distintas velocidades de difusión de los insectos dependiendo de los tipos de
terreno o el efecto atracción de los humanos sobre los insectos.

Por lo tanto esto nos lleva a considerar que el modelo es apropiado para la representa-
ción de la dinámica espacio–temporal de los mosquitos basado en los parámetros a gran
escala del terreno.

Como una observación que se puede hacer de los resultados obtenidos es que la propa-
gación de la enfermedad en la población de humanos sucede de una forma lenta y el avance
en el espacio se de una manera lenta y siempre en entornos muy pequeños de huéspedes
infecciosos. Esto se corresponde a la información de que el mosquito no recorre grandes
distancia en busca de alimentos, entonces no es capaz de llegar el virus a mayores distan-
cias. Y por lo tanto se podŕıa concluir que la mayor dispersión del virus en una población
de gran tamaño está dada no por la movilidad de los insectos sino que por la movilidad
de las personas que llevan el virus a otros lugares donde se producen nuevos focos.

Por lo tanto, otra conclusión es que sin incluir mejoras en las elecciones de los paráme-
tros y principalmente sin incluir la movilidad de los humanos no es posible dar una buena
representación una epidemia real. De esto podemos remarcar que por lo observado la mayor
deficiencia en este modelo es la ausencia de la movilidad de los humanos.

De aqúı surgen las principales ideas para trabajos a futuros que seŕıan estudiar de que
manera se puede agregar a este sistema de ecuaciones desplazamiento de los huéspedes
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0 20 40 60 80 100
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

tiempo

%
 d

e
 l
a

 c
a

n
ti
d

a
d

 i
n

ic
ia

l

 

 

H. susceptibles

H. expuestos

H. infecciosos

H. infecciosos

Figura 2.16: Evolución de las cantidades de las poblaciones de humanos en el tiempo.

y la estimación de los correspondientes parámetros y por otro lado de la incluir más
fuentes de datos y realizar una mejor investigación, incluyendo el aumento de trabajo
interdisciplinario, con el fin de obtener un modelo más representativo de la realidad.
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Caṕıtulo 3

El problema de control

3.1. Control sobre la epidemia

En esta sección el objetivo es formular un problema de control optimal aplicado al mo-
delo de la enfermedad ya presentado en la sección anterior. Este problema seŕıa minimizar
la inversión en el control de la enfermedad, para esto proponemos que el costo de fumigar
es lineal respecto a la cantidad de insecticida utilizado. Además, con el fin de reducir el
brote de la enfermedad, se busca minimizar la cantidad de humanos que son portadores
del virus (tanto expuestos como infecciosos). Aśı si definimos la siguiente función

ΥΥΥ(x, t) = (vS(x, t), vE(x, t), vI(x, t), hS(x, t), hE(x, t), hI(x, t), hR(x, t)) , (3.1)

basándonos en los modelos propuestos en [11, 24, 21] damos el siguiente funcional a mini-
mizar

J(ΥΥΥ,κκκ) =
1

2

∫
Ω×[0,T ]

(
γ1hE(x, t)2 + γ2hI(x, t)

2 + γ3κκκ(x, t)2
)
dx dt. (3.2)

donde γ1 y γ2 representan los pesos de las poblaciones de humanos con el virus, γ3 repre-
senta los costos derivados de la fumigación (materiales, loǵıstica, etc) y κκκ representa la
cantidad utilizada del insecticida.

Aśı el problema de optimización se puede escribir de la manera

mı́n
(ΥΥΥ,κκκ)

J(ΥΥΥ,κκκ) (3.3)

sujeto al sistema (2.27) y a una condición sobre la cantidad de insecticida usada de tal
manera que esta sea una cantidad fija dada.

Por lo tanto, dada la estructura del funcional a minimizar, tenemos un problema de
optimización cuadrático sujeto a dos clases distintas de restricciones, por un lado res-
tricciones simples del tipo de cajas y de desigualdades y por otro lado un conjunto de
restricciones que vienen de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
no lineales. Para resolver este problema, es decir, para encontrar un conjunto de funciones

ΥΥΥ∗ = (v∗S , v
∗
E , v

∗
I , h
∗
S , h

∗
E , h

∗
I , h
∗
R) y κκκ∗, (3.4)

que minimice el funcional J , esto es, encontrar en par (ΥΥΥ∗,κκκ∗) tal que

J(ΥΥΥ∗,κκκ∗) ≤ J(ΥΥΥ,κκκ) para todo par (ΥΥΥ,κκκ) ∈ A

39
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donde A representa le conjunto factible donde está definido el funcional J de (3.2), propo-
nemos un método computacional discretizando el problema, plantear el problema reducido
y resolver éste último mediante un método tipo gradiente proyectado.

3.2. Discretización del problema

3.2.1. Discretización de la función objetivo

Como ya se mencionó al final de la sección anterior, tenemos el objetivo de plantear
el problema original como un problema de minimización en dimensión finita. A continua-
ción comenzaremos haciendo las observaciones correspondientes a la discretización que
plantearemos para la función objetivo. Para llevar al funcional J a una aproximación de
dimensión finita aplicaremos un método de integración numérica a la ecuación (3.2). En-
tonces si consideramos dominio donde está definido el funcional como en (2.31), podemos
reescribir a J de la siguiente manera,

J(ΥΥΥ,κκκ) =
1

2

∫ T

0

∫ M

0

∫ N

0

(
γ1hE(x, y, t)2 + γ2hI(x, y, t)

2 + γ3κκκ(x, y, t)2
)
dx dy dt. (3.5)

Dado que se tiene un esquema de diferencias finitas, para calcular esta integral pro-
ponemos utilizar el método de integración aplicando la regla del trapecio para el caso en
3 dimensiones, ya que esto aprovecha el hecho de tener los valores de las funciones en
una grilla ya determinada. Para esto, usando el hecho que el paso espacial es de longi-
tud ∆L para ambas variables espaciales y el paso temporal es ∆t, podemos estimar una
aproximación de J primero discretizando las variables espaciales. Entonces denotando

g(x, y, t) = γ1hE(x, y, t)2 + γ2hI(x, y, t)
2 + γ3κκκ(x, y, t)2 (3.6)

y si llamamos G a la función

G(t) =

∫ M

0

∫ N

0
g(x, y, t) dx dy,

aplicando la regla del trapecio a estas integrales obtenemos la siguiente expresión,

G(t) ≈ ∆L2

4

g(x1, y1, t) + g(x1, ym, t) + g(xn, y1, t) + g(xn, ym, t) + 4

m−1∑
i=2

n−1∑
j=2

g(xj , yi, t)

+2

m−1∑
i=2

[g(x1, yi, t) + g(xn, yi, t)] + 2

n−1∑
j=2

[g(xj , y1, t) + g(xj , ym, t)]

 . (3.7)

Ahora utilizando un razonamiento análogo, integrando la aproximación de la función G(t)
y utilizando la notación para representar el valor de una función evaluada en los puntos
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de la grilla tenemos la siguiente expresión discretizada para el funcional J ,

J(ΥΥΥ,κκκ) ≈ JD(Υ, κ) =
∆L2 ∆t

8

g1
1,1 + gl1,1 + g1

1,n + gl1,n + g1
m,1 + glm,1 + g1

m,n + glm,n

+ 2


m−1∑
i=2

(
g1
i,1 + gli,1 + g1

i,n + gli,n

)
+
n−1∑
j=2

(
g1

1,j + gl1,j + g1
m,j + glm,j

)

+
l−1∑
k=2

(
gk1,1 + gkm,1 + gk1,n + gkm,n

)+ 4


n−1∑
j=2

m−1∑
i=2

(
g1
i j + gli j

)

+
l−1∑
k=2

n−1∑
j=2

(
gk1,j + gkm,j

)
+

l−1∑
k=2

m−1∑
i=2

(
gki,1 + gki,n

)
+ 8

l−1∑
k=2

n−1∑
j=2

m−1∑
i=2

gki j

 , (3.8)

donde usando la definición de g y la notación usada,

gki j = g(xj , yi, tk) = γ1hE(xj , yi, tk)
2 + γ2hI(xj , yi, tk)

2 + γ3κκκ(xj , yi, tk)
2, (3.9)

para todo j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m y k = 1, . . . , l − 1 y

gli j = g(xj , yi, tl+1) = γ1hE(xj , yi, tk)
2 + γ2hI(xj , yi, tk)

2, (3.10)

para todo j = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m y el par (Υ, κ) representan los vectores de las funciones
ΥΥΥ y κκκ evaluadas en (xj , yi, tk) para todo i, j, k en los dominios correspondientes.

La diferencia que se hace entre las funciones gki j definidas para k < l − 1 y la función

gki j definida al tiempo final viene dado del hecho que dada la discretización del problema

lo que buscamos es hallar una trayectoria de controles κ =
(
κ0, . . . , κl−1

)
y una trayectoria

de estados Υ =
(
Υ1, . . . ,Υl

)
, sujeto a las restricciones correspondientes.

3.2.2. El problema discretizado

En la sección previa presentamos y planteamos el problema de control sobre un brote de
epidemia. Este problema fue planteado como minimizar un funcional J sujeto a un conjunto
de restricciones. De este modo, éste puede ser visto como un problema de optimización.
El objetivo es hallar un parámetro κ que sea óptimo en el sentido que la solución del
problema asociado a esa elección sea la que minimice la función costo.

Recordando que nuestro objetivo era resolver un problema de minimización en un
espacio de funciones, luego de lo analizado en las secciones anteriores, consideraremos
resolver un problema de optimización finito, para poder aplicar un método numérico, que
consiste en minimizar JD(Υ, κ) sujeto al sistema de ecuaciones discretizado (2.37), junto
con las condiciones discretizadas de frontera, iniciales y la restricción de no negatividad
en las densidades de las poblaciones. Esto nos permite plantear a este problema como
un problema de optimización en dimensión finita, en términos matemáticos el problema
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puede ser reescrito de la manera

minimizar(Υ,κ) JD(Υ, κ)

sujeto a φ(Υ, κ) = 0
κ ≥ 0,
〈κ, e〉 = 1,

(3.11)

donde e representa el vector de unos y φ(Υ, κ) representa el sistema de ecuaciones dife-
renciales discretizado (2.37)-(2.38).

Las restricciones de este problema surgen de modelar las limitaciones f́ısicas, supuestas,
posibles al momento de llevar a cabo una campaña de fumigación. De aqúı las restricciones
que aparecen en el problema son las siguientes: La primera representa que la dinámica de
la epidemia debe estar sujeta al modelo planteado en el Caṕıtulo 2 previas. La segunda
restricción, κ ≥ 0, es agregada ya que en un sentido f́ısico las cantidades de insecticida
distribuidas deben ser no negativas. Y la tercer restricción representa una cota finita a la
cantidad de insecticida que puede ser utilizado en la campaña.

3.3. Métodos numéricos

En esta sección desarrollaremos el método empleado para la resolución del problema de
control. Por las caracteŕısticas del mismo, resulta que una de las mayores complicaciones
para su resolución numérica es la dimensión de la variable a trabajar, en este caso estamos
trabajando con un problema de dimensión m × n × l donde m y n son la cantidad de
nodos de la discretización espacial y l la de la discretización temporal. Esta dificultad
nos llevó a realizar un cambio en el método empleado para la resolución del problema
del modelado de la dinámica. En las secciones previas se hab́ıa analizado el caso de la
discretización y resolución del sistema de ecuaciones diferenciales mediante el método
de diferencias finitas. Para este caso utilizamos un esquema de Crank-Nicholson para
aprovechar su estabilidad numérica. Pero dado que este debeŕıa ser resuelto repetidamente
como subproblemas del problema de control decidimos que como un primer intento de
solución se utilice un esquema de diferencias finitas hacia adelante para resolver el sistema
de ecuaciones.

Respecto a la notación que utilizaremos, de aqúı en adelante para simplificar la escri-
tura haremos referencia a la función objetivo discretizada simplemente como J , además
utilizaremos la notación de ∇J para hacer referencia al vector gradiente respecto de todas
las variables, mientras que utilizaremos la notación de derivada parcial para denotar los
gradientes respecto de un subconjunto de las variables.

A continuación daremos un resumen del proceso empleado para encarar este problema.
Con el fin de resolver (3.11), emplearemos un método tipo gradiente proyectado, ya que
por las caracteŕısticas de nuestro problema claramente debeŕıamos emplear un método
numérico para resolver problemas con restricciones y por la dimensión de las variables que
utilizamos no elegimos los métodos que involucran información de la matriz hessiana ya
que esto implicaŕıa el uso de una muy grande cantidad de memoria.

Dicho esto, con el fin de obtener el gradiente de la función objetivo, utilizaremos el
método adjunto. Primero supondremos que existe una única trayectoria de estados Υ(κ)
tal que cumpla que para el sistema de ecuaciones diferenciales φ,

φ(Υ(κ), κ) = 0 y (3.12)
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∂φ

∂Υ
(Υ(κ), κ) es no singular. (3.13)

Esto lo podemos garantizar ya que el método para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales discretizados que utilizamos es un método de diferencias finitas hacia adelante,
por lo tanto la matriz ∂φ

∂Upsilon es una matriz triangular con todos los elemento no nulos

en la diagonal, garantizando que sea no singular. Luego por el TFI, existe un Υ̃ tal que
φ(Υ̃, κ) = 0.

Luego si denotamos J̃(κ) = J(Υ(κ), κ), donde este par (Υ(κ), κ) satisface las condi-
ciones (3.12)-(3.13), se pede ver que el problema en (3.11) es equivalente al siguiente

minimizarκ J̃(κ)
sujeto a κ ≥ 0,

〈κ, e〉 = 1,

(3.14)

Entonces este es el problema que resolveremos computacionalmente, por lo tanto lo
que nos interesa encontrar es ∇J̃ con el fin de aplicar un método tipo gradiente.

∇J̃(κ) = ∇Υ(κ)>
∂J

∂Υ
(Υ(κ), κ) +

∂J

∂κ
(Υ(κ), κ) (3.15)

esto lo hacemos con el fin de obtener el gradiente de la función J̃(κ) para luego buscar
una dirección de descenso. Brevemente el procedimiento para encontrar una solución κ∗

del problema (3.14) consiste en los siguientes pasos

1. Dar un conjunto de parámetros iniciales, un estado inicial Υ0 y una trayectoria de
control κ.

2. Buscar Υ(κ) tal que φ(Υ(κ), κ) = 0 y definir J̃(κ) = J(Υ(κ), κ).

3. Hallar λ tal que se satisfaga

∂J

∂κ
(Υ(κ), κ) +

∂φ

∂Υ
(Υ(κ), κ)> λ = 0.

4. Definir ∇J̃(κ) = ∂J
∂k (Υ(κ), κ) + ∂φ

∂κ (Υ(κ), κ)> λ.

5. Dados J̃ y ∇J̃ usar un método de descenso para resolver el problema (3.14) y ac-
tualizar κ.

6. Volver al paso 2.

3.3.1. El método adjunto

Con el fin de desarrollar en esta sección el método numérico empleado de aqúı en
adelante llamaremos a cada Υk como el estado en el tiempo k y a cada κk como el control
en el tiempo k para utilizar una notación usual.

Supongamos ahora que definimos las siguientes funciones para todo k = 1, . . . , l − 1

Jk(Υk, κk) =
∆L2 ∆t

8

2
(
gk1,1 + gkm,1 + gk1,n + gkm,n

)
+

4


n−1∑
j=2

(
gk1,j + gkm,j

)
+
m−1∑
i=2

(
gki,1 + gki,n

) +8
n−1∑
j=2

m−1∑
i=2

gki j

 ,
(3.16)
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J1(Υ1, κ1) =
∆L2 ∆t

8

g1
1,1 + g1

1,n + g1
m,1 + g1

m,n

+2


m−1∑
i=2

(
g1
i,1 + g1

i,n

)
+
n−1∑
j=2

(
g1

1,j + g1
m,j

)
+ 4

n−1∑
j=2

m−1∑
i=2

g1
i j

 ,
(3.17)

Jl(Υl) =
∆L2 ∆t

8

gl1,1 + gl1,n + glm,1 + glm,n

+2


m−1∑
i=2

(
gli,1 + gli,n

)
+

n−1∑
j=2

(
gl1,j + glm,j

)
+ 4

n−1∑
j=2

m−1∑
i=2

gli j

 ,
(3.18)

donde las funciones gki j están definidas de igual manera que antes y de manera análoga de

cuando se definieron las funciones gki j el control está definido en los tiempos k = 0, . . . , l−1,
por lo tanto Jl solo depende del estado Υl.

Además, dado que el sistema de ecuaciones diferenciales lo resolveremos con un método
de diferencias finitas expĺıcito, podemos escribir cada discretización en un instante tem-
poral como un estado que depende solamente de los estados anteriores y de los controles
anteriores.

Por lo tanto nuestro problema ya discretizado puede expresarse en una manera más
compacta de la siguiente manera, dado un estado inicial Υ0 dar una trayectoria de controles
κ = (κ0, . . . , κl−1) y una trayectoria de estados Υ = (Υ1, . . . ,Υl) que minimicen la función

J(Υ, κ) = Jl(Υl) +

l−1∑
k=1

Jk(Υk, κk), (3.19)

sujeto a las restricciones

Υk+1 = ψk(Ῡk, κk), k = 0, . . . , l − 1, (3.20)
l−1∑
k=0

〈κk, es〉 = 1, (3.21)

κk ≥ 0 k = 0, . . . , l − 1, (3.22)

donde Ῡk = (Υk,Υk−kA ,Υk−kE ,Υk−kI ,Υk−kI−kR) con los términos Υk−kA , Υk−kE , Υk−kI
y Υk−kI−kR definidos cuando los sub́ındices k − kA, k − kE , k − kI y k − kI − kR, que
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son los valores discretizados de los tiempos τA, τE , τI y τR, sean valores positivos y es el
vector de unos de dimensión 7×m× n.

Si observamos solo la parte de las restricciones que corresponde a la ecuación de estado,
es decir, el sistema de ecuaciones diferenciales, tenemos

φ(Υ, κ) =


ψ0(Ῡ0, κ0)−Υ1

ψ1(Ῡ1, κ1)−Υ2
...

ψl−1(Ῡl−1, κl−1)−Υl

 (3.23)

Por lo tanto buscamos un par (Υ∗, κ∗) con Υ∗ ∈ R7mn l y κ∗ ∈ Rmn l, solución del
problema de la forma que presentamos en (3.11),

minimizar(Υ,κ) J(Υ, κ)

sujeto a φ(Υ, κ) = 0
κ ≥ 0,
〈κ, e〉 = 1.

(3.24)

Con el objetivo de trabajar un problema con restricciones más simples, recordaremos
la definición de la función Lagrangiana asociada a la ecuación de estado

L : RN1 ×RN2 ×RN1 → R,

con N1 = 7mn l y N2 = mn l y

L(Υ, κ;λ) = J(Υ, κ) + λ>φ(Υ, κ), (3.25)

donde λ = (λ2, . . . , λl+1) es la trayectoria de coestados.

Además, por lo visto en (3.23), tenemos que

Υ1 = ψ0 (Υ0, κ0) ,

Υ2 = ψ1 (Υ1, κ1) = ψ1 (ψ0 (Υ0, κ0) , κ1) ,

...

Por lo tanto podemos definir ψ̃ : RN2 → RN1 tal que

ψ̃(κ) =

 ψ̃1(κ)
...

ψ̃l(κ)

 =

 Υ1
...

Υl

 . (3.26)

Aśı considerando ahora la función J̃(κ) = J(ψ̃(κ), κ), obtenemos el problema equiva-
lente a (3.11), donde se desea hallar κ∗ solución del problema (3.14),

minimizarκ J̃(κ)
sujeto a κ ≥ 0,

〈κ, e〉 = 1,

(3.27)

para luego definir Υ∗ = ψ̃(κ∗).
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Para hallar κ∗ solución, proponemos utilizar un método tipo gradiente proyectado
aprovechando que las restricciones restantes en el problema tienen una estructura relati-
vamente simple. Esto es, deseamos generar una sucesión κ1, κ2, . . . tal que

κk+1 = κk + αk

(
κ̄k − κk

)
,

donde
κ̄k = ΠR

(
κk − sk∇J̃(κk)

)
,

de manera que J̃(κk+1) ≤ J̃(κk).
Aqúı ΠR(·) denota la proyección en el conjunto de puntos factibles

R =
{
x ∈ Rm×n×l≥0 |〈x, e〉 = 1

}
, αk ∈ (0, 1] es el tamaño del paso y sk es un escalar positivo.

Esto es, para obtener κ̄k, tomamos el paso −sk∇J̃(κk) a lo largo de la dirección de
menos el gradiente. Luego proyectamos el resultado κk−sk∇J̃(κk) sobre R, obteniendo de
este modo el vector factible κ̄k. Finalmente, tomamos un paso en la dirección de κ̄k − κk
de longitud αk.

Notemos que κ∗ = ΠR

(
κ∗ − s∇J̃(κ∗)

)
para todo s > 0 si y solo si κ∗ es un punto

estacionario. Por lo tanto el método se detiene si y solo si encuentra un punto estacionario
del problema (3.27).

Para la elección de los valores de αk y sk utilizaremos una búsqueda lineal tipo regla
de Armijo con proyección a lo largo del arco. Aqúı el tamaño de paso αk es fijado como
uno,

αk = 1 k = 1, 2, . . .

y el paso sk es determinado por reducciones sucesivas hasta que una desigualdad tipo
Armijo se satisface. Esto significa que κk+1 es determinado por una búsqueda tipo Armijo
sobre la proyección de arco

κk(s) = {κk(s)|s > 0},
donde, para todo s > 0, κk(s) es definido por

κk(s) = ΠR

(
κk − s∇J̃(κk)

)
.

En particular, para un conjunto de escalares fijos s̄ > 0, β ∈ (0, 1) y σ ∈ (0, 1), definiremos
sk = βmk s̄, donde mk es el menor entero no negativo m para el cual se cumple que

J̃(κk)− J̃
(
κk (βms̄)

)
≥ σ∇J̃(κk)>

(
κk − κk (βms̄)

)
.

La convergencia de este método la podemos garantizar por la siguiente proposición.

Proposición 3.3.1 Sea el problema de minimización

minimizarx f(x)
sujeto a x ∈ X, (3.28)

donde X es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Rn, σ ∈ (0, 1) un escalar fijo
y la función f : Rn → R es continuamente diferenciable en X.

1. Para cada x ∈ X existe un escalar sx > 0 tal que

f(x)− f(x(s)) ≥ σ∇f(x)> (x− x(s)) , ∀s ∈ [0, sx],

donde x(s) = ΠX (x− s∇f(x)).
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2. Sea {xk} una sucesión generada por el método del gradiente proyectado con αk = 1
para todo k y con longitud de paso sk elegido por la regla de Armijo a lo largo de
la proyección del arco. Entonces todo punto ĺımite de la sucesión {xk} es un punto
estacionario.

La demostración de esta proposición se puede ver en [3].

3.3.2. Cómo obtener ∇J̃

Recordando la definición de ψ̃ en (3.26), se ve que φ(ψ̃(κ), κ) = 0 para todo κ ∈
R
m×n×l. Por lo tanto tenemos que nuestra función J̃ cumple que

J̃(κ) = J(ψ̃(κ), κ) + λ>φ(ψ̃(κ), κ) = L(ψ̃(κ), κ;λ)

y

∇J̃(κ) =
∂ψ̃

∂κ

(
∂J

∂Υ

(
ψ̃(κ), κ

)
+
∂φ

∂Υ

(
ψ̃(κ), κ

)>
λ

)
+
∂J

∂κ

(
ψ̃(κ), κ

)
+
∂φ

∂κ

(
ψ̃(κ), κ

)>
λ

donde

∂ψ̃

∂κ
(κ) =

[
∂ψ̃1

∂κ
(κ)

∂ψ̃2

∂κ
(κ) . . .

∂ψ̃l
∂κ

(κ)

]
Ahora podemos definir λ : RN2 → RN1 tal que

∂J

∂Υ

(
ψ̃(κ), κ

)
+
∂φ

∂Υ

(
ψ̃(κ), κ

)>
λ(κ) = 0, (3.29)

donde esta última expresión es conocida como la ecuación adjunta. Se puede ver entonces
que la ecuación adjunta es igual a

∂L

∂Υ

(
ψ̃(κ), κ, λ(κ)

)
= 0

donde para nuestra función objetivo y conjunto de restricciones tenemos que la función
Lagrangiana asociada a la ecuación de estado es

L(Υ, κ;λ) = Jl(Υl) +
l−1∑
k=0

Jk(Υk, κk) +
l−1∑
k=0

[
φk(Ῡk, κk)−Υk+1

]>
λk+1. (3.30)

Por lo tanto, aplicando regla de la cadena el gradiente de la función Lagrangiana
respecto de Υk, resulta

∂L

∂Υk
(Υ, κ, λ) =

∂Jk
∂Υk

− λk +
∂φk
∂Υk

(
Ῡk, κk

)>
λk+1 +

∂φk+kA

∂Υk+kA

(
Ῡk+kA , κk+kA

)>
λk+kA+1

+
∂φk+kE

∂Υk+kE

(
Ῡk+kE , κk+kE

)>
λk+kE+1 +

∂φk+kI

∂Υk+kI

(
Ῡk+kI , κk+kI

)>
λk+kI+1

+
∂φk+kI+kR

∂Υk+kI+kR

(
Ῡk+kI+kR , κk+kI+kR

)>
λk+kI+kR+1,

(3.31)
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donde Ῡk =
(
Υk,Υk−kA ,Υk−kE ,Υk−kI ,Υk−kI−kR

)
para k = 1, . . . , l−1 y los ı́ndices están

definidos donde existen los estados y coestados, y

∂L

∂Υl
(Υ, κ, λ) =

∂Jl
∂Υl

(Υl)− λl. (3.32)

Por lo tanto de la última ecuación podemos obtener el valor de λl y de manera recursiva
“hacia atrás” se obtienen el resto de los coestados como por ejemplo

λl−1 =
∂Jl−1

∂Υl−1
(Υl−1, κl−1) +

∂φl
∂Υl−1

(Ῡl−1)>λl

y aśı sucesivamente se puede despejar cada λk en función de λj para j > k.
Entonces

∇J̃(κ) =
∂J

∂κ

(
ψ̃(κ), κ

)
+
∂φ

∂κ

(
ψ̃(κ), κ

)
λ(κ) =

∂L

∂κ

(
ψ̃(κ), κ, λ(κ)

)
.

y de la expresión de la función Lagrangiana, obtenemos

∂L

∂κk
(Υ, κ, λ) =

∂Jk
∂κk

(Υk, κk) +
∂φk
∂κk

(
Ῡk, κk

)>
λk+1 =

∂J̃

∂κk
(κ) ,

pudiendo construir aśı

∇J̃ =



∂J̃

∂κ1
(κ)

∂J̃

∂κ2
(κ)

...

∂J̃

∂κl
(κ)


(3.33)

3.3.3. Algoritmo empleado para la resolución

Aqúı resumiremos lo desarrollado en las secciones previas para dar los pasos que lle-
vamos a cabo para resolver el problema de control.

Dado un estado inicial Υ0 buscamos una trayectoria de estados Υ∗ y una de controles
κ∗ solución del problema

minimizar(Υ,κ) J(Υ, κ)

sujeto a φ(Υ, κ) = 0
κ ≥ 0,
〈κ, e〉 = 1,

Algoritmo 3.3.1 Algoritmo para resolver el problema de control

Paso 0: Inicialización

Definir R =
{
x ∈ RN2

≥0|〈x, e〉 = 1
}

, dar un estado inicial Υ0, y escalares fijos s̄ > 0,

β ∈ (0, 1) y σ ∈ (0, 1). Dar κ0 =
(
κ0

0, κ
0
1, . . . , κ

0
l−1

)
∈ R y hacer i = 0.
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Paso 1: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Para k = 0, . . . , l − 1 calcular Υi =
(
Υi

1, . . . ,Υ
i
l+1

)
usando que

Υi
k+1 = φk(Ῡ

i
k, κ

i
k),

donde Ῡi
k =

(
Υi
k,Υ

i
k−kA ,Υ

i
k−kE ,Υ

i
k−kI ,Υ

i
k−kI−kR

)
.

Paso 2: Calcular los coestados

Calcular las derivadas respecto de Υi
k de la función Lagrangiana (3.30) como en (3.31)-

(3.32). Calcular la trayectoria de coestados λi =
(
λi1, . . . , λ

i
l

)
utilizando las derivadas de

la función Lagrangiana.

Paso 3:

Definir J̃ = J
(
Υi, κi

)
y para k = 1, . . . , l calcular

∂J̃

∂κk
(κi) y construir ∇J̃ .

Paso 4: Método del gradiente proyectado

Si ‖κi −ΠR

(
κi − s̄∇J̃(κi)

)
‖ = 0 definir κ∗ = κi, Υ∗ = ψ̃(κ∗) y parar.

Si no, definir si = βmi s̄ con mi el menor entero positivo m tal que

J̃
(
κi(βms̄)

)
≤ J̃

(
κi
)

+ σ∇J̃
(
κi
)> (

κi(βms̄)− κi
)
,

donde κi(s) = ΠR

(
κi − s∇J̃(κi)

)
.

Paso 5:

Definir κi+1 = ΠRκ
i − si∇J̃(κi).

Paso 6:

Hacer i = i+ 1, y volver al Paso 1.

3.4. Simulaciones numéricas

A continuación en esta sección mostraremos los resultados obtenidos al resolver el
problema de control ya discretizado mediante el proceso propuesto en el Algoritmo 3.3.1.
Los parámetros involucrados en el sistema de ecuaciones diferenciales son los mismos que
en las simulaciones del problema directo de ejemplo en la Sección 2. Los pesos dentro de
la función objetivo, los elegimos arbitrariamente como γ1 = γ2 = 1000 y γ3 = 1 con el
fin de darle más peso a la cantidad de humanos expuestos a la enfermedad que al “costo”
de la fumigación, haciendo aśı que la función objetivo sea convexa en estas variables.
Además para estas simulaciones, consideraremos que el efecto del insecticida no perdura
en el tiempo, es decir, si se fumiga un lugar esto afecta a un porcentaje de la población de
mosquitos adultos solo en ese lugar y solo en ese momento. El principal resultado obtenido
por este método fue una estrategia de fumigación minimizando la función J donde lo
importante era mantener constante la cantidad total de insecticida utilizado en cualquier
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campaña de fumigación, lo cual está representado en el modelo como la restricción de
igualdad.

Si además consideramos los resultados sobre los cambios respecto al tiempo en el
tamaño de las clases de poblaciones, a continuación en una serie de gráficos mostramos las
comparaciones de la evolución diaria en el tamaño de las poblaciones de las distintas clases
sin ningún control sobre la población de mosquitos y la misma evolución pero aplicando
la estrategia de fumigación obtenida como solución del problema inverso.

Estas simulaciones muestran en el eje horizontal los d́ıas de la simulación desde 1 a
60 y en el eje vertical la densidad de las poblaciones totales respecto a las cantidades
iniciales. EL uso de una simulación con un horizonte temporal de 60 d́ıas responde a las
limitaciones de memoria debido que al resolverlo con un algoritmo genérico no se hace
uso de la estructura de este problema, llevando a que para mayores dimensiones se vea
saturada la memoria.

Una aclaración sobre los resultados que mostramos cuando hacemos referencia a una
evolución sin control es que estamos considerando una estrategia de fumigación promedio
sobre cada ṕıxel de la discretización del espacio durante todo el horizonte temporal.

En las siguientes figuras se muestra la representación gráfica de las evoluciones de las
poblaciones tanto de humanos como de insectos comparando los casos donde se incluye
en la simulación al estrategia óptima obtenida y en los casos que no se incluye en al
simulación. Estos gráficos representan las proporciones de la cantidad inicial dada.

La solución obtenida para este problema utilizando los parámetros ya mencionados
se obtuvo mediante la programación del Algortimo 3.3.1 en un código para utilizar en
Matlab/Octave.

La figura (3.1) compara las poblaciones de mosquitos totales y susceptibles a lo largo
del tiempo por un lado en lineas punteadas las poblaciones sin control y en lineas continuas
las poblaciones con control.

Las figuras (3.2) y (3.3) se comparan las poblaciones de mosquitos expuesto y las
poblaciones de mosquitos infecciosos respectivamente. Igual que antes la lineas punteadas
representan las evoluciones de las poblaciones respecto a las población inicial sin control y
las lineas continuas las evoluciones de las poblaciones cuya simulación se agrega el control.
Se puede apreciar en ambos casos una disminución en las poblaciones durante el periodo
de tiempo, especialmente cuando se comparan las poblaciones finales. También se puede
notar que incluso usando la estrategia de fumigación óptima obtenida, no se logró eliminar
por completo los insectos infecciosos.

Las figuras (3.4), (3.5) y (3.6) muestran como evolucionan las poblaciones de humanos
expuestos, infecciosos y recuperados respecto a la población inicial durante el periodo
de tiempo simulado. De manera análoga que en las figuras anteriores representamos con
lineas punteadas la simulación sin control y con linea continua las simulación con control.
Se puede ver que por como se formuló nuestro modelo, las curvas mostradas en cada una
de las imágenes son la misma desplazadas respecto al tiempo. Por otro lado, igual que en
el caso de las poblaciones de los vectores, se puede observar una significante reducción en
las proporciones de los humanos afectados por el virus cuando se comparan las mismas
clases con y sin el control en la simulación.

3.5. Conclusiones y trabajos futuros

Como una primera conclusión obtenida al resolver el problema, para este ejemplo
artificial, es que efectivamente es visible la ventaja de llevar a cabo una buena estrategia
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Figura 3.1: Población de mosquitos totales y susceptibles a la largo del tiempo con y sin
control.

de fumigación para el control local de un brote de epidemia de fiebre dengue y que el
problema llega a una solución viable y con significante mejora respecto a la simulación sin
control.

Por otro lado, otra conclusión más relacionada con la realidad es que la fumigación no
es un buen método para eliminar la epidemia, salvo que la campaña de fumigación sea
muy extrema. También se puede concluir que la eficacia de una campaña de fumigación
está muy relacionada con la buena y pronta identificación del virus en una población. Esto
concuerda con los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 2, donde se dijo que los mosquitos
no recorren grandes distancias, entonces si se tiene un caso de una persona infectada con
el virus, es muy probable que los mosquitos infecciosos, que fueron contagiados al picar a
esta persona, permanezcan en esa área.

Otro resultado es que por más que la fumigación sea la solución del problema, es decir,
una solución óptima (por lo menos computacionalmente), no afecta en gran medida a la
población total de mosquitos, esto se puede ver en la Figura 3.1, por lo tanto esta no es
una buena estrategia si lo que se desea es controlar la poblaciones de los vectores.

También otro resultado relacionado con estas dos conclusiones anteriores es que si la
campaña de fumigación en algún momento se detiene, como esta no puede eliminar la
población de mosquitos infecciosos, se puede producir un brote epidémico al poco tiempo.
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Figura 3.2: Población de mosquitos expuestos a la largo del tiempo con y sin control.

Entre los trabajos a futuro a realizar, aparte de las mejoras correspondientes al sis-
tema de ecuaciones diferenciales que forma parte de las restricciones del problema de
minimización, se encuentran las siguiente consideraciones:

Ajustar de manera más precisa los parámetros de los pesos en la función objetivo para
aśı dar un enfoque más realista a la interpretación de la relación entre los “costos” de
tener personas enfermas y de la factibilidad de llevar a cabo una campaña de fumigación.

Mejorar el modelado del efecto del insecticida sobre la población de los mosquitos,
esto incluiŕıa buscar datos sobre los efectos (cuanto tiempo es efectivo el insecticida),
eficiencia (a que porcentaje de la población de mosquitos afecta) y los parámetros f́ısicos
que involucra la dispersión (por ejemplo que tan lejos llega cuando se fumiga o que cantidad
ingresa en las zonas urbanas) de los qúımicos utilizados sobre los mosquitos.

También se debeŕıa mejorar las condiciones que utilizamos para representar la fumi-
gación, esto es, agregar restricciones de zonas o cantidades para llevar a cabo en un d́ıa.

Respecto a la parte de los parámetros, entre las posibles mejoras y trabajo a futuro se
encuentra la de crear un horizonte de tiempo mayor, para llevar a una situación donde se
pueda analizar todo el periodo de la epidemia. Y también la de tratar de determinar cuales
de todos los parámetros involucrados son los que tienen mayor influencia en la estrategia
obtenida por la solución y en la evolución del tamaño de las distintas poblaciones de
humanos e insectos en el tiempo.
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Figura 3.3: Población de mosquitos infecciosos a la largo del tiempo con y sin control.



54 CAPÍTULO 3. EL PROBLEMA DE CONTROL

0 10 20 30 40 50 60 70
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

tiempo

%
 d

e
l 
to

ta
l 
in

ic
ia

l

 

 

H. expuestos sin control

H. expuestos con control

Figura 3.4: Población de humanos expuestos a la largo del tiempo con y sin control.
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Figura 3.5: Población de humanos infecciosos a la largo del tiempo con y sin control.
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Figura 3.6: Población de humanos recuperados a la largo del tiempo con y sin control.



Parte II

Método de optimización
cuadrática.
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Caṕıtulo 4

Introducción a la optimización no
lineal

4.1. Motivación

Recordemos el problema de optimización del problema de control que queremos resolver

minimizar
κ

J̃(κ),

sujeto a κ ≥ 0,
〈κ, e〉 = 1.

(4.1)

Al resolverlo mediante un método del tipo sSQP generaremos una sucesión primal-dual
tal que

(
κk+1, λk+1, µk+1

)
es solución del problema

minimizar
(κ,λ,µ)

J̃(κk) + 〈∇J̃(κk), κ− κk〉+
1

2
〈Qk(κ− κk), (κ− κk)〉

+
1

2ρk
‖λ‖2 +

1

2ρk
‖µ‖2,

sujeto a 〈e, κ〉 − 1− 1

ρk
(λ− λk) = 0,

−κ− 1

ρk
(µ− µk) ≤ 0.

(4.2)

O equivalentemente

minimizar
κ

J̃(κk) + 〈∇J̃(κk), κ− κk〉+
1

2
〈Qk(κ− κk), (κ− κk)〉

+
1

2ρk
‖λk + ρk (〈e, κ〉 − 1) ‖2 +

1

2ρk
‖máx{0, µk − ρkκ}‖2,

para simplificar notación, tomaremos en cuenta solo las restricciones de desigualdad.
Por lo tanto en cada iteración vamos a resolver un problema cuadrático usando el

método del Lagrangiano aumentado. De aqúı, en cada iteración resolveremos un problema
del tipo

minimizar 1
2〈Qx, x〉+ 〈q, x〉,

s.a. x ≥ 0,
(4.3)

59
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donde Q ∈ Rn×n es simétrica y q ∈ Rn (Q puede ser indefinida, es decir, no necesariamente
definida positiva) usando Lagrangiano aumentado.

Si x̄ es un minimizador local del problema (4.3), entonces

x̄ = máx{0, x̄− (Qx̄+ q)},

ya que el conjunto factible es un conjunto convexo (el máximo es tomado componente a
componente).

En lo que sigue describiremos nuestra notación. Usaremos ‖ · ‖ para denotar la norma
Eucĺıdea. Si x e y son vectores en Rn, entonces z = máx{x, y} denota a un vector en
R
n tal que zi = máx{xi, yi}, i = 1, . . . , n. Desigualdades como x ≥ 0 son interpretadas

como componente a componente. El conjunto B hará referencia a la bola unidad cerrada.
Diremos que una función G : A ⊂ Rn → Rm es localmente Lipschitz continua si para cada
x0 ∈ A existe un entorno U de x0 y una constante L > 0 tal que

‖G (x)−G (x0)‖ ≤ L ‖x− x0‖ para todo x ∈ U.

Debido al Teorema de Rademacher, toda funciónG : Rn → Rm que es localmente Lipschitz
continua cumple que es diferenciable para casi todo punto en el sentido de la medida de
Lebesgue [14, 23, 5]. Si SG es el conjunto de puntos en los cuales G es diferenciable, el
B-diferencial de G en x̄ es el conjunto

∂BG (x̄) =

{
H ∈ Rm×n :

H = ĺım
k→∞

G′
(
xk
)
, para alguna sucesión{

xk
}
→ x̄, xk ∈ SG

}
.

Luego, el Jacobiano generalizado de Clarke de G en x̄ es el conjunto

∂G (x̄) = conv (∂BG (x̄)) ,

donde conv(S) significa la cápsula o envolvente convexa del conjunto S. Si F : Rn×Rm →
R denotaremos por (∂B)x F (x, y) y ∂xF (x, y), respectivamente, a la B-derivada parcial y
al Jacobiano generalizado parcial respecto de x en (x, y).

Diremos que una función G : Rn → R
m es “semisuave” o “semismooth” en x̄ si G es

localmente Lipschitz en x̄ y

ĺım
V ∈∂G(x̄+th′)

h′→h, t↓0

V h′,

existe para cualquier h ∈ Rn [14, 19].

4.2. Introducción a los métodos de penalización y del La-
grangiano Aumentado

La idea detrás de los métodos de penalización es eliminar algunas o todas las restriccio-
nes del problema original y agregar a la función objetivo un término de penalización que
introduzca un gran costo a las puntos fuera del conjunto factible. Asociado a éste tenemos
un parámetro de penalización el cual determina la severidad de la penalización, lo que
lleva a aproximar el problema original con restricciones por uno sin restricciones. Como el
parámetro de penalización tome valores grandes, la aproximación resulta más precisa.
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De manera a introducción del método del Lagrangiano aumentado, consideremos en
un primer caso el problema con restricciones de igualdad

minimizar f(x),

s.a. gi(x) = 0, i = 1, . . . ,mE ,
x ∈ X,

(4.4)

donde f : Rn → R, gi : Rn → R son funciones dadas, dos veces continuamente diferen-
ciables y X es un subconjunto de Rn.

A continuación, diremos que la función Lagrangiana aumentada asociada al problema
(4.4) está dada por

L(x, λ; ρ) = f(x) + λ>g(x) +
ρ

2
‖g(x)‖2,

donde ρ es un parámetro de penalización positivo.
Existen dos opciones para las cuales el problema de minimización sin restricciones de

la función L(·, λ; ρ) puede producir puntos cercanos a x∗ solución de (4.4):

Tomando λ cerca de λ∗.
Como se puede ver en [3], si ρ es mayor a alguna cota, entonces para cierto γ y ε > 0
se tiene que

L(x, λ∗; ρ) ≥ L(x∗, λ∗; ρ) +
γ

2
‖x− x∗‖2, ∀x tal que ‖x− x∗‖ < ε,

de modo que x∗ es un minimizador local estricto del Lagrangiano aumentado
L(·, λ∗; ρ). Esto sugiere que si λ es cercano a λ∗, una buena aproximación de x∗

puede ser encontrada mediante la minimización de L(·, λ; ρ).

Tomando ρ igual a un valor muy grande.
Dado que para valores muy grandes de ρ, hay un costo muy alto para puntos no
factibles, entonces el minimizador sin restricciones de la función L(·, λ; ρ) será casi
factible. Además, ya que, L(x, λ; ρ) = f(x) para cualquier x dentro del conjunto de
puntos factibles, es esperable que L(x, λ; ρ) ≈ f(x) para puntos próximos al conjunto
factible. Por lo tanto, esperamos obtener una buena aproximación de x∗ mediante
la minimización sin restricciones de L(·, λ; ρ) cuando ρ es grande.

En este trabajo utilizaremos como función de penalización desarrollaremos la función
de penalización cuadrática. Éste método consiste en resolver una sucesión de problemas
de la forma

minimizar L(x, λk; ρk),

s.a. x ∈ X,
(4.5)

donde {λk} es una sucesión en RmE y {ρk} es una sucesión de parámetros de penaliza-
ción positivos. La idea de este método consiste en usar una “buena” aproximación de los
multiplicadores de Lagrange como λk y tomar a los ρk como una sucesión creciente que
tienda a infinito. La siguiente proposición es el resultado básico de convergencia.

Proposición 4.2.1 Supongamos que f y gi son como antes, el conjunto X es cerrado
y el conjunto de restricciones {x ∈ X | gi(x) = 0, i = 1, . . . ,mE} es no vaćıo. Para
k = 0, 1, . . . , sea xk un minimizador global del problema

minimizar L(x, λk; ρk),

s.a. x ∈ X,
(4.6)
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donde {λk} es acotada, 0 < ρk < ρk+1 para todo k y ρk →∞. Entonces cada punto ĺımite
de la sucesión {xk} es un minimizador global del problema (4.4).

Ahora esta proposición asume que el minimizador del Lagrangiano aumentado es en-
contrado de manera exacta, pero generalmente esto no es posible. Usualmente los métodos
de minimización sin restricciones terminan cuando el valor de la norma del gradiente es
lo suficientemente pequeño, pero no necesariamente cero. En particular, cuando X = Rn,
un algoritmo para resolver el problema

minimizar L(x, λk; ρk),

s.a. x ∈ X,
(4.7)

debeŕıa terminar en un punto xk que satisfaga

‖∇xL(xk, λk; ρk)‖ ≤ εk,

donde εk es un escalar pequeño. En este caso, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 4.2.2 Supongamos que X = R
n y f y gi son funciones como antes. Para

k = 0, 1, . . . , sea xk que satisfaga

‖∇xL(xk, λk; ρk)‖ ≤ εk,

donde {λk} es acotada y las sucesiones {εk} y {ρk} satisfacen

0 < ρk < ρk+1, ∀ k y ρk →∞ cuando k →∞,

0 ≤ εk, ∀ k y εk → 0 cuando k →∞.

Asumiendo que una subsucesión {xk}K , converge a x∗ tal que ∇g(x∗) tiene rango completo,
con g(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gmE (x))>. Entonces

{λk + ρkg(xk)}K → λ∗,

donde λ∗ es un vector que junto con x∗ satisfacen las condiciones necesarias de optimalidad
de primer orden

∇f(x∗) +∇g(x∗)λ∗ = 0, g(x∗) = 0.

Ahora para el caso del problema con restricciones de desigualdad, la manera más simple
de tratar con estas restricciones, en el contexto de penalización cuadrática, es convertir
estas a restricciones de igualdades mediante el uso de variables adicionales.

Dadas las funciones dos veces continuamente diferenciables f : Rn → R,
g : Rn → RmE y h : Rn → RmI , consideraremos el problema de optimización

minimizar f(x),

s.a. gi(x) = 0, i = 1, . . . ,mE ,

hi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,mI .

(4.8)

Podemos convertir este problema en uno con restricciones de igualdad

minimizar f(x),

s.a. gi(x) = 0, i = 1, . . . ,mE .

hi(x) + z2
i = 0, i = 1, . . . ,mI .

(4.9)
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donde z1, . . . , zmI son variables de holgura. El método de penalización cuadrática para
este problema resulta en minimizar la siguiente función respecto de las variables x y z

L̄(x, z, λ, µ; ρ) = f(x) + λ>g(x) +
ρ

2
‖g(x)‖2 +

mI∑
j=1

{
µj(hj(x) + z2

j ) +
ρ

2
|hj(x) + z2

j |2
}
.

Esta minimización puede ser realizada primeramente minimizando L̄ respecto de z, obte-
niendo

L(x, λ, µ; ρ) = mı́n
z
L̄(x, z, λ, µ; ρ),

y luego minimizar L(x, λ, µ; ρ) respecto de x. Una importante observación es que la primer
minimización respecto de z se puede llevar a cabo de una forma cerrada para cada x fijo,
por lo tanto, obteniendo aśı una forma cerrada para L(x, λ, µ; ρ).

Aśı tenemos que

mı́n
z
L̄(x, z, λ, µ; ρ) = f(x) + λ>g(x) +

ρ

2
‖g(x)‖2 (4.10)

+

mI∑
j=1

mı́n
zj

{
µj(hj(x) + z2

j ) +
2

ρ
|hj(x) + z2

j |2
}
, (4.11)

y la minimización respecto de zj en el último término es equivalente a resolver

minimizar
uj≥0

{
µj(hj(x) + uj) +

ρ

2
|hj(x) + uj |2

}
. (4.12)

La función a minimizar en (4.12), es cuadrática en uj . Entonces su minimizador es

u∗ = máx

{
0,−

(
µj
ρ

+ hj(x)

)}
,

ya que −
(
µj
ρ + hj(x)

)
es minimizador sin restricciones donde la derivada de la función en

(4.12) se anula.
Luego se tiene que

hj(x) + u∗j = máx

{
hj(x),−µj

ρ

}
.

Por lo tango usando esto en (4.10), obtenemos una forma cerrada para L(x, λ, µ; ρ) =
minzL̄(x, z, λ, µ; ρ), dada por

L(x, λ, µ; ρ) = f(x) + λ>g(x) +
ρ

2
‖g(x)‖2 (4.13)

+

mI∑
j=1

{
µjmáx

{
hj(x),−µj

ρ

}
+
ρ

2
máx

{
hj(x),−µj

ρ

}2
}
. (4.14)

Además mediante cálculo directo, se puede ver que esta forma es equivalente a la
siguiente expresión, que utilizaremos a lo largo de las siguientes secciones,

L(x, λ, µ; ρ) = f(x)+λ>g(x)+
ρ

2
‖g(x)‖2 +

1

2ρ

mI∑
j=1

{
(máx{0, µj + ρhj(x)})2 − µ2

j

}
. (4.15)
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Caṕıtulo 5

Algoritmo del método del
Lagrangiano Aumentado

5.1. Preliminares

Para nuestro problema (4.3) en particular, en cualquier punto del conjunto factible
valen las condiciones de cualificación de restricciones de independencia lineal (LICQ por
sus siglas en inglés linear independence constraint qualification). Por lo tanto, si x̄ es un
minimizador local del problema (4.3), entonces el conjunto de multiplicadores de Lagrange
asociados a x̄, denotado por M(x̄), es no vaćıo. Luego, µ̄ ∈ M(x̄) si y solo si (x̄, µ̄) es
solución de sistema Karush–Kuhn–Tucker (KKT):

Qx+ q − µ = 0,
µi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
xi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

µixi = 0, i = 1, . . . , n.

(5.1)

Notemos que para el problema (4.3) el conjunto de multiplicadores de Lagrange es un
“singleton”

M(x̄) = {Qx̄+ q}. (5.2)

Recordando que la función Lagrangiano aumentado es L̄ : Rn×Rn× (0,∞)→ R para
el problema (4.3) resulta

L̄(x, µ; ρ) =
1

2
〈Qx, x〉+ 〈q, x〉+

1

2ρ

n∑
i=1

(máx{0, µi − ρxi}2 − µ2
i )

=
1

2
〈Qx, x〉+ 〈q, x〉+

1

2ρ

(
‖máx{0, µ− ρx}‖2 − ‖µ‖2

)
. (5.3)

Es fácil ver que
∂L̄

∂x
(x, µ; ρ) = Qx+ q −máx {0, µ− ρx} . (5.4)

Dada una iteración primal–dual (xk, µk) ∈ Rn ×Rn≥ y un parámetro de penalización

ρk > 0, el método del Lagrangiano aumentado exacto genera (xk+1, µk+1) tal que

xk+1 es una solución de minimizar
x∈Rn

L̄
(
x, µk; ρk

)
,

µk+1 = máx
{

0, µk − ρkxk+1
}
.

(5.5)

65
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Computacionalmente, la minimización de la función del Lagrangiano aumentado se
lleva a cabo de manera inexacta mediante el uso de un método de descenso y aceptan-
do una aproximación primal si el gradiente de la función de Lagrangiano aumentado es
suficientemente pequeño, esto es:∥∥∥Qxk+1 + q −máx

{
0, µk − ρkxk+1

}∥∥∥ ≤ εk, (5.6)

donde εk es una tolerancia dada.
Supongamos que x̄ es un minimizador local para el problema (4.3) y µ̄ su multiplicador

de Lagrange. Diremos que la condición suficiente de optimalidad de segundo orden fuerte
(SSOSC por sus siglas en inglés, strong second–order sufficient optimality condition) es
satisfecha en el punto (x̄, µ̄) si

〈Qu, u〉 > 0 ∀u ∈ C+(x̄, µ̄) \ {0}, (5.7)

donde
C+(x̄, µ̄) = {u ∈ Rn | ui = 0 para i ∈ {1, . . . , n} tal que µ̄i > 0} . (5.8)

Debemos remarcar que de acuerdo a [6, Teorema 6], la existencia de un punto esta-
cionario x̄ satisfaciendo las condiciones de cualificación de restricciones de independencia
lineal (LICQ) con vector (único) de multiplicador de Lagrange µ̄ tal que (x̄, µ̄) satisfa-
ce la condición SSOSC (5.7) es equivalente a que se cumpla la propiedad de Aubin en
((0, 0), (x̄, µ̄)) ∈ gph(Σ):

Σ(r, s) ∩ ((x̄, µ̄) + ε0B) ⊂ Σ(r̂, ŝ) + τ0‖(r, s)− (r̂, ŝ)‖B, ∀ (r, s), (r̂, ŝ) ∈ γ0B, (5.9)

donde ε0, τ0 y γ0 son constantes positivas,

Σ(r, s) =

(x, µ)

∣∣∣∣∣∣
0 = Qx+ q − µ+ r,

0 ≤ x+ s, 0 ≤ µ,
0 = 〈µ, x+ s〉.

 , (5.10)

es el conjunto solución del sistema KKT bajo perturbaciones canónicas y gph(Σ) es el
grafo del conjunto sigma, es decir,

gph(Σ) = {((r, s), (x, µ))|(x, µ) ∈ Σ(r, s)} .

El uso de la aplicación punto a conjunto Σ aparece naturalmente en el estudio de los
métodos de Lagrangiano aumentado (5.5). Brevemente, supongamos que en (5.5) xk+1 es
un punto estacionario inexacto del problema de minimización y definamos rk y sk tales
que

rk = −∂L̄
∂x

(
xk+1, µk; ρk

)
, sk =

1

ρk

(
µk+1 − µk

)
. (5.11)

Por (5.4) y la definición de µk+1 tenemos que

Qxk+1 + q − µk+1 + rk = 0, (5.12)

µk+1 ≥ 0. (5.13)

Además, notemos que

µk+1
i = 0 ⇒ xk+1

i + ski = xk+1
i − µki

ρk
= − 1

ρk

(
µki − ρkxk+1

i

)
≥ 0,

µk+1
i > 0 ⇒ xk+1

i + ski = − 1

ρk

[
µk+1
i −

(
µki − ρkxk+1

i

)]
= 0.
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Entonces,

xk+1 + sk ≥ 0, (5.14)〈
µk+1, xk+1 + sk

〉
= 0. (5.15)

Considerando (5.12)-(5.15) deducimos que
(
xk+1, µk+1

)
∈ Σ

(
rk, sk

)
. Aśı la sucesión gene-

rado por el método del Lagrangiano aumentado inexacto puede ser estudiada en términos
del conjunto de soluciones del sistema KKT bajo perturbaciones canónicas.

Claramente, un método primal-dual debeŕıa parar cuando una solución del sistema
KKT es encontrada. Con el fin de medir la distancia al conjunto de soluciones del sistema
(5.1) usaremos la función del residuo natural σ para el problema (4.3),

σ(x, µ) =

∥∥∥∥[ Qx+ q − µ
µ−máx{0, µ− x}

]∥∥∥∥ . (5.16)

Notar que (x̄, µ̄) es una solución de (5.1) si y solo si σ(x̄, µ̄) = 0.

5.2. Problema principal

Consideremos ahora el siguiente proceso iterativo.

Algoritmo 5.2.1 (Algoritmo principal)

Sea ∆ > 0 fijo.

Paso 0: Inicialización

Sea x0 ∈ Rn, µ0 ∈ Rn+, ρ0 > 0 y k = 0.

Paso 1: Resolviendo un subproblema

Encontrar
(
xk+1, µk+1

)
∈ (x̄, µ̄) + ε̂B satisfaciendo∥∥∥Qxk+1 + q − µk+1

∥∥∥ ≤ 1

ρk

∥∥∥µk+1 − µk
∥∥∥ , (5.17)∥∥∥xk+1 − xk

∥∥∥ ≤ ∆, (5.18)

µk+1 = máx
{

0, µk − ρkxk+1
}
. (5.19)

Paso 2: Criterio de parada

Si σ
(
xk+1, µk+1

)
= 0 parar.

Paso 3: Actualizando el parámetro de penalización

Actualizar ρk+1 ≥ ρk.
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Paso 4: Continuando el ciclo

Hacer k = k + 1 y volver al Paso 1.

La tolerancia del error
∥∥µk+1 − µk

∥∥ /ρk en el Paso 1 puede ser relacionada con el error
del método de error proximal para la parte dual. La localización propia

∥∥xk+1 − xk
∥∥ ≤ ∆

es necesaria para propósitos teóricos.
Con el fin de obtener xk+1 en el Paso 1, un método irrestricto para minimizar L̄

(
·, µk; ρk

)
puede ser usado. Comenzando en xk y asumiendo que ∆ es lo suficientemente grande, la
desigualdad (5.17) puede ser obtenida mediante verificar su validez luego de cada iteración
de un método irrestricto.

Probaremos que bajo ciertas hipótesis el Paso 1 del algoritmo 5.2.1 puede llevarse a
cabo exitosamente. Para ello definiremos las siguientes constantes asociadas a una solución
primal dual (x̄, µ̄) que satisfacen la condición SSOSC (5.7).

ε̂ = mı́n

{
ε0,

1

2
∆

}
, γ̂ =

1

2
mı́n

{
γ0,

ε̂

τ0

}
,

η̂ =
γ̂

2
√

2
, ρ̂ > 2

√
2 máx

{
ε̂

γ̂
, ‖Q‖

(
∆ + ε̂

γ̂

)
+

1√
2

}
.

(5.20)

donde las constantes ε0, γ0 y τ0 se definen en (5.9).

Lema 5.2.1 Supongamos que (x̄, µ̄) satisface la condición SSOSC y sea x ∈ x̄ + ε̂B.
Entonces para cada (µ, ρ) en el conjunto

Rµ̄ =

{
(µ, ρ) ∈ Rn+ × (0,+∞) :

1

ρ
‖µ̄− µ‖ ≤ η̂, ρ ≥ ρ̂

}
, (5.21)

existe (ẑ, û) ∈ (x̄, µ̄) + ε̂B tal que

‖Qẑ + q − û‖ ≤ 1

ρ
‖û− µ‖ , (5.22)

‖ẑ − x‖ ≤ ∆, (5.23)

û = máx {0, µ− ρẑ} . (5.24)

Prueba. Definimos u0 = µ̄. Luego, existen sucesiones
{
zj
}∞
j=1
⊂ Rn y

{
uj
}∞
j=1
⊂ Rn

tales que para todo j ≥ 1 ∥∥(rj−1, sj−1
)∥∥ ≤ γ̂, (5.25)(

zj , uj
)
∈ Σ

(
rj−1, sj−1

)
∩ ((x̄, µ̄) + ε̂B) , (5.26)

donde rl = sl =
(
ul − µ

)
/ρ para todo l ≥ 0.

Probaremos esta afirmación por inducción en j. Comprobemos (5.25) y (5.26) para
j = 1:

∥∥(r0, s0
)∥∥ =

1

ρ

∥∥(u0 − µ, u0 − µ
)∥∥ =

√
2

ρ

∥∥u0 − µ
∥∥ =

√
2

ρ
‖µ̄− µ‖

≤
√

2η̂ =
γ̂

2
≤ γ̂, (5.27)
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donde hemos usado la definición de r0 y s0, la definición de norma Eucĺıdea, la definición
de u0, el hecho que (µ, ρ) ∈ Rµ̄ y (5.20). En particular,

∥∥(r0, s0
)∥∥ ≤ γ̂ ≤ γ0, aśı que

eligiendo r̂ = ŝ = 0 en la propiedad de Aubin (5.9), tenemos que

Σ
(
r0, s0

)
∩ ((x̄, µ̄) + ε0B) ⊂ Σ (0, 0) + τ0

∥∥(r0, s0
)∥∥B.

Tomamos ahora
(
z1, u1

)
en el conjunto de la izquierda. Entonces,

(
z1, u1

)
pertenece a

Σ (0, 0) + τ0

∥∥(r0, s0
)∥∥B. Luego,

∥∥(z1, u1
)
− (x̄, µ̄)

∥∥ ≤ τ0

∥∥(r0, s0
)∥∥ ≤ τ0γ̂ ≤ τ0

ε̂

2τ0
≤ ε̂,

usando (5.27) y la definición de γ̂ (5.20). Entonces,
(
z1, u1

)
vale (5.25) y (5.26). A conti-

nuación, asumimos que la afirmación vale para j y la probamos para j + 1. Como antes,
notar que:

∥∥(rj , sj)∥∥ =
1

ρ

∥∥(uj − µ, uj − µ)∥∥ =

√
2

ρ

∥∥uj − µ∥∥
≤
√

2

(
1

ρ

∥∥uj − µ̄∥∥+
1

ρ
‖µ̄− µ‖

)
≤
√

2

(
1

ρ

∥∥(zj , uj)− (x̄, µ̄)
∥∥+

1

ρ
‖µ̄− µ‖

)
≤
√

2

(
1

ρ
ε̂+ η̂

)
≤
√

2

(
1

ρ̂
ε̂+ η̂

)
≤
√

2

(
γ̂

2
√

2ε̂
ε̂+ η̂

)
=
√

2

(
γ̂

2
√

2
+

γ̂

2
√

2

)
= γ̂, (5.28)

donde hemos usado la definición de rj y sj , la definición de norma Eucĺıdea, la hipótesis
inductiva, el hecho que (µ, ρ) ∈ Rµ̄ y (5.20). En particular,

∥∥(rj , sj)∥∥ ≤ γ̂ ≤ γ0. Por lo
tanto, eligiendo r̂ = ŝ = 0 en la propiedad de Aubin (5.9), tenemos que

Σ
(
rj , sj

)
∩ ((x̄, µ̄) + ε0B) ⊂ Σ (0, 0) + τ0

∥∥(rj , sj)∥∥B.
Como antes, tomamos

(
zj+1, uj+1

)
en el conjunto de la izquierda. Luego,

(
zj+1, uj+1

)
pertenece a Σ (0, 0) + τ0

∥∥(rj , sj)∥∥B. Entonces,

∥∥(zj+1, uj+1
)
− (x̄, µ̄)

∥∥ ≤ τ0

∥∥(rj , sj)∥∥ ≤ τ0γ̂ ≤ τ0
ε̂

2τ0
≤ ε̂,

usando (5.28) y la definición de γ̂ (5.20). Se sigue que,
(
zj+1, uj+1

)
vale (5.25) y (5.26).

Notar que por la definición de norma Eucĺıdea, la definición de u0 y (5.26), es fácil ver
que ∥∥uj − µ̄∥∥ ≤ ε̂, ∀j ≥ 0. (5.29)

A continuación, si tomamos l > j se obtiene:(
zl+1, ul+1

)
∈ Σ (0, 0) + τ0

∥∥∥(rl, sl)∥∥∥B,(
zj+1, uj+1

)
∈ Σ (0, 0) + τ0

∥∥(rj , sj)∥∥B.
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Esto significa que existen b1 y b2 en B tales que(
zl+1, ul+1

)
= (x̄, µ̄) + τ0

∥∥∥(rl, sl)∥∥∥ b1,(
zj+1, uj+1

)
= (x̄, µ̄) + τ0

∥∥(rj , sj)∥∥ b2.
Deducimos entonces que:∥∥∥(zl+1, ul+1

)
−
(
zj+1, uj+1

)∥∥∥ = τ0

∣∣∣∥∥∥(rl, sl)∥∥∥− ∥∥(rj , sj)∥∥∣∣∣ ‖b1 − b2‖
≤ 2τ0

∥∥∥(rl, sl)− (rj , sj)∥∥∥ . (5.30)

Por otro lado, recordando la definición de rj y sj tenemos:∥∥∥(rl, sl)− (rj , sj)∥∥∥ =
√

2
∥∥∥rl − rj∥∥∥ =

√
2

ρ

∥∥∥ul − uj∥∥∥
≤
√

2

ρ

∥∥∥(zl, ul)− (zj , uj)∥∥∥ . (5.31)

Ahora, deducimos que:∥∥∥(zl+1, ul+1
)
−
(
zj+1, uj+1

)∥∥∥ ≤ 2τ0

∥∥∥(rl, sl)− (rj , sj)∥∥∥
≤ 2

√
2τ0

ρ

∥∥∥(zl, ul)− (zj , uj)∥∥∥ ≤ . . .
≤

(
2
√

2τ0

ρ

)j ∥∥∥(zl−j+1, ul−j+1
)
−
(
z1, u1

)∥∥∥
≤

(
2
√

2τ0

ρ

)j
2τ0

∥∥∥(rl−j , sl−j)− (r0, s0
)∥∥∥

=

(
2
√

2τ0

ρ

)j
2
√

2τ0

∥∥∥rl−j − r0
∥∥∥

=

(
2
√

2τ0

ρ

)j √
2τ0

ρ

∥∥∥ul−j − u0
∥∥∥

=

(
2
√

2τ0

ρ

)j+1 ∥∥∥ul−j − µ̄∥∥∥
≤

(
2
√

2τ0

ρ

)j+1

ε̂ ≤

(
2
√

2τ0

ρ̂

)j+1

ε̂

≤
(
τ0γ̂

ε̂

)j+1

ε̂

≤
(

1

2

)j+1

ε̂, (5.32)

donde hemos usado (5.30) y (5.31) en repetidas ocasiones, la definición de ri y si, la
definición de u0, (5.29), el hecho que ρ ≥ ρ̂ y (5.20).



5.2. PROBLEMA PRINCIPAL 71

Tenemos entonces que
{(
zj , uj

)}
j∈N es una sucesión de Cauchy y por lo tanto converge

a, digamos, (ẑ, û). Además,
{
rj
}
j∈N y

{
sj
}
j∈N converge a r̂ = ŝ

.
= (û− µ) /ρ.

Dado que
(
zj+1, uj+1

)
∈ Σ

(
rj , sj

)
∩ ((x̄, µ̄) + ε̂B) para todo j, tenemos que

Qzj+1 + q − uj+1 + rj = 0,
zj+1 + sj ≥ 0,

uj+1 ≥ 0,〈
uj+1, zj+1 + sj

〉
= 0,

−−−→
j→∞

Qẑ + q − û+ r̂ = 0,
ẑ + ŝ ≥ 0,

û ≥ 0,
〈û, ẑ + ŝ〉 = 0,

(5.33)

y

(ẑ, û) ∈ (x̄, µ̄) + ε̂B. (5.34)

De la primera ecuación en el lado derecho de(5.33) tenemos que

‖Qẑ + q − û‖ = ‖r̂‖ =
1

ρ
‖û− µ‖ .

Ahora, notamos que de la definición de r̂ y ŝ, las últimas tres desigualdades del lado
derecho de (5.33) son equivalentes a:

û ≥ µ− ρẑ,
û ≥ 0,

ûi [ûi − (µi − ρẑi)] = 0, ∀i = 1, . . . , n.

(5.35)

Entonces, para cada i = 1, . . . , n:

µi − ρẑi < 0 ⇒ ûi − (µi − ρẑi) > 0⇒ ûi = 0,

µi − ρẑi = 0 ⇒ û2
i = 0⇒ ûi = 0,

µi − ρẑi > 0 ⇒ ûi ≥ µi − ρẑi > 0⇒ ûi = µi − ρẑi.

Esto significa que û = máx {0, µ− ρẑ}.
Finalmente, observamos que de (5.34) y (5.20):

‖ẑ − x‖ ≤ ‖ẑ − x̄‖+ ‖x̄− x‖ ≤ ‖(ẑ, û)− (x̄, µ̄)‖+ ‖x̄− x‖ ≤ ε̂+ ε̂ = 2ε̂ ≤ ∆.

Esto concluye la prueba.

Para razones prácticas mostraremos que cualquier par primal–dual que satisface las
condiciones de inexactitud y localización provee una aproximación de la solución estudiada.

Lema 5.2.2 Supongamos que (x̄, µ̄) satisface SSOSC (5.7), x ∈ x̄ + ε̂B y (µ, ρ) ∈ Rµ̄.
Entonces para cualquier (x̃, µ̃) ∈ (x̄, µ̄) + ε0B que satisfaga

‖Qx̃+ q − µ̃‖ ≤ 1

ρ
‖µ̃− µ‖ , ‖x̃− x‖ ≤ ∆, (5.36)

con µ̃ = máx {0, µ− ρx̃}, cumple que

‖(x̃− x̄, µ̃− µ̄)‖ ≤ 2
√

2τ0

ρ
‖µ− µ̄‖ . (5.37)
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Prueba. Sean r̃ y s̃

r̃ = − (Qx̃+ q − µ̃) , s̃ =
1

ρ
(µ̃− µ) .

Siguiendo el mismo razonamiento que en (5.11)-(5.15) deducimos que (x̃, µ̃) ∈ Σ (r̃, s̃). Por
otro lado,

‖µ̃− µ‖ ≤ ‖µ̃− µ̄‖+ ‖µ̄− µ‖ = ‖Qx̃+ r̃ −Qx̄‖+ ‖µ̄− µ‖
≤ ‖Q‖ ‖x̃− x̄‖+ ‖r̃‖+ ‖µ̄− µ‖
≤ ‖Q‖ (‖x̃− x‖+ ‖x− x̄‖) + ‖r̃‖+ ‖µ̄− µ‖
≤ ‖Q‖ (∆ + ε̂) + ‖Qx̃+ q − µ̃‖+ ‖µ̄− µ‖

≤ ‖Q‖ (∆ + ε̂) +
1

ρ
‖µ̃− µ‖+ ρη̃, (5.38)

donde usamos la definición de r̃ y µ̄, las propiedades de x̃ y x̄, el hecho de que (µ, ρ) ∈ Rµ̄
y (5.36),

Aśı, usando (5.38) y el hecho que ρ ≥ ρ̂ > 2 tenemos que:

‖µ̃− µ‖ ≤ ρ

ρ− 1
[‖Q‖ (∆ + ε̂) + ρη̂] . (5.39)

Además, dado que (µ, ρ) ∈ Rµ̄ y de la definición de ρ̂ (5.20) tenemos que

2
√

2 ‖Q‖
(

∆ + ε̂

γ̂

)
< ρ− 2. (5.40)

Ahora deduciremos que,

‖(r̃, s̃)‖ =

∥∥∥∥(− (Qx̃+ q − µ̃) ,
1

ρ
(µ̃− µ)

)∥∥∥∥
=

√
‖Qx̃+ q − µ̃‖2 +

1

ρ2
‖µ̃− µ‖2

≤
√

2

ρ
‖µ̃− µ‖ ≤

√
2

ρ− 1
[‖Q‖ (∆ + ε̂) + ρη̂]

=
1

ρ− 1

[
2
√

2 ‖Q‖
(

∆ + ε̂

γ̂

)
+ ρ

]
γ̂

2

≤ 1

ρ− 1
(ρ− 2 + ρ)

γ̂

2

= γ̂ ≤ γ0, (5.41)

donde usamos la definición de r̃ y s̃, la hipótesis (5.36), la desigualdad (5.39), la definición
de η̂ y al desigualdad (5.40)

Por el hecho de que (x̃, µ̃) ∈ Σ (r̃, s̃), la hipótesis (x̃, µ̃) ∈ (x̄, µ̄)+ε0B y (5.41), podemos
usar la propiedad de Aubin y obtener que

(x̃, µ̃) ∈ Σ (0, 0) + τ0 ‖(r̃, s̃)‖B. (5.42)

Considerando (5.42) y parte del razonamiento en (5.41) se obtiene:

‖(x̃, µ̃)− (x̄, µ̄)‖ ≤ τ0 ‖(r̃, s̃)‖ ≤
√

2τ0

ρ
‖µ̃− µ‖ . (5.43)
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Ahora notando que de (5.43)

‖µ̃− µ‖ ≤ ‖µ̃− µ̄‖+ ‖µ̄− µ‖ ≤ ‖(x̃, µ̃)− (x̄, µ̄)‖+ ‖µ̄− µ‖

≤
√

2τ0

ρ
‖µ̃− µ‖+ ‖µ̄− µ‖ ,

lo que significa (
1−
√

2τ0

ρ

)
‖µ̃− µ‖ ≤ ‖µ̄− µ‖ (5.44)

Ahora usando el hecho de que ρ ≥ ρ̂ > 2
√

2ε̂/γ̂ ≥ 4
√

2τ0 > 2
√

2τ0 tenemos que(
1−
√

2τ0/ρ
)−1

< 2. Por lo tanto,

‖µ̃− µ‖ ≤

(
1− 2

√
2τ0

ρ

)−1

‖µ̄− µ‖ < 2 ‖µ̄− µ‖ . (5.45)

Combinando (5.43) con (5.45) obtenemos

‖(x̃, µ̃)− (x̄, µ̄)‖ ≤
√

2τ0

ρ
‖µ̃− µ‖ ≤ 2

√
2τ0

ρ
‖µ̄− µ‖ ,

concluyendo la prueba.

A continuación probaremos la convergencia del algoritmo 5.2.1.

Teorema 5.2.3 Supongamos que (x̄, µ̄) satisface SSOSC (5.7). Si x0 ∈ x̄+ ε̂B y(
µ0, ρ0

)
∈ Rµ̄, luego el Algoritmo 5.2.1 termina en (x̄, µ̄) o genera una sucesión

{(
xk, µk

)}
que está bien definida y converge a (x̄, µ̄).

Prueba. Si σ
(
xk, µk

)
= 0 para alguna iteración k, entonces

(
xk, µk

)
= (x̄, µ̄) y el

Algoritmo 5.2.1 para. Por otro lado, consideremos el caso donde σ
(
xk, µk

)
> 0 para todo

k.
Por inducción, probaremos que xk ∈ x̄+ ε̂B y

(
µk, ρk

)
∈ Rµ̄ para todo k. Claramente,

se cumple para k = 0 por hipótesis. Luego, asumamos que su validez para algún k ≥ 0.
Ahora, por Lema 5.2.1 existe

(
xk+1, µk+1

)
∈ (x̄, µ̄) + ε̂B ⊂ ε0B satisfaciendo el Paso 1 del

Algoritmo 5.2.1. Más aún, por Lema 5.2.2 tenemos que∥∥∥(xk+1 − x̄, µk+1 − µ̄
)∥∥∥ ≤ 2

√
2τ0

ρk

∥∥∥µk − µ̄∥∥∥ ≤ 2
√

2τ0η̂,

donde la última desigualdad se deduce del hecho que
(
µk, ρk

)
∈ Rµ̄. Entonces, por (5.20)

y el hecho que 2
√

2τ0 < ρ̂ ≤ ρk ≤ ρk+1, obtenemos∥∥∥xk+1 − x̄
∥∥∥ ≤ 2

√
2τ0η̂ = τ0γ̂ ≤ ε̂,∥∥∥µk+1 − µ̄

∥∥∥ ≤ 2
√

2τ0η̂ < ρ̂η̂ ≤ ρk+1η̂.

Aśı, xk+1 ∈ x̄+ ε̂B y
(
µk+1, ρk+1

)
∈ Rµ̄.
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Nuevamente por el Lema 5.2.2 y el hecho que ρ0 ≤ ρk+1 para todo k tenemos:∥∥∥(xk+1 − x̄, µk+1 − µ̄
)∥∥∥ ≤ 2

√
2τ0

ρk+1

∥∥∥µk − µ̄∥∥∥ ≤ . . .
≤

(
2
√

2τ0

ρ0

)k+1 ∥∥µ0 − µ̄
∥∥ .

Usando que 2
√

2τ0 < ρ̂ ≤ ρ0 obtenemos 2
√

2τ0/ρ0 < 1 y podemos concluir que(
xk, µk

)
→ (x̄, µ̄) cuando k →∞.

5.3. Subproblemas.

En la k-ésima iteración de (5.2.1), para µk y ρk fijos definiremos xk+1 mediante la
realización de una variante de un método de Newton para minimizar la función φk definida
por:

φk (x) = L̄
(
x, µk; ρk

)
. (5.46)

Notar que φk no es dos veces diferenciable, pero es “semismoothly diferenciable”, es
decir, una función diferenciable con derivada “semismooth” [9].

Luego, vale el gradiente generalizado de Clarke

∂φ′k (x) ⊂ conv
{
Q+ ρI (S) | para S ⊂ I≥

(
x, µk; ρk

)}
,

donde I (S) es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son

[I (S)]ii =

{
1, i ∈ S,
0, i /∈ S,

y

I≥ (x, µ; ρ) =
{
i ∈ {1, . . . , n} | µi − ρxi ≥ 0

}
,

I< (x, µ; ρ) =
{
i ∈ {1, . . . , n} | µi − ρxi < 0

}
.

A continuación realizaremos un método de Newton de búsqueda lineal “semismooth”
para minimizar la función φk. Para ser más precisos, seguiremos el método de Newton
truncado explicad en [17] que encuentra una dirección de descenso pk para φk en xk

resolviendo inexactamente el problema auxiliar

minimizar
p

1

2

〈
V kp, p

〉
+
〈
φ′k(x

k), p
〉
,

donde V k ∈ ∂φ′k
(
xk
)
. La salida aceptada pk debe satisfacer además

‖V kpk + φ′k(x
k)‖ ≤ mı́n

{
0,5,

√
‖φ′k(xk)‖

}
‖φ′k(xk)‖,

La elección de este test de parada garantiza que pk es una dirección de descenso.
Para simplificar la notación diremos que d es una solución de

‖Ad+ b‖ ≤ mı́n
{

0,5,
√
‖b‖
}
‖b‖, InexLin(A, b)

para algún vector d dado por la iteración anterior de un método de Gradiente Conjugado.



5.4. EL ALGORITMO DEL LAGRANGIANO AUMENTADO 75

5.3.1. El algoritmo de búsqueda lineal tipo Newton

Dados µ ∈ Rn+, ρ > 0, c ≥ 0 y una función “semismoothly” continuamente diferenciable
φ : Rn → R, consideremos el problema de encontrar ỹ ∈ Rn y µ̃ ∈ Rn+ tales que

∥∥φ′ (ỹ)
∥∥ ≤ 1

ρ
‖µ̃− µ‖, (5.47)

El algoritmo que utilizaremos para resolver este problema está basado en el método
de Newton explicado anteriormente.

Algoritmo 5.3.1 LSNM(φ, µ, ρ)

Paso 1:

Hacer j = 0 y dar una punto inicial y0.

Paso 2: Criterio de parada

Definir ỹ = yj , µ̃ = máx{0, µ− ρyj} y parar si (5.47) se satisface.

Paso 3: Resolver el problema lineal inexacto

Tomar V j ∈ ∂φ′
(
yj
)

y definir dj como una solución de InexLin
(
V j , φ′

(
yj
))

.

Paso 4:

Hacer yj+1 = yj +αjd
j , donde αj satisface la condición de backtracking de la regla de

Wolfe o la de Armijo1 .

Paso 5:

Definir j ← j + 1; ir al Paso 2.

5.4. El algoritmo del Lagrangiano aumentado

En esta sección daremos el algoritmo del programa principal. Las soluciones aproxi-
madas de los subproblemas son definidas como puntos que satisfacen las condiciones en
el paso 3, que están relacionadas con las condiciones KKT del problema de minimización
de L. Luego las aproximaciones de los multiplicadores son calculadas en el paso 4. Final-
mente en el paso 5 actualizamos el parámetro de penalización de de acuerdo al progreso
en términos del residuo natural.

Algoritmo 5.4.1 Algoritmo principal del Lagrangiano aumentado

1Nosotros proponemos encontrar yj+1 usando Wolfe o Armijo dado que se puede aprovechar la estruc-
tura del problema.
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Paso 0:

Sea x0 un punto inicial arbitrario, µ0 un multiplicador de Lagrange inicial y ρ0 > 0 el
parámetro de penalización.

Definir los parámetros τ > 0, δ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) y γ > 1.

Paso 1:

Hacer k = 0, y calcular σk = σ
(
x0, µ0

)
como en (5.16).

Paso 2:

Si σk es menor que una tolerancia fijar devolver
(
xk, µk

)
, de otro modo continuar.

Paso 3:

Resolver el subproblema
Calcular xk+1 resolviendo el subproblema (5.2.1) usando el algoritmo

LSNM(φk, µk, ρk, c)

con punto inicial xk y φk definido como en (5.46).

Paso 4:

Hacer
µk+1 = máx{0, µk − ρkxk+1},

y calcular el nuevo residuo natural

σk+1 = σ
(
xk+1, µk+1

)
.

Paso 5:

Actualizar el parámetro de penalización,

si σk+1 > βmı́n{σ0, . . . , σk}, entonces ρk+1 = γρk,

en caso contrario ρk+1 = ρk.

Paso 6:

Hacer k = k + 1 y volver al Paso 2.

5.5. Conclusiones y trabajos futuros

Como conclusión de este caṕıtulo creemos que el método aqúı propuesto es un buen
método para resolver problemas de programación cuadrática con restricciones simples de
gran tamaño. Por los resultados probados en esta parte, podemos decir que el algoritmo
dado está bien definido y se probó la convergencia teórica de este. De igual manera que la
gran mayoŕıa de los métodos basados en el Lagrangiano aumentado, la principal compli-
cación de este método es la elección apropiada de la aproximación inicial del multiplicador
de Lagrange y el parámetro de penalización inicial.
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Uno de los resultados a remarcar en este método es que, debido a la estructura del
problema original, podemos definir el criterio de parada mediante un parámetro que es
intŕınseco. Esto debeŕıa dar una mejor aproximación a la solución, considerando que es un
método que resuelve los subproblemas de manera inexacta.

Para un trabajo futuro, un objetivo es el de llevar a cabo una comparación con otros
métodos clásicos con el fin de concluir que tan efectivo es este método y que ventajas
ofrece respecto a los actuales. Además de esto, como el principal objetivo a trabajar, es
de llevar a cabo la programación del Algoritmo 5.4.1 en el caso particular para resolver el
problema de control desarrollado en el Caṕıtulo 3 para las variables espacial y temporal
de mayor dimensión.



78CAPÍTULO 5. ALGORITMO DEL MÉTODO DEL LAGRANGIANO AUMENTADO



Bibliograf́ıa

[1] http://www.who.int/mediacentre/factsheets/fs117/en/.

[2] J. Arino, C. Bowman, A. Gumel, and S. Portet. Effect of pathogen-resistant vectors on
the transmission dynamics of a vector-borne disease. Journal of biological dynamics,
1(4):320–346, 2007.

[3] D. P. Bertsekas. Constrained optimization and Lagrange multiplier methods. Compu-
ter Science and Applied Mathematics. Academic Press Inc., New York, 1982.

[4] A. E. Carbajo, N. Schweigmann, S. I. Curto, A. De Gaŕın, and R. Bejarán. Den-
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