Modelo de dinamica y control de epidemia
de dengue con informacion a gran escala.

Lic. Gabriel Eduardo Moyano.

Presentado ante la Facultad de Matematica, Astronomia
y Fisica como parte de los requerimientos para la obtencién
del grado de Doctor en Matematica de la

UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA.

Marzo 2016

Director: Dr. Damian Fernandez Ferreyra.

©FaMAF-UNC 2016



II

©0Re)

Modelo de dinamica y control de epidemia de dengue con informacion a gran escala por
Gabriel Eduardo Moyano se distribuye bajo una Licencia Creative Commons Atribucion-
NoComercial Compartirlgual 2.5 Argentina


http://www.creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ar/
http://www.creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ar/

A mis padres, mis hermanos,
mis directores y a los docentes de la facultad
por su apoyo, consejos y buena predisposicion para ayudarme.

II1



v

Resumen

En esta tesis se presentard un modelo para el control de una epidemia de fiebre den-
gue, que requiere de el uso de distintas herramientas matematicas presentado como un
problema de optimizacién sujeto a una dinamica espacio—temporal de la enfermedad. En
una primera parte se describird un modelo con poblaciones de huéspedes y vectores dividi-
das en compartimientos de acuerdo a su estado de enfermedad. Luego la relaciones entre
vectores y huéspedes se modelard mediante un sistema de ecuaciones diferenciales y final-
mente se procederd a plantear un problema de control al agregar un parametro adicional
que representa las posibles fumigaciones. En la segunda parte de este trabajo se llevara
a cabo la resolucién de este problema propuesto mediante técnicas numéricas basadas en
métodos de optimizaciéon no lineal, ya que el problema representado es un problema de
optimizacién cuadratica con restricciones que pueden ser linealizadas.

Los modelos matematicos son de gran utilidad para el estudio, analisis y comprensién
de diferentes fenémenos que surgen en ciencias tales como la medicina y la miologia. A
partir de los resultados y simulaciones obtenidas basadas en estos modelos, es posible
tener un mejor entendimiento del fendmeno analizado y también estos resultados pueden
ser utilizados para estimar parametros correspondientes al proceso en estudio, dando asi
una herramienta para su uso como método de representaciéon de un brote epidémico como
también su uso para la prevencién y método de control para un posible brote.

Aqui se propone realizar un primer enfoque del problema donde se describe el sistema
de ecuaciones diferenciales que representan la dindmica espacio—temporal de un brote de
fiebre dengue con pardmetros obtenidos mediante informacién de los sensores de gran
escala. La dindmica propuesta para los vectores es derivada de una ecuacién de reaccién—
difusién no homogénea basada en los parametros ya mencionados. Luego esta ecuacion es
propuesta como representacion de las poblaciones de insectos en un modelo epidemiolégico
para una enfermedad trasmitida por vectores descripto en compartimientos, donde ademas
se agregan las ecuaciones que representan la poblacién de los huéspedes también separados
en compartimientos respecto a su estado frente a la enfermedad, obteniendo asi un modelo
que en la bibliografia clasica se conoce como S — FE — I para los vectoresy S — E — I —
R para los huéspedes. Esto serda modelizado mediante una simulacién numérica de las
ecuaciones diferenciales en diferencia finitas. A continuacién se planteard un problema
de optimizacién donde se introduce una variable de control que representa una posible
estrategia de fumigacion, de tal forma que el objetivo del problema es encontrar una
estrategia Optima en el sentido que se minimiza la cantidad de huéspedes expuestos al
virus de la enfermedad y la cantidad de insecticida en las fumigaciones, esto ademéds
sujeto a un conjunto de restricciones que se derivan del modelo fisico.

En la segunda parte del trabajo, el objetivo es desarrollar y mostrar un algoritmo
eficiente para la resolucion del problema de optimizacion ya discretizado resultante de la
primer parte de la tesis. Para esto se presentara un algoritmo de programacion cuadratica
secuencial basado en el método de Lagrangiano aumentado y el método del Lagrangiano
con restricciones lineales.

Cabe senalar que las herramientas e ideas utilizadas en la primer parte del trabajo
pueden ser aplicadas para la modelizacion de distintos insectos, principalmente volado-
res, adaptando los parametros correspondientes para la representacién de la evolucion
espacio—temporal de las densidades de poblaciones, sin la necesidad de que sea un modelo
epidemiolégico o adaptando los pardametros biolégicos derivados de las propiedades del vi-
rus del dengue para representar la evolucion de otro brote epidémico para una enfermedad



transmitida por un vector.

Palabras claves: epidemiologia, optimizacién, control optimal, ecuaciones diferencia-
les parciales, método de diferencias finintas, simulaciones numéricas, método del gradiente
proyectado, lagrangiano aumentado.
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Capitulo 1

Introduccion

La interaccién entre la matematica y ciencias como la biologia y medicina no es recien-
te, sino que ha existido desde hace varios afios atras. Esta interaccién resulta beneficiosa
para ambas partes; para el matematico tratar de resolver los problemas que surgen en
biologia puede implicar el desarrollo de nuevas ideas, aplicaciones y teorias, mientras que
para los bidlogos o médicos el modelado matemético puede convertirse en una nueva he-
rramienta y poderosa técnica de experimentacién en casos muy dificiles o imposibles de
llevar a cabo o como herramienta para la verificacién de resultados. Ademas el desarrollo
de modelos matematicos de enfermedades tiene diversas motivaciones. Por un lado, me-
diante el modelado matematico se espera poder estimar el nimero total de afectados por
una enfermedad para poder tomar medidas de prevencién. Por otro lado se desea saber
por qué algunas enfermedades aparecen de repente, se propagan rapidamente, y luego des-
aparecen igualmente rapido afectando solamente una pequena parte de la poblacién. Para
el control de epidemias es muy importante poder evaluar la eficiencia de las vacunacio-
nes con la finalidad de controlar, o a lo mejor totalmente extinguir, la enfermedad. Entre
los acontecimientos que muestran los beneficios de esta interaccién podemos destacar, sin
animo de ser exhaustivos, los siguientes:

s El primer modelo matematico de una enfermedad fue propuesto por Daniel Ber-
noulli aproximadamente en 1760. Bernoulli traté de fundamentar la utilidad de la
vacunacién contra la viruela. En 1760 entregd a la Academia de Ciencias en Paris
un trabajo titulado Un intento de un nuevo andlisis de la mortalidad causada por
la viruela y las ventajas de la vacunacion para prevenirla. La pregunta era si la va-
cunacion debia ser alentada a pesar de que algunas veces causaba la muerte. Mas
precisamente, el desafio era encontrar una manera de comparar el beneficio a largo
plazo de la vacunacion contra su riesgo inmediato de muerte.

= Uno de los pioneros en utilizar modelos matemaéticos para describir el comportamien-
to de las epidemias fue el matemético, médico, naturalista y zodlogo escocés Ronald
Ross, quien adema&s en 1902 fue galardonado con el Premio Nobel de Fisiologia y
Medicina por demostrar que la malaria era contagiada por los mosquitos. Ross, en el
ano 1911, formulé un modelo matematico sencillo como apoyo de su argumentacion
que para erradicar el paludismo era suficiente con disminuir la poblacién de mosqui-
tos a un nivel bajo, sin necesariamente extinguirla. Este modelo se basé en la hoy
denominada ley de masas, la cual establece que el nimero de contactos infecciosos
por unidad de tiempo, es decir que producen enfermedad, es proporcional al niimero
total de contactos entre individuos infecciosos y sanos.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

= En 1926 McKendrick publicé un articulo sobre aplicaciones matemaéticas a proble-
mas médicos, que contenia varias ideas nuevas. En particular introdujo un modelo
matematico para epidemias con un tiempo continuo que tomaba en consideracion el
aspecto estocastico de la infeccion y la recuperacién. En el modelo de McKendrick
las personas pueden pasar sucesivamente por tres estados, susceptibles, infectados y
recuperados. Siguiendo el trabajo de Ross para la malaria supuso que durante un in-
tervalo de tiempo infinitesimal dt, la probabilidad de que ocurra una nueva infeccién
es proporcional a la cantidad de susceptibles y a la cantidad de infectados, y que la
probabilidad de una nueva recuperacion es proporcional a los infectados. Ademaés fue
uno de los primeros que representaron una buena aproximacion a datos reales, por
ejemplo de la plaga de Bombay de 1905/1906 y definiendo el concepto del llamado
valor umbral fue posible por primera vez pronosticar la dimensién de una epidemia.

Tal como dijimos, la interaccién entre la matematica y la biologia o la medicina no
es reciente. No obstante, esta interaccion se ha incrementado notoriamente en los lti-
mos anos. No serfa sino hasta entrado el siglo XX cuando la modelizacién matematica
en epidemiologia cobraria un real impulso, vislumbrdndose sus enormes potencialidades.
Son varios los factores que han contribuido a que esto se lleve a cabo, entre los cuales se
pueden nombrar por ejemplo el alto grado de desarrollo tecnolégico que hace que hoy sea
posible realizar experimentos y mediciones antes inaccesibles y por lo tanto poder contar
con grandes bases de datos e informacién, informacién que resulta dificil de entender sin
el uso de herramientas matematicas adecuadas. Otro factor, también ligado al anterior,
es el desarrollo computacional actual que permite hacer célculos y simulaciones que anos
atras no eran posibles. Por 1ltimo, también hay que destacar el desarrollo de herramientas
y teorias matematicas que resultan de gran utilidad a la hora de analizar y estudiar este
tipo de fenémenos. Mas alla de que el objetivo de cualquier modelizacion matemaética sea
contribuir a la resolucién y el entendimiento de un problema mediante el aporte interdis-
ciplinario que pueda hacer la Matematica, la modelizacion matematica de enfermedades
contagiosas tiene ademds variadas virtudes que van desde proveer un marco teérico, brin-
dar valiosas herramientas para combatir a las epidemias, contribuir a predecir futuros
brotes y dar pautas de como actuar al respecto, hasta cuestiones de indole pragmaticas y
econémicas. Ademas otro importante contribucién en la experimentacién (por ejemplo por
su implementacién relativamente sencilla y de bajo costo) e incluso llega a ser indispensa-
ble cuando se trata de modelizaciones que involucra a humanos, pues la experimentacién
puede llegar a ser imposible o no ética. Los modelos matemaéticos son de gran utilidad para
el estudio, andlisis y comprension de diferentes procesos y fenémenos que surgen en las
ciencias médicas y biolégicas. A partir de los resultados y simulaciones obtenidas basadas
en modelos matematicos es posible tener un mejor entendimiento del fenémeno analiza-
do. Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, el modelado a partir de éstas, su
resolucién numérica y la creacién de algoritmos son herramientas muy ttiles, entre las va-
rias existentes, para realizar lo mencionado anteriormente o con la finalidad de que estos
modelos lleven tal vez a realizar alguna prediccién sobre su comportamiento futuro.

En este trabajo se proponen principalmente dos areas de estudio, por lo cual el trabajo
esta dividido en dos partes y cada una de las cuales describiremos brevemente a continua-
cién. También relacionado a esto, el desarrollo de los temas tiene como objetivo que este
trabajo pueda ser interpretado por personas con formacion en distintas disciplinas como
matematica, fisica o biologia.

La primera parte estd relacionada con un problema de control en la dindmica de un
brote de fiebre dengue, enfermedad trasmitida por el mosquito de la especie Aedes Aegypti



como vector. El objetivo es el desarrollo de un modelo basado en un problema de opti-
mizacién que permita representar una estrategia de control por insecticida con el fin de
minimizar los costos que involucra la compra/produccién y distribucién de insecticidas
como también la cantidad de humanos afectados por la enfermedad, usando como infor-
macién una variedad de datos obtenidos por sensores de gran escala sobre el terreno, datos
meteoroldgicos y parametros obtenidos mediante mediciones del terreno, datos conocidos
de la especie de los mosquitos Aedes Aegypti y estadisticas sobre los huéspedes.

Mencionadas ya las ventajas de contar con un modelo matematico es relevante aclarar
que la difusién geografica de una epidemia es menos comprendida y mucho menos estu-
diada que la evolucién y control temporal de enfermedades y epidemias. Sin embargo, el
modelado de una forma que incluya suficiente realismo la dindmica espacio—temporal de
una enfermedad puede ser de particular relevancia para el control de una epidemia o para
comprender el proceso de trasmisién de la infeccién. La complicacién radica en la mane-
ra de modelar la evolucion de la enfermedad. De la bibliografia se destacan, entre otros,
principalmente, tres enfoques para el modelado de una epidemia. En un primer enfoque,
se emplea un modelo de “cajas” y consiste en dividir la poblaciones en compartimientos
donde dentro de una de estas cajas se supone la poblacién distribuida uniformemente
v las relaciones y traspasos entre cajas estan definidas de acuerdo a los pardmetros da-
dos y algunas probabilidades. En un segundo modelo, la propagacién de una epidemia es
descripta como un modelo continuo mediante el uso de una ecuacién de difusién. Y més
recientemente se han propuesto modelos de redes con el fin de representar las posibles
transmisiones de la enfermedad mediante los contactos internos en la poblacion.

Para modelar la densidad de la poblacion de los vectores transmisores de la enfermedad
en este trabajo nos basamos en el modelo dado por [20] donde se plantea a la evolucién
de las poblaciones de insectos, independientemente de si estan o no infectados, como una
ecuaciéon de difusién en un terreno no homogéneo mas un término de transporte que re-
presenta los efectos del viento sobre los insectos y un término adicional que representa
la atraccién de los humanos, o mamiferos, sobre los mosquitos. En el Capitulo 2 presen-
taremos en detalle esta ecuacién, ademas de incluir términos de nacimientos y muertes.
Ademsds, considerando condiciones de frontera de Robin para asi considerar que el flujo
tanto de entrada como de salida de los insectos en el area de estudio es proporcional a la
densidad de poblacién en la frontera.

En cuanto a la cantidad de trabajos relacionados con la difusién espacio temporal de
insectos modelada mediante un término de difusion, podemos decir que no es tan signi-
ficativa y entre algunos de los trabajos en los que nuestro modelo estda basado podemos
citar a [25, 26]. Desde el punto de vista matematico, deseamos resolver un problema de
control cuyo objetivo es en un horizonte de tiempo finito, minimizar la cantidad humanos
que tienen contacto con la enfermedad y minimizar el uso de una herramienta para con-
trolar la epidemia, en nuestro caso serd una estrategia de fumigaciones, aunque de manera
similar segin se muestra en [2, 2] se puede emplear otra técnica como la introduccién de
mosquitos estériles.

En el Capitulo 3 se presentard con més detalle la definicién de problema de control
y también serdn explicados de manera detallada los problemas que son de interés en
este trabajo. Luego de analizar brevemente la existencia y estabilidad de las soluciones del
problema de optimizacion, nos enfocaremos en nuestro objetivo principal de desarrollar una
metodologia para resolver tales problemas. En el mismo capitulo se procederd a mostrar
la discretizacion utilizada para llevar a este problema de minimizacién continua a un
problema de minimizacion en el discreto, el cual resultard ser un problema cuadratico.
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En esta primera etapa se resolverd este problema mediante un algoritmo de optimizacion
basado en el método adjunto con el fin de encontrar un minimizador.

La segunda parte del trabajo estd orientada al desarrollo de un algoritmo capaz de
resolver de manera eficiente el problema descripto en la primer parte, haciendo uso de la
estructura cuadratica que éste tiene. Para esto se utilizard un método de optimizaciéon no
lineal basado principalmente en el método del Lagrangiano aumentado en particular para
problemas cuadraticos. En el Capitulo 4 se comenzara con un breve desarrollo de los deta-
lles en que consisten los métodos de barrera y principalmente el método del Lagrangiano
aumentado, continuando con la presentacién del formato y de las caracteristicas de éste
método que usa la particular forma del problema a trabajar.

En el Capitulo 5 se definira el algoritmo principal a implementar junto con los métodos
que se utilizaran internamente para resolver subproblemas asociados. Luego en este mismo
capitulo se daran las justificaciones tedricas de la buena definiciéon y convergencia de este
algoritmo. Aqui se dardn los Lemas y Teoremas que garantizan la convergencia del método
en forma tedrica y se desarrollara con mas detalles como es el método funciona mediante
la resoluciéon reiterada de un conjunto de subproblemas.



Parte 1

Control en la dinamica de un
brote de fiebre dengue.






Capitulo 2

Dinamica del brote de dengue

2.1. Motivacién del problema

El objetivo de este trabajo es el de presentar un modelo matematico para llevar a
cabo un control en la propagacién espacio—temporal de una epidemia de dengue median-
te poblaciones de mosquitos, los que seran los vectores, y de humanos, los cuales seran
los huéspedes, en terrenos heterogéneos con datos de informacion a gran escala aplicando
técnicas de optimizacion. Los datos ambientales a gran escala, tales como humedad, tem-
peraturas, vientos y superficie del terreno son indicadores fundamentales en la distribucién
geografica de insectos, importante en nuestro caso por ser el vector de la enfermedad y
el uso de datos de sensores remotos se ha convertido mas y mas frecuente en la ultimas
décadas.

La fiebre dengue es una enfermedad viral, la cual es transmitida a humanos por las
hembras del mosquito Aedes Aegypti cuando se alimentan. Existen diferentes formas de
infeccién por dengue. De éste virus se conocen cuatro serotipos [13], en un paciente las
manifestaciones, de més leves a severas, pueden ser algunas de las siguientes. Una infeccién
asintomdtica. Presentar un cuadro benigno de fiebre o sensacion de alza térmica, inespecifi-
co y limitado asociado a malestar general o un cuadro més intenso de tipo febril conocido
como dengue clasico (DC) el cual puede o no presentar manifestaciones hemorrdgicas me-
nores. Y finalmente en el otro extremo del espectro clinico las manifestaciones severas del
dengue hemorragico (DH) y de sindrome de shock por dengue o sindrome de choque por
dengue (SCD) (Figura (2.1)). La infeccién por unos de los serotipos de dengue produce
inmunidad permanente para éste tipo, pero solo una inmunidad cruzada temporal a los
otros tipos [25]. Por lo cual individuos que vivan en zonas endémicas de dengue donde
convivan distintos serotipos del virus pueden sufrir la enfermedad méas de una vez.

Su proceso epidemioldgico esta dado de la siguiente manera. Los mosquitos hembras se
infectan al momento de alimentarse de la sangre de un humano infectado durante el periodo
infeccioso de la enfermedad que dura entre cuatro o cinco dias. Un mosquito luego de que
se infecta tiene un periodo minimo de incubacién extrinseca del virus de ocho a catorce
dias antes de que sea infeccioso. Cuando un mosquito en éste ultimo estado pica a un
humanos susceptible, el virus es inyectado a su torrente sanguineo y comienza un periodo
de incubacién intrinseco en el huésped que toma de cinco a siete dias, con un promedio
mas cercano a los cinco dias. Luego de este periodo comienza el periodo infeccioso del
huésped comenzando de nuevo el proceso. Ademds existe una pequena probabilidad de
que el virus se trasmita de forma vertical, esto es, un mosquito hembra infectado puede
trasmitirle el virus a su descendencia. En resumen, la figura (2.1) representa el flujo de los
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Infeccidn viral por Dengue

v v

Asintomatica Sintomitica

Fiebre indiferenciada Sindrome de Dengue Clasico Sindrome de
(Sindrome Viral) o Fiebre del Dengue Dengue Hemorragico
Sin signos de Con signos de Sin Choque Con Sindrome
sangrado sangrado de Choque

Punto de transicion

Figura 2.1: Manifestaciones del sindrome del dengue.

huéspedes y vectores entre las distintas clases respecto de la enfermedad.

Huéspedes Susceptibles Expuestos Infecciosos Recuperados
A
Trasmision V-H Trasmision H-V
¥
Vectores Infecciosos Expuestos Susceptibles

Trasmision V-V

Y

Figura 2.2: Esquema de la dindmica de la enfermedad por compartimientos de huéspedes
y vectores. Las flechas continuas representan la evolucién de la poblacién y las flechas
punteadas representan las trasmisién del virus.

Al dia de hoy, como no existe vacuna o un tratamiento especifico disponible, la tinica
solucién para un control del dengue es una estrategia de control sobre los vectores, es decir,
evitar la proliferacion de los mosquitos. Los mecanismos de control incluyen,

= Control quimico de la poblacién de mosquitos adultos mediante pulverizacién de
insecticida.

= Control quimico de las larvas mediante larvicidas.

= Reduccion de los lugares de criaderos mediante la eliminacién de agua residual y
contenedores.

» Control biolégico mediante el uso de parasitos y/o depredadores de los mosquitos.

= Manipulacién genética de los mosquitos para producir mosquitos “refractarios” a la
transmisién de la infeccién o insectos estériles.
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Actualmente, dengue amenaza hasta un 40 % de la poblacién mundial y hay entre 50-
100 millones de infecciones anualmente (segin World Health Organization, [1]) y a pesar de
los esfuerzos para la erradicacién y control a nivel global, la enfermedad vuelve a emerger
en zonas donde anteriormente controles fueron alguna vez efectivos y emergiendo en otras
areas donde no estaba la enfermedad. Algunos de los primeros modelos propuestos para
el control de la malaria, otra enfermedad trasmitida por vector, propuesto por Ross [22] y
luego modificado por Macdonald [12], han tenido mucha influencia tanto en el modelado
como en la aplicacién de un control para las enfermedades transmitidas por vectores.

Con la idea que la teoria de control optimal es una poderosa herramienta matematica
para la toma de decisiones que involucran la dindmica de sistema complejos, consideramos
que los modelos mateméaticos pueden proveer una herramienta muy util para el entendi-
miento y para mejorar la eficiencia en las estrategias para el control de la poblacién de los
vectores.

2.2. Modelo matematico

Una manera “natural”de modelar una enfermedad trasmitida por un vector, como la
fiebre del dengue, es dividir tanto las poblaciones de los vectores como la de los huéspedes
en distintos compartimientos correspondientes a cada situacién respecto a la enfermedad,
en general, individuos susceptibles, expuestos o latentes, infecciosos y recuperados o remo-
vidos (ver en [15]). Luego, un sistema de ecuaciones diferenciales describe las relaciones
entre los distintos compartimientos. Estos tipos de modelos por compartimientos son ge-
neralmente utilizados para representar la trasmision de la infeccién, para determinar las
condiciones de equilibrios [7, 20], el estudio del impacto de técnicas de control de los
insectos [16, 8, 24], entre otros posibles estudios.

En nuestro enfoque, proponemos modelar tanto las dindmicas espaciales como tempo-
rales para los movimientos de los insectos y una evolucién temporal de las poblaciones de
humanos, considerando que estos permanecen en comunidades fijas. Consideraremos solo
como vector de la enfermedad a la especie de mosquitos Ae. Aegypti. El modelo se basa en
el propuesto en [20], el cual utiliza los pardmetros determinados por los datos de sensores
remotos (en nuestro caso informacién obtenida por medio de satélites) a fin de describir
de una manera realista la propagacion de la enfermedad. Datos de sensores remotos a gran
escala se pueden adaptar para la descripcién de la difusién de insectos segun lo dado en

[20].

2.2.1. Dinamica de los insectos

Para el modelado de la dindmica de la densidad de la poblaciéon de los mosquitos
respecto al tiempo y el espacio utilizaremos la siguiente ecuaciéon de reaccién—difusion,
basada en la ecuacién ya propuesta en [25],

gj = div (DrVv) — (D W, Vo) + div (KvVh) + o — S, (2.1)

para todo para (z,t) en un dominio € x (0,7 con condiciones de frontera e iniciales de la
siguiente manera

gz =av enl x(0,7],
v =1 en Q x {0},

(2.2)
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donde los términos de esta ecuacién son los siguientes:

» La densidad de los mosquitos estd dada por la funcién v : R? x R — R, con v(z,t)
representando la densidad de mosquitos en el punto espacial x y en el instante
temporal t.

» Vf denota el vector gradiente de una funcién f : R? x R — R respecto a la variable
espacial z € R2.

» La funcién Dp : R? x R — R?*2 estd dada por el efecto del suelo en la difusién
de los insectos. Esto es, un factor que muestra como varia el desplazamiento de los
mosquitos dependiendo del tipo de suelo.

= Los datos del viento estan representados en el campo vectorial W : R2 x R — R? y
Dy : R? x R — R?*2 es una funcién que toma en cuenta los efectos del suelo sobre
el viento. El campo vectorial W representa los datos de la direccién y velocidad del
viento, la funciéon Dy es una representacién de los efectos locales del terreno sobre
el flujo de los vientos.

» La densidad de la poblacién humana es la funcién h : R? x R — R.

= La intensidad de la fuerza de atraccion de los humanos sobre los mosquitos es K :
R2 x R — R?*2.

» Las funciones de natalidad y mortalidad de los mosquitos son o : R?> x R — R y
B :R? x R — R respectivamente.

» La condicién inicial del problema es la funcién vg : R? — R.

= 2 € R? es la regién espacial de estudio, I es la frontera de Q y T' € R es el horizonte
de tiempo.

= 7 es el vector normal exterior a I

= @ es un escalar con a € [0, 1] que representa la cantidad de flujo de los insectos en la
frontera de 2.

A continuacién daremos una breve descripcién de estos términos.

Por lo visto en [20] y en [25] podemos decir que para el caso de que la velocidad
promedio de los insectos es menor a 1 m/s (un metro por segundo), como es el caso
del mosquito del A. Aegypti y considerando un area de estudio mayor a 20m x 20m
0 30m x 30m es suficiente para utilizar el proceso de reaccién—difusién como un buen
representante de la dinamica de la poblacién de los mosquitos para su modelado. Esta
resolucién en una imagen satelital que corresponde a los datos que se pueden obtener de
un satélite tipo SPOT.

La funcién Dp evaluada en un punto (z,t) corresponde a una matriz de dimensién
2 x 2 que consta de la informacién del area ) separada en clases mediante los datos
obtenidos por los canales de ondas visibles e infrarrojas de los satélites. La clasificacién
que utilizaremos serd en bosques, campos, suelos secos, suelos himedos y urbano. Con
estos datos junto con datos topolégicos se construye la funcién Dg.

Los datos de vientos para generar el campo vectorial W se obtienen de estaciones
meteoroldgicas juntos con técnicas de interpolacién para tener los datos en cada punto
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x. Luego, en relaciéon a Dgr(z,t), se obtiene Dy (z,t) que es otra matriz 2 x 2 tal que
al multiplicar el vector W (z,t) por la matriz Dy (z,t) a izquierda refleja los efectos del
terreno sobre los vientos.

La funcién h causa sobre el flujo de los mosquitos una fuerza de atraccién. La orien-
tacion de esta fuerza estd dada por el vector Vh(x,t) que indica la direccién de méximo
crecimiento de la poblacion humana en el punto x y en el instante t y la intensidad estd
dada por la funcién K (z,t) de tal forma que esta funcién refleja el rango y deformacion
de la fuerza definida por Vh(x,t).

La natalidad «(z,t) indica la aparicién de mosquitos adultos, este pardmetro esta
relacionado con la biologia de vector y se puede estimar usando datos estadisticos del
ambiente como temperatura, lluvias y disponibilidad de sitios de nacimiento. Para esto se
pueden obtener algunos datos de media escala, como temperatura y lluvias por ejemplo,
mediante sensores en el lugar o de centros metereolégicos, otros mediante la informacion
de los sensores a gran escala de los satélites y algunos a pequena escala, como los sitios de
puesta de huevos, se pueden determinar mediante los censos y campanas de relevamientos
en las casas de las ciudades. Luego para la implementacién del modelo se tomara en cuenta
la variacién de insectos alrededor de los lugares de nacimientos. Asi basado en lo propuesto
por [26, 2], diremos que el pardmetro de nacimientos estara determinado por

t —
az,t) =re” ™ATAy(z, t — T4) max {0, 1— 71)(:6’ ¢ 74) } ,

donde 7 es el parametro de reproduccién de los mosquitos, m4 y 74 son los parametros
de mortalidad acuética y el tiempo de desarrollo acuético, respectivamente, que incluyen
todas las etapas acudticas (huevos, larvas y pupas) y £ la capacidad de carga del ambiente,
luego con el fin de simplificar los cdlculos consideraremos que la densidad de poblacién
es mucho menor a la capacidad de carga de tal forma que representaremos el crecimiento
logistico por un crecimiento exponencial en su lugar, entonces los nacimientos de mosquitos
resulta de la siguiente forma,

a(z,t) =r(z,t)e” " v(x, t — T4). (2.3)

Finalmente el término de mortalidad S(z,t) es un término que incluye tanto la mor-
talidad natural de los mosquitos y la mortalidad debido a los efectos del insecticida. Este
término entonces depende de un pardametro de mortalidad m(z,t) y de la densidad de la
poblacion de vectores.

B(x,t) = m(z, t)v(z,t), YreQ, te (0,T], (2.4)

donde el parametro m(z,t) lo consideramos como la suma de dos términos mj y mo
con mi(x,t) representando la mortalidad natural de los insectos y estd dada por factores
climaticos como temperatura y humedad y ms(x, t) representando la eficiencia del insecti-
cida, para esto proponemos que esta eficiencia es proporcional a la cantidad de insecticida
utilizada, esto es

ma(x,t) = cy k(z, 1), (2.5)

para k la cantidad utilizada. Para nuestro modelo consideraremos que el insecticida afecta
solo la mortalidad del mosquito en su etapa adulta y no en su etapa acuatica. Por lo tanto,
podemos expresar a m(x,t) como

m(z,t) = my(x,t) + mo(z,t). (2.6)
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2.2.2. Dindmica de la enfermedad

La poblaciéon de vectores serd divida en tres clases, las cuales dependeran del estado
del vector respecto de la infeccién. Entonces llamaremos mosquitos susceptibles a la en-
fermedad a la subpoblacién que no ha sido expuesta al virus, denotdandolos por vs(z,t),
vectores expuestos a la subpoblacion de vectores infectados con el virus durante el pe-
riodo extrinseco de incubacién, es decir, la poblacién de mosquitos que han contraido el
virus pero no son capaces de trasmitirlo a un humano, cuya subpoblacién denotaremos
por vg(z,t) y finalmente llamaremos vectores infecciosos, a la poblacién de mosquitos
portadores del virus capaces de trasmitirlo y los denotaremos por vr(x,t). Para nuestro
modelo consideraremos que una vez infectado un mosquito permanece en dicho estado el
resto de su vida. Entonces tenemos que

v(z,t) =vs(z,t) +vp(z,t) +vr(x,t), VeeQ, te (0,T]. (2.7)

Para cada una de estas poblaciones vg, vg y v; en nuestro modelo propondremos
que estan sujetas a la misma dinamica que la poblacion total, en principio suponiendo
que el contagio con el virus no influye sobre la conducta de los mosquitos, junto con
las transiciones de clases correspondientes. Con esto podemos deducir las dindmicas de las
subpoblaciones vg, vg y vr de la ecuacion (2.1) modificando los términos de “nacimientos”
y “muertes” y luego deducir la densidad de poblacién total v de (2.7).

Respecto a la poblacion de humanos, a esta la separaremos en cuatro subclases de tal
manera que se verifique

h(z,t) = hg(x,t) + hp(z,t) + hi(x,t) + hr(z,t), Ve, te (0,T]. (2.8)

Primero denotaremos como hg(z,t) a la poblacién de humanos susceptibles, hg(x,t)
a la poblacion de humanos expuestos a la enfermedad en el periodo intrinseco de incu-
bacién, es decir, humanos portadores del virus pero sin la capacidad de trasmitirlo hacia
los mosquitos que los piquen, hr(x,t) a los humanos infecciosos y finalmente hr(z,t) a la
subpoblacién de humanos recuperados de la infecciéon. Para simplificar el modelado se con-
siderara que la poblacién total de humanos solo varia respecto de las muertes ocasionadas
por la infeccion, es decir, no consideramos términos de nacimientos ni de muertes ocasio-
nadas por otros factores y ademaés consideraremos que una vez recuperado un individuo
este permanece inmune al dengue.
Entonces de (2.1), para la clase vg, podemos escribir la siguiente ecuacién
Ovg ) .
E = div (DRV’US) — (DWW, V’U,5‘> + div (K05Vh) + ags — Bg, (2.9)

para todo (z,t) € € x (0,7, junto con condiciones de frontera andlogas a las dadas en
(2.2)

Ovg
Gy ~0svs e ' x (0,77, (2.10)
fUS = ’USO en Q X {0}7

donde ag es una constante y vgg es una funcion definida para todo = € 2 y para este caso
el término ag representa el niimero de mosquitos que nacen susceptibles a la enfermedad
(nosotros consideramos que existe una posibilidad de trasmisién vertical del virus, es decir,
de una hembra infectada a su descendencia y por esto no todos los nuevos mosquitos
adultos son susceptibles) y B¢ representa ahora tanto la mortalidad de esta subpoblacién
de mosquitos mas el nimero de mosquitos susceptibles que contraen el virus por picar a un
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humano infectado. Con mas detalles podemos modelar el término ag como los nacimientos
totales de mosquitos menos la cantidad de mosquitos que nacen ya con el virus, lo cual
es, la cantidad total de nacimientos o multiplicado por la tasa de transmisién vertical del
Virus ¢,y y por la razén de mosquitos infectados en el instante ¢ — 74, esto es,

vi(z,t —T4)

as(z,t) = a(z,t) — cpy alz,t) ot = 7a)

, YxeQ,te(0,T]. (2.11)
La funcion de “mortalidad” B¢ en este caso la suma de dos términos, uno que representa
la mortalidad de los insectos en la clase de los susceptibles

vg(z,t)

Bsi(z,t) = B(x,t) (o 1)

(2.12)

y un segundo término que denota el cambio de clase de mosquitos susceptibles a expuestos,

hi(x,t)
h(z,t)’

donde ¢y, es la tasa de trasmision del virus de humano a mosquito y np representa la
cantidad de picaduras por dia de un mosquito. Por lo tanto tenemos que

Bs2(x,t) = cphy np vs(z,t) Ve eQ, te(0,7T], (2.13)

Bs(x,t) = Bs1(w,t) + Bsa(x,1). (2.14)
Es posible asumir que el nimero de picaduras de un mosquito depende de la densidad
de la poblacién humana, para esto proponemos como en [26, 10] para el caso del dengue
y [10] en el caso de malaria, que la eleccién para ng(h(z,t)) sea de la forma
p h(z,1)
h(z,t) = ————— 2.15
n(h(e, 1)) = LU (2.15)

con p el rango de buisqueda de un mosquito, un parametro de rescaldado tal que cuando
h(z,t) es pequeno la tasa de crecimiento de la poblacién de mosquitos expuestos se apro-
xima a cpy hy(x,t) y s = u p donde u es el tiempo que tarda un mosquito en consumir la
sangre de “una picada”.
En el caso de la subpoblacién de los mosquitos expuestos, con un razonamiento andlogo
al ya hecho para la poblacién vg, podemos plantear las ecuaciones
Ovg

v = div(DrVug) — (DwW,Vug) + div (KvgVh) + ag — BE, (2.16)

para todo (z,t) € Qx(0,T], junto con condiciones de frontera andlogas a la ya mencionadas

dvg
G = en v en I' x (0,71, (2.17)

VE = VEo en ) X {0}

Para la funcién de natalidad, en este caso representa no los nacimientos sino los nuevos
individuos en esta clase. Entonces se cumple que ag(x,t) = Sg2(x,t). Por otro lado, el
término de mortalidad aqui representa la muerte de los mosquitos en esta clase mas los que
cambian de estado frente a la enfermedad. Ademé&s podemos asumir que la mortalidad de
los mosquitos es siempre la misma sin importar en qué clase de poblacién se encuentra. Por
lo tanto Sg puede ser visto como la suma de dos términos. Por un lado mortalidad comun a
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los insectos por la probabilidad de que el insecto esté infectado. Y por otro un término que
representa los mosquitos que terminan su periodo de incubacién y pasan a la clase vy en el
punto x. Esto es, si denotamos por 75 el tiempo de incubacion extrinseco, los mosquitos
que en el instante ¢ pasan de la clase vy a vy son los que en el instante ¢ — 7 ingresaban a
la clase de los expuestos. Adicionalmente, dado los movimientos de los insectos, debemos
estimar cual es la densidad de los insectos en un punto x. Para esto calcularemos la suma
sobre el total de la poblacién de los mosquitos que ingresaron en la clase de expuestos sobre
todo el dominio €2 en el instante ¢ — 75 y redistribuyendo la poblacién total sobre todos
los puntos donde la poblacién de mosquitos expuestos no es nula. Todo esto lo podemos
escribir de la siguiente manera, en el caso de que fQ vp(z,t)dz >0

ete.t) = 0lo.t) 2 ([ aptot - rp)ae)

v(z,t) Jove(z,t)de
= PBri(x,t) + Bea(x,t), VreQ,te(0,T], (2.18)

y Be(x,t) =0, Vo € Q, t € (0,T], en caso de que [, vp(z,t)dz = 0.

Ahora, respecto a la poblaciéon de mosquitos vy, de igual manera que antes la dindmica
viene dada por la misma ecuacién (2.1) con términos a y 51 en lugar de los términos de
nacimientos y muertes respectivamente. El término a; estd dado por los mosquitos qué
pasan de la clase vg a la clase vy mas un término que representa la transmision vertical del
virus de mosquitos adultos a su descendencia dado por los nacimientos totales multiplicado
por la razén de mosquitos infectados y por la tasa de transmisién vertical, esto es

’U[(JI,t - TA)

4 Q, te (0,7T]. 2.19
'U(.',U,t—TA)7 xe Y 6(7 ] ( )

ar(z,t) = Bea(x,t) + cyy oz, t)

El término de mortalidad esta dado solo por la tasa de mortalidad natural de los
insectos,
vr(z,t)
v(x,t)’

Por otro lado, respecto de la dindmica de la poblacién de huéspedes, tendremos las
siguientes ecuaciones para todo x € Q, ¢t € (0,7]. En primer lugar para la variacién de
los humanos susceptibles Ohg/0t, serda una disminucién que corresponde a la cantidad de
personas que se convierten en infectados por una picadura de mosquito. Esto es, el pro-
ducto entre el nimero de humanos susceptibles, la probabilidad de encontrar un mosquito
virdsico, la cantidad de picadura diarias que recibe un humano y la tasa de trasmisién del
virus del mosquito hacia el huésped. Luego la ecuacién que modela esto resulta,

Br(x,t) = B(x,1) Ve e Q, te (0,T]. (2.20)

%(xat) = —Cyh NB hS(x’t)

vr(z,t)
v(x,t)

(2.21)

Ademsds, usando el hecho de que el total de picaduras hechas por mosquitos tiene que ser
igual al total de picaduras recibidas por humano se tiene que

np v(x,t) =npg h(z,t),

o equivalentemente cuando h(x,t) # 0
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entonces la ecuacién (2.21) queda de la forma,

Ohg vr(z,t)
TS (2, 8) = —eop np(h(z, 1)) hs(z,t . 2.22
5 (w.0) = e (A, 0) hs(e.t) F (22)
Con el fin de simplificar notacién denotaremos
t
p(x,t) = con np(h(z,t)) hs(z,t) m
asi podemos reescribir (2.21) de manera mas compacta como
Ohs

Para la poblacion de humanos expuestos su variacion estarda dada por la introduccién a
esta clase de todos los individuos que dejan la clase de susceptibles menos el ntimero de
personas que se convierten en infecciosas luego del periodo de incubacién intrinseco, al
que denotaremos por 77. Esto es,

(ightE(a:, t) = p(x,t) — p(x, t — 77). (2.24)

De manera anéloga se puede pensar que la variacién en la clase de humanos infecciosos
esta dada por los humanos que pasan de la etapa de expuestos a infecciosos menos el
nimero de personas que se convierten en recuperados luego de un periodo de tiempo 7
vy menos la cantidad de personas que fallecen por la enfermedad, esto lo representariamos
con una tasa de mortalidad de los humanos por la infeccion my. De esto proponemos la
siguiente ecuacion,

oh
g (@ t) = playt = 1) = plar,t =7 —7R) —my -

(2.25)

Finalmente la variaciéon en la poblacién de humanos recuperados viene dada por la
suposicién de que la tUnica variacion en la poblacién total es la dada por las muertes
causadas por la enfermedad, entonces tenemos que,

%R(x, t) = p(z,t — 11 — R). (2.26)

Asi podemos llegar a un modelo del sistema que representa la dindmica de la enfer-
medad donde los términos y pardmetros que aparecen en las ecuaciones (2.9)-(2.26) estén
dados por los que se describen en el cuadro (2.1). Los valores aqui presentados son valores
obtenidos de distintos articulos [4, 25, 24, 18, 21, 11] y son representativos como pardme-
tros generales, ya que dado sus origenes su estimaciéon puede variar mucho de una fuente a
otra. En resumen y haciendo de un abuso de notaciéon no escribiendo las variables, resulta
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el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,

8;; — div(DrVus) — {(DwW), Vos) + div (KvsVh) + as — Bs,
%Lf = div(DrVug) — (DwW),Vug) + div(KvgVh) + ag — fE,
% = div(DgrVur) — (DwW), Vur) + div (Kv;Vh) + o — fr,
v = Vg -+ vg -+ vy,
% = —p(x,1),
oL pwt) —plast —m), o
% = plx,t —717) — ple,t — 71 — TR) — My, %a
Or — plat—m—m),

h = hs+hg+hr+hg,
Cr = (as,ap,ar,bs,bg,br,bgr),

Co = (vo,vE0,vI0, hso, hEo, hio, hRro) »
donde imponemos la condicién de frontera de Robin de tal manera que resulta

Crlant) = (G2 w0) G2 w) G an) G200 G ), G0, G o))

con 7 el vector normal exterior a la frontera I' y las condiciones iniciales son

Co(z) = (vs(x,0),vE(x,0),vr(z,0), hs(z,0), hg(x,0), hr(x,0), hr(z,0)).

2.3. Discretizacion del modelo

Para llevar a cabo cualquier andlisis de las ecuaciones del modelo propuesto, excepto
en el caso de un modelo muy simplificado, el método mas conveniente es llevar a cabo una
discretizacién de las ecuaciones. En esta seccién presentamos y describimos brevemente el
método de diferencias finitas, método numérico que emplearemos para resolver el problema
planteado en la seccién previa.

El método de diferencias finitas (MDF) se basa en aproximar una ecuacién diferencial o
mas precisamente la derivada de una funcién por una férmula algebraica. Esta féormula al-
gebraica representa una discretizacién del cociente incremental por medio de una ecuacion
en diferencias.
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Definicién Unidad Valores

v Densidad de los vectores [1[L]~? -

vs  Densidad de los vectores susceptibles [1][L]~2 -

vg  Densidad de los vectores expuestos [1][L]~2 -

vy Densidad de los vectores infecciosos [1][L]~2 —

hs  Densidad de personas susceptibles [H][L]~2 -

hg  Densidad de personas expuestas [H][L]~? —

hr  Densidad de personas infecciosas [H][L]~2 -

hr  Densidad de personas recuperadas [H][L]~? —

P Distancia de busqueda de alimento de un mosquito [L] -

U Tiempo del consumo del alimento de un mosquito [T] -

c Parametro de rescaldado [T)[H][L]~! -

m4  Mortalidad de los mosquitos en estado acuético [nrL)—2mr—t -

m1  Mortalidad natural de los mosquitos [N[L)~2[1)~t -

mo  Mortalidad por insecticida de los mosquitos [nrL)—2mr-t -

myp  Mortalidad de los humanos por el virus [H|[L]?[T]~Y —

r Parametro de reproduccién de los mosquitos [] variable

chy  Tasa de transmisién del virus de humanos a mosquitos [ 0,9

cyn  Tasa de transmision del virus de mosquitos a humanos [] 0,9

cyy  Tasa de transmisién del virus de mosquitos a mosquitos [ ] 0,003

74  Tiempo de desarrollo de etapa acuética de los mosquitos [T 7-12 dias

7r  Tiempo de incubacién extrinseco del virus [T 7-12 dias

71 Tiempo de incubacién intrinseco del virus (T] 4-6 dias

7r  Tiempo de recuperacién de la enfermedad en humanos [T 4-7 dias

[I]  Cantidad de insectos

[H] Cantidad de humanos

[T] Tiempo

[L] Longitud

Cuadro 2.1: Definicion de parametros de las ecuaciones, su representacion fisica y algunos
valores estimados.
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Para ser méas claro, consideremos f(x) una funcién n+ 1 veces derivable en el intervalo
(a,b). Por el Teorema de Taylor tenemos que para todo x € (a,b) y Ax suficientemente
pequenio de manera tal que z + Az € (a,b)

" () (o
flz+ Azx) = f(zx) + f( )A +f2( )(A:L’) —i—-"-l-fn!( )(Aaz)n—i-Rn(m—i-Ax),

donde n! denota el factorial de n y R,(z) es el resto o residuo, el cual representa la
diferencia entre el polinomio de Taylor de grado n y el valor original de la funcién. Ahora,
si nos restringimos sélo a la derivada de primer orden de la funcién tenemos

flx+h) = f(z)+ f(2)Az + Ri(z + Ax),

lo cual es equivalente a

Py = LEHAD =S Ralot )

Por lo tanto, para Az suficientemente pequeno, obtenemos

f(z+Az) — f(2)
Az ’

f'(z) =

Esta dltima ecuacién nos servird como base para definir los distintos tipos de diferencias.
Primero, discretizamos el intervalo donde esta definida la funciéon obteniendo asi una grilla

determinada por los puntos o nodos x;, con ¢ = 1,...,M y donde ©1 = a y xp = b.
Asumimos ademds que x; — x;—1 = Az, es decir, una grilla igualmente espaciada o
equiespaciada. Luego obtenemos, para i = 2,..., M — 1, la diferencia hacia adelante o

forward difference mediante la ecuacién

f(@iv1) — f(zi)
Ax

1
Dy f(z;) = = f'(zi) + §f”(§)A% (2.28)
donde £ es un punto perteneciente al intervalo (x;, x;+1). Del mismo modo tenemos la
diferencia hacia atras o backward difference como:

f(ﬂﬁz) - f(-fifl)

= f(@) - 5 "€, (229)

en este caso con & € (z;_1, z;). Por dltimo, la diferencia central o simétrica se obtiene
mediante la ecuacion:

f@ivr) = flzic) _ o A2?

£7(8)- (2.30)

El error cometido al utilizar un método numérico puede definirse como la diferencia
que existe entre el valor exacto de la solucién de la ecuacién y el valor obtenido utilizando
la aproximacién numérica. Hay dos fuentes de generacién de errores en el método de
diferencias finitas y en general en todo método numérico. La primera es la relacionada a los
errores de redondeo debido a la pérdida o falta de precisiéon causada por la representacién
decimal finita realizada por la computadora. La otra fuente esta asociada con el error de
truncamiento o discretizacién, el cual se puede definir como la diferencia entre al valor
exacto y el valor obtenido utilizando diferencias finitas asumiendo aritmética perfecta,
es decir asumiendo que no existen errores de redondeo. Para ser mds precisos si f’(x;)
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denota el valor exacto de la derivada en el punto x; y D f(z;) representa el valor calculado
utilizando diferencias finitas, el error de truncamiento es f’(x;) — D f(x;). Por lo tanto, de
acuerdo a las ecuaciones (2.28) y (2.29) tenemos que el error de truncamiento cometido
usando diferencias hacia adelante o hacia atrds es proporcional al paso Ax. En este caso
se dice que el error es de primer orden y se denota por O(Az). Por su parte para el caso
de diferencia central el error de truncamiento resulta ser proporcional a Az2, o sea que
para Az pequeno se comete un error menor que en los casos anteriores. En este caso se
dice que el error es de segundo orden y se denota por O(Az?).

Las féormulas de diferencias finitas para aproximar derivadas de mayor orden pueden
ser obtenidas usando las férmulas para derivadas de menor orden. Por ejemplo, la formula
de diferencia central para aproximar una derivada de segundo orden f” estd dada por la
siguiente expresion:

D2f(s) = DaD_flui) = D, L) = i(a:i_n
X - Z; Ti_ 9 A:CQ .
- fol 2&2”“ 1)=f<wi>+12f‘ ().

Notemos que nuevamente la diferencia central resulta ser una aproximacién de segundo
orden.

En el caso en que estemos tratando con una funcién de n variables, las discretizaciones
de las derivadas parciales se definen de manera andloga. Para nuestra caso particular,
tenemos n = 3, dadas dos variables espaciales y una temporal.

Ahora desarrollaremos con maés detalle como es la discretizaciéon que utilizaremos en
nuestro problema.

Llamemos  al dominio, tomaremos un grupo de puntos espaciales (z;,y;) que seran
los nodos de nuestra discretizacion.

Supongamos que el dominio €2, es un dominio rectangular tal que

QZ{(I‘,@/)‘ﬁE[O,N], yE[O7M]}7 (2'31)

entonces con el fin de resolver numéricamente las ecuaciones mediante el método de dife-
rencias finitas los nodos serdn

AL AL
(:Uﬁyi) = <(.7 - 1)AL + 77 (m - Z)AL + 2> s
donde i € {1,...,m}, j € {1,...,n} y n,m € N, asumiendo que z; —z;_1 = y; — yi—1 =

AL € R son talesque n- AL=Nym-AL=M.

Esta es una transformacién lineal que lleva las coordenadas cartesianas usuales a las
coordenadas matriciales.

Respecto a la variable temporal, teniendo en cuenta que el horizonte de tiempo es T,
tomaremos [ intervalos tales que [ - At = T'. Asi consideraremos los instantes de tiempos
tp = (k—1)Atcon k=1,...,l4+ 1y representaremos cada intervalo de la forma [tx, tx11)
por el instante ¢ para k=1,...,1[.

Entonces, suponiendo que f : RZxR — Ry F = (Fy, F5) : R2x R — R?, utilizaremos
la notacion,

5 = Fxjyitk) (2.32)

y la discretizacion de las ecuaciones diferenciales que proponemos usando un esquema de
diferencia finitas centradas con paso AL/2 resultan de la siguiente manera.
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La discretizacién de las primeras derivadas espaciales resultan

f o F(e S te) — f (25— SF v te)
k k
fij+1/2 - fij71/2
= AL ) (2.33)
8y ]7y’Lﬂ k ~ AL
ko ok
_ z+1/2jAL 'L+1/2]’ (234)
v la discretizacion de la divergencia resulta
. Fl «’13‘1‘&73/7% _Fl x_&7y7tk
div (F(xj,yi,tr)) = ( 2 )AL ( 2 )
+F(9€ y+ &) — By (z,y — S5 )
AL
k k k k
_ Flijﬂ/? B Flij*1/2 F2i+1/2j - F2i+1/2j 9 35
a AL + AL ’ (2.35)
3 + K [3 + I3 I3 + 7 7 + 7
donde f; 112 = M, fiiorja = M, fir1jaj = w7 fiirje; = f1372fj

Esta discretizacion la proponemos asi para la simplificacién en el momento de apro-
ximar las derivadas de segundo orden con el fin de solo utilizar los nodos adyacentes al
punto donde se evalia la derivada.

Y para la discretizacién de la derivada temporal utilizaremos un esquema implicito, es
decir, diferencia finita hacia adelante,

of FET = 1k
ot (xjaylatk) At

(2.36)

Como nota importante a tener en cuenta es que, mediante el esquema de diferen-
cias finitas elegido, el hecho que la discretizacion centrada en nodos correspondientes
a elementos de la frontera del nuevo dominio discretizado, la cual llamaremos I'p =
{(i,7) | i € {1,m} VvV j € {1,n}}, involucra nodos que no pertenecen a la discretizacién del
dominio 2, con el objetivo resolver este problema definiremos un nuevo conjunto de pixe-
lesTp ={(4,5) | i € {0,m + 1} Vj € {0,n+ 1}}, que llamaremos “frontera exterior” para
poder definir las funciones en todos los pixeles de €. En este caso como nulas todas las
densidades de poblaciones (tanto vectores como huéspedes) cuando el nodo (i, ) cumple
que pertenece a la frontera exterior I'g.

2.3.1. Ecuaciones discretizadas

Luego de todas las consideraciones dadas en la subsecciones previas, pretendemos uti-
lizar un esquema como el método de Crank-Nicolson de diferencia finitas para aplicarlo
sobre el sistema de ecuaciones (2.27). Como observacién aqui podemos aclarar sin mucha
precisién que el método de Crank-Nicolson se basa en diferencias centrales en espacio y en
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la regla del trapecio en tiempo, resultando asi en un método con convergencia de segun-
do orden en tiempo. Para llevar a cabo este método asumiremos que valen los siguientes
puntos. Sea ¢ definida de la siguiente manera,

cpfj(v, h,a,8) = divp (DRijvaj) — <(DWfJWZkJ) ,VDUfj>

donde Vp y divp representan discretizaciones de las funciones gradiente y divergencia
respectivamente, como se definieron previamente segin los esquemas planteados en (2.33)-
(2.34) para el gradiente y (2.35) para la divergencia. Los valores de Dpfj, Dwfj, Kfj, I/ij,
hfj, fufj, afj y ﬁfj son obtenidos de evaluar las funciones correspondientes en los nodos de
la grilla seguin la notacién definida en (2.32).

Entonces la discretizacion de las ecuaciones de (2.27) resulta, mediante el esquema

deseado, de la siguiente manera,

k+1 k
USij T USi; LT k1 k
T = 5 _SOZJ (’l)s’,h, aS,,BS) +Qpij(US7h’7 O[Sv/BS)i| )
k1 k
VE;;  —VUEi; 1 g k
A—t = 5 _SOZJ (UE,h,OéE,BE) +80ij(vE7h7aE7/3E>:| 3
k+1 k
Ulij _UIZ']' 1T k41 k
T = 5 _SOZ] (U[,h,O[[,/B[) +§0ij(7}[7h7a17181)i| 3
vfj = Usfj + UEfj + ’UIr’;jv
k1 k
hsij  —hsij 17w ok
At - Tt Thup
k+1 k
heij —hei; Lk k] C Lk ke
AL = 35 Di; Pij 9 D;; Py ’
. i k+1 k
hiiy” = hriy l[m_n N k_n]_l{m_ﬁqﬂ o] hiij | iy
Al 5 [Pis Pij "] 7 [P His 2 [ mft ]
k+1 k
heiy —hri; 17 keiememn | komiemn
At - o b Pis ’
hfj = hgi-cj—i-thj-i—hI?j"i‘hRfj'

(2.37)

Sobre las condiciones de frontera y la condicién inicial podemos hacer la siguiente

observacién, como en la frontera tenemos una condicién del tipo de Robin la discretizacién
propuesta es de la forma

k _ ok k ko k k k .k
Yo T V15 Unt1i T Unj Yo — Y1 Yimtl — Vim (2.38)

AL AL AL AL ’
parai € {1,...,m}, j € {l,....,n} y k € {1,...,l} y andlogamente para el resto de las
funciones.
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Clase de suelo Coeficiente asociado e /900
Area residencial 1
Suelos abiertos 0,5
Bosque 0,8
Agua 0

Cuadro 2.2: Definiciéon de parametros de difusion.

Clase de suelo Coeficiente asociado pw o
Area residencial 0,7
Suelos abiertos 1
Bosque 0,5
Agua 1

Cuadro 2.3: Definicién de parametros de vientos.

Para la condicién inicial definiremos las matrices Vi, Vo, Vio, Hso, Hro, Hro, Hro,
donde los elementos de la fila ¢ columna j son respectivamente v?j, vE?j, m?j, hg?j, hE?j,
0 0
hy Q59 hRi i

2.4. Simulaciones numéricas

Para mostrar el funcionamiento del método numérico propuesto en la seccién previa
presentamos aqui algunas soluciones numéricas de la ecuacién (2.37) con sus correspondien-
tes condiciones de borde. En las proximas subsecciones presentaremos con mayor detalle
los parametros elegidos para llevar a cabo las simulaciones numeéricas.

2.4.1. Parametros de difusion

Para los pardmetros de difusién basados en los modelos propuestos en [25, 20], pro-
ponemos que la matriz de difusiéon sea una matriz constante, miltiplo de la identidad
Dy € R?*? multiplicada por un coeficiente ,ufj que dependera de la clasificacion del suelo
que se le asigne al nodo (4,7, k), esto representa como afecta la rugosidad del suelo al
desplazamiento de los insectos. Para el coeficiente de desplazamiento puro tomamos un
valor de aproximadamente 900[m?/d{a] y para simplificaciones del modelo consideramos
solo 4 clases posibles de suelos como se puede ver en el cuadro (2.2).

Respecto a la fuerza de atraccién dada por la presencia de humanos, elegimos la fun-
cién Kfj en cada nodo de tal manera que represente el flujo causado por la densidad de
la poblacién humana hfj. La intensidad de esta fuerza estd dada de tal forma que sea
decreciente respecto a la distancia a la mayor concentracion de humanos y la direccion
dada por la discretizacion del gradiente Vh.

2.4.2. Parametros de transporte

Andlogamente que en el caso de la matriz de difusién para el término de transporte
consideramos la funcién ya discretizada Dwfj como una matriz 2 x 2 multiplo de la

identidad Dwfj = ,uwfj I € R?*2. De igual manera que antes, el pardmetro iy representa
el efecto de la rugosidad del suelo sobre los vientos. Asi el campo vectorial ij es obtenido
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Clase de suelo Coeficiente asociado 7
Area residencial 1
Suelos abiertos 0,1
Bosque 0,1
Agua 0

Cuadro 2.4: Definiciéon de parametros de difusion.

o estimado mediante informacién a gran escala de por ejemplo estaciones meteorolégicas
mientras que el término Dwfj representa el efecto local del suelo aplicado al campo ij
En vista de los pardmetros propuestos en [25], en nuestro modelo utilizaremos los valores
que aparecen en el cuadro (2.3).

2.4.3. Parametros biolégicos

Los valores elegidos para este conjunto de pardmetros estan basados en los dados en el
cuadro (2.1), ademds por lo visto en [13, 10, 11, 26]. Este conjunto de parametros estara
formado por algunos obtenidos de parametros bioldgicos conocidos o estimados y otros
seran elegidos arbitrariamente con el fin de simplificar las simulaciones. Por esto elegimos
los siguientes valores, 74 = 6, 7g = 14, 71 = 7y 7, = 7. Ademd4s, con el propdsito ilustrar la
simulacién tomamos my4 = 0,1, los valores de p, ¢y s en la ecuacién (2.15), son tales que
np = 0,5 segiin los articulos ya nombrados. Por otro lado, bajo la hipétesis que el mosquito
Aedes Aegypti se reproduce mayormente en zonas urbanas, el pardmetro de reproduccién
serd definido como en el cuadro (2.4), y para simplificacién del modelo computacional se
tomé my, = 0 considerando que el horizonte temporal no es muy extenso y la mortalidad
causada por el virus es pequena. Respecto a la mortalidad dada por la fumigacién, en estas
primeras simulaciones la consideraremos nula también como simplificacion del modelo y
yva que este parametro serd de mayor importancia en el problema de control a desarrollar
en el préximo capitulo.

2.4.4. Simulacion de la dinamica en un terreno heterogéneo

En estd subsecciéon mostraremos los resultados obtenidos al simular un brote epidémico
dadas una poblacién de huéspedes susceptibles y una poblacién de insectos con algunos
miembros infecciosos. Los parametros utilizados son los descriptos con anterioridad. La
simulacién representa un area de un terreno heterogéneo con un tamano de 300m x 300m
discretizado por una malla de 10 x 10 elementos y un horizonte temporal de 90 dias.
Estos valores en el tamano del terreno y la cantidad de dias se eligieron asi solamente con
el objetivo de ser representativos y dado a que el uso de dimensiones mayores llevaba a
problemas relacionados al tiempo de cémputo y a los limites de memoria donde se hicieron
las simulaciones. Estos inconvenientes los desarrollaremos més adelante cuando hablemos
de las dificultades del problema de control en la siguiente seccion.

Claramente el ejemplo que damos a continuacién no es un escenario real, pero el
objetivo de esto es mostrar el funcionamiento del método numérico y algunos resultados
posibles en una simulacién con el modelo propuesto.

La poblacién de humanos susceptibles en un comienzo estd dada por la imagen (2.3)
y la clasificacién del terreno estd dada por la imagen (2.4), donde el color azul representa
una parte del terreno donde hay agua (abajo a la derecha en la imagen), el color gris
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representa ciudad (en la parte mds central hacia la izquierda de la imagen) y el verde
representa campo. El objetivo para realizar la clasificacion del terreno en los tipos de suelos
ya mencionados es utilizar un algoritmo que lo pueda llevar a cabo de manera automatica
mediante la informacion obtenida por las imédgenes satelitales, ya sea canales de espectro
visibles o infrarrojos como se sugiere en [20]. Se plantea también la posibilidad de que
los datos utilizados en la clasificacién del terreno puedan ser obtenidos o completados
mediante relevamientos en el area. En este ejemplo esta etapa de obtencién de datos es
salteada y simplemente se disefio una imagen del terreno artificial. Luego de obtenida la
imagen se clasificaron los tipos de suelos en funciéon de los valores de la luminosidad del
pixel. Esto es, analizar la representacion de la imagen en formato matricial donde cada
entrada de la matriz obtenida es un nimero entero entre 0 y 255 que indica la intensidad
de la luz en ese pixel, siendo 0 negro y el 255 blanco.

Figura 2.3: Poblacién inicial de humanos susceptibles.

A continuacién damos una pequena descripcién de la evolucién de las poblaciones de
mosquitos y de humanos que representamos en las préximas imdagenes.

En las figuras (2.5) y (2.10) se muestran las poblaciones iniciales de los mosquitos y de
los humanos. En nuestra simulacién se puede observar en la figura (2.5) una poblacién de
los vectores mayoritariamente susceptible y una pequena cantidad infecciosos. En la figura
(2.10) se observa que comenzamos con una poblacién total de humanos completamente
susceptibles.

En la figura (2.6) se muestra ya la difusién de los insectos alrededor de la zona a los
10 dias de evolucion en la simulacién, se observa una pequena concentracién mayor en el
area donde se encuentran los humanos. También se puede observar una pequena cantidad
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Figura 2.4: Clasificacién de suelos para la simulacién numérica.

de individuos en la clase de mosquitos expuestos y en la clase de mosquitos infecciosos se
ve un aumento en la cantidad total y la difusién en un drea mayor. En la figura (2.11)
se puede observar las poblaciones de humanos a 10 dfas. En ésta ultima figura se puede
observar que ya hay humanos en las clases de expuestos e infecciosos.

En la figura (2.7) se muestra la evolucién de las poblaciones de los mosquitos a 30 dias
en la simulaciéon. Se puede ver que la concentraciéon de mosquitos totales permanece en
mayor medida en el area de la poblacién de humanos y fuera de ella una mayor difusién.
Continua la evolucion de las poblaciones de mosquitos expuestos e infecciosos sin mayores
cambios. En la figura (2.12) se observan las poblaciones de humanos, donde continia la
evolucién de las transiciones de susceptibles a expuestos y de expuestos a infecciosos,
ademds en ésta figura se observa ya individuos en la poblacién de humanos recuperados.

En las figuras (2.8) y (2.9) se muestra la evolucién de las poblaciones de los mosquitos
a 60 y a 90 dias en la simulacion. Se puede notar que la concentracién de mosquitos totales
permanece, igual que en la figura anterior, en mayor medida en el drea de la poblacién de
humanos y fuera de ella una mayor difusién. Se observa también que la mayor concentracién
de mosquitos susceptibles se encuentra en el area donde no hay poblaciéon de humanos.
Continua la evolucién de las poblaciones de mosquitos expuestos e infecciosos, donde estos
ultimos se concentran en un drea donde estan los humanos. Finalmente en las figuras (2.13)
y (2.14) se observan las poblaciones de humanos también a 60 y 90 dias respectivamente,
donde contintia la evolucion de las transiciones de susceptibles a expuestos, de expuestos a
infecciosos y de infecciosos a recuperados. Se puede observar como la cantidad de individuos
susceptibles disminuye respecto de las imdgenes anteriores y como al final de la simulacién
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Figura 2.5: Poblaciones iniciales de los vectores totales y separados por clases

la cantidad se ve notablemente disminuida respecto a la condicién inicial. Se puede notar
también que la mayor cantidad de individuos que no fueron afectados por el virus son
los que se encuentran a mayor distancia de donde se encontraban los vectores infecciosos
iniciales ya que nuestro modelo no incluye la movilidad de los humanos en el terreno.

Otro resultado interesante para mostrar es la suma total de las poblaciones a lo largo
del tiempo. En la imagen (2.15), vemos como evolucionan las poblaciones de los vectores
en proporcién a las cantidades en el tiempo inicial. Se puede observar que la cantidad
total de insectos en el periodo de 30 dias crece mds de un 30% pero la poblacién de
mosquitos susceptibles disminuye, esto se debe a que a partir del dias 30 aproximadamente
se comienza a observar un incremento en la poblacion de mosquitos infecciosos. En la
imagen (2.16) observamos como en el periodo de 90 dias aproximadamente el 50 % de los
humanos inicialmente susceptibles fueron expuestos al virus. Se puede ver que la cantidad
de humanos expuestos e infecciosos aproximadamente llega a ser una 10 % de la poblacién
total al fin de éste periodo de tiempo.

2.4.5. Conclusiones de la simulacién

Como algunas conclusiones que podemos extraer de la simulacién que realizamos son
que efectivamente creemos que este sistema de ecuaciones puede dar un buen modelo para
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Figura 2.6: Evolucion de las poblaciones de los vectores a 10 dias
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Figura 2.7: Evolucion de las poblaciones de los vectores a 30 dias
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Figura 2.8: Evolucién de las poblaciones de los vectores a 60 dias
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Figura 2.9: Evolucién de las poblaciones de los vectores a 90 dias
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Figura 2.10: Poblaciones iniciales de los huéspedes divididos respecto a su condicién frente
a la enfermedad
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Figura 2.11: Evolucién de las poblaciones de los huéspedes a 10 dias
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Figura 2.12: Evolucién de las poblaciones de los huéspedes a 30 dias
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Figura 2.13: Evolucién de las poblaciones de los huéspedes a 60 dias
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Figura 2.15: Evolucion de las cantidades poblaciones de mosquitos en el tiempo.

la representacién espacio—temporal de la desarrollo de la epidemia. Respecto a la dinamica
de los insectos se logréo modelar los efectos que se deseaban para nuestras consideraciones
como ser las distintas velocidades de difusién de los insectos dependiendo de los tipos de
terreno o el efecto atraccion de los humanos sobre los insectos.

Por lo tanto esto nos lleva a considerar que el modelo es apropiado para la representa-
cién de la dindmica espacio—temporal de los mosquitos basado en los parametros a gran
escala del terreno.

Como una observacion que se puede hacer de los resultados obtenidos es que la propa-
gacion de la enfermedad en la poblacién de humanos sucede de una forma lenta y el avance
en el espacio se de una manera lenta y siempre en entornos muy pequenos de huéspedes
infecciosos. Esto se corresponde a la informacion de que el mosquito no recorre grandes
distancia en busca de alimentos, entonces no es capaz de llegar el virus a mayores distan-
cias. Y por lo tanto se podria concluir que la mayor dispersién del virus en una poblacion
de gran tamano estd dada no por la movilidad de los insectos sino que por la movilidad
de las personas que llevan el virus a otros lugares donde se producen nuevos focos.

Por lo tanto, otra conclusién es que sin incluir mejoras en las elecciones de los parame-
tros y principalmente sin incluir la movilidad de los humanos no es posible dar una buena
representacion una epidemia real. De esto podemos remarcar que por lo observado la mayor
deficiencia en este modelo es la ausencia de la movilidad de los humanos.

De aqui surgen las principales ideas para trabajos a futuros que serian estudiar de que
manera se puede agregar a este sistema de ecuaciones desplazamiento de los huéspedes
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Figura 2.16: Evolucion de las cantidades de las poblaciones de humanos en el tiempo.

y la estimacion de los correspondientes pardmetros y por otro lado de la incluir mas
fuentes de datos y realizar una mejor investigacion, incluyendo el aumento de trabajo
interdisciplinario, con el fin de obtener un modelo mas representativo de la realidad.
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Capitulo 3

El problema de control

3.1. Control sobre la epidemia

En esta seccién el objetivo es formular un problema de control optimal aplicado al mo-
delo de la enfermedad ya presentado en la seccién anterior. Este problema seria minimizar
la inversién en el control de la enfermedad, para esto proponemos que el costo de fumigar
es lineal respecto a la cantidad de insecticida utilizado. Ademds, con el fin de reducir el
brote de la enfermedad, se busca minimizar la cantidad de humanos que son portadores
del virus (tanto expuestos como infecciosos). Asi si definimos la siguiente funcién

T(x,t) = (vs(z,t),ve(z,t),vi(x,t), hs(x,t), hp(z,t), hi(x,t), hr(z,t)), (3.1)
basdndonos en los modelos propuestos en [11, 24, 21] damos el siguiente funcional a mini-
mizar

1
J(Y,K) = / (vihe(z,t)® + Yohr(z,t)? + y36(2, t)?) dzdt. (3.2)
2 Jaxo,1]

donde ;1 y 2 representan los pesos de las poblaciones de humanos con el virus, 3 repre-
senta los costos derivados de la fumigacién (materiales, logistica, etc) y k representa la
cantidad utilizada del insecticida.

Asi el problema de optimizacion se puede escribir de la manera

(r'rru'?) J(T,kK) (3.3)
sujeto al sistema (2.27) y a una condicién sobre la cantidad de insecticida usada de tal
manera que esta sea una cantidad fija dada.

Por lo tanto, dada la estructura del funcional a minimizar, tenemos un problema de
optimizacion cuadratico sujeto a dos clases distintas de restricciones, por un lado res-
tricciones simples del tipo de cajas y de desigualdades y por otro lado un conjunto de
restricciones que vienen de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
no lineales. Para resolver este problema, es decir, para encontrar un conjunto de funciones

T = (v, v, v], h, b, T, hR) v K7, (3.4)
que minimice el funcional J, esto es, encontrar en par (Y* k*) tal que

J(Y*,k*) < J(Y,k) paratodo par (T,k) € A

39
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donde A representa le conjunto factible donde esté definido el funcional J de (3.2), propo-
nemos un método computacional discretizando el problema, plantear el problema reducido
y resolver éste iltimo mediante un método tipo gradiente proyectado.

3.2. Discretizacion del problema

3.2.1. Discretizacién de la funcién objetivo

Como ya se mencioné al final de la secciéon anterior, tenemos el objetivo de plantear
el problema original como un problema de minimizacién en dimensién finita. A continua-
cion comenzaremos haciendo las observaciones correspondientes a la discretizacién que
plantearemos para la funcién objetivo. Para llevar al funcional J a una aproximacién de
dimensién finita aplicaremos un método de integracién numérica a la ecuacién (3.2). En-
tonces si consideramos dominio donde esté definido el funcional como en (2.31), podemos
reescribir a J de la siguiente manera,

1 T rM pN
100m) =5 [ [ [ (a0 +s0hi(o 0t + m(a,0.02) dody e (35)

Dado que se tiene un esquema de diferencias finitas, para calcular esta integral pro-
ponemos utilizar el método de integracién aplicando la regla del trapecio para el caso en
3 dimensiones, ya que esto aprovecha el hecho de tener los valores de las funciones en
una grilla ya determinada. Para esto, usando el hecho que el paso espacial es de longi-
tud AL para ambas variables espaciales y el paso temporal es At, podemos estimar una
aproximacion de J primero discretizando las variables espaciales. Entonces denotando

9(z,y,t) = 11hg(z,y,1)* + yhi(z,y,1)? + 136(2,y,1)° (3.6)

y si llamamos G a la funcién

G(t) = /OM /ON 9(z,y,t) dz dy,

aplicando la regla del trapecio a estas integrales obtenemos la siguiente expresién,

ALQ m—1n—1
G(t) ~ T g(xlay17t)+g(x17ym7t)+g($n7ylat)+g(xn)ymat)+4ZZg(x])ylat)
1=2 j=2
m—1 n—1
=2 7j=2

Ahora utilizando un razonamiento anélogo, integrando la aproximacién de la funcién G(t)
y utilizando la notacién para representar el valor de una funcién evaluada en los puntos
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de la grilla tenemos la siguiente expresién discretizada para el funcional J,

AL*At | ! 1 ! 1 ! 1 !
J(T,k) ~ Jp(Y,k)= s |9 T91 1910 T9n T In1 T 9m1+ Imn T Imn
m—1 n—1
! ! ! !
+2 (gil,l + g1+ Gin+ gz-,n) +> (gij +gl+ g+ gm,j)
i=2 j=
-1 n—1m-—1
3 (ot gha ot o) 49D (ol +dly)
k=2 =2 i=2
-1 n—1 —1 m—1
k k k k
+ (91,j + Qm,j> + Z <9i,1 + gi,n>
k=2 j=2 k=2 i=
-1 n—1m-—1
k
D3l as
k=2 j=2 i=2

donde usando la definicién de ¢ y la notacién usada,

9t = 9(xj, yi te) = he (), yio te)? + v2ha (@5, vi, tr)* + v36(25, v te)?, (3.9)

paratodo j=1,...,n,i=1,....my k=1,...,1—1y

g'f] = g(xj7yi7tl+1) = ’YlhE(xj7yi7tk)2 + '72h]<37j, yiatk)za (310)

paratodoj =1,...,n,i=1,...,myel par (T, k) representan los vectores de las funciones
T y K evaluadas en (xj,y;, ;) para todo 4, j, k en los dominios correspondientes.

La diferencia que se hace entre las funciones gfj definidas para k <[ — 1 y la funcién
gfj definida al tiempo final viene dado del hecho que dada la discretizacion del problema
lo que buscamos es hallar una trayectoria de controles k = (HO, ey /@l_l) y una trayectoria
de estados T = (Tl, ey Tl), sujeto a las restricciones correspondientes.

3.2.2. El problema discretizado

FEn la seccién previa presentamos y planteamos el problema de control sobre un brote de
epidemia. Este problema fue planteado como minimizar un funcional J sujeto a un conjunto
de restricciones. De este modo, éste puede ser visto como un problema de optimizacién.
El objetivo es hallar un parametro xk que sea éptimo en el sentido que la solucién del
problema asociado a esa eleccién sea la que minimice la funcién costo.

Recordando que nuestro objetivo era resolver un problema de minimizacién en un
espacio de funciones, luego de lo analizado en las secciones anteriores, consideraremos
resolver un problema de optimizacién finito, para poder aplicar un método numeérico, que
consiste en minimizar Jp(Y, k) sujeto al sistema de ecuaciones discretizado (2.37), junto
con las condiciones discretizadas de frontera, iniciales y la restriccion de no negatividad
en las densidades de las poblaciones. Esto nos permite plantear a este problema como
un problema de optimizaciéon en dimensién finita, en términos matematicos el problema
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puede ser reescrito de la manera

minimizary .y Jp(T, k)
sujeto a  ¢(T, k) =0
Kk >0,
<’i’ €> =1,

(3.11)

donde e representa el vector de unos y ¢(Y, k) representa el sistema de ecuaciones dife-
renciales discretizado (2.37)-(2.38).

Las restricciones de este problema surgen de modelar las limitaciones fisicas, supuestas,
posibles al momento de llevar a cabo una campana de fumigacién. De aqui las restricciones
que aparecen en el problema son las siguientes: La primera representa que la dindmica de
la epidemia debe estar sujeta al modelo planteado en el Capitulo 2 previas. La segunda
restriccién, kK > 0, es agregada ya que en un sentido fisico las cantidades de insecticida
distribuidas deben ser no negativas. Y la tercer restriccion representa una cota finita a la
cantidad de insecticida que puede ser utilizado en la campana.

3.3. Meétodos numéricos

En esta seccion desarrollaremos el método empleado para la resolucién del problema de
control. Por las caracteristicas del mismo, resulta que una de las mayores complicaciones
para su resolucién numérica es la dimensién de la variable a trabajar, en este caso estamos
trabajando con un problema de dimension m x n x [ donde m y n son la cantidad de
nodos de la discretizacion espacial y [ la de la discretizacion temporal. Esta dificultad
nos llevd a realizar un cambio en el método empleado para la resolucién del problema
del modelado de la dinamica. En las secciones previas se habia analizado el caso de la
discretizacién y resoluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales mediante el método
de diferencias finitas. Para este caso utilizamos un esquema de Crank-Nicholson para
aprovechar su estabilidad numérica. Pero dado que este deberia ser resuelto repetidamente
como subproblemas del problema de control decidimos que como un primer intento de
solucién se utilice un esquema de diferencias finitas hacia adelante para resolver el sistema
de ecuaciones.

Respecto a la notacién que utilizaremos, de aqui en adelante para simplificar la escri-
tura haremos referencia a la funcién objetivo discretizada simplemente como J, ademads
utilizaremos la notacién de VJ para hacer referencia al vector gradiente respecto de todas
las variables, mientras que utilizaremos la notaciéon de derivada parcial para denotar los
gradientes respecto de un subconjunto de las variables.

A continuacién daremos un resumen del proceso empleado para encarar este problema.
Con el fin de resolver (3.11), emplearemos un método tipo gradiente proyectado, ya que
por las caracteristicas de nuestro problema claramente deberiamos emplear un método
numérico para resolver problemas con restricciones y por la dimensién de las variables que
utilizamos no elegimos los métodos que involucran informacién de la matriz hessiana ya
que esto implicaria el uso de una muy grande cantidad de memoria.

Dicho esto, con el fin de obtener el gradiente de la funciéon objetivo, utilizaremos el
método adjunto. Primero supondremos que existe una unica trayectoria de estados Y (k)
tal que cumpla que para el sistema de ecuaciones diferenciales ¢,

O(T(R).R) =0y (3.12)
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0

%(T(H), K) es no singular. (3.13)
Esto lo podemos garantizar ya que el método para resolver el sistema de ecuaciones

diferenciales discretizados que utilizamos es un método de diferencias finitas hacia adelante,

por lo tanto la matriz aw‘?% es una matriz triangular con todos los elemento no nulos

en la diagonal, garantizando que sea no singular. Luego por el TFI, existe un T tal que
#(T, k) =0.

Luego si denotamos .J(k) = J(T(k), k), donde este par (Y(k), ) satisface las condi-
ciones (3.12)-(3.13), se pede ver que el problema en (3.11) es equivalente al siguiente

minimizar, J(kK)
sujeto a k>0, (3.14)
<’€7 €> =1,
Entonces este es el problema que resolveremos computacionalmente, por lo tanto lo
que nos interesa encontrar es V.J con el fin de aplicar un método tipo gradiente.

Vi) = VT(F;)Tg;(T(/i), k) + gi('f(m), K) (3.15)
esto lo hacemos con el fin de obtener el gradiente de la funcién J(x) para luego buscar
una direccion de descenso. Brevemente el procedimiento para encontrar una solucién k*
del problema (3.14) consiste en los siguientes pasos

1. Dar un conjunto de parametros iniciales, un estado inicial T y una trayectoria de
control k.

2. Buscar Y (k) tal que ¢(Y (), x) = 0 y definir J(r) = J(Y(k), K).

3. Hallar X tal que se satisfaga
oJ 0¢
T il
(1)) +

4. Definir VJ(k) = (Y (k), k) + 22(T(k),5)T \.

(Y(k),r)" A=0.

5. Dados J y V.J usar un método de descenso para resolver el problema (3.14) y ac-
tualizar .

6. Volver al paso 2.

3.3.1. El método adjunto

Con el fin de desarrollar en esta seccién el método numérico empleado de aqui en
adelante llamaremos a cada Y como el estado en el tiempo k y a cada xj como el control
en el tiempo k para utilizar una notacién usual.

Supongamos ahora que definimos las siguientes funciones para todo k =1,...,1 —1
AL% At
Je(ok) = =g |2 (g’f,l +gha 9+ gffw) +
n—1 m—1 n—1m—1

k k k k k
4 (9173‘ + gm,j) + (92;1 + gi,n> 8> gl

<
[
N
.
||
N
e
||
o
-
||
o



44 CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE CONTROL

AL% At
Ji(YT1,61) = 9%,1 + g%,n + 97171,1 + g?%’b,n

(3.17)

AL? At
J(r) = i+ gt g+

(3.18)

donde las funciones gfj estan definidas de igual manera que antes y de manera andloga de
cuando se definieron las funciones gfj el control estd definido en los tiempos k = 0,...,[—1,
por lo tanto J; solo depende del estado Y.

Ademids, dado que el sistema de ecuaciones diferenciales lo resolveremos con un método
de diferencias finitas explicito, podemos escribir cada discretizacién en un instante tem-
poral como un estado que depende solamente de los estados anteriores y de los controles
anteriores.

Por lo tanto nuestro problema ya discretizado puede expresarse en una manera mas
compacta de la siguiente manera, dado un estado inicial Yy dar una trayectoria de controles

k = (Ko, ...,Ki—1) y una trayectoria de estados T = (Y1, ..., ;) que minimicen la funcién
1-1

J(X k) = J(X0) + > Je(Te, k), (3.19)
k=1

sujeto a las restricciones

Terr = (T, mp), k=0,...,1—1, (3.20)
-1
D rries) = 1, (3.21)
k=0
K > 0 k=0,...,0—1, (3.22)

donde Ty = (Yky T—kas Thotps Lh—kys Thoky—kp) con los términos T, Yh—kp, Lh—k;
Y Yk—k,;—k definidos cuando los subindices k — k4, k — kg, kK —kry k — kr — kg, que
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son los valores discretizados de los tiempos 74, Tg, 71 V¥ Tr, Sean valores positivos y eg el
vector de unos de dimensién 7 X m X n.

Si observamos solo la parte de las restricciones que corresponde a la ecuacién de estado,
es decir, el sistema de ecuaciones diferenciales, tenemos

Yo(To, ko) — T1

P1(Y1, /1) — Yo

o(T, k) = (3.23)

Vi1 (Y11, k1) — 1y

Por lo tanto buscamos un par (Y*,x*) con T* € R"™"! y x* € R™"!, solucién del
problema de la forma que presentamos en (3.11),

minimizary ) J(T, x)
sujeto a  ¢(T,k) =0
Kk >0,
(k,e) = 1.

(3.24)

Con el objetivo de trabajar un problema con restricciones mas simples, recordaremos
la definicion de la funcién Lagrangiana asociada a la ecuacién de estado

L:RM xR x RM 5 R,
con Ny =7mnly No=mnly
LY,/ \) = J(T, k) + AT (Y, k), (3.25)

donde A = (Ag,...,\i41) es la trayectoria de coestados.
Ademas, por lo visto en (3.23), tenemos que

T1 = %o (Yo, ko),
Yo = 1 (Y1,61) =91 (Yo (Yo, ko), k1),

Por lo tanto podemos definir ¢ : RV — RM tal que

U1 (k) T
dw=| : = : | (3.26)
Ui(k) T

Asi considerando ahora la funcién J(k) = J(¢)(k), &), obtenemos el problema equiva-
lente a (3.11), donde se desea hallar £* solucién del problema (3.14),

minimizar, J(k)
sujeto a Kk >0, (3.27)
(k,e) =1,

para luego definir T* = ¢ (x*).
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Para hallar x* solucién, proponemos utilizar un método tipo gradiente proyectado
aprovechando que las restricciones restantes en el problema tienen una estructura relati-
vamente simple. Esto es, deseamos generar una sucesién ', 2, ... tal que

KPP = Kk 4y, (Rk — K,k> )

donde )
kE=1Ip <;§]’C — SkVJ</€k)> ,

de manera que J(kF1) < J(k).
Aqui TI(-) denota la proyeccion en el conjunto de puntos factibles
R= {:L’ S IR’;LOX"XI (x,e) =1 }, ay € (0,1] es el tamanio del paso y sy es un escalar positivo.
Esto es, para obtener &¥, tomamos el paso —s,V.J (Iik) a lo largo de la direccion de
menos el gradiente. Luego proyectamos el resultado k¥ — s, V.J (/ek) sobre R, obteniendo de

este modo el vector factible £¥. Finalmente, tomamos un paso en la direccién de 7% — ¥
de longitud o*.

Notemos que k* = Ilg (FL* — sVﬂm*)) para todo s > 0 si y solo si K* es un punto

estacionario. Por lo tanto el método se detiene si y solo si encuentra un punto estacionario
del problema (3.27).

Para la eleccién de los valores de . y s utilizaremos una busqueda lineal tipo regla
de Armijo con proyeccién a lo largo del arco. Aqui el tamano de paso oy es fijado como
uno,

ap =1 k=1, 2,...

y el paso si es determinado por reducciones sucesivas hasta que una desigualdad tipo
Armijo se satisface. Esto significa que k! es determinado por una bisqueda tipo Armijo
sobre la proyeccion de arco

1" (s) = {x"(s)|s > 0},

donde, para todo s > 0, x¥(s) es definido por
kF(s) =g (/@k - st(mk)) .

En particular, para un conjunto de escalares fijos § > 0, 8 € (0,1) y o € (0,1), definiremos
s = 8™*s, donde my es el menor entero no negativo m para el cual se cumple que

J(kF) = J (H’f (,Bmg)) > oVJ (k5T (ﬁ’f . (5%)) .
La convergencia de este método la podemos garantizar por la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.1 Sea el problema de minimizacion

minimizary  f(x)

sujeto a x € X, (3.28)

donde X es un subconjunto convezo, cerrado y no vacio de R", o € (0,1) un escalar fijo
y la funcion f: R™ = R es continuamente diferenciable en X.
1. Para cada x € X existe un escalar s, > 0 tal que
f@) = f(z(s) 2 oV [f(@)" (x—x(s), Vs el0,s],
donde x(s) = Ilx (z — sV f(x)).



3.3. METODOS NUMERICOS 47

2. Sea {x*} una sucesion generada por el método del gradiente proyectado con ay = 1
para todo k y con longitud de paso sy elegido por la regla de Armijo a lo largo de
la proyeccion del arco. Entonces todo punto limite de la sucesion {xk} es un punto
estactonario.

La demostracién de esta proposicién se puede ver en [3].

3.3.2. Cémo obtener V.J

Recordando la definicién de ) en (3.26), se ve que o(P(k),k) = 0 para todo k €
R™ ">l Por lo tanto tenemos que nuestra funcién J cumple que

J(r) = J((r), ) + ATd((x), &) = L((x), 3 A)

Vi) = 20 (a" (). ) + 22 (). /-:)TA) + 9L (30, ) + 22 (4(m), ) A

T Ok \OT oY
donde
b 1, . O Oy
() = [8” (5) S200) ... S >]
Ahora podemos definir A : RV — R tal que
oJ 0 [~ T
oL (905).) + 92 (01, w) M) =0, (3.29)

donde esta tltima expresién es conocida como la ecuacién adjunta. Se puede ver entonces
que la ecuacién adjunta es igual a

STIE (&(ﬁ),m,A(n)) —0

donde para nuestra funcién objetivo y conjunto de restricciones tenemos que la funcion
Lagrangiana asociada a la ecuacion de estado es

-1 -1
L(T, K3 )\) = Jl(Tl) + Z Jk(Tk, Hk) + Z [(ﬁk(Tk, ,‘Qk) - Tk+1]T )\k+1. (330)
k=0 k=0

Por lo tanto, aplicando regla de la cadena el gradiente de la funcién Lagrangiana
respecto de YT*, resulta

oL 0Jy 8¢k _ 8¢k+k ~ .
8Tk(T Ky A) = T — A+ Ao (Tlmfik) Akg1 + 8Tk+ki (Tk+kA,/<&k+kA) Aktkat+l
OPktkp [+ T Obrrn v .
+ 8Tk+kz (Tk+kE7 Hk+kE) Aktkp+1 + aTHkII (Tk+k1, Hk+k1) Akt 41
OPkvky+kr (7 T
+ ﬁ (Tk+k1+kR7 Kk+k1+kR) )\k+k1+kR+17
I R

(3.31)
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donde Y}, = (Tk, Yh—ka Yk—ke Yk—kr Tk_kf_kR) parak =1,...,l—1 y los indices estan
definidos donde existen los estados y coestados, y

oL 0J,
— (T, 5,A) = — (1)) — A\ 3.32
8T1< ) 8Tl( )= A (3.32)
Por lo tanto de la dltima ecuacion podemos obtener el valor de \; y de manera recursiva
“hacia atras” se obtienen el resto de los coestados como por ejemplo

8Jl_1 3¢l Y% T
A1 = T 1,k T 1) A
s (Y11, k1-1) + 5Tz_1( -1) Al
y asi sucesivamente se puede despejar cada A en funcién de A; para j > k.
Entonces
= aJ - 0P [~ oL /-
V() = 5 (00, 1) + 52 (900, 1) Alk) = 57 (B0, 5, M(1))
y de la expresion de la funcién Lagrangiana, obtenemos
oL .y, Ok T aJ
— (T, k,A) = — (T —F (Y 77
Ok, ( y Ky ) Ok ( ka'y”'k) + Ok ( kaﬁk) >‘k’+1 Ok (K’)a
pudiendo construir asi 3
9J (K)
6/{1
0J
_ Dren, (K)
vJ = 2 (3.33)
0J
(k)

Oy

3.3.3. Algoritmo empleado para la resolucién

Aqui resumiremos lo desarrollado en las secciones previas para dar los pasos que lle-
vamos a cabo para resolver el problema de control.
Dado un estado inicial T buscamos una trayectoria de estados T* y una de controles
k* solucion del problema
minimizary .y J(T, k)
sujetoa (T, k) =0
Kk >0,
</€, 6> =1,

Algoritmo 3.3.1 Algoritmo para resolver el problema de control

Paso 0: Inicializacion

Definir R = {x € Rgﬁ\@,e) = 1}, dar un estado inicial T, y escalares fijos 5 > 0,
B€(0,1)y o€ (0,1). Dar k¥ = (58,/1?,...,/1?_1) € Ry hacer i = 0.



3.4. SIMULACIONES NUMERICAS 49

Paso 1: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
Para k =0,...,0 — 1 calcular Y = ( il,...,TliH) usando que
T%c+1 = ¢k(T§m 52);

donde Y% = (T’]iﬂT?I;C_kA7Ti;—kE7Tf;;—k17Ti?—k1_kR>'

Paso 2: Calcular los coestados

Calcular las derivadas respecto de Y% de la funcién Lagrangiana (3.30) como en (3.31)-
(3.32). Calcular la trayectoria de coestados A\! = ( L /\}) utilizando las derivadas de
la funcién Lagrangiana.

Paso 3:

Definir J = J (Ti, mi) y para k =1,...,[ calcular S—J(/{Z) y construir V.J.
K

Paso 4: Método del gradiente proyectado
Si [|x* —TIg (/ii - EVJ(/#')> | = 0 definir x* = k%, T* = ¢)(xk*) y parar.
Si no, definir s; = ™5 con m; el menor entero positivo m tal que

J (k'(8™3)) < J (k") + oV.J (/{i)—r (K'(B™8) — k'),

donde x’(s) = Il (Ki — sVJ(KY)

N——

Paso 5:
Definir k! = Izk! — 5;V.J (k7).

Paso 6:

Hacer ¢ =7+ 1, y volver al Paso 1.

3.4. Simulaciones numéricas

A continuacién en esta seccién mostraremos los resultados obtenidos al resolver el
problema de control ya discretizado mediante el proceso propuesto en el Algoritmo 3.3.1.
Los parametros involucrados en el sistema de ecuaciones diferenciales son los mismos que
en las simulaciones del problema directo de ejemplo en la Seccién 2. Los pesos dentro de
la funcién objetivo, los elegimos arbitrariamente como 3 = v = 1000 y v3 = 1 con el
fin de darle mas peso a la cantidad de humanos expuestos a la enfermedad que al “costo”
de la fumigacién, haciendo asi que la funciéon objetivo sea convexa en estas variables.
Ademads para estas simulaciones, consideraremos que el efecto del insecticida no perdura
en el tiempo, es decir, si se fumiga un lugar esto afecta a un porcentaje de la poblacion de
mosquitos adultos solo en ese lugar y solo en ese momento. El principal resultado obtenido
por este método fue una estrategia de fumigacién minimizando la funcién J donde lo
importante era mantener constante la cantidad total de insecticida utilizado en cualquier
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campana de fumigacién, lo cual estd representado en el modelo como la restriccion de
igualdad.

Si ademaés consideramos los resultados sobre los cambios respecto al tiempo en el
tamano de las clases de poblaciones, a continuacién en una serie de graficos mostramos las
comparaciones de la evolucién diaria en el tamano de las poblaciones de las distintas clases
sin ningin control sobre la poblacién de mosquitos y la misma evolucién pero aplicando
la estrategia de fumigacién obtenida como solucién del problema inverso.

Estas simulaciones muestran en el eje horizontal los dias de la simulacién desde 1 a
60 y en el eje vertical la densidad de las poblaciones totales respecto a las cantidades
iniciales. EL uso de una simulacién con un horizonte temporal de 60 dias responde a las
limitaciones de memoria debido que al resolverlo con un algoritmo genérico no se hace
uso de la estructura de este problema, llevando a que para mayores dimensiones se vea
saturada la memoria.

Una aclaracién sobre los resultados que mostramos cuando hacemos referencia a una
evolucién sin control es que estamos considerando una estrategia de fumigacién promedio
sobre cada pixel de la discretizacién del espacio durante todo el horizonte temporal.

En las siguientes figuras se muestra la representacion grafica de las evoluciones de las
poblaciones tanto de humanos como de insectos comparando los casos donde se incluye
en la simulacién al estrategia 6ptima obtenida y en los casos que no se incluye en al
simulacién. Estos graficos representan las proporciones de la cantidad inicial dada.

La solucién obtenida para este problema utilizando los parametros ya mencionados
se obtuvo mediante la programacién del Algortimo 3.3.1 en un cddigo para utilizar en
Matlab/Octave.

La figura (3.1) compara las poblaciones de mosquitos totales y susceptibles a lo largo
del tiempo por un lado en lineas punteadas las poblaciones sin control y en lineas continuas
las poblaciones con control.

Las figuras (3.2) y (3.3) se comparan las poblaciones de mosquitos expuesto y las
poblaciones de mosquitos infecciosos respectivamente. Igual que antes la lineas punteadas
representan las evoluciones de las poblaciones respecto a las poblacién inicial sin control y
las lineas continuas las evoluciones de las poblaciones cuya simulacién se agrega el control.
Se puede apreciar en ambos casos una disminucién en las poblaciones durante el periodo
de tiempo, especialmente cuando se comparan las poblaciones finales. También se puede
notar que incluso usando la estrategia de fumigaciéon éptima obtenida, no se logré eliminar
por completo los insectos infecciosos.

Las figuras (3.4), (3.5) y (3.6) muestran como evolucionan las poblaciones de humanos
expuestos, infecciosos y recuperados respecto a la poblacién inicial durante el periodo
de tiempo simulado. De manera analoga que en las figuras anteriores representamos con
lineas punteadas la simulacion sin control y con linea continua las simulacién con control.
Se puede ver que por como se formulé nuestro modelo, las curvas mostradas en cada una
de las imagenes son la misma desplazadas respecto al tiempo. Por otro lado, igual que en
el caso de las poblaciones de los vectores, se puede observar una significante reduccién en
las proporciones de los humanos afectados por el virus cuando se comparan las mismas
clases con y sin el control en la simulacion.

3.5. Conclusiones y trabajos futuros

Como una primera conclusiéon obtenida al resolver el problema, para este ejemplo
artificial, es que efectivamente es visible la ventaja de llevar a cabo una buena estrategia
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Figura 3.1: Poblacién de mosquitos totales y susceptibles a la largo del tiempo con y sin
control.

de fumigacién para el control local de un brote de epidemia de fiebre dengue y que el
problema llega a una solucién viable y con significante mejora respecto a la simulacion sin
control.

Por otro lado, otra conclusiéon mas relacionada con la realidad es que la fumigaciéon no
es un buen método para eliminar la epidemia, salvo que la campana de fumigacién sea
muy extrema. También se puede concluir que la eficacia de una campana de fumigacién
estd muy relacionada con la buena y pronta identificacién del virus en una poblacién. Esto
concuerda con los resultados obtenidos en el Capitulo 2, donde se dijo que los mosquitos
no recorren grandes distancias, entonces si se tiene un caso de una persona infectada con
el virus, es muy probable que los mosquitos infecciosos, que fueron contagiados al picar a
esta persona, permanezcan en esa area.

Otro resultado es que por més que la fumigacion sea la solucién del problema, es decir,
una solucién 6ptima (por lo menos computacionalmente), no afecta en gran medida a la
poblacién total de mosquitos, esto se puede ver en la Figura 3.1, por lo tanto esta no es
una buena estrategia si lo que se desea es controlar la poblaciones de los vectores.

También otro resultado relacionado con estas dos conclusiones anteriores es que si la
campana de fumigacién en algin momento se detiene, como esta no puede eliminar la
poblacién de mosquitos infecciosos, se puede producir un brote epidémico al poco tiempo.
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Figura 3.2: Poblaciéon de mosquitos expuestos a la largo del tiempo con y sin control.

Entre los trabajos a futuro a realizar, aparte de las mejoras correspondientes al sis-
tema de ecuaciones diferenciales que forma parte de las restricciones del problema de
minimizacién, se encuentran las siguiente consideraciones:

Ajustar de manera mas precisa los parametros de los pesos en la funcién objetivo para
asi dar un enfoque mas realista a la interpretacion de la relaciéon entre los “costos” de
tener personas enfermas y de la factibilidad de llevar a cabo una campana de fumigacién.

Mejorar el modelado del efecto del insecticida sobre la poblacion de los mosquitos,
esto incluirfa buscar datos sobre los efectos (cuanto tiempo es efectivo el insecticida),
eficiencia (a que porcentaje de la poblacién de mosquitos afecta) y los pardmetros fisicos
que involucra la dispersién (por ejemplo que tan lejos llega cuando se fumiga o que cantidad
ingresa en las zonas urbanas) de los quimicos utilizados sobre los mosquitos.

También se deberia mejorar las condiciones que utilizamos para representar la fumi-
gacion, esto es, agregar restricciones de zonas o cantidades para llevar a cabo en un dia.

Respecto a la parte de los parametros, entre las posibles mejoras y trabajo a futuro se
encuentra la de crear un horizonte de tiempo mayor, para llevar a una situacién donde se
pueda analizar todo el periodo de la epidemia. Y también la de tratar de determinar cuales
de todos los parametros involucrados son los que tienen mayor influencia en la estrategia
obtenida por la solucién y en la evolucion del tamano de las distintas poblaciones de
humanos e insectos en el tiempo.
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Figura 3.3: Poblacién de mosquitos infecciosos a la largo del tiempo con y sin control.
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Figura 3.4: Poblacién de humanos expuestos a la largo del tiempo con y sin control.
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Figura 3.5: Poblacién de humanos infecciosos a la largo del tiempo con y sin control.
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Capitulo 4

Introducciéon a la optimizacion no

lineal

4.1. Motivacion
Recordemos el problema de optimizacion del problema de control que queremos resolver

minimizar J(k),
K
sujeto a Kk >0, (4.1)
(k,e) = 1.

Al resolverlo mediante un método del tipo sSQP generaremos una sucesién primal-dual

tal que (kFT1, AP FH1) es solucién del problema

minimizar J (k") + (VJ(k"), & — 6F) + %(Qk(/{ — KR, (k — &%)

(KA t) . )
+27H/\H2 + 27”#”2,
Pk Pk (4.2)
. :
sujeto a  (e,k) —1 — — (A= AF) =0,
Pk
—r = —(n—p*) <0.
Pk

O equivalentemente

1

J(&F) + (VI (KR, k — F) + §(Qk(/€ — k), (k — &Y))

minimizar
K
1 1
+——IN + pr (e, &) — 1) |I> + =— ||max{0, u* — prr}?,
ka\l ((e;k) = 1) || o [ méx{ H

para simplificar notacion, tomaremos en cuenta solo las restricciones de desigualdad.
Por lo tanto en cada iteracién vamos a resolver un problema cuadratico usando el

método del Lagrangiano aumentado. De aqui, en cada iteracién resolveremos un problema

del tipo
minimizar %(Qx, x) + (g, x), (4.3)

sa. x>0,

59



60 CAPITULO 4. INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION NO LINEAL

donde QQ € R™*™ es simétricay ¢ € R™ (Q puede ser indefinida, es decir, no necesariamente
definida positiva) usando Lagrangiano aumentado.
Si Z es un minimizador local del problema (4.3), entonces

T =mix{0,7 — (Q7 + q)},

ya que el conjunto factible es un conjunto convexo (el maximo es tomado componente a
componente).

En lo que sigue describiremos nuestra notacién. Usaremos || - || para denotar la norma
Euclidea. Si z e y son vectores en R", entonces z = max{x,y} denota a un vector en
R™ tal que z; = max{x;,y;}, ¢ = 1,...,n. Desigualdades como x > 0 son interpretadas
como componente a componente. El conjunto B hara referencia a la bola unidad cerrada.
Diremos que una funcién G : A C R™ — R es localmente Lipschitz continua si para cada
xo € A existe un entorno U de zy y una constante L > 0 tal que

|G (z) — G (x0)|| < L||lx — zo| para todo z € U.

Debido al Teorema de Rademacher, toda funciéon G : R™ — R que es localmente Lipschitz
continua cumple que es diferenciable para casi todo punto en el sentido de la medida de
Lebesgue [141, 23, 5]. Si S¢ es el conjunto de puntos en los cuales G es diferenciable, el
B-diferencial de G en Z es el conjunto

OpG (7) = { H € R . H = klgrolo G’ (mk> , para alguna sucesién .
{xk} -z, 2F € Sg

Luego, el Jacobiano generalizado de Clarke de G en Z es el conjunto
0G (z) = conv (0pG (),

donde conv(S) significa la cdpsula o envolvente convexa del conjunto S. Si F': R" x R™ —
R denotaremos por (0g), F' (z,y) y 0. F (x,y), respectivamente, a la B-derivada parcial y
al Jacobiano generalizado parcial respecto de x en (x,y).

Diremos que una funcién G : R™ — R es “semisuave” o “semismooth” en Z si G es
localmente Lipschitz en = y

lim Vh,
VedG (z+th')
h'—h, t}0

existe para cualquier h € R™ [14, 19].

4.2. Introduccion a los métodos de penalizacion y del La-
grangiano Aumentado

La idea detras de los métodos de penalizacion es eliminar algunas o todas las restriccio-
nes del problema original y agregar a la funcion objetivo un término de penalizacién que
introduzca un gran costo a las puntos fuera del conjunto factible. Asociado a éste tenemos
un parametro de penalizacion el cual determina la severidad de la penalizacion, lo que
lleva a aproximar el problema original con restricciones por uno sin restricciones. Como el
parametro de penalizacién tome valores grandes, la aproximacién resulta méas precisa.
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De manera a introducciéon del método del Lagrangiano aumentado, consideremos en
un primer caso el problema con restricciones de igualdad

minimizar f(z),

s.a. gi(z) =0, i=1,...,mg, (4.4)
r e X,

donde f : R" — R, ¢; : R® — R son funciones dadas, dos veces continuamente diferen-
ciables y X es un subconjunto de R”.

A continuacién, diremos que la funcién Lagrangiana aumentada asociada al problema
(4.4) esta dada por

Lix, i p) = f(@) + ATg(2) + Ellg@)|,

donde p es un pardmetro de penalizacién positivo.
Existen dos opciones para las cuales el problema de minimizacién sin restricciones de
la funcién L(-, A; p) puede producir puntos cercanos a z* solucién de (4.4):

= Tomando A cerca de \*.
Como se puede ver en [3], si p es mayor a alguna cota, entonces para cierto vy € > 0
se tiene que

L(z,\*;p) > L(x*,\*;p) + %Hx — 2|, vV tal que ||z — 2*|| <,

de modo que x* es un minimizador local estricto del Lagrangiano aumentado
L(-,\*; p). Esto sugiere que si A\ es cercano a A*, una buena aproximacién de z*
puede ser encontrada mediante la minimizacién de L(-, A; p).

= Tomando p igual a un valor muy grande.
Dado que para valores muy grandes de p, hay un costo muy alto para puntos no
factibles, entonces el minimizador sin restricciones de la funcién L(-, A; p) sera casi
factible. Ademads, ya que, L(z, \; p) = f(x) para cualquier = dentro del conjunto de
puntos factibles, es esperable que L(x, \; p) ~ f(z) para puntos préximos al conjunto
factible. Por lo tanto, esperamos obtener una buena aproximacién de z* mediante
la minimizacién sin restricciones de L(-, A; p) cuando p es grande.

En este trabajo utilizaremos como funcion de penalizaciéon desarrollaremos la funcién
de penalizacion cuadratica. Este método consiste en resolver una sucesién de problemas
de la forma

minimizar L(z, \¥; p¥),
(4.5)
sa. x € X,
donde {\*} es una sucesién en R™Z y {p*} es una sucesién de pardmetros de penaliza-
cién positivos. La idea de este método consiste en usar una “buena” aproximacion de los
multiplicadores de Lagrange como A\* y tomar a los p* como una sucesién creciente que
tienda a infinito. La siguiente proposicién es el resultado béasico de convergencia.

Proposiciéon 4.2.1 Supongamos que f y g; son como antes, el conjunto X es cerrado
y el conjunto de restricciones {x € X |gi(x) = 0, i = 1,...,mg} es no vacio. Para
k=0,1,..., sea ¥ un minimizador global del problema
minimizar L(z, \¥; p*), (46)
4.6
sa. x € X,
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donde {\*} es acotada, 0 < p* < p**1 para todo k y p* — co. Entonces cada punto limite
de la sucesion {x*} es un minimizador global del problema (4.4).

Ahora esta proposicién asume que el minimizador del Lagrangiano aumentado es en-
contrado de manera exacta, pero generalmente esto no es posible. Usualmente los métodos
de minimizacién sin restricciones terminan cuando el valor de la norma del gradiente es
lo suficientemente pequeno, pero no necesariamente cero. En particular, cuando X = R",
un algoritmo para resolver el problema

minimizar  L(z, \F; p¥),

4.7
sa. x € X, (4.7)

deberfa terminar en un punto z* que satisfaga
k k. k k
[VaL(z®, A% p")[| < €,
donde €* es un escalar pequenio. En este caso, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 4.2.2 Supongamos que X = R™ y f y g; son funciones como antes. Para
k=0,1,..., sea z¥ que satisfaga

IV L(z", A% pP)|| < €,
donde {\F} es acotada y las sucesiones {*} y {p*} satisfacen
0<pb <pt Vi Y pF = oo cuando k — oo,

0<e, Vi Y e =50 cuando k — .

Asumiendo que una subsucesion {xk}K, converge a x* tal que Vg(z*) tiene rango completo,
con g(z) = (91(x), 92(2), .., gmp(®)) . Entonces

{NE 4 pFg(aF) e — N7,
donde \* es un vector que junto con x* satisfacen las condiciones necesarias de optimalidad

de primer orden
Vf(z*) 4+ Vg(x*)\* =0, g(z*)=0.

Ahora para el caso del problema con restricciones de desigualdad, la manera mas simple
de tratar con estas restricciones, en el contexto de penalizacién cuadratica, es convertir
estas a restricciones de igualdades mediante el uso de variables adicionales.

Dadas las funciones dos veces continuamente diferenciables f : R™ — R,

g:R" - R™E y h: R" — R™ consideraremos el problema de optimizacién

minimizar f(z),
s.a. gi(z) =0, i=1,...,mg, (4.8)
hi(x) <0, i=1,...,my.
Podemos convertir este problema en uno con restricciones de igualdad
minimizar f(z),
s.a. gi(z) =0, i=1,...,mg. (4.9)
hi(z) + 22 = 0, i=1,...,my.
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donde z1,..., 2y, son variables de holgura. El método de penalizacién cuadratica para
este problema resulta en minimizar la siguiente funcién respecto de las variables z y z

L(w, 2\ i p) = F(2) + A g(@) + Sllg@)|? + Y {is(hy(@) + =) + S lhy(a) + 22}
j=1

Esta minimizacién puede ser realizada primeramente minimizando L respecto de z, obte-
niendo
z

y luego minimizar L(z, A, ; p) respecto de x. Una importante observacién es que la primer
minimizacién respecto de z se puede llevar a cabo de una forma cerrada para cada x fijo,
por lo tanto, obteniendo asi una forma cerrada para L(x, A, i; p).

Asi tenemos que

min L(z,z A pip) = (@) +\Tg(@) + Slg(a)]” (4.10)
Y min o) + )4 2phs(o)+ 2R @)
j=1

y la minimizacion respecto de z; en el dltimo término es equivalente a resolver

o p
minimizar {uj(hj (%) 4+ uy) + §’hj (x)+ uj\z} . (4.12)

La funcién a minimizar en (4.12), es cuadratica en u;. Entonces su minimizador es

L C)

ya que — (MT?J + hj (m)) es minimizador sin restricciones donde la derivada de la funcién en

(4.12) se anula.
Luego se tiene que
hj(z) + uj = méx {hj(x), —'uj} )
p

Por lo tango usando esto en (4.10), obtenemos una forma cerrada para L(z, A, u; p) =
min, L(x, z, A\, u; p), dada por

L@\ pp) = f@)+ATg()+ o) (4.13)
ol PR CRPRYT UV NNY SRR A
+; {,ujmax{hj(x), p }+ S x{h](az), ; } } (4.14)

Ademas mediante calculo directo, se puede ver que esta forma es equivalente a la
siguiente expresion, que utilizaremos a lo largo de las siguientes secciones,

my

Lz, A 5 p) = f(fc)+ATg(w)+g\lg(fv)!2+21p > {max{0, s + phy(@)})? = 13} (4.15)
j=1
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Capitulo 5

Algoritmo del método del
Lagrangiano Aumentado

5.1. Preliminares

Para nuestro problema (4.3) en particular, en cualquier punto del conjunto factible
valen las condiciones de cualificacién de restricciones de independencia lineal (LICQ por
sus siglas en inglés linear independence constraint qualification). Por lo tanto, si & es un
minimizador local del problema (4.3), entonces el conjunto de multiplicadores de Lagrange
asociados a Z, denotado por M(Z), es no vacio. Luego, i € M(Z) siy solo si (Z, i) es
solucién de sistema Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

pi = 0, 1 L, y T
Ty = 07 1= 17 y 1, <51)
wiry = 0, i=1, y

Notemos que para el problema (4.3) el conjunto de multiplicadores de Lagrange es un
“singleton”
M(z) ={Qz + q}. (5.2)
Recordando que la funcién Lagrangiano aumentado es L : R® x R™ x (0,00) — R para
el problema (4.3) resulta

n

- 1 1 ,
L(z,p;p) = §<Qm,x> + (g, x) + o Z(max{(),,ui — pxi}? — p?)
P
1 1 ,
= 5(Qz,z) + {g,2) + % (Il max{0, o — pa}|* — [|]|?) - (5-3)
Es facil ver que ~
oL ,
35 (@1 p) = Q4 q — mix {0, pu — pr}. (5.4)

Dada una iteracién primal-dual (2, %) € R® x RZ y un pardmetro de penalizacién

pr > 0, el método del Lagrangiano aumentado exacto genera (z*+1, uF*1) tal que
k+1 2z I k.
T es una solucién de Imm%uarL (m, I ,pk) ,
zeR™

(5.5)
pF = méx {0, pk - pkxkﬂ} .

65
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Computacionalmente, la minimizaciéon de la funcién del Lagrangiano aumentado se
lleva a cabo de manera inexacta mediante el uso de un método de descenso y aceptan-
do una aproximacién primal si el gradiente de la funcién de Lagrangiano aumentado es
suficientemente pequeiio, esto es:

HQw’““ + ¢ — max {0, - pw’““}” <ep, (5.6)

donde ¢, es una tolerancia dada.

Supongamos que Z es un minimizador local para el problema (4.3) y it su multiplicador
de Lagrange. Diremos que la condicién suficiente de optimalidad de segundo orden fuerte
(SSOSC por sus siglas en inglés, strong second—order sufficient optimality condition) es
satisfecha en el punto (7, ft) si

(Qu,u) >0 YueCt(z,n)\ {0}, (5.7)

donde
CH(z,n) ={u€R" |u; =0paraic {l,...,n} tal que fi; > 0} . (5.8)
Debemos remarcar que de acuerdo a [, Teorema 6], la existencia de un punto esta-
cionario T satisfaciendo las condiciones de cualificacion de restricciones de independencia
lineal (LICQ) con vector (unico) de multiplicador de Lagrange fi tal que (Z,f1) satisfa-
ce la condiciéon SSOSC (5.7) es equivalente a que se cumpla la propiedad de Aubin en

((0,0), (z, 1) € gph(X):
E(T‘,S)ﬂ((i’,ﬂ)—l—eoB) C E(’f',g)+T0||(T,S) —(A’,§)||B, V(T, 5),(12,§) 670B7 (59)
donde €, 79 y 70 son constantes positivas,

0=Qx+q—p+r,
X(rys) = (z,p)| 0<z+s, 0<y, , (5.10)
0= (u,z+s).

es el conjunto solucién del sistema KKT bajo perturbaciones candnicas y gph(X) es el
grafo del conjunto sigma, es decir,

gph(%) = {((r,5), (z, ))|(z, ) € E(r,5)} .

El uso de la aplicacién punto a conjunto ¥ aparece naturalmente en el estudio de los
métodos de Lagrangiano aumentado (5.5). Brevemente, supongamos que en (5.5) z¥+1 es
un punto estacionario inexacto del problema de minimizacién y definamos r* y s* tales
que

oL 1
’rk = _({97 (wk—’_lmuk;pk) ) Sk - (Mk+1 - :U/k) . (511)
x Pk
Por (5.4) y la definicién de p**! tenemos que
QM 4 g — 4k = 0, (5.12)
pit > (5.13)

Ademas, notemos que
py 1
it =0 = a2t =t -t = (u? - pk$f+1) >0,
Pk Pk
1
pl >0 = gk = o [ P (uf - pk:rf“)] = 0.
k

[ 7
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Entonces,
Py >0, (5.14)

<,uk+1,a:k+1+sk> = 0. (5.15)

Considerando (5.12)-(5.15) deducimos que (zF+1, p#1) € ¥ (rk, s%). Asf la sucesién gene-
rado por el método del Lagrangiano aumentado inexacto puede ser estudiada en términos
del conjunto de soluciones del sistema KKT bajo perturbaciones canénicas.

Claramente, un método primal-dual deberia parar cuando una solucién del sistema
KKT es encontrada. Con el fin de medir la distancia al conjunto de soluciones del sistema
(5.1) usaremos la funcién del residuo natural o para el problema (4.3),

ool Sitall e

Notar que (Z, i) es una solucién de (5.1) si y solo si o(z, i) = 0.

5.2. Problema principal

Consideremos ahora el siguiente proceso iterativo.
Algoritmo 5.2.1 (Algoritmo principal)

Sea A > 0 fijo.

Paso 0: Inicializacion

Sea 2 € R™, u® € R%, po >0y k= 0.

Paso 1: Resolviendo un subproblema

Encontrar (2%, uk*1) € (z, i) + B satisfaciendo

1
HkaH q-— ’ukHH < - Huk-i-l _ Nk:H : (5.17)
ka+1 - :EkH < A, (5.18)
pF = méx {O, pF — pkka} . (5.19)

Paso 2: Criterio de parada

Si o (zFF1, pk+1) = 0 parar.

Paso 3: Actualizando el pardmetro de penalizacion

Actualizar pgy1 > pk.
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Paso 4: Continuando el ciclo
Hacer k = k + 1 y volver al Paso 1.

La tolerancia del error H,ukH — uF H /pi en el Paso 1 puede ser relacionada con el error
del método de error proximal para la parte dual. La localizaciéon propia ka“ — ka <A
es necesaria para propdsitos tedricos.

Con el fin de obtener ¥ en el Paso 1, un método irrestricto para minimizar L (-, wk pk)
puede ser usado. Comenzando en z* y asumiendo que A es lo suficientemente grande, la
desigualdad (5.17) puede ser obtenida mediante verificar su validez luego de cada iteracién
de un método irrestricto.

Probaremos que bajo ciertas hipdtesis el Paso 1 del algoritmo 5.2.1 puede llevarse a
cabo exitosamente. Para ello definiremos las siguientes constantes asociadas a una solucion
primal dual (Z, 1) que satisfacen la condicién SSOSC (5.7).

= minfeoga e 3= gminio )
€=min<eg,=Ap, §y=-min< vy, — ¢,
2 2 70

gl . € A+é 1
= —, p>2\/§maX{A, Q < — >+}
2v2 y Il y

donde las constantes £¢, vo y 7o se definen en (5.9).

>

Lema 5.2.1 Supongamos que (T, ) satisface la condicion SSOSC y sea v € T + éB.
Entonces para cada (i, p) en el conjunto

n L, _ . .
By = { ) € R x 00) s =l < 92 5. (5.21)

existe (2,1) € (z, 1) + €B tal que

. N L.
@z +q-al < 3 la-ul. (5.22)
li-a] < A (5.23)
4 = max{0,u— pz}. (5.24)

0

Prueba. Definimos u” = 1. Luego, existen sucesiones {zj} CR'y {uj }(;il Cc R

o0
j=1
tales que para todo j > 1
(o= ) <5 (525
(27, W) e L (Y 7 N ((7, 5) + €B), (5.26)

donde 7t = st = (ul — ,u) /p para todo [ > 0.
Probaremos esta afirmacién por induccién en j. Comprobemos (5.25) y (5.26) para
7 =1

62 = L= = = 2 = 2

p o
Vi = - <4, (5.27)

12— pl

IN
b 2>
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donde hemos usado la definicién de 70 y s, la definicién de norma Euclidea, la definicién
de u’, el hecho que (u,p) € Rp y (5.20). En particular, ||(r%, s°)| < 4 < 70, asf que
ehglendo 7 = 8§ =0 en la propiedad de Aubin (5.9), tenemos que

2 (r%s%) N (@, 1) +e0B) C £(0,0) + 70 || (r°, s°) || B.

Tomamos ahora ( , U ) en el conjunto de la izquierda. Entonces, (zl,ul) pertenece a

2(0,0)4—7'0"(1" , 0 HB Luego,

~

1)~ @l < 7ol (0 0) | < 7 < o < 2

usando (5.27) y la definicién de 4 (5.20). Entonces, (2!, u') vale (5.25) y (5.26). A conti-
nuacion, asumimos que la afirmacién vale para j y la probamos para j + 1. Como antes,
notar que:

1) =

IN
5
=
|
=
4
|
=
=
~__

H@%M%%amu+;m—ﬂo

i) <va(Ge)
) e

donde hemos usado la definicién de 77/ y s7, la definicién de norma Euclidea, la hipétesis
inductiva, el hecho que (i, p) € Ry y (5.20). (rj,sj)H < 4 < 7. Por lo
tanto, eligiendo 7 = § = 0 en la propiedad de Aubin (5.9), tenemos que

IN
S

IN
S
TR

“(

2 (r7,57) N (@ 71) +20B) C £ (0,0) +m |7, 7) || B.
Como antes, tomamos (271, u/*1) en el conjunto de la izquierda. Luego, (2771, u/*!)
pertenece a X (0,0) + 79 H (rj, sj) H B. Entonces,

[ ) = @] < ol 0, 9)]] < 7o <

usando (5.28) y la definicién de 4 (5.20). Se sigue que, (2971, /) vale (5.25) y (5.26).
Notar que por la definicién de norma Euclidea, la definicién de u® y (5.26), es facil ver
que
|/ — | <& Vj>o. (5.29)

A continuacién, si tomamos [ > j se obtiene:

<Zl+17ul+1) c E(O,O)JrTo”(Tl,Sl)HBv
() € 0,004 (57| B
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Esto significa que existen by y by en B tales que
(ZlJrl? ul+1) = ('fﬂ ﬂ) + 70 H (Tl7 Sl> H b17
(zjﬂ,ujﬂ) = (f,ﬂ)—i-ToH(Tj,Sj)Hbg.
Deducimos entonces que:
H(ZHI’UH1> _ (zjﬂ,uj“)H — 7 ‘H (rl’8l> H _ H(ijsj)H’ by — b

279 H (rl, sl) - ('rj, sj) H . (5.30)

IN

Por otro lado, recordando la definicién de 77 y s? tenemos:

U J gl — ! J _\[ ! J
L T | ] e Rl i

V2| () - (,0). (531

p

Ahora, deducimos que:

[ty < o))

IN

IN

IN

< ()" -

donde hemos usado (5.30) y (5.31) en repetidas ocasiones, la definicién de r’ y s, la
definicién de u, (5.29), el hecho que p > py (5.20).
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Tenemos entonces que {(zj Ll ) }j o €S una sucesién de Cauchy y por lo tanto converge
a, digamos, (2, 11) Ad§més, {rj}j,EN y {s }jelN converge a 7 = 8§ = (4 — ) /p.
Dado que (271, w/t!) € ¥ (r?,s7) N ((z, i) + £B) para todo j, tenemos que

QA +q—wtt +r7 = 0, Qz+q—u+7 = 0,
P40 >0, Z+58 > 0,
uj+1 > O, j—)OO; i > 0’ (533)
(uth 2%l 457y = 0, (a,z2+8) = 0,
y
(3,2) € (7, i) + éB. (5.34)

De la primera ecuacién en el lado derecho de(5.33) tenemos que
. N . 1.
Q2+ q —all = [I7]] = p & — pul|-

Ahora, notamos que de la definicién de 7 y 3, las ultimas tres desigualdades del lado
derecho de (5.33) son equivalentes a:

U > u— pz,
a > 0, (5.35)
,&l [al - (iul - pél)] = 07 Vi = 17 ;1

Entonces, para cada ¢t =1,...,n:

Mi—p§i<0 = ﬂi—(ui—pii)>0:>ﬂi=0,
i —pi=0 = 42=0=d; =0,
pi —pzi >0 = ;> pg—pz > 0= U = pi — pZi.

Esto significa que @ = méx {0, u — pz}.
Finalmente, observamos que de (5.34) y (5.20):

12—zl < [I2 =zl + |1z — 2| < [|(2,8) — (T, B)[[ + |2 —z]| <6+ =26 <A
Esto concluye la prueba. ]

Para razones practicas mostraremos que cualquier par primal-dual que satisface las
condiciones de inexactitud y localizacién provee una aproximacion de la solucién estudiada.

Lema 5.2.2 Supongamos que

(z, ) satisface SSOSC (5.7), x € T+ £€B y (u,p) € Rp.
Entonces para cualquier (Z, 1) € (Z,

i) + 0B que satisfaga
- . L. -
Q% +q—ql < p o —pll, [z -zl <A, (5.36)

con i = max {0, u — pZ}, cumple que

2v/21 _
I — Al (5.37)
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Prueba. Sean 7y §

F=—Qita=). 5= Gi-n.

Siguiendo el mismo razonamiento que en (5.11)-(5.15) deducimos que (z, i) € X (7, §). Por
otro lado,

o —pll < lla—al+1p—pll = 1Q% +7 — Q| + ||z — |
< eIz == + 7 + Iz — pll
< QI (17 — =|| + |z — z||) + |7l + |z — ]
< NQIA+8) + QT +q— Al + Iz — pl
N _
< [QI(A+€)+ ’ 1A — pll + o1, (5.38)

donde usamos la definicién de 7 y i, las propiedades de & y Z, el hecho de que (i, p) € Ry
y (5.36),
Asi, usando (5.38) y el hecho que p > p > 2 tenemos que:

I =l < L 1QI A +2)+ il (5.39)

Ademas, dado que (u, p) € Ry y de la definicion de p (5.20) tenemos que

2v2 Q| (A;Lé> <p-—2. (5.40)
|

Ahora deduciremos que,

—_

ol = ||(-@+a-n.2a-m)

. - 1 .
_ ¢ww+q—mﬁ+ﬁuu—mﬁ
N V3 o
< THM—MHSpf[HQH(A‘f‘ef)‘i‘P??]
1 A+ E S
=[w@m( A)+47
p—1 v 2
5
< —— (p—24p2
< p_l(p +r)5

donde usamos la definicién de 7 y §, la hipdtesis (5.36), la desigualdad (5.39), la definicién
de 77 y al desigualdad (5.40)

Por el hecho de que (Z, 1) € X (7, §), la hip6tesis (Z, i) € (z, i) +eoBy (5.41), podemos
usar la propiedad de Aubin y obtener que

(#, ) € X(0,0) + 70 [|(7, )| B. (5.42)
Considerando (5.42) y parte del razonamiento en (5.41) se obtiene:

1@, ) = (2, B)| < 7o ||(7,5)]] < \/?0 1= pell - (5.43)
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Ahora notando que de (5.43)

=l < W=l + =l < 1)~ @l + 7 )
2

IN

1 — pll + [l = pll

(1 - f) 172 — pll < A~ pl (5.44)

Ahora usando el hecho de que p > p > 2v/2¢ /5> 4v/219 > 2v/27 tenemos que
(1- \/iTo/p)_l < 2. Por lo tanto,

lo que significa

-1
~ 2\@7‘0 _ _
i — pl < <1— P ) I —pll <2|lp— pll- (5.45)

Combinando (5.43) con (5.45) obtenemos

V279 2v/279
p

1z, 1) = (z, Bl < 1= pll < 1= pll

concluyendo la prueba. ]

A continuacién probaremos la convergencia del algoritmo 5.2.1.

Teorema 5.2.3 Supongamos que (Z, i) satisface SSOSC (5.7). Siz® € z+£éB y
(,uo, po) € Ry, luego el Algoritmo 5.2.1 termina en (T, [i) o genera una sucesion {(xk, ,uk)}
que estd bien definida y converge a (T, [i).

Prueba. Si U( k,uk) = 0 para alguna iteracién k, entonces ( k,uk) = (Z,n) y el
k

Algoritmo 5.2.1 para. Por otro lado, consideremos el caso donde o ( ,uk) > ( para todo

k.

Por induccién, probaremos que z¥ € Z+éB y (uk, pk) € Ry para todo k. Claramente,
se cumple para k = 0 por hipdtesis. Luego, asumamos que su validez para algin k& > 0.
Ahora, por Lema 5.2.1 existe ( k“,,ukﬂ) € (Z, 1) + B C g¢B satisfaciendo el Paso 1 del
Algoritmo 5.2.1. Més atn, por Lema 5.2.2 tenemos que

2v/2
(o1t 5) | 222 ] < 2
Pk

donde la dltima desigualdad se deduce del hecho que (uk, pk) € R;. Entonces, por (5.20)
y el hecho que 2270 < 0 < pr < pra1, obtenemos

[o 1=z < 2veri = <e,

k+1

HH —ﬂH < 2V2701) < i) < praad.

Asf, 2" ez +éBy (W, prt1) € Rp.
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Nuevamente por el Lema 5.2.2 y el hecho que pg < pr+1 para todo k tenemos:

2v/2
[ [l T
Pk+1

k+1
(220) " o,

Po

Usando que 2V270 < p < po obtenemos 227, /po < 1y podemos concluir que
(2%, 4*) = (2, ;1) cuando k — oc. ]

5.3. Subproblemas.

En la k-ésima iteracién de (5.2.1), para p* y pp fijos definiremos z¥*! mediante la

realizacion de una variante de un método de Newton para minimizar la funcién ¢y definida
por:

¢ (z) = L (fﬂ Mk§Pk> ~ (5.46)

Notar que ¢ no es dos veces diferenciable, pero es “semismoothly diferenciable”, es
decir, una funcién diferenciable con derivada “semismooth” [9].
Luego, vale el gradiente generalizado de Clarke

¢}, (x) C conv {Q +pI (S) | para S C > (w,uk;pk)} ,

donde I (S) es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son

HEES

Is (zsp) = {ie{l,....n}|pi—px; =0},
Te(zopwsp) = {ie{l,....n}|pi—px; <0}.

A continuacién realizaremos un método de Newton de busqueda lineal “semismooth”
para minimizar la funcién ¢j. Para ser més precisos, seguiremos el método de Newton
truncado explicad en [17] que encuentra una direccién de descenso p* para ¢ en z*
resolviendo inexactamente el problema auxiliar

1
minimizar 3 <Vkp,p> + <¢§€(ka),?> ;
p

donde V¥ € 09, (a:k) La salida aceptada p* debe satisfacer ademas
IV (el < i {05,/ (I | )1,

La eleccién de este test de parada garantiza que p* es una direccién de descenso.
Para simplificar la notacién diremos que d es una solucion de

I|Ad + b|| < min {0,5, Hb”} 18], InexLin(A, b)

para algin vector d dado por la iteracién anterior de un método de Gradiente Conjugado.
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5.3.1. El algoritmo de buisqueda lineal tipo Newton

Dados p € R, p > 0, ¢ > 0 y una funcién “semismoothly” continuamente diferenciable
¢ : R™ — IR, consideremos el problema de encontrar y € R" y g € R’} tales que

1
&' (@)]| < ;Hﬂ =l (5.47)

El algoritmo que utilizaremos para resolver este problema esta basado en el método
de Newton explicado anteriormente.

Algoritmo 5.3.1 LSNM(¢, u, p)

Paso 1:

Hacer j = 0 y dar una punto inicial 3/°.

Paso 2: Criterio de parada

=

Definir § = 3/, i = max{0, u — py’} y parar si (5.47) se satisface.

Paso 3: Resolver el problema lineal inexacto

Tomar VI € ¢/ (yj ) y definir ¢/ como una solucién de InexLin(Vj, ¢’ (yj ))

Paso 4:

Hacer y/+1 = o7 + ajdj , donde a; satisface la condicién de backtracking de la regla de
Wolfe o la de Armijo' .

Paso 5:

Definir j < j + 1; ir al Paso 2.

5.4. El algoritmo del Lagrangiano aumentado

En esta seccion daremos el algoritmo del programa principal. Las soluciones aproxi-
madas de los subproblemas son definidas como puntos que satisfacen las condiciones en
el paso 3, que estan relacionadas con las condiciones KKT del problema de minimizacion
de L. Luego las aproximaciones de los multiplicadores son calculadas en el paso 4. Final-
mente en el paso 5 actualizamos el parametro de penalizacién de de acuerdo al progreso
en términos del residuo natural.

Algoritmo 5.4.1 Algoritmo principal del Lagrangiano aumentado

'Nosotros proponemos encontrar y’ ! usando Wolfe o Armijo dado que se puede aprovechar la estruc-
tura del problema.
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Paso 0:

Sea ¥ un punto inicial arbitrario, x° un multiplicador de Lagrange inicial y pg > 0 el
parametro de penalizacién.

Definir los pardmetros 7 > 0, § € (0,1), 5 € (0,1) y v > 1.
Paso 1:

Hacer k =0, y calcular o, = ¢ (J:O, MO) como en (5.16).

Paso 2:

Si o, es menor que una tolerancia fijar devolver (xk , ,u,k), de otro modo continuar.

Paso 3:

Resolver el subproblema
Calcular 2%+ resolviendo el subproblema (5.2.1) usando el algoritmo

LSNM (¢, ik, pk, €)

con punto inicial 2* y ¢, definido como en (5.46).

Paso 4:

Hacer

k+1

P = max{0, p* — pra® Y,

y calcular el nuevo residuo natural
k41 k+1
0’1<;+1=0’(33Jr 7M+)-

Paso 5:

Actualizar el pardmetro de penalizacién,

si 041 > fmin{oy,...,o0L}, entonces pipi1 = Ypk,

en caso contrario pp+1 = p.

Paso 6:
Hacer k = k + 1 y volver al Paso 2.

5.5. Conclusiones y trabajos futuros

Como conclusién de este capitulo creemos que el método aqui propuesto es un buen
método para resolver problemas de programacién cuadratica con restricciones simples de
gran tamano. Por los resultados probados en esta parte, podemos decir que el algoritmo
dado estd bien definido y se probé la convergencia tedrica de este. De igual manera que la
gran mayoria de los métodos basados en el Lagrangiano aumentado, la principal compli-
cacién de este método es la eleccion apropiada de la aproximacién inicial del multiplicador
de Lagrange y el parametro de penalizacion inicial.
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Uno de los resultados a remarcar en este método es que, debido a la estructura del
problema original, podemos definir el criterio de parada mediante un parametro que es
intrinseco. Esto deberia dar una mejor aproximacién a la solucién, considerando que es un
método que resuelve los subproblemas de manera inexacta.

Para un trabajo futuro, un objetivo es el de llevar a cabo una comparacién con otros
métodos clasicos con el fin de concluir que tan efectivo es este método y que ventajas
ofrece respecto a los actuales. Ademads de esto, como el principal objetivo a trabajar, es
de llevar a cabo la programacién del Algoritmo 5.4.1 en el caso particular para resolver el
problema de control desarrollado en el Capitulo 3 para las variables espacial y temporal
de mayor dimensién.
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