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~ El estructuralismo ante rem en filosofia de las matematicas:

R

Juna respuesta?
Andrés Fernando Stisman®

Sabemos que la pregunta fundamental de la filosoffa de la matematica es qué es-
tudia la matemadtica. El realismo filogofico afirma que la matemética estudia obje-
tos independientes de las mentes, las convenciones o los lenguajes matematicos.
Apoyan las tesis realistas argumentos como el siguiente: la matemética es indis-
pensable para la ciencia y los enunciados de la ciencia son verdaderos, por lo tan-
0, los enunciados de la matemética son verdaderos; ademas, si por verdad se en-
tiende la adecuacién entre los enunciados y las cosas, entonces, la matemadtica
hace referencia a cosas. Usualmente, se considera que la verdad de los enuncia-
dos matematicos no se halla condicionada por-los hechos del mundo fisico, tem-
poral y causal. Entonces, si los enunciados mateméticos hacen referencia a las co-
sas y tienen las caracterfsticas descriptas, cabria concluir que los objetos matema-
ticos estén fuiera del espacio, el tiempo y las relaciones causales. Esta s [a forma
més habitual de realismo matemético, que, por la analogia que sus objetos guar-
dan conlas ideas de Platén, suele Hamarse también platonismo.

El realismo ha resultado atrayente fundamentdlmente por dos razones: 1%
Porque perrnite explicar la objetividad de los enunciados matematicos ¥ 2*) Por-
que preserva integramente los resultados de la préctica matematica habitual, Sin
embargo, el realismo es problematico pues, por lo menos en su vertiente platéni-
ca, que aparenternente es la més acorde a la naturaleza de la matematica pura,.se
compromete con la existencia de un reino matematico dificil de justificar.

Las posiciones idealistas pretenden resolver los problemas que genera el rea-
lismo afirmando que Ios objetos de Ta matematica no son independientes de las
merites, las convenciones y los lenguajes mateméticos. En esta linea se encuentran
varias versiones de constructivismo segfin las cuales so6lo existen los objetos ma-
tematicos que han sido constrzides. Sin embargo, las filosoffas antirrealistas co-
mo el intuicionismo o el constructivismo ¢n general implican un serio problema,
tienen una actitud revisionista frente a la practica matemética habitual, no la res-
petan en su totalidad, ya que rechazan principios ldgicos como el del tercero ex-
cluido y matematicos como el axioma de eleccion.

El estructuralismo aparece como una corriente que preténde dar cuenta de la
objetividad de los enunciados mamaticos, sin que ello implique aceptar la exis-
tencia de un “tercer reino” de objetos ni cambiar la practica matematica habitual.

En este trabajo, pretendo mostrar cudles son las principales tesis de una de las
versiones del estructuralismo, 1a version ante rem que Stewart Shapiro desarrofla
en Philosophy-of Mathematics: Structure-and Onitology, y realizar una evaluacién erf-
tica de la misma.

Comencemos sefialando que mientras para el realismo ontolégico la matema-
tica estudia objetos independientes entre si, para los estructuralistas, la esencia de
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un objeto matemético consiste fricamente en sus relaciones con otros objetos.
Asi, la esencia del nimero 2 es ser el sucesor de 1, el predecesor de 3, el primer
nimero primo, etc.

Para los estructuralistas, un sistema es una coleccién de objetos con ciertas re-
laciones determinadas entre ellos, una estructura es la forma abstracta de un sis-
tema y un objeto matemético no es mas que un lugar en una estructura.

Los lugares o posiciones de una estructura pueden verse de dos formas: 1%)
Como puestos a ser ocupados por determinados objetos. 2%) Como objetos en si
mismos.

La aceptacion de la primera concepeion sobre los lugares de'una estructura es
propia del estructuralismo in re cuyo principal representante és Michael Resnik.
El estructuralismo ante rem adhiere a la segunda forma de concebir los objetos
matematicos. Otro rasgo fuerte del estructuralismo ante rem es la afirmacion de
que las estructaras existen sean o no ejemplificadas en un reino no estructural.

Caben ahora dos preguntas: 1 ;Cuéndo es adecuado decir que dos sistemas
tienen la misma estructura? y 2% ;Qué nos. permite asegurar queé una estructura
matematica existe?

Comencemos abordando 1a primera cuestion. Una de las posibilidades es de-
cir que dos sistemas tienen la misma estructura. si son isomorfos; es decir, si hay
una correspondencia biyectiva entre los objetos y relaciones del primer sistema y
los objetos y relaciones del segundo sistema.

El problema del isomorfismo es que no explica totalmente lo que se-afirma in-
tuiivamente cuando se dice que dos sistemas tHienen la misma estructura. Asf, se
podria decir que el sistema de los nitmeros naturales con la adicién y el producto
ejemplifica la misma estructura que el sistema de los niimeros naturales con la
adicién, el producto y el orden (0<1<2<3...). Sin embargo, estos sistemas no son
isomorfos por tener diferentes conjuntos de relaciones, el primero no tiene la rela-
cion binaria <, aun cuando la relacién de orden es definible en términios de la adi-
cibrix<ysiystlosidz(z=0&x+z=y).

Resruk formulé una relacién méas adecuada para caracterizar cuando dos sis-
temas tienen la misma estructura. Primerc ha de verse qué es un subsistema
completo: sea R un sistema y P un subsistema de R, se dice que P es un subéiste—
ma completo de R si tienen los mismos elementos y se pueden definir todas las
relaciones de R en términos de las relaciones de P. La tnica diferenciaentre P y R
es que en P se omiten algunas relaciones que aparecen en R. Los sistemas M y N
son equivalentes si hay un sistema R tal que M y N son isomorfos a subsistemas
completos de R.

Con respecto a la segunda cuestién, Shapiro expresa que una estructura existe
si hay una axiomatizacién coherente de efla. El problema que surge es que es la
coherencia. Lo mds inmediato parece la jdentificacion de la “coherencid” con la
“consistencia”, de modo que si no se pueden derivar consecuencias contradicto-
rias de un comjunto de axiomas, entonces aquellos axiomas describen al menos
una estructura. Shapire expresa que esta tesis pareciera basarse en la idea expre-
sada en el teorema de completitud de Gidel segim el cual si un conjunto de sen-
tencias de primer orden es deductivamente consistente, entonces el conjunto de
sentencias es satisfacible, Sin embarge, en segundo orden estono es asi,
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Para Shapiro, la nocién de satisfacibilidad arroja mayor luz sobre lo que es la
coherencia: un conjunto I' de sentencias es satisfatible si hay un sistema en el que
cada miembro de I es verdadero. Fsto no implica que se defina la colierericia eh
términos de satisfacibilidad, pues decir que un conjunto I de sentencias es satis-
facible es decir que-existe un modelo-de T en 1a jerarquia acumulativa; ahora bien,
1a jetarquia acumulativa es otra estructura, por lo que habria que demostrar que
es coherente, For ello, la coherencia no debe, segiin. Shapiro, ser definida en tér-
minos de satisfacibilidad. La coherencia debe ser una nocién, primitiva, intuitiva,
no réducible a nada formal.

Asi pues, una estructura existe si es descripta por un conjunto coherente de
sentencias, estando la nocién de coherenicia relacionada con la de satisfacibilidad.
Ahora bien, ;de qué clase de existenicia se habla cuando se habla de la existencia
de estructuras? Shapiro expresa que las estructuras mateméticas tienen existencia
objetiva; ahora bien, el modo en gue aprehendemos las estructuras. y €l modo en
que dividimos el universo iatematico en estructiiras, sistemas y objetos depende
de los recursos lingilisticos.

Llegados a este punto cabe preguntarse, jes el estructuralismo una filosofia de
las mateméticas satisfactoria?, jresuelve los problemas que esta disciplina plan-

tea? Sostenemos que el estructuralismo responde satisfactoriamente algunas cues-
tiones de Ia filosofia de la matemética, mas no otras,

Comencemos sefialando algunos de los problemas. que el estructiralismo re-
suelve, a saber:

1. El problema de Julio César:

En Los Fundamentos de Ia Aritméhica, Frege plantea la cugstion del valor dé verdad
del enunciado “Julio César = 2", T.a pregunta es importante para Frege, puesto
que si-el -dos es un objeto (- para Frege lo es), entonces, puesto que Julio César
también lo es, debe estar determinado si son iguales o distinios.

Para el estructuralismo, una adecuada filosofia de la matemdtica no. necesita
responder a cugstiones como ”;Julio César = 2?” El ntimero 2 es un. lugar-en una
estructura de los ritimeros naturales. Asi, es posible afirmarquel=1oque1#4.
Se pueden buscar identidades entre los niiineros denotados por diferentes des-
cripciones en €l lenguaje dé la aritmética, pero esto es muy diferente a preguntar-
se por la identidad entre un higar-en Ia estructura de los nimetos naturales y un
objeto de otre tipo. La identidad entre loy ntimeros naturales estd determinada,
pero no la identidad entre némmeros.y otra clase de objetos o posiciones de otras
estructuras,

2. Multiphcidad de estructuras.

La filosoffa de la matemética puede hacer preguntas del siguiente Hpo: ;qué
geometna es'verdadera?, ;1 euclidiana ola no euclidiana?; jqué reduccién de los
nameros a la teoria de conjuntos es la adecuada?, ;la de Zermelo o la de von

Neumann? El estructuralisimo pretende resolver esta clase de problemas de dos
maneras diferentes.

1. Frente a cuestiones como qué geometria es verdadera, el estructuralismo res-
ponde de la siguiente forma: ambas teorfas. describen estructuras existentes
desde el momento en que expresan un conjunto coherente de férmulas,
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2. Frente a cuestiones como qué reduccién de los niimeros naturales a la teoria
de conjuntos es Ia correcta, sila de von Neumann o la de Zermelo, la respues-
ta es: es posible identificar posiciones de diferentes estructuras; asi, se puede
identificar el 2 con {@&, {&}} pero también con {{}}. Ahora bien, estas identi-
dades no se descubren sino que se estipulan. Es decir, cada objeto matematico
es un lugar en una estructura particular y los enunciados de identidad estin
determinados sélo si los términos que flanquean el signo de identidad deno-
tan lugares en Ia misma estructura; de otro modo, la identidad es una cuestién
de decisién basada en la convendencia. No cabe preguntarse s1 2 es {&, {@}} o
{iel)

3. Relacidn entre matemdtica y ciencia.

El estructuralismo explica de manera parcial la relacién entre Ia matemética y el

universo no matematico. Los elementos del universe exhiben estructuras mate-

miticas en sus interrelaciones. Esto se debe a que los sistermas de objetos ‘gue
cumplen Jas leyes fisicas expresadas en témtinos mateméticos son ejemplificacio-
nes-de una estructufa matematiea en un 4rea fisica en particular. Por ello, la rela-
cién entre la matemadtica y el universe material es, en parte, un caso especial del
antiguo problema de la efemplificacién de los universales.

La explicacién de la aplicacion de la matematica tiene también sus limitacio-
nes que veremos més adelante.

Ahora bien, més alld de los problemas a los que el estructuralismo da. solu-

cién, sostenemos que hay cuestiones para las que no tiene respuesta adecnada, a

saber:

1. Problenus de determinaciGn de le naturaleza de los objelos matemiiticos,

Hellmar, en su conferencia dada en e} Seminario de Logica de la Univérsidad de
Barcelona en 2000 “Three Varieties of Mathematical Structuralism”, realizé algu-
nas observaciones criticas al estructuralismo ‘ante rem que expongo a coitinua-
cidn.

Si un objeto matemidtico es s6lo el Iugar en una estructura, siurge el siguierite
problema: considérense estructuras que admiten automosfistios ng triviales co-
mo la:que permuta 1y -1 en el cuerpo de los enteros. Los elementos relacionados
en estos casos por el automorfismo comparten todas las propiedades relaciorales;
por ello, el estructuralismo ante rem deberfa identificarlos. Sin embargo, no:son lo
mismo.

Segin Hellmann, lo anterior estd relacionado con el problema de la inteligibi-
lidad de las relaciones puramente estructurales. Si se considera la estructura de
los ntimeros naturales desde la perspectiva de Shapire, los numerales denotan
Tugares en una estructura fnica y arquetipica que refleja lo- que todas las progre-
siones tienen en comiin. Los lugares estén absolutamente determinados por una
funcién de sucesién. Ahora bien, es posible entender una relacion de sucesion, un
orden, en sistemas de objetos conocidos, como por ejemplo, los ordinales de Zer-
melo o von Neumann. Sin embargo, pareciera muy dificil entender una relacién

como la de sucesién sin conocer la naturaleza de los elementos que se ponen en
sucesion.
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2. Problemas de aplicacion.

En un articule de 1983, “Mathematics and Reality”, Shapiro sostiene que la tela-
cién entre las matemadticas y laciencia es basicamente la siguiente: 1) el matemati-
co conoce estructuras matematicas, 2) el cientifico descubre estas estructuras
ejemplificadas-en objetos fisicos ¥ 3)-el conocimiente matemético que se tiene de
la estructura se usa luego para sacar conclusiones de la estructura ejemplificada.

Las posiciones de Shapiro. en el trabajo citado son problematicas; pensemos,
por ejemplo, en que es indudable que existen “objetos mateméticos” (como los
nimeros imaginarios) que tienen importantes aplicaciones en ingenierfa pero que
no representan objetos fisicos. En Philosophy of Mathematics, Shapiro es conciente
de esta dificultad y expresa que debe extenderse su explicacién de la aplicacion.
Apela a la nocién de modalidad y expresa que la ciencia no se limita a estudiar
sblo sistemas reales sino también sistemmas posibles, la ciencia estudiaria las con-
trapartes idealizadas de los objetos fisicos. Ahora bien, podemos. decir que esta
dfitmacién, aunque pretende resolver el problema planteado, oscuirece bastante
las relaciones entre las estructuras mateméticas y la realidad.

3. La inutilizacion de la actwvidad filoséfica.

Quine realiz6 una importante distincién entre ontologia e ideologia. La ontologia
de una teoria estd determinada por los objetos que dicha teoria acepta. La ideolo-
gia estd dada por las nociones que dicha teorfa contiene.

Normalmente, se suele hablar de un eqitilibrio compensatorio entre ontologia
e ideologia. Considérese el siguiente ejemplo:

Field, en su Science without Numbers, defiende una posicién nominalista segin
la cual todo es concreto y no hay objetos abstractos. Considera a los ntimeros ob-
jetos abstractos y por ello los rechaza. La ontologia de Field no incluye nfimeros
perosi puritos y regiones del espacio-temipo concebidos euclidianaments,

Seguin Field, su teorfa del espacio tiempo no necesita de la matematica, la ma-
temdtica es conservadora con respecto a su fisica. Es decir, cada vez que g es una
consecuencia de P (teoria fisica) + 5 (enunciados mateméaticos) combinados, ¢ es
una consecuencia sélo de P, claro estd, si g no contiene términos matematicos.

Field sostiene que para dar cuenta de la aplicabilidad de las matemaéticas no
se necesita que existan objetos mateméaticos, sino sélo-de su posibilidad, que estos
puedan existir. Field ‘propone un. intercambio compensatorio entre ontologia e
ideologia eliminando los objetos abstractos (como conjuntes y nitmeros) y acep-
tando nociones primitivas comola de posibilidad l6gica.

Shapiro sefiala que esta perspectiva es erronea puesto que ¢l espacio-tiempo
de Field es equivalente al sistema de cuddruplos de niimeros eales R4, Shapiro
expresa que si dos teorfas involucran la misma estructura, entonces, sus comple-
jos ideologia/ ontologia son equivalentes. De alli que rechace que Field haya pro-
ducido algtin aporte de importancia.

Esta linea de argumentacién aparece en el fratamiento de otros temas. En Phi-
losophy of Mathematics, hace referencia a varias teorias alternativas al realisto que
pretenden dar cuenta de la matematica como el estructuralismo modal de Hell-
man, &l neoconstructivismo de Chihaia y la cuantificacién plural de Boolos. Sin
embargo, Shapiro considera que estas propuestas poco o nada aportan porque
son traducibles al realismo.
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Témese como referencia la propuesta de Hellman. La ideologfa del estructura-
hismo modal de Hellman contiene operadores de posibilidad y necesidad l6gica.
Hellman sostiene que la parte modal del lenguaje permite evitar compromisos
ontolégicos. En vez de decir que existe una estructura de niimeros naturales, sos-
Hene sélo que es posible que dicha estructura exista.

Shapiro advierte que hay una traduccion directa del lenguaje realista al len-
guaje estructuralista modal y viceversa. En términos generales, de lo que se trata
es de reemplazar posibilidad por satisfacibilidad y necesidad por verdad l6gica v
viceversa.

Dos teorfas son definicionalmente equivalentes si hay una funcién fi de la cla-
se de sentencias de T en la clase de sentencias de T* y si hay una funcién 2 de la
clase de sentencias de T* en Ia clase de sentencias de T tal que:

1. Ay fapreservanambas la verdad o su correspondiente en el caso no realista.
2. Para cualquier sentencia @ de T, f2 fi (©) es equivalente a ®en T y para cual-
quier sentencia ¥ de T%, fif2 (¥) es equivalente a ¥ en T*.

S1 dos teorias son definicionalmente equivalentes, tienen la misma -estructura,
de alli que Shapiro exprese que las teorfas de Field, Hellman, Chihara y Boolos
tienen la misma estructura que la teoria “realista” esténdar por lo que nada se
gana con ellas.

Ahora bien, cabe preguntarse, jes lo mismo aceptir utia ontologia que acepte
objetos abstractos que no aceptarlos?, ;es lo mismo explicar la matematica desde
una posicién realista que desde un posicién modal? Shapiro parece dar por hecho
que si dos teorias son traducibles, explican Ias mismas cosas y hablan de lo mis-
mo. Pero ;habla de lo mismo quien sostiene que hay niimeros y quien sostiene
que'no los hay? De aceptarse este aspecto de la propuesta estructuralista, perderia
sentido la propia actividad de la filosofia de las mateméaticas. El propio Shdpiro
adlara que las tres formas de estructuralismo (in re, modal y anfe rem) son defini-
cionalmente equivalentes y que son indistinguibles en lo ontolégico y lo ideoldgi-
co. Pero, si la propuesta de Hellman es definicionalmente equivalente al reahsmo
y los estucturalismos in re y ante rern son definicionalmente equivalentes, enton--
ces, cabria pensar que Ja propia propuesta de Shapiro es definicionalmente equi-
valente al realismo. Si esto es asf, ;qué viene a aportar la propia propuesta estruc-
turalista anie rem de Shapiro? De legar a las dltimas consecuencias de la feorfa de
Shapiro habria que sostener que la propia reflexién filoséfica sobre estos temas
carece de sentido.
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