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Perspectivas en la axiomatizacion de la
logica computacional cuantica

Andrea Costa®/ Graciela Domenecht / Héctor Freytest

Introduecion

Desde los conuenzos de Jas matemdticas, sistemas sencillos como los dedos de las
manos, palitos y Iuego el abaco se vienen utilizando para representar entidades
matematicas y operaciones entre ellas, Y tan pronto como se hizo visible la rela-
cién entre operaciones de la aritmética elemental y secuencias de procedimientos
implementables fisicamente, los disefios pioneros de Pascal y Leibniz los trasla-
daron a dispositivos mecanicos que por primera vez nos relevaron de tareas te-
diosas como la de multiplicar dos enteros grandes.

Al igual que Ia suma o la multiplicaciéon de nmeros, también el caleulo del
camino mas corto entre dos sitios, del drea de una figura o de los esfuerzos sobre
los postes de un puente son tareas que tienen la estructura “entrada ~» cileulo —
resultado” y fa parte de cdlculo es siempre realizada por un sistema dinamico que
evoluciona en el tempo. Para hacer un célculo, es necesario asi buscar tn sistema
fisico tal que su evolucién temporal se corresponda con ese calculo y darlelos da-
tos de enfrada como condiciones iniciales de la evelucién. Su estado final proveera
el reésultado buscado.

Hay ejemplos asombrosos de computadoras andlogas que fueron disefiadas
para resolver un finico problema, como la de Lord Kelvin, que utilizaba ruedas y
Ja friccién y presién de fluidos para hallar la solucién de una ecuacién diferencial.
O el procedimiento de Gaudf para encontrar las dimensiones y formas de los ar-
cos de la iglesia de La Sagrada Familia en Barcelona, que consistia en anudar y
colgar conjuntos de cuerdas de largos adecuados, dejar que la gravedad “calcula-
ra” la forma de todos los arcos y “leer” el resultado mirando la estructira en un
espejo. Estos modelos de “maquinas” disefiadas para realizarun unico célculo,
cronoldgicamente con anterioridad a la invencién de las computadoras reales,
sugirieron el modelo matemético para una computadora universal -la maguina
de Tuaring [T]- y la tesis (de Church-Turing) indemostrable pero ampliarherite
aceptada de que cualquier funcidn que se puede calcular de alguna forma, también se
prede calcular medionte un procedimients inecinico por medio de una mdquina de Tu-
ring, lo que equivale a decir: por un dispositive fisico razonable. Y aunque hay
muchas mds funciones que maneras de cal¢ularlas -porque el niimero de maqui-
nas de Turing es contable mientras que el conjunto de las familias de funciones
no lo es- el costo de hacerlo es crucial aun para las que pueden calcularse, costo
que se evaliia en términos de los recursos fisicos necesarios para Ia operacion. La
divisién usual entre los problemas que se consideran trafables i los que no se con-
vierte, desde la aparicién de las computadoras digitales, en calculable eficienternen-
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te 0 10, y esto se relaciona con el tempo de calculo ~tipicamente el que crece poli-
némiéa o exponem:ialmente con el tamafio de los datos de entrada. Los proble-
mas eri el segundo. conjunto se consideran intratables.

La teoria de la computacién cudntica

Lo que es importante extraer de este resumen es que la pregunta acerca de qué es
calculable es asimilable a Ta pregunta acerca de cudles sistemas fisicos pueden ser
realizados y con qué eficiencia evoluc:lonan hacia el resultado. Y la posibilidad de
que los dispositivos que evolucionan para Ilegar al resultido sean cuénticos, o
sea: la posibilidad de algoritmos cuénticos, lleva a que sea factible resolver pro-
blemas clésicos en tiempo mucho ‘menor -en algunos casos exponencialmente
menor- que con algoritmos clasicos. Ejemplo de esta situacién es el algoritmo de
Simon [S] para el problema del ordculo -en la que se da 2 la computadora una
funcién como una caja negra y la computadora tiene que calcularla sin conocer el
c6digo de la funcién- que Ileva tiempo qiie aumenta exponencialmiente e uria
computadora clésica (problema intratable) y cuadréticamente en una computado-
ra cuéntica, lo que lo convierte en tratable. Pero fueron las claves de encripta-
miento [RSA] las que concitaron gran interés por las computadoras cudnticas. Las
claves se sostienen en la conjetura de que la multiplicacién de enteros es mucho
més sencilla que su factorizacion, y precisamente ¢l problema de la factorizacion
estd entre los que cldsicamente son miratables pero se convierten en fraiables de-
bido a que en un procesamiento cudntico (como el algoritmo de Shor [Sh]} pue-
den utilizarse evoluciones adecuadas de sistemas fisicos en estados tipo “gato de
Schrddinger” defintendo nuevos conectivos 16gicos.

La teoria de Ja computacién cuantica [NG] sugiere una caracterizacién seman-
tica para una nueva forma de l6gica cuéntica diferente de las ortolégicas, donde
el significado de una sentencia esta asociado a un vector en el espacio de estados
de un sistema fisico y los conectives l6gicos son interpretados como compuertas
logicas. La literatura acerca de Ja QCL reconoce la inéxistencia dé una axiomati-
zacién para esta l6gica. Una técnica candnica para realizar una axiomatizacién es
a partir de una estructura algebraica que se toma como modelo de Ia légica de
manera de que sus propiedades deductivas se traduzcan en propiedades alge-
braicas [H]. Dicha estructura algebraica debe tener suficiente riqueza como para
espejar todos los procedimientos deductives. Nuestro abordaje del problema se
enmarca en esta perspectiva algebraica, En ella, los conectivos bésicos de QCL, al
igual que los conectivos boolearios clasicos, pueden entenderse como generaliza-
cion de operaciones aritmético-l(’)gicas De las propiedades que satisfacen dichas
operaciones se extrae el comportamiento de los correspondientes conectivos.

Como es sabido, los conectivos de la 1ogica clésica pueden porierse en ¢orres-
pondencia con sus tablas de verdad asociables a su vez & operaciciies dritifiéticas
en base numérica 2 que es ¢l sustrato operacional de la computacién clasica. Las
unidades de informacién que la computacién cldsica procesa son los bits, que to-
man valores “verdadero” (= 1) o “falso” (= 0). El andlogo cuéntico a la umidad de
informacion clasica es el qbit, cuya representacién se realiza por un vector en un
espacio vectorial complejo de dimensién dos con producto interno. Por analogfa
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con los hits clasicos Hamamos {|0), {15} a los elementos de una base ortonormal en
este espacio, la base l6gica. Luego, un gbit |¢) normalizado viene dado por:

| = al0)+B[1) con ja2 + b2 = 1

Una rutina en computacién cuéntica puede describirse de la siguiente manera:
preparamos un sistema de qbits en un estado inicial (que es equivalente a una va-
luacién de letras proposicienales, esto es; una fila de la matriz de datos de una ta-
bla de verdad en el caso clésico) y Jo sometemos a un conjunto de transformacio-
nes representadas por conectivos 16gicos en el sentido de la QCL. Durante este
proceso la informacién esta codificada en estados cudnticos del tipo “gato de
Schrodinger” que carecen de analogo clasico. Precisamente la posibilidad de pro-
cesar estados de este tipo, que implica explorar varias posibilidades al mismo
tiempo, es la que aumenta enormemente Ia eficiencia de Ia computacién cudntica
respecto de la clasica. Para obtener el resultado de la aplicacién de los conectivos
al estado inicial {cuya contraparte clasica es hallar el valor de la férmula respecto
de la valuacién de variables dada) es necesario convertir la informacién cudntica
en clésica, Io que se realiza en términos de la medicién del sistema fisico (proyec-
cién sobre la base I6gica). Este procedimiento (“tabla de verdad cudntica”) es un
algoritmo probabilistico. Esto es, podemos correr exactamente el mismo progra-
ma dos veces (“realizar exactamente los mismos pasos en la construccién de una
tabla de verdad cudntica”) y obtener diferentes resultados debido a la aleatorie-
dad del proceso de medicién cudntico. Es decir, lo que el algoritmo genera es una
distribucién de probabilidad de resultados posibles.

Conectivos bisicos en QCL

En QCL algunos conectivos son generalizaciones de conectivos clasicos, més pre-
cisamente de {—, A, v}, y otros son conectivos propios que realizan operaciones
sin andlogo clasico Asi, por ejemplo, la negacién acttia del siguiente modo sobre
los elementos de la base légica de un qbat:

0y &
2 10

Esta operacién es equivalente a la aplicacién del operador Iineal oy de Pauli al
qbst inicial, operador que en esta base se representa matricialmente por:

0 1
1 0

La conjuncién aplicada sobre los mismos elementos de la base realiza el si1-
guiente proceso.




] A
(10 10) | O}RN0YRI0)
(10 1)) | OYSLSI0)
[ (@10 T yeeio;
(1, 1) | eer)

donde ® simboliza el producto tensorial. Y la disyuncién se define a partir de las
leyes de De Morgan.

Uno de los nuevos conectivos es Y — que transforma los vectores de la base en
combinaciones lineales 'de ellos mismos:

- . |
O (5 - S Y05+ 5w
m| (5 + S me (2 - Lom

N N

Lenguaje proposicional en QCL _

Definimos un lenguaje proposicional Loc para QCL de la manera habitual a pattir
del siguiente alfabeto: (P, —, A, v, V=) siendo P el conjunto de férmulas atémicas,
Es claro que Y= es un conectivo unario mientras que el resto preserva la aridad
original.

La interpretacién natural de Loc se realiza sobre H, @n (2, es decir Ja uruén de
los productos n-tensoriales de los espacios vectoriales C2 de cada gbit. _‘

El valor de verdad para una férmula a de Loc se obtiene a partir de Ia proba-
bilidad asignada a la interpretacién de dicha férmula.en ~.®" (2, la que se calcu-
la con la prescripcién usual de Ja mecénica cuantica (la regla de Born). Notamos
como p(a) a esa probabilidad. Siguiendo esta definici6n de valuacién, se dira que
a es una QCL-tautologia si y séle si p(a) = 1. La idea de consecuencia seméantica
“F" inducida naturalmente por la asignacién de probabilidad viene dada por:

@ kB sup(e) <p(p)

Es un problema abierto hallar una teoria de deduccién “}” compatible con la
1dea de consecuencia 16gica en QCL, es decir que o } B sii a kB [CDCGL]. Para

resolverle desde la perspectiva algebraica, debemos encontrar una clase de es-
tructuras en la que sea definible una operacion cuyo reflejo sintictico sea el que
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provee un sistema deductivo, Es claro que dicha estructura debera contener como
caso particular a U @« (% pues este espacio es la interpretacién natural de Loc
Un requerumento "tnicial operacionalmente adecuado es el de un erden parcial
“<” con elemento maximo “T" y una operacién de implicacébn “—" tal que a <b
siysélosia—» b= Ty esto, enel caso de U ® (2, debe sera suvezequivalente a
e p(a) < p(b) Desde este punto de vista Ta dificultad que tiene QCL es que

J @1 C2 no tiene un orden parcial inducido a partir de las probabilidades y las

operacxones - ALY f—., no lo proveen,

Conclusiones

Proponemos forzar la mtroduccién del conechivo — para eubrir la mencicnada
deficiencia y proveer a U ®" C? de un orden compatible con lds asignaciories de
probabilidad, expand1endo asi como minimo el lenguaje para Lo a un alfabeto
de la forma: (P, -, A, v ¥ -, T).
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