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Invencidn, virtudes epistémicas del rigor formal y
los supuestos leibnizianos de la “nueva logica”

Norma B. Goethe*

L Introduccién

Hacia el final de su carrera, Frege dicta en Jena los cursos “Begriffsschrift I (1910-
1911), “Begriffsschrift 11 (1913} y “Légica en la matematica”.! Este tiltimo fue dic-
tado en el verano de 1914, Segtin sus notas de clase, Frege vuelve a exponer aquf
su idea de que la matemaética posee vinculos muy estrechos con la légica. Con
ninguna otra disciplina son tan intimos sus vinculos, Y si entendemeos que la 16gi-
ca forma parte de la filosoffa, en ese caso habra “un vinculo especialmente estre-
cho entre la matematica y la filosofia”. (PW 203)

Cuando Frege comienza a plantear esa idea, hacia fines del siglo diecinueye,
tal punto de vista estaba lejos de ser obvio. Por una parte, la disciplina de la 16gi-
ca era ignorada en esos momentos por gran parte de:los matemdticos; a pesar de
que la geometria clasica hacia uso sustancial de la deduccién y hasta el siglo die-
cisiete habia sido considerada el paradigma de exposicién cientifica. Por-otra par-
te, los temas de l6gica y epistemologia se ‘confundian frecuentemente con aspec-
tos psicolégicos desdibujando su propio ambito de investigacion tebrica. Esto: tl-
timo parecerfa explicar en parte por qué muches matematicos no acordaban con
Frege acerca del estrecho vinculo entre matemética y Iogica, y no deberfa sor-
prendernos encontrar a Frege polemizando contra el amado “psicologismo” erila
logica. 2 En Grundgesetze (1893) se queja de la falta de cooperacién entre matenid-
ticas y filosoffa: lo que hace imposible una colaboracion fructifera entre matemis-
ticos v 16gicos €s, septn Frege, preciserignte Ta prevalencia del “modo-psicolégi
co” de investigacién. {GG XXV) ;Cémo es posible que esta disciplina tedrica, la
ciencia de la 16gica, que segiin Leibniz constituia “1a ciencia-de todas las ciencias”
{legara a este predicamento?

Frege aboga por un enfogue de la 16gica como ciencia tedrica de maxima ge-
neralidad, una clencia que estudia todo lo que “séa necesario para la inferencia
valida”, y que partiendo del énfasis en el valor epistémico del “modo deductivo
de investigacién” afirma su intimo vinculo con la matematica. Hay un contexto
histérico importante que debemos; tener en cuenta a fin de arrojar luz sobre los es-
fuerzos que realiza Frege en st defensa de esta idea lejbniziana. Dos grandes cri-
ticos de la logica aristotélica se destacan en ese contexto: Descartes y Kant. en el
siglo diecisiete y dieciocho respectivamente. Frente a tales criticas, dos matemati-
cos vuelven la mirada hacia Aristételes en defensa del modo deductivo de infe-
rencia proponiendo una vision de la légica come disciplina tedrica de maxima
generalidad con sus propios conceptos y sus propias leyes. En el primer caso, y
frente a las criticas de Descartes, es Leibniz quien sale a la defensa del valor epis-
témico de los procesos de inferencia cldsicos y el valor-heuristico del rigor formal.
En el segundo caso, es Frege quien reacciona frente al psicologismo reinante, cu-
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yas puertas de acceso se hiberaron a partir de la critica kantiana y una recepeién
ambivalente del cartesianismo en la epistemologia. Ambos defensores d¢ la l6gica
clasica, de diversos modos ¥ en momentos distintos, buscaran restablecer su in-
fimo vinculo con la matemética,

II. Razonamiento deductivo y la pobreza de la légica tradicional segin
los criticos modernos

Segtin Frege el psicologismo confunde el “modo deductivo de la inferencia” con
el “modo psicolégico” de investigacién. Como se Ilegd a esta confusién concep-
tual es una cuestién compleja que se vincula con un importante capitulo dela his-
toria de la ciencia. Parte del problema se remonta a Ia recepcion de cuestiones me-
todolégicas relevantes al desarrollo de la geometria analitica y el surgimiento de
Ia nueva ciencia en el siglo diecisiete.3 Descartes, quien estd interesado en reglas
para la adquisicién del conocimiento, cuestiona la 16gica aristotélica, cuyos prac-
ticantes llama ‘dialécticos’ por defender una “16gica de la ilusién’. Las reglas for-
males de la 16gica no ofrecen ninguna guia (til para la biisqueda de nuevas ver-
dades, més adn ellas mecanizan el razonamiento dejando a la razdén desocupada
(‘en chémage’) en vez de involucrarla activamente en la resolucion de problemas.
Segtin Descartes, la formalidad de la l6gica representa un obstaculo para la clari-
dad y atencion del agente en los procesos cognoscitivos.t Al igual que Wallis y
otros matematicos del siglo diecisiete Descartes sostiene que el “modo sintético”
de presentacién de los textos de geometrfa cldsica no muestra el auténtico camino
por el que se ha llegado al descubrimiento de nuevas verdades En general, tales
atagues criticos de la tradicion hacen hincapié en la falta de valor epistémico de la
inferenicia deductiva y la pobreza de la logica como forma de representacion del
conocimiento. De nids esté decir que la crifica asi formulada se prestarfa a gran-
des confusiones. ;Pues no defendia acaso Descartes el ideal epistémico de'la in-
tuicidn y la-deduceién como dnicas vias para el conocimiento en sus escritos me-
todolégicos? La ambigiiedad del término latino “deducere” en el texto de las Re-
glas, cuya traduccién oscilaba entre “deduccién’ e ‘induccién,” contribuy6 a que la
distincion cldsica entre esas formas de inferencia se hiciera borrosa. Inscribiénido-
se en esta linea de ataques, Kant critica la l6gica tradicional a la que también 61
Tlatna *dialéctica’. Tanto Descartes como Kant rechazan el silogismo como“fokmas
flusorias’ de conocimiento. Con su ensayo “Die Falsche Spitzfindigkeit der vier
Syllogistischen Figuren erwiesen” (1762), Kant plantea justamente las primeras
ideas que {levarian a su proyecto de una mvestigacién frascendental. Su critica
de la logica tradicional conlleva una critica de la defénsa y revalorizacién de la
l6gica en su vinculacidén con la matematica por parte de Leibniz$ En el siglo die-
cinueve, Bolzano (1837) y Frege (1879, 1884, 1893) retoman la defensa del punto
de vista leibniziano. Este es el marco de referencia histérice del que parte Frege
cuando sostiene que la matematica posee vinculos intimos con la logica.

IIL. La ciencia de la 16gica y Ia “esencia de la explicacion”

El punto de partida de Frege es la matemdtica En matematica, Frege es fiel a la
tradicidn clasica que aspira a la presentacién sistemética de una disciplina y que
sus criticos llaman “el mito euclidiano” 7 Frege distingue entre el progreso de la
historia de las ciencias y su exposicién sistemdatica: una ciencia séle Hega a su ma-
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durez cuando se sistematiza. En ese sentido, la matemdtica estd en una posicién
privilegiada entre las ciencias por el nivel de precisién y rigor que puede alcan-
zar.

Sm embargo, seria equivocado afirmar que por defender un revisionismo. a ul-
tranza, Frege ignora la practica matematica. Lo que vemos es una ambivalencia
constante entre la prictica matematica y las exigencias de la disciplina que estan
guiadas por una visién filosofica del conocimiento cientifico. Esta tiltima plantea
dos tipos de exigencias. En primer lugar, se plantea la exigencia de sistematiza-
cién. Este objetivo teérico conduce a la exigencia de rigor formal en la forma de
expresién. Tal exigencia motiva la invencién de una nueva notacién, segiin Frege
“un instrumento mas sofisticado” gue ¢l lenguaje empleado en la practica mate-
mética comiin. En segundo lugar, y subyacente a esta primer exigencia estd el re-
quisito méas fundamental de.ofrecer una explicacién del conocimiento matematico
a través de la construccion de pruebas Gltimas que-expliciten las razones para. la
aceptacién de las verdades de la aritmética revelando asi su encadenamiento 16-
gico. Este tipo de explicacién debe distifiguitse de una-exphcacién histérica-que
muestra el camino y las circunstancias por las que se ha Tlegado en cada casca la
verdad. Segiin Frege la “esencia de la explicacion” reside en el hecho de que“una
multiplicidad de conocimientos se presenta conig regido por uno sélo o-muy po-
cos enunciados”. (PW 36)

El desarrollo histérico de una ciencia es incompatible-con las exigencias de:sis-
tematizacién. En una presentacién cientifica de la matemética no hay- lugar para
el enfoque historico de I investigacion, aunqgue éste pueda ser-de utilidad desde
la perspectiva de la didéctica de esa disciplina. No-hay lugar en la matematica pa-
ra la historia ni la psicologia. Y ésto esalgo que segtin Frege la ciencia de la logica
debe tomar en cuents, a fin de apreciar su éstrechs viheule con la matettatica,~

IV. Tres ideas leibnizianas y la preocupacién clasica por la explicaciéon
Frege concibe su nocién de prueba en el contexto de su programa logicista, el cual
Se propone mostrar que las leyes aritméticas se fundan en leyes puramente logi-
cas, en particular, que “el modo de inferencia aritmética” (i. e, la induccidn ma-
tematica) puede explicarse por medic de nociones puramente 16gicas.t

Se trata de un contexto epistémico en el que Frege asume la idea clasica de
prueba genuina: una verdad matematica nos remute a la concatenacién de razones
que muestran su validez. Frege-se’apoya aqui en una ided leibniziana: a fin de te-
ner conocimiento de una verdad y aceptarla como tal, es indispensable compren-
der su prueba a prior.? Se sigue de esta idea que (1) toda inferencia legitima debe
partir de premisas aceptadas como verdaderas.™? Esta idea fundamental se vincu-
la ademds con dos supuestos importantes. (2) el orden de las verdades que son
razones es un orden objetivo y (3) el orden sélo ‘puede ser capturado por un sis-
tema. En otro lugar argumenté que estas tres ideas provienen de Leibniz. ** Agre-
go aqui que se trata, en efecto, de tres ideas clasicas.12

En el contexto de sz logictsme, Frege nos habla de la solidez de una prueba
‘puramente légica’. La forma “maés confiable de desarrollar una prueba” es la que
se basa en leyes puramente logicas. (BS TH) Estas leyes, por ser de muixima generd-
lidad, estin a la base de todos los dmbites del conoctmiento tedrico. Frege también habla
del ‘fundamento’ mds sélido para la verdad. Que una prueba légica sea més con-
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fiable y brinde el fundamento mas sélido sugiere que la certeza de la aritmética
constituye su principal objetivo. Pero Frege nos recuerda la distinci6n clasica en-
tre pruebas que convencen y pruebas que explican, y que:

Una prueba sirve no sélo para convencernos de Ia verdad de aguello que
se prueha, smo que también sirve para revelar Jas conexiones1ogicas entre
las verdades. (FW 205)

El glemplo més contundente de pruebas que convencen permitiendo obtener
certeza sin ofrecer razones para la validez de un teorema son las pruebas indirec-
tas, tales como las pruebas por contradiccion (reductio ad absurdum). 13

En cuanto a su nocién de prueba genmina, Frege plantea dos condiciones res-
trictivas: (1) las pruebas deben ser explicitas y sin saltos, es decir, deben explicitar
todos los pasos de una inferencia, aun los mas obvios, y (2) ellas deben ser prue-
bas “altimas’, es decir, deben explicitar el orden de las verdades en forma regresi-
va hasta detenerse en las ‘verdades primitivas’ (que se toman como axiomas del
sistema de derivacién). Las verdades primitivas no admiten m requieren prueba
ya que se aceptan como verdaderas a partir de la comprensién de los conceptos
basicos que contienen.1¢

Hay razones histdricas por las que Frege no habla de pruebas ‘genuinas’,
pruebas que ofrecen razones para la aceptacién de una verdad, en términos de su
capacidad explicativa, Pero esto no significa que la cuestién de la explicacion ma-
tethédtica no tenga relevancia para sus propdsitos.’> Mis &l contrario, es en el con-
texto de su programa logicista que su nocién de prueba genuina posee valor ex-
plicative. A fin de elaborar esta idea, pasamos a considerar los motivos que Hevan
a Frege a exigir las mencionadas condiciones restrictivas.

V, La conicatenacion de las verdades y Ia biasqueda de sistematizacion
Argumentamos que en su concepcién de prueba genuina, Frege parie de dos su-
puestos clasicos. {1) que la conexién y el orden de las verdadeg es objetivo vy (2)
que solo puede ser capturado por un sistema.

En Begriffsschrift, Frege presenta sus.resultados metod016g1cos que le ofreceri-
an las herramientas formales para conducir pruebas ‘estrictas’ -una notacion
apropiada para la expresién de estructuras inferenciales y un sistema axiomatico-,
El anico requisito para conducir pruebas en el sistema formal propuesto es “inter-
nalizar’ la nueva notacién y aprender a usar las reglas del sistema,; aunque la
practica de ‘conducir pruebas’ en el sistema de Begriffsschrifi no pretenidia ser un
mero ejercicio formal.

Pero en ningan lugar encontramos el miento de formular una teoria explicita
de la relacién Begrindung que a Frege le interesa capturar a través de su proyec-
tada “reconstruccién’ de las leyes aritméticas a partir de leyes logicas por medio
de pruebas estrictas Lo que vemos son diversos intentos de elucidar informal-
mente los requisitos e ideas que llevaron a sus resultados formales 16

Eni 1879, Frege trata de elucidar informalmente sus objetivos en torno a la rio-
c16n de valdez introduciendo la distincién entre el proceso cognoscitive que lleva
a la aceptacién de una verdad y su Begriindung El procese. gradual de reconoci-
miento de una verdad puede variar de una persona a otra, mieniras que la cues-
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tion de la vahidez “es una cuestién mas esiable que depende de la estructura de
un errunciado”. (BS I}

En Grundlagen der Arithmetik, Frege precisa més esta distincién. Apoyéndose
en una referencia a Leibniz Frege escribe ahora; “INuestro interés aqui no se dirige
ala hlstona de los descubrimientos que: depende de la variabilidad de las circuns-
tancias y las personas, sino que se concentra en la conexidn y el orden natural de las
verdades que es siempre el mismo” (GL par.17). Frege entiende esta ‘conexién y
orden de las verdades’ como una estrizctira objetiva de derivacién que es indepen-
diente de todo esquema axiomético particular, y perteneciendo al espacio abstrac-
to de las razones “estd ahi’ a la espera de ser capturada. Aquise plantea por cierto
la pregunta acerca de la relacién entre un sistema axiomético particular que se
proponga'y la conexién'y orden objetivo de las verdades. -

Volvamos €n este contexto a la nocién de prueba estricta. ;Qué es lo que de-
berfa garantizar una pmeba genuina? Bajo el supuesto de-que la axiomatizaeién
propuesta sea ‘apropiada’ -i.e. en el caso de que ‘refleje’ el orden ebjetivo-, una
prueba genuina revels el orden y conexién de las razones quie Tlevan & ateptar un
teorema. Segin Frege, (1) la prueba de un teorema es la totalidad de la cadena de
inferencias que conectan las verdades sm saltos desde la premisa hasta la conclu-
si6ii'y, (2) las cadenas de inferencias que poseen las ‘virtudes epistémicas” de uria
praeba genuina son las cadenas que, partiendo del teorema en cuestion, retroce-
den sin saltos hasta detenerse en las premisas que son verdades primitivas: que
no requieren pi admiten prucba,

Ambas exigencias estin estrechamente vinculadas, pero nos conceritraremos
aqui en el segundo requxs1to ¢Qué motiva ese requisito? Frege insiste en queesla
ciencia misma la que “exige una prueba de todas las verdades suscepubles de
prueba, y que el proceso de prueba no se detenga hasta Hegar a algo que nié admi-
te ni requiere prueba”. (PW 204-5) Estd claro que no se esta refiriendo aqui a la
practica matemética, sino a la disciplina como “deberfa ser’ desde la perspectiva
de una visién filoséfica del conocimiento. Al igual que otros matematicos del si-
glo diecinueve, Frege habla de la basqueda de sistematizacion come una bisque-
da legitima en mateméaticas 7 Desde esa perspectiva, también critica la fragmen-
tacién qué encuentra en la practica matematica de su tiempo. Ni siquiera Eucli-
des, quien segtin Frege habrfa tenido s6loun atisbo de:la idea de sistemia, fue ca-
paz de realizarlo plenamente, (PW 205)

En su biisqueda d¢ sistematizacién, el matematico se guia por el “ideal de sis-
tema” Segtn Frege, este ideal inchiye el supuesto de la conexdén y orderi objetive
de verdades que trata de capturar. Pero su punto de partida es ia practica mate-
matca La construccién de un sistema comienza por la. bﬁsqueda de pruebas-que
finalmente llevan a la basqueda de leyes bésicas, los principios. fundamentales.o
axiomas. Los elementos primitivos en los que:se detiene el anélisis regresivo en la
construccién de pruebas -las verdades primitivas que no admiten ni requieren
pruebas- constituyen un “niicleo de verdades” que. explican nuestro cortocimiento
basice de la aritmética:

La cenicia debe proponerse reducir al méximo €l circulo -de verdades

primitivas-que no admiten pruebas.. pues el todo de Ja matemética esti
contenido en esas verdades primitivas como en un germen. Nuestro Gri-
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€0 miterés estd en generar el conocimiento matemdtico a partir de ese nid-
cleo. La esencia de la matematica debe definirse a partir de este nicleo de
verdades, y hasta tanto no sepamos cusles son esas verdades primitivas,

no tendremos claridad alguna acerca de la naturaleza de la matematica,
(PW 205)

Frege reconoce que ésta es una pregunta filoséfica antigua que ya habifa sido
planteada por Euclides. Pero insiste en que la pregunta no es exclusivamente filo-
sofica, ya que se trata de una preocupacién que también deberia guiar Ia investi-
gacién matemdtica.

En efecto, esta idea clasica que incluye el supuesto de la conexién y orden ob-
jetive de verdades resultaria de gran valor heuristico para Frege desde los co-
mienzos de su carrera. Con su marcado énfasis en el rigor formal, esa idea moti-
va, como vimos, la bisqueda de requisitos para una prueba ‘estricta’. Como men-
cioné al comienzo, son esas exigencias las gue conducirian a Frege a la invencién
de una nueva notacion, asi como al desarrolle de la nocién moderna de-sistemia
formal. Casi dos décadas después de la publicacién de Begriffsschrift, el mismo.
Frege explica cémo Hleg6 a concebir su notacién conceptual:

Tomé consciencia de la necesidad de una notacién o escritura conceptual
cuandome hallaba en la bsqueda de los axiomas o principios findamen-
tales sobre los que descansa el todo dea matematica. Pues sdlo despuds de
haber respondido esta pregunia llegarenios a las fuentes mismas del conocimmiento
de las que esta ciencia se nutre. {CP 235, el énfasis es mio)

Fmalmente, el rigor de una prueba ‘genuina’ nos: retrotrae a las verdades pri-
mutivas que explican la naturaleza de las verdades aritméticas. De-ahi que las vir-
tudes epistémicas de una prueba puramente 16gica que dan.cuenta de su poder
explicativo aparecerian como otra idea de gran valor heuristico para Frege.

Con respecto a las fuentes del conocimiento de las que la matematica pura se
nutre -més alld de postular una “fuente de pensamuento conceptual puro”-, Frege
permanece agnéstico.18 Pues a diferencia del siglo diecisiete, hacid fines. del siglo
diecinueve, la pregunta acerca de las fuentes del conocimiento aparece peligro-
samente cercana a la pregunta acerca del origen, una pregunta psicoldgica que no
atafie a la ciencia de la logica. ' !

Notas

1 Enire los escasos asistentes a estos cursos se encontraba Carnap, CF Reck & Awodey (2004). Las notas
de clase del curso dictado en 1914 aparecieron bajo el titulo “Logic in Mathematics” Cf PW 203-251,

2 Dejamos fuera de consideracién aqui la llamada ‘dlgebra de la logica’-que en la época permanecia res-
tringida a circulos de escasa difusion tanto en filosofia como-en la investigacién matemética en general.
3CE Maat (2005),

4 CE Descartes (1984), Regla X, 4-5.

5 Para una consideracién de la préctica matematica ¥ sus criticos en el sigic diecisiete, véase Mancosu
(1996).

6 Cf Raggio (1957).

7 Para uma critica de esta tradicion, cf. Hersch (1997).

8 Frege ofrece un andlisis légico de la induccién matemética en BS par 24-26 y discute el tema en sus cla-
ses de 1914, PW 203.4.

9 Leibniz (1846, par 9).
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Wt PW 180, 261
11 Goethe (2002)

12 Esto apoya una idea de Dummett (1978, BY), quien en 1967 escribia que Frege habia tenido la geniali-

dad dewvolver lamirada hacia Aristoteles revalorando sus concepc:ones légxcas

3 Pero Frege no considera que este tipo de pruebas signifique una dificultad ya que ellas pueden ser re-

formuladas en términos de pruebas directas en su sistema, CE. Mancosu {1996, 4.3).

4 La nocién de“verdades primitivas’ que “no admiten ni requieren prueba” proviene de Leibniz (1765,

IVix2).

15 Para una discusion de este aspecto, ¢f Goethe (2005, ITI).

18 Ct. Begriffsschnft (1879), IIEVIL, Grundlagen {1884) , Grundgesetzte I (1893), XV-XIX, y Nachgelassene

Schriften {1969).

17 Para una defensa filosdfica de la biusqueda de sistematizacion por parte de Cournot, algunas décadas

antes de Frege, véase Cournot (1851, 1872) y Maricosi (1999).

18 Cf PW 26970 y GG XVIL
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