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1. Introducción 

Mecánica cuántica y cantidad 

Federico Holik* 

La definición cantonana de COI).Junto dice que: "Un conjunto es una reunión. en un 
todo de objetos clistinguibles y definidos de nuestra percepción o nuestro pensa
miento, que serán llamados los elemMtos del conjunto" [1]. Esta noción de con
junto asume explícitamente que sus elementos son entidades bien definidas y dis
tinguibles. Asunciones de este tipo son razonables porque en general, los "objetos 
de nuestra percepción o nuestro pensamiento" cumplen estos: requiSitos. Sin em
bargo, el estudio de los fenómenos que ocurren a escala de los átomos, revela que 
no es posible extrapolar a esta escala ideas tan arraigadas en nuestra intuición 
como las de dlStinguil>ilidad o id!'Ilti~d •. '!11 el ¡:niilm() "e11tidg en qu." lo J:lacelllos 
con los objetos de nuestra experiencia cotidiana .. Dicho de otro modo: hacer ex
trapolaciones de este tipo lleva. a predicciones que .difieren notablemente de. los 
resultados experimentales. Es por este motiVo que estudiar los presupuestos in
tuitivos que usamos cuando razonamos se vuelve una cuestión de primer orden 
si se quiere interpretar la microfísica, y en este contexto cobra renovada impor
tancia el problema filosófico de la indistinguibilidad o identidad de los indiscer
nibles [2]. 

En 197 4, la Sociedad Americana de Matemática organizó una reunión para 
evaluar las consecuencias y el alcance de una serie de veintitrés problemas _de .la 
matemática planteados por David Hilbert en el año 1900 [3]. quien creía que en su 
solución debían orientarse los esfuerzos de los matemáticos en el siglo- por venir. 
Uno--de-los-resultaclos--de-este--e-engt'eso -fue--la creación .de uri.a--nueva--lista-.de,pro'""
blemas, llamada Problemas de la Matemática de Hoy. El primer problema d.~ esta 
lista es acerca de los fundamentos de la matemática, y fue planteado por el m:a-
temático Y. Manin. En el planteo del problema se encuentra el siguiertte pasaje: 

Deberíamos consi_derar la posibilidad de d,esarrollax un lenguaje comple-
tamente nuevo para hablar del infinito .. ( .... ) .. Me gustarla subrayar que éste 
{el concepto de conjunto] es más bien una extrapolación de la física de 
nuestra experiencia diaria, donde- podemos_ distingu4" cosas, contarlas, 
ponerlas en algún prden,. etc. La nueva física cuántica nos ha mostrado 
modelos de entidades con un comportamiento completamente diferente 
Incluso los 'conjuntos' derolónes en una taja reflectante, o los electrones 
de una muestra de níquel son mucho menos cantorianos que. el "conjUIJ.'
to" de los granos de arena. En general, una infinidad-física altamente pro
babilística parece considerablemente más complicada e interesante que 
una simple infinidad de 'cosas' (4] · 

En nuestro caso trabajamos en mcorporar la 1dea de índiStinguibílidad cuánti
ca a una teoría de conjuntos tipo ZFU (Zermelo-Fraenkel más urelementos) y en 
dar una definición satisfactoria de cardinal, o de alguna propiedad adecuada que 
permita dar cuenta del"tamaño" de las colecciones de indistinguibles. 

* Universidad de Buenos Aires. 
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Es importante señalar que la formulación actualmente aceptada de la mecáni
ca cuántica se las arregla para dar el resultado correcto (deducir las distribuciones 
estadísticas observadas experimentalmente) recurriendo a lo que Krause dio- en 
llamar "la estrateg¡a de Weyf' [5] Esta estrategia consiste en etiquetar a los indis
tinguibles primero (y para ello se asume momentáneamente que son distingui
bles) y después imponer postulados, como por ejemplo el postulado de simetriza
ciórL¡. que lleven al r.esultado deseado. Varios autores señalaron la importancia de 
desarrollar formas de llegar a los resultados estadísticos correctos suponiendo en 
todo momento del razonamiento que las particulas son indistinguibles, evitando 
el método de Weyl. Es con este espíritu que se desarrollaron dos teorías de cuasi
conjllíltos, "Quasi set theory" y "Quaset theory" (ver [6]), Estas teorías contienen 
dentro de sí mismas una copia de ZF pero permiten a la vez la exiStencia de cua
siconjuntos con la propiedad de que sus elementos sean indistinguibles entre sí. 
La indistinguiblidad se consigue -por ejemplo, en la teoría de Krause et al. [7]
con una relación primitiva '1 -;t' (indistmguibilidad) y una nueva clase de átomos, 
llamados m-átomos, los cuales ·representarían dentro de la teoií.a a los cuantos. 
Acerca de los m-átomos de una misma clase, sólo tiene sentido afitmat (dentro de 
la teoría) que son indistinguibles entre sí, y expresiones del tipo x=y no están bien 
formadas para estos elementos. Es importante señalar que ert esta teoría, ind!stin
guíblidad no implica que dos m-átomos sean el mismo, y ast es posible que aun 
siendo indistinguibles, pertenezcan a distintos cuasiconjuntos. Se obtiene _de esta 
forma una teoría en donde existen cuasiconjuntos cuyos elementos pueden ser 
indistinguibles, y como consecuencia, no pueden ser etiquetados (se puede pro
bar que no se pueden definir relaciones de orden) y por ello no se puede definir 
cardinal en el mismo sentido que en ZF. Pero un físico sabe que aun siendo indis
tinguibles, es posible -afirmar, por ejeinplo, que los· electrones en un átomo de litio 
son tres Es por ello que la teoría de cuasiconjuntos debería permitir que los agre
gados de indistmguibles tengan alguna suerte de cardinaL 

Esto se resuelve en la formulación de Krause et al. (así como en la de tJalla 
Ch1~ua et al) postulando que a cada cuasiconjunto le corresponde un núffiero 
cardinal, y se postulan también algunas propiedades elementales del cardinal que 

' en ZF son teoremas. Estos postulados le dan contenido a lo que en esta teoria se 
llama cuasicardinalidad 

De este modo, al postular una regla de asignación de cardinales, el cuasicar
dinal termina siendo nn concepto primitivo, al contrario de lo que Ocurre ·en ZF 
en donde la propiedad de que a cada conJunto se le pueda asignar un cardínal se 
deduce de los axiomas. 

En el actual estado de nuestro trabajo pudtmos dar una axiomática de cuasi
conjuntos finitos, reemplaz;ando los axiomas de cuasicatdmalidad de Krause pOr 
dos axiomas que permiten deducir los de Krause como teoremas. Estos axiomas 
(que están formulados con un lenguaje de primer orden), se apoyan en el hecho 
de que es posible definir (sin los axiomas de cuasicardinahdad) una suerte de 
conjunto rninimal, que en algún sentido se parece al singulete de la teoria ZF. Pa
ra ello se hace lo siguiente. Sea X un cuasiconjunto n9 vacío (X#0). Entonces hene 
algún elemento, y sea x uno de esos elementos Sea Ax el cuasicon1unto 
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A,={aeP(X)/ xea} Entonces el singl.!lete de x (el cual se nota <x>) es la mtersec
ción de Ax, o sea <x>=nAx. 

La definición de cuasicardmal finito que damos se apoya en que es- posible, 
~ad~ un ~~si~~nj~~~o X no vací~, extraerle -(restarle) un sin&W-~_te·. ~s dec~r! dado 
X no vacío~ es posible construir el cuasiconjunto x-=X\<X>. A x-:- lo llamamos un 
descendiente directo de X. Si x- no es vacío, se construye oc-r, y así sucesiva
mente, hasta que evenhlalm.ente se llega al vacío. Se Obtiene de esta forma, una 
colección de conjuntos descendiente X;;¡x- ;;¡(XT ;;¡((X)T ;;:¡., .;;:¡0. Si este proceso 
concluye (se llega al vacío) en un número finito· de pasos, decimos entonces que el 
cuasicOnJunto es finito, y definimos el cuasicardinal como el número de pasos que 
se necesitaron .. Para ded:ueir como teoremas los axiomas de tuasicardinal de 
Krause, es necesario postular que todo cu:askonjunto admite al menos una suce
sión de cuasiconjuntos encajados del tipo: X;;¡x-;¿(XT;¿((X)T;¿ ... (sin necesa
riamente- llegar- al vado). Otra ·cosa ·que se--necesita -postular- es--que- si :X es- finitb,
entonces -,(X=x-), es decir, s1 X es finito, entonces no es indidistinguíble de sus 
descendientes direCtos. 

Es importante hacer notar que, con esta construcción, en ningún momento (en 
ningún paso del proceso) se hace referencia dentro de lá teoría a la identidad de 
los elementOS del cüásicbnjulito. De esta. forma, se respeta el hecho de i:J.tié "los 
elementos son indistinguibles. 

2. ¿Qué es contar? 
¿A qué nos referimos cuando decimos que un conjunto tiene por ejemplo, diez 
elementos? La respuesta rigurosa es que tiene cardinal die·z, o sea que· es equiva"" 
lente al número cardinal lO. En este ·caso y en lo que sigue, entenderemos equiva
lencia-por--una biyeecién. Gu;;mdo -el ·conjunto es- -cualitativamente -más· grande-{in
finito), decirnos que tiene tal o cual cardinal porque podemos probar que se pue
de bienordenar, que es equivalente a un conjunto· de qrdinales y que por lo .tanto 
existe un ordinal mlnimo (Su cardinal), al cual ese· conjunto es equiv~léhte.- Es -pór 
esto que decimos que cualqmer conjunto clásico tiene algún :cardinal asociado, y 
este cardinal se interpreta como el representante de la canti<lad de elementos· -del 
conjlffitO. 

Se ve entonces, que la idea formahzada de cantidad de elementos reposa fuer
temente en el .concepto de biy_ección. Se ve también que toda la col)Stru<:ció_n for
mal de la teoría de conjuntos relacionada con la cardinalidad está en correspon
dencia con la idea mtuitiva de cantidad que manejamos .en _:nuestra experiencia 
cotidiana: dos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos si sus elementos 
pueden ser pu~stos en correspondencia biunívoca,- Pero si las cosas se miran to:tt 
ffiétYQI frialcJad-t _pg9.r:í_~tl}Q~ d~c;_t! 9.!1~ ~I pQ_S~er qtrdina~ (pqseerlo en el senttdo de 
la asignación que se puede probar en ZF) es una _propiedad de lo_s_ co~juntos que 
se deduce de sus axiomas, y esta propiedad no tiene por qué corresponderse con 
nuestra intuición. 

El desarrollo formal de la teoría de conjuntos nos arrOJa propiedades que se 
aleJan de nuestra intuición, como el hecho de que existen varias. clases de infini
tos, resultado no trivial de la teoría de conjuntos. Puede verse entonces ·cómo el 
desarrollo del formalismo ennquece nuestra concepción de lo infinito. ¿Qué pasa 
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en teoría de cuas1conjuntos? Puesto que se puede probar que los cuasiconjuntos 
puros no se pueden bienordenar (ver [7]), se sigue que no es posible usar el mis
mo truco que se usa en ZF para probar que a todo conjunto le corresponde un 
número cardinal. Esto es: en teoría de cuasiconjuntos no podemos usar la misma 
técnica que se usó es ZF para asignarle razonablemente a todo cuasiconjunto un 
número cardinal. ¿Existirá oh'a. técnica que permita asignarle cardinales a cuasi
conjuntos arbitrarios? Nuestra respuesta es que es posible asignar cardinales a 
una cierta clase de cuasiconjuntos (los cuasiconjuntos finitos), que es razonable 
porque si se aplica a conjuntos clásicos, la definición de conjuntos finitos coincide 
con la definición ordinaria de ZF. Aim más: si los conjuntos son clásicos, los 
axioll\a.s que introdujimos para cuasiconjuntos no son necesarios, ya_que se con
vierten automáticamente en propiedades deducibles de los axiomas ZF. 

Pero el problema está resuelto sólo en parte, ya que como siempre, el infinito 
acarrea problemas. El truco de ir sacando de a uno y llegar al vado falla para 
cualquier cosa que merezca llamarse infinita. Sin embargo, a partir de la discu
sión -que presentamos hasta aqui¡ estamos en condiciones de formular el proble_
ma de las colecciones de indistinguibles más sistemáticamente: Es necesario gene
rar una idea razonable de cuasiconjuntos puros e infinitos, y a partir de ahí en
contrar una forma de compararlos. Este trabajo· es interesante porque el intento 
de resolverlo nos obligará necesariamente a desarrollar otras formas (distintas a 
las que se usan usualmente en ZF) de pensar lo infinito, y por lo tanto aumentar
nuestros conocimientos sobre este intrmcado concepto. E.~te es el esquema de tra
bajo que proponemos y creemos que de obtener resultados satisfactorios se habrá 
dado un paso adelante en el desarrollo de una teoría ampliada de la cardmalidad. 

3. Realismoy cantidad en mecánica cuántica 
Al realizar una medición individual en un sistema cuántico, el resultado de esa 
medición no puede ser atribuido a una propiedad que el sistema posea antes de 
la medición (a diferencia de lo que pasa en la mecánica clásiCa)~ En efecto, si se 
hace esto se llega a una contradicción con las leyes de la mecánica cuántica. _¿Qué 
relación tiene esto con la cardinalidad? . 

Consideremos como ejemplo un sistema de bosones en el srgmente estado; 
p=(u11> + ~12>) (u*<ll + P*<21), donde 11> y 12> son autovectores del operador que 
representa el número de partículas con autovalore.s 1 y _2 respectivamente, y o: y f3 
son números comple¡os que cumplen lul'+l~i'=l Sí se realiza una medición del 
número de partículas que tiene este sistema, según la mecáruca cuántica :se oh
tendrá con probabilidad lctl' que el sistema tiene una partícula y con probabilidad 
1~12 que tiene dos partículas. Pero en una medición individual van a ser detectadas 
o una o dos partiCulas, excluyendo cualquier otra posibilidad. Supongamos que 
en una medición indivídual se detectan dos partículas. ¿Qué derecho hay de decir 
que el sistema tenía dos partículas antes de realizar la medición cuando sabemos 
que esta clase de afirmaciones lleva a contradicciones con la mecánica cuántica? 
Está claro que decir que un sistema cuántico tiene cardinal bten definido sin me
dirlo, tiene una fuerte dosis de realismo. La afirmCJ,ción de que el número de par
tículas varía con el tiempo porque las partículas se están creando y destruyendo 
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constantemente es también reahsta, ya que_ asume que en cada mstante el cardinal 
está bien definido. 

En caso de que se sepa con certeza que ei estado del sistema está en un autoes
tado del operador número de partículas, no hay problema en afirmar que antes 
de realizar una medidO~ el sis-tema tiene cardinal bfen definido. Tampoco habría 
problema si se asumiera que el sistema está preparado en un estado en el que se 
sabe con certeza qüe es una mezcla estadística: de estados ·con número de·particu
las bien definido. En ese caso, el estado del sistema del ejemplo anterior estaria 
representado por la siguiente matriz densidad. 

Pm= lal2 11><11+1~12 12><11 

en donde el subíndice m ind1ca mezcla estadísbca. Pero en el siguiente estado~ 

p=lal2 11><11+1~12 12><21+aW11><21+~a*l2><11 

la apanCión de los términos de mterferenCla mdka que habrá problemas en este 
caso con la interpretación realista. En este caso~ la incapacidad de conocer el nú
mero de partítülas, rto proviene de nuestra ignorancia a 'Cerca del sistema, 'SI ·n'O- -de 
que en este estado el cardinal ni siquiera está bien definido. En base a eStas .Consi
deraciones vale la pena ·preguntarse: ¿es posible contener a las partkulas de un 
sistema que se en:t:Uéntra en el eStado p en un cuasicónjtmto? ¿Qué lugar le-tabea 
un sistema en ese estado dentro de la teoría? SI las partículas de un sistema así 
pudieran ser representadas por·un· cuasiconjunto, -entonces debería tener- algún 
cuasícardinal asociado~ ya que todo cuasiconjunto lo' tiene, Pero hemos visto que 
esto no es posible. Se sigue entonces que nb es razonable asignar a todo túasicon
junto un cardinal si se espera que los cuasiconjuntos repreSenten a los sistemas 
cuánbcos bosónicos o fermiórucos en general. En su estado actuat la teoria- qu'asi
sets ·sóh)-eSfai·la-representandO -a ~lis- pai:-f:kiiias que ·se- encue:nrrm-en autlft€sladbs 
del operador número de partículas Por ello~ un sistema en el estado p no puede 
ser acomodadQ en __ el formalismQ de _Kl:;;ru~e_ y tampoco en el nuestro, __ _yª q~e- _este 
último es una variante axiomática que pretende ser equ1valen~e _a la de Kraus_e. 

4. Individualidad 
¿En qué sentido decimos que existen sistemas formados por un solo fotón? Exis
ten experimentos que revelan que claramente se ·pueden construir estados de un 
solo fotón. ¿Cómo se decide si el estado tiene un solo fotón. o no? En última ins
tancia, esta pregunta Se contesta ffiidiendoo Pero la medición involucra un proce
so de decoherencia que en general destruye (modifica) el estado original del sis
tema. Y es en parte por esto que contar la cantidad de elementos de un sistema 
cuánhco es cualitativamente distinto a contar la cantidad de elementOs de un si~
teroa clá~i~Q, 

Sm embargo~ el proceso de medición (que podría ser descripto en este- caso 
como el proceso de interacción de la luz con la materia)~ nos permite construir 
una idea de individualidad que permite luego hablar del 'fotón como partícula. En 
forma análoga, y siempre a través de ün proceso de ínteracción~ es que podemos· 
hablar de las demás partículas (electrones, protones, etc.). se- ve entonces que 
existe una idea de individualidad~ por lo menos .en algún sentido no necesaria
mente igual al clásico .. Pero ¿qué pasa con los estados cuánticos no individuales? .. 
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Sabemos que ya sea que el siStema esté formado por bosones o fernuones de una 
misma clase, la operacjón pennutación de partículas no puede dar lugar a resul
tados observables. Las partículas se comportan como s1 fueran realmente indis
tingUibles. Es decir, que la indistinguibilidad no se debe a la ignorancia que te
nemos del sistema~ si no que es intrmseca. Pero en este caso~ ¿qué derecho tene
mos a decrr que existen individuos en un sistema cuántico no individual? Clara
mente~ un requisito mínimo para que una parte de un sistema pueda ser conside
rada un individuo deberla ser el de poder distinguirse de las demás partes del 
sistema. Pero esto es justamente lo que no se puede hace¡: en· un sistema formado 
por partículas idénticas. Se sigue entonces que las partículas elementales (bajo 
ciertas condiciones) no pueden ser consideradas individuos, (o por lo menos no 
son individuos en el nusmo sentido que las partículas descriptas por la mecánica 
clásica). 

Pero aun ante este problema, es posible seguir hablando de cantidad de foto" 
nes, electrones, etc. ¿Por qué? Tomemos como ejemplo el caso del campo electro
magnético. Un detector fotoeléctrico -consiste en :Sü ésen.tia de urt átomo que .pue
de ser ionizado debido a la interacción con el campo electromagnético. La señal 
del átomo ionizado debe ser luego amplificada para poder ser detectada. En el 
proceso de amplificación se produce la decoherencia .. La señal amplificada es una 
corriente, y la intensidad de esa corriente es proporcional a "la cantidad de foto
nes absorb1dos" en el volumen del detector (formado por muchos átomos) .. Tam
bién es posible que el átomo ionizado se convierta en el núcleo de una mancha en 
una emulsión fotográfica. La cantidad de manchas que se observan macroscóptca
mente es proporcional a la cantidad de u fotones" detectados. Se ve entonces que 
una vez considerados los mecanismos de detece1ón, es posible atribuir a un sis
tema cuántico un número asociado que representaría al número de upartículasn. 
Pero es importante señalar que el así llamado #número de partículasu sólo apare
ce en general después del proceso de medición y ya hemos seña__lado que el proce
so de medición implica necesaríamente la transformación del estado oriillial, y 
que el resultado de la medición no puede ser atribuido en general como urta,

1

pro
piedad perteneciente al sistema antes de la medición. 

Se sigue entonces que encontramos en la naturaleza sistemas que po.seeh un 
cardinal asociado, pero que no pueden ser considerados senclllamente c:omo 
agregados de indivrduos en el mlSmo modo que sucede con los sistem~s macros
cópicos estudiados por la mecánica clásica. Esto es lo mismo que decir que: debe
ría existir la posibilidad de contar sm necesidad de distinguir, es decir de asignar 
una magnitud a un sistema que no es simplemente un agregado de individuos. El 
formalismo que propon~ Krause intenta_ modelar esta situación .. Pero. introduce el 
cardinal como una propiedad arbitraria (axiomática) de los cuasiconjuntos. 

5. Conclusión 
Del mismo modo en que la idea de mdividualidad sugerida por los expenmentos 
que involucran la interacción del campo electromagnético con la materia (efecto 
fotoeléctrico como ejemplo) es la base para desarrollar la idea de partícula (en es
te caso fotón) y posteriormente la noción de agregado de partículas, la noción de 
singulete forma la base para construir la noción de cantidad de elementos y de 
cuasiconjuntos finitos, sm hablar necesariamente de índividualidad en el senQ.do 
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clásico. Es en este sentido que la variante axiomática que proponemos es más 
adecuada para representar al mundo físico. 

Para terminar, creemos que en adelante ios esfuerzos deberían estar orienta
dos en tratar de modificar el formalismo para incluir a los estados cuánticqs que 
no S'órt ·autoe-stado-s· del operador :ttúm.ero de· Jfatticuias·. 
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