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Reduccionismo y universalidad en los fundamentos de la
matematica a finales del siglo XIXz

Javier Legris®

Exaste Ia creencia de que las investigaciones acerca de los fundamentos de Ia ma-
temdtica consisten en reducir todos los conceptos y principios de los matemiticos
a aquellos que son tomados como “fundamentales”. Esta creencia encuenira su
justificacién en las mas tipicas correntes de los fundamentos de la matematica
aparecidas a fines del siglo XIX y comienzos del XX, como son el logicismo.y el
intuicionismo. Esta apreciacién se refuerza aun mds al considerar las 1iltimas dos
décadas del siglo XIX, que es el periodo que examinaré en este trabajo, De todos
modes, la idea de que toda fundamentacién sea una reduccién ha recibido criticas
por parte de los matematicos. Por esta razén, quisiera comenzar haciendo una ci-
ta breve de una obra reciente sobre el tema:

El estudio de los fundamentos ha recibido una mala reputacion entre los
matematicos, debido a la tesis reduccionista comparable a decir que la
quimica atémica del carbén, hidrégeno, oxfgeno y nitrogeno es suficiente
para comprender Ia biologia. (Taylor 1999, intr.)

Por este motivo, algunos sugieren hoy en dia que la auténtica tarea de los
fundamentos de la matematica consiste;, por ejemplo, en dar rigor a las demostra-
ciones matematicas informales mediante sistemas formales 0 en encontrar, con
una visién mds pragmitica, un conjunto de estructuras basicas que sirvan para
caracterizar las diferentes teorias matemdticas.

En lo que sigue voy a mostrar que ademés del reduccionismo tradicional, se
han sestenido otras formas alternativas de reduccionismo, méas afines con Ia idea
de una “fundamentacién practica” de la matemaética. Se ejemplificara conlas in-
vestigactones de Ernst Schroder sobre el algebra de Ia logica y-su aplicacién a 1a
teorfa de conjuntos. En este caso, el dlgebra no funciona como una teorfa a la cual
reducir 1a teoria de conjuntos, sino como una estructura abstracta en la cual re-
presentarla. Por esta razon, la posicién de Schréder se pedré caracterizar domg
una forma de estructuralismo respecto de los fundamentos de la matematica.

I
El caso mas claro y tal vez mas conocido de reducciorusme en fundamentos de la
matemadtica, es, sin duda, el del logicismo de Gottlob Frege (1848-1925), si bien
limitado al caso de la aritmética. Frege puso de manifiesto sus ideas desde 1879
con la publicacién de Begriffsschrift, donde desarrollé su notacién conceptual para
tal fin, defendio en los Fundamentos de In aritmética de 1884 y que con modificacio-
nes desarroll6 en las Leyes fundamentales de ln aritmética de 1893.

Como es sabido, Frege sostenia que la aritmética debja fundarse en conceptos
puramente l6gicos. Esto queria decir que las leyes de la aritmética debian derivar-
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se de principios I6gicos con el auxilio de definiciones. De este modo, Frege p‘re-
tendfa responder a preguntas como £qué es un ndmero?”, la cual en su opinion
carecia de una respuesta satisfactoria en la matemética de sus contemporaneos.
Una respuesta semejante era indispensable para arribar a una idea clara de los
nitmeros negativos, fraccionarios y complejos (véase 1884, p. XIV). Como resulta-
do de sus imvestigaciones, llegé finalmente a un predicado “ser ¢l nimero de”,
caracterizado sobre la base de la idea de equmumeroadad tal como aparece en eI
célebre paragrafo 69 de los Fundamentos de Ta aritmética. Asi, para Frege no existia
una frontera nitida entre légica y aritmética; ambas constitufan una tnica cieticia
(“eine einheitliche Wissenschaft”, véase Frege 1885/6, p. 95), de modo que la
praxis aritmética no era otra cosa que praxis 16gica.

A diferencia de ctros autores, para Frege el problema de la fundamentacién
de la matemética era esencialmente filosofico (véase, por ejemplo, Frege 1884, p.
3). En unas-reflexiones escritas tardiamente, Frege apunta que conicibié: su pro-
grama logicista cuando advirtié que los enunciados sobre néimeros eran en reali-
dad enunciados sobre conceptos, y que esto lo condujo de Ja matematica 4 la logica
(véase Frege 1969, p. 273). En.un sentido més estricto, las motivaciones de Frege
para todo su programa tenian que ver con el rechazo del careter sintético de Ia
aritmética defendido por Kant y de Ta existencia de enunciados sintéticos 4 prior.
Las leyes de la aritmética debian ser enunciados analiticos, y es en la biisqueda de
una definicién adecuada de analiticidad que termina desarrollando su posicién.
logicista. La verdad analitica coincide para Frege con la verdad Iégica, De este
modo, establece su concepcién de la matemdtica como una disciplina cuyas leyes
son enunciados analiticos, y, tal como afirma posteriormente en los Fundamentos
de Ia aritmética, la praxis matematica (en rigor, la aritmética) consiste en la bis-
queda de las demostraciones que justifican las leyes aritméticas a partir de prin-
cipios 16gicos (véase Frege 1884 § 3, p. 4).

La situacion de la geometria era para Frege muy distinta, ya que esta debia
fundarse en la intuicién del espacio y no en Ia logica. Las leyes de la geometria
eran enunciados sintéticos (y por lo tanto era coneebible una geometrfa que, por
ejemplo, no siguiera los principios de Euclides). En un trabajo tardio, Frege dis-
tingue tres fuentes para el conocimiento humano: la percepcitn sensible, la fuente
que &l Hama 16gica y la fuente geométrica (Frege 1924/1925). La fuente logica era
la que proporcionaba el conocimiento de las leyes de la aritmética y, en pocas pa-
labras, se basaba en un andlisis de la “forma 16gica” de expresiones lingliisticas,
de modo que el introducir un concepto matermristico consiste en analizarlo hasta
encontrar en él los conceptos légicos que permitan definirlo, y el descubrimiento
de las verdades aritméticas depende de su derivacidn a partir de leyes logicas y
definiciones: De este- modo; los conceptos de la avitmética se reducen por medio
de definiciones a conceptos -como Jos de extension de un predicado, conectivas y
cuantificadores, conceptos alos que él consideraba como.conceptos 16gicos.

Una actitud reduccionista puede encontrarse también en Richard Dedekind
(1831-1916), quien en su trabajo ;Qué son y para qué sirven los nimeros?, de 1888,
afirmaba que toda la aritmética descansaba en conceptos como los de conjunto y
aplicacién (Abbildung), que eran para €] conceptos 16gicos. Ex el prefacio de la
primera edicion, Dedekind dice ocuparse de los fundamentos de la ciencia més
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simple, la teoria de ndmeros. Su libro es “un intento de erigir la ciencia de los
nigmeros sobre fundamentos unificadores” (Dedekind 1888, p. 338). Mas abajo
sefiala que “la extension progresiva del concepto de niimero, la creacién del cero,
de los nimeros negativos, quebrados, irracionales y complejos, puede Hevarse a
cabc mediante una reduccién a nociones previas ”

En el texto, Dedekind cemienza con el tratamiento de la teotfade conjuntos (a
los que llama “sistemas”), definiendo subconjunto (en términos de pertenencia, »
en la simbologia de Dedekind, sin distinguirla de inclusién), interseccion y unién.
Luego introduce las ideas de aplicacién y aplicacion uno a uno (o “similar”). Para
poder definir el concepto de niimero, Dedekind introduce después el concepio de
cadena relativa a una aplicacién ¢: un conjunto K es una cadena relativa a p si la
imagen de K bajo ¢ es un subconjunto de K. Finalmente en la seccién 6, Dedekind
define ntimero como cualquier “sistema Infindito simple”. Un tal sistema infinito
simple se define en términos de cadenas mediante una serie de principios que re-
sultan equivalentes con los axiomas de Peano. Cabe observar que,a diferencia de
Frege, Dedekind caracteriza no lo que son los niimeros naturales, sino la estructu-
ra que los caracteriza,

I

En las obras clasicas de historia de la légica Ernst Schréder (1844-1902) aparece
como el mayor representante del 4lgebra de la 16gica en Alemania, y sobre todo
como un sistematizador de esa disciplina que profundizé-en las propiedades ma-
tematicas del sistema de Boole y del &lgebra de relativos de Charles Sanders Peir-
ce. La obra que le dio renombre esta formada por los tres voliimenes de las Vorle-
sungen iber die Algebia der Logik (1890-1895), su proyecto més ambicioso que que-
46 ncoticlise poi su wierte en 1902, Mas referencias a la obta de Sclirder pue-
den encontrarse en Legris 2003

En el manual de algebra y aritmética que escribio Schrbder (Schroder 1873), el
algebra formal (formale Algebra) se define como el estudio de las leyes sobre ope-
raciones algebraicas que se ocupan de nimeros generales en un flimitado domi-
nic de nameros (Zaklgebiet), sin hacer supuesto alguno acerca de su naturaleza
(véase Schréder 1873, p. 233) Schrider no-asociaba el concepto dé nitmero conel
de cantidad ni presuponia que e dominio de ntimeros debia restringirse a la ma-
tematica, antes bien, este concepto quedaba abierto a posibles ‘extensiones y desa-
rrollos (Schrdder 1873, p. 2). En un breve texto escrito al afio siguiente, afirmabia
que los “dominios de nimeros” en este sentido general podian estar constituidos
por nombres propios, conceptos, juicios, algoritmos, nimeros, simbolos para di-
mensiones y pperaciones, puntos y sistemas de puntos, cantidades de sustancias
(véase Schroder 1874, p. 3), etc.

Schroder concibié su dlgebra formal como un programa de reconstruccton de la
matemdtics, que constaba de cuatro tareas badsicas agrupables en dos partes En
primer lugar, figuraban los aspectos sinticticos: se presentaban los operadores
basicos y sobre Ia base de ellos se definian los restarites, indicando los pestulados
para estas operaciones, y, ademas, debian explicitarse las reglas que serviran pa-
ra obtener conclusiones a partir de los postulados. En segundo lugar, se debian
determinar los dominios de nidmeros construibles segiin las operaciones y se de-
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bia proporcionar un significado (geométrico, fisico) de las lgebras asi. constitui-
das (véase Peckhaus 2004, p. 567). En general, Schroder llamaba dlgebra.absoluta al
algebra formal y sus aplicaciones y la consideraba como una teoria general acerca
de conexiones. Entre las varias aplicaciones del algebra absoluta se encuentra la
logica (una descripcién més detallada se encuentra en Legris 2003, p. 253). Laes-
tructura del dlgebra absoluta puede representarse mediante la figura 1.

Alg_ebra abstracta
Apl1 Apl.2 Apl3 .. Apln
I"i"gufa 1

De este modo, al profundizar ideas existentes ya en Boole, Schroder esbozaba
una concepcién estructural de la légica y de Ia mateméatica en general. En su breve
libro Der Operationskreis des Logikkalkuls, de 1877, se abocé exclusivamente a la 16-
gica, iniciando investigaciones que se extenderian en los dos primeros volimenes
de las Lecciones sobre el digebra de lu lgica. Alli, tanto la Iégica de términos como la
de enunciados (de la tradicién Iégica aristotélico-escolastica) fueron tratadas por
él, aunque introduciendo ademas cuantificadores como operadores algebraicos
generalizados. En el tercer volumen de las Lecciones, Schroder amplia su sistema
con uri dlgebra de relativos, tomada esencialmente de Peirce, y-que Permite una
adecuada representacion algebraica de teorfas matematicas. El 4lgebra. de relati-
vos es considerada como un “calculo”, que se caracteriza mediante un niimero
pequefio de estipulaciones (Festsetzungen) y que puede tener aplicaciones en.dife-
rentes dominios y en diferentes conceptos, tales como los de finitud, nimero,
funcién, sustitucion e incluso relaciones de parentesco entre seres humanos. Este
sistema sirve como base para. un “cémputo con letras” (Buchstabenrechnung) que
mostrara plenamente su utilidad en las aplicaciones (véase Legris 2003, p. 254).

Ahora bien, para Schréder, el dlgebra de relativos debe alcanzar su coronacién
en las aplicaciones a problemas de diversa fndole. Es en. ellas donde puede ex-
hibir todas sus capacidades en forma plena. Una aplicacién especialmente desta-

cada en las Lecciones y que para Schroder reviste especial importancia.es la apli-
cacién a la teoria de cadenas [Kettentheorie] formulada por Dedekind pocos afios.

antes (véase Dedekind 1888). Esta aplicacién a la fundamentacion de la aritmética
constituye la meta mas impoztante de su obra algebraica, siendo un “test de efi-
ciencia” (Probe ifuer Leistungsfihigkert) de la teorfa de relativos (Schrider 1895a, p.

346). Schrdder tenfa en nmy alta estima la obra de Dedekind y consideraba que su

teotia de cadenas proporcionaba la fundamentacién més adecuada dela aritméti-

ca. A esta aplicacién le dedicé una gran parte del articulo que. publicé en Mat-
hematische Anmalen con e] titulo “Note uber die Algebra der bindren Relative”
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(Schroder 1895b) el mismo afio de la publicacién del volumen 1T de las Vorlesur-
en.

En realidad, Schrider se propone simbolizar los conceptos centrales de la teo-
ria de cadenas, como los conceptos de conjunto (System) o aplicacién (Abhildiung),
en el contexto de su lenguaje algebraico, a fin de obterier los teoremas de la teoria
de cadenas a partir de los postulados del algebira de relativos (véase Schroder
189%5a, p. 346). La idea central es traducir el concepto de aplicacién al lenguaje de
relativos como una relacién binaria. Asf, la expresion ¢{S) (“laaplicacién ¢ de 5)
es traducida por Schrider como el producto de dos relaciones ay b, en simbolos
(a;b), que ¢l expresa como “la imagen a de b”. De manera correspondiente, el
concepto de cadena también encuentra su tracuccion en el algebra de relativos,
permitiendo una expresion més general al poder indicar el tipo de aplicacién. So-
bre esta base, Schrdder traduce cada uno de los teoremas de la teoria de cadenas
al dlgebra de relativos, incluyendo el teorema de induccién completa (véase
Schroder 1895a, pp. 354 v s, y 1895b, p. 156).

Poco después, Schrider ofrecié otra intexpretacién ligada coni temas funda-
clonales. En 1898 se publicé en Ja revista Nova Acta Leopoldina un articulo suyo en
el que el dlgebra de relativos se-aplicaba a los teoremas de equivalencia de con-
juntes formulados por Cantor poco antes. En este trabajo, Sclirdder demostraba
con el auxilio del dlgebra de relativos un resultado que afirmaba que dos comun-
tos son equivalentes respecto de su cardinalidad si el primero es-equivalefite con
una parte propia del segundo, y el segundo lo es con una parte propia del prime-
ro (Schréder 1898 b, p. 331).

I

Con estas aplicaciones a Ia teoria de conjuntos, Schréder se proponia mostrar las
ventajas de su algebra de relativos en tanto herramienta formal. Estas ventajas
eran pragmdticas, y se pueden resumir en las siguientes propiedades. (véase
Schrider 1895a, pp. 351 y ss.): (i) mayor generalidad, en tanto el. alg@bra de relativos
no sirve para representar una nica teorfa, como la de cadenas o'la de conjuntos
de Cantor, sino que en ella se puede representar pnma facie cualquier teotia, (ii)
las demostraciones del algebra de relativos son mds breves, ya que emplea umca—
mente urk lenguaje simbélico y pueden acortarse pasos, y (iii) la notacién-es mas
expresiva, en el sentido de que permite expresar un nimero ihmitado de concep-
tos. Su perspectiva es metodol6gica, y con el algebra de relativos Schréder conti-
niia su programa de un dlgebra absoluta en un contexto més amplio, en el que
ademads las nuevas teorias fundacionales son tomadas en consideracion. Lanueva
situacion puede representarse mediante la figura 2.

Algebra de relativos
Teoria de Teoria de . Apln
cadenas conjuntos
Artmética
Figura2
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Schrider aspiraba a desarrollar una l6gica de relativos que se aplicara a los
fundamentos de las teorias matematicas. Este programa nunca llegé a ser realiza-
do. De todas maneras, algunas indicaciones de carécter preliminar pueden encon-
trarse en su trabajo sobre la “pasigrafia” (Schréder 1898a). El trabajo tiene un ca-
racter programético: el dlgebra de relativos es considerada tanto un lengugje cienti-
Jfico universal como una teoria en la cual fiundamentar toda teorfa cientifica. En este
lenguaje se formulan los conceptos fundamentales (Grundbegriffé) de la “matema-
tica pura”, en particular de la logica, la aritmética y la peometria. A su vez, esta
matemdtica pura es parte de la “légica general” (Schroder 1898a p. 149). La co-
nexién entre lenguaje universal y fundamentacién es clara. La tarea en cualquier
disciplina cientifica consiste en reducir todos sus conceptos a un conjunto de con-
ceptos basicos o “categorias” de aphcabxhdad general (véase Schrider 1898a, P-
148 e

En sintesis, este programa apuntaba a una forma peculiar de reduccionismo
con estos rasgos salientes:

1. Se determina urn comjunto de nociones primitivas (o “categorfas™) a partir-de las
cuales puede definirse todo concepto cientifico.

2. Esta reduccion se lleva a cabo por medio de operaciones Idgicas que son de apli-
cacidn general v que funcionan a la manera de un célculo.

En particular, ]a matematica pura es una rama de la 16gica general. Tal es el
caso de la aritmética, cuyos conceptos resultan de la composicion de las nociones
de esta légica general, tales como multiplicidad, nimero, finitud, limite, funcitn,
aplicacién, etc. (Schroder 1898a,. p..149). Este programa no. es.més. gue una conti-
nuacion de su programa del dlgebra absoluta, pero ahiora con una herramienta
mas ricay de mayor alcance como es el dlgebra de relativos.

Schrdder presenta cinco “categorias” furidamentales de la “l6gica general
(Schrder 18982, p. 150). Mediante un conjunto de definiciones, Schrider obticne
un fotal de 18 simbolos que constituyen su “sistema de designacion completo de
la pasigrafia general” (Schroder 1898a, p. 152). Estos simbolos le servirdn para
formular toda la 16gica y la aritmética, y puederi recibir diferentes interpretacio-
nes. Asi los considera un “capital de denotacion” para ser aplicado a la légica y a
la matematica (Schroder 1898a, pp. 153y s.).

Una vez mis, a fin de “ilustrar” la capacidad de esta I6gica de relativos, Ileva
a cabo una “presentacién pasigrafica” de los conceptos més basicos de la aritmé-
tica, dando definiciones de los conceptos numéricos, conjunto finito, infinito, con-
junto ordenado, efc, interpretando los 4tomos del sistema como clases o conjun-
tos. No obstante, Schrider tiene en clarg las dificultadss del prograima de la pasi-
grafia como un lenguaje cientifico universal, el cual deberéd ser considerado maés
bien como un ideal {véase Schrider 1898a, p. 62).

v

Sigutendo el desarrollo de la obra algebraica y légica de Schréder, se pueden ex-
traer las siguientes conclusiories. Schirtider parte, a comienzos de la década de
1870, de un programa del élgebra absoluta. En este contexto se ubica su irabajo
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sobre el algebra de la l6g1ca en el que desarrolla ideas de Boole y el plan de sus
Lecciones. La lectura de Peirce lo motiva para expandir esta algebra abstracta a un
algebra de relativos, de caracter mas general, ¥ que permitiria expresar toda teo-
ria matemdtica. Asi, publica en 1895 la primera parte del tercer volumen de las
Vorlesungen, dedicado al digebra y logica de relativos. Frente a este carécter univer-
sal del lgebra de relativos, surge la logica de los relativos como una légica gene-
ral. Un paso inmediato es subrayar el cardcter de esta l6gica de relativos como
una escritura universal, una pasigrafia. En esta pasigrafia se tiene un conjunto de
unos pocos simbolos para operaciones que son para &l de naturaleza ldgied que
permitirian expresar toda operacién de la aritmética y de otras ramas de la ma-
tematica.

Aqui, el programa original de Schrider hace un giro y se orterta decisivamen-
te hacia un logicismo, paralelo a los trabajos de Frege, Dedekind e incluso Peano.
En su trabajo sobre la pasigrafia de 1898, Schroder ensaya un bosquejo de este
programa de fundamentacion y define ~como se sefialé- diferentes concepios ma-
temdticos, comenzando con €] de conjunto y siguiends por 165 niumeros naturales,
conjunto infinito, etc. Sin embargo, este logicismo (a diferencia del de Fregg) es
estructural. En efecto, para él la cuestidén es definir lo que sea un conjunto y luego
caracterizar conjuntos finitos, infinitos, ordenados, etc. No se otupa tanto de la
naturaleza del nmero ni de dclarar o elicidar qué se debe entender por “el nii-
mero de x”. Més bien, parece estar interesado en dar una teoria general en la que
se caractericen todas las estructuras matemdticas. En este sentido, el proyecto, del
que s6lo existen esbozos muy elementales, continiia su obra precedente.

Otros interrogantes surgen aqui. 5i bien Schrfder esta indicando tnicamente
Ia estructura de las entidades de la teoria en consideracién, se puede suponer que
los-objetos a los que se aplican estas estrueturas son <tnicos. En ofras palabras, que
el modelo de la teoria es tinico, de modo que la pasigraffa terminaria represen-
tando una dnica estructura; la estructura universal. El dlgebra de relativos de
Schrisder plantea un sentido diferente de universalidad, en el'que se entiende
uruversalidad de un lenguaje o una teoria en términos de “ generalidad”, Una teo-
ria o un lenguaje son universales cuando son unfversalmente aplicables, es decir
aplicables a cualquier dominio. Esta idea de fundamentacion puede aplicarsele el
rétulo de mathesis universalis, concepciéon metodeldgica que comenzé con Descar-
tes, siguié en la Edad Moderna e influyé en la metodologia de la matemética in-
cluso en el siglo XIX.

Nota
* Este trabajo forma parte del proyecto de cooperacién argentinc-alemana “Lenguajes formales como

Jenguajes universales y la historia de la légica moderna”, financiade por Ia Fundacion Antorchas y el

DAAD (Nro. 14116-198).
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