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Una semántica de Kripke para lógicas cuánticas 

Gracieltz Domenech * /Hector Freytest 

1. Introducción 
Este trabajo se enmarca en la pregunta por la posibilidad de considerar los datos 
empiricos acerca, d_e los_ sistemas cuánhcos· como las propiedades de un objeto en 
la teoría y, en caso de que esto fuera posible, por las caracteristicas de un objeto 
talt. En mecánica cuántica, las partículas elementales (subatómicas y subnuclea
res) parecen los candidatos naturales a ocupar el lugar de objeto. Sin embargo no 
es para nada inmediato que esto pueda ocurrir: la 11 observación" de las partículas 
es mucho más mediada por la teoría que en el caso de pequeños-sistemas cJásicos2 
e incluso pueden ser inobserv~bles por razones de principio como sucede con las 
particulas libres o con los quarks, sie111pre ellos ~ <;s~~!"' ligaclos'.J?~I:\' ~{!n si 
porielllós ehtre paréritesis lós ejemplos más problemáticos y consideramos las 
propiedades en los más simples, la, cQmplementariedad entre ,descripciónc esp¡¡., 
cio,temporal y causalidad impide "o parlo menos cuestiona" la aplicabilidad de 
las categoñas de sustancia y caus_alidad en la síntesis de dichas determinaciones. 
Se pierde así la noción clásica de objeto ,con identidad temporal bien definida•. 

2.Lalógicainhinseca 
La noción de objeto·-enel caso qu-e nús irtteresa .. la de objdoen1a-mecánita c-uán
tica- adqmere su sentido en relación a la teoría que prescribe las leyes a las que el 
objeto responde. En el ámbito de la mecánica podemos distinguir por una parte, 
las notas que provienen de la exigen¡:ia de qUe los resultados de observaciones 
realizadas por diferenfes su1_etos sean_ ·cons~~~~te~~ y p_g_:r º-~- !~ _p_r~p!~~a"'d_~§. r~
lacronaaas-a "la defíiriciüri aer SíSf€ffia fíSiCo por la especificación de las magnitu
des observables de interés. Las primeras relacionan la objetividad de la ex;petien
cia en este ámbito con las propiedades de- simetría- de 1a teorias y no permiten de
terminar un objeto particular sino que delimitan una clase de objetos6. Son notas 
necesarias (en el sentido de que un electrón .. por ejemplo, no sería tal si no tuviera 
cierta masa, carga y spin'l) e independientes del estado en el que el sistema se en
cuentre. Con las segundas, propiedades que dependen del estado. del sistema, 
pretendemos distinguir un individuo dentro de la clase. En su formulación stan
dard, la mecánica cuárttica establece una- correspondencia entre las -magnitudes 
físicas y ciertos objetos matemáticOS: ·namados 11observables11s. Los posibles resul
tados de la medición de- una magnitud son un conjUnto de números reilles aso
ciados con el observable (su espectro) Los observables pueden descomponerse de 
tal forma de efectuar una partición ·exhaustiva y· eXch.tsiva de ·ia:s posibles--áltema
tivas para- los valores: -de- las -propiedades' que· el' ~sistema puede exhibir en cada 
instante de tiempo9 .. Las proposiciones atómicas acerca de los valores particulares 
de las magnitudes se corresponden con cada_ elemento de esta particiQn, lo que 
garantiza la consisten¡:ia entre el retículo de las prpposic_iones y la estructura ma-
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temática de la teoria10 .. Técmcamente, es un retículo ortocomplementado cuasi
modular completo P que es .el álgebra de la lógica cuántica introducida por G. 
Birkhoff y J von Neumann [1936]. 

3. El problema de la valuación 
En caso en que la construcción que hemos descripto se realizara en el ámbtto de la 
mecánica clásica seria posible definir una valuación booleana de todas las. propo
siciones. Es decir, seria posible dar un valor a todas las propiedades de tal forma 
de satisfacer el requerimiento natural de que el valor dado a una función de la 
propiedad es la función de su valor". Esta posibilidad -que la estructura matemá
tica subyacente habilita para la mecánica clásica- se pterde en el caso cuántico12. 

La imposibilidad de asignar valores a las propiedades de forma tal que se satisfa
gan las relaciones funcionales entre ellos -es decir, la posibilidad de que las pro
piedades del sistema físico "tengan un valor" independiente del contexto en el 
que puede ser determinado, está prohibido por el formalismo matemático mismo 
y no por tal o cual posición frente a la teoría, y es un. duro obstáculo para casi cu
alquier interpretación de ese formalismo como algo más que un mero instrumento13. 

El teorema que prohibe la asignación no contextua! de números reales como 
valores a las propiedades no impide, sin embargo, la posibilidad de valuaciones 
parciales booleanas contextuales-por ejemplo, para subconjuntos de ellaslL ni 
tampoco la de v~u(lcione~ generalizadas no booleanas. En particular, cabe una 
valuación a conjuntos variables en el marco de la teoría de topos [Gqldblatt, 
1986]. Un topos puede pensarse como una categoría en que se extienden nociones 
de la teoría de conjuntosls .. En el cas·o- de la valuación de las magnitudes físicas, es 
posible -elegir algún subconjunto valuable booleanamente a los números reales -
paré't ellas tendrá sentido una noción de "verdad totaY'- y asignar como sus valo
res a las restantes magnitudes ciertos conjuntos de funciones de ellas mismas16 
que juegan el rol de "valor semántico" o "significado", relacion~do con la "ver-
dad parcial". " 

Estas valuaciones17 presentan una cantidad de ventaJaS respecto de otras po
sibles: la valuación se hace sobre cribas en el topos de prehaces, que tiene una :es
tructura de retículo distributivo -a diferencia de las valuaciones en 11', que es cita
simodular. Pór otra parte, la colección de valores de verdad parcial no es arbitra
ria sino que está completamente determinada por la estructura del topos y no hay 
ambigüedad en la "interpretación" de los conectivos lógicosts, que pued-en asoci
arse con los de una lógica intuicionista. Además de la semántica en el topos, esta 
lógica admite una semántica de Kripke que, por una parte, articula consistente
mente_ un leguanje más_ ~~infonnal" y, p_o; _o_tra, brinda un marco adecuaQ,o par~ 
vinc_ular los valores_ de_ las _pro.piedades del sistema con la información del obser
vador sin incurrir en VIolaciones de los teoremas u no go" propias de las formula
ciones ingenuas .. Es decir, si elegimos una valuación de esta dase, nos mantene
mos lo más cerca posible de la semántica acerca de los objetos clásicos y cuando 
nos apartamos -como no puede ser de otra forma, ya que no se trata de sistemas 
clásicos- lo hacemos entrando en un terreno con interpretación bien definida en el 
ámbito de la lógica. 

177 



4. Prehaz especqal y modelos de Kripke 
En los últimos años se ha comenzado a usar la teoría de categorías para abordar 
los problemas de la valuación de magnitudes en el ámbito cuántico. Hay propu
estas en que se r~Iacionar:' las proposiciones con sus consecuencias en la formula
cióñnall:ituar[Isham y Butterfield; 1999], otras éri lii fórinU!acíóñ de hiStoiilis con
sistentes [Isham, 1997] y otras que tratan sobre la interpretación de los conectivos 
(la implicación) [Smets, 2001]. Nuestra propuesta es una variante de valuación en 
el marco categorial que admite una interpretación de Knpke en términos de in
formación sobre el sistema. A continuación la describimos brevemente ·en forma 
precisa: 

Las magnitudes fís1cas JI se representan•• por operadores autoadjuntos acota
dos A que actúan sobre el espacio de Hilbert de los estados del.sis.tema. Todo o
perador A de este tipo admite una descomposición espectral de la forma (neN): 

A=La,P, 

donde an son los- f\Utovalores· de A, P n sus- proyectore~n:ts-c:·;cia"'tf:os-y-1a-rgtraitla:d 
se torna en términos de la convergencia en norma. Dados A y B operadores- auto
adjuntos acotados, A con la descomposiCión espectral anterior y li una función 
con dominio en los reales, B=/i(A) designa la expresíón 

B=Lh(u,)P, 

El conjunto W A de los proyectores asociados al operador A 

W A ={P,. A=Lu,P·,) 

con las op~raciones heredadas de fE_ __ es una subál_g~bra d~- CF c?n e~tru~_tur,a de 
á:lgebra de Bbulec W Á recibe el"nonioté de álgebra espectthl asóciíiua a A y se ven
fica que, si B=/i (A), entonces Wsr;;;W A· 

Consideremos ahora la categoría W cuyos objetos ob('U-j son. álgePras espe<:~ 
trales y cuya$ flechas son los mor6.smos booleanos inclusión Wu·._.WA. Sobre. Wse 
construye el prehaz 

D(WA)={f: WA->2:f esmorfismo booleano} 

Actuando sobre la flecha W B --.w;., D es la restrícción f 1 W B de f 
Bajo esta perspectiva,_ el teot~ma de Kochen-Specker se expresa diciendo que 

sólo para algunos We'Wes posible seleccionar un fe D(W) con la propiedad de 
compatibilidad respecto de la inclusión y las resh:icciones, esto es: sif :Ws->2 y 
g;WA~2 son morfismds s~lecc_iona:dos tales-que'Wu:~WA entonces_-g¡-WB~f20~ L
lamamoS- valuación-·parcial Va -esta -seleC<Zión de morfismos-, El dominio -de· la vá
luación se define como 

dom(V}={(W,f): We'W y f:W->2fue selecciOnada) 

S1 Pe W A es un proyector que corresponde al autovalor a, P e dom(V), 
j!-l'h->2 fue seleccionado y f(P)=l, diremos que "conocemos que el valor de la 
magnitud }t. es a". Notaremos brevemente por" Jl=a." estas afirmaciones. 
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La idea básica que motiva la construcción de un modelo de Kripke a partir de 

la valuación parcial V es la siguiente: si WA ~dom(V), es imposible una valuación 
clásica de la magrutud fl. Sin embargo, podemos aún considerar las magnitudes <B 
con <JF/i (JIJ -correspond:tentemente, los operadores B tales que B~/i (A)· para los 
que Wa e dom(V). Para ellos tiene sentido la afirmaCión "el sistema tiene la pro
piedad fz (a)" .. En P, el proyector que corresponde a "<JF/i (a)" sigue en el orden 
parcial al proyector de ")l=a"~ es decir: "<B=Ii (a)" es una de sus consecuencias. 
Podemos así pensar en "información acerca del valor de una magnitud" en tér
minos de información acerca de sus consecuencias. 

Definrmos entonces el siguiente conjnnto: 

v('')!~a"~{W0: W0 edom(Y), B~!i(A) y"<JF/i(a)"} 

v(' jl~a") es un conjunto decreciente respecto de la relación de inclusión en el 
siguiente sentido: sí W8 ev("j!=a") y Wcs;;,Wa, entonces Wcev('j!~"). En efecto: 
Waev(" )!=a") ind:tca que B~li (A) y que "<JF!i (a)". Por otro lado, Wc,;;Wn indica 
que existe g con dominio en los reales c~g (B) a lo que corresponde "C=g ( <.B)". De 
"<JF/i(a)" se sigue que C~gli(A) y" C=gli(a)". De esta manera Wcev(")l~a"). 

Consideremos ahora el lenguaje proposicional <¡p, v, A, ->, l.> donde p de
signa el- conjunto de_ proposiciones atómicas sobre el sistema. Intuitivamente cada 

proposición p en 1fJ representa una afirmación del tipo "}l~a". Para establecer un 
modelo de Knpl<e K(V) ~ < F, ~> para este lengua¡e basado en uoa valuación par
dal V, definimos el marco F lframe) y la relación de forzamiento sobre proposí
ciones atómicas del siguiente modo: 

F ~ < ob( 41?, ¡;;;,> 

lf w "}ir-a" sí y sólo si W ev("jit--a") 

El forzamiento sobre los otros conectivos se define de manera usual .. De, este 
modo la expresión ~'K(V) fuerza a 'jl=a.' en W" se traduce como 11el algebra ~pec
tral W tiene información acerca del valor de la magnitud ;4." Cabe destacar que en 
la hteratura usual21, el conjunto vC,}l=an se toma creciente. En -nuestro casO re
sultó decreciente debido a que el ptehaz espectral es un furttor contravariante. 
Luego, bastaría invertir formalmente el orden dado por "r;;;" para ajustarse a la 
manera usual. Es claro que en este modelo de Kripke recuperamos localmente el 
aspecto clásico dado por la valuación parcial cuando. W A fuerza a '1 }l=a.". 

5, Conclusiones 
Las proposiciones sobre el sistema físico se organizan en un retículo cuasimodu
Jar dado por la estroctura de los proyectores sobre el espacio de Hilbert de los es
tados del sistema y éste no ad:tníte una valuación .global o clásica. El modelo de 
Kripke que hemos obtenido permite, sin embargo, una semántica del lenguaje de 
las afirmaciones sobre los valores de todas las magnitudes formulada en términos 
de información sobre el sistema que mantiene localmente un aspecto clásico dado 
por la valuación parcial que es booleana. 
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Notas 
l. Nos limitamos en este trabajo a la mecánica cuántica (no r~lati"!StaJ 
2 No vamos a ocuparnos· del problema de la medición, sólo estamos ir!dicando 1a distancia entre las 

magnitudes a las que se alude en los procedimientos experimentales y los operadores matemáticos que 
-las-representan; 
3. Se agrega a esto los problemas de la indistinguibilidad de las partículas idénticas y de la creadón y 
.4estrucción, de partículas que forman parte del tratamiento relativista. 
4. Tbe very nature of Quantum Theory thus !orces us to regard the space--time coordination and the 
ciaim·of causality, the union· of which chatatterizes -the classiCal theories, as complernentary but exclusive 

fealures of the description, symbolizing the idealization of observation and definition reSped:ively. [Bohr, 

1928] 
5. La invartanda frente a· grupos de simetña. externa (espaci6-tetnponiles), es decir: en-el caso no relativis
ta la covariancia de las ecuaciones de la teoría frente al grupo de_ Galileo, en relatividad especial y teoría 

de campos, la covariancia frente al gnipo ae·Poincaré, determinan que las notas esenciales son la masa y 
e~ ~P~ -~ ~~~ .!.t:~~~ ~ ~ _g~p~qs. Q.~-~f!. Im?Fi-ºª-.4~--~ -~o~~- en g¡e~J;ión _(p_qr lo. general, 
grupos unitarios) señala por ejemplo _a la .:arga eléctriCa como nota esencial. 
6. La_ fís~ca teórtc_{l <;~~.fi~a,_ l<§.R~~- <eJ.eD.J.entales_ con .esta herramienta .proveniente .de la _teorfa.de 
grupos y sus representacioneS: se· nombra la clase (electrones, protones, neutrinos, e~.) por lru;·valores de 
estas notas esenciales. Una partícula elemental se d!iline como un sistema físico cuyos estados se jrans

fonnan ajustándose a como lo hace ~frente SUs transformaciones.: Una representación irreduoble definida 
del grupo de Poincaré. 
7~ Esto es muy diferente al caso clásico en que podemos hablar por ejemplo de un manzana de tal masa o 
de tal otra, ya que no es la: masa Io-que·define a·ladase· de las-manzanas-: Pero-"en· el caso-de· IaspartícülaS 

elementales, si se encontrara·una partícula con -masa doble que la del electrón -aunque compartiera con él 

las demás notas esenciales- no diríamos que es un electrón más masivo sino que lo considerariamos d~ 
otra clase~ una partícula con otro nombre.. -

8 .. Los operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert de esta_dos puros 4el sístema .~n una repre
sentadón.deLálgebra deJos-observables, que.corresponden- a -las-magnitudes- medibles.- SólO vamos a-con
siderar operadores acotados de espectro discreto y sistemas en estados puros, por razones de simplici
dad. E espectro del operador es el conjunto de sus autovalores. 
9 Esto es: -se descomponen én-proyectores, cada uno"d'e-la&cualeS'tiene asociado-un.subespacio sobre el 
que proyecta. Así, el espacio de los estados pUros se descompone en subespacios propi0s· de cada obser
vable 
10. Es decir, la lógica a la que se ajustan· las ·proposiciones es la asociada al retículo de los proyectores. 
Pero la consecuencia lógica -el orden parcial en .el tetfculo- no determina un ú.nico conectivo pal'a la im
plicación- [Dalla Chiara y Giuntini,. 2002]. La Mmejor" implicación de las ocho posibles {Hardegree, 1979] 

ha -sido carac~riza_da !:Omo un condicio~ contrafáctico.- Sin embargo, ~te conectivo tie~ _problemas 
con el teorema de la deducción [Maiinow'sky,, 1990] 

11. La propiedad FUNC (functional composition prfu.ciple). 
12. Teorema de Koi::hen-Specker: si la dimenSión def-espacio de Hilbert' de los estados del sístema es ma
yor que dos, es imposible asociar valores 0/1 ton cada proyector Pi de ·tal forma ·que, si un conjunto de 
operadores de proyección que conmutan son tales que sunÍan la identidá-d, ·loS co!Tes~IidJeñies~ valores 
v{Pl} también--satisfa·gan··L-v(Pi}=t .. ·un~CdiSéUSióñ"cli1stc;~ll.fé este-·teorema-pueae- eñCOUtrarse~-por éjEiiñJ>lo 

en [Peres, 1993} Una -discuSión· en ténniltos de'tedrla de topOS ert [Isham. y Butteifield, 1998). 
13. As stressed m the lecture (Bohr se ·está- refiriendo a la conferencia de Como de 1927, en la que pre
sentó la noción de complementariedad), an adequate tool fo'r a complementary way of deScription is of
fered. precisely by the quanhun_mechanical-formalism Which represents a purely symbolic scheme per
mitting _only predictions, _on line of the correspon:dence principie, as to results- obtainable under c()rtdi
tions spedfie:d-by-means óf classical i;:oncepts.- [B'ohr 1949] 

14. Por ejemplo, para un conjunto completo de observaQles que conmutan .. 
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15. Espedficamente~ en una teoría clásica cuyo ingrediente básic_o es un retículo P de proposiciones acer

ca del sistema de interés, un estado p del sistema da lug_ar a una valuación sobre el retículo, es decir, un 

mapa (una función característrica en el sentido de la teoría de conjuntos) vp de P al {O, 1}, que es un 
homomorfismo entre álgebras booleanas. Nos interesa la generalización de este esquema que cabe en el 

topos. 
16. Técnicamente: cribas. 

17 En estas valuaciones se man:üiesta con claridad el significado del teorema de Kochen- Specker y en 
ellas se generaliza naturalinente la condición FUNC 

18. Las cribas forman álgebra de Heyting (un álgebra pseudo-booleana) por lo que las valuaciones a ellas 
admiten una interpretación como conectivos lógicos de las _operaciones "join", "meet'' ~ pseudocomple

mento y pseudocomplemento relativo. 
19.- Ésta es la representación usual, aunque son posibles otras representaciones. Nos llntitamos además, 

como dijimos, a los operadores acotados. 

20. Es decir: sólo se pueden establecer secciones locales del prehaz D. 
21 .. Por ejemplo: [Goldb~att,.1986lcap. 8 
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