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Una semantica de Kripke para logicas cuanticas
Graciela Domenech+/ Hector Freytes!

1. Introduccién

Este trabajo se enmarca en la pregunta por la posibilidad de considerar los datos
empiricos acerca de los sistemas cuanticos como las propiedades de un objeto en
la teorfa y, en caso de que esto fuera posible, por las caracteristicas de un objeto
tall, Eii mecdnica cudntica, las particulas elementales (subatémicas y subnuclea-
res) parecen los candidatos naturales a ocupar el Tugar de objeto. Sin embargo no
es para nada inmediato que esto pueda ocurrir: Ia “observacién” de las particulas
es mucho mias mediada por la teoria que en el caso de pequetios: sistemas clasicos?
e incluso pueden ser inobservables por razones de principio como sucede con las
particulas libres o con los quarks, siempre ellos en estados ligados®. Pero aiin si
poriginos efitie paréntesis los gemplos més problematicos y consideramos las
propiedades en los mas simples, la complementariedad. entre descripcion espa-
cio-temporal y causalidad impide -o por le menos cuestiona- la aplicabilidad de
las categorias de sustancia y causalidad en la sintesis de dichas determinaciones,
Se pierde asi la nocién clasica de objeto con identidad temporal bien definidat.

2. Laldgica intrinseca

La nocién de objeto -en el caso que nos iriteresa, la de objeto ena mecanica cudn-
tica- adquiere su sentido en relacién a la teoria que prescribe las leyes a las qué el
objeto responde. En el dmbito de la mecérnica podemos distinguir por una parte,
las notas que provienen de la exigencia de que los resultados de observaciones
realizadas por diferentes sujetos sean consistentes y por otrs, las propiedades re-
lacionadas a la definicion del sistema fsico por 1a especificacion de las magnitu-
des observables de interés, Las primerés relacionan la objetividad de la expetien-
cia en este ambito con las propiedades de simetria de Ia teoria’ y no permiten de-
terminar un objeto particular sirio que delimitan una ¢lase de objetosé. Son notas
necesarias (en el sentido de que un electrén, por ejemplo, no sexia tal'si no tuviera
cierta masa, carga y spin’) e independientes. del estado en el que el sistema se en-
cuentre. Con las segundas, propiedades que dependen del estado del sistema,
pretendemos distinguir un individue dentro-de la clase. En su formulacién stan-
dard, la mecénica cuantica establece una. cofrespondencia entre las magnitudes
fisicas y cierfos objetos matematicos Nlamados "observables™. Los posibles resul-
tados de la medicién de una magnitud son un conjunto de ntimeros reales aso-
ciados con el observable (su-espectro) Los observables pueden descomponerse de
tal forma de efectuar una particién exhaustiva y exclusiva de las posibles alterria-
tivas para los valotes de las propiedades que el sistema piede exhibir en cada
instante de tiempo?. Las proposiciones atbmicas acerca de los valotes parficulares
de las magnitudes se corresponden con cada elemento de esta particidn, Io gue
garantiza la consistencia entre el reticulo de las proposiciones y la estructura ma-
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tematica de la teoria®. Técmicamente, es un reticulo ortocomplementado cuast-
modular completo @ que es el algebra de la l6gica cudntica infroducida por G.
Birkhoffy ] von Neumann [1936],

3. El problema de la valuacién
En caso en que Ia construccién que hemos descripto se realizara en el &mbito dela
mecénica cldsica seria posible definir una valuacién booleana de todas las propo-
siciones. Es decir, seria posible dar un valor a todas las propiedades de tal forma
de satisfacer el requerimijento natural de que el valor dado a una funcién de Ia
propiedad es la funcién de su valor!l. Esta posibilidad -que Ja esiructura matema-
tica subyacente habilita para la mecénica clasica- se pierde en el caso cusnticol2,
La imposibilidad de asignar valores a las propiedades de forma tal que se satisfa-
gan las relaciones funcionales entre ellos —es decir, la posibilidad de que las pro-
piedades del sistema fisico “tengan un valor” independiente del contexto en el
que puede ser determinado, estd prohibido por el formalismo matematico mismo
y 0o por tal o cual posicién frénts a 14 teoris, y es un duro obstaculo para casi cu-
alquier interpretacién de ese formalismo como algo més que un mero instrumento’3.

El teorema que prohibe la asignacién no contextual de némeros reales como
valores a las propiedades no impide; sin embargo, la posibilidad de valu'aciones
parciales booleanas contextuales-por ejemplo, para subconjuntos de ellas¥- ni
tampoco la de valuaciones generalizadas ro booleanas. En particular, cabe una
valuacién a conjuntos. variables en el marco de la teoria de topes [Goldblatt,
1986]. Un topos puede pensarse como una categoria en que se extienden nociones
de la teoria de conjuntos’. En el caso de la valuacién de las magmtudes fisicas, es
posible elegir algiin subconjunto valuable booleanamente a los nimeros reales -
para ellas tendr4 sentido una nocién de “verdad fotal”- y asignar como sus valo-
res a las restantes magmtudes ciertos conjuntos de funciones de ellas mismas16
gue juegan el rol de “valor semantico” o “significade”, relacionado con la “ver-
dad parcial”, b

Estas valuaciones!” presentan una cantidad de ventajas respecto de otras po-
sibles: la valuaci6n se hace sobre cribas en el topos de prehaces, que tiene una es-
tructuza de reticulo distributivo -a diferencia de las valuaciones en € que es cua-
simodular. Por otra parte, la coleccién de valores de verdad parcial no es arbitra-
ria sino que estd completamente determinada por la estructura del topos y no hay
ambigiiedad en la “interpretacién” de los conectivos 16gicos¥, que pueden asoci-
arse con los de una lgica intuicionista. Ademds de la semantica en el topos, esta
logica admite una seméntica de Kripke que, por una parte, articula consistente-
mente. un leguanje mds “informal” y, por otra, brinda un marco adecuado para
vincular los valores de las propiedades del swtema con la informacion del obser-
vador sin incurrir en violaciones de los teoremas “ne go” propias de las formula-
ciones ingenuas. Es decir, si elegimos una valuacién de esta cIaae, 1nos mantene-
mos lo més cerca posible de la seméntica acerca de los objetos clasicos y cuando
nos apartamos —como no puede ser de otra forma, ya que no se trata de sistemas

clsicos- lo hacemos entrando en un terreno con interpretacidn bien definida en el
ambito de la légica.
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4. Prehaz espectral y modelos de Kripke
En los dltimos afios se ha comenzado a usar la teoria de categorias para abordar
los problemas de la valuacion de méagnitudes en el dmbito cudntico. Hay propu-
estas en que se relacionan las proposiciones con sus consecuencias en la formula-
cion hiabitual {Isham y Biittérfield, 1999], otras en la formulacion de historias con~
sistentes [Isham, 1997] y otras que tratan sobre la interpretaci6n de los conectivos
{Ia implicacion) [Smets, 2001]. Nuestra propuesta es una variante de valuacion en
el marco categorial que admite una interpretacién de Kripke en términos de in-
formacién sobre el sistema. A continuacién la describimos brevemente en forma
precisa:

Las magnitudes fisicas 4 se representan!® por operadores autoadjuntos acota-
dos A que actiian sobre el espacio de Hilbert de los estados. del sistema. Todo o-

perador A de este tipo admite una descomposicién espectral de Ia forma (neN):

A=Zo,P,

dende an son los autovalores-de A; P sus proyectores asociadosy la igualdad
se toma en términos dé la convergencia en norma. Dados A y B operadores auto-
adjuntos acotados, A con la descomiposicin espectral anteriory £ una funcmn
con.dominio en{os reales, B=£(A)-designa la expresion

B=Zh{0,)Py
El conjunto Wa de tos proyectores asociados al operador A
Wy ={Ps A=Za.PB.}

con las operaciones heredadas de @ es una subalgebra de @ con estruchira de
dlgebra de Boole. W recibe el fionibie de slgebra espéctral astcinda 4 A ¥ se veri-
fica que, si B=(A), entonces WgcW.

Consideremos ahora la categoria % cuyos objetos ob(%) son dlgebras espec-

trales y cuyas flechas son los morfismos booleanos inclusion Wy =W, Sobre: Wse
construye el prehaz

D(Wa)={f: Wa~s2: f esmorfismo booleano}

Actuando sobre 1a flecha Wy “Wa, D es la restriccibn f iWpde st

Bajo esta perspectiva, el teorema de Kochen-Specker se expresa diciendo que
sélo para algunos We%/ es posible seleccionar un f & D(W) con la pI‘OplEdad de
compatlbxhdad respecto de la inclusién y las restricciones, esto es: si f:{Wg=»2'y
FWa—2 son morfismos seleccionados fales que Wg.cW, entonces: g} We=f2. -
lamamos valiacién: parcial V.a esta seleceion de morfismos: El dominio dela va-
luacion se define.como

dom(P)y={(W, F): We/ y F-W—2 fué seleccrionada}

$1 PeWa es un proyector que corresponde al autovalor o, P e dom(V),
S Wa—2 fue seleccionado y f(P)=1, diremos que “conocemos que el valor de la
magnitud 4 es ¢”. Notaremos brevemente por “ A=a” estas afirmaciones.
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La idea basica que motiva la construccion de un modelo de Kripke a partir de
la valuacién parcial V es la siguiente: si Wa ¢dom(V), es imposible una valdacion
clasica deJa magmitud 4 Sin embargo, podemos atin considerar Jas magnitudes ®
con &= {4) ~correspondientemente, los operadores B tales que B=£(A)- para los
que Wp € dom{V). Para ellos tiene sentido la afirmacién “el sistema tiene la pro-
piedad £ (0)”. En @, el proyector que corresponde a “@=£ (a)” sigue en el orden
parcial al proyector de “ 4=, es decir: “B=# ()" es una de sus consecuencias.
Podemos asi pensar en “informacién acerca del valor de una magnitud” en tér-
minos de informacidn acerca de sus consecuencias.

Defirumos entonces el siguiente conjunto:

v(“A=a”y={Wy: Wpedom(V), B=k(A) y “B=h ()"}

v{” A=) es un conjinto deécreciente respecto de la relacién de inclusion en el
51gu1ente sentido: si Waev(" j{-'ot”) y WegWi, entonces chv( A=), En efecto:
Weaev("4=a") indica que B=£(A) y. que “@=£(a)". Por otro lado, W cWi indica
que existe g con dominio en los reales C=¢ (B) a 1o que corresponde ” (=g (#)”. De
"B=k(0)" se sigue que C=gf{A) y “ C=gf (c)”. De esta manera Weev(" 4=a"),

Consideremos ahora el lenguaje proposicional <p, v, A, —, 1> donde g de-
signa el conjunto de proposiciones atémicas sobre el sistema. Intuitivamente cada
proposicion p en @ representa una afirmacién del tipo “ 4=o.”, Para establecer un
modelo de Knipke K(V) = < F, |> para este lenguaje basado en una valuacién par-
cial V, definimos el marco F {frame) y la relacion de forzamiento sobre proposi-
ciones atdmicas del siguiente modo:

F=<ob(W), >
ko A= si y s6lo st Wev(“ 4=0)

El forzamiento sobre los otros conectivos se define de manera usual. De;este
modo fa expresion “K(V) fuerza a =o' en W” se traduce como “el algebra espec-
tral W tiene informacion acerca del valor de la magnitud 2" Cabe destacarque en
la literatura usual?l, el conjunto v(*A=0") se toma creciente. En-nuestro caso re-
sulté decreciente debido a que el prehaz espectral es un funtor contravariante.
Luego, bastaria invertir formalmente el orden dado por “C” para ajustarse a la
manera usual. Es claro que en este miodelo de Kripke recuperamos Iocalmenbe el
aspecto clasico dado por la valuacién parcial cuando W fuerza a ” 2=o”

5. Conclusiones

Las proposiciones sobre el sistema fisico se organizan en un reticulo cuasmodu-
lar dado por la estructura de los proyectores sobre el espacio de Hilbert de los es-
tados del sistema y éste no admite una vaiuacién global o clasica. El modelo de
Kripke que hemos obtenido permite, sin embargo, una seméntica del lenguaje de
las afirmaciones sobre los valores de todas las magnitudes formulada en términos
de informacién sobre el sistema que mantiene localmenite un aspecto clasico dade
por la valuacion parcial que es booleana.
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Notas

1. Nos limitamos en este rabajo a la mecanica cusntica (no relativista),

2. No vamos a-ocuparnios del problema de 1a medici6n, stlo estamos indicando la distancia entre las
magnitudes a las que se alude en los pmcedmuentos expenmentales y los operadores matemdticos.que
lasrepresentan:

3. Se agrega a esto los problemas de'la indistinguibilidad de las particulas idénticas y de la creacion y
destruecién de particulas que forman parte del tratamiento relativista,

4. The very nature of Quantum Theory thus forces us to regard the space-time coordination and the
clafm of causality, the union of whicl chatactérizes the classical theories, as complementary but exclusive
features of the description, symbolizing the idealization of observation and definition respectively. [Bohr,
1928]

5. La invariancia frente a grupos de simetifa extérita (espacio-teraporales), es decir: erel ¢aso no relativis-
ta la covariancia dé las ecuadiones de la teoria frente al grupo.de Galileo, ¢n relatividad especial y teorfa
de campos, la covariaricia frente al grupo de Poincaré; determinan que las notas esenciales son la masa y
el.spin. La invariancia frente a los grupos de simetrfa propios de 1a teotfa en guestion (por lo general,

grupos mutanos) sefiala por-ejemplo-a la carga eléctrica coirio nota esencial.

6. La fisica tetrica clasifica Jas particulss-elemeritales. con esta herramienta, proveniente de la teotfa.de
grupos y sus representacionss: se noinbra I clase (electrones; privtones; neufritios, ete.) por los valores de
estas notas esenciales. Una particula elemental se define como un sistema fisico cuyos éstados se-trans-
forman ajustandose a como jo:hace -frente suis transformaciones- ina representacién itreducible definida
del grupo de Poincaré. o

7, Esto es muy diferente al caso clésico en que podetnos hablar por ejemplo de un manzana de tal masa o
de tal otra, ya que no es ki masa lo-que-define #la clase de laswianzanas; Pero-er el caso'de 1as particilas
elementales, st se enconirarauna particula con masa doble que la del electrén -aunque compartieracon &
Ias demés notas esenciales- no dirfamos que.es un electrén més masivo-5ino que 1o considerarfamos de
otra clase: una particula con otro nombte.

8. Los operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert de estados puros del sistema son-una repre-
sentacién del dlgebra de los. observables.quescorresponden a las magnitudes medibles. S6lo-vamos a-con-
siderar operadores acotados de espectro discreto y sistemas en estados pures, por razones de simplici-
dad. Bl espectro del operador es el conjurito de sus autovalores.

9. Esto es: se descomparién én.proyectores, cada uno-de los-cuales tiene asociado un:subespacia sobre €l
que proyecta. Asf, el espacio de'los estados piiros:se descompone en subespacios propios:de cada obser-
vable.

10, Es decir, 1a 16gica a 1a que se ajustan las proposiciones ¢s la asociada al reticulo de los. proyectores.
Pero la consecuéricia logica -l orden parcial en el feticulo- no determina un tinico-conectivo para la im-
plicacion. [Dalla Chiara y Gitmtisi, 2002]. La *mejor* implicacién. de 1as ocho posibles [Hardegree, 1979]
ha sido caracterizada como urn condtcmnal contrafictico. Sin embargo, este-conectivo tiene problemas
con el teoreina de la deduccidn {Maimewsky, 1990]

11, La propiedad FUNC (fanctional composition principle}.

12. Teotema de Kochen-Specker: st la dimensién del espatio de Hilbert de los estados del sistema s ma-
yor que dos, es imposible ascciar valores 0/1 con cada proyector Pi de tal forma que; si un confunto de
operadores de Proyéecion que conmutan son tales que suman'la identidad, los correSpond.lent& valores
v(Piy también satisfagan T w(Piy=1. Unia discusion cl4Sica™de éste tedreina puede SRTONHATSE PoT ejémplo
en [Peres, 1993} Una discusitn en térmirios de'teoria de topos e [Tsham y Butterfield, 1998],

13, As stressed in the lecture (Bohr se esté refiriendo 2 la conferencia de Como-de 1927, en la que pre-
sentd Fa nocion de complementariedad), an.adequate tool for & comiplementary. way of descriptios is of-
fered precisely by the quantum miechanical formalisr which represents a putely symbolic scheme per-
mitting only predictions, on line of the correspanidence principle, as to results-obtainable under coridi-
Hons:specified by means of classical concepts: [Bohr 1949].

14. Por ejemplo, para un conjurito completo de observables que conmatan,,
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15, Especificamente: en una teoria clasica cuyo ingrediente bésico es un retfculo P de proposiciones acer-
ca del sisterna de interés, un estado p del sistema da lugar a una valuacion sobre el reticulo, es decir, un
mapa (una funcién caracterfstrica en el sentido de la teoria de conjuntos) vp de P al [0, 1}, que.es un
homomorfismo entre dlgebras booleanas. Nos interesa la generalizacion de este esquema que cabe en el
topos,

16. Técnicamente: cribas.

17 En estas valuaciones se manifiesta con claridad ¢l significado del teorema de Kochen- Specker y en
ellas se generaliza naturalinente la condicién FUNC

18. Las cribas forman Algebra de Heyting (un lgebra pseudo-booleana) por lo que 1as valuaciones a ellas
adroiten una interpretacién como conectivos logicos de las operaciones: “join”, “meet”, pseudocomple-
mento ¥ pseudocomplernento relativo.

19. fista es la representacion usual, aunque son posibles otras representaciones, Nos limitamos ademds,
como dijimos, a los operadores acotados.

20. Es decir: s6lo se pueden establecer secciones locales del prehaz D,

21. Por ejemplo: [Goldblatt, 1986].cap. 8.
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