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Conocimiento simbélico e infinito matematico

Javier Legris*

La naturaleza del infinito matematico fue tal vez el problema central en la fundamentacién
de la matematica a comienzos del siglo XX, y en el tratamiento de este problema el simbo-
lismo tuvo una enorme importancia. El caso extremo lo constituyd el formalismo de Hil-
bert, al proponer la reconstruccion de teorias matematicas en términos de lenguajes forma-
les, en los cuales toda operacion se entendia como manipulacion simbélica Las siguientes
observaciones tienen por objetivo analizar la funcidn del simbolismo én el conocimiento
del infinifc matemdtico El andlisis se basard en la idea de comocimiento simbélico, tal
como fue desarrollada por Leibniz. Como marco de la exposicién debe pensarse en las
diseusiones que luego de 1920 se dieron entre formalistas e intuicionistas y la situacion de
ambas escuelas posterior a los resultados de Godel de 1931

I

El concepto de conocinmento simbélico fue formulado por Gottfried Wilhelm Leibniz a
partir de sus investigaciones sobre el 4lgebra, y lo empled como un concepto. fundamental
en su teoria del conocimiento con el cual fundamentar sus ideas de cdlculo, de una grs
combmnaroria y de una characteristica unmiversalis Los antecedentes de la teoria de los
sistemas formales en estas ideas leibnicianas han sido ampliamente reconocidos y han sido
objeto de estudic. Sin embargo, el concepto de conocimiento simbélico y su papel fundante
no han ocupado la atencién que se merecen.

Leibniz introdujo el concepto de cenocimiento simbélico, cogitatio symbolica, al que
también llamaba “conocimiento ciego,” cogitatio caeca, en varios pasajes de su extensa
obra, siempre al referirse a las caracteristicas del conocimiento humano. En sus Meditacio-
nes sobre el conocimiento, la verdad y las ideas, de 1684, Leibniz hace notar 1a necesidad
de contar con signos en lugar de las cosas para poder emplear procedimientos analiticos

“Por lo general y especialmente en un andlisis de mayor extension, no vemos, sin'
embargo, la naturaleza total de la cosa de un modo simultidneo sino que empleames,
signos en lugar de las cosas cuya explicacién, al meditar, solemos omitit por razo-
nes de economia, sabiendo o creyendo que lo poscemos.” (GP IV 423)

El quilidgono, o-poligeno de mil lados, le sirve a Leibniz como un ejemplo de tal situacion.
La representacion de esta figura geométrica es imposible, por lo que se emplea directa-
mente el signo que lo denota. En un escrito posterior, Leibniz afirma que “Todo razona-
miento humano se lleva a cabo mediante algunos signes o caracteres” a causa de que una
observacion continua de los objetos resulta imposible (GP VII, 204)

En relacién con esta manipulacién de simbolos, Leibaiz afirmaba:

“Suelo liamar a este tipo de pensamiento ciego o también simbélico: se lo utiliza no
s6lo en el dlgebra sino en la aritmética, v casi en todo™ (ibid).
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Otro caso tipico de conocimiento simbdlico se encuentra en las operaciones con nimeros
grandes, donde la representacién intuitiva del nimero no es posible, es decir, cuando el
namero no es fdcticamente construible (por ejemplo, la décima potencia de 10 clevada a fa
10). De este modo, la funcién del conocimiénto simbdlico consiste en poder pensar (ie,
hacer inferencias) acerca de objetos no intuibles ¢ construibles.

Leibniz contraponia este tipo de conocimiento a la intuicion, en el sentido cartesiano del
término, ¢s decir, como un conocimento claro y distinto acerca de hechos simples o ele-
mentales y que para Leibniz es méas propio de un ser supremo que de los seres humanos
Frente al método cartesiano que partia de un contacto directo del espiritu con el objeto de
conocimiento, surgia la necesidad de un método indirecto de conocimiento en el que el
contacto con el objeto de conocimiento se realiza a través de signos que lo representan. En
este método, ¢l nuevo conocimiento se adquiere a través de la manipulacicn de los signos
considerados ahora como objetos, de manera independiente de su significado. Leibniz se-
fialaba en un texto anterior (aproximadamente de 1671):

“Sialguna vez fuéramos conscientes de haber ordenado las palabras distinta e inva-
riablemente, bastaria con emplear pensamientos ciegos para razonar con distincién”
(A VIL, i1, 481)

Con la introduccién de este concepto se obtiene wi itiportante salto metodoldgico: el cono-
cimiento por medio de la manipulacion de simbolos adquiere un lugar especialmente desta-
cado en la estructura cognoscitiva humana El conocimiento de Jas propiedades de una
entidad se puede reducir al conocimiento de las propiedades de los simbolos que se em-
plean para representarla. Es por ello que los simbolos dejan de tener un papel simplemiente
auxiliar en el conccimiento, pasando a ser comstifutivos de conocimiento (véase al respecto
Dascal 1987). Por fo demas, representa un pase decisivo en. la wecanizacion de los proce~
dimientos inferenciales, en la medida en que se manipulan los simbolos entendidos como
objetos.

Sybille Kridmer ha propuesto caracterizar el conocimiento simbo6lico mediante los si-
guientes tres rasgos (Krimer 1992, pp. 224 5.).

(1) Los sistemas de simbolos son empleados como una técnica, esto es, con un fin 1nstru-
mental. '

{2) Los simbolos se vuelven independientes (“autarquicos™) de su significado.

(3) Los objetos del conocimiento se cogstituyen de manera simbélica, es decir, los simbolos
no s6lo representan objetos, sino que los produicen. '

Kramer funda estas afirmaciones en diferentes pasajes de la obra de Leibniz. Para eila son
estos tres rasgos los que hacen que el conocimiento simbolico Heve a reducir operaciones
mentales o espirituales a operaciones entre signos considerados como olijetos fisicos

Aqui importa destacar que, segun el segundo rasgo caracteristico, los mecanismos que
gobiernan los sistemas simbolicos son independientes de la interpretacién que se les dé. De
hecho pueden recibir diferentes interpretaciones, la construccion del sistema puede antece-
der a sus interpretaciones (tal como ocurre en ¢l dlgebra abstracta). De este modo, los sig-
nos del sistema son simplemente manipulados como objetos y la correccién de esta mani-
pulacién no depende del significado que adopten los simbolos En este sentido, el conoci-
miento simbolico no emplea conceptos, sino sfmbolos.
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Por lo demas, de acuerdo con el tercer rasgo del conocimiento simbolico, la posibilidad
de una entidad estd determinada por la construccién del sistema simbdélico que Io repre-
senta, construccion entendida a la manera de una produccién técnica. Una consecuencia
destacable de esta caracteristica s que los sistemas simbélicos permiten presentificar enti-
dades “inimaginables,” que no se pueden capturar por la intuicién sensible, y operar con
ellas. El concepto de una cosa se obtiene al encontrar un sistema de simbolos que consti-
tuya su representacién. En apoyo de esta afirmacion, Krdmer recurre a pasajes del escrito
de Leibniz “Qué es idea”, de 1678, como el siguiente.

“Y lo que todas estas expresiones tienen en comiin es que solo por la contemplacién
de los respectos de aquello que expresan podemos llegar al conocimiento de pro-
piedades que corresponden a la cosa que vaa expresarse” (GP VH, p. 263)

El concepto de conocimiento simbolico estd vinculado con la 1dea de una lmmgua characte-
ristica, pero sobre todo esta en la base para los proyectos leibnizianos de obtener un caleu-
lus ratiocinator y, en general, una mathesis universalis, es decir una ciencia general Sin
embargo, su aplicacién mdas directa y efectiva estd en el dlgebra abstracta; 1o constiuceion
de sistemas algebraicos que pueden recibir diferentes interpretaciones (numéricas, geomé-
tricas, logicas). Asi, se entiende la influencia que ejercié este concepto en el desarrollo del
dlgebra de la l6gica durante los siglos XVIII y XIX (Johann Heinrich Lambert, George
Peacocke, George Boole, Emst Schrisder, entre ofros), permeando incluso los origenes de la
teoria de modelos En este sentido sirve para entender mejor la manera de entender la “16-
gica como cdleulo,” en oposicion a la “16gica como lenguaje” {de acuerdo con la distincion
propuesta por Jean van Heijenoort). Los sistemas formales con diferentes interpretaciones
ilustran uno de los aspectos mds fructiferos del conocimiento simboélico: la aplicacion de las
estructuras simbolicas a diferentes ambitos. El conocimiento respecto de un dominio de
objetos puede trasladarse a otros dominios que tienen la misma estructura (lo que se ex-
presa usualmente como isomorfismo) Esto quiere decir que las propiedades que tienen los
simbolos en ¢l sistema, es decir, las propiedades formales, son parte del significado que se
les asigne a los simbolos en cualquier interpretacién

I .
Pero hay otros aspectos mas problematicos. Uno de ellos es el papel que juega el conoci-
miento simbélico en la comprensién del infinito matemético Aquf se trata del caso de la
teorfa de ntimeros, de la aritmética y del continuo, es decir, tanto del infinito de los niimeros
naturales como del infinito de los reales (no considero aqui el caso del concepto mas gene-
ral de infinito que surge de la teoria de conjuntos) Una discusion clasica en filosofia de la
matematica es la que se da en torno de si es posible un conocimiento directo e inmediato de
las estructuras infinitas como las que supone la teoria de niimeros o este conocimiento debe
ser indirecto. El conocimiento simbélico seria una manera de responder de acuerdo con esta
iltima alternativa y en este caso la pregunta serfa. ;Qué significa que el conocimiento res-
pecto de dominios infinitos sea un conocimiento simbélico? ;Qué debe presuponerse en
este caso dcerca de la nafuraleza del infinito matemaético?

La discusion acerca de la naturaleza del infinito matemdtico se revitaliz a comienzos
del siglo XX en el contexto de las crisis de fundamentos de la matematica. Desde luego, la
discusion no es neutral respecto de la naturaleza de las estructuras infinitas, sino que por €}
contrario se adoptaban diferentes posiciones ontolégicas. Es sobre el trasfondo de esta dis-
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cusién que pueden hallarse respuestas a la pregunta sobre el conocimiento simbélico del
infinito.

Tomese el caso del principio de induccién completa, uno de los principios mds basicos
de la aritmética, que se puede expresar mediante el siguiente esquema.

[P[x]]
P[0 Ps(4)]

P[t]

;Se esta aqui frente a un principio, cuya verdad se justifica por intuicion o es una regla
puramente simbélica que puede aplicarse a cualquier numeral a fin de generalizar propie-
dades numéricas?

Desde los primeros escritos de L.E.J. Brouwer, el intuicionismo matemético considerd
ia serie de fos niimeros naturales como una construccion mentaj que hace un sujeto y en
este sentido es que se la podia considerar intuitivamente dada; y esta censtruceion-es la que
equivale a la intuicién. El principio de mnduccién completa esta justificado por la misma
construccion que hace el sujeto de los niimeros naturales En general, los intuicionistas
vefan en el simbolismo tinicamente un medio de comunicacion para expresar 1as constric-
ciones que constituyen la matematica Como afirmaba Arendt Heyting:

“El el matematico intuiciomsta] usa el lenguaje, tanto ¢l natural como el formali-
zado, inicamente con el fin de comunicar, es decir, para hacer reflexionar a otros o
¢l mismo sobre sus propias ideas mateméticas. Este acompafiamiento lingtiistica no
es una representacion de la matemitica, mucho menos es la matématica misma”
(Heyting 1931, p. 106). .

Obviamente, el intuicionismo no deja espacio para un conocimiento simbélico en la mate-
matica,

11}

A la idea de fundamentar el conocimiento del infinito en la intuicién se le puede objetar su
caracter subjetivo y esta objecion vale también para el caso de equiparar intuicién con
construccién en la medida en que se la piensa como construccidn mental Una objecion de
este tipo es la que animaba a David Hilbert y su escuela. Hilbert buscaba esta fundamenta-
cién en el formalismo, en las propiedades de los sistemas formales, en tanto sistemas de
formulas que se generan mediante reglas puramente combinatorias. De aqui surge el pro-
grama finitario de reconstruccién de la matemética que Hilbert postuld,

En una palabrz, El programa de Hilbert se basaba en la. manipulacién sunbohca y asise
aproximé a [a idea leibniziana de conocimiento simbélico (tal como ha hecho notar Lassalle
Casanave en 2000),

En el programa de Hilbert aparece un primer aspecto esencial del conocimiento simbo-
lico. la abstraccién formal: el conocimiento se obtiene por medio de signos cuyo signifi-
cado ha sido dejado de lado o, mds aun, a los que ningin significado les ha sido asignado
Con su idea de una axiomdtica formal para las teorfas matematicas, Hilbert se proponia una
abstraccion de este tipo. La matemética se basaba en el método axiomatico deductivo, pero
con independencia de cualquier contenido intuitivo, es decir, del conteniido matemético de
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las expresiones que integran los sistemas axiométicos Estas expresiones no tienen signifi-
cado v, por tanto, no es posible hablar de verdad de los axiomas

La justificacién de la aplicacion de este método era dada por la determinacion de pro-
piedades del sistema axiomaético formal, en especial la consistencia, que garantizaba la
utilidad del sistema formal El concepto de consistencia se entendia en el sentido de ausen-
cia de contradiccion, de modo que no era necesario concebir el sistema de objetos en-cues-
tién Para decirlo en un lenguaje matematico: no era necesario concebir un modelo del sis-
tema En realidad, la funcién del simbolismo era para Hilbert metodoldgica vy su finalidad
pragmdtica, a saber, justificar la matemdtica a fin de aplicarla al conocimiento de la natu-
raleza Sin embargo, la imposibilidad —probada por Godel- de demostrar la consistencia de
un sistema tan elemental como el de [a aritmética con métodos finitarios (que son los méto-
dos de manipulacion simbélica} hace cuestionable a la idea de justificar un sisterna simbgé-
lico mediante la demostracion de su consistencia

Otra perspectiva consisie en pensar el conocimiento simbolico como construccon sim-
bélica, de modo que son los procedimientos empleados en [a construccién de un sistemna
simbohco los que justifican su valor cognoscitive Esta petspectiva no e§ otra cosa que
aplicar ideas de) intuicionismo a la manipulacién simbélica La idea misma de célculo pre-
supone reglas aplicadas a simbolos. Estas reglas generan o construyen un sistema simbdlico
que representa una estructura, un objeto. Las reglas de construccién deben entenderse, en-
tonces, en el mismo sentido de las reglas para construir figuras geoméiricas, como un cir-
culo o un tridngulo equildtero En e! contexto leibniziano esta construccidn constituia una
definicion real del objeto, en la medida en que “incluye la generacién de la cosa™ (GP VII,
294) Por cierto, debe aclararse en qué sentido estas construcciones simbodlicas son, al
mismo tiempo, construccidén de objetos. Los procesos que ejecuta el sistema simbolico
indican la estructura de la entidad designada, o sea, su forma, de modo que es mads bien esta
estructura aquello que se conoce sumbolicamente.

Otra manera de decir esto es que la construccion simbolica asegura la posibilidad de la
entidad que el sistema simbélico representa. Dicho en una terminologfa clasica, la existen-
cia del sistema simbélico sirve para definir un concepto; el plano simbélico se vuelve pre-
eminente respecto del plano conceptual mismo. Desde otro angulo, se puede decir que la
construccién simbélica asegura la existencia de un modelo, y esto es asf en virtud de las
reglas empleadas para la construccion del sistema Dicho de otro modo, las reglas de cons-
truccion prevalecen sobre la consistencia del sistema. Asi pues, el “mayor numero natural”
(para tomar un ejemplo del mismo Leibniz) no es un objeto posible ya que no es represen-
table, es decir, construible, en el sistema simbélice que corresponde a los niimeros natura-
les.

Esta perspectiva puede radicalizarse aun mas diciendo que los objetos de la matematica
no son otra cosa que estas construcciones simboélicas. Asi, el matemdtico Hermann Weyl,
en trabajos de caracter filoséfico publicados en 1949 y 1953 (“La ciencia como construc-
cion simbdlica del hombre™ y “Sobre el simbolismo de la matemadtica y la fisica matemd-
tica” respectivamente), se referia a un conocimiento simbélico-constructivo, uno de cuyos
rasgos principales se encontraba en el hecho de que

“Los signos no sen producidos individualmente para lo actualmente dado en cada
caso, sino que son extraidos de la reserva potencial de una multiplicidad ordenada
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de signos abierta al infinito, producible de acuerdo con un procedimiento prefijade”
(Weyl 1953, p. 223).

Es decir, en ] simbolismo mismo esté potencialmente la idea de infinito. Y es asi que
se le puede dar sentido a Ia idea de infinito en el contexto del conocimiento simbélico. Esta
idea surge de la misma construccién simbdlica.

Una tercera perspectiva se basa en la idea de analogia Un primer sentido de analogia
fize mencionado ya al hablar de isomorfismo estructural. No obstante, tambiés hay un sen-
tido menos obvio, mas sustancial y gnoseolégicamente més audaz, ligado a las caracteristi-
cas esenciales del conocimiento simbélico. Se trata de la analogia entre las propiedades de
un sistema simbélico y las de la estructura tedrica a investigar: de las propiedades que re-
sultan de la manipulacion combinatoria de los simbolos se hace una exirapolacion a. pro-
piedades respecto de una estructura en la cual tal manipulacién combinatoria no es posible.

Un uso particularmente interesante de este tipo de analogia en la fundamentacién de la
matemética resulta al pasar de procedimientos constructivos combinatorios a estructuras
infinitas o, més especificamente, en el paso del plano combinatorto de los nimeros natura-
les a la teoria de los niimeros reales. Este uso de la analogia fue desarrollado por Paul Ber-
nays en su conferencia “El platonismo en matemiticas”, ofrecida en 1934, en relacién con
el conjunto potencia de los naturales

Bermnays partia del hecho de que el concepio de nlimero natural surge de la capacidad
combinatoria hnnidana (si bien existen nimeros naturales —los nfimeros “grandes™ que no
son construibles de manera efectiva, stno sélo “en principio™) Esta €s la mera capacidad de
construir secuencias de simbolos cuaIesqulera barras por ejemplo, ciya identidad puede
decidirse por simple inspeccién Estas secuencias de barras representan los nimeros natu-
rales. En este punto s¢ aproxima a la perspectiva que se acaba de: caracterizar como cons-
trgccion sinihdlica”

Ahora bien, no puede construirse un sistema simb6lico que sirva para representar el
conjunto potencia de los naturales, pues ne se obtiene por procedimientos combinatorios
En este punto, viene en auxilio la analogia formal: tal como los procedimientos combinato-
rios permiten una construccion simbolica dtil para representar los naturales, pueden conce-
birse procedimientos “casi combinatorios™ que dan lugar al conjunto potencia. Un ejemplo
de procedimiento “casi combinatorio” que da Bernays es el axioma de eléccion (véase Ber-

nays 1934, p. 260). También puede pensarse aqui en las operaciones con cardinales infini- .

tos, donde se procede de manera ana}o"tcwa con lo que sucede con los numeros finitos. Aqui
puede hablarse de un valor constitutivo de la analogia

Obviamente, aqui la analogia no estd concebida primariamente como un isomorfismo
entre sistema simbélico y estructura matematica, sino en una extrapolacién de lo que ocurre
‘en un sistema simbélico a una estructura que no s simbolicamerte répresentable. Esto es
coherente con cl rasgo del conocimiento simbolico formulado por Leibniz de permitir la
presentificacion de objetos “inimaginables.” Ahora bien, surge naturalmente la cuestién de
la existencia de la estructura que es representada de manera analdgica. Esta cuestion onto-
l6gica requiere un anélisis mas cuidadoso. Parece haber aqui una forma de la analogia entis
concebida en la metafisica. De todos modos, se la puede soslayar en la medida efi que se
decida limitar la discusion a los aspectos epistemolégicos del conoeimiento simbélico

En suma, se acaba de esbozar tres perspectivas para jistificar la idea de que el conoci-
miento del infinito matemdtico y sus propiedades se da a través del simbolisiiio. Estas se
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basan respectivamente en los conceptos de consistencia, construccién y analogia. Las tres
perspectivas son bien diferentes, aunque podrian complementarse No es dificil advertir que
estas tres perspectivas reproducen las tres concepciones clésicas en fundamentos de la ma-
temdtica: formalismo, intuicionismo y platonismo Este hecho lleva a sugerir que el con-
cepto de conocimiento simbélico tiene cierta independencia de las concepciones que se
pueda tener acerca de las entidades matematicas, encerrando un nicleo metodolégico
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