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Aproximaciéon a un Anélisis histérico-epistemolégico de
los Conocimierntos Aritméticos: aportes para un

Anilisis Didactico
Silvia C. Etchegaray*

1. Planteo del problema

Es nuestro interés. mostrar- que en el campo de 1z Didéctica de. la Matematica, el anahms
historico-epistemoldgico del conocimiento matemético. es un paso previo necesario para el
analisis didactico; el cual permite elabgrar criterios para la ensefianza. En efecto, con €l es
posible identificar los distintos sistemas de entidades que participan en-ei estudio del conte-
nido matematico que nos ocupa, a saber: Divisibilidad er-el conjunto de los nitméros ente-
ros (Z). Mostraremos que ‘¢ste tipo d¢ analisis pone en evidencia la complejidad de las no-
ciones aritméficas, quedando al desciibierto tanto la construccion de 51gmﬁcados parczales
de las nociones aritméticas elaborados en sus respectives momerttos, como la relativizacion
de Ia nocién de rigor matemnético y su total dependencia. de los dominios miatemadticos in-
volucrados. Asimismo con este analisis se tratard de dejar al descubierto los fendmenos de
“ilusién de transparencia” en los procesos de ensefianza inducidos por la. epistémologia
escolar, la cual generalmente no tiene en cuenta las condiciones de construccion de los
saberes puestos en juego, ni las restricciones de sus significados en relacién con su campo
de aplicacién y la institucion en que se manifiestan.

2. Marco tedrico de réferencia

Desde la perspectiva de la Teorfa Antropolégica de lo didactico,! donde explicitamente se
sitiia esta investigacion, cada etapa histérica descripta caracteriza Ona deferminada institu-
cion. En ellas se identifican diferentes elementos de 31gmﬁcados de las nociones involucra-
das, lo que-conlleva la realizacién de un andlisis ecoldgico de los saberes, €s decir analizar
la interaccion entre los saberes. Més especificamente se observa la dindmica de fos signifi-
cadps, ¢s decir la evolucidn de effos a través del tiempo. Este-analisis se realizard dentro de
la Teoria de los Significados Institucionales y Personales de los Objetos Muatemdticos de
Godino y Batariero (1994-1998), segln fa cual la nocion de significado es la herramxenta
conceptual fundamental para analizar 1 actividad matematica.

En este marco se hace necesario estudiar las nociones aritméticas de tai forma que sn
evolucion histérica resulte significativa para la investigacion en Didactica de la Matema-
tica. Ello a los efectos de lograr comprender las construcciones de las nociones en cl:sujeto,
como asi también poder decidir una transposicién que no desnaturalice los, mgmﬁcados de

las nociones bésicas de la Aritmética. Lo dicho implica dos tipos de acciones en esta inves-
tigacién, a saber:

1) que la lectura de la historia no puede ser lineal, sino que se debe desarrollar enfatizando
los problemas més significativos alrededor de los cuales ha evolucionado el conocimiento
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en cuestion. Ha sido considerado base de esa ctapa el trabajo de “Historia de 1a Aritmética
desde ¢l método histérico-critico™ (Palau y otros, 1993), cuya fundamentacion se ‘sintetiza
espec1almerrte en la siguiente tesis: los distintos periodos por los qiee pasa una clencia son
vistos como “etapas secuenciales” qué no se suceden por azar, sino que cada una se ha
hecho posible gracias a las precedentes y a su vez prepara las siguientes. En otras pala-
bras, el desarrollo de una ciencia puede interpretarse como una sucesion de etapas que
presenitan niveles cognoscitivos cardacteristicos y en el que cada etapu es una reorganiza-
cion de los conocimientos adquiridos en las anteriores (Palay, 1993). Bajo esta perspectiva,
el aparato conceptual que conforma cada periodo de la historia de una ciencia determina un
modo particular de abordar sus problemas. Asimismo, en este marco el ﬂgniﬁcado institu-
cional de cada nocion resulta solidario de los demas conceptos que conforman’ el conoci-
miento aritmético de cada periodo del desarrollo historico, ya que fa modificaciéh’ de uno
de ellos condiciona a los restantes.

2) que ¢l andlisis epistemologico se realizara identificando iy describiendo los denommados

elemeritos estructurales del significado, ¢s decir los componentes del contenido matemitico

y emiergentes e las practicas que Se ponen en juego en la activided matematica y que’posi-

bilitan distintas dimensiones de analisis en las nociones miatenidticas. Ellos somn:

& Ostensivos; entidades lingiisticas/notacionales {términos, expresiones, sfmbolos, tablas,
gréaficos)

s Extensivos: entidades que inducen actividades mateméticas comio las situaciones pro-
blemas, aplicaciones, etc.

¢ Actuativos: modos de dctuar ante situaciones o tareas, procedumentos, algoritmos; ope-
raciones.

e Validativos: argumentaciones que permiten validar los procedimientos, ya sea con de-
mostraciones, comprobaciones, justificaciones.

» [Intenstvos: ideas matemdticas, abstraccionies, generalizaciones como los conceptos
definiciones, teoremas.

Ademss de estas entidades primarias esta teorfa contempla entidades secundarias, es‘ de-~
cir combinacionies de las anteriores, las cuales han sido propuestas por Chevallard, Bosch'y
Gascon (1997) para analizar las distintas formas organizativas. del saber matemético pre-
sentadas en las diversas instituciones, a saber: rareas, técnicas, tecnologias y teorias. Bajo
este enfoque, fécnica es una “manera de hacer” y el estudio de las técnicas permite esmdlar
las relaciones entre los objetos involucrados en toda actividad matematica. Por oma parte,
tecnologia es wna agrupacion de elementos dg significado primarios que describen un
campo de problemas y sus correspondientes técnicas de resolucion y mma feoria es la siste-
matizacion de los elementos infensionates v sus respectlvas justificaciones (Godino, 1999).

Se coricibe asf una organizacién mateémitica dindmica, donde las técnicas’ generan nue~
vos problemas, los que desarrollan nuevas tecriologias que necesitan a su vez de la evolu-
cidn de fas técnicas conocidas y que avanzan hacia la constraccién de Teorias englobantes:
Esto permite generar un recurso de gran utilidad para comprender la génesis, €l desarrollo y
las fanciones de los saberes matomaticos en las distintas instituciones. Siempre estos sabe-
res estdn pensados en interrelacién con otros objetos y “viviendo” en las distintag institn-
ciones, ya sea de produccion, de utilizacion ¢ de ensefianza lo que posibilita rescatar ciertas
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cuestiones que sin esta mirada sistémica e institucional pasarian desapercibidas o conside-
radas irrelevantes. En efecto, se realiza un andlisis epzstemoléglco indicando los distintos
elementos de significados institucionales asociados-a sucesivas etapas comespondientes a la
evolucion historica de la Aritmética. En el paragrafo siguiente ejemplificaremos en la histo-
ria de Ia divisibilidad en Z el funcionamiento del modelo que se acaba.de describir. Se verd
claramente c6mo el pasar de una étapd o periodo a otro se determina por e} camblo en los
elementos de. slgmﬁcado estructurales, lo cual provoca indefectiblemente un avance en una
construccién mumea.definitiva del significado de fos conceptos aritméficos.

3. Diferentes elementos de mgmﬁcado asoclados ala evoluclon lnsténca de: las
nociones elementales de la aritmética

La priméra etapa, conespondlente a los iniicios de la €poca griéga, fandamentalmenie a la
obra pitapérica, se caracteriza por situaciones problemiéticas centradas en la bisqueda de
relaciones entré ciertas categorfas dé nimeros (pdres, impares, poligonalés), s cuales
fueron justificadas empiricamente y por elementos. de significado intensivo: relacionados
con: la mistica. En efécto, se trataba de demostras que los nfimeros-eran 1a esencia: de todas
las cosas, considerandolos asociados a las magnitudes y utilizando las proporciones-como.el
medio de relacion. Pese a no.trabajar con los nimeros enteros, €l trabajoirealizado:con:los
nimeros naturales se constituye en la génesis de la Divigibilidad en Z.. En esta etapa es
posible identificar los siguientes elementos de significado:

. Bt.’lsqueda de relaciones entre los nimeros-enteros. positivos de ciertas categonas pares
impares, poligonales {elemeritos extenswos)

o Justificacién. de las relaciones encontradas mediante trabajo empinco tales como el
‘manipuleo de piedrecillas {elementos-actuativos)

+ Asignacion a los niimeros enteros positives de ser Ia esencia de todas las cosas {¢le-
mento intensivo)

o Relacion: de los ndmeros y las magnitudes por macho de las proporciones. (eiemento
intensivo)

En la segunda etapa con‘espondlente a la época euclidiana hay camhlos en todos los
elemientos de sigiificado, tanto primatios o estructurales como secundanos Se procmce un
importante .cambio en los elementos ostenisivos representado por un lenguage geometnco
que conlleva elementos actuatwbs ¥ validativos diferentes a la etapa anterior. En esté pe-
tiodo se comparan los niiméros separados dé las magnitudes v s¢ efectiian validacionies
deductivas en el contexto geométnco fratando de sistématizar el conocumento existente. Es
necesario destacar ‘el énriquecimiento de’ ele:mentos tecnolégicos quie §& prod” en esta
época como resultado de esta nueva mianera de reahz.ar la
tanfo los’ nuevos elementos de s1gmﬁcados ldentiﬁcado‘S" son:

e Uso de m Ienguaje geomé{nco para la formuiacmu de pmpledades ¥y teoremas (ele-
mentos ostenswos)

¢ Separacion entre el mimero considerado dlscreto yvla magmmd con51derada contmua
{elementos actuativos):

¢ Demgstraciones deductivas de ciertos resiiltados dentro. de un coritexto geometnca
(elementos validativos)
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s Construccién de nuevas clasificaciones de nfimeros enteros positivos (primos, perfecios,
etc.), de un algoritmo para la extraccién del M.C.D y de teoremas bésicos de 1a Aritmé-
ticd, tales como: si un primo-divide aun-producto divide alguno de los factores, y-dado
cualquier miimero primo siempré se puede encontrar otro mayor. (Coleceion de ele-
mentos intensivos)

¢ Agmpacion de definiciones, proposiciones y élementos ostensivos en los “Elementos”™
de Euclides que sistematizan las précticas realizadas hasta €]l momento. (TFecnologia)

La tercera etapa se caracteriza por la resignificacion de la dimensién extensiva de las
nociones involucradas en la divisibilidad en Z, cuyo mayer exponente es Fermat (siglo
XVH) que retoma la obra de Diofanto (siglo. HI d.C.) cuya mayor adquisicién fue €l con-
cepto de arithmo. En efecto, se retorna al contexio aritmético dejado: de lado ep 1a etapa
anterjor, delimitando el dominio de la Aritmética al conjunto de los nlimeros enteros. Se
produce ademas la incorporacion de importantes clementos ostensivos como son los signos
de las operaciones aritméticas elementales y ¢l uso del sistema posicional en base 10, Esta
relacion dialéctica entre elementos intensivos y ostensivos diferentes al periodo precedente
produce nuevos ¢ imporiantes problemas para el posterior desarrollo de la Teorfa de:nfime-
103 enteros, como asi también ¢l primer método aritmético. puro, a saber: ¢l del descenso
infinito. Hay explicitas producciones deductivas manifestadas en las demostraciones de
feoremas, pero no se logra todavia la conformacién de una teorfa general dé nitmeros. Es-
pecificamente los nuevos elementos de significados defectados en esta etapa son los si-
ghientes:

¢ Introduccion del arithmo en tanto génesis del simbolo, uso del sistema posicional de
base 10 yde 105 51gnos e > que conforman la base. de e smbologla escasa pero

e Expresitn de los _problemas enun _contexto -antmétlco (elementOs actuativos)

e Primera delimitacién del dominio de la Aritmética a los némeros enteros (elemento
intensivo).

s Enunciacién de problemas motivadores para el desarrollo de la Aritmética Moder

tales como el Pequefic Teorema de Fermat y el Ultuno Teorema de Fermat, eutre otros
{coleccion de clementos extensivos).

¢ Agrupacion de tareas y técnicas que permitieron la construccién de un. método propio
del dominio de 1a Aritmética como lo es el del descenso infinito (maeva tecnologia).

El cuarto momento tiene como caracteristica relevante la aparicion del signo de con-
gruencia (=) como nuevo elemento O5tensive qiie genera una mirada diferente del hacer
aritmético y permite la relacion de las nociones de divisibilidad con el campo algebraico.
Ademés aparece la primera sistematizacién de una Teoria de Nameros en un tratado espe-
cial: Disquisifiones Arithmeticae de F. Ganss publicada en 1901, En efecto, en este-perfodo
se identificaron los siguientes nuevos elemeéntos de significado que remgmﬁcaron la rela-
cién de divisibilidad en el conjuito de los nfimeros enteros:

¢ Uso de una nueva notaci6n para indicar que un nimero divide a otro, a saber! i divide a
x, si x =0 (mod m) {elemento ostensivo)
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» Definicién de la nocién de congruencia como una relacion de equivalencia que origina
una particion en los niimeros enteros determinando un método, de clasificacién segtn los.
restos obtenidos al dividir por m.. (elemento intensivo)

¢ La demosiracion d{e Ta Ley de reciprocidad cuadratica (elemento extensivo)

» Aplicaci6n de la nocidn de congruencia como ._instrmnento de resolucién de écuaciones
algebraicas (elementos actuativos y validativos)

» Sistematizacion de los ¢lementos intensivos, ostensivos y-extensivos caracteristicos de
este Perfodo organizados shora en la Teoria de Nfimeros de Gauss: Dzsquzsmones
arithmeticae. (Teoria}.

Por ltimo, la quinta etapa estd Tepresentado por la generalizacion del Dommzo delos
niimeros enteros a los enteros complejos de Gauss y de éstos a los niimeros algebraicos,
prodiciéndose asi iha nueva teoria englobante: la Teoria de Nimieros ‘Algébraicos. Esta
ampliacién de los nimeros enteros a los enteros generalizados implica tm cambio sustancial
en la dimensi6n intensiva, ya que en los nuevos ‘dominios de niimeros sé deben ahora rede-
finir nociones bésicas de la divisibilidad en Z tal como los conceptos de nifmerd ptimo v
unidades. Los nuevos elementos identificados son:

e Generalizacion de la Ley de reciprocidad cuadritica y tentativas de 185011101(5[1 del l-
timo Teorema dé Fermat {coléccion de élementos extensivos)

s Generalizacion de] Dominio de los niimeros enteros a los enteros complejos de Gauss, y
éstos a los nitmeros algebralcos {elemenfos intensivos)

¢ Redefinicion de las nociones bésicas y de las operaclones fandamentales de la divisibi-
lidad Tespecto-de los nuevos-dominios {elementos vatidativos)

¢ Nuevos planteos acerca. de qué nuevos campos satisfacen el Teorema Fundamental dela
Aritmética o sea de cuales de ellos admiten factorizacién ﬁmca (elementos extenswos)

* Definicion de Ideales y caractenzacion de Dominios de Factorizacion umca (elementos
intensivos),

o Sistematizacion de las tareas, técnicas, elementos. initensivos, ostensivos y tecnologla en
la actual Teoria de Nimeros Algebralcos (feoria)y

4. Coneclusion : ;

Esperamos que ol andlisis eprstemologlco que se harealizado en estetrabajo haya permitido
detectar los importantes cambios-de elementos de significado-en las nociopes elgmen_talcs
de la Teoria de Naumeros Enteros en diferentes instituciones de produccién del conoci-
miento-matematico: Las variadas siteaciones prebleméticas planteadas en. los distintos. -pe-
riodos historicos, los diferentes elementos tecnolégicos que han ido ccnformand Ia Teona
y los.distintos elementos ostensivos generados a lo large del tiempe, han. pen '
bir cince perfodos, donde se ha podido. observar con claridad que cada etapa res1gn1ﬁca ala
anterior. En ofras palabras, se ha mostrado que el crecimiento de Ia dimensidn extensiva
produce paralelamente ¢l crecimiento de la dimension intensiva y de la ostenswa, o que
conlleva a nuevos elementos actuativos y validativos.

En sintesis, las resignificaciones de los conceptos que se hari analizado evidencian Ia
complejidad significativa de los mismos, es decir dejan al descubierto la “ilisién de trans-
parencia” que la epistemologia escolar presupone en la ensefianza. Mostrar tal complejidad
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y las interrelaciones que se producen entre los objetos de saber es el aporte que este tipo de
andlisis epistemolégico brinda al andlisis didéctico.
Nota

1 1.2 problemética de ko didActico se asume en trmmas “institucionales™, entendietido a 1a nocion de instifucion en
sentido amplic siendo una institucidn tanto la escuela como un libro de texio, un alumno, una clase, efc.
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